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Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas

Teorema de Kronecker-Weber

e Aplicações
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Resumo

O objetivo deste trabalho é demonstrar o Teorema de Kronecker-Weber de uma

forma mais elementar, usando o artigo ”An Elementary Proof of the Kronecker-Weber

Theorem”. O trabalho traz como aplicação uma fórmula para o cálculo do condutor de

um corpo de números abeliano.

Palavras chave: corpos ciclotômicos, corpos de números abelianos, ramificação

de ideais, condutor.



Abstract

The objective of this work is to demonstrate the Kronecker-Weber Theorem in a form

more elementary, using article ”An Elementary Proof of the Kronecker-Weber Theorem”.

Application as the work gives a formula for calculating the conductor of a field of numbers

abelian.

Keywords: cyclotomic fields, fields of numbers abelian, ramification of

ideals, conductor.



Índice de Śımbolos

N: conjunto dos números naturais

Z: conjunto dos números inteiros
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R: conjunto dos números reais
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: produtório∑
: somatório

det(A): determinante da matriz A
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D(α1, . . . , αn): discriminante de uma n-upla

A[x]: anel de polinômios com coeficientes em A

K, L, M: corpos

#X = card(X): cardinalidade do conjunto X

car(K): caracteŕıstica do corpo K

TrL|K: traço em relação a extensão L|K
NL|K: norma em relação a extensão L|K
minKα: polinômio minimal de α sobre K

gr(p(x)): grau do polinômio p(x)

Ker(f): núcleo da aplicação f

a, b, p, q, m: ideais

OL: anel de inteiros de L sobre A
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P, B, M: ideais de OL

[L : K]: grau da extensão L|K.
Gal(L|K): o grupo de Galois de L sobre K

ζn = e
2πi
n = cos2π

n
+ isen2π

n
: raiz n-ésima da unidade

Un: grupo das ráızes n-ésimas da unidade

K∗: grupo multiplicativo dos elementos inverśıveis de K

DK: ideal gerado pelo discriminante de K

M∗: codiferente do conjunto M

Δ(L|K): diferente de L sobre K

v(x): valorização de x

e(P|p): ı́ndice de ramificação de P sobre p

f(P|p): grau de inércia de P sobre p

g(P|p): números de ideais primos de OL acima de p

Z(P|p): grupo de decomposição de P

T (P|p): grupo de inércia de P

Vj(P|p): j-ésimo grupo de ramificação de P

KH : corpo fixo do grupo H
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Introdução

Um resultado conhecido da teoria de corpos é que toda extensão ciclotômica Q(ζn)

de Q é abeliana, pois Gal(Q(ζn)|Q) �
(
Z
nZ

)∗
que é abeliano para qualquer n ∈ N.

O Teorema de Kronecker-Weber garante que toda extensão abeliana finita K de Q está

contida em um corpo ciclotômico, ou seja, K ⊆ Q(ζn), para algum n ∈ N. Assim, o

estudo de extensões abelianas finitas de Q é reduzido ao estudo de subcorpos de corpos

ciclotômicos.

O Teorema de Kronecker-Weber foi apresentado por Leopold Kronecker em 1853,

porém a prova estava incompleta principalmente no caso em que a extensão tem grau uma

potência de 2. Em 1886, Heinrich Martin Weber apresentou o que até então seria a prova

completa do Teorema de Kronecker-Weber. Mas em 1896, David Hilbert encontrou erros

na demonstração de Weber e conseguiu provar completamente o Teorema de Kronecker-

Weber usando teoria da ramificação.

Neste trabalho apresentamos a demonstração do Teorema de Kronecker-Weber

baseada na teoria da ramificação apresentada em [1]. Existem outras demonstrações

deste teorema usando a teoria de classes de corpos e a teoria da localização, as quais

podem ser encontradas em [2] e [3], respectivamente.

A teoria da ramificação exige um conhecimento prévio da teoria algébrica dos números.

O Caṕıtulo 1 deste trabalho traz alguns resultados importantes de teoria algébrica dos

números, para que no Caṕıtulo 2, a teoria da ramificação seja apresentada ao leitor com

mais clareza.

Apesar de garantir que todo corpo de números abeliano K é um subcorpo de um

corpo ciclotômico Q(ζn), o teorema de Kronecker-Weber não apresenta explicitamente a
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fórmula para o cálculo de n, o qual é chamado de condutor de K se for o menor com esta

propriedade. A Seção 3.3, tem o objetivo de ajudar no cálculo do condutor de um corpo de

números abeliano. Em [4] é posśıvel ver um estudo detalhado do cálculo deste condutor.

O condutor de uma extensão abeliana é muito útil para o cálculo do discriminante de um

corpo de números abeliano, que pode ser encontrado em [5].

Os anéis considerados neste trabalho são anéis comutativos com unidade.



Caṕıtulo 1

Resultados básicos de teoria

algébrica dos números

Neste caṕıtulo abordamos alguns conceitos básicos da teoria algébrica dos números

necessários para o entendimento e desenvolvimento dos próximos caṕıtulos. Os objetivos

principais deste caṕıtulo são definir e estudar módulos Noetherianos, anel de inteiros,

norma, traço e discriminante. Além disso, mostrar que todo grupo abeliano finito é

produto de grupos cicĺıcos e também que o anel de inteiros é um anel integralmente

fechado, Noetheriano e um módulo finitamente gerado. A última seção traz resultados

importantes sobre corpos quadráticos e ciclotômicos que serão úteis para a demonstração

do Teorema de Kronecker-Weber.

1.1 Módulos

Vemos nesta seção que o conceito de módulo sobre um anel é o mesmo de um espaço

vetorial sobre um corpo. Porém, alguns resultados sobre módulos merecem um pouco

mais de cuidado. O Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos é o principal

resultado desta seção. As principais referências desta seção são [6], [7] e [8].

Definição 1.1 Seja A um anel. Dizemos que um conjunto não vazio M é um A-módulo

se:

16
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i) (M,+) é um grupo abeliano;

ii) Existe uma aplicação ϕ : A×M −→ M dada por ϕ(a, x) = ax, que satisfaz

a) a(x+ y) = ax+ ay;

b) (a+ b)x = ax+ bx;

c) (ab)x = a(bx);

d) 1x = x,

para todo a, b ∈ A e x, y ∈ M .

Exemplo 1.1 Todo anel A é um A-módulo, todo espaço vetorial V sobre um corpo K é

um K-módulo e todo grupo abeliano é um Z-módulo.

Definição 1.2 Um subconjunto não vazio N de um A-módulo M é um A-submódulo de

M se N é um subgrupo de (M,+) e an ∈ N , para todo a ∈ A e n ∈ N . Se M é um

A-módulo, tem-se que (M,+) é um grupo abeliano. Assim, se N é um A-submódulo

de M , então N é um subgrupo normal de M . Logo, está definido o grupo quociente

de M por N , e denotado por
M

N
, onde a soma de x = x + N e y = y + N é dada

por x + y = (x + y) + N ∈ M

N
. A multiplicação de x ∈ M

N
por a ∈ A é definida por

ax = a(x+N) = ax+N ∈ M

N
. Com essas duas operações tem-se que

M

N
é um A-módulo,

chamado módulo quociente de M por N .

Definição 1.3 Sejam M e M ′ A-módulos. Uma aplicação f : M −→ M ′ tal que

a) f(x+ y) = f(x) + f(y);

b) f(ax) = af(x);

para todo x, y ∈ M e a ∈ A, é chamada um homomorfismo de A-módulos.

Consideramos M um A-módulo e N um A-submódulo de M . Notemos que a aplicação

f : M −→ M

N
, dada por f(x) = x = x+N , é um homomorfismo sobrejetor. Assim, como
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uma consequência desta aplicação existe um isomorfismo entre os A-submódulos de M

que contém N e os A-submódulos de
M

N
. Além disso, notemos que se A é um corpo,

então M e N são espaços vetoriais sobre A, e assim, um homomorfismo de A-módulos é

uma transformação linear entre espaços vetoriais.

Definição 1.4 Um A-módulo M é livre se M é isomorfo a um A-módulo da forma⊕
i∈I Mi, onde cada Mi � A, para todo i ∈ I.

Da Definição 1.4, tem-se que um A-módulo M é livre se existe um subconjunto {xi}i∈I
de M tal que cada x ∈ M é escrito de forma única como x =

∑
i∈I

aixi, onde ai ∈ A para

i ∈ I, ou seja, o conjunto {xi}i∈I é um conjunto de geradores linearmente independentes

de M . O número de elementos de I é chamado de posto de M . No caso em que I é finito

e {xi}i∈I não é necessariamente linearmente independente, ou seja, x =
∑
i∈I

aixi mas não

de forma única, M é dito um A-módulo finitamente gerado.

Proposição 1.1 Se M é um A-módulo, então M é finitamente gerado se, e somente se,

M é isomorfo a um quociente de An, para algum n ∈ N.

Demonstração. Suponhamos que M é finitamente gerado por {x1, x2, . . . , xn} e

consideramos a aplicação ϕ : An −→ M dada por ϕ(a1, a2, . . . , an) = a1x1 + a2x2 + . . .+

anxn. Tem-se que ϕ é um homomorfismo sobrejetor de A-módulos, e assim,
An

Ker(ϕ)
� M .

Reciprocamente, consideramos ψ o homomorfismo de An no A-módulo M . Tem-se

que o conjunto {e1, e2, . . . , en} gera An, onde ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), com a i-ésima

coordenada igual a 1. Assim, ψ(ei) gera M , pois M é isomorfo a um quociente de An.

Portanto, M é finitamente gerado. �

Definição 1.5 Dizemos que um A-módulo M é um A-módulo Noetheriano se satisfaz

uma das seguintes condições equivalentes:

i) Toda famı́lia não vazia de A-submódulos de M tem um elemento maximal

ii) Toda sequência crescente de A-submódulos de M é estacionária

iii) Todo A-submódulo de M é finitamente gerado.
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Um anel A é chamado de um anel Noetheriano se A é um A-módulo Noetheriano.

Exemplo 1.2 Seja A um anel principal. Os A-submódulos de A são os ideais do anel

A. Assim, qualquer A-submódulo de A é finitamente gerado. Portanto, A é um anel

Noetheriano.

Teorema 1.1 Se M um A-módulo e N um A-submódulo de M , então M é Noetheriano

se, e somente se, N e
M

N
são Noetherianos.

Demonstração. Suponhamos que M é um A-módulo Noetheriano. Se F é um A-

submódulo de N , então F é um A-submódulo de M . Assim, qualquer sequência crescente

de A-submódulos de N é estacionária. De forma análoga, se E é um A-submódulo de
M

N
então E é um A-submódulo de M que contém N . Portanto, qualquer sequência crescente

de A-submódulos de
M

N
é estacionária. Reciprocamente, suponhamos que N e

M

N
são

A-módulos Noetherianos. Seja (Rn)n∈N uma sequência crescente de A-submódulos de M .

Consideramos a aplicação ϕ : M −→ N × M

N
dada por ϕ(Rn) =

(
Rn ∩N,

Rn +N

N

)
.

Tem-se que ϕ está bem definida, pois Rn ∩ N é um A-submódulo de N e
Rn +N

N
é

um A-submódulo de
M

N
. Tem-se que Rn ⊆ Rn+1 e mostramos que Rn+1 ⊆ Rn, para

algum n. Para isso mostremos que ϕ é injetiva. Suponhamos que Rn ∩ N = Rn+1 ∩ N

e
Rn +N

N
=

Rn+1 +N

N
. Seja x ∈ Rn+1. Assim, existem u, v ∈ N e y ∈ Rn tal que

y + u = x + v. Logo, x − y = u − v ∈ Rn+1 ∩ N = Rn ∩ N . Como x − y ∈ Rn e

y ∈ Rn segue que x ∈ Rn. Portanto, Rn+1 = Rn. Pelo fato de N e
M

N
serem A-módulos

Noetherianos, segue que existem n1, n2 ∈ N tais que dadas sequências crescentes (Fn)n∈N

em N e (En)n∈N em
M

N
, tem-se que En = En+1, para todo n ≥ n1 e Fn = Fn+1, para todo

n ≥ n2. Se n0 = sup{n1, n2}, então Rn = Rn+1, para todo n ≥ n0. Portanto, M é um

A-módulo Noetheriano. �

Corolário 1.1 Se M1,M2, . . . ,Mn são A-módulos Noetherianos, então
n∏

i=1

Mi é um A-

módulo Noetheriano.

Demonstração. Mostramos por indução sobre n. Para n = 2, tem-se que M1 �
M1 × {0} ⊆ M1 × M2. Seja a aplicação ϕ : M1 × M2 −→ M2 dada por ϕ(x, y) =
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y. Tem-se que ϕ é um homomorfismo sobrejetor, e assim,
M1 ×M2

Ker(ϕ)
� M2. Como

Ker(ϕ) = M1 × {0} � M1, segue que
M1 ×M2

M1 × {0} � M1 ×M2

M1

� M2. Como M1 e M2 são

Noetherianos, segue pelo Teorema 1.1, que M1 ×M2 é Noetheriano. Agora, suponhamos

que
n−1∏
i=1

Mi é Noetheriano e mostramos que
n∏

i=1

Mi é Noetheriano. Se N =
n−1∏
i=1

Mi, então

N ×Mn é Noetheriano pela primeira parte. Portanto,
n∏

i=1

Mi é Noetheriano. �

Corolário 1.2 Se A é um anel Noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado, então

M é um A-módulo Noetheriano.

Demonstração. Como M é um A-módulo finitamente gerado, segue que M é isomorfo

ao módulo quociente
An

Ker(ϕ)
(Proposição 1.1). Pelo Corolário 1.1, segue que An é

Noetheriano e pelo Teorema 1.1, segue que
An

Ker(ϕ)
é Noetheriano. Portanto, M é

Noetheriano. �

Proposição 1.2 Se A é um anel Noetheriano, então todo ideal de A contém um produto

de ideais primos de A. Se A é um domı́nio de integridade Noetheriano, então todo ideal

não nulo de A contém um produto de ideais primos não nulos de A.

Demonstração. Suponhamos que a famı́lia F de ideais de A que não contém um

produto de ideais primos é não vazia. Como A é Noetheriano, segue que F tem um

elemento maximal b. Tem-se que b não é um ideal primo, pois caso contrário b /∈ F.

Assim, existem x, y ∈ A − b tal que xy ∈ b. Consideramos b′ = b + 〈x〉 e b′′ = b + 〈y〉.
Logo, b ⊂ b′ e b ⊂ b′′, e assim b′, b′′ /∈ F, pois b é maximal. Assim, b′ e b′′ contém

produtos de ideais primos de A. Como b′b′′ =

{
n∑

i=1

aibi; ai ∈ b′, bi ∈ b′′
}
, segue que

b′b′′ ⊂ b. Deste modo, b contém um produto de ideais primos de A, o que contraria o

fato de b ∈ F. Portanto, F é uma famı́lia vazia. �

Teorema 1.2 Se A é um anel principal, M um A-módulo livre de posto n e N um A-

submódulo de M , então

a) N é livre de posto m, onde 0 ≤ m ≤ n;
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b) Se N �= {0}, existe uma base {e1, . . . , en} de M e elementos não nulos a1, . . . , am ∈
A tal que {a1e1, . . . , amem} é uma base de N com ai|ai+1, para 1 ≤ i ≤ m− 1.

Demonstração. a) Se N = {0}, então o resultado é válido. Assim, podemos supor

N �= {0}. Seja L(M,A) o conjunto dos funcionais lineares sobre M . Se f ∈ L(M,A),

então f(N) é um A-submódulo de A, ou seja, é um ideal de A. Como A é principal,

segue que f(N) = 〈af〉, com af ∈ A. Pelo Exemplo 1.2, segue que existe f ∈ L(M,A)

tal que 〈af〉 é maximal sobre 〈ag〉, para qualquer g ∈ L(M,A). Como M é livre de

posto n, segue, pela Proposição 1.1, que M � An. Seja πi : M −→ A a projeção sobre

a i-ésima coordenada. Logo, πi(xj) = δij, para 1 ≤ i, j ≤ n. Pelo fato de N �= {0},
tem-se que existe pelo menos um i, 1 ≤ i ≤ n, tal que πi(N) �= {0}, e assim, 〈af〉 �= 〈0〉.
Como f(N) = 〈af〉, segue que existe e′ ∈ N tal que f(e′) = af . Mostramos que af |g(e′)
para qualquer g ∈ L(M,A). De fato, se d = mdc(af , g(e

′)), então existem a, b ∈ A tal

que d = aaf + bg(e′). Logo, d = af(e′) + bg(e′) = (af + bg)(e′), que é um funcional

linear sobre M . Assim, 〈af〉 ⊆ 〈d〉 ⊆ f(N). Porém, como 〈af〉 é maximal, segue que

〈af〉 = 〈d〉, o que implica que af |g(e′). Em particular, af |πi(e
′). Assim, πi(e

′) = afbi, com

bi ∈ A. Se {x1, . . . , xn} é uma base de M , então podemos escrever e =
n∑

i=1

bixi, e assim,

e′ = afe. Como f(e′) = af = aff(e), segue que f(e) = 1, pois af �= 0. Mostramos que

M = Ker(f)⊕ 〈e〉 e N = (N ∩Ker(f))⊕ 〈e′〉, onde e′ = afe. De fato, se x ∈ M , então

x = f(x)e + (x − f(x)e). Assim, f(x − f(x)e) = f(x) − f(x)f(e) = 0, pois f(e) = 1.

Logo, x − f(x)e ∈ Ker(f), o que implica que Ker(f) + 〈e〉 = M . Como f(e) �= 0,

segue que Ker(f) ∩ 〈e〉 = 〈0〉. Agora, se y ∈ N , então f(y) = baf , com b ∈ A. Assim,

y = bafe+(y−bafe) = be′+(y−f(y)e). De modo análogo ao anterior, y−f(y)e ∈ Ker(f)

e também y − f(y)e = y − be′ ∈ N , ou seja, y − f(y)e ∈ N ∩Ker(f) e be′ ∈ 〈e′〉. Agora,
provamos (a) por indução sobre m. Se m = 0, então N = {0} e a prova é direta. Se

m > 0, então N∩Ker(f) tem posto m−1, e assim, pela hipótese de indução N∩Ker(f) é

livre. Logo, adicionando e′ a uma base de N ∩Ker(f) obtemos uma base de N . Portanto,

N é livre de posto m.

b) Provamos (b) por indução sobre n. Se n = 0 a prova é trivial. Tem-se por (a) que

Ker(f) é livre de posto n − 1, pois M = Ker(f) ⊕ 〈e〉. Logo, aplicando a hipótese de
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indução sobre Ker(f) e seu submódulo N ∩ Ker(f), tem-se que se N ∩ Ker(f) �= 〈0〉,
então existem m ≤ n, uma base {e2, . . . , en} do Ker(f) e elementos não nulos a2, . . . , am

de A tal que {a2e2, . . . , amem} é uma base para N ∩ Ker(f), com ai|ai+1, para 2 ≤
i ≤ m − 1. Tomando a mesma notação dada acima e colocando af = a1 e e = e1,

tem-se que {e1, . . . , en} é uma base de M e {a1e1, . . . , amem} é uma base de N , pois

M = Ker(f)⊕ 〈e〉 e N = (N ∩Ker(f))⊕ 〈e′〉, com e′ = a1e1. Resta mostrar que a1|a2.
De fato, se g ∈ L(M,A) tal que g(e1) = g(e2) = 1 e g(ei) = 0, para i ≥ 3, então a1 =

af = g(afe1) = g(e′) ∈ g(N). Assim, 〈af〉 = g(N) = 〈a1〉. Como a2 = g(a2e2) ∈ g(N),

segue que a2 ∈ 〈a1〉, o que implica que a1|a2. �

Corolário 1.3 Se A é um anel principal e M um A-módulo finitamente gerado, então

M é isomorfo ao produto
A

a1
× A

a2
× . . .× A

an
, onde ai’s são ideais de A tal que a1 ⊇ a2 ⊇

. . . ⊇ an.

Demonstração. Seja {x1, . . . , xn} um conjunto de geradores de M . Pela Proposição

1.1, segue que M � An

Ker(ϕ)
e pelo Teorema 1.2, segue que existe uma base {e1, . . . , en}

de An e elementos não nulos a1, . . . , aq ∈ A tal que {a1e1, . . . , aqeq} é uma base de Ker(ϕ)

e que ai|ai+1, para 1 ≤ i ≤ q − 1. Notemos que se colocarmos aj = 0, para q ≤ j ≤ n,

então
An

Ker(ϕ)
�

n∏
i=1

eiA

aieiA
. Assim,

An

Ker(ϕ)
�

n∏
i=1

A

ai
� M . �

Definição 1.6 Seja A um domı́nio de integridade. Um A-módulo M é dito livre de torsão

se ax = 0 implicar que a = 0 ou x = 0, com a ∈ A e x ∈ M .

Corolário 1.4 Se A é um anel principal e M é um A-módulo finitamente gerado e livre

de torsão, então M é um A-módulo livre.

Demonstração. Pelo Corolário 1.3 tem-se que M � A

a1
× . . . × A

an
, onde os ai’s são

ideais de A tal que a1 ⊇ . . . ⊇ an. Eliminando os fatores que são iguais a zero, podemos

supor que ai �= A, para 1 ≤ i ≤ n. Se a1 �= 〈0〉, a ∈ a1, x1 ∈ A

a1
são não nulos, então

ax = 0, onde x = (x1, . . . , 0), o que contradiz o fato de M ser livre de torsão. Assim,

a1 = 〈0〉, e consequentemente, ai = 〈0〉, para todo 1 ≤ i ≤ n. Portanto, M � An. �
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Lema 1.1 Se A é um anel e {a1, . . . , ar} é um conjunto de ideais de A tal que ai+aj = A,

para i �= j, então
A

a1a2 . . . ar
�

r∏
i=1

A

ai
.

Demonstração. Mostramos o resultado por indução sobre r. Se r = 2, mostramos

que a1 ∩ a2 = a1a2 e o homomorfismo canônico ϕ : A −→ A

a1
× A

a2
induz um isomorfismo

θ :
A

a1a2
−→ A

a1
× A

a2
. De fato, tem-se que a1a2 ⊆ a1 e a1a2 ⊆ a2, e assim, a1a2 ⊆ a1 ∩ a2.

Como a1 + a2 = A, segue que existem a ∈ a1 e b ∈ a2 tal que a + b = 1. Assim,

se x ∈ a1 ∩ a2, então x = ax + bx ∈ a1a2, ou seja, a1 ∩ a2 ⊆ a1a2. Deste modo,

a1a2 = a1 ∩ a2. Seja (y, z) ∈ A

a1
× A

a2
. Tomamos x = az + by, com a e b como antes.

Notemos x ≡ by ≡ (y − ay) ≡ y(mod a1) e x ≡ az ≡ (z − bz) ≡ z(mod a2). Logo,

ϕ(x) = (y, z). Portanto, ϕ é sobrejetora. Claramente, Ker(ϕ) = a1 ∩ a2 = a1a2, e

consequentemente, θ :
A

a1a2
−→ A

a1
× A

a2
é um isomorfismo. Agora seja r > 2. Tomamos

b = a2 . . . ar. Mostramos que a1 + b = A. De fato, tem-se que a1 + ai = A, para todo

i ≥ 2, e assim, existem ci ∈ a1 e ai ∈ ai tal que ci + ai = 1, e consequentemente,

1 =
r∏

i=2

(ci + ai) = c + b, onde c =
r∏

i=2

ci ∈ a1. Logo, a1 + b = A. Portanto, o resultado

segue pela primeira parte. �
Como consequência do Lema 1.1 tem-se que se mdc(n,m) = 1, então

Z
nmZ

� Z
nZ

×
Z
mZ

.

Corolário 1.5 Se A é um anel principal e M um A-módulo finitamente gerado, então

M é isomorfo a um produto finito de A-módulos Mi, onde Mi = A ou Mi =
A

psA
, com p

primo.

Demonstração. Pelo Corolário 1.3, tem-se queM � A

a1A
×. . .× A

anA
. Se ai = ps11 . . . psrr ,

para cada 1 ≤ i ≤ n, é a fatoração de ai em primos, então, pelo Lema 1.1, segue que
A

aiA
�

r∏
i=1

A

psii A
, o prova o corolário. �

Corolário 1.6 (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos) Se G é um grupo

abeliano finito, então G �
r∏

i=1

Gi, onde os Gi’s são grupos cicĺıcos de ordem psii , com pi

primo, si ∈ N e 1 ≤ i ≤ r.
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Demonstração. Como todo grupo abeliano é um Z-módulo e Z é um anel principal,

segue, pelo Corolário 1.5, que G �
r∏

i=1

Gi, onde Gi = Z ou Gi =
Z

psii Z
, com pi primo.

No caso em que Gi =
Z

psii Z
, tem-se que Gi é cicĺıco de ordem psii , pois a aplicação

f :
Z
nZ

−→ Gi dada por f(s̄) = asi , onde ai é um gerador de Gi, é um isomorfismo.

No caso em que Gi = Z, tem-se que Gi é cicĺıco infinito, pois a aplicação h : Z −→ Gi

dada por h(m) = ami , onde ai é um gerador de Gi, é um isomorfismo. Pelo fato de G ser

finito, segue que G �
r∏

i=1

Gi, onde Gi =
Z

psii Z
, com pi primo. �

Corolário 1.7 Se G é um grupo abeliano finito, então existe g ∈ G tal que o(g) =

mmc{o(h); h ∈ G}.

Demonstração. Como todo grupo abeliano é um Z-módulo e Z é um anel principal,

segue, pelo Corolário 1.3, que G � Z
a1Z

× . . .× Z
anZ

, onde ai|ai+1, para todo 1 ≤ i ≤ n− 1.

Como G é finito, segue que ai �= 0 para 1 ≤ i ≤ n. Seja g = (0, . . . , 0, 1), onde 1 = 1+anZ.

Tem-se que ang = (0, . . . , 0, an+anZ) = (0, . . . , 0) o que torna an a ordem de g. Pelo fato

de ai|ai+1, tem-se que anh = 0, para todo h ∈ G, ou seja, an é mútiplo de o(h), para todo

h ∈ G. Portanto, g é o elemento de G cuja ordem é mmc{o(h); h ∈ G}. �.

1.2 Elementos inteiros

Nesta seção, o objetivo é definir elementos inteiros sobre um anel, anel de inteiros

e suas propriedades, sendo que uma delas é de que o anel de inteiros é integralmente

fechado. A principal referência desta seção é [7].

Definição 1.7 Sejam A ⊆ B anéis e α ∈ B. Dizemos que α é inteiro sobre A se α é raiz

de um polinômio mônico com coeficientes em A, ou seja, se existem a0, a1, . . . , an−1 ∈ A,

não todos nulos, tal que αn + an−1α
n−1 + . . . + a0 = 0. No caso, em que A = Z diremos

que α é um inteiro algébrico.

Exemplo 1.3 Se α =
√
2 +

√
5 ∈ R, então α é raiz de f(x) = x4 − 14x2 + 9 ∈ Z[x].

Portanto, α é um inteiro algébrico.
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Teorema 1.3 Sejam A ⊆ B anéis e α ∈ B. As seguintes afirmações são equivalentes:

a) α é inteiro sobre A.

b) O anel A[α] =

{∑
i

aiα
i, ai ∈ A

}
é um A-módulo finitamente gerado.

c) Existe um subanel R de B que é um A-módulo finitamente gerado contendo A e α.

Demonstração. (a) ⇒ (b) Seja M um A-submódulo de B gerado por {1, α, . . . , αn−1}.
Como α é inteiro sobre A, segue que existem a0, a1, . . . , an−1 ∈ A, não todos nulos, tal

que αn + an−1α
n−1 + . . . + a0 = 0. Assim, αn = −

n−1∑
i=0

aiα
i o que implica que αn ∈ M .

Para provar que M = A[α], devemos provar que αj ∈ M , para todo j ∈ N, que será feito

por indução sobre j. Para j ≤ n, já vimos que αj ∈ M . Suponhamos que αj ∈ M e

mostramos que αj+1 ∈ M . Por hipótese de indução, tem-se que αj =
n−1∑
i=0

siα
i, si ∈ A.

Assim,

αj+1 =

(
n−1∑
i=0

siα
i

)
α = (sn−1α

n−1 + . . .+ s0)α = sn−1α
n + sn−2α

n−1 + . . .+ s0α

= sn−1(−an−1α
n−1 − . . .− a1α− a0) + sn−2α

n−1 + . . .+ s0α

= (sn−2 − an−1sn−1)α
n−1 + (sn−3 − an−2sn−1)α

n−2 + . . .+ (s0 − a1sn−1)α− a0sn−1.

Logo, αj+1 ∈ M , para todo j ∈ N, o que implica que A[α] ⊆ M . Como M é gerado por

{1, . . . , αn−1} segue que M ⊆ A[α]. Portanto, M = A[α] o que torna A[α] um A-módulo

finitamente gerado.

(b) ⇒ (c) Basta colocar R = A[α]. Assim R é um subanel de B que é um A-módulo

finitamente gerado contendo A e α.

(c) ⇒ (a) Como R é um A-módulo finitamente gerado, segue que existe um conjunto

{r1, r2, . . . , rn} ⊆ R tal que R =
n∑

i=1

Ari. Assim, αri ∈ R, para i = 1, 2, . . . , n, pois

α ∈ R por hipótese. Deste modo, αri =
n∑

j=1

aijrj, com aij ∈ A, para 1 ≤ i ≤ n, ou

seja, αri −
n∑

j=1

aijrj = 0, com aij ∈ A, para 1 ≤ i ≤ n. Portanto,
n∑

j=1

(δijα − aij)rj = 0,
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com aij ∈ A, para 1 ≤ i ≤ n, onde δij =

⎧⎨⎩ 1, se i = j

0, se i �= j
. Seja d = det(δijα − aij) =

αn+. . .+a0. Pela Regra de Cramer, segue que dri = 0, para i = 1, 2, . . . , n. Assim dr = 0,

para todo r ∈ R e em particular, d1 = d = 0. Portanto, d = αn+an−1α
n−1+ . . .+a0 = 0,

o que torna α inteiro sobre A. �

Proposição 1.3 Sejam A ⊆ B anéis e {b1, b2, . . . , bn} ⊆ B. Se bi é inteiro sobre

A[b1, b2, . . . , bi−1], para 1 ≤ i ≤ n, então A[b1, b2, . . . , bn] é um A-módulo finitamente

gerado.

Demonstração. Provamos por indução sobre n. Para n = 1, o resultado segue

pelo Teorema 1.3. Assumimos que R = A[b1, b2, . . . , bn−1] é um A-módulo finitamente

gerado. Assim, existe {r1, r2, . . . , rp} ⊆ R tal que R =

p∑
i=1

Ari. Como bn é inteiro sobre

R, pelo Teorema 1.3, segue que R[bn] é um R-módulo finitamente gerado. Logo, existe

{s1, s2, . . . , sq} ⊆ R[bn] tal que

R[bn] =

q∑
j=1

Rsj =

q∑
j=1

(
p∑

i=1

Ari

)
sj =

∑
i,j

Arisj.

Portanto, R[bn] = A[b1, b2, . . . , bn] é um A-módulo finitamente gerado por {risj}, onde
1 ≤ i ≤ p e 1 ≤ j ≤ q. �

Definição 1.8 Sejam A ⊆ B anéis. O conjunto OB = {b ∈ B; b é inteiro sobre A} é

chamado de fecho inteiro de B sobre A, ou simplesmente de anel de inteiros de B sobre

A. Se A é um domı́nio de integridade e K seu corpo de frações, o fecho inteiro de K sobre

A é chamado de fecho inteiro de A. Dizemos que B é inteiro sobre A se para todo b ∈ B,

b é inteiro sobre A.

Notemos que OB é um subanel de B que contém A, pois qualquer α ∈ A é raiz de

f(x) = x−α ∈ A[x]. Além disso, se x, y ∈ OB, então x+ y, x− y e xy ∈ A[x, y]. Assim,

pela Proposição 1.3, A[x, y] é um A-módulo finitamente gerado. Logo, pelo item (c) do

Teorema 1.3, tem-se que x+ y, x− y e xy ∈ OB.

Proposição 1.4 Sejam A ⊆ B ⊆ C anéis. Assim, C é inteiro sobre A se, e somente se,

C é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.
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Demonstração. Suponhamos que C é inteiro sobre A. Assim, se α ∈ C, então existem

a0, a1, . . . , an−1 ∈ A, não todos nulos, tal que αn + an−1α
n−1 + . . .+ a0 = 0. Como A ⊆ B

segue que ai ∈ B, para i = 1, 2, . . . , n, o que torna α inteiro sobre B. Portanto, C é

inteiro sobre B. Seja α ∈ B. Como B ⊆ C, segue que α ∈ C. Por hipótese, tem-se que

α ∈ C é inteiro sobre A, e portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, se α ∈ C, então

existem b0, b1, . . . , bn−1 ∈ B tal que αn + bn−1α
n−1 + . . .+ b0 = 0. Assim, α é inteiro sobre

A[b0, b1, . . . , bn−1], e como B é inteiro sobre A, segue que cada bi, para i = 0, 1, . . . , n−1, é

inteiro sobre A. Logo, pela Proposição 1.3, segue que A[b0, b1, . . . , bn−1, α] é um A-módulo

finitamente gerado. Assim, pelo Teorema 1.3, segue que α é inteiro sobre A. Portanto, C

é inteiro sobre A. �

Proposição 1.5 Sejam B um domı́nio de integridade, A um subanel de B e B inteiro

sobre A. Para que B seja um corpo é necessário e suficiente que A seja um corpo.

Demonstração. Se B é um corpo e a ∈ A é não nulo, então a−1 ∈ B. Como B é inteiro

sobre A, segue que existem c0, . . . , cn−1 ∈ A tal que

(a−1)n + cn−1(a
−1)n−1 + . . .+ c0 = 0. (1.1)

Multiplicando a Equação (1.1) por an−1, obtemos a−1 = −cn−1 − cn−2a − . . . − c0a
n−1.

Logo, a−1 ∈ A. Portanto, A é um corpo. Reciprocamente, se A é um corpo e b ∈ B é

não nulo, então, pelo Teorema 1.3, segue que A[b] é um A-espaço vetorial de dimensão

finita. Consideramos a aplicação f : A[b] −→ A[b] dada por f(y) = by, a qual é uma

transformação A-linear. Como A[b] é um domı́nio de integridade e b �= 0, segue que

Ker(f) = {0}. Além disso, f é sobrejetiva, pois é uma transformação A-linear injetiva

entre espaços vetoriais de mesma dimensão. Logo, existe b′ ∈ A[b] tal que bb′ = 1, ou seja,

b é inverśıvel em A[b]. Portanto, B é um corpo. �

Definição 1.9 Seja A é um domı́nio de integridade. Dizemos que A é integralmente

fechado se o fecho inteiro de A é o próprio A.

Exemplo 1.4 Todo anel principal A é integralmente fechado, pois A é um domı́nio de

integridade e se α ∈ Q(A) (corpo de frações de A) é inteiro sobre A, então existem
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a0, a1, . . . , an−1 ∈ A, não todos nulos, tal que

αn + an−1α
n−1 + . . .+ a0 = 0. (1.2)

Como α ∈ Q(A), segue que podemos escrever α =
a

b
, com a, b ∈ A, b �= 0 e mdc(a, b) = 1.

Substituindo α =
a

b
na Equação (1.2), tem-se que

an

bn
+ an−1

an−1

bn−1
+ . . .+ a1

a

b
+ a0 = 0. (1.3)

Multiplicando a Equação (1.3) por bn tem-se que an+an−1ba
n−1+. . .+a1b

n−1a+bna0 = an+

b(an−1a
n−1+. . .+a1b

n−2a+bn−1a0) = 0 o que implica que an = −b(an−1a
n−1+. . .+bn−1a0).

Assim, b divide an, e como mdc(a, b) = 1, segue que b|an−1. Repetindo este processo, segue

que b|a, ou seja, a = bk, para algum k ∈ Z. Logo, a = bk e existem x, y ∈ A tal que

ax + by = 1. Assim, bkx + by = 1 o que implica que b(kx + y) = 1. Portanto, b é

um elemento inverśıvel de A, e deste modo α =
a

b
= ab−1 ∈ A o que torna A um anel

integralmente fechado.

Exemplo 1.5 Se A ⊆ B são anéis, então OB (o fecho inteiro de B sobre A) é

integralmente fechado. Seja x ∈ M = Q(OB) tal que x é inteiro sobre OB. Como OB é

inteiro sobre A, segue pela Proposição 1.4, que x é inteiro sobre A. Assim, o conjunto

dos elementos de M que são inteiros sobre OB está contido em OB. Portanto, OB é

integralmente fechado.

1.3 Extensões de corpos e teoria de Galois

Nesta seção, apresentamos alguns resultados de extensões de corpos e extensões de

Galois. O principal resultado é o Teorema de Irracionalidade Natural, além é claro de

resultados clássicos da Teoria de Galois como o Teorema da Correspondência de Galois.

Utilizamos as referências [8], [11], [12], [13], [14] e [15].

Definição 1.10 Dizemos que um corpo L é uma extensão de um corpo K se K ⊆ L.

Podemos considerar L como um K-espaço vetorial e assim chamamos dimKL = [L : K]

de grau da extensão L sobre K. Denotamos a extensão L de K por L|K.
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Exemplo 1.6 Como R ⊂ C, segue que C é uma extensão de R e dimRC = [C : R] = 2,

pois {1, i} é uma base de C sobre R.

Definição 1.11 Sejam A um anel e K um corpo contido em A. Dizemos que x ∈ A é

algébrico sobre K se existem a0, a1, . . . , an ∈ K, não todos nulos, tal que

anx
n + . . .+ a1x+ a0 = 0. (1.4)

Se x não é algébrico sobre K chamamos x de transcendente sobre K.

Como K é um corpo, segue que assumindo que an �= 0, podemos multiplicar a Equação

(1.4) por a−1
n ∈ K. Assim, x é inteiro sobre K. Portanto, sobre um corpo x é inteiro se, e

somente se, x é algébrico.

Definição 1.12 Sejam A um anel, K um corpo contido em A e α ∈ A algébrico sobre

K. O polinômio p(x) ∈ K[x] mônico de menor grau tal que α é raiz é chamado polinômio

minimal de α sobre K e denotado por minKα.

Proposição 1.6 Sejam L|K uma extensão de corpos, α ∈ L algébrico sobre K e K(α) o

menor corpo que contém K e α.

a) O polinômio minKα é irredut́ıvel sobre K;

b) Se f(x) ∈ K[x], então f(α) = 0 se, e somente se, minKα divide f(x);

c) Se n = gr(minKα), então {1, α, . . . , αn−1} é uma base de K(α) sobre K. Assim

[K(α) : K] = gr(minKα) e K(α) = K[α].

Demonstração. ( [8], pág. 15) �

Observação 1.1 Pelo Teorema 1.3 tem-se que α é algébrico sobre K se, e somente se,

K[α] é um K-espaço vetorial de dimensão finita.

No caso de K ⊂ L ser uma extensão de corpos e todo α ∈ L ser algébrico sobre K,

dizemos que K ⊂ L é uma extensão algébrica. Pelo Teorema 1.3, se [L : K] é finita, então

K ⊂ L é uma extensão algébrica.
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Proposição 1.7 Sejam K ⊆ L ⊆ M extensões de corpos. Se K ⊆ L e L ⊆ M são

extensões algébricas, então K ⊆M é algébrica e [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstração. Pela Proposição 1.4, tem-se que K ⊆ M é algébrica. Consideramos

{xi}i∈I uma base de L sobre K e {yj}j∈J uma base de M sobre L. De modo análogo

a demonstração da Proposição 1.3, tem-se que {xiyj}(i,j)∈I×J gera M sobre K. Agora,

se
∑

(i,j)∈I×J

aijxiyj = 0, com aij ∈ K, então
∑
j∈J

(∑
i∈I

aijxi

)
yj = 0. Como {yj}j∈J é

linearmente independente, segue que
∑
i∈I

aijxi = 0, para todo j ∈ J . Como {xi}i∈I
é linearmente independente, segue que aij = 0, para todo i ∈ I e j ∈ J . Portanto,

{xiyj}(i,j)∈IxJ é uma base de M sobre K e [M : K] = [M : L][L : K]. �

Proposição 1.8 Se K é um corpo e p(x) ∈ K[x] é um polinômio não constante, então

existe uma extensão finita L de K tal que p(x) fatora em L[x] em produto de polinômios

de grau 1.

Demonstração. Provamos por indução sobre n = gr(p(x)). Se n = 1, então o

resultado é válido. Suponhamos que o resultado é válido para n − 1 e provamos para

n. Considere p(x) = f(x)g(x), com f(x) ∈ K[x] irredut́ıvel. Seja α uma raiz de p(x)

e f(x) é o polinômio minimal de α sobre K. Consideramos o homomorfismo sobrejetor

ψ : K[x] −→ K[α] dado por ψ(q(x)) = q(α). Pela Proposição 1.6, segue que o núcleo de

ψ é 〈f(x)〉, e assim
K[x]
〈f(x)〉 � K[α]. Como x − α ∈ K(α)[x] é o polinômio minimal de α

em K(α), segue que x − α divide f(x) em K(α)[x]. Logo, existe g1(x) ∈ K(α)[x] tal que
p(x) = (x−α)g1(x). Como gr(g1(x)) = n− 1, segue, pela hipótese de indução, que existe

uma extensão L de K(α) tal que g1(x) fatora em L[x] em produto de polinômios de grau

1. Logo, em L[x], tem-se que p(x) fatora em um produto de polinômios de grau 1. �

Definição 1.13 O menor corpo que contém K e as ráızes de p(x) é chamado de corpo de

ráızes de p(x). Denotamos K(Rp) o corpo de ráızes de p(x). A Proposição 1.8 garante a

existência de K(Rp).

Definição 1.14 Sejam M e L corpos contendo K. Dizemos que M e L são conjugados

sobre K (ou K-isomorfos) se existe um isomorfismo ϕ : M −→ L tal que ϕ|K = id. Se
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α ∈M, β ∈ L e existe um isomorfismo ϕ :M −→ L tal que ϕ|K = id e ϕ(α) = β, dizemos

que α e β são conjugados sobre K. Neste caso, α e β têm o mesmo polinômio minimal

sobre K.

Exemplo 1.7 Se f(x) ∈ K[x] é um polinômio irredut́ıvel de grau n e se x1, x2, . . . , xn

são suas ráızes em K(Rf ), então as ráızes x′
is são duas a duas conjugadas, e os corpos

K(xi)
′s são dois a dois conjugados.

Proposição 1.9 Se K é um corpo de caracteŕıstica zero, f(x) ∈ K[x] um polinômio

mônico e irredut́ıvel sobre K e f(x) =
n∏

i=1

(x − xi) sua decomposição em produtos de

fatores lineares em K(Rf ), então as n ráızes de f(x) são distintas.

Demonstração. Suponhamos que as n ráızes de f(x) não sejam distintas. Assim

f(x) e f ′(x) (derivada de f(x)) têm pelo menos uma ráız α em comum. Como f(x)

é um polinômio mônico e irredut́ıvel podemos supor que f(x) é o polinômio minimal

de α. Assim , se f ′(α) = 0 então f(x) divide f ′(x). Como gr(f ′(x)) = n − 1 segue

que f ′(x) ≡ 0, ou seja, dado f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a0, com ai ∈ K, tem-se

f ′(x) = nxn−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + . . . + a1 = 0 o que implica que n1 = 0, para todo

n ∈ N e jaj = 0, para todo j = 1, 2, . . . , n− 1, o que é imposśıvel, pois car(K) = 0. �

Teorema 1.4 Se K é um corpo de caracteŕıtica zero, L uma extensão de grau n de K

e F um corpo algebricamente fechado contendo K, então existem n K-monomorfismos

distintos de L em F.

Demonstração. Se L é uma extensão simples de K, ou seja, L = K(α) e f(x) ∈ K[x] o
polinômio minimal de α sobre K, então pela Proposição 1.9, segue que f(x) tem n ráızes

distintas α1, α2, . . . , αn que pertencem a F. Logo existem n K-monomorfimos σi : L −→ F

tal que σi(α) = αi, para i = 1, 2, . . . , n. Agora, se L não é uma extensão simples de K,

mostremos o resultado por indução sobre n. Consideremos para cada α ∈ L, os corpos

K ⊆ K(α) ⊆ L. Seja q = [K(α) : K] e assumimos q > 1. Pela primeira parte existem

σ1, σ2, . . . , σq K-monomorfismos distintos de K(α) em F. Como α e σi(α) têm o mesmo

polinômio minimal, segue que os corpos K(α) e K(σi(α)) são isomorfos. Consideramos Li
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uma extensão de K(σi(α)) que é isomorfo a L, onde ψ é tal isomorfismo. Assim, K(σi(α))

é de caracteŕıstica zero e [Li : K(σi(α))] = [L : K(α)] =
n

q
< n. Logo, por hipótese

de indução, existem
n

q
K(σi(α))-monomorfismos τij de Li em F, para 1 ≤ j ≤ n

q
, todos

distintos. Portanto, a composição τij ◦ψi : L −→ F é um K-monomorfismo e como existem

q
n

q
= n aplicações τij ◦ ψi, segue que existem n K-monomorfismos de L em F. Além

disso, são todos distintos, pois para i �= i′, tem-se que τi′j ◦ ψi′ �= τij ◦ ψi e para i = i′ e

j �= j′, tem-se que τij �= τij′ . �

Corolário 1.8 (Teorema do elemento primitivo) Se K é um corpo de caracteŕıstica zero

e L é uma extensão de grau n sobre K, então existe α ∈ L tal que L = K(α), onde α é

chamado de elemento primitivo.

Demonstração. Pelo Teorema 1.4 existem n K-monomorfismos distintos σi : L −→
F, onde F é um corpo algebricamente fechado. Consideramos o conjunto Vij = {β ∈
L; σi(β) = σj(β), i �= j}. Tem-se que Vij é um K-subespaço vetorial de L e Vij � L,

pois em L tem-se que σi(γ) �= σj(γ), para algum γ ∈ L. Como K é infinito, segue que⋃
i,j

Vij � L. Consideramos α ∈ L −
⋃
i,j

Vij. Assim, os σi(α)
′s são dois a dois distintos, e

deste modo, o polinômio minimal de α sobre K tem no mińımo n ráızes distintas em F.

Logo, [K(α) : K] ≥ n com K(α) ⊆ L e [L : K] = n. Portanto L = K(α). �

Definição 1.15 Seja L|K uma extensão finita de corpos. O grupo de Galois de L sobre K

é o conjunto de todos os K-automorfismos de L, ou seja, é o conjunto {σ ∈ Aut(L); σ|K =

id}. Denotamos este grupo por Gal(L|K).

Definição 1.16 Uma extensão finita L de K é dita uma extensão Galoisiana, ou

simplesmente de Galois, se [L : K] = |Gal(L|K)|. Uma extensão de Galois é dita abeliana

(ou cicĺıca) se o grupo de Galois é abeliano (ou cicĺıco).

Para os casos em que a extensão é abeliana ou cicĺıca, ou seja, o grupo de Galois é

abeliano ou cicĺıco, faremos alguns resultados sobre grupos abelianos e cicĺıcos os quais

são úteis para a demonstração do Teorema de Kronecker-Weber.
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Lema 1.2 Se G é um grupo cicĺıco de ordem n, então existe um único subgrupo H de G

de ordem d para cada d que divide n.

Demonstração. Se G é cicĺıco, então G = 〈a〉, para algum a ∈ G. Consideramos

H = 〈an
d 〉. Tem-se que H é um subgrupo de G de ordem d, pois se b ∈ H, então

b = (a
n
d )k, o que implica que bd = (a

n
d )kd = ank = ek = 1, onde e é o elemento neutro de

G. Suponhamos que exista um outro subgrupo S de G de ordem d. Como G é cicĺıco,

segue que S é cicĺıco, ou seja, S = 〈c〉, para algum c ∈ G. Como c ∈ G, segue que c = am,

para algum m ∈ N. Tem-se que cd = amd = 1. Logo, md = nk, para algum k ∈ N.

Assim, c = am = (a
n
d )k. Logo, S = 〈c〉 é um subgrupo de H = 〈an

d 〉, ambos com ordem

d. Portanto, H = S. �

Lema 1.3 Se n é inteiro positivo, então n =
∑
d|n

ϕ(d), com 1 ≤ d ≤ n.

Demonstração. Se H é um subgrupo cicĺıco de um grupo G e gen(H) é o conjunto

de todos os geradores de H, então G =
•⋃
gen(H), onde H percorre todos os subgrupos

cicĺıcos de G. Se G é cicĺıco de ordem n, então para cada d|n existe um único subgrupoHd

de G que é cicĺıco. Portanto, n = |G| =
∑
d|n

gen(Hd) =
∑
d|n

ϕ(d), pois se Hd = 〈h〉, então

hk é gerador de Hd se, e somente se, mdc(k, d) = 1. �

Lema 1.4 Um grupo G de ordem n é cicĺıco se, e somente se, para cada d divisor de n,

existe no máximo um subgrupo cicĺıco de G com ordem d.

Demonstração. Se G é cicĺıco, então o resultado segue pelo Lema 1.2. Reciprocamente,

tem-se pelo Lema 1.3 que G =
•⋃
gen(H), onde H percorre todos os subgrupos cicĺıcos de

G. Assim, n = |G| =
∑

|gen(H)| ≤
∑
d|n

ϕ(d) = n (Lema 1.3). Logo, G tem um subgrupo

cicĺıco de ordem d para cada d|n. Em particular, d = n. Portanto, G é cicĺıco. �

Lema 1.5 Seja G um grupo abeliano de ordem pm, com p primo e m ∈ N.

a) Se H é um subgrupo de G de ordem pr, com r < r′ ≤ m, então existe um subgrupo

H ′ de G de ordem pr
′
tal que H ≤ H ′.
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b) Se existe um único subgrupo H de G de ı́ndice p, ou seja, de ordem pm−1, então G

é cicĺıco.

Demonstração. a) Mostramos o Lema para r′ = r+1, e para o caso geral basta repetir

o processo. Como |H| = pr < pm, segue que existe x ∈ G tal que x /∈ H, ou seja, existe

um x ∈ G

H
não nulo. Pelo fato de que

∣∣∣∣GH
∣∣∣∣ = pm−r e p|pm−r, com r < m, tem-se que

existe x ∈ G

H
tal que o(x) = p, ou seja, xp ∈ H. Consideramos H ′ o subgrupo de G

gerado por H e x, isto é, H ′ = H ∪Hx ∪ . . . ∪Hxp−1. Tem-se que H ′ é um subgrupo de

G de ordem pr+1. Portanto, H ′ é um subgrupo de G de ordem pr
′
tal que H ≤ H ′.

b) Como |H| = pm−1, segue que existe x ∈ G tal que x /∈ H. Suponhamos que

〈x〉 � G. Como x /∈ H, segue que o(x) < pm−1, pois caso contrário 〈x〉 = H. Assim, pelo

item (a), como o(x) < pm−1 < pm, segue que existe um subgrupo H ′ de G de ordem pm−1

que contém 〈x〉. Logo, H ′ = H, o que contraria o fato de x /∈ H. Portanto, G = 〈x〉. �

Definição 1.17 Sejam L|K uma extensão de corpos e G um subgrupo do grupo Aut(L).

O corpo

LG = {α ∈ L; σ(α) = α, para todo σ ∈ G}

é chamado corpo fixo de G.

Definição 1.18 Uma extensão L|K é dita normal se todo polinômio irredut́ıvel sobre K

que tem uma ráız em L fatora em L.

Definição 1.19 Uma extensão L|K é dita separável sobre K se para todo elemento α ∈ L,
o polinômio minimal de α sobre K não têm raiz múltipla no seu corpo de ráızes.

Teorema 1.5 Seja L|K uma extensão finita de grau n com Gal(L|K) = G. São

equivalentes:

i) |G| = n;

ii) L|K é normal e separável;

iii) L é o corpo de ráızes de um conjunto de polinômios separáveis sobre K.
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Demonstração. ([8], pág 42, Teorema 4.9) �

Exemplo 1.8 Toda extensão de grau 2 é uma extensão de Galois.

Proposição 1.10 Se L|K é uma extensão de Galois e K ⊆ M ⊆ L, então a extensão

L|M é Galois. Além disso, M|K é Galois se, e somente se, Gal(L|M) é um subgrupo

normal de Gal(L|K). Neste caso,
Gal(L|K)
Gal(L|M)

� Gal(M|K).

Demonstração. ([8], pág 51, Teorema 5.1) �

Teorema 1.6 (Correspondência de Galois) Sejam L|K uma extensão de Galois e G =

Gal(L|K). Considerando os seguintes diagramas,

L −→ {id}
|
M −→ Gal(L|M)

|
K −→ Gal(L|K) = G

L ←− {e}
|
LH ←− {H}
|
LG ←− G

tem-se que existe uma correspondência entre os corpos intermediários entre K e L e os

subgrupos de G, ou seja,

i) M = LH ⇐⇒ Gal(L|M) = H

ii) [LH : K] = (G : H) (́ındice de G sobre H).

Demonstração. ([8], pág 51, Teorema 5.1) �

Teorema 1.7 Se L|K é uma extensão finita, então existe um corpo M tal que:

i) K ⊆ L ⊆M;

ii) K ⊆M é normal e finita;

iii) M é o menor corpo com as propriedades (i) e (ii)
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Demonstração. Como L|K é finita, segue que existe uma base {α1, α2, . . . , αn} de

L sobre K. Consideramos pi(x) = minKαi ∈ K[x], para i = 1, 2, . . . , n. Sejam f(x) =
n∏

i=1

pi(x) e M o corpo de ráızes de f(x) sobre L e consequentemente sobre K. Assim, a

extensão M|K é normal, finita e K ⊆ L ⊆ M. Agora, suponhamos que existe um corpo

F tal que K ⊆ L ⊆ F ⊆ M, com F|K normal e finita. Como αi ∈ F segue que pi(x) tem

uma ráız em F. Portanto, pi(x) se fatora em F. Mas como M é o corpo de ráızes de f(x),

segue que F =M. �

Definição 1.20 O corpoM do Teorema 1.7 é chamado de fecho normal da extensão L|K.

Teorema 1.8 Se L|K é uma extensão finita, então são equivalentes:

i) L|K é normal;

ii) Para toda extensão M|K, onde K ⊆ L ⊆ M, tem-se que todo K-monomorfismo de

L em M é um K-automorfismo de L;

iii) Existe uma extensão normal M|K, onde K ⊆ L ⊆M, tal que todo K-monomorfismo

de L em M é um K-automorfismo de L.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Sejam K ⊆ L ⊆M extensões de corpos e ϕ : L −→M um

K-monomorfismo. Como L|K é normal, segue que L é o fecho normal de L sobre K. Seja

α ∈ L e p(x) = minKα. Como ϕ(α) e α têm o mesmo polinômio minimal sobre K, segue

que ϕ(α) ∈ L. Assim, L|K é finita e ϕ(L) ⊆ L, pois se {α1, . . . , αn} é uma base de L

sobre K e pi(x) = minKαi, então pi(x) fatora em L, isto é, ϕ(αi) ∈ L, para i = 1, 2, . . . , n.

Como ϕ : L −→ M é injetiva, segue que L � ϕ(L) ⊆ L. Assim, ϕ : L −→ L é uma

bijeção. Portanto, ϕ : L −→ L é um K-automorfismo.

(ii) =⇒ (iii) Como ϕ : L −→M é um K-automorfismo de L, para qualquel M tal que

K ⊆ L ⊆ M, segue que quando M for uma extensão normal tem-se que ϕ : L −→ M é

um K-automorfismo de L.

(iii) =⇒ (i) Sejam {α1, . . . , αn} uma base de L sobre K e pi(x) = minKαi. Por

hipótese pi(x) se fatora em M, para i = 1, 2, . . . , n. Como αi e ϕ(αi) são conjugados,

segue que existe ϕ : M −→ M um K-automorfismo. Por hipótese, ϕ|L : L −→ L é
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um K-automorfismo, e portanto, ϕ(αi) ∈ L, para i = 1, 2, . . . , n. Portanto, K ⊆ L é

normal. �

Definição 1.21 Sejam L1 e L2 extensões de um corpo K. O menor corpo que contém L1

e L2 é chamado de corpo composto de L1 e L2, e denotado por L1L2.

Teorema 1.9 (Irracionalidade Natural) Se K|M é uma extensão de Galois e L|M é uma

extensão arbitrária, então KL|L é Galois e Gal(KL|L) � Gal(K|K ∩ L).

KL

K

�����������
L

�����������

K ∩ L

�����������

�����������

M

��

Demonstração. Consideramos a aplicação

ϕ : Gal(KL|L) −→ Gal(K|M)

σ �−→ σ|K

e mostramos que ϕ está bem definida. Se σ ∈ Gal(KL|L) então σ|K : K −→ KL é um

M-monomorfismo. Como K|M é normal, segue pelo Teorema 1.8, que σ|K : K −→ K é um

M-automorfismo. Portanto σ|K ∈ Gal(K|M). Se σ ∈ Ker(ϕ), então σ|K = idK. Agora, se

σ ∈ Gal(KL|L), então σ|L = idL. Assim, o fato de σ ∈ Ker(ϕ) significa que o corpo fixo

de σ contém K e L. Assim, σ|KL = id. Portanto, ϕ é um homomorfismo de grupos injetivo.

Assim, Gal(KL|L) � Im(ϕ). Mostramos que Im(ϕ) = Gal(K|K∩L), ou seja, que o corpo

fixo da Im(ϕ) é igual K∩L. Se x ∈ K∩L, então σ|K(x) = x, para todo σ ∈ Gal(KL|L).
Assim, x pertence ao corpo fixo da Im(ϕ). Agora, se x pertencente ao corpo fixo da

Im(ϕ), então x ∈ K e σ|K(x) = x, para todo σ ∈ Gal(KL|L). Logo, σ(x) = x, para

todo σ ∈ Gal(KL|L). Portanto, x ∈ L. Assim, Gal(KL|L) � Im(ϕ) = Gal(K|K ∩ L), e
portanto, [KL : L] = [K : K ∩ L]. �
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Teorema 1.10 Se K|M e L|M são extensões de Galois, então KL|M é uma extensão de

Galois.

Demonstração. Por hipótese K e L são extensões de Galois de M. Assim, pelo

Teorema 1.5, segue que K e L são corpos de ráızes de polinômios separáveis sobre M.

Sejam f(x), g(x) ∈ M[x] separáveis. Seja p(x) = f(x)g(x) ∈ M[x]. Como p(x) tem as

mesmas ráızes de f(x) e g(x), segue que o corpo de ráızes de p(x) é KL. Portanto, KL|M
é uma extensão de Galois. �

Teorema 1.11 Sejam K|M e L|M extensões de Galois. Se G = Gal(K|M) e H =

Gal(L|M), então a aplicação

ϕ : Gal(KL|M) −→ G×H

ρ �−→ (ρ|K, ρ|L)

é um homomorfismo injetor. Em particular, se K ∩ L =M, então ϕ é um isomorfismo.

Demonstração. Se ρ ∈ Gal(KL|M) então ρ : KL −→ KL é um automorfismo e

ρ|M = id. Como K e L são extensões normais de M segue que ρ|K : K −→ KL e

ρ|L : L −→ KL são M-monomorfismos. Pelo Teorema 1.8, segue que ρ|K e ρ|L são M-

automorfismos de K e L, respectivamente. Portanto, ϕ está bem definida. Agora, se

ρ ∈ Ker(ϕ), então ρ|K = idK e ρ|L = idL. Assim, ρ ∈ Ker(ϕ) se, e somente se, ρ

é a aplicação identidade. Portanto, ϕ é injetiva. Se K ∩ L = M, mostremos que ϕ é

sobrejetiva. Se σ1 ∈ G, pelo Teorema 1.9, segue que existe σ ∈ Gal(KL|L) tal que ϕ(σ) =
(σ|K, σ|L) = (σ1, idL). Se τ2 ∈ H, pelo Teorema 1.9, segue que existe τ ∈ Gal(KL|K) tal
que ϕ(τ) = (τ |K, τ |L) = (idK, τ2). Assim, Im(ϕ) = G×H. Portanto, ϕ é um isomorfismo,

se K ∩ L =M. �

Exemplo 1.9 Sejam Q(
√
2) e Q(i) extensões dos números racionais Q. Como [Q(

√
2) :

Q] = [Q(i) : Q] = 2 segue, pelo Exemplo 1.8, que estas extensões são de Galois.

Assim, pelo Teorema 1.11, segue que Q(
√
2, i) é uma extensão de Galois de Q e se

G = Gal(Q(
√
2, i)|Q), então G � Z2 × Z2.
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1.4 Norma, traço e discriminante

Os conceitos de norma, traço, polinômio caracteŕıstico e discriminante são originários

de conceitos de álgebra linear. Nesta seção, apresentamos definições e resultados

envolvendo tais conteúdos, onde os dois últimos teoremas garantem propriedades

importantes sobre o anel de inteiros. A principal referência desta seção é [7].

Sejam A ⊆ B anéis e B um A-módulo livre de posto n. Consideramos para cada

x ∈ B o endomorfismo

σx :B −→ B

y �−→ xy.

Pela álgebra linear sabemos que σx tem uma representação matricial [aij], ou seja, se

{e1, e2, . . . , en} é uma base de B sobre A, então⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σx(e1) = a11e1 + a12e2 + . . .+ a1nen

σx(e2) = a21e1 + a22e2 + . . .+ a2nen

...

σx(en) = an1e1 + an2e2 + . . .+ annen.

Assim,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
σx(e1)

σx(e2)
...

σx(en)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
[
aij

]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e1

e2
...

en

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Definição 1.22 Sejam A ⊆ B anéis, B um A-módulo livre de posto n e x ∈ B. O

traço de x ∈ B é definido por TrB|A(x) = TrB|A(σx) =
n∑

i=1

aii, a norma de x ∈ B por

NB|A(x) = det([aij]) e o polinômio caracteŕıstico de x ∈ B por pB|A(x) = det(xId − σx).



40

Assim dados x, y ∈ B tem-se

TrB|A(x+ y) = TrB|A(x) + TrB|A(y),

NB|A(xy) = NB|A(x)NB|A(y),

pB|A(x) = det(xId− σx) = xn + TrB|A(σx)x
n−1 + . . .+ (−1)n det σx.

Propriedades 1.1 Sejam Q ⊆ K ⊆ L corpos, onde K ⊆ L é uma extensão finita. Se

x, y ∈ L e a ∈ K valem as seguintes propriedades:

a) TrL|K(ax) = aTrL|K(x)

b) TrL|K(a) = [L : K]a

c) NL|K(a) = a[L:K]

d) NL|K(ax) = a[L:K]NL|K(x)

e se K ⊆M ⊆ L tem-se que

e) NL|K(x) = NM|K(NL|M(x))

f) TrL|K(x) = TrM|K(TrL|M(x)). �

Proposição 1.11 Se K é um corpo de caracteŕıstica zero, L uma extensão de grau n de

K, α ∈ L e α1, α2, . . . , αn ráızes do polinômio minimal de α sobre K, então TrL|K(α) =

α1 + α2 + . . . + αn, NL|K(α) = α1α2 . . . αn e o polinômio caracteŕıstico de α sobre K é

pL|K(x) = (x− α1) . . . (x− αn).

Demonstração. Se α é um elemento primitivo de L sobre K, então L = K(α). Assim,

L � K[x]
〈f(x)〉 , onde f(x) é o polinômio minimal de α sobre K. Logo, {1, α, . . . , αn−1} é

base de L sobre K. Seja σα : L −→ L dada por σα(x) = αx. Consideramos M a matriz

de σα em relação a base {1, α, . . . , αn−1}. Logo,

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

0 1 · · · 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −an−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Como pL|K(α) = det(αId−M), segue que

pL|K(x) = det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α 0 · · · 0 −a0

1 α · · · 0 −a1

0 1 · · · 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −an−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Por definição tem-se que, pL|K(x) = xn + (TrM)αn−1 + . . . + (−1)ndetM . Como α é

primitivo, segue que pL|K(x) = (x−α1) . . . (x−αn) = xn−
(

n∑
i=1

αi

)
xn−1+ . . .+

(
n∏

i=1

αi

)
.

Logo, TrL|K(α) =
n∑

i=1

αi e NL|K(α) =
n∏

i=1

αi e pL|K(x) = f(x) = (x − α1) . . . (x − αn).

Agora, se α não é um elemento primitivo, consideremos r = [L : K(α)]. Mostramos

que se M é a matriz do endomorfismo σα : L −→ L definida por σα(β) = αβ, então

M é uma matriz formada por blocos na diagonal, onde cada um desses blocos é igual a

M . Sejam {yi}1≤i≤q uma base de K(α) sobre K e {zj}1≤j≤r uma base de L sobre K(α).

Logo, {yizj}(i,j)∈I×J , onde I = {1, 2, . . . , q} e J = {1, 2, . . . , r}, é uma base de L sobre

K. Seja M = [aih] a matriz de multiplicação por α em K(α). Assim, αyi =

q∑
h=1

aihyh e

αyizj =

(
q∑

h=1

aihyh

)
zj =

q∑
h=1

aih(yhzj). Logo,

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
M 0 · · · 0

0 M · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . M

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Como n = qr, segue que a matriz M aparece r-vezes na diagonal de M . Logo,

det(xIdn − M) = (det(xIdq −M))r. Portanto, o polinômio caracteŕıstico de α é uma

r-ésima potência do polinômio minimal de α. �

Observação 1.2 Pelas Propriedades 1.1, se r = [L : K(α)] então

1) TrL|K(α) = rTK(α)|K(α),
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2) NL|K(α) = (NK(α)|K(α))
r,

3) pL|K(x) = (pK(α)|K(x))
r.

Exemplo 1.10 Seja L = Q(
√
2) extensão de Q. Como {1,√2} é uma base de L sobre

Q, segue que

[aij] =

⎡⎣ 0 1

2 0

⎤⎦ .

Assim, TrL|Q(
√
2) = 0, NL|Q(

√
2) = −2 e pL|Q(

√
2) = x2 − 2. Agora, se L =

Q(
√−1,

√
2), K = Q(

√
2) e α = 3 +

√
2, então TrL|Q(α) = [L : K]TrK|Q(α) =

12, NL|Q(α) = (NK|Q(α))
2 = 72 = 49 e pL|Q(x) = (pK|Q(x))

2 = (x2 − 6x+ 7)2.

Proposição 1.12 Sejam A um domı́nio de integridade, K seu corpo de frações, L uma

extensão finita de K e α ∈ OL. Se K é de caracteŕıstica zero, então os coeficientes do

polinômio caracteŕıstico pL|K(x), em particular, o TrL|K(α) e NL|K(α), são inteiros sobre

A. No caso de A ser integralmente fechado, tem-se que TrL|K(α) e NL|K(α) são elementos

de A.

Demonstração. Pela Proposição 1.11, tem-se que pL|K(x) = (x − α1) . . . (x − αn).

Assim, os coeficientes de pL|K(x) são somas e produtos dos α′
is. Logo, basta mostrar que

αi ∈ OL, para i = 1, 2, . . . , n. Como α e αi tem o mesmo polinômio minimal segue que

existe um K-isomorfismo

σi : K(α) −→ K(αi)

α �−→ αi

para i = 1, 2, . . . , n. Se α ∈ OL, então existem a0, a1, . . . , an−1 ∈ A, não todos nulos, tal

que αn+an−1α
n−1+. . .+a0 = 0. Aplicando σi tem-se que σi(α

n)+an−1σi(α
n−1)+. . .+a0 =

0, ou seja, (σi(α))
n + an−1(σ(α))

n−1 + . . . + a0 = 0. Portanto σi(α) = αi ∈ OL, para

i = 1, 2, . . . , n. �

Definição 1.23 Sejam A ⊆ B anéis e B um A-módulo livre de posto n. Para

{x1, x2, . . . , xn} ⊆ B chamamos de discriminante do conjunto {x1, . . . , xn} o elemento

de A dado por

D(x1, x2, . . . , xn) = det(TrB|A(xixj)).
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Definição 1.24 Sejam A ⊆ B anéis, B um A-módulo livre de posto n e {x1, x2, . . . , xn}
base de B sobre A. Chamamos de discriminante de B sobre A o ideal de A gerado por

D(x1, x2, . . . , xn) e denotamos por DB|A.

Lema 1.6 (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo e K um corpo. Se σ1, σ1, . . . , σn são os

homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K∗, então os σ′
is são linearmente

independentes sobre K.

Demonstração. Suponhamos que os σi
′s sejam linearmente dependentes, ou seja, que

existam α1, α2, . . . , αn ∈ K, não todos nulos, tal que
n∑

i=1

αiσi = 0. Suponhamos que o

número q dos σi
′s não nulos seja o menor posśıvel. Assim,

α1σ1(g) + . . .+ αqσq(g) = 0, para todo g ∈ G, (1.5)

onde q ≥ 2, pois αi
′s são não nulos. Como, σi �= σj, para todo i �= j, segue que existe

h ∈ G tal que σi(h) �= σj(h), para todo i �= j. Assim,

α1σ1(g)σ1(h) + . . .+ αqσq(g)σq(h) = 0, para todo g ∈ G. (1.6)

Multiplicando a Equação (1.5) por σ1(h) e subtraindo da Equação (1.6), tem-se que

α2(σ1(h)− σ2(h))σ2(g) + . . .+ αq(σ1(h)− σq(h))σq(g) = 0.

Logo, existe p = q − 1 tal que

p∑
j=1

βjσj = 0, onde βj = αj+1(σ1(h) − σj+1(h)). Pela

minimalidade de q, segue que βj = 0. Como αj+1 �= 0, para todo j, segue que σ1(h) =

σj+1(h), para todo j, o que contraria o fato de σ1(h) �= σ2(h). Portanto, os σ′
is são

linearmente independentes. �

Proposição 1.13 Se K é um corpo de caracteŕıstica zero, L uma extensão de grau n sobre

K e σ1, . . . , σn K-monomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado F

contendo K, então

D(x1, x2, . . . , xn) = det(σi(xj))
2 �= 0,

onde {x1, x2, . . . , xn} é uma base de L sobre K.
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Demonstração. Tem-se que

D(x1, x2, . . . , xn) = det(TrL|K(xixj)) = det

(
n∑

k=1

σk(xixj)

)
= det

(
n∑

k=1

σk(xi)σk(xj)

)
.

Como

[
n∑

k=1

σk(xixj)

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
σ1(x1) σ2(x1) · · · σn(x1)

σ1(x2) σ2(x2) · · · σn(x2)
...

...
. . .

...

σ1(xn) σ2(xn) · · · σn(xn)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
σ1(x1) σ1(x2) · · · σ1(xn)

σ2(x1) σ2(x2) · · · σ2(xn)
...

...
. . .

...

σn(x1) σn(x2) · · · σn(xn)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

segue que D(x1, x2, . . . , xn) = det(σk(xi))det(σk(xj)) = (det(σi(xj)))
2. Agora,

suponhamos que det(σi(xj)) = 0. Assim, existem c1, c2, . . . , cn ∈ F, não todos nulos, tal

que
n∑

i=1

ciσi(xj) = 0, para algum j = 1, 2, . . . , n. Logo, para qualquer α ∈ L, tem-se que

n∑
i=1

ciσi(α) =
n∑

i=1

ciσi

(
n∑

j=1

ajxj

)
=

n∑
i,j=1

ciajσi(xj) = 0, ou seja, os σ′
is são linearmente

dependentes, o que contraria o Lema de Dedekind. �

Proposição 1.14 Se K é um corpo de caracteŕıstica zero, L = K(α) uma extensão de

grau n de K e p(x) = minKα,então

D(1, α, . . . , αn−1) = (−1)
n(n−1)

2 NL|K(p′(α)),

onde p′(x) é a derivada de p(x).

Demonstração. Como L = K[α] e [L : K] = n, segue que {1, α, α2, . . . , αn−1} é

uma base de L sobre K. Assim, pela Proposição 1.13, segue que D(1, α, α2, . . . , αn−1) =

det(σi(α
j))2, onde os σi’s são os K-monomorfismos de L, para 1 ≤ i ≤ n. Como

det(σi(α
j)) é um determinante de Vardermonde, segue que det(σi(α

j)) =
∏
i<j

(αj − αi).

Logo, D(1, α, α2, . . . , αn−1) =
∏
i<j

(αj − αi)2, onde os αi são os conjugados de α, para

1 ≤ i ≤ n. Como p(x) = minKα =
n∏

i=1

(x − αi), segue que p′(x) =
n∑

i=1

(
n∏

i=1, i �=j

(x − αi)).

Logo, p′(α) =
n∏

i=1

(αi − αj). Assim,

n∏
j=1

p′(α) =
n∏

j=1

n∏
i=1

(αj − αi) =
n∏

i=1, i �=j

(αj − αi). (1.7)
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Observemos que N(p′(x)) =
n∏

j=1

σj(p
′(α)) =

n∏
j=1

p′(αj), onde p′(αj) são conjugados de

p′(α). Como cada fator αj − αi aparece duas vezes, uma como αj − αi e outra como

αi − αj, segue que o produto desses fatores é −(αj − αi)2. Assim,
n∏

i=1, i �=j

(αj − αi) =

n∏
i=1, i �=j

−(αj − αi)2 = (−1)k
∏
i<j

(αj − αi)2, onde k = n(n−1)
2

é o número de pares (i, j).

Logo, pela Equação (1.7), obtemos D(1, α, α2, . . . , αn−1) = (−1)
n(n−1)

2 NL|K(p′(α)). �

Observação 1.3 Nas hipóteses da Proposição 1.13, o fato de D(x1, . . . , xn) �= 0 significa

que a aplicação bilinear ϕ : L × L −→ K tal que ϕ(x, y) = TrL|K(xy) é não degenerada,

ou seja, que para cada x �= 0 o funcional linear ϕ(x, •) : L −→ K é tal que ϕ(x, y) =

TrL|K(xy) �= 0. Logo, a aplicação ψ : L −→ L(L,K) = L∗ tal que ψ(x) = ϕ(x, •) é

injetiva. Como dimKL = dimKL∗, segue que ψ é um isomorfismo. Assim, se {x1, . . . , xn}
é uma base de L sobre K, então existe uma única base dual {x∗

1, . . . , x
∗
n} = {y1, . . . , yn}

tal que TrL|K(xiyj) = δij, para 1 ≤ i, j ≤ n.

Teorema 1.12 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, L uma

extensão finita de K e OL o anel de inteiro de L sobre A. Se K é de caracteŕıstica zero,

então OL é um A-submódulo de um A-módulo livre de posto n.

Demonstração. Como L|K é finita, segue que existe uma base {x1, x2, . . . , xn} de L

sobre K, onde cada xi é algébrico sobre K. Assim, para cada xi existe uma equação da

forma

ainx
n
i + ain−1x

n−1
i + . . .+ ai0 = 0, onde aij ∈ K, para 0 ≤ j ≤ n. (1.8)

Assumimos ain �= 0, e multiplicamos a Equação 1.8 por an−1
in ∈ K. Logo,

(ainxi)
n + ain−1(ainxi)

n−1 + . . .+ ai1a
n−2
in (ainxi) + ai0a

n−1
in = 0,

ou seja, ainxi é inteiro sobre A. Assim, se yi = ainxi, então {y1, . . . , yn} ⊆ OL. Mostramos

que {y1, . . . , yn} é uma base de L sobre K. Se b1y1 + . . .+ bnyn = 0, então b1ainxi + . . .+

bnannxn = 0, e como {x1, . . . , xn} é uma base de L sobre K, segue que biain = 0, para

i = 1, 2, . . . , n. Como ain �= 0, segue que bi = 0, para i = 1, 2, . . . , n. Logo, {y1, . . . , yn}
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é um conjunto linearmente independente com n elementos, e portanto é uma base de L

sobre K. Pela Observação 1.3, segue que existe uma base {z1, . . . , zn} de L sobre K tal

que Tr(yizj) = δij. Se w ∈ OL ⊆ L, então w =
n∑

j=1

cjzj, onde cj ∈ K. Como yi ∈ OL, para

i = 1, 2, . . . , n, segue que yiw ∈ OL, para i = 1, 2, . . . , n. Assim, pela Proposição 1.12,

segue que TrL|K(yiw) ∈ A. Logo, TrL|K(yiw) = TrL|K

(
n∑

j=1

cjyizj

)
=

n∑
j=1

cjTrL|K(yizj) =

n∑
j=1

cjδij = ci ∈ A, para i = 1, 2, . . . , n. Portanto, OL é um A-submódulo do A-módulo

livre M de posto n, onde M é gerado por {z1, . . . , zn}. �

Corolário 1.9 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, L uma

extensão finita de K e OL o anel de inteiro de L sobre A. Se A é principal e K tem

caracteŕıstica zero, então OL é um A-módulo livre de posto n.

Demonstração. Como A é principal, segue pelo Teorema 1.2 que todo A-submódulo de

um A-módulo livre de posto n é livre e tem posto menor ou igual a n. Pela demonstração

do Teorema 1.12, tem-se que OL contém uma base de L sobre K, o que implica que o

posto de OL é n. �

Teorema 1.13 Sejam A um anel integralmente fechado e Noetheriano, K seu corpo de

frações, L uma extensão finita de K e OL o anel de inteiros de L sobre A. Se K tem

caracteŕıstica zero, então OL é um A-módulo finitamente gerado e Noetheriano.

Demonstração. Pelo Teorema 1.12, tem-se que OL é um A-submódulo de um A-

módulo livre de posto n. Pelo Corolário 1.2, segue que este A-módulo livre de posto n é

Noetheriano, e assim, OL é finitamente gerado. Pelo Corolario 1.2, tem-se que OL é um

A-módulo Noetheriano. Agora, consideramos OL como um OL-módulo. Tem-se que os

OL-submódulo de OL são os ideais de OL. Como A ⊆ OL, segue que os OL-submódulos

de OL são também A-submódulos de OL, e assim, qualquer sequência crescente de OL-

submódulos é estacionária. Portanto, OL é um anel Noetheriano. �
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1.5 Corpos quadráticos e ciclotômicos

Nesta seção, apresentamos casos particulares de extensões dos números racionais.

Explicitamos o anel de inteiros e os discriminantes dessas extensões. Os discriminantes

serão de grande utilidade no Caṕıtulo 2 e na demonstração do Teorema de Kronecker-

Weber. As principais referências desta seção são [2], [7], [12], [14] e [16].

Definição 1.25 Um corpo K é chamado corpo de números se K é uma extensão finita

de Q. Se [K : Q] = 2, dizemos que K é um corpo quadrático.

Observação 1.4 1) Pelo Teorema do Elemento Primitivo, segue que existe α ∈ K tal

que Q(α) = K. Assim, se K é um corpo quadrático, então minKα = x2 + bx + c ∈
Q[x]. Como α =

−b±√
b2 − 4c

2
, segue que K = Q(

√
b2 − 4c). Como b, c ∈ Q,

segue que b2 − 4c ∈ Q. Assim, existem α, β ∈ Z, β �= 0, tal que b2 − 4c =
α

β
=

αβ

β2
.

Logo K = Q(
√
b2 − 4c) = Q(

√
αβ). Decompondo αβ em fatores primos tem-se que

αβ = ω2d, onde d é livre de quadrados. Portanto, podemos considerar K = Q(
√
d),

onde d ∈ Z é livre de quadrados.

2) As ráızes do polinômio irredut́ıvel x2 − d ∈ Q[x] são √
d e −√

d. Logo, existe um

Q-automorfismo de K, ϕ : K −→ K, tal que ϕ(
√
d) = −√

d.

3) Se K = Q(
√
d), onde d ∈ Z é livre de quadrados, então [K : Q] = 2 e assim a

extensão K|Q é uma extensão de Galois.

Teorema 1.14 Seja K = Q(
√
d), onde d ∈ Z é livre de quadrados. Se α = a + b

√
d,

onde a, b ∈ Q, é um inteiro algébrico, então 2a, a2 − db2 e 2b ∈ Z.

Demonstração. Se α é inteiro algébrico, então existem a0, . . . , an−1 ∈ Z tal que

αn + an−1α
n−1 + . . . + a0 = 0. Seja σ ∈ Aut(K) tal que σ(a + b

√
d) = a − b

√
d. Assim,

σ(α)n + an−1σ(α)
n−1 + . . . + a0 = 0, ou seja, σ(α) é inteiro algébrico de K. Portanto,

α + σ(α) = 2a ∈ Q e ασ(α) = a2 − b2d ∈ Q são inteiros algébricos de K. Como Z é um

anel principal, segue que Z é integralmente fechado, e portanto, 2a e a2− b2d ∈ Z. Assim,

4a2 − d4b2 = (2a)2 − d(2b)2 ∈ Z. Como 2a ∈ Z, segue que (2a)2 ∈ Z, e assim d(2b)2 ∈ Z.
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Se 2b /∈ Z, então b =
q

p
, onde mdc(q, p) = 1. Logo, d(2b)2 =

d4q2

p2
. Como d é livre de

quadrados, segue que d(2b)2 /∈ Z, o que é um absurdo. Portanto, 2b ∈ Z. �

Teorema 1.15 Seja K = Q(
√
d), onde d ∈ Z é livre de quadrados e d /∈ 4Z.

a) Se d ≡ 2 ou d ≡ 3 (mod 4), então o anel dos inteiros algébricos de K é Z[
√
d].

b) Se d ≡ 1 (mod 4), então o anel dos inteiros algébricos de K é Z

[
1 +

√
d

2

]
.

Demonstração. Seja α = a+ b
√
d ∈ Q(√d) um inteiro algébrico e coloquemos a =

u

2
e

b =
v

2
. Pelo Teorema 1.14, segue que 2a = u, 2b = v ∈ Z e

u2

4
− v2

4
d ∈ Z. Logo, u, v ∈ Z

e u2 − v2d ∈ 4Z.

a) Para mostrar que α ∈ Z[
√
d] devemos mostrar que a, b ∈ Z, ou seja, u e v são

pares (pertencem a 2Z). Suponhamos v ı́mpar. Assim v = 2k + 1, para algum k ∈ N.
Logo, v2 = 4(k2 + k) + 1 ≡ 1(mod 4). Como u2 ≡ v2d(mod 4), segue que u2 ≡ d(mod 4).

Assim, d ≡ 1(mod 4) se u é ı́mpar ou d ≡ 0(mod 4) se u é par, o que contraria a hipótese.

Portanto, v é par. Logo u2 ≡ v2d(mod 4) implica que u2 ≡ 0(mod 4), ou seja, u é par.

Portanto, u e v são pares e α ∈ Z[√d]. Seja α ∈ Z[√d]. Temos que α é raiz do polinômio

x2 − 2ax + a2 − b2d ∈ Z[x], pois 2a e a2 − b2d ∈ Z. Deste modo, todo α ∈ Z[√d] é um

inteiro algébrico de K. Portanto, Z[
√
d] é o anel de inteiros de K.

b) Seja d ≡ 1(mod 4). Logo u2 ≡ v2(mod 4), e assim u e v tem a mesma paridade. Se

u e v são pares, então a, b ∈ Z. Logo, α = a+ b
√
d ∈ Z[√d]. Se u e v são ı́mpares, então

α = a+ b
√
d =

u

2
+

v

2

√
d = u

1

2
+ v

√
d

2
= u

1

2
− v

1

2
+ v

1

2
+ v

√
d

2
=

u− v

2
+ v

(
1

2
+

√
d

2

)
.

Como u e v são ı́mpares, segue que
u− v

2
∈ Z, e assim α ∈ Z

[
1 +

√
d

2

]
. Logo, α ∈

Z

[
1 +

√
d

2

]
. Reciprocamente, se α = a+ b

(
1 +

√
d

2

)
∈ Z

[
1 +

√
d

2

]
, então 2a+ b ∈ Z

e

(
a+

b

2

)2

− d

(
b

2

)2

= a2 + ab− (1− d)
b2

4
∈ Z, pois d ≡ 1(mod 4). Assim, α é ráız do

polinômio x2 − (2a+ b)x+ a2 + ab+ (1− d)
b2

4
∈ Z[x]. Deste modo, se α ∈ Z

[
1 +

√
d

2

]
,
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então α é um inteiro algébrico. Portanto, Z

[
1 +

√
d

2

]
é o anel de inteiros algébricos de

K. �

Definição 1.26 Sejam K um corpo de números e OK o anel dos inteiros algébricos de

K. O anel OK é um Z-módulo livre de posto [K : Q]. Chamamos o discriminante de OK

sobre Z de discriminante de K, e denotamos por DK.

Teorema 1.16 Seja K = Q(
√
d), com d ∈ Z livre de quadrados.

a) Se d ≡ 2 ou d ≡ 3(mod 4), então DK = 4d.

b) Se d ≡ 1(mod 4), então DK = d.

Demonstração. Seja σi ∈ Gal(K|Q).
a) Se d ≡ 2 ou 3(mod 4), então OK = Z[

√
d]. Logo, {1,√d} é uma base de OK sobre

Z. Assim,

DK = D(1,
√
d) = det(σi(xj))

2 =

∣∣∣∣∣∣ σ1(1) σ1(
√
d)

σ2(1) σ2(
√
d)

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣ 1
√
d

1 −√
d

∣∣∣∣∣∣
2

= 4d.

b) Se d ≡ 1(mod 4), então OK = Z

[
1 +

√
d

2

]
. Logo,

{
1,

1 +
√
d

2

}
é uma base de OK

sobre Z. Assim,

DK = D

(
1,

1 +
√
d

2

)
= det(σi(xj))

2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1

1 +
√
d

2

1
1−√

d

2

∣∣∣∣∣∣∣
2

= d,

o que prova o teorema. �

Definição 1.27 Sejam n um inteiro positivo e K um corpo.

1) Uma ráız do polinômio xn − 1 é chamada de ráız n-ésima da unidade e denotamos

por ζn. Podemos escrever ζn da forma ζn = e
2πi
n = cos(2π

n
) + isen(2π

n
).

2) Uma ráız n-ésima da unidade tal que ζmn �= 1, para todo 1 ≤ m ≤ n− 1, é chamada

de ráız n-ésima primitiva da unidade. Podemos escrever ζn da forma ζn = e
2πi
n =

cos(2π
n
) + isen(2π

n
).
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3) Um corpo ciclotômico é uma extensão de Q da forma Q(ζn), onde ζn é uma ráız

n-ésima primitiva da unidade.

4) O polinômio φn(x) =
n∏

j=1

(x − ζjn), onde mdc(j, n) = 1, é chamado de n-ésimo

polinômio ciclotômico. O grau de φn(x) é dado pela Função de Euler ϕ(n) = #{0 <

m < n; mdc(m,n) = 1} e φn(x) é mônico irredut́ıvel sobre Q.

Proposição 1.15 Se ζn ∈ C é uma ráız n-ésima primitiva da unidade e k ∈ N, então ζkn

é uma n-ésima ráız primitiva da unidade se, e somente se, mdc(k, n) = 1.

Demonstração. Suponhamos que mdc(k, n) = d, com d �= 1 e d �= n, e ζkn uma

ráız n-ésima primitiva da unidade. Logo, n = dx, com x ∈ N. Assim, (ζkn)
d = ζ

k n
x

n =

(ζn)
k
x = 1 o que é um absurdo, pois d < n e ζn é uma ráız n-ésima primitiva da unidade.

Reciprocamente, se m ∈ N tal que (ζkn)
m = 1, então ζkmn = 1, e assim, n|km o que implica

que n|m, pois mdc(k, n) = 1. Portanto, ζkn é uma ráız n-ésima primitiva da unidade. �
Consideramos Un = {ζk1n , ζk2n , . . . , ζknn } o conjunto das ráızes distintas de xn − 1.

Tem-se que Un é um grupo cicĺıco com gerador ζn, e assim, podemos escrever Un =

{1, ζn, . . . , ζn−1
n }, se ζn uma ráız n-ésima primitiva da unidade.

Proposição 1.16 Se mdc(m,n) = 1, com m, n ∈ N, então Um × Un � Umn.

Demonstração. Consideramos a aplicação Φ : Um × Un −→ Umn dada por Φ(ω, η) =

ωη. Mostramos que Φ é um isomorfismo. De fato, se (ω, η) = (α, β), então Φ(ω, η) =

ωη = αβ = Φ(α, β), ou seja, Φ está bem definida. Tem-se que Φ é um homomorfismo,

pois Φ((ω, η)(α, β)) = Φ(ωα, ηβ) = ωαηβ = ωηαβ = Φ(ω, η)Φ(α, β). Além disso, o

Ker(Φ) = {(ω, η) ∈ Um × Un; ωη = 1}, e assim, (ω, η) ∈ Ker(Φ) se, e somente se,

1 = ωη = ζkmζ
l
n, com 0 ≤ k ≤ m − 1 e 0 ≤ l ≤ n − 1. Assim, ζkm = ζ−l

n o que implica

que ζnkm = ζ−nl
n = 1, ou seja, m|nk. Como mdc(m,n) = 1, segue que m|k. De modo

análogo, mostramos que n|l. Pelo fato de 0 ≤ k ≤ m − 1 e 0 ≤ l ≤ n − 1, tem-se que

k = l = 0. Assim, Ker(Φ) = (1, 1), isto é, Φ é injetora. Como mdc(m,n) = 1, segue que

|Umn| = |Um||Un|. Portanto, Φ é um isomorfismo. �
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Proposição 1.17 Se ζm é uma ráız m-ésima da unidade e ζn uma ráız n-ésima da

unidade, com mdc(m,n) = 1, então ζkmζ
l
n é uma ráız mn-ésima primitiva da unidade,

onde 0 ≤ k ≤ m − 1 e 0 ≤ l ≤ n − 1, se, e somente se, ζkm e ζ ln são ráızes m-ésima e

n-ésima primitivas da unidade, respectivamente.

Demonstração. Se ζkm não é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, então, pela

Proposição 1.15, mdc(k,m) = d > 1. Assim, (ζkmζ
l
n)

mn
d = (ζmm )

kn
d (ζnn )

lm
d = 1, o que é um

absurdo, pois mn
d

< mn e ζkmζ
l
n é uma ráız mn-ésima primitiva da unidade. De modo

análogo mostramos que ζ ln é uma ráız n-ésima primitiva da unidade. Por outro lado, se

ζkm e ζ ln são raizes m-ésima e n-ésima primitivas da unidades, então, pela Proposição 1.15,

mdc(k,m) = 1 e mdc(l, n) = 1. Notamos que (ζkmζ
l
n)

a = 1 se, e somente se, ζkam = ζ−la
n ,

e assim, ζnkam = ζ−nla
n = 1. Logo, m|na. Como mdc(m,n) = 1, segue que m|a. De

modo análogo mostramos que n|a, e assim, mn|a, pois mdc(m,n) = 1. Pelo fato de que

(ζkmζ
l
n)

mn = 1, tem-se que mn = o(ζkmζ
l
n). Portanto, ζ

k
mζ

l
n é uma ráız mn-ésima primitiva

da unidade. �
Pela Proposição 1.17, tem-se que Q(ζm)Q(ζn) ⊆ Q(ζmn) e semdc(m,n) = 1, então vale

a igualdade. Como ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n), com mdc(m,n) = 1, segue que Q(ζm) ∩Q(ζn) =
Q.

Proposição 1.18 Para todo n ≥ 1, tem-se xn − 1 =
∏
d|n

φd(x).

Demonstração. Se f(x) = xn − 1 e {1, ζn, . . . , ζn−1
n } são suas ráızes, então podemos

escrever f(x) = (x − 1)(x − ζn) . . . (x − ζn−1
n ). Analisando as ordens de cada ráız de

f(x) e escrevendo todas as ráızes de mesma ordem como um polinômio da forma φd(x) =∏
o(ζn)=d

(x− ζn), tem-se que xn − 1 =
∏
d|n

φd(x). �

Como consequência da Proposição 1.18 basta conhecermos os polinômios φpr , onde p

é primo e r ≥ 1. Assim,

φn(x) =
xn − 1∏

d|n,d<n

φd(x)
. (1.9)
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Para n = p primo, tem-se que

φp(x) =
xp − 1∏

q|p,q<p

φq(x)
=

xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + . . .+ x+ 1.

Para n = pr, com p primo e r > 1, tem-se que

φpr(x) =
xpr − 1∏

q|pr,q<pr

φq(x)
=

xpr − 1

φ1(x) . . . φpr−1(x)

= xpr−1(p−1) + . . .+ xpr−1

+ 1.

Exemplo 1.11 Pela Equação (1.9) tem-se que φ1(x) = x− 1, φ2(x) =
x2 − 1

x− 1
, φ3(x) =

x3 − 1

x− 1
e φ6(x) =

x6 − 1

φ1(x)φ2(x)φ3(x)
.

Proposição 1.19 Se ζn é uma ráız n-ésima primitiva da unidade, então [Q(ζn) : Q] =

ϕ(n) e Gal(Q(ζn)|Q) � Z∗
n.

Demonstração. Se f(x) = minQζn, então xn − 1 = f(x)g(x), com g(x) ∈ Q[x]. Pelo

Lema de Gauss, podemos considerar f(x), g(x) ∈ Z[x]. Se p é primo tal que p � n,

então mdc(p, n) = 1. Logo, pela Proposição 1.15, tem-se que ζpn é uma ráız n-ésima

primitiva da unidade. Assim, (ζpn)
n − 1 = f(ζpn)g(ζ

p
n) = 0, o que implica que f(ζpn) = 0

ou g(ζpn) = 0. Se g(ζpn) = 0, então ζn é uma ráız de g(xp). Como f(x) é o minimal

de ζn, segue que f(x)|g(xp), ou seja, g(xp) = f(x)h(x), com h(x) ∈ Z[x]. Pelo fato

de que ap ≡ a(mod p), para todo a ∈ Z, tem-se que g(xp) ≡ g(x)p(mod p). Assim,

g(x)p ≡ f(x)h(x)(mod p), o que implica que g(ζn)p = 0, ou seja, g(ζn) = 0. Logo,

f e g têm ráızes em comum, e assim, xn − 1 = f(x)g(x) tem uma ráız múltipla, a

qual também é ráız de nxn−1. Se α ∈ Zp é ráız de nxn−1, então nαn−1 = 0. Como

car(Zp) = p, segue que p|n o que é um absurdo. Portanto, ζpn é uma ráız de f(x),

para todo p � n, e consequentemente, gr(f(x)) ≥ gr(φn(x)), pois toda ráız de φn(x) é

ráız de f(x). Por fim, como f(x)|φn(x), segue que gr(f(x)) ≤ gr(φn(x)). Portanto,

gr(f(x)) = gr(φn(x)) = ϕ(n). Agora, consideramos Ψ : Z∗
n −→ Gal(Q(ζn)|Q) dada por

Ψ(i) = σi(ζn) = ζ in. Esta aplicação é um homomorfismo injetivo entre grupos de mesma

ordem. Portanto, Ψ é um isomorfismo. �
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Como consequência da Proposição 1.19 tem-se que Q(ζn)|Q é de Galois. Além disso,

Gal(Q(ζn)|Q) = {σi ∈ Aut(Q(ζn)); mdc(i, n) = 1 e σi(ζn) = ζ in}. Como Z∗
n é abeliano,

segue que Gal(Q(ζn)|Q) é abeliano. Agora, como Z∗
n é cicĺıco para n = 2, 4, pr ou 2pr,

onde p é primo e r ≥ 1, segue que Gal(Q(ζn)|Q) é cicĺıco para n = 2, 4, pr ou 2pr, onde p é

primo e r ≥ 1. Caso, Z∗
n não seja cicĺıco, segue que Z∗

n contém pelo menos dois subgrupos

cicĺıcos de ordem 2.

Proposição 1.20 Se K = Q(ζ2r), com r ≥ 3, então Gal(K|Q) = G1 × G2, onde G1 e

G2 são cicĺıcos e |G1| = 2r−2 e |G2| = 2. Além disso, G2 é gerado pelo automorfismo que

aplica ζ em ζ−1. �

Demonstração. [9], pág. 43.

Proposição 1.21 Se ζn é uma ráız n-ésima primitiva da unidade, com n ∈ N∗, e K =

Q(ζn + ζ−1
n ), então K ⊂ R e [Q(ζn) : K] = 2.

Demonstração. Consideramos f(x) = x2 − (ζn + ζ−1
n )x + 1 ∈ K[x]. Notemos que

f(ζn) = 0 e ζn /∈ K. Logo, f(x) é irredut́ıvel sobre K. Portanto, [Q(ζn) : K] = gr(f(x)) =

2. �

Definição 1.28 O corpo K da Proposição 1.21 é chamado de subcorpo real maximal de

Q(ζn).

Lema 1.7 Se K = Q(ζp), onde ζp é uma ráız p-ésima primitiva da unidade e p um

número primo, então

a) TrK|Q(ζjp) = −1, para j = 1, 2, . . . , p− 1;

b) TrK|Q(1− ζjp) = p, para j = 1, 2, . . . , p− 1;

c) NK|Q(ζp − 1) = (−1)p−1p;

d) NK|Q(1− ζp) = p;

e) p = (1− ζp)(1− ζ2p ) . . . (1− ζp−1
p );
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f) Se OK é o anel dos inteiros algébricos de K, então (1− ζp)OK ∩ Z = pZ = 〈p〉;

g) TrL|K(y(1− ζp)) ∈ pZ, para todo y ∈ OK.

Demonstração. a) Tem-se que φp(x) = xp−1 + xp−2 + . . . + 1 o p-ésimo polinômio

ciclotômico é o polinômio minimal de ζp sobre Q. Como ζjp é ráız de φp(x), segue que

TrK|Q(ζjp) = −1, para 1 ≤ j ≤ p − 1. Além disso, pelo item (b) das Propriedades 1.1,

tem-se que TrK|Q(1) = p− 1.

b) TrK|Q(1− ζjp) = TrK|Q(1)− TrK|Q(ζjp) = p− 1 + 1 = p, para 1 ≤ j ≤ p− 1.

c) Notemos que 1 = ((ζp − 1) + 1)p =

p∑
j=0

⎛⎝ p

j

⎞⎠ (ζp − 1)p−j. Assim, (ζp − 1)((ζp −

1)p−1+p(ζp−1)p−2+ . . .+p) = 0, o que implica que (ζp−1)p−1+p(ζp−1)p−2+ . . .+p = 0,

se ζp �= 1. Consideramos f(x) = xp−1+
1∑

j=p−1

⎛⎝ p

j

⎞⎠ xj−1 = xp−1+pxp−2+ . . .+p. Tem-se

que f(ζp − 1) = (ζp − 1)p−1 + p(ζp − 1)p−2 + . . .+ p = 0. Logo, ζp − 1 é ráız de f(x) e f(x)

é mônico irredut́ıvel, ou seja, f(x) = minQ(ζp − 1). Portanto, NK|Q(ζp − 1) = (−1)p−1p.

d) ComoNK|Q(1−ζp) = NK|Q(−1(ζp−1)), segue que NK|Q(1−ζp) = NK|Q(−1)NK|Q(ζp−
1) = (−1)p−1(−1)p−1p = (−1)2(p−1)p = p.

e) Tem-se que φp(x) = xp−1 + xp−2 + . . . + 1 = (x − ζp)(x − ζ2p ) . . . (x − ζp−1
p ). Em

particular, se tomarmos x = 1, tem-se que (1− ζp) . . . (1− ζp−1
p ) = p.

f) Como p = (1 − ζp) . . . (1 − ζp−1
p ), segue que p ∈ (1 − ζp)OK. Logo, 〈p〉 = pZ ⊆

(1− ζp)OK∩Z. Reciprocamente, suponhamos que 〈p〉 = pZ � (1− ζp)OK∩Z ⊆ Z. Como

pZ é maximal, segue que (1 − ζp)OK ∩ Z = Z. Assim, 1 = (1 − ζp)α, com α ∈ OL, ou

seja, 1 − ζp é inverśıvel. Logo, 1 − ζjp é inverśıvel, para 1 ≤ j ≤ p − 1. Deste modo,

p = (1 − ζp)(1 − ζ2p ) . . . (1 − ζp−1
p ) é inverśıvel em Z, o que é um absurdo. Portanto,

(1− ζp)OK ∩ Z = pZ = 〈p〉.
g) Sejam yi(1 − ζ ip) os conjugados de y(1 − ζp), para 1 ≤ i ≤ p − 1. Tem-se que

(1 − ζ ip) e (1 − ζp) são associados, ou seja, (1 − ζ ip)|(1 − ζp) e (1 − ζp)|(1 − ζ ip), pois

se 1 ≤ k, i ≤ p − 1, então existe 1 ≤ t ≤ p − 1 tal que i ≡ kt(mod p), e assim,

(1− ζ ip) = 1− (ζkp )
t = (1− ζkp )(1+ ζp+ . . .+(ζkp )

t−1). Assim, 1− ζ ip é mútiplo de 1− ζp em

OK. Logo, TrK|Q(y(1− ζp)) = y1(1− ζp) + y2(1− ζ2p ) + . . .+ yp−1(1− ζp−1
P ) = α(1− ζp),
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com α ∈ OK. Deste modo, TrK|Q(y(1 − ζp)) ∈ OL e TrK|Q(y(1 − ζp)) ∈ Z, pois Z é

integralmente fechado. Portanto, TrK|Q(y(1− ζp)) ∈ (1− ζp)OL ∩ Z = pZ = 〈p〉. �

Observação 1.5 Se ζpr é uma ráız pr-ésima primitiva da unidade, com p primo e r ∈ N,
então o Lema 1.7 é análogo para ζpr , e assim, (1−ζpr)OQ(ζpr ) é um ideal de OQ(ζpr ) acima

de pZ e os conjugados de 1− ζpr são todos associados.

Os próximos resultados explicitam os anéis de inteiros algébricos e discriminantes de

corpos ciclotômicos. Neste trabalho é dado a demonstração para o caso K = Q(ζp), as

demais podem ser encontradas em [16].

Teorema 1.17 Se K = Q(ζp), onde ζp é uma ráız p-ésima primitiva da unidade e p um

número primo, então o anel dos inteiros algébricos de K é Z[ζp] e {1, ζp, . . . , ζp−2
p } é uma

base de Z[ζp] como Z-módulo.

Demonstração. Se α ∈ Z[ζp], então α ∈ OK = {β ∈ K; β é inteiro sobre Z}. Assim,

basta mostrar que OK ⊆ Z[ζp]. Se α ∈ OK, então

α = a0 + a1ζp + . . .+ ap−2ζ
p−2
p , onde ai ∈ Q, para i = 0, 1 . . . , p− 2.

Multiplicando por (1− ζp) tem-se que

α(1− ζp) = a0(1− ζp) + a1(ζp − ζ2p ) + . . .+ ap−2(ζ
p−2
p − ζp−1

p ).

Assim,

TrK|Q(α(1− ζp)) = a0TrK|Q(1− ζp) + a1TrK|Q(ζp − ζ2p ) + . . .+ ap−2TrK|Q(ζp−2
p − ζp−1

p ).

Pelo Lema 1.7 e pelo fato de que TrK|Q(ζjp − ζj+1
p ) = 0, para j = 1, 2, . . . , p− 1, segue que

TrK|Q(α(1− ζp)) = a0TrK|Q(1− ζp) = a0p ∈ pZ, onde a0 ∈ Z.

Como ζ−1
p = ζp−1

p , segue que ζ−1
p ∈ OK, e portanto

(α− a0)ζ
−1
p = a1 + a2ζp + . . .+ ap−1ζ

p−3
p .
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Multiplicando por (1− ζp) tem-se que

(α− a0)ζ
−1
p (1− ζp) = a1(1− ζp) + a2(ζp − ζ2p ) + . . .+ ap−1(ζ

p−3
p − ζp−2

p ).

Logo, TrK|Q((α−a0)ζ
−1
p (1−ζp)) = a1TrK|Q(1−ζp) = a1p ∈ pZ, onde a1 ∈ Z. Prosseguindo

dessa forma tem-se que a0, a1, . . . , ap−2 ∈ Z. Portanto, α ∈ Z[ζp] e {1, ζp, . . . , ζp−2
p } é uma

base de OK como um Z-módulo. �

Teorema 1.18 Se K = Q(ζp), onde ζp é uma ráız p-ésima primitiva da unidade e p é

um número primo ı́mpar, então o discriminante de K é dado por

DK = D(1, ζp, . . . , ζ
p−2
p ) = (−1)

p−1
2 pp−2.

Demonstração. Pelo Teorema 1.17 tem-se que {1, ζp, . . . , ζp−2
p } é uma base de OK como

um Z-módulo. Assim, pela Proposição 1.14, tem-se que

DK = (−1)
(p−1)(p−2)

2 NK|Q(φp
′(ζp)).

Como φp
′(ζp) =

(ζp − 1)pζp−1
p − (ζpp − 1)

(ζp − 1)2
=

−pζp−1
p

1− ζp
, segue que NK|Q(φp

′(ζp)) =

NK|Q(−p)NK|Q(ζp−1
p )

NK|Q(1− ζp)
=

pp−11p−1

p
= pp−2. Como p é ı́mpar, segue que (−1)p−2 = −1.

Assim, (−1)
(p−1)(p−2)

2 = (−1)
p−1
2 . Portanto, DK = (−1)

p−1
2 pp−2. �

Teorema 1.19 Seja p um número primo e r um inteiro maior que 1.

a) Se K = Q(ζp+ ζ−1
p ), onde ζp é uma ráız p-ésima primitiva da unidade, então o anel

dos inteiros algébricos de K é Z[ζp + ζ−1
p ] e {ζp + ζ−1

p , . . . , ζ
p−1
2

p + ζ
1−p
2

p } é uma base

de Z[ζp + ζ−1
p ] como um Z-módulo.

b) Se K = Q(ζpr), onde ζpr é uma ráız pr-ésima primitiva da unidade, então o anel

dos inteiros algébricos de K é Z[ζpr ] e {1, ζpr , . . . , ζ(p−1)pr−1−1
pr } é uma base de Z[ζpr ]

como um Z-módulo.

c) Se K = Q(ζpr + ζ−1
pr ), onde ζpr é uma ráız pr-ésima primitiva da unidade, então o

anel dos inteiros algébricos de K é Z[ζpr+ζ−1
pr ] e {ζpr+ζ−1

pr , . . . , ζ
(p−1)pr−1

2
pr +ζ

(1−p)pr−1

2
pr }

é uma base de Z[ζpr + ζ−1
pr ] como um Z-módulo.
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d) Se K = Q(ζn), onde ζn é uma ráız n-ésima primitiva da unidade, então o anel dos

inteiros algébricos de K é Z[ζn] e {1, ζn, . . . , ζ
ϕ(n)
2

−1
n } é uma base de Z[ζn] como um

Z-módulo.

Demonstração.

a) [16], pág 47, Proposição 1.9.4.

b) [16], pág 51, Teorema 1.9.4.

c) [16], pág 52, Proposição 1.9.6.

d) [16], pág 55, Teorema 1.9.6. �

Teorema 1.20 Se K = Q(ζpr), onde ζpr é uma ráız pr-ésima primitiva da unidade e p é

um número primo ı́mpar, então o discriminante de K é dado por

DK = D(1, ζpr , . . . , ζ
ϕ(p)−1
pr ) = ±pp

r−1(r(p−1)−1).

Demonstração. [16], pág 65, Proposição 2.5.2. �

Teorema 1.21 Se K = Q(ζn), com n um inteiro maior que 1, então

DQ(ζn) = (1, ζn, . . . , ζ
ϕ(n)−1
n ) = ± nϕ(n)∏

p|n
p

ϕ(n)
p−1

.

Demonstração. [16], pág 69, Teorema 2.5.1. �

1.6 Considerações finais

O Caṕıtulo 1 tem como objetivo fornecer uma base teórica para o desenvolvimento

dos próximos caṕıtulos. Para auxiliar na demonstração do Teorema de Kronecker-

Weber podemos particularizar alguns resultados deste caṕıtulo. Por exemplo, se K é

uma extensão de Q, então OK é integralmente fechado, um Z-módulo Noetheriano e

finitamente gerado. O Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos, o Teorema

de Irracionalidade Natural e alguns resultados de extensões cicĺıcas são muito úteis na

demonstração do Teorema de Kronecker-Weber.



Caṕıtulo 2

Domı́nio de Dedekind, ramificação e

valorização

Neste caṕıtulo apresentamos o conceito de ramificação de ideais, o qual é de extrema

importância na demonstração do Teorema de Kronecker-Weber. Antes precisamos definir

domı́nios de Dedekind, anéis de frações e norma de ideais. A importante relação entre

ramificação e discriminante é apresentada na seção 2.4.1 e na seção 2.4.2 são definidos

e estudados os grupos de decomposição, inércia e ramificação de um ideal. Nas seções

2.5 e 2.6, breves conceitos de diferente e valorização são apresentados, apenas visando a

demonstração do Teorema de Kronecker-Weber.

2.1 Domı́nio de Dedekind

Pela Proposição 1.2 do Caṕıtulo 1, vimos que em um domı́nio de integridade

Noetheriano qualquer ideal contém um produto de ideais primos. Nesta seção,

apresentamos domı́nios de integridade em que qualquer ideal é igual a um produto de

ideais primos. As principais referências desta seção são [2], [7] e [12].

Definição 2.1 Um domı́nio de integridade A é chamado um domı́nio de Dedekind se:

i) A é integralmente fechado

ii) A é um anel Noetheriano e

58
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iii) todo ideal primo não nulo de A é um ideal maximal.

Exemplo 2.1 Todo anel principal A é um domı́nio de Dedekind. De fato, pelos Exemplos

1.2 e 1.4, tem-se que A é um anel Noetheriano e integralmente fechado . Agora, se b é

um ideal primo não nulo de A, então b = bA, onde b �= 0 e b é irredut́ıvel. Assim, se

existir b′ = b′A ideal de A tal que b ⊂ b′, então b′|b e b � b′. Logo, b′ é uma unidade de A.

Portanto, b′ = A.

Proposição 2.1 Se A ⊆ B são anéis e p ideal primo de B, então p∩A é ideal primo de

A.

Demonstração. Consideramos a aplicação ϕ = π ◦ i : A −→ B −→ B

p
, onde i é a

inclusão e π e projeção, a qual é um homomorfismo de anéis. Tem-se que Ker(ϕ) = p∩A.

Logo,
A

p ∩ A
é isomorfo a um subanel de

B

p
. Como

B

p
é um domı́nio de integridade, segue

que
A

p ∩ A
também é um domı́nio de integridade. Portanto, p ∩ A é um ideal primo de

A. �

Teorema 2.1 Se A é um domı́nio de Dedekind, L|K uma extensão finita de grau n, onde

K = Q(A) e car(K) = 0, então OL é um domı́nio de Dedekind e um A-módulo finitamente

gerado.

Demonstração. Pelo Exemplo 1.5 e pelo Teorema 1.13, tem-se que OL é integralmente

fechado, um anel Noetheriano e um A-módulo finitamente gerado. Agora, se p é um ideal

primo não nulo de OL, então, pela Proposição 2.1, segue que p ∩ A é um ideal primo

de A. Como p ⊆ OL, segue que se x ∈ p, então x é inteiro sobre A. Logo, existem

a0, a1, . . . , an−1 ∈ A tal que xn+an−1x
n−1+ . . .+a0 = 0. Suponhamos que n seja mı́nimo.

Assim, a0 �= 0, pois caso contrário n não seria mı́nimo. Tem-se que a0 ∈ xOL∩A ⊆ p∩A.

Como a0 �= 0, segue que p∩A �= 〈0〉. Logo, p∩A é um ideal maximal de A. Deste modo,

tem-se que
A

p ∩ A
é um corpo e

OL

p
é inteiro sobre

A

p ∩ A
. Assim, pela Proposição 1.5,

segue que
OL

p
é um corpo. Portanto, p é um ideal maximal. �
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Definição 2.2 Sejam A um domı́nio de integridade e K o corpo de frações de A. Um

A-submódulo b de K é chamado de ideal fracionário de A se existe d ∈ A − {0} tal que

db ⊂ A. Chamamos d de um denominador comum dos elementos de b.

Exemplo 2.2 Todos os ideais de A são ideais fracionários de A, basta colocar d = 1.

Chamamos os ideais de A de ideais inteiros.

No conjunto F dos ideais fracionários de A estão definidas as operações de adição,

multiplicação, interseção e quociente de ideais. Se b, b′ ∈ F , com d e d′ seus

denominadores comuns, então dd′ é um denominador comum de b + b′ e bb′, e d ou

d′ é um denominador comum de b ∩ b′. O quociente (b : b′) := {x ∈ K; xb′ ⊂ b} tem

denominador comum ad, onde d é o denominador de b e a ∈ b′. O conjunto (F , ·) é

um monóide comutativo, ou seja, satisfaz as propriedades associativa, comutativa e A é

o elemento neutro.

Proposição 2.2 Se A é um domı́nio de Dedekind, que não é corpo, e p um ideal maximal

de A, então p′ = (A : p) �= A.

Demonstração. Se y ∈ p e y �= 0, então Ay ⊇ p1p2 . . . pn (Proposição 1.2), onde pi

é um ideal primo, para i = 1, 2, . . . , n. Suponhamos n o menor posśıvel. Assim, p ⊇ pi,

para algum i = 1, 2, . . . , n, pois caso contrário existiria ai ∈ pi − p, para i = 1, 2, . . . , n,

tal que a1a2 . . . an ∈ p, o que contraria o fato de p ser primo. Suponhamos que p ⊇ p1.

Logo, p = p1, pois p1 é maximal. Se b = p2p3 . . . pn, então Ay ⊇ pb e Ay � b, pois n é o

menor posśıvel. Logo, existe b ∈ b tal que b /∈ Ay. Como Ay ⊇ pb, segue que Ay ⊇ pb.

Assim, A ⊇ pby−1, e deste modo, by−1 ∈ p′. Mas, como b /∈ Ay, segue que by−1 /∈ A.

Portanto, p′ �= A. �

Teorema 2.2 Se A é um domı́nio de Dedekind, que não é corpo, então todo ideal maximal

de A é invert́ıvel em (F , ·).

Demonstração. Se p é um ideal maximal de A, então p �= 〈0〉, pois A é um corpo.

Seja p′ = (A : p) = {x ∈ K; xp ⊂ A}. Tem-se que p′p ⊆ A. Se a ∈ A, então ap ⊆ A, pois

p é um ideal de A. Logo, A ⊂ p′. Assim, p = Ap ⊆ p′p ⊆ A. Como p é maximal, segue
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que p = p′p ou p′p = A. Suponhamos que p = p′p e x ∈ p′. Assim, xp ⊆ p, x2p ⊆ p e

xnp ⊆ p, para n ∈ N. Logo, para qualquer y ∈ p, tem-se xny ⊆ p ⊆ A, e assim, A[x] é

um ideal fracionário de A. Como A é Noetheriano, segue que yA[x] ⊆ A é um A-módulo

finitamente gerado, e portanto, A[x] é um A-módulo finitamente gerado. Assim, pelo

Teorema 1.3, segue que x é inteiro sobre A e x ∈ p′ ⊆ K. Como A é integralmente

fechado, segue que x ∈ A, e assim, p′ = A, o que contraria a Proposição 2.2. Portanto,

p′p = A, ou seja, p′ é o inverso de p. �

Teorema 2.3 Sejam A um domı́nio de Dedekind e P o conjunto de todos os ideais primos

não nulos de A.

i) Todo ideal fracionário p′ não nulo de A pode ser expresso, de modo único, da forma

p′ =
∏
pi∈P

peii ,

onde ei ∈ Z e para quase todos os pi ∈ P tem-se que ei = 0;

ii) O conjunto (F , ·) é um grupo.

Demonstração. i) Provamos a existência desta fatoração. Se p′ é um ideal fracionário

de A, então existe d ∈ A−{0} tal que dp′ ⊂ A. Logo, dp′ é um ideal inteiro de A. Assim,

escrevendo dp′ = Adp′, tem-se que p′ = (Ad)−1(dp′). Se mostrarmos que Ad =
∏
pi∈P

pni
i e

dp′ =
∏
pi∈P

pmi
i , então p′ =

∏
pi∈P

pmi−ni
i . Portanto, basta mostrarmos o resultado para ideais

inteiros de A. Suponhamos que exista uma famı́lia não vazia de ideais de A que não são

o produto de potências de ideais primos de A. Como A é Noetheriano, segue que esta

famı́lia tem um elemento maximal m. Tem-se que m �= A, pois A é o produto de uma

coleção vazia de ideais primos. Assim, m ⊂ b, onde b é maximal. Pelo Teorema 2.2, segue

que existe b′ ∈ F tal que b′b = A. Como m ⊂ b, segue que b′m ⊂ b′b = A. Como A ⊂ b′,

segue que m = Am ⊂ b′m ⊂ A. Tem-se que m � b′m, pois se m = b′m e se x ∈ b′, então

xnm ⊂ m, para n ∈ N. Agora, se d ∈ m − {0}, então dxn ⊂ m ⊂ A, e portanto, A[x] é

um ideal fracionário de A. Analogamente, a demonstração do Teorema 2.2, tem-se que

A = b′, o que contraria a Proposição 2.2. Portanto, os ideais inteiros de A são produtos
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de potências de ideais primos. Provamos a unicidade desta fatoração. Suponhamos que

p seja um ideal inteiro de A tal que

p =
∏
pi∈P

pni
i e p =

∏
pi∈P

pmi
i ,

com ni �= mi para algum i. Assim
∏
pi∈P

pni−mi
i = A. Denotando por −βi = ni − mi se

ni < mi e por αi = ni −mi se ni > mi, tem-se que

pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r = qβ1

1 qβ2

2 . . . qβs
s ,

onde p1, qj ∈ P e pi �= qj, para i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , s. Como p1 é primo e p1 ⊇
pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r = qβ1

1 qβ2

2 . . . qβs
s , segue que p1 ⊇ qj, para algum j = 1, . . . , s. Suponhamos

que p1 ⊇ q1. Logo, p1 = q1, pois q1 é maximal, o que contraria o fato de p1 �= qj, para

i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , s. Portanto, a fatoração de p é única.

ii) Como o conjunto dos ideais fracionários F é um monóide comutativo e para qualquer

p′ ∈ F , tem-se por (i) que p′ =
∏
pi∈P

peii , com pi primos em um domı́nio de Dedekind, e

portanto, maximais, segue pelo Teorema 2.2, que (p′)−1 =
∏
pi∈P

p−ei
i ∈ F . Portanto, F é

um grupo. �

Definição 2.3 Dizemos que q′ ∈ F divide b′ ∈ F se existe um ideal inteiro a tal que

b′ = aq′.

Proposição 2.3 Se A é um domı́nio de Dedekind e

b′ = pm1
1 . . . pmr

r e q′ = pn1
1 . . . pnr

r ∈ F ,

então q′ ⊆ b′ ⇔ b′|p′ ⇔ m1 ≤ n1, . . . ,mr ≤ nr.

Demonstração. Se q′ ⊆ b′, então q′(b′)−1 ⊆ b′(b′)−1 = A, pois b′ ∈ F e F é um

grupo. Deste modo, q′(b′)−1 é um ideal inteiro m de A. Assim, q′ = mb′, ou seja, b′|q′.
Portanto, pela unicidade da fatoração de ideais em um domı́nio de Dedekind, tem-se que

m1 ≤ n1, . . . ,mr ≤ nr. �
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Teorema 2.4 Todo domı́nio de Dedekind A que possui apenas um número finito de ideais

primos é um domı́nio principal.

Demonstração. Seja {p1, . . . , pr} o conjunto de ideais primos de A. Como A é um

domı́nio de Dedekind, segue que, para qualquer ideal m de A, tem-se m =

q∏
i=1

pe1i . Logo,

1 ≤ q ≤ r. Pela Proposição 2.3, segue que p2j � pj, para 1 ≤ j ≤ r. Assim, existe aj ∈ pj

tal que aj /∈ p2j . Além disso, aj /∈ ph, para h �= j e 1 ≤ h ≤ r. Logo, pj|Aaj, p2j � Aaj e

ph � Aaj, para h �= j e 1 ≤ h, j ≤ r. Fazendo a decomposição de Aaj em produto de ideais

primos, tem-se que Aaj = pj. Deste modo, pj é principal, para 1 ≤ j ≤ r. Como todo

ideal está contido em um ideal maximal (primo), segue que todo ideal de A é principal.�

Proposição 2.4 Se A é um domı́nio de Dedekind e b um ideal de A, então o conjunto dos

ideais que contém b é finito e o conjunto dos ideais de A que estão contidos estritamente

em b tem seus elementos maximais da forma bp, onde p é um ideal primo de A.

Demonstração. Seja m = pm1
1 . . . pmr

r um ideal de A que contém b = pn1
1 . . . pnr

r . Pela

Proposição 2.3, tem-se que mj ≤ nj, para j = 1, . . . , r. Como existe um número finito

de mj ∈ N tal que mj ≤ nj, segue que existe um número finito de ideais que contém b.

Agora, se m � b, então m = pm1
1 . . . pmr

r = pn1+k1
1 . . . pnr+kr

r , com ki ≥ 1, para i = 1, . . . , r.

Portanto, os elementos maximais do conjunto dos ideais que estão contidos estritamente

em b são da forma pb, com p ideal primo. �

2.2 Anéis de frações

O conceito de anel de frações é muito útil na teoria algébrica dos números. Nesta seção

vemos o processo de localização, o qual facilita o estudo de alguns anéis, como vemos nos

últimos resultados desta seção. A principal referência desta seção é [7].

Sejam A e B anéis e f : A −→ B um homomorfismo de anéis. Se b′ é um ideal (primo)

de B, então f−1(b′) = b′c é um ideal (primo) de A, chamado ideal contráıdo de b′. Além

disso, se A ⊂ B e f a inclusão, então b′c = A ∩ b′. Agora, se b é um ideal de A, então

Bf(b) = be é um ideal de B, chamado ideal estendido de b.
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Definição 2.4 Sejam A um domı́nio de integridade e S ⊂ A − {0} fechado para

multiplicação e com 1 ∈ S. Chamamos o anel
{a
s
; a ∈ A, s ∈ S

}
contido em K = Q(A)

de anel de frações de A com respeito a S e denotamos por S−1A.

Proposição 2.5 Sejam A um domı́nio de integridade, S ⊂ A − {0} fechado para

mulplicação com 1 ∈ S, f : A −→ S−1A um homomorfismo de anéis dado por f(a) =
a

1
,

I o conjunto de ideais de A e J o conjunto de ideais de S−1A.

i) Todo ideal de S−1A é um ideal estendido de A.

ii) Se θ : I −→ J é um homomorfismo dado por θ(b) = bS−1A, então θ é sobrejetiva.

iii) Se ϕ : J −→ I é um homomorfismo dado por ϕ(b′) = b′ ∩ A, então ϕ é injetiva.

iv) A composição θ ◦ ϕ : J −→ J é a identidade.

Demonstração. i) Seja b′ é um ideal de S−1A. Como A ⊂ S−1A, segue que b′ ∩
A ⊂ b′ ∩ S−1A = b′, e assim, (b′ ∩ A)S−1A ⊂ b′S−1A ⊂ b′. Agora, se

x

s
∈ b′, então

s

1

x

s
= x ∈ b′ ∩ A. Assim,

x

s
= x

1

s
∈ (b′ ∩ A)S−1A. Portanto, b′ = (b′ ∩ A)S−1A.

ii) Mostramos que J ⊆ θ(I). Como para qualquer b′ ∈ J , podemos escever b′ =

(b′ ∩ A)S−1A, segue que b′ = θ(b′ ∩ A).

iii) Se b′ �= a′, então (b′ ∩ A)S−1A �= (a′ ∩ A)S−1A. Portanto, ϕ(b′) �= ϕ(a′) o que

torna ϕ injetiva.

iv) Tem-se que

θ ◦ ϕ :J −→ I −→ J
b′ �−→ b′ ∩ A �−→ (b′ ∩ A)S−1A = b′.

Portanto, θ ◦ ϕ = id. �

Proposição 2.6 Se b ∈ I, então bS−1A =

{
b

s
; b ∈ b, s ∈ S

}
. Em particular, bS−1A =

S−1A se, e somente se, b ∩ S �= ∅.

Demonstração. Tem-se que se bi ∈ b, ai ∈ A e si ∈ S, então

k∑
i=1

bi
ai
si

=
b1a1(s2 . . . sk) + . . .+ biai(s1 . . . si−1si+1 + . . .+ sk) + . . .+ bkak(s1 . . . sk−1)

s1 . . . sk
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pertence a

{
b

s
; b ∈ b, s ∈ S

}
e
b

s
= b

1

s
∈ bS−1A. Portanto, bS−1A = S−1b. Agora, se

S−1b = S−1A, então existem b ∈ b e s ∈ S tal que
b

s
= 1. Assim, b = s ∈ b∩S. Portanto,

b ∩ S �= ∅. Por outro lado, se b ∩ S �= ∅, então existe s ∈ b ∩ S. Logo, 1 =
s

s
∈ S−1b.

Portanto, S−1b = S−1A. �

Proposição 2.7 Se P é o conjunto dos ideais primos de A, D o conjunto dos ideais

primos de S−1A e PS o conjunto dos ideais primos de A que não interseptam S, então

existe uma bijeção ϕ : D −→ PS

Demonstração. Se p′ ∈ D, então p′∩A = p ∈ P . Se x ∈ p∩S, então x ∈ p′∩A = p∩S.

Logo, 1 = x
1

x
∈ p′S−1A ⊂ p′ o que um absurdo. Portanto, p ∩ S = ∅. Por outro lado, se

p ∈ PS, então, pela Proposição 2.6, S−1p �= S−1A. Se existem x, y ∈ A e s, t ∈ S tal que
x

s

y

t
∈ S−1p, então existe w ∈ A e z ∈ S tal que xyz = stw ∈ p. Como p ∩ S = ∅, segue

que z /∈ p, e assim, x ∈ p ou y ∈ p. Logo,
x

s
∈ S−1p ou

y

t
∈ S−1p. Portanto, S−1p ∈ D.

Pela Proposição 2.5, tem-se que (b′∩A)S−1A = b′, para qualquer b′ ∈ D. Mostramos que

S−1p ∩ A = p, para qualquer p ∈ PS. Como p ⊂ S−1p, segue que p = p ∩ A ⊂ S−1p ∩ A.

Agora, se x ∈ S−1p ∩ A, então x =
y

s
, y ∈ p e s ∈ S. Como sx = y ∈ p e s /∈ p (pois

p ∩ S = ∅), segue que x ∈ p. Portanto, S−1p ∩ A = p. �

Proposição 2.8 Sejam A ⊂ B anéis e S ⊂ A − {0} fechado pra multiplicação e com

1 ∈ S. Se OB é o fecho inteiro de B sobre A, então S−1OB é o fecho inteiro de S−1B

sobre S−1A, ou seja, S−1OB = OS−1B.

Demonstração. Se
x

s
∈ S−1OB, então x ∈ B é inteiro sobre A e s ∈ S. Assim,

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0, com ai ∈ A e i = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Dividindo por sn tem-se

que
(x
s

)n

+
an−1

s

(x
s

)n−1

+. . .+
a0
sn

= 0, com
an−1

s
, . . . ,

a0
sn

∈ S−1A, ou seja,
x

s
∈ S−1OB ⊂

S−1B é inteiro sobre S−1A. Portanto, S−1OB ⊂ OS−1B. Por outro lado, se
x

s
∈ OS−1B,

então
x

s
∈ S−1B é inteiro sobre S−1A. Assim,

(x
s

)n

+
an−1

tn−1

(x
s

)n−1

+ . . .+
a0
t0

= 0, com

ai
ti

∈ S−1A, para i = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Multiplicando por (t0t1 . . . tn−1s)
n, tem-se que

(t0t1 . . . tn−1x)
n + an−1(t0t1 . . . tn−2s)(t0 . . . tn−1x)

n−1 + . . . + a0t
n−1
0 (t1 . . . tn−1s)

n = 0, ou

seja, (t0t1 . . . tn−1x) ∈ B é inteiro sobre A. Como
x

s
=

x

s

(t0 . . . tn−1)

(t0 . . . tn−1)
∈ S−1OB, segue que

OS−1B ⊂ S−1OB. Portanto, S
−1OB = OS−1B. �
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Proposição 2.9 Se A é um domı́nio de Dedekind, então S−1A é um domı́nio de

Dedekind.

Demonstração. Colocando B = K o corpo de frações de A, pela Proposição 2.8, segue

que S−1OK = S−1A = OS−1K. Portanto, S−1A é integralmente fechado. Os ideais b′ de

S−1A são da forma (b′ ∩ A)S−1A. Como b′ ∩ A é um ideal de A, segue que b′ ∩ A é

finitamente gerado, ou seja, b′ ∩ A = 〈a1 . . . an〉. Logo, (b′ ∩ A)S−1A = 〈a1 . . . an〉S−1A.

Portanto, b′ é finitamente gerado. Se m′ ∈ D, m′ �= 〈0〉, então m′ ∩ A = m é um

ideal primo de A não nulo, pois m ∩ S = ∅, e maximal, pois A é Dedekind. Como

m′ = (m′ ∩A)S−1A = S−1m, segue que m′ é um ideal maximal de S−1A. Portanto, S−1A

é um domı́nio de Dedekind. �

Definição 2.5 Seja A um domı́nio de integridade. Dizemos que um elemento p ∈ A é

primo se o ideal principal 〈p〉 é um ideal primo.

Proposição 2.10 Se A é um domı́nio de Dedekind, p um ideal primo não nulo de A e

S = A − p, então S−1A é principal. Mais precisamente, existe um primo p ∈ S−1A tal

que os ideais não nulos de S−1A são da forma 〈pn〉, com n ∈ N.

Demonstração. Tem-se que p é o único ideal primo de A tal que p ∩ S = ∅. Assim,

p′ = S−1p é o único ideal primo não nulo de S−1A. Portanto, S−1A é principal (Teorema

2.4). Como S−1A é um domı́nio de Dedekind, segue que todo ideal não nulo de S−1A é da

forma (p′)n. Se p ∈ p′ − (p′)2, então 〈p〉 ⊂ p′ − (p′)2. Logo, 〈p〉 = p′, e assim, 〈pn〉 = (p′)n,

para todo n ∈ N. Como p é um ideal primo, segue que p é um elemento primo. Portanto,

S−1A é principal e seus ideais são da forma 〈pn〉, para todo n ∈ N. �

Proposição 2.11 Se m é um ideal maximal de A que não intersepta S, então
S−1A

S−1m
� A

m
.

Demonstração. Considere o homomorfismo

ϕ : A −→ S−1A −→ S−1A

S−1m
,

cujo Ker(ϕ) = A ∩ S−1m = m. Assim, existe um homomorfismo injetor de
A

m
em

S−1A

S−1m
.

Agora, se x =
a

s
∈ S−1A, então x̄ = x + S−1m =

a

s
+ S−1m. Como m ∩ S = ∅ e m é
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maximal, segue que A = m + 〈s〉, para todo s ∈ S, ou seja, existe m ∈ m, s ∈ S e b ∈ A

tal que 1 = m + bs. Logo, bs ≡ 1(mod m). Assim,
a

s
− ab =

a

s
(1 − sb) ∈ S−1m. Logo,

ϕ(ab) = x̄. Portanto,
A

m
� S−1A

S−1m
. �

2.3 Norma de ideais

Na seção 1.4 estudamos norma de um elemento x ∈ B, onde B é um A-módulo

livre e nesta seção apresentamos alguns resultados sobre norma de um ideal. A principal

referência desta seção é [12].

Definição 2.6 Seja A um anel, m ideal maximal de A e B um A-módulo. Dizemos que

B é anulado por m se para todo m ∈ m e para todo b ∈ B tem-se mb = 0.

Observação 2.1 Se B é um A-módulo anulado por um ideal maximal m, então B pode

ser considerado como um
A

m
-espaço vetorial, onde ϕ :

A

m
×B −→ B é dada por ϕ(ā, x) =

ax. Agora, se C é um
A

m
-espaço vetorial, então C é um A-módulo com φ : A× C −→ C

dada por φ(a, c) = (a + m)c e C é anulado por m. Portanto, os
A

m
-espaços vetoriais

coincidem com os A-módulos anulados por m.

Proposição 2.12 Se A é um domı́nio de Dedekind, m um ideal maximal de A e b um

ideal não nulo de A, então
b

mb
é um

A

m
-espaço vetorial de dimensão 1.

Demonstração. Se x̄ ∈ b

mb
e m ∈ m, então mx̄ = mx+mb, com m ∈ m e x ∈ b. Logo,

mx̄ ∈ mb, ou seja, m é o anulador de
b

mb
. Portanto,

b

mb
é um

A

m
-espaço vetorial. Os

A

m
-subespaços próprios de

b

mb
são da forma,

p

mb
, onde p é um ideal de A e mb � p � b

o que contraria a Proposição 2.4. Portanto,
b

mb
é um

A

m
-espaço de dimensão 1. �

Consideramos agora L|Q uma extensão finita de grau n e OL o anel de inteiros

algébricos de L.

Proposição 2.13 Se p é um ideal primo não nulo de OL, então

i) p ∩ Z = pZ, onde p é o único número primo de p;
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ii)
OL

p
é uma extensão finita de Fp =

Z
pZ

e

[OL

p
: Fp

]
≤ n.

Demonstração. i) Pela Proposição 2.1, tem-se que p∩Z é um ideal primo de Z. Logo,

p ∩ Z = pZ, com p ∈ Z primo. Como OL é inteiro sobre Z, segue que p ∩ Z �= 〈0〉,
pois se x ∈ p ⊂ OL, então x é inteiro sobre Z, e assim, supondo n mı́nimo tem-se que

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0, com ai ∈ Z, a0 �= 0 e a0 ∈ OLx∩Z ⊂ p∩Z. Finalmente, se

q ∈ Z é um primo e q ∈ p ∩ Z = pZ, então q = p. Assim, p é o único primo em p.

ii) Consideramos o homomorfismo canônico

ϕ :OL −→ OL

p

x �−→ x+ p.

Restringindo ϕ a Z tem-se que Ker(ϕ|Z) = Z ∩ p = pZ. Assim, pela demosntração do

Teorema 1.12, tem-se que
Z
pZ

= Fp � ϕ(Z), que é um subcorpo de
OL

p
. Assim, existe uma

base de L sobre K dada por {β1, . . . , βn} contida em OL. Portanto, {ϕ(β1), . . . , ϕ(βn)}
gera

OL

p
como Fp-espaço vetorial. �

Definição 2.7 Seja b um ideal não nulo de OL. Chamamos de norma do ideal b o número

de elementos de
OL

b
e denotamos por N(b).

Proposição 2.14 Sejam p um ideal primo não nulo de OL e b, q ideais não nulos de

OL.

a) N(p) = pf , onde f =

[OL

p
: Fp

]
e p o único primo em p;

b) N(bq) = N(b)N(q);

c) N(b) ∈ N− {0} e N(b) = 1 se, e somente se, b = OL;

d) N(b) ∈ b;

e) Se N(b) é um número primo, então b é um ideal primo;

f) Se b for múltiplo de q e N(b) = N(q), então b = q.
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Demonstração. a) Pela Proposição 2.13, tem-se que p aparece na fatoração de pOL

em produto de ideais primos de OL e

[OL

p
: Fp

]
= f ≤ n. Assim, se x ∈ OL

p
, então

x = a1α1+a2α2+. . .+afαf , com {α1, . . . , αf} é uma base de
OL

p
sobre Fp e a1, . . . , af ∈ Fp.

Portanto, #

(OL

p

)
= pf .

b) Como q = p1 . . . pr, onde os pi’s são ideais primos não nulos de OL, segue que

basta mostrar que N(bp) = N(b)N(p), com p = pi, para algum i = 1, . . . , r, ou seja,

#

(OL

bp

)
= #

(OL

b

)
#

(OL

p

)
. Consideramos o homomorfismo φ :

OL

bp
−→ OL

b
dado

por φ(x + bp) = x + b. Como bp ⊂ b, segue que φ é sobrejetivo. Além disso, Ker(φ) =
b

bp
. Deste modo, #

(OL

bp

)
= #

(OL

b

)
#

(
b

bp

)
, e assim, para mostrar que N(bp) =

N(b)N(p), basta mostrar que #

(
b

bp

)
= #

(OL

p

)
. Notemos que

b

bp
é um OL-módulo

anulado por p, pois se x ∈ b e p ∈ p, então xp ∈ bp. Assim, pela Proposição 2.12, tem-se

que
b

bp
é um

OL

p
-espaço vetorial de dimensão 1. Deste modo, #

(
b

bp

)
= #

(OL

p

)
.

Portanto, N(bp) = N(b)N(p).

c) Pelo item (b), tem-se que N(b) = N(p1 . . . pr) = N(p1) . . . N(pr) ∈ N − {0}. Além

disso, N(b) = 1 se, e somente se, r = 0 se, e somente se, b = OL.

d) Tem-se que
OL

b
é um grupo aditivo com ordem N(b). Assim, N(b)1 = 0, ou seja,

N(b) ∈ b.

e) Suponhamos que b não é um ideal primo de OL. Assim, b = OL ou b = am, onde

a e m são ideais não nulos e distintos de OL. Logo, N(b) = 1 ou N(b) = N(a)N(m), ou

seja, em ambos os casos N(b) não é um número primo.

f) Por hipótese existe um ideal não nulo m tal que b = qm. Logo, N(b) = N(q)N(m) =

N(q). Deste modo, N(m) = 1, ou seja, m = OL. Portanto, b = q. �

2.4 Ramificação

A teoria de ramificação é a principal ferramenta para a demonstração do Teorema de

Kronecker-Weber. Por este fato esta seção é a mais importante do trabalho. As principais

referências desta seção são [12], [17] e [18].

Consideramos, nesta seção, A um domı́nio de Dedekind, K o corpo de frações de A,
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L|K uma extensão finita de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A. Pelo Teorema

2.1, tem-se que OL é um domı́nio de Dedekind. Denotamos por p, q, a, b, m os ideais

de anel A e por P,B, M, os ideais do anel OL.

Se considerarmos a aplicação i : A −→ OL (i inclusão) e p um ideal primo não nulo

de A, então OLi(p) = OLp =

g∏
i=1

Pi
ei , onde Pi é ideal primo não nulo de OL e ei ∈ N,

para i = 1, . . . , g.

Lema 2.1 Sejam P um ideal primo não nulo de OL e p um ideal primo não nulo de A.

Para que P ∩ A = p, é necessário e suficiente, que OLp ⊂ P.

Demonstração. Se x ∈ OLp, então x = by, com y ∈ p e b ∈ OL. Como P∩A = p, segue

que y ∈ P. Logo, x ∈ P, pois P é ideal de OL, ou seja, by ∈ OLP ⊂ P. Reciprocamente,

se x ∈ p ⊂ A, então x ∈ OLp ⊂ P. Logo, x ∈ P ∩A, e assim, p ⊂ P ∩A � A. Como p é

maximal, segue que p = P ∩ A. �

Proposição 2.15 Os ideais primos Pi’s que aparecem na fatoração de OLp são

exatamente aqueles ideais primos de OL tal que a interseção com A é p.

Demonstração. Como OLp =

g∏
i=1

Pei
i , segue que OLp ⊂ Pi, para i = 1, . . . , g. Pelo

Lema 2.1, segue que Pi aparece na fatoração de OLp se, e somente se, Pi ∩ A = p. �
O homomorfismo ϕi = π ◦ i : A −→ OL −→ OL

Pi

, onde π é a projeção e i a inclusão,

tem Ker(ϕi) = A ∩ Pi = p. Logo,
A

p
pode ser visto como um subanel de

OL

Pi

, e como

ambos são corpos, segue que
OL

Pi

é um
A

p
-espaço vetorial de dimensão finita, pois OL é

um A-módulo finitamente gerado. Como OLp =

g∏
i=1

Pi
ei , segue que OLp ∩ A = p, pois

p ⊂ OLp e p ⊂ A implica que p ⊂ OL ∩ A e OLp ⊂ Pi, e assim, OLp ∩ A ⊂ Pi ∩ A = p.

Definição 2.8 Seja OLp =

g∏
i=1

Pei
i , onde Pi’s são ideais primos não nulos de OL.

1) O grau

[OL

Pi

:
A

p

]
= dimA/p(OL/Pi) é chamado de grau de inércia de Pi sobre p e

denotamos por fi = f(Pi|p).
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2) O expoente ei = e(Pi|p) de Pi é chamado de ı́ndice de ramificação de Pi sobre p.

3) Os ideais primos Pi’s de OL são chamados ideais de OL que estão acima de p.

Teorema 2.5 (Igualdade Fundamental) Se A é um domı́nio de Dedekind, K seu corpo

de frações, L|K uma extensão finita de grau n, OL o anel de inteiros de L sobre A e p

um ideal primo não nulo de A, então

g∑
i=1

eifi =

[ OL

OLp
:
A

p

]
= n.

Demonstração. Primeiramente mostramos que

g∑
i=1

eifi =

[ OL

OLp
:
A

p

]
. Para isto

consideramos a sequência de ideais

OL ⊃ P1 ⊃ P2
1 ⊃ . . . ⊃ Pe1

1 P2 ⊃ . . . ⊃ Pe1
1 Pe2

2 ⊃ . . . ⊃ Pe1
1 Pe2

2 . . .Peg
g = OLp.

Quaisquer dois elementos consecutivos desta sequência são da forma P e PPi e pela

Proposição 2.4, segue que não existe m ideal de OL tal que P ⊃ m ⊃ PPi. Assim,

a sequencia é maximal. Além disso, pela Proposição 2.12, segue que
P

PPi

é um
OL

Pi

-

espaço vetorial de dimensão 1. Logo,

[
P

PPi

:
A

p

]
=

[
P

PPi

:
OL

Pi

] [OL

Pi

:
A

p

]
= fi.

Como existem e1 elementos entre OL e Pe1
1 , e2 elementos entre Pe1

1 e Pe1
1 Pe2

2 , e assim

sucessivamente sempre deixando de considerar o último, segue que

g∑
i=1

eifi =

[ OL

OLp
:
A

p

]
.

Agora, mostramos que

[ OL

OLp
:
A

p

]
= n. Para isto, lembramos que se A é principal, então

OL é um A-módulo livre de posto n (Corolário 1.9). Assim, se {x1, x2, . . . , xn} é uma

base de OL sobre A, então teremos que {x1 + OLp, . . . , xn + OLp} é uma base de
OL

OLp

sobre
A

p
. Pois, se ȳ = y + OLp ∈ OL

OLp
, ou seja, ȳ = (a1x1 + . . . + anxn) + OLp =

(a1 + p)(x1 + OLp) + . . . + (an + p)(xn + OLp), com ai + p ∈ A

p
e xi + OLp ∈ OL

OLp
,

então {x1 + OLp, . . . , xn + OL} gera
OL

OLp
sobre

A

p
. E se ā1x̄1 + . . . + ānx̄n = 0̄,

então
n∑

i=1

āix̄i ∈ OLp, ou seja,
n∑

i=1

āix̄i =
m∑
j=1

yjpj, onde yj ∈ OL e pj ∈ p, e assim,

n∑
i=1

āix̄i =
m∑
j=1

(
n∑

i=1

cijxi)pj =
n∑

i=1

(
m∑
j=1

cijpj)xi, com ai =
m∑
j=1

cijpj ∈ p, para i = 1, 2, . . . , n,

isto é, āi = 0̄, para i = 1, 2, . . . , n o que torna {x̄1, x̄2, . . . , x̄n} linearmente independente
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sobre
A

p
. Agora, consideramos S = A−p, onde p é um ideal primo não nulo de A, e assim,

pela Proposição 2.10, segue que S−1A = A′ é um anel principal. Assim, S−1OL = O′
L

é um A-módulo livre de posto n. Procedendo como na primeira parte tem-se que[ O′
L

O′
Lp

:
A′

A′p

]
= n. Consideramos a fatoração de O′

Lp em O′
L. Notemos, primeiramente,

que se Pi está acima de p em OL, então Pi∩S = ∅, e assim (Pi∩OL)O′
L é um ideal primo

de O′
L. Como S−1Pi ∩ S−1A = S−1p, segue que O′

Lp =

g∏
i=1

(S−1Pi)
ei , com ei ∈ N. Além

disso, o homomorfismo canônico ϕ deOL emO′
L dado por ϕ(x) =

x

1
, induz um isomorfismo

de
OL

Pi

em
O′
L

S−1Pi

, o qual é um isomorfismo de um
A

p
-espaço em um

S−1A

S−1p
-espaço.

Logo, podemos concluir que e(S−1Pi|S−1p) = e(Pi|p) e f(S−1Pi|S−1p) = f(Pi|p),
para 1 ≤ i ≤ g. Portanto, n =

[ O′
L

O′
LP

:
A′

A′p

]
=

g∑
i=1

e(S−1Pi|S−1p)f(S−1Pi|S−1p) =

g∑
i=1

e(Pi|p)f(Pi|p) =
[ OL

OLp
:
A

p

]
. �

Definição 2.9 Dizemos que o ideal primo p de A é

a) totalmente decomposto em OL ou L, se g = n;

b) totalmente inerte em OL ou L, se f(P|p) = n, para algum P ideal acima de p;

c) totalmente ramificado em OL ou L, se e(P|p) = n, para algum P ideal acima de p;

d) ramificado em OL ou L, se e(P|p) > 1 para algum P ideal acima de p.

O próximo teorema permite indicar explicitamente a fatoração de um ideal primo p

em OL, quando OL é da forma A[β], onde β ∈ OL.

Teorema 2.6 (Kummer) Se OL = A[β], p(x) = minKβ e p1, . . . , pr são polinômios

mônicos em A[x] tais que p = p̄1
e1 . . . p̄r

er (fatoração de p̄ em polinômios irredut́ıveis

em
A

p
[x]), então

a) OLp = Pe1
1 . . .Per

r , onde Pj = OLp + OLpj(β), com Pj os ideais primos distintos

de OL acima de p. Logo, e(Pj|p) = ej, para 1 ≤ j ≤ r;

b)
OL

Pj

=
A

p
(βj), onde βj é raiz de pj. Logo, f(Pj|p) = gr(pj), para 1 ≤ j ≤ r.
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Demonstração. Provamos inicialmente a existência de ideais primos P1, . . . ,Pr de

OL, distintos acima de p, que satisfazem (b).

b) Se β̃j é uma raiz de p̄j, então p̄j = minA
p
β̃j, pois p̄j é mônico e irredut́ıvel sobre

A

p
. Consideramos o homomorfismo ϕj : A[x] −→

(
A

p

)
[β̃j] dado por ϕj(f(x)) = f̄(β̃j).

Tem-se que f(x) ∈ Ker(ϕj) se, e somente se, p̄j|f̄ . Logo, p(x) ∈ Ker(ϕj). Deste

modo, podemos considerar o homomorfismo ϕ̄j :
A[x]

〈p(x)〉 −→
(
A

p

)
[β̃j] induzido do

homomorfismo ϕj. Agora, notemos que o homomorfismo sobrejetivo φ : A[x] −→ A[β]

dado por φ(f(x)) = f(β) tem núcleo 〈p(x)〉, e assim, φ̄ :
A[x]

〈p(x)〉 −→ A[β] é um

isomorfismo. Deste modo, φj = ϕ̄j ◦ φ̄−1 é um homomorfismo de OL = A[β] em

(
A

p

)
[β̃j]

tal que φj(f(β)) = f̄(β̃j), para todo f(x) ∈ A[x]. Como

(
A

p

)
[β̃j] é um corpo, segue

que Ker(φj) = Pj é um ideal primo (maximal) de OL. Assim, φj induz um isomorfismo

φ̄j :
OL

Pj

−→
(
A

p

)
[β̃j]. Como p ⊆ Pj∩A, segue, pela maximalidade de p, que p = Pj∩A,

ou seja, Pj está acima de p. Além disso, se restringirmos φj a A, tem-se que φj|A é o

homomorfismo canônico de A em
A

p
, e assim, φ̄j é um

A

p
-isomorfismo de

OL

Pj

em

(
A

p

)
[β̃j].

Logo,
OL

Pj

=

(
A

p

)
[β̄j], para alguma raiz β̄j ∈ OL

Pj

de p̄j. Portanto, f(Pj|p) = fj e como

φj(pj(β)) = 0 �= φj(pi(β)), para i �= j, segue que P1, . . . ,Pr são distintos dois a dois.

a) Tem-se que pOL+ pj(β)OL ⊆ Pj, para j = 1, . . . , r. Seja α ∈ Pj tal que α = g(β),

com g(x) ∈ A[x]. Como ḡ(β̃j) = φj(g(β)) = 0 e p̄j é o polinômio minimal de β̃j sobre
A

p
,

segue que existe h(x) ∈ A[x] tal que ḡ = p̄jh̄. Logo, g − pjh tem seus coeficientes em p e

α = (g − pjh)(β) + pj(β)h(β) ∈ pOL + pj(β)OL. Mostramos que Pe1
1 . . .Per

r ⊆ pOL. De

fato, como (M+B)(M+B′) ⊆ M+BB′, para quaisquer ideais M, B, B′ de OL, segue

quePe1
1 . . .Per

r ⊆ pOL+γOL, onde γ = p1(β)
e1 . . . pr(β)

er . Como o polinômio pe11 . . . perr −p

tem seus coeficientes em p e p(β) = 0, segue que γ = (p1(β)
e1 . . . pr(β)

er − p)(β) ∈
pOL. Logo, Pe1

1 . . .Per
r ∈ pOL, ou seja, Pe1

1 . . .Per
r é um múltiplo de pOL. Deste modo,

P1, . . . ,Pr são os únicos ideais primos de OL acima de p e e(Pj|p) ≤ ej, para j = 1, . . . , r.

Portanto,
r∑

j=1

e(Pj|p)f(Pj|p) ≤
r∑

j=1

ejgr(pj) = gr(pj) = n. Da igualdade fundamental,

vale a igualdade, o que prova o item (a). �

Exemplo 2.3 Sejam K = Q(
√
6), OK = Z[

√
6] e p(x) = x2 − 6 = minQ

√
6. Pelo
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Teorema de Kummer, tem-se:

a) 2 é totalmente ramificado, pois 2OK = P2
1, onde P1 = 2OK+p1(

√
6)OK e p1(x) = x;

b) 7 é inerte, pois 7OK = P1, onde P1 = 7OK + p1(
√
6)OK e p1(x) = x2 + 1;

c) 5 é totalmente decomposto, pois 5OK = P1P2, onde P1 = 5OK + p1(
√
6)OK, P2 =

5OK + p2(
√
6)OK, p1(x) = x+ 4 e p2(x) = x+ 1.

Proposição 2.16 (Multiplicidade de ı́ndice de ramificação e grau de inércia) Se p é um

ideal primo de A, P um ideal primo de OL acima de p, K ⊆ K′ ⊆ L, OK′ = OL ∩ K′ e

P′ = P ∩ OK′, então e(P|p) = e(P|P′)e(P′|p) e f(P|p) = f(P|P′)f(P′|p).

Demonstração. Denotamos e = e(P|p), e′ = e(P|P′) e e′′ = e(P′|p). Como (P′)e
′′

divide pOK′ e (P′)e
′′+1 não divide pOK′ , segue que podemos escrever pOK′ = (P′)e

′′
M′,

com M′ não diviśıvel por P′. De modo análogo, podemos escrever P′OL = Pe′M, com

M não diviśıvel por P. Assim, pOL = (pOK′)OL = ((P′)e
′′
M′)OL = (Pe′M)e

′′
M′OL =

(Pe′e′′)Me′′M′OL, com M′OL não diviśıvel por P, pois caso contrário, M′OL ⊆ P o

que implica que M ⊆ M′OL ∩ OK′ ⊆ P′, o que contraria o fato de M não ser diviśıvel

por P. Portanto, e = e′e′′. Agora, por definição tem-se que f(P|P′) =

[OL

P
:
OK′

P′

]
e

f(P′|p) =
[OK′

P′ :
A

p

]
. Portanto, f(P|p) =

[OL

P
:
A

p

]
= f(P|P′)f(P′|p). �

2.4.1 Ramificação e discriminante

A relação feita nesta seção entre ramificação e discriminante é de extrema importância,

pois o último teorema desta seção nos mostra quais são os ideais primos que se ramificam

em uma extensão, e garante que o número de ideais primos que se ramificam é finito.

Pela referência [5], conhecemos o discriminante de todo corpo de número abeliano, o que

facilita o estudo dos primos que se ramificam neste corpo. As principais referências desta

seção são [7], [9] e [18].

Lema 2.2 Sejam A um anel e B1, . . . , Bq anéis contendo A e A-módulos livres

finitamente gerados. Se B =

q∏
i=1

Bi, então DB|A =

q∏
i=1

DBi|A.



75

Demonstração. Provamos que para q = 2 a igualdade é válida e o

caso geral segue por indução sobre q. Seja B = B1 × B2, onde B1 e B2

são A-módulos livres finitamente gerados que contêm A. Sejam {x1, . . . , xm} e

{y1, . . . , yn} bases de B1 e B2 respectivamente. Denotamos zi = (xi, 0), para

i = 1, . . . ,m e zm+j = (0, yj), para j = 1, . . . , n. Logo, {z1, . . . , zm+n} é uma

base de B1 × B2 sobre A. Assim, DB|A = 〈D(z1, . . . , zm+n)〉 = 〈det(TrB|A(zizj))〉.
Notemos, que se x ∈ B1, então TrB|A(x, 0) = TrB1|A(x) e se y ∈ B2, então

TrB|A(0, y) = TrB2|A(y). Assim, det(TrB|A(zizj)) =

∣∣∣∣∣∣ TrB1|A(xixj) 0

0 TrB2|A(yiyj)

∣∣∣∣∣∣ =

det(TrB1|A(xixj))det(TrB2|A(yiyj)) = D(x1, . . . , xm)D(y1, . . . , yn). Portanto, DB|A =
2∏

i=1

DBi|A. �

Lema 2.3 Sejam B um anel, A um subanel de B e b um ideal de A. Se B é um A-módulo

livre com base {x1, . . . , xn}, então escrevendo para cada x ∈ B, x = x+Bb ∈ B

Bb
, tem-se

que {x1, . . . , xn} é uma base do
A

b
-módulo

B

Bb
, e D(x1, . . . , xn) = D(x1, . . . , xn).

Demonstração. Procedendo de forma análoga a demonstração do Teorema 2.5 podemos

provar que {x1, . . . , xn} é uma base do
A

b
-módulo

B

Bb
. Agora, consideramos ϕx :

B

Bb
−→

B

Bb
dada por ϕx(y) = xy e a matriz ϕx = (aij), onde (aij) = ϕx. Assim, Tr B

Bb
|A
b
(x) =

TrB|A(x). Logo, Tr B
Bb

|A
b
(xixj) = TrB|A(xixj). Pelo Lema 2.2, segue que D(x1, . . . , xn) =

det(Tr B
Bb

|A
b
(xixj)) = det(TrB|A(xixj)) = D(x1, . . . , xn). �

Definição 2.10 Seja A um anel. Dizemos que a ∈ A é nilpotente se existe n ∈ N tal que

an = 0. Dizemos que A é um anel reduzido se o único elemento nilpotente é o zero.

Lema 2.4 Se A é um anel Noetheriano e reduzido, então o ideal nulo é expresso como

uma interseção finita de ideais primos.

Demonstração. Como A é um anel Noetheriano, segue, pela Proposição 1.2, que

〈0〉 =
q∏

i=1

peii , onde pi’s são ideais primos, para i = 1, 2, . . . , q. Tem-se que 〈0〉 ⊂ p1∩. . .∩pq.
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Agora, se x ∈
q⋂

i=1

pi, então x ∈ pi, para todo 1 ≤ i ≤ q, e assim, xe1+...+eq ∈
q∏

i=1

peii = 〈0〉.

Logo, xe1+...+eq = 0 e como A é reduzido, segue que x = 0. Portanto, 〈0〉 =
q⋂

i=1

pi. �

Definição 2.11 Sejam A e B anéis e ϕ : A −→ B um homomorfismo. Chamamos o par

(B,ϕ) de uma A-álgebra. No caso, em que A é um corpo, tem-se que ϕ é injetiva.

Lema 2.5 Seja K um corpo finito ou de caracteŕıstica zero. Se L é uma K-álgebra

comutativa de dimensão finita, então L é reduzido se, e somente se, DL|K �= 〈0〉.

Demonstração. Suponhamos que L não seja reduzido, ou seja, existe um x ∈ L

não nulo tal que xm = 0, para algum m > 0. Como L é uma K-álgebra de dimensão

finita, segue que existe uma base {x1, . . . , xn} de L sobre K e podemos supor x = x1.

Assim, (x1xj)
m = xm

1 x
m
j = 0, para j = 1, . . . , n. Consideramos ϕx1xj

: L −→ L dada

por ϕx1xj
(y) = x1xjy. Tem-se que ϕx1xj

(y) é nilpotente, para todo y ∈ L. Logo,

o polinômio minimal de ϕx1xj
é tm, e deste modo, zero é o único autovalor de ϕx1xj

.

Assim, TrL|K(x1xj) = 0. Portanto, D(x1, . . . , xn) = det(TrL|K(xixj)) = 0, pois a matriz

(TrL|K(xixj)) tem a primeira linha nula. Por outro lado, observamos que L é um K-

módulo finitamente gerado com K um anel Noetheriano (K é corpo), o que pelo Corolário

2.1, torna L um anel Noetheriano. Assim, supondo L reduzido tem-se que 〈0〉 =

q⋂
i=1

pi.

Como L é uma K-álgebra de dimensão finita, segue que L contém um corpo isomorfo a

K e L é inteiro sobre K. Assim, o fato de
L
pi

ser um domı́nio de integridade e K ⊂ L
pi
,

implica pela Proposição 1.5, que
L
pi

é um corpo. Portanto, pi é um ideal maximal de L,

para 1 ≤ i ≤ q. Para i �= j, tem-se que pi �= pj, logo pi+pj = L. Assim,
L⋂q
i=1 pi

�
q∏

i=1

L
pi
,

ou seja, L �
q∏

i=1

L
pi
. Segue, pelo Lema 2.2, que DL|K =

q∏
i=1

D L
pi
|K. Pelo fato de K ser

finito ou de caracteŕıstica zero e K ⊂ L
pi

ser uma extensão de dimensão finita, segue que

D L
pi
|K �= 〈0〉. Portanto, DL|K �= 〈0〉. �
Consideramos até o fim desta seção Q ⊂ K ⊂ L extensões de corpos, OK o anel de

inteiros algébricos de K e OL o anel de inteiros algébricos de L.
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Definição 2.12 Chamamos de discriminante de OL sobre OK o ideal gerado pelo

discriminante de uma base de L sobre K contida em OL e denotamos por DOL|OK
.

Teorema 2.7 Se p é um ideal primo de OK, então p se ramifica em OL se, e somente

se, p contém DOL|OK
. Além disso, o conjunto dos ideais primos de A que se ramificam

em OL é finito.

Demonstração. Suponhamos que p se ramifica em OL e consideramos S = OK − p.

Denotamos O′
K = S−1OK, O′

L = S−1OL e p′ = pOK
′. Pela Proposição 2.10, segue que

O′
K é um anel principal, e assim, O′

L é um O′
K-módulo livre e

OK

p
� O′

K

p′
e

OL

pOL
� O′

L

p′O′
L

.

Seja {e1, . . . , en} uma base de O′
L sobre O′

K. Como p se ramifica em OL, segue que

D OL
pOL

|OK
p

= 〈0〉 (Lema 2.5). Assim, 0̄ = D(e1, . . . , en) ∈ OK

p
� O′

K

p′
, o que implica que

D(e1, . . . , en) ∈ p′. Agora, consideramos {x1, . . . , xn} uma base de L sobre K contida em

OL. Assim, xi =
n∑

j=1

aijej, com aij ∈ O′
K e i = 1, . . . , n. Logo, D(x1, . . . , xn) ∈ OK e

D(x1, . . . , xn) = det(aij)
2D(e1, . . . , en) ∈ O′

Kp
′ ⊂ p′. Assim, D(x1, . . . , xn) ∈ OK ∩ p′ = p.

Portanto, DOL|OK
⊂ p. Por outro lado, se DOL|OK

⊂ p e {e1, . . . , en} é uma base de O′
L

sobre O′
K, então ei =

yi
s
, com yi ∈ OL, s ∈ S e i = 1, . . . , n. Assim,

D(e1, . . . , en) = det(TrL|K(eiej)) = det
(
TrL|K

(yiyj
s2

))
=

1

s2n
det(TrL|K(yiyj))

= s−2nD(y1, . . . , yn) ∈ O′
KDOL|OK

⊂ O′
Kp = p′.

Logo, D(e1, . . . , en) = 0 em
OK

p′
, e portanto, D OL

pOL
|OK

p

= 〈0〉, o que implica, que p se

ramifica. �

Exemplo 2.4 Se K = Q(
√
d), com d ∈ Z livre de quadrados, então, pelo Teorema 1.16,

segue que o discriminante

DK =

⎧⎨⎩ 4d, se d ≡ 2 ou 3(mod 4)

d, se d ≡ 1(mod 4)
.

Assim, um ideal primo p = pZ de Z se ramifica em OK se, e somente se, p|2 ou p|d no

caso em que DK = 4d e p|d no caso em que DK = d.
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Exemplo 2.5 Se K = Q(ζp), onde ζp é uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com

p é um primo ı́mpar, então, pelo Teorema 1.18, tem-se que o discriminante DK =

(−1)
p−1
2 pp−2. Assim, um ideal primo q = qZ de Z se ramifica em OK se, e somente

se, q|p. Mas isso acontece apenas quando q = p. No caso de K = Q(ζn), tem-se que p se

ramifica se, e somente se, p|n.

Proposição 2.17 Se K é uma extensão de Q tal que K �= Q e b um ideal não nulo de

OL, então existe b ∈ b não nulo tal que

|NK|Q(b)| < N(b)
√
|DK|,

onde DK é o discrimante de uma base de K sobre Q contida em OL.

Demonstração. [9], pág. 158.

Lema 2.6 (Minkowski) Se K é uma extensão de Q tal que K �= Q, então |DK| ≥ 2.

Demonstração. Se b = 〈1〉 é um ideal de OK, então pela Proposição 2.17 tem-se que

1 ≤ |NK|Q(b) < N(b)
√
|DK| =

√
|DK|.

Portanto, |DK| ≥ 2. �

2.4.2 Grupos de decomposição, inércia e ramificação

Os grupos de decomposição, inércia e ramificação são de fundamental importância na

teoria da ramificação. Estes grupos tem caracteŕısticas especiais que veremos neste seção.

A demonstração do Teorema de Kronecker-Weber é feita observando tais caracteŕısticas.

A principal referência desta seção é [12].

Consideramos, nesta seção, A um domı́nio de Dedekind, K seu corpo de frações, L

uma extensão de Galois de K, com grupo de Galois G e OL o anel de inteiros de L sobre

A.

Proposição 2.18 Sejam p1, . . . , pr ideais primos e b um ideal arbitrário de A. Se b ⊆
p1 ∪ p2 ∪ . . . ∪ pr, então b ⊆ pj, para algum j = 1, . . . , r.
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Demonstração. Como OL é um domı́nio de Dedekind, segue que pi � pj, para todo

i �= j, com i, j = 1, . . . , r, pois pi é maximal. Seja cj,i ∈ pi − pj. Suponhamos que b � pj,

para todo j = 1, . . . , r. Assim, existe bj ∈ b − pj, para j = 1, . . . , r. Consideramos

aj = cj,1 · . . . · cj,j−1 · bj · cj,j+1 · cj,r ∈ (p1 ∩ . . . ∩ pj−1 ∩ b ∩ pj+1 ∩ pr) − pj. Logo,
r∑

j=1

aj ∈ b − (p1 ∪ . . . ∪ pr), ou seja, b � p1 ∪ . . . ∪ pr. Portanto, b ⊆ pj, para algum

j = 1, . . . , r. �

Teorema 2.8 Sejam p um ideal primo não nulo de A e P1, . . . ,Pg os ideais primos de

OL que estão acima de p.

a) σ(OL) = OL, para qualquer σ ∈ G;

b) Todo σ ∈ G induz um
A

p
-isomorfismo de

OL

Pj

sobre
OL

σ(Pj)
, para j = 1, . . . , g;

c) P1, . . . ,Pg são dois a dois conjugados;

d) e = e(P1|p) = . . . = e(Pg|p) e f = f(P1|p) = . . . = f(Pg|p).

Demonstração. a) Se α ∈ OL, então existe um polinômio mônico f(x) ∈ A[x] tal que

f(α) = 0. Assim, para qualquer σ ∈ G, segue que f(σ(α)) = 0. Portanto, σ(OL) ⊆ OL.

Analogamente, tem-se que σ−1(OL) ⊆ OL. ComoOL = σσ−1(OL), segue queOL ⊆ σ(OL).

Portanto, σ(OL) = OL.

b) Consideramos σ|OL
, a restrição de σ ∈ G a OL, e ϕj : OL −→ OL

σ(Pj)
dada por

ϕj(α) = α + σ(Pj), para j = 1, . . . , g. O homomorfismo composição

ϕj ◦ σ|OL
:OL −→ OL

σ(Pj)

α �−→ σ(α +Pj),

é sobrejetor e tem núcleo Pj. Portanto,
OL

Pj

� OL

σ(Pj)
como

A

p
-espaços vetoriais.

c) Mostramos que {P1, . . . ,Pg} = {σ(P1); σ ∈ G}. De fato, para todo σ ∈ G, tem-se

que σ(P1) ∩ A = σ(P1 ∩ A) = p. Portanto, σ(P1) ∈ {P1, . . . ,Pg}. Agora, suponhamos

que Pj /∈ {σ(P1); σ ∈ G}, para algum j = 1, . . . , g. Como Pj é um ideal maximal de OL,

segue quePj � σ(P1), para todo σ ∈ G. Pela Proposição 2.18, segue quePj �
⋃
σ∈G

σ(P1).
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Seja α ∈ Pj −
⋃
σ∈G

σ(P1). De (a), tem-se que σ(α) ∈ OL, para todo σ ∈ G. Assim,∏
σ∈G

σ(α) = NL|K(α) ∈ Pj, e consequentemente,
∏
σ∈G

σ(α) ∈ Pj ∩ A = p ⊆ P1. Pelo fato

de P1 ser primo, segue que σ(α) ∈ P1, para algum σ ∈ G. Assim, α ∈ σ−1(P1) o que

contradiz o fato de α ∈ Pj −
⋃
σ∈G

σ(P1).

d) Tem-se que (σ(P1))
k divide pOL se, e somente se, Pk

1 divide pOL, para σ ∈ G e

k ∈ N. Assim, e(σP1|p) = e(P1|p). De (b) tem-se que f(σ(P1)|p) = f(P1|p). Portanto,

por (c), segue que e(P1|p) = . . . = e(Pg|p) = e e f(P1|p) = . . . = f(Pg|p) = f . �

Corolário 2.1 Com hipóteses do Teorema 2.8, tem-se que efg = n, onde n é o grau da

extensão L de K. �

Observação 2.2 Como em uma extensão de Galois todos os ı́ndices de ramificação

e graus de inércia são iguais para todos os ideais Pj’s acima de p, segue que basta

estudarmos o ı́ndice de ramificação e grau de inércia de um único ideal P acima de

p.

Teorema 2.9 Se ζpr é uma ráız pr-ésima primitiva da unidade, com p primo e r ∈ N, e
P é um ideal primo de OQ(ζpr ) acima de pZ = p, então

a) (1− ζpr)
ϕ(pr)OQ(ζpr ) = pOQ(ζpr );

b) e(P|p) = ϕ(pr), ou seja, p se ramifica totalmente em OQ(ζpr ).

Demonstração. a) Para r = 1, tem-se, pelo Lema 1.7 item f , que (1 − ζp) é um

ideal de OQ(ζp) acima de pZ. Assim, pelo Teorema 1.8 item c, os conjugados de (1 − ζp)

também estão acima de pZ. Como os conjugados de (1−ζp) são todos da forma (1−ζ ip) =

(1−ζp)(1+ζp+ . . .+ζ i−1
p ), segue que pOQ(ζp) = (1−ζp)

ϕ(p)OQ(ζp). Assim, pela Observação

1.5, tem-se que (1− ζpr)
ϕ(pr)OQ(ζpr ) = pOQ(ζpr ).

b) Segue do item (a). �

Proposição 2.19 Se p é ideal primo não nulo de A e P um ideal primo de OL acima de

p, então
OL

P
|A
p

é uma extensão normal.
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Demonstração. Consideramos ψ : A −→ A

p
dada por ψ(a) = a + p e ϕ : OL −→ OL

P

dada por ϕ(α) = α + P. Sejam α ∈ OL e p(x) = minKα =
∏
σ∈G

(x − σ(α)) ∈ A[x].

Tem-se que ϕ(α) é uma raiz de ψ(p(x)) ∈ A

p
[x], o qual se fatora em

OL

P
, pois ψ(p(x))

é um múltiplo de polinômio mininal de ϕ(α) sobre
A

p
. Portanto,

OL

P
|A
p

é uma extensão

normal. �
A extensão

OL

P
|A
p

será separável se
A

p
for um corpo perfeito, ou seja, se

A

p
tiver

caracteŕıstica zero ou p primo e todo elemento de
A

p
for uma potência p-ésima em

A

p
.

Definição 2.13 Sejam p um ideal primo não nulo de A e P um ideal primo de OL acima

de p.

a) Z(P|p) = Z = {σ ∈ G; σ(P) = P} é chamado de grupo de decomposição de P;

b) T (P|p) = T = {σ ∈ Z; σ(α) ≡ α(mod P), para todo α ∈ OL} é chamado de grupo

de inércia de P;

c) Vj(P|p) = Vj = {σ ∈ Z; σ(α) ≡ α(mod Pj+1), para todo α ∈ OL, j ∈ N} é

chamado de j-ésimo grupo de ramificação de P.

Observação 2.3 O grupo Z é um subgrupo G e os Vj’s são subgrupos de Z e

consequentemente de G.

Proposição 2.20 Com as notações da Definição 2.13, tem-se que

a) Os grupos de decomposições de ideais primos de OL acima de p são dois a dois

conjugados e os grupos de inércia de ideais primos de OL acima de p são também

dois a dois conjugados;

b) |Z| = ef ;

c) Vj’s são subgrupos normais de Z.

Demonstração. a) Primeiramente provamos que Z(σ(P)|p) = σ ◦ Z ◦ σ−1, para todo

σ ∈ G. Assim, se σ ∈ G e θ ∈ Z, então σ ◦ θ ◦ σ−1(σ(P)) = σ ◦ θ(P) = σ(P). Logo,
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σ ◦ Z ◦ σ−1 ∈ Z(σ(P)|p). Por outro lado, se ρ ∈ Z(σ(P)|p), então σ−1 ◦ ρ ◦ σ(P) =

σ−1(σ(P)) = P. Logo, σ−1 ◦Z(σ(P)|p) ◦σ ∈ Z. Portanto, Z(σ(P)|p) = σ ◦Z ◦σ−1, para

qualquer σ ∈ G. Agora, provamos que T (σ(P)|p) = σ ◦T ◦σ−1, para qualquer σ ∈ G. De

fato, se σ ∈ G, θ ∈ T e α ∈ OL, então (σ ◦ θ ◦ σ−1)(σ(α))− σ(α) = σ(θ(α)− α) ∈ σ(P).

Portanto, σ ◦ θ ◦ σ−1(σ(α)) ≡ σ(α) (mod σ(P)), ou seja, σ ◦ T ◦ σ−1 ∈ T (σ(P)|p). Por

outro lado, se ρ ∈ T (σ(P)|p), então σ−1 ◦ ρ ◦ σ(α) − α = σ−1 ◦ ρ ◦ σ(α) − σ−1 ◦ σ(α) =
σ−1(ρ(σ(α)) − σ(α)) ∈ σ−1σ(P) = P. Portanto, σ−1 ◦ ρ ◦ σ(α) ≡ α (mod P), ou seja,

σ−1 ◦ T (σ(P)|p) ◦ σ ∈ T .

b) Consideramos a aplicação sobrejetiva φ : G −→ {σ(P); σ ∈ G} dada por φ(σ) =

σ(P). Notemos que Ker(φ) = Z, e assim, (G : Z) = g e pelo Corolário 2.1, segue que

|Z| = ef .

c) Observamos que para qualquer σ ∈ Z, tem-se que σ(Pi+1) = Pi+1. Agora,

consideramos o homomorfismo

σi :
OL

Pi+1
−→ OL −→ OL −→ OL

Pi+1

α +Pi+1 �−→ α �−→ σ(α) �−→ σ(α) +Pi+1

o qual tem núcleo Vj, para j ∈ N. Portanto, os Vj’s são subgrupos normais de Z. �

Proposição 2.21 Sejam K ⊆ K′ ⊆ L, OK′ = OL ∩K′ e P′ = P ∩ OK′.

a) Z(P|P′) = Z ∩ Gal(L|K′). Além disso, se K′|K é uma extensão de Galois, então

Z(P′|p) � Z

Z(P|P′)
;

b) T (P|P′) = T ∩ Gal(L|K′). Além disso, se K′|K é uma extensão de Galois, então

T (P′|p) � T

T (P|P′)
;

c) Vj(P|P′) = Vj ∩Gal(L|K′).

Demonstração. a) Se σ ∈ Z(P|P′), então σ ∈ Gal(L|K′) e σ(P) = P. Logo, se

σ fixa K′, então σ fixa K, ou seja, σ ∈ Gal(L|K), e assim, Z(P|P′) ⊆ Z ∩ Gal(L|K′).

Por outro lado, se σ ∈ Z ∩ Gal(L|K′), então σ ∈ Gal(L|K′) e σ(P) = P, e assim,

Z ∩ Gal(L|K′) ⊆ Z(P|P′). Portanto, Z(P|P′) = Z ∩ Gal(L|K′). Além disso, se K′|K é
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um extensão de Galois, então, considerando o homomorfismo canônico ϕ : Gal(L|K) −→
Gal(K′|K), dado por ϕ(σ) = σ|K′ , o qual tem núcleo Gal(L|K′), tem-se que σ|Z : Z −→
Z(P′|p) é um homomorfismo sobrejetivo, com núcleo Z(P|P′). Pois, se σ ∈ Z, então

σ|K′(P′) = σ|K′(P∩OK′) = σ(P′)∩OK′ = P′, ou seja, ϕ|Z(σ) ∈ Z(P′|p). Por outro lado,

se σ ∈ Z(p′|p), então estendendo σ a L, tem-se que σ(P) = σ(P′ ∩OK′) = σ(P′) = σ(P),

ou seja, σ ∈ Z. Por fim, σ ∈ Ker(ϕ|Z) = {σ ∈ Gal(L|K); σ|K′ = id e σ(P) = P} se, e

somente se, σ ∈ Z(P|P′). Portanto, Z(P′|p) � Z

Z(P|P′)
.

b) Se σ ∈ T (P|P′), então σ ∈ Gal(L|K′) e σ(α) ≡ α(mod P), para todo α ∈ OL.

Como σ fixa K′, segue que σ fixa K, e assim, T (P|P′) ⊆ T ∩Gal(L|K′). Por outro lado, se

σ ∈ T ∩Gal(L|K′), então σ ∈ Gal(L|K′) e σ(α) ≡ α(mod P), para todo α ∈ OL, e assim,

T∩Gal(L|K′) ⊆ T (P|P′). Portanto, T (P|P′) = T∩Gal(L|K′). Além disso, seK′|K é uma

extensão de Galois, então, de modo análogo ao item (a), tem-se que σ|T : T −→ T (P′|p)
é um homomorfismo sobrejetivo, com núcleo T (P|P′).

c) Se σ ∈ Vj(P|P′), então σ ∈ Gal(L|K′) e σ(α) ≡ α(mod Pj+1), para todo α ∈
OL. Como σ fixa K′, segue que σ fixa K, e assim, Vj(P|P′) ⊆ Vj ∩ Gal(L|K′). Se

σ ∈ Vj ∩ Gal(L|K′), então σ ∈ Gal(L|K′) e σ(α) ≡ α(mod Pj+1), para todo α ∈ OL, e

assim, Vj ∩Gal(L|K′) ⊆ Vj(P|P′). �
Notemos que para j = 0, tem-se que Vj = T e os Vj’s são subgrupos de T , os quais

formam uma cadeia decrescente de subgrupos de G. Pelo Teorema de Correspondência

de Galois, Teorema 1.6, segue que existem corpos fixos KZ e KT dos subgrupos Z e T de

G, respectivamente. Assim, K ⊂ KZ ⊂ KT ⊂ L.

Definição 2.14 O grupo KZ é chamado de corpo de decomposição de P e KT o corpo de

inércia de P.

Observação 2.4 Tem-se os seguintes diagramas
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{0}

��

L OL P

T

��

KT

��

OT

��

PT = P ∩ OT

��

Z

��

KZ

��

OZ

��

PZ = P ∩ OZ

��

G K

��

A

��

p

��

Proposição 2.22 Seja K ⊆ K′ ⊆ L.

a) KZ(P|P′) = KZK′. Além disso, se K′|K é uma extensão de Galois, então

KZ(P
′|p) = KZ ∩K′;

b) KT (P|P′) = KTK′. Além disso, se K′|K é uma extensão de Galois, então

KT (P
′|p) = KT ∩K′.

Demonstração. As demonstrações dos itens (a) e (b) seguem da Proposição 2.21. �

Proposição 2.23 Com as notações da Proposição 2.21 tem-se que KZ ⊆ K′ se, e

somente se, g(P|P′) = 1.

Demonstração. Sejam G′ = Gal(L|K′) e Z(P|P′) o grupo de inércia de P sobre

P′. Pela igualdade fundamental tem-se que e(P|P′)f(P|P′)g(P|P′) = [L : K′]. Como

|Z(P|P′)| = e(P|P′)f(P|P′), segue que g(P|P′) = (G′ : Z(P|P′)). Logo, g(P|P′) =

1 se, e somente se, Z(P|P′) = Gal(L|K′). Portanto, pela Proposição 2.21 item (a),

Z(P|P′) = Gal(L|K′) se, e somente se, Gal(L|K′) ⊆ Z se, e somente se, KZ ⊆ K′. �

Teorema 2.10 Com as mesmas notações da Observação 2.4 tem-se que:

a) [L : KZ ] = ef ;

b) e(PZ |p) = 1, f(PZ |p) = 1 e
OZ

PZ

=
A

p
;

c) g(P|PZ) = 1, e(P|PZ) = e, f(P|PZ) = f ;
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Demonstração. a) Segue da Proposição 2.20 item (b).

b) e c) Da Proposição 2.23 resulta que g(P|PZ) = 1. Logo, [L : KZ ] =

e(P|PZ)f(P|PZ). Como [L : KZ ] = ef e pela multiplicidade de ı́ndices de ramificação

e graus de inércia e = e(P|PZ)e(PZ |p) e f = f(P|PZ)f(PZ |p), segue que e(PZ |p) =

f(PZ |p) = 1, e(P|PZ) = e e f(P|PZ) = f . �

Teorema 2.11 Existe um homomorfismo sobrejetor de Z no grupo de Galois de
OL

P

sobre
A

p
, com núcleo T . Este homomorfismo induz um isomorfismo de Gal(KT |KZ) sobre

Gal

(OL

P
|A
p

)
= Ĝ.

Demonstração. Pelo item (b) do Teorema 2.8, segue que cada σ ∈ G induz um
A

p
-

isomorfismo de
OL

P
em

OL

σ(P)
. Assim, se σ ∈ Z, então σ induz um

A

p
-automorfismo de

OL

P
.

Consideramos a aplicação Φ : Z −→ Gal

(OL

P
|A
p

)
dada por Φ(σ) = σ = ϕ ◦ σ|OL

◦ ϕ−1,

onde ϕ é o homomorfismo canônico de OL em
OL

P
. Tem-se que Φ é um homomorfismo,

pois para σ, ρ ∈ Z, Φ(σρ) = ϕ ◦ σ|OL
◦ ρ|OL

◦ ϕ−1 = ϕ ◦ σ|OL
◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ρ|OL

◦ ϕ−1 = σρ.

Agora, σ ∈ Z está no núcleo de Φ se, e somente se, σ(α) + P = α + P se, e somente

se, σ(α) ≡ α (mod P), para todo α ∈ OL se, e somente se, σ ∈ T . Por fim mostramos

que Φ é sobrejetiva. Seja σ̂ ∈ Ĝ. Se α ∈ OL
P

, podemos considerar α = ϕ(α). Assim,

σ̂(ϕ(α)) é uma raiz do minA
p
ϕ(α). Como a extensão L|KZ é normal, segue que para

α ∈ OL, todas as ráızes do minKZ
ϕ(α) pertencem ao conjunto {ϕ(σ(α)); σ ∈ G}. Pelo

item (b) do Teorema 2.10, segue que KZ =
A

p
, e assim, minKZ

ϕ(α) = minA
p
ϕ(α). Logo,

σ̂(ϕ(α)) = ϕ(σ(α)), para algum σ ∈ Z. Portanto, σ̂ = Φ(σ), ou seja, Φ é sobrejetiva.

Assim, Φ : Gal(KT |KZ) −→ Ĝ é um isomorfismo, pois Gal(KT |KZ) =
Z

T
. �

Corolário 2.2 O homomorfismo Φ dado no Teorema 2.11 restrito a Z(P|P′), induz um

isomorfismo de
Z(P|P′)
T (P|P′)

no grupo de Galois de
OL

P
sobre

OK′

P′ . �

Proposição 2.24 Com as notações da Proposição 2.22 e se KZ ⊆ K′ ⊆ L, então KT ⊆
K′ se, e somente se, f(P|P′) = 1.
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Demonstração. Como KZ ⊆ K′, segue, pela Proposição 2.23, que g(P|P′) = 1.

Assim, Z(P|P′) = Gal(L|K′). Agora, f(P|P′) = 1 se, e somente se,
OL

P
=

OK′

P
se, e

somente se, Gal

(OL

P
|OK′

P′

)
= {id} se, e somente se, T (P|P′) = Z(P|P′) se, e somente

se, Gal(L|K′) ⊆ Gal(L|KT ) se, e somente se, KT ⊆ K′. �

Teorema 2.12 Com as mesmas notações da Observação 2.4 tem-se que:

a) [L : KT ] = e, [KT : KZ ] = f ;

b) g(P|PT ) = 1, e(P|PT ) = e, f(P|PT ) = 1 e
OT

PT

=
OL

P
;

c) g(PT |PZ) = 1, e(PT |PZ) = 1, f(PT |PZ) = f ;

Demonstração. a) Pela Proposição 2.20, tem-se que [L : KZ ] = ef e pelo Teorema

2.11, tem-se que [KT : KZ ] = f =

∣∣∣∣Gal

(OL

P
|A
p

)∣∣∣∣. Portanto, [L : KT ] = e, [KT : KZ ] = f .

b) Como g(P|PZ) = 1, segue que g(P|PT ) = g(PT |PZ) = 1. Tomando KT = K′ na

Proposição 2.24, segue que f(P|PT ) = 1. Assim, e(P|PT ) = [L : KT ] = e.

c) Segue do item (b) e da multiplicidade de ı́ndice de ramificação e grau de inércia.�

Proposição 2.25 Existe t ∈ N tal que Vt é trivial.

Demonstração. Como G é finito, segue que a cadeia G ⊇ Z ⊇ T ⊇ V1 ⊇ . . . é

estacionária, ou seja, existe t ∈ N tal que Vt = Vt+1 = . . .. Assim, Vt =
⋂
i∈N

Vi. Se σ ∈ Vi,

para todo i ∈ N, então σ(α) ≡ α(mod
⋂
i∈N

Pi+1), para todo α ∈ OL. Como
⋂
i∈N

Pi+1 = {0},
segue que σ(α) = α, para todo α ∈ OL, ou seja, σ = id. �

Proposição 2.26 Os grupos de decomposição, inércia e ramificação não se alteram no

processo de localização, ou seja, se S = A − p, então Z = {σ ∈ G; σ(S−1P) = S−1P} e

Vj = {σ ∈ Z; σ(α) ≡ α(mod (S−1P)j+1), para todo α ∈ S−1OL}, para j ∈ N.

Demonstração. Se σ ∈ Z e
b

s
∈ S−1P, então σ(

b

s
) =

σ(b)

s
⊆ S−1P. Tomando

σ = id, tem-se que S−1P ⊆ σ(S−1P). Por outro lado, observamos que S−1P ∩ OL = P

(Proposição 2.5). Assim, σ(P) = σ(S−1P ∩ OL) = σ(S−1P ∩ OL = S−1P ∩ OL = P.
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Portanto, Z = {σ ∈ G; σ(S−1P) = S−1P}. Agora, se σ ∈ Vj e
α

s
∈ S−1OL, então

σ(α)

s
− α

s
=

σ(α)− α

s
∈ (S−1P)j+1. Por outro lado, como Pj+1 = (S−1P)j+1 ∩ OL,

σ(α) − α ∈ (S−1P)j+1, para
α

1
∈ S−1OL, segue que σ(α) − α ∈ (S−1P)j+1 ∩ OL, pois

σ(α) ∈ OL. Pelo fato de que Pj+1 = (S−1P)j+1 ∩ OL, tem-se que σ(α) − α ∈ Pj+1.

Portanto, Vj = {σ ∈ Z; σ(α) ≡ α(mod (S−1P)j+1), para todo α ∈ S−1OL. �

Observação 2.5 Se P é um ideal primo de OL, então P ∩ A é um ideal primo de A.

No processo de localização, tem-se que S−1p é o único ideal primo de S−1A, e assim,

S−1P ∩ S−1A = S−1p, para todo P ideal primo de OL, ou seja, S−1P está acima de

S−1p. Como existe um número finito de ideais de S−1OL acima de S−1p, segue que

S−1OL é um anel principal, ou seja, S−1P é um ideal principal. Portanto, pela Proposição

2.26, podemos considerar OL um anel principal, pois os grupos de decomposição, inércia

e ramificação não se alteram.

Lema 2.7 Se K é um corpo e G um subgrupo finito de ordem m do grupo K∗, o grupo

multiplicativo de K, então G é cicĺıco.

Demonstração. Como K∗ é um grupo abeliano, segue que G é um grupo abeliano

finito de ordem m. Assim, pelo Corolário 1.7, existe um elemento β ∈ G tal que o(β) =

mmc{o(α);α ∈ G} = r. Logo, r é um múltiplo da o(α), para todo α ∈ G e m é um

múltiplo de r, e assim, tem-se que G ⊆ Ur ⊆ Um, onde Ui é o conjunto das ráızes i-ésimas

da unidade, para i = r,m. Pelo fato de |Um| = m, segue que G = Um. Portanto, G é

cicĺıco. �
Pelo Lema 2.7, segue que se q = card(K), então K∗ é cicĺıco de ordem q − 1.

Lema 2.8 Se K é um corpo de caracteŕıstica p e G um subgrupo de ordem n do grupo

K∗, então p � n.

Demonstração. Seja ζn ráız n-ésima primitiva da unidade. Se p|n, então p �= 0 e

(ζ
n
p
n )p = ζnn = 1. Assim, ζ

n
p
n = 1, o que é um absurdo. �

Definição 2.15 Sejam G um grupo finito e p um número primo. Se pn divide a ordem

de G e pn+1 não divide a ordem G, dizemos que os subgrupos de G de ordem pn são

p-subgrupos de Sylow de G.
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Observação 2.6 Os p-subgrupos de Sylow de um grupo G são dois a dois conjugados.

O grupo aditivo de um corpo K possui apenas o subgrupo trivial se K tiver caracteŕıstica

zero ou os p-subgrupos elementares (grupos isomorfos a produtos de grupos de ordem p)

se K tiver caracteŕıstica p primo.

Teorema 2.13 O grupo quociente
T

V1

é canonicamente isomorfo a um subgrupo do grupo

multiplicativo de
OL

P
e para todo i ≥ 1, o grupo quociente

Vj

Vj+1

é isomorfo a um subgrupo

do grupo aditivo de
OL

P
.

Demonstração. Localizando, tem-se que P = 〈b〉, com b ∈ OL. Se σ ∈ T , então

σ(b) ≡ b(mod P), e assim, σ(b) ∈ P. Mas, σ(b) /∈ P2, pois se σ(b) ∈ P2, então P ⊂ P2, o

que contraria a Proposição 2.3. Como σ(b) ∈ P, segue que podemos escrever σ(b) = xσb,

com xσ ∈ OL e b � xσ. Seja τ ∈ T . Tem-se que στ(b) = σ(xτb) = σ(xτ )σ(b) = σ(xτ )xσb.

Logo, xστ = σ(xτ )xσ. Como σ ∈ T e xτ ∈ OL, segue que σ(xτ ) ≡ xτ (mod P). Portanto,

xστ ≡ xτxσ(mod P), ou seja, xστ = xσxτ . Assim, a aplicação Φ : T −→ J , dada

por Φ(σ) = xσ, onde J =

{
xσ ∈ OL

P

∗
; xσb = σ(b)

}
é um homomorfismo sobrejetor.

O Ker(Φ) = {σ ∈ T ; xσ = 1} = {σ ∈ T ; xσb ≡ b(mod P2)} = {σ ∈ T ; σ(b) ≡
b(mod P2)} ⊇ V1. Agora, consideramos σ ∈ Vj (j ≥ 1). Assim, σ(b) ≡ b(mod Pj+1), ou

seja, σ(b)− b ∈ Pj+1. Logo, podemos escrever σ(b)− b = yσb
j+1, com yσ ∈ OL e bj+1 � yσ.

Seja τ ∈ Vj. Tem-se que yστb
j+1 = στ(b) − b = σ(yτb

j+1 + b) − b = σ(yτ )σ(b)
j+1 +

σ(b)− b = σ(yτ )(yσb
j+1 + b)j+1 + yσb

j+1. Assim, yστ = σ(yτ )

(
b+ yσb

j+1

b

)j+1

+
yσb

j+1

bj+1
=

σ(yτ )(1 + yσb
j)j+1 + yσ. Como σ ∈ Vj e yτ ∈ OL, segue que σ(yτ ) ≡ yτ (mod Pj+1) o que

implica que σ(yτ ) ≡ yτ (mod P), pois Vj ⊆ T . Expandindo a equação (1+yσb
j)j+1, tem-se

que todos os termos exceto o primeiro estão em Pj ⊂ P. Assim, yστ ≡ yτ + yσ(mod P),

ou seja, yστ = yτ + yσ. Portanto, a aplicação Ω : Vj −→ H, dada por Ω(σ) = yσ,

onde H =

{
yσ ∈ OL

P
; σ(b)− b = yσb

j+1

}
, é um homomorfismo sobrejetor. O Ker(Ω) =

{σ ∈ Vj; yσ ≡ 0(mod P)} = {σ ∈ Vj; yσb
j+1 ≡ 0(mod Pj+2)} = {σ ∈ Vj; σ(b) ≡

b(mod Pj+2)} ⊇ Vj+1. Agora, mostramos que Ker(Φ) = V1 e Ker(Ω) = Vj+1. Seja σ ∈ T

tal que σ ∈ Ker(Φ). Se z ∈ P, então podemos escrever z = ab, com a ∈ OL e b � a.

Assim, σ(z)−z = σ(ab)−ab = σ(a)σ(b)−ab+σ(a)b−σ(a)b = b(σ(a)−a)+σ(a)(σ(b)−b).
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Notemos que σ(a) − a ∈ P, b ∈ P, σ(b) − b ∈ P2 e σ(a) ∈ OL. Assim, σ(z) − z ∈ P2.

Portanto, para qualquer z ∈ P, tem-se que σ(z) − z ∈ P2. Consideramos x ∈ OL e

escrevemos σp(x)− x = σp−1(σ(x)− x) + σp−2(σ(x)− x) + . . .+ σ(σ(x)− x) + σ(x)− x.

Tem-se que σ(x) − x ∈ P, pois x ∈ OL e σ ∈ T . Assim, σ(x) − x = z ∈ P. Pela

primeira parte tem-se que σ(z) − z ∈ P2, e assim, σ(z) ≡ z(mod P2) o que implica que

σk(z) ≡ z(mod P2), para 1 ≤ k ≤ p. Logo, σp(x)− x ≡ pz(mod P2). Se p = car

(OL

P

)
,

então p1 ∈ P. Como z ∈ P, segue que pz ∈ P2, ou seja, σp(x) ≡ x(mod P2). Portanto,

σp ∈ V1. De modo análogo, mostramos que Ker(Ω) = Vj+1. De fato, se σ ∈ Vj e

σ(b) ≡ b(mod Pj+2), então σ(z) − z ∈ Pj+2, para todo z ∈ P. Logo, σ(z) − z ∈ Pj+2.

Agora, se x ∈ OL, então σ(x)− x ∈ Pj+1 ⊂ P. Assim, σ(x)− x = z ∈ P, o que implica

que σ(z)− z ∈ Pj+2. Assim, σp(x)−x ≡ pz(mod Pj+2). Portanto, σp(x)−x(mod Pj+2),

ou seja, σp ∈ Vj+1. �

Corolário 2.3 Se car

(OL

P

)
= 0, então T é cicĺıco e V1 é trivial. Se car

(OL

P

)
= p,

com p primo, então
T

V1

é cicĺıco, cuja a ordem não é diviśıvel por p e
Vj

Vj+1

é um produto

direto de grupos cicĺıcos de ordem p, para j ≥ 1. Além disso, V1 é o único subgrupo de

Sylow de T . �

Demonstração. Pelo Teorema 2.13, tem-se que
T

V1

é isomorfo a um subgrupo do grupo

multiplicativo de
OL

P
, e assim, pelo Lema 2.7,

T

V1

é cicĺıco. Se car(
OL

P
) = 0 e

Vj

Vj+1

é

isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo de
OL

P
(Teorema 2.13), segue, pela Observação

2.6, que
Vj

Vj+1

é trivial. Logo, Vj = Vj+1, para todo j ≥ 1. Portanto, pela Proposição 2.25,

tem-se que Vj é trivial, para todo j ≥ 1, e consequentemente, T =
T

V1

é cicĺıco. Agora, se

car(
OL

P
) = p �= 0, então, pelo Teorema 2.13 e pelo Lema 2.8, tem-se que

Vj

Vj+1

é p-grupo

elementar, para todo j ≥ 1. Logo,

∣∣∣∣ TV1

∣∣∣∣ = |T |
pk

= m, ou seja, |T | = mpk, com p � m.

Assim, V1 é um p-subgrupo de Sylow de T e é o único, pois V1 é um subgrupo normal de

T . �
A seguir definimos o automorfismo de Frobenius que será útil quando um ideal primo

p de A não ramifica em OL.
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Sejam A um domı́nio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão finita de

K de grau n, OL o anel de inteiros de L sobre A, p um ideal primo A e P um ideal primo

de OL acima de p.

Suponhamos que p não se ramifica em OL. Tem-se que
A

p
é um corpo finito com q

elementos e de caracteŕıstica p primo. Assim, T é trivial e Z é isomorfo ao grupo de

Galois de
OL

P
sobre

A

p
. Portanto, Z é cicĺıco de ordem q, gerado pelo automorfismo σ tal

que

σ(α) ≡ αq (mod P).

Definição 2.16 O automorfismo σ que gera Z é chamado de automorfismo de Frobenius

associado a P e denotado por (P,OL|A).

Proposição 2.27 Se
Z

V1

é abeliano, então
T

V1

é cicĺıco de ordem dividindo q − 1.

Demonstração. Se OL é um anel principal, então P = 〈b〉, com b ∈ OL. Para cada

σ ∈ Z, tem-se que σ(b) = kb, com k ∈ OL e b � k, pois σ(b) ≡ b (modP), isto é, pertence a

P. Como
T

V1

é isomorfo a um subgrupo do grupo multiplicativo de
OL

P
, segue, pelo Lema

2.7, que
T

V1

é cicĺıco gerado por um τ ∈ T tal que τ = τ ◦ V1. Para cada σ ∈ Z, pelo

Teorema 2.11, σ induz um σ ∈ Gal

(OL

P
|A
p

)
= Ĝ. Tem-se que Ĝ é cicĺıco gerado por um

automorfismo de Frobenius. Sejam σ(b) = kb, τ(b) = mb e στσ−1(b) = lb. Notemos que

σ(b) = kb implica que σ−1(b) = b(σ−1(k))−1. Como
Z

V1

é abeliano, segue que στσ−1 = τ

o que implica que l = m. Calculemos o valor de l.

στσ−1(b) = στ(b(σ−1(k))−1) = σ(mbτσ−1(k−1)) = σ(m)kbστσ−1(k−1).

Logo, l = σ(m)kστσ−1(k−1). Reduzindo mod P, tem-se τ(σ−1(k−1)) ≡ σ−1(k−1)(modP),

pois σ−1(k−1) ∈ OL. Assim, στσ−1(k−1) = k−1. Logo, l = σ(m) = σ(m), onde σ =

ϕ ◦ σ|OL
◦ ϕ−1, com ϕ o homomorfismo canônico de OL em

OL

P
. Como σ ∈ Ĝ, segue que

podemos considerar σ como gerador de Ĝ. Logo, σ(m) = mq, e dáı, l = mq. Portanto,

mq = m o que implica que mq−1 = 1̄. Portanto,
T

V1

é cicĺıco de ordem q − 1. �
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2.5 Diferente

O objetivo desta seção é definir diferente de uma extensão. O principal resultado é a

transitividade do diferente, a qual é usada na demonstração do Teorema de Kronecker-

Weber. Os resultados desta seção podem ser encontrados com mais detalhes em [9] e

[16].

Consideramos nesta seção A um domı́nio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma

extensão de Galois de grau n de K e OL o anel de inteiros de L sobre A.

Definição 2.17 Seja M um subconjunto de L. Chamamos o conjunto M∗ = {x ∈
L; TrL|K(xy) ∈ A, para todo y ∈ M} de codiferente de M sobre K, ou ainda, de espaço

dual ou complementar de M .

Proposição 2.28 Sejam M um subconjunto de L e M∗ o complementar de M .

a) M∗ é um A-módulo e se OLM ⊆ M , então M∗ é um OL-módulo.

b) Se M1 ⊆ M2 ⊆ L, então M∗
2 ⊆ M∗

1 ⊆ L.

c) OL ⊆ O∗
L e TrL|KO∗

L ⊆ A.

d) Se M é um A-módulo livre cojm base {x1, . . . , xn}, então M∗ é um A-módulo livre

com base {x∗
1, . . . , x

∗
n} e M∗∗ = M .

Demonstração. [9], pág. 240.

Proposição 2.29 O∗
L é um ideal fracionário de OL.

Demonstração. Basta mostrarmos que O∗
L é um OL-módulo finitamente gerado, pois

assim existe um denominador comum d ∈ OL−{0} dos elementos deO∗
L tal que dO∗

L ⊆ OL.

Se t ∈ OL, então A[t] é um A-módulo finitamente gerado, pois t é inteiro sobre A. Logo,

pela Proposição 2.28 A[t]∗ é um A-módulo finitamente gerado. Como A[t] ⊆ OL, segue

que O∗
L ⊆ A[t]∗, com A[t]∗ um anel Noetheriano, pois A é um domı́nio de Dedekind e A[t]∗

um A-módulo finitamente gerado. Assim, O∗
L é um A[t]∗-módulo finitamente gerado, e

consequentemente, um OL-módulo finitamente gerado. �
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Definição 2.18 O inverso do ideal fracionário O∗
L de OL é chamado de diferente de OL

sobre A e denotado por Δ(OL|A) ou Δ(L|K).

Como OL ⊆ O∗
L, segue que Δ(OL|A) é um ideal inteiro de OL. Assim, Δ(OL|A)

é decomposto como produto de potências de ideais primo e OL, ou seja, Δ(OL|A) =∏
(P1 . . .Pq)

e, onde Pi’s são ideais primos de OL e e um inteiro positivo.

Proposição 2.30 Se B é um ideal fracionário de OL, então TrL|K(B) ⊆ A se, e somente

se, B ⊆ O∗
L = Δ(OL|A)−1.

Demonstração. Se B ⊆ O∗
L, então TrL|K(B) ⊆ TrL|K(O∗

L) ⊆ A. Por outro lado,

se TrL|K(B) ⊆ A, então B ⊆ O∗
L = {x ∈ L; TrL|K(xy) ∈ A, para todo y ∈ OL}, pois

B = BOL. �

Lema 2.9 Sejam P e B ideais fracionários de OL. Se para todo M ideal fracionário de

OL tem-se que M ⊆ P se, e somente se, M ⊆ B, então P = B.

Demonstração. Se x ∈ P, então 〈x〉 ⊆ P. Se M = 〈x〉, então M ⊆ B, ou seja, x ∈ B.

Portanto, P ⊆ B. Por outro lado, se x ∈ B, então M = 〈x〉 ⊆ B o que implica que

M = 〈x〉 ⊆ P. Portanto, B ⊆ P. �

Proposição 2.31 (Transitividade do diferente) Se M é um corpo tal que K ⊆ M ⊆ L e

OM o anel de inteiros de M sobre A, então Δ(OL|A) = OLΔ(OM|A)Δ(OL|OM).

Demonstração. Seja B é um ideal fracionário de OL tal que B ⊆ Δ(OL|OM)
−1.

Pela Proposição 2.30 TrL|M(B) ⊆ OM. Logo, Δ(OM |A)−1TrL|M(B) ⊆ Δ(OM|A)−1.

Como B = BOL, segue que TrL|M(OLΔ(OM|A)−1B) ⊆ Δ(OM|A)−1. Tem-se que

A ⊇ TrM|K(Δ(OM|A)−1) ⊇ TrL|K(OLΔ(OM|A)−1B). Novamente pela Proposição 2.30,

tem-se que OLΔ(OM|A)−1B ⊆ Δ(OL|A)−1, ou seja, B ⊆ OLΔ(OM|A)Δ(OL|A)−1.

Portanto, pelo Lema 2.9, tem-se que Δ(OL|OM)
−1 = OLΔ(OM|A)Δ(OL|A)−1, ou seja,

Δ(OL|A) = OLΔ(OM|A)Δ(OL|OM). �

Definição 2.19 Seja K é um corpo de número algébrico. O ideal Δ(OL|A) é chamado de

diferente da extensão L|K e denotado por ΔL|K. Quando K = Q o ideal ΔL|K é chamado de
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diferente absoluto de L e denotado por ΔL. No processo de localização, ou seja, quando

consideramos S = A − p, o diferente Δ(S−1OL|S−1A) é chamado de diferente de L|K
acima de p e denotado por Δp(L|K).

Lema 2.10 ΔL|KS−1OL = Δp(L|K).

Demonstração. [9], pág. 245.

Lema 2.11 Se p é um ideal primo de A não nulo que se ramifa totalmente em OL, então

Δp(L|K) = S−1f ′(α)(
∑

i≥0 #Vi−1), onde α é um elemento primitvo, f(x) = minKα e os Vi’s

são os i-ésimos grupos de ramificação de P sobre p, com P ∩ A = p.

Demonstração. [9], pág. 270.

Observação 2.7 No processo de localização podemos tomar α (do Lema 2.11) como um

gerador do ideal primo P acima de p.

2.6 Valorização

Esta seção traz alguns resultados sobre anéis de valorização e valorização associada

a um ideal, os quais são usados como artif́ıcio para facilitar as demonstrações de alguns

resultados envolvendo o Teorema de Kronecker-Weber. Os resultados desta seção não

serão demonstrados, pois não é o objetivo deste trabalho. A principal referência desta

seção é [6].

Definição 2.20 Sejam A um domı́nio de integridade e K seu corpo de frações. O anel

A é chamado anel de Valorização de K se para cada x ∈ K não nulo, tem-se que x ∈ A

ou x−1 ∈ A.

Proposição 2.32 Seja A um anel de valorização.

i) A é um anel local, ou seja, tem um único ideal maximal;

ii) Se A′ é um anel tal que A ⊆ A′ ⊆ K, então A′ é um anel de valorização de K;
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iii) A é integralmente fechado.

Definição 2.21 Uma valorização discreta de um corpo K é uma aplicação v : K∗ −→ Z

tal que

a) v(xy) = v(x) + v(y);

b) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} e a igualdade ocorre se v(x) �= v(y).

Definição 2.22 O anel formado pelo zero e por todos x ∈ K∗ tal que v(x) ≥ 0 é chamado

anel da valorização v.

Observação 2.8 Um domı́nio de integridade A é um anel de valorização discreta se

existir uma valorização discreta v de K (corpo de frações de A) tal que A é o anel de

valorização de v.

Proposição 2.33 Se A é um domı́nio de integridade, local e Noetheriano, então são

equivalentes

i) A é um anel de valorização discreta;

ii) Todo ideal não nulo de A é um potência de m, onde m é o único ideal maximal de

A.

Exemplo 2.6 Pela Proposição 2.10, segue que S−1A é um anel de valorização discreta,

para S = A− p.

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações e L uma extensão finita de

grau n de K.

Definição 2.23 Uma valorização discreta v de um corpo K é uma valorização associada

a um ideal P de OL se v : K∗ −→ Z é dada por v(x) = k, onde k é a potência de P na

fatoração de xOL em OL.

Observação 2.9 Pela Proposição 2.3 tem-se que se xOL ⊆ yOL, então v(x) ≥ v(y).
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2.7 Considerações finais

Neste caṕıtulo foi desenvolvido a teoria da ramificação, a principal teoria para a

demonstração do Teorema de Kronecker-Weber. Os resultados da Seção 2.4.2 são pré-

requisitos essenciais, apresentados pela principal referência deste trabalho [1], para a

compreensão das argumentações usadas na demonstração do Teorema dde Kronecker-

Weber.



Caṕıtulo 3

Teorema de Kronecker-Weber

O Teorema Kronecker-Weber é importante na teoria algébrica dos números, pois

equivale o estudo de corpos de números abelianos ao estudo de subcorpos de corpos

ciclotômicos. Deste modo, o principal resultado deste caṕıtulo é o teorema de Kronecker-

Weber juntamente com sua demonstração que faz uso de resultados sobre ramificação de

ideais. As principais referências desta seção são [1], [4], [9] e [10].

3.1 Preliminares

Esta seção traz alguns resultados preliminares a demonstração do Teorema de

Kronecker-Weber.

Observação 3.1 Lembramos que os ideais primos p de Z são ideais gerados por números

primos p de Z. Assim, para simplificar a notação quando nos referirmos a um ideal primo

de Z nos referiremos a um número p primo de Z.

Lema 3.1 Se K e L são extensões de Galois de Q e q é um primo que não se ramifica

em K|Q e L|Q, então q não se ramifica em KL|Q.

Demonstração. Sejam P um ideal primo de OKL acima de q, T = T (P|q), T ′ =

T (P∩OK|q) e T ′′ = T (P∩OL|q). Se σ ∈ T ∩Gal(KL|K∩L), então σ|K ∈ T ′ e σ|L ∈ T ′′.

Como q não se ramifica em K e em L, segue que [K : KT ′ ] = [L : KT ′′ ] = 1, ou seja, T ′ e

96
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T ′′ são triviais. Assim, σ é igual a identidade. Deste modo, q não ramifica em KL|K ∩ L
e por hipótese q não se ramifica em K ∩ L|Q. Portanto, q não ramifica em KL|Q. �

Lema 3.2 Se o Teorema de Kronecker-Weber é válido para extensões abelianas de Q

de grau pm, com p primo, m ∈ N e p o único primo que se ramifica, então o Teorema

de Kronecker-Weber é válido para extensões abelianas de Q de grau pm, com p primo e

m ∈ N.

Demonstração. De fato, seja K é uma extensão abeliana de Q de grau pm, com p

primo e m ∈ N. Suponhamos que existe q primo tal que q �= p e q se ramifica em OK.

Assim, existe um ideal primo P de OK que está acima de q. Seja T o grupo de inércia de

P e Vj os j-ésimos grupos de ramificação de P, para j ≥ 1. Como G = Gal(K|Q) tem
ordem pm e q não divide pm, segue que não existe subgrupo de G de ordem q. Como

Vj

Vj+1

é isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo
OK

P
, o qual tem ordem qf (Proposição 2.14),

segue que os grupos de ramificação de P são triviais, para j ≥ 1. Além disso, o grupo

de inércia T de P tem ordem pu, para 1 ≤ u ≤ m, pois é um subgrupo de G. Assim,

pela Proposição 2.27, segue que pu|(q − 1). Agora, notemos que Q(ζq) é cicĺıco e tem

grau q − 1 sobre Q, e como pu|(q − 1), segue que existe um único corpo L tal que Q ⊆
L ⊆ Q(ζq) e L tem grau pu sobre Q, ou seja, existe um único subgrupo de Gal(Q(ζq)|Q)
de ı́ndice pu. Pelo Teorema 1.18, segue que DQ(ζq) é uma potência de q. Assim, q é o

único primo que se ramifica em OQ(ζq) e se ramifica totalmente (Teorema 2.9). Como

q− 1 = e(P|q) = e(P|P ∩OL)e(P ∩OL|q) e e(P|P ∩OL) = |Z(P|P ∩OL)| = |Z(P|q)∩
Gal(Q(ζq)|L)| = |Gal(Q(ζq)|Q) ∩ Gal(Q(ζq)|L)| = |Gal(Q(ζq)|L)| =

q − 1

pu
, segue que

e(P ∩ OL|q) = pu = [L : Q], ou seja, q se ramifica totalmente em OL. Consideramos a

extensão composição KL de Q. Como K|Q e L|Q são extensões de Galois, segue pelo

Teorema 1.11 que KL|Q é de Galois e [KL : Q] = pm+v, com v ≤ u. Consideramos P′ o

ideal primo de OKL acima de P, T ′ o grupo de inércia de P′ e H = Gal(L|Q). Notemos

que se σ ∈ T ′, então σ é um Q-automorfismo de KL tal que σ(α) ≡ α(mod P′), para todo

α ∈ OKL, e assim, restringindo σ a K, tem-se que σ ∈ T , pois P′ ∩ OK = P. Assim, pelo

Teorema 1.11, segue que T ′ ≤ T ×H. Seja KT ′ o corpo fixo de T ′. Logo, pelo Teorema

2.10, segue que q não ramifica em OKT ′ . Agora, pelo item (b) da Proposição 2.22, tem-se
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o seguinte diagrama

KL

KKT ′ = KT (P
′|P)

��

KT ′

���������������
K

����������������

KT ′ ∩K = KT (P|q)

���������������

		��������������

Q

��

.

Observamos que KT (P|q) é o corpo fixo de T . Assim, pelo Teorema 1.9, segue que

|T | = [K : KT (P|q)] = pu = [KKT ′ : KT ′ ]. Logo, |T ′| = [KL : KT ′ ] ≥ pu. Pelo mesmo

argumento, segue que os grupos de ramificação de P′ são tiviais, e assim, pela Proposição

2.27, segue que T ′ é cicĺıco e como qualquer elemento de T × H tem ordem no máximo

pu, segue que |T ′| = pu. Se substituirmos K por L no diagrama e observando que q se

ramifica totalmente em OL, segue que KT ′ ∩ L = Q, pois o grupo de inércia de qualquer

ideal primo de OL acima de q é igual a Gal(L|Q). Observamos que [KL : KT ′ ] = [KL :

KT ′L][KT ′L : KT ′ ] = [KL : KT ′L][L : Q] = [KL : KT ′L]pu. Logo, KL = KT ′L. Assim,

K está contido em um corpo ciclotômico se, e somente se, KT ′ está contido em um corpo

ciclotômico. Como q não se ramifica em OKT ′ , segue que somente p se ramifica em OKT ′ ,

e assim, KT ′ está contido em um corpo ciclotômico. �

Corolário 3.1 Seja K uma extensão abeliana de Q de grau pm, com p primo e m ∈ N.
Se q �= p é o único primo que se ramifica em OK, então q se ramifica totalmente, q ≡
1 (mod pm) e K é o único subcorpo de Q(ζq) de grau pm sobre Q. Além disso, K|Q é

cicĺıca.

Demonstração. Se q �= p é o único primo que se ramifica em OK, então pelo Lema

3.2 o corpo KT ′ (constrúıdo na demonstração do Lema 3.2) é igual a Q (teorema de

Minkowski). Assim, K = L, onde L é o único subcorpo de Q(ζq) de grau pm sobre Q tal

que q ≡ 1 (mod pm). �
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Corolário 3.2 Se K é uma extensão abeliana de Q de grau um número primo ı́mpar,

então 2 não se ramifica.

Demonstração. Suponhamos que 2 se ramifica em OK. Seja P o ideal de OK acima de

2. Como G = Gal(K|Q) tem ordem p, primo ı́mpar, e 2 não divide p, segue que não existe

subgrupo de G de ordem 2. Além disso,
Vj

Vj+1

é isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo

OK

P
, o qual tem ordem 2f . Assim, os grupos de ramificação de P são triviais, para j ≥ 1.

Deste modo, T é trivial (Proposição 2.27). Portanto, 2 não se ramifica em K. �

Lema 3.3 Se K é uma extensão abeliana de Q de grau p, com p primo ı́mpar e o único

que se ramifica, então V2 é trivial.

Demonstração. Sejam P um ideal primo de OK acima de p e T o grupo de inércia

de P. Como p é o único primo que se ramifica em OK e p não se ramifica em OKT
,

onde KT é o corpo fixo de T , segue pelo Teorema de Minkowski, que KT = Q, ou seja,

T = Gal(K|Q). Assim, p se ramifica totalmente em OK. Logo, pela Proposição 2.14,

segue que #

(OK

P

)
= p e f = 1. Como, pn � (p− 1), para qualquer n inteiro positivo, e

como a ordem de
T

V1

é uma potência de p que divide p − 1, segue que V1 = T , ou seja,

n = 0. Usando o processo de localização, ou seja, tomando S = Z − pZ e omitindo as

notações de anéis de frações, podemos supor OK um domı́nio de Dedekind principal, e

assim, P = 〈b〉, com b ∈ OK. Suponhamos que j é o menor inteiro positivo tal que Vj+1

é trivial. Assim, Vj = Gal(K|Q), pois Vj

Vj+1

= Vj é isomorfo a um subgrupo do grupo

aditivo
OK

P
, o qual tem ordem p e pelo fato de p ser primo, segue que Vj = Gal(K|Q).

Consideramos v a valorização de K associada a P e f(x) = minQb =
∏
σ∈G

(x − σ(b)).

Notemos que f ′(x) =
p∑

i=1

p∏
j=1,j �=1

(x−σj(b)) e f
′(b) =

∏
σ∈G,σ �=id

(b−σ(b)) =
∏

σ∈Vj−Vj+1

(b−σ(b)),

pois Vj+1 = {id} e Vj = G. Como σ ∈ Vj, segue que σ(b) ≡ b(mod Pj+1), e assim,

v(b− σ(b)) = j + 1. Assim,

v(f ′(b)) = v

( ∏
σ∈G,σ �=id

(b− σ(b))

)
=

∑
σ∈G,σ �=id

v(b− σ(b)) = (j + 1)(p− 1). (3.1)
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Por outro lado, como f(x) = xp+ap−1x
p−1+ . . .+a1x+a0, com ai ∈ Z, segue que f ′(b) =

pbp−1+ap−1(p−1)bp−2+ . . .+a1, com ai ∈ Z. Pelo fato de que p se ramifica totalmente em

OK, segue que v(p) = p. Como ai ∈ Z, podemos considerar a fatoração de ai em primos,

e assim, v(ai) = v(
∏

pmi
i ) =

∑
miv(pi) = mp, pois estamos no processo de localização,

e assim v(pi) = 0, para todo pi �= p. Logo, v(ai) ≡ 0(mod p). Assim, v(f ′(b)) ≥
min{v(pbp−1), v(ap−1(p − 1)bp−2), . . . , v(a1)}. Notemos que para k ∈ {0, 1, . . . , p − 1},
tem-se que v(ap−k(p − k)bp−(k+1)) = v(ap−k) + v(p − k) + v(bp−(k+1)). Reduzindo mod p,

tem-se que v(ap−k(p − k)bp−(k+1)) ≡ p − (k + 1)(mod p), pois v(ap−k) ≡ 0(mod p), o

mesmo ocorre com v(k), o que torna v(p− k) ≡ 0(mod p). Portanto, as valorizações dos

termos envolvendo bp−(k+1) são diferentes, e assim, v(f ′(b)) = min{v(pbp−1), v(ap−1(p −
1)bp−2), . . . , v(a1)}. Como v(pbp−1) = v(p) + (p− 1)v(b) = 2p− 1, segue que

v(f ′(b)) ≤ 2p− 1. (3.2)

Considerando as Equações (3.1) e (3.2), tem-se que (j + 1)(p − 1) ≤ 2p − 1. Como p é

primo ı́mpar, segue que 1 é o único inteiro j ≥ 1 tal que (j+1)(p−1) ≤ 2p−1. Portanto,

V2 é trivial. �

Lema 3.4 Se K é uma extensão abeliana de Q de grau pm, com p primo ı́mpar, m ∈ N
e p o único primo que se ramifica em OK, então K|Q é cicĺıca.

Demonstração. Sejam P ideal primo não nulo de OK acima de p, T = T (P|p) o grupo

de inércia de P sobre p e KT o corpo fixo de T . Como p é o único que se ramifica em OK

e não se ramifica em KT , segue que KT = Q. Assim, [K : Q] = pm = e(P|p) = [K : KT ],

ou seja, p se ramifica totalmente. Logo, T = Gal(K|Q). Como
T

V1

é cicĺıco de ordem

dividindo p− 1 e também tem ordem uma potência de p, segue que
T

V1

é trivial, ou seja,

T = V1. Além disso,
Vj

Vj+1

são ou triviais ou cicĺıcos de ordem p, pois são isomorfos a um

subgrupo do grupo aditivo

(OK

P
,+

)
o qual é cicĺıco de ordem p. Suponhamos que j seja

o maior inteiro tal que Vj = Gal(K|Q) e Vj+1 � Vj. Neste caso,
Vj

Vj+1

é cicĺıco de ordem p,

ou seja, [KVj+1
: Q] = p. Para mostrar que G = Gal(K|Q) é cicĺıco, mostramos que G tem

um único subgrupo de ı́ndice p, que é Vj+1. De fato, suponhamos que existe um subgrupo
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H de G de ı́ndice p e diferente de Vj+1. Consideramos PH = P∩OH , PVj+1
= P∩OVj+1

.

Observamos que Gal(K|KH) = H, Gal(K|KVj+1
) = Vj+1 e G = T = V1 = . . . = Vj 	

Vj+1 ⊇ . . ., e assim,

V ′
i = Vi(P|PVj+1

) =

⎧⎨⎩ Vi ∩ Vj+1 = Vj+1, se 0 ≤ i ≤ j + 1

Vi ∩ Vj+1 = Vi, se i > j + 1

V ′′
i = Vi(P|PH) =

⎧⎨⎩ Vi ∩H = H, se 0 ≤ i < j

Vi ∩H � Vj+1, se i ≥ j + 1
,

pois H �= Vj+1. Consideremos os diferentes ΔK|KH
e ΔK|KVj+1

, os quais são ideais

de OK. Aplicando o processo de localização, ou seja, tomando S = Z − pZ, tem-

se que ΔK|KH
S−1OK = Δp(K|KH) = S−1OKf

′(α)(
∑

i≥0(#V ′
i −1)) e ΔK|KVj+1

S−1OK =

Δp(K|KVj+1
) = S−1OKf

′(α)(
∑

i≥0(#V ′′
i −1)), onde P = 〈α〉 e f(x) = minQα. Como

f ′(α) ∈ P, segue que e(P|ΔK|KH
) =

∑
i≥0

(#V ′
i − 1) e e(P|ΔK|KVj+1

) =
∑
i≥0

(#V ′′
i − 1).

Notamos que ∑
i≥0

(#V ′
i − 1) <

∑
i≥0

(#V ′′
i − 1), (3.3)

pois para i < j vale a igualdade, para i = j + 1 vale < e para i > j + 1 vale ≤. Pelo

Lema 3.3, tem-se que o segundo grupo de ramificação das extensões KH |Q e KVj+1
|Q

saõ triviais. De modo análogo ao anterior, tem-se que e(PH |ΔKH
) =

∑
i≥0

(#Vi − 1) e

e(PVj+1
|ΔKVj+1

) =
∑
i≥0

(#Vi − 1), onde Vi e Vi são os i-ésimos grupos de ramificação de

KH |Q e KVj+1
|Q respectivamente. Assim,

e(PH |ΔKH
) = p− 1 + p− 1 = 2(p− 1) = e(PVj+1

|ΔKVj+1
) (3.4)

Agora, pela transitividade do diferente, ou seja,

ΔK = OKΔKH
ΔK|KH

= OKΔKVj+1
ΔK|KVj=1

,

e por 3.3 e 3.4 tem-se uma contradição. Portanto, Vj+1 = H, e consequêntemente,

Gal(K|Q) é cicĺıco. �
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3.2 Teorema de Kronecker-Weber

Esta seção tem como objetivo demonstrar o Teorema de Kronecker-Weber, onde a

demonstração é feita para extensões cicĺıcas de grau potência de um primo, pois pelo

Corolário 1.6 se G = Gal(K|Q) é abeliano finito, então G =
r∏

i=1

Gi, onde os Gi’s são

cicĺıcos e |Gi| = pmi
i , com pi primo, para 1 ≤ i ≤ r. Assim, se mostrarmos que cada

extensão Ki de Q, com grupo de Galois Gi, está contida em um corpo ciclotômico Q(ζni
),

então o Teorema de Kronecker-Weber segue facilmente.

Proposição 3.1 Se K é uma extensão abeliana de Q de grau pm, com p primo ı́mpar e

m ∈ N, então K está contido em um corpo ciclotômico.

Demonstração. Tem-se que existe um número finito de primos que se ramificam na

extensão K|Q e pelo Lema 3.1, podemos supor que p é o único primo que se ramifica na

extensão K|Q. Assim, pelo Lema 3.4, K|Q é cicĺıca. Consideramos ζpm+1 uma raiz pm+1-

ésima primitiva da unidade. Como a extensão Q(ζpm+1)|Q é cicĺıca de grau pm(p − 1),

segue que existe um único subcorpo K′ de Q(ζpm+1) de grau pm sobre Q. Pelo Teorema

1.20, tem-se que p é o único primo que se ramifica em Q(ζpm+1) e como Q � K′, segue,

pelo Teorema 2.7, que p é o único primo que se ramifica em K′. Suponhamos que K é

diferente de K′. Assim, pelo Teorema 1.10, segue que a extensão composição KK′ de Q é

uma extensão de Galois. Além disso, como K|Q e K′|Q são extensões abelianos, segue que

KK′|Q é uma extensão abeliana, e que Gal(KK′|Q) ≤ Gal(K|Q) × Gal(K′|Q) (Teorema

1.11). Logo, pelo Lema 3.1, p é o único primo que se ramifica em OKK′ . Observamos

que [KK′ : K′] = [K : K ∩ K′] = pk (Teorema 1.9), com 0 ≤ k ≤ m. Se k = 0,

então K ⊆ K′, e portanto, K está contido em um corpo ciclotômico. Se 1 ≤ k ≤ m,

então [KK′ : Q] = pm+k > pm. Assim, pelo Lema 3.4, segue que KK′|Q é cicĺıca,

ou seja, o grupo de Galois é gerado por um elemento de ordem pm+k. Porém, como

Gal(KK′|Q) ≤ Gal(K|Q)×Gal(K′|Q) (Teorema 1.11), segue que não existe elemento no

grupo Gal(KK′|Q) com ordem maior que pm. Portanto, K = K′. �

Proposição 3.2 Se K é uma extensão quadrática de Q, então K está contido em um

corpo ciclotômico.
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Demonstração. De fato, pela Observação 1.4, tem-se que K = Q(
√
d), com d ∈ Z livre

de quadrados. Pelo Lema 3.2, podemos supor que 2 é o único primo que se ramificada em

OK. Assim, pelo Exemplo 2.4, segue que d = ±2 ou d = −1. Portanto, K = Q(
√±2) ⊆

Q(ζ8) ou K = Q(i) = Q(ζ4). �

Observação 3.2 Notamos que Q(
√
2) = Q(ζ8 + ζ−1

8 ), Q(
√−2) = Q(ζ8 − ζ−1

8 ) e Q(i) =

Q(ζ28 ) = Q(ζ4).

Proposição 3.3 Se K é uma extensão cicĺıca de Q de grau 2m, com m ≥ 1, então K

está contido em um corpo ciclotômico.

Demonstração. Mostramos a proposição por indução sobre m. Se m = 1, então

o resultado é válido pela Proposição 3.2. Suponhamos o resultado válido para todo

r < m e provamos para m. Podemos supor que 2 é o único primo que se ramifica

em OK. Como K|Q é cicĺıca, segue que existe um único subcorpo K′ de grau 2 sobre

Q em que 2 é o único primo que se ramifica. Se K ⊆ R, então K′ = Q(
√
2). Caso

contrário, consideramos σ a conjugação complexa. Tem-se que σ|K gera um subgrupo

J de Gal(K|Q) de ordem 2, ou seja, [K : KJ ] = 2m−1, onde KJ é o corpo fixo de J .

Como KJ = {x ∈ K; σ(x) = x, para todo σ ∈ J}, segue que KJ ⊆ R. Pelo fato de

K|Q ser cicĺıca, tem-se que KJ |Q também é cicĺıca e de grau 2m−1. Logo, existe um

único subcorpo K′ ⊆ KJ tal que [K′ : Q] = 2 e 2 é o único primo que se ramifica.

Portanto, K′ = Q(
√
2). Agora, consideramos ζ uma raiz 2m+2-ésima primitiva da unidade

e L = Q(ζ+ ζ−1) o corpo real maximal de Q(ζ), o qual tem ordem 2m sobre Q. Provamos

que L|Q é cicĺıca. De fato, o grupo Gal(Q(ζ)|Q) � Gal(Q(ζ)|L) × G2, onde G2 é um

grupo cicĺıco de ordem 2m. Logo, Gal(L|Q) � Gal(Q(ζ)|Q)
Gal(Q(ζ)|L) � G2. Portanto, L|Q é

cicĺıca de grau 2m, onde 2 é o único primo que se ramifica e pelo argumento anterior

Q(
√
2) ⊂ L. Deste modo, Q(

√
2) ⊆ K ∩ L, ou seja, [K ∩ L : Q] ≥ 2. Notemos que
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[KL : Q] = [KL : L][L : Q] = [K : K ∩ L][L : Q] = 2r2m = 2r+m, onde 0 ≤ r < m.

KL

K

�����������
L

�����������

K ∩ L

�����������

�����������

Q(
√
2)

��

Q

��

Tem-se que Gal(KL|Q) � Gal(K|Q) × Gal(L|Q) e existem (σ, τ) ∈ Gal(K|Q) ×
Gal(L|Q) tal que σ|K∩L = τ |K∩L. Agora, consideramos H o subgrupo de Gal(KL|Q)
gerado por (σ, τ), o qual tem ordem 2m, e assim, se F é o corpo fixo de H, tem-se que

[F : Q] =
[KL : Q]
[KL : F]

=
2r+m

2m
= 2r. Provamos agora que F|Q é cicĺıca. De fato, tem-se

que Gal(F|Q) � Gal(KL|Q)
Gal(KL|F) . Logo, existe um homomorfismo injetor entre

Gal(KL|Q)
H

e

Gal(K|Q)×Gal(L|Q)
H

. Tem-se que
Gal(K|Q)×Gal(L|Q)

H
é cicĺıco gerado por (id, τ)H,

pois dado qualquer elemento (σk, τ l)H em
Gal(K|Q)×Gal(L|Q)

H
, tem-se que (σk, τ l)H =

(id, τ j)H ⇔ (σk, τ l)(id, τ j) ∈ H ⇔ k = l − j ⇔ j = l − k. Portanto, existe j = l − k tal

que (σk, τ l)H = (id, τ j)H, ou seja (id, τ)H gera
Gal(K|Q)×Gal(L|Q)

H
. Assim, Gal(F|Q)

é cicĺıco. Deste modo, podemos aplicar a hipótese de indução sobre F. Como F ⊆ KL,

segue que FL ⊆ KL. Mostramos que F ∩ L = Q. Para isto consideramos o isomorfismo

Φ : H −→ Gal(L|Q) dado por Φ(σk, τ k) = τ k|L. Seja m ∈ F∩L. Se τ1 ∈ Gal(L|Q), então
existe (σ2, τ2) ∈ H tal que τ2|L = τ1. Assim, τ1(m) = τ2|L(m) = m, pois F é o corpo fixo

de H. Logo, τ1|F∩L = id, para qualquer τ1 ∈ Gal(L|Q), e assim, F ∩ L = Q. Portanto,

[FL : F] = [L : F ∩ L] = [L : Q] = 2m = [KL : F] e FL ⊆ KL o que implica que FL = KL.

Portanto, K está contido em um corpo ciclotômico. �

Lema 3.5 Se K|Q é abeliana de grau 2m e K ⊆ R, então K = Q(ζ + ζ−1), onde ζ é uma

raiz 2m+2-ésima primitiva da unidade.
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Demonstração. Denotamos por L a extensão Q(ζ + ζ−1) de Q e suponhamos que

K �= L. Consideramos a extensão composição KL|Q a qual é abeliana, tem grau uma

potência de 2 e com 2 é o único primo que se ramifica em OKL. Como Gal(KL|K ∩ L) �
Gal(K|K∩L)×Gal(L|K∩L), segue que Gal(K|K∩L) = id ou Gal(L|K∩L) = id, pois se

G � G1×G2, com G1 e G2 cicĺıcos, então G é cicĺıco se, e somente se, as ordens de G1 e G2

são primas entre si. Assim, K ⊆ L ou L ⊆ K. Portanto, K = L, pois [K : Q] = [L : Q].�

Observação 3.3 Usando o Lema 3.5 podemos encontrar a extensão ciclotômica que

contém KL = FL, na Proposição 3.3. Sabemos que [F : Q] = 2r, com 0 ≤ r < m. Se

F ⊆ R, então, pelo Lema 3.5, F = Q(ζ2r+2 + ζ−1
2r+2). Logo, FL = KL ⊆ Q(ζ2m+2 , ζ2r+2) ⊆

Q(ζ2m+2), pois r < m. Agora, se F não é um corpo totalmente real, então consideramos

a extensão composição F(i) de F e Q(i). Seja F′ = F(i) ∩ R. Tem-se que F′ é

uma extensão abeliana de Q de grau 2s , com s ≤ r + 1. Assim, pelo Lema 3.5

F′ ⊆ Q(ζ2s+2), onde s ≤ m. Como F ⊆ F(i) = F′(i) ⊆ Q(ζ2s+2 , ζ4) ⊆ Q(ζ2s+2), segue

que KL = FL ⊆ Q(ζ2s+2 , ζ2m+2) = Q(ζ2m+2), pois s ≤ m.

Observação 3.4 Como na Observação 3.2, tem-se que os corpos de Q(ζ2m+2) de grau 2m

sobre Q são Q(ζ2m+2 + ζ−1
2m+2), Q(ζ2m+2 − ζ−1

2m+2) e Q(ζ22m+2).

Por fim apresentamos o Teorema de Kronecker-Weber.

Teorema 3.1 (Kronecker-Weber) Se K é uma extensão abeliana finita de Q, então K

está contido em um corpo ciclotômico.

Demonstração. Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos finitos tem-se que

G = Gal(K|Q) =
r∏

i=1

Gi, onde cada Gi é cicĺıco de ordem pmi
i . Consideramos Hi =

∏
j �=i

Gi,

para todo i = 1, . . . , r e denotemos por Ki o corpo fixo de Hi. Assim, Gal(Ki|Q) � Gi.

Além disso, K = K1 . . .Kr, pois Gal(K|K1 . . .Kr) ⊆ ⋂r
i=1Hi = {e}. Como vimos nas

Proposições 3.1, 3.2 e 3.3 o teorema é válido para cada Ki, ou seja, Ki ⊆ Q(ζni
), e assim,

K = K1 . . .Kr ⊆ Q(ζn1 , ζn2 , . . . , ζnr) ⊆ Q(ζm), onde m = mmc(n1, . . . , nr). �
Para extensões quadráticas de Q, podemos mostrar o teorema de Kronecker-Weber de

forma direta, através do seguinte Corolário.
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Corolário 3.3 Se K é uma extensão quadrática Q, então K está contido em um corpo

ciclotômico.

Demonstração. Pela Observação 1.4, tem-se que K = Q(
√
d), com d ∈ Z livre

de quadrados. Consideramos d = ±p1 . . . pr a fatoração de d em números primos. Se

mostrarmos que Q(
√±pi) ⊆ Q(ζni

), então o resultado segue para K = Q(
√
d). Se p é

primo ı́mpar, então pelo Teorema 1.18, segue que DQ(ζp) = (−1)
p−1
2 pp−2. Assim,

DQ(ζp) =

⎧⎨⎩ pp−2, se p−1
2

é par

−pp−2, se p−1
2

é ı́mpar
.

Notemos que se
p− 1

2
é par, então p ≡ 1(mod 4) e se

p− 1

2
é ı́mpar, então p ≡ 3(mod 4).

Além disso, pela Proposição 1.13, tem-se que DQ(ζp) = det(σi(ζ
j
p))

2. Logo,

√
DQ(ζp) =

⎧⎨⎩
√
pp

p−3
2 , se p ≡ 1(mod 4)

i
√
pp

p−3
2 , se p ≡ 3(mod 4)

e
√
DQ(ζp) ∈ Q(ζp). Assim,

√
p =

⎧⎪⎨⎪⎩
√

DQ(ζp)

p
p−3
2

, se p ≡ 1(mod 4)
√

DQ(ζp)

ip
p−3
2

, se p ≡ 3(mod 4)
.

Portanto,
√
p ∈ Q(ζp) se p ≡ 1(mod 4) e

√
p ∈ Q(ζp, i) se p ≡ 3(mod 4). Agora, se p = 2,

então Q(
√
2) ⊆ Q(ζ8), pois

ζ8 = e
2πi
8 = cos

(π
4

)
+ i sen

(π
4

)
=

√
2

2
(1 + i),

e assim
√
2 =

2ζ8
1 + i

=
2ζ8
1 + i

1− i

1− i
= ζ8(1− i) ∈ Q(ζ8). �

Exemplo 3.1 Consideramos K = Q(
√
6). Como 6 = 2.3 basta encontrarmos os corpos

ciclotômicos que contenham Q(
√
2) e Q(

√
3). Sabemos que Q(

√
2) ⊂ Q(ζ8) e Q(

√
3) ⊂

Q(ζ12). Como mmc(8, 12) = 24, segue que Q(
√
6) ⊂ Q(ζ24).
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3.3 Aplicações

O Teorema de Kronecker-Weber garante a existência de n tal que K ⊆ Q(ζn), onde K
é um corpo de números abeliano. O objetivo desta seção é explicitar o valor de n.

Definição 3.1 O condutor de uma extensão abeliana K de Q é o menor n tal que K ⊆
Q(ζn).

Notemos que Q(ζn) = Q(ζ2n) se n é ı́mpar, pois Q(ζn) ⊂ Q(ζ2n) e [Q(ζn) : Q] =

ϕ(n) = ϕ(2)ϕ(n) = [Q(ζ2n) : Q]. Assim, o condutor de uma extensão abeliana é um

número n �= 4k + 2. Deste modo, o objetivo é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 3.2 Se K é uma extensão abeliana finita de Q, onde p1, p2, . . . , pr são os primos

que se ramificam em K com ı́ndices de ramificação ei = pmi
i e′i e e′i � pi, 1 ≤ i ≤ r, então

o condutor de K é dado por

n =

⎧⎨⎩ pm1+1
1 pm2+1

2 . . . pmr+1
r , se pi �= 2 para 1 ≤ i ≤ r,

2εpm1+1
1 pm2+1

2 . . . pmr+1
r , se p1 = 2

onde ε = 0 ou 1.

Demonstração. Como K|Q é abeliana finita, segue que Gal(K|Q) �
r∏

i=1

Gi, onde Gi é

cicĺıco de ordem pmi
i , com pi primo e mi ∈ N. Assim, K = K1 . . .Kr, com Gi = Gal(Ki|Q).

Mostramos, na Seção 3.2, que Ki ⊆ Q(ζni
), onde ni = pmi+1

i se pi é primo ı́mpar e

ni = 2ε2mi+1 se pi = 2, com ε ∈ {0, 1}. Logo, K = K1 . . .Kr ⊆ Q(ζn1 , . . . , ζnr) = Q(ζn),

onde n = mmc{n1, . . . , nr}. Portanto, n é um múltiplo do condutor de K. Agora, se

m = pm1
1 pm2+1

2 . . . pmr+1
r é o condutor de K, então K1 ⊆ Q(ζpm1

1
), mas [Q(ζpm1

1
: Q] =

pm1−1
i (p− 1) que não é diviśıvel por pm1

1 . Portanto, n é o condutor de K. �

Exemplo 3.2 Seja K = Q(
√
6). Como 6 ≡ 2(mod 4) segue que DK = 24. Tem-se que 2

e 3 dividem 24, e assim, 2 e 3 se ramificam em OK. Pelo Teorema de Kummer tem-se

que o ı́ndice de ramificação de 2 e 3 é 2. Logo, pelo Teorema 3.2, segue que n = 2ε223.

Neste caso, ε = 1, pois Q(
√
2) = Q(ζ8 + ζ−1

8 ). Portanto, Q(
√
6) ⊂ Q(ζ24) como já foi

visto anteriormente.



108

Exemplo 3.3 Seja K|Q é uma extensão abeliana de grau n = 3152, com Gal(K|Q) =

G � Z3×Z5×Z5. Tem-se que K ⊆ Q(ζ3252). Agora, se G � Z3×Z52, então K ⊆ Q(ζ3253).

Exemplo 3.4 Se K|Q é uma extensão de grau n = 23, com Gal(K|Q) = G � Z22 × Z2.

Consideramos H1 � Z2 e H2 � Z22. Os corpos fixos K1 e K2 iram determinar o valor de

ε, ou seja, se K1 = Q(ζ24 + ζ−1
24 ) ou Q(ζ24 − ζ−1

24 ), então ε = 1 e se K1 = Q(ζ224), então

ε = 0.

3.4 Considerações finais

No presente caṕıtulo apresentamos o Teorema de Kroncker-Weber juntamente com

a sua demonstração. O presente teorema é o resultado principal do nosso trabalho.

Finalmente, apresentamos uma seção de aplicações do teorema com o objetivo de fornecer

condições de encontrar o condutor de um corpo de números abeliano.



Caṕıtulo 4

Considerações finais e perspectivas

Neste trabalho vimos a demonstração do teorema de Kronecker-Weber usando teoria

da ramificação. Embora este teorema possa ser demonstrado usando a teoria de classes de

corpos e a teoria da localização, através da teoria da ramificação tem-se um demonstração

mais elementar de teorema.

Na verdade, apenas garantir que um corpo de números abeliano está contido em

um corpo ciclotômico não é útil se não soubermos o seu condutor. Outra forma

de estudar o condutor de um corpo de números abelianos é fazer um estudo sobre

caracteres de Dirichlet. Um caracter de Dirichlet definido módulo n é um homomorfismo

χ :

(
Z
nZ

)∗
−→ C∗. Se m|n, então um caracter de Dirichlet definido módulo n pode

ser induzido de um caracter de Dirichlet definido módulo m. O menor m que induz um

caracter módulo n é chamado condutor do caracter χ e coincide com o condutor do corpo

K que é o corpo fixo de Ker(χ).

No caso de extensões abelianas infinitas é preciso fazer um estudo de extensões de

Galois infinitas, consequentemente dos grupos de inércia, decomposição e ramificação.

Este estudo pode ser encontrado em [4].

Como perspectiva de futuros trabalhos, fazendo o uso do presente trabalho, é encontrar

subcorpos de um corpo ciclotômico com seus respectivos anéis de inteiros e discriminantes.
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