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Resumo

O objetivo deste trabalho é demonstrar o Teorema de Kronecker-Weber de uma
forma mais elementar, usando o artigo ”An Elementary Proof of the Kronecker-Weber
Theorem”. O trabalho traz como aplicacao uma féormula para o cdlculo do condutor de

um corpo de niimeros abeliano.

Palavras chave: corpos ciclotomicos, corpos de niimeros abelianos, ramificagao

de ideais, condutor.



Abstract

The objective of this work is to demonstrate the Kronecker-Weber Theorem in a form
more elementary, using article ” An Elementary Proof of the Kronecker-Weber Theorem”.

Application as the work gives a formula for calculating the conductor of a field of numbers

abelian.

Keywords: cyclotomic fields, fields of numbers abelian, ramaification of

ideals, conductor.
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Introducao

Um resultado conhecido da teoria de corpos é que toda extensao ciclotomica Q(¢,)
de @ é abeliana, pois Gal(Q((,)|Q) ~ (%) que é abeliano para qualquer n € N.
O Teorema de Kronecker-Weber garante que toda extensao abeliana finita K de Q esta
contida em um corpo ciclotomico, ou seja, K C Q(¢,), para algum n € N. Assim, o
estudo de extensoes abelianas finitas de Q é reduzido ao estudo de subcorpos de corpos
ciclotomicos.

O Teorema de Kronecker-Weber foi apresentado por Leopold Kronecker em 1853,
porém a prova estava incompleta principalmente no caso em que a extensao tem grau uma
potencia de 2. Em 1886, Heinrich Martin Weber apresentou o que até entao seria a prova
completa do Teorema de Kronecker-Weber. Mas em 1896, David Hilbert encontrou erros
na demonstracao de Weber e conseguiu provar completamente o Teorema de Kronecker-
Weber usando teoria da ramificacao.

Neste trabalho apresentamos a demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber
baseada na teoria da ramificagdo apresentada em [1]. Existem outras demonstragoes
deste teorema usando a teoria de classes de corpos e a teoria da localizacao, as quais
podem ser encontradas em [2] e [3], respectivamente.

A teoria da ramificagao exige um conhecimento prévio da teoria algébrica dos niimeros.
O Capitulo 1 deste trabalho traz alguns resultados importantes de teoria algébrica dos
niumeros, para que no Capitulo 2, a teoria da ramificacao seja apresentada ao leitor com
mais clareza.

Apesar de garantir que todo corpo de nimeros abeliano K é um subcorpo de um

corpo ciclotomico Q(¢,), o teorema de Kronecker-Weber nao apresenta explicitamente a

14
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formula para o calculo de n, o qual é chamado de condutor de K se for o menor com esta
propriedade. A Secao 3.3, tem o objetivo de ajudar no calculo do condutor de um corpo de
nimeros abeliano. Em [4] é possivel ver um estudo detalhado do célculo deste condutor.
O condutor de uma extensao abeliana é muito 1til para o calculo do discriminante de um
corpo de nimeros abeliano, que pode ser encontrado em [5].

Os anéis considerados neste trabalho sao anéis comutativos com unidade.



Capitulo 1

Resultados basicos de teoria

algébrica dos niimeros

Neste capitulo abordamos alguns conceitos bésicos da teoria algébrica dos ntmeros
necessarios para o entendimento e desenvolvimento dos préximos capitulos. Os objetivos
principais deste capitulo sao definir e estudar mdédulos Noetherianos, anel de inteiros,
norma, traco e discriminante. Além disso, mostrar que todo grupo abeliano finito é
produto de grupos ciclicos e também que o anel de inteiros é um anel integralmente
fechado, Noetheriano e um moddulo finitamente gerado. A ltima secao traz resultados
importantes sobre corpos quadraticos e ciclotomicos que serao tteis para a demonstracao

do Teorema de Kronecker-Weber.

1.1 Modbdulos

Vemos nesta secao que o conceito de médulo sobre um anel é o mesmo de um espaco
vetorial sobre um corpo. Porém, alguns resultados sobre moédulos merecem um pouco
mais de cuidado. O Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos é o principal

resultado desta segao. As principais referéncias desta se¢ao sao [6], [7] e [8].

Definicao 1.1 Seja A um anel. Dizemos que um conjunto nao vazio M é um A-modulo

S€E!
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i) (M,+) € um grupo abeliano;

ii) Eziste uma aplicacio ¢ : A x M — M dada por ¢(a,x) = ax, que satisfaz
a) a(x 4+ y) = ax + ay;
b) (a+b)x =ax + bx;
c) (ab)x = a(bx);
d) 1oz ==,
para todo a, be A ex, ye M.

Exemplo 1.1 Todo anel A é um A-mddulo, todo espaco vetorial V' sobre um corpo K é

um K-maodulo e todo grupo abeliano é uwm Z-mdodulo.

Definicao 1.2 Um subconjunto nao vazio N de um A-maodulo M € um A-submddulo de
M se N é um subgrupo de (M,+) e an € N, para todo a € A en € N. Se M é um
A-mddulo, tem-se que (M,+) € um grupo abeliano. Assim, se N é um A-submddulo
de M, entao N é um subgrupo normal de M. Logo, estdi definido o grupo quociente

M
de M por N, e denotado por N onde a soma de x = x+ N ey = y+ N € dada
M M
porT+y=(x+y) + N € N A multiplicagcao de T € - Pora € A € definida por

M M
aT = a(z+N) =ax+N € N Com essas duas operacoes tem-se que N ¢ um A-maodulo,

chamado modulo quociente de M por N.

Definigcao 1.3 Sejam M e M’ A-mddulos. Uma aplicacao f: M — M’ tal que
a) fx+y) = fl)+ f(y);
b) flax) = af(z);

para todo x, y € M ea € A, € chamada um homomorfismo de A-mddulos.

Consideramos M um A-médulo e N um A-submddulo de M. Notemos que a aplicacao

M
f*M— N dada por f(x) =7 = x+ N, é um homomorfismo sobrejetor. Assim, como
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uma consequéncia desta aplicacao existe um isomorfismo entre os A-submodulos de M
M .

que contém N e os A-submoédulos de N Além disso, notemos que se A é um corpo,

entao M e N sao espacos vetoriais sobre A, e assim, um homomorfismo de A-mddulos é

uma transformagao linear entre espagos vetoriais.

Definigao 1.4 Um A-mddulo M € livre se M ¢é isomorfo a um A-médulo da forma

@iel M;, onde cada M; ~ A, para todo i € I.

Da Defini¢ao 1.4, tem-se que um A-médulo M é livre se existe um subconjunto {x;}er

de M tal que cada x € M ¢ escrito de forma tnica como x = E a;x;, onde a; € A para
iel
i € I, ou seja, o conjunto {x;};c; é um conjunto de geradores linearmente independentes
de M. O numero de elementos de I é chamado de posto de M. No caso em que [ ¢ finito
e {x;}ier ndo é necessariamente linearmente independente, ou seja, © = E a;T; mas nao
iel

de forma tnica, M é dito um A-médulo finitamente gerado.

Proposicao 1.1 Se M ¢ um A-maddulo, entao M € finitamente gerado se, e somente se,

M € isomorfo a um quociente de A", para algum n € N.

Demonstragao. Suponhamos que M é finitamente gerado por {zy,zs,...,x,} e
consideramos a aplicacao ¢ : A" — M dada por ¢(ay,as,...,a,) = a1x1 + asxs + ... +

n
anT,. Tem-se que ¢ é um homomorfismo sobrejetor de A-médulos, e assim, ——— ~ M

Ker(p)
Reciprocamente, consideramos ¢ o homomorfismo de A"™ no A-médulo M. Tem-se
que o conjunto {ej,eq,...,e,} gera A" onde e; = (0,...,0,1,0,...,0), com a i-ésima
coordenada igual a 1. Assim, v¥(e;) gera M, pois M é isomorfo a um quociente de A",

Portanto, M é finitamente gerado. [ |

Definigao 1.5 Dizemos que um A-modulo M é um A-mddulo Noetheriano se satisfaz

uma das sequintes condicoes equivalentes:
i) Toda familia nao vazia de A-submddulos de M tem um elemento mazimal
ii) Toda sequéncia crescente de A-submddulos de M € estaciondria

iit) Todo A-submddulo de M € finitamente gerado.
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Um anel A é chamado de um anel Noetheriano se A é um A-mddulo Noetheriano.

Exemplo 1.2 Seja A um anel principal. Os A-submddulos de A sao os ideais do anel
A. Assim, qualquer A-submddulo de A € finitamente gerado. Portanto, A é um anel

Noetheriano.

Teorema 1.1 Se M um A-mdédulo e N um A-submodulo de M, entao M €é Noetheriano

M .
se, e somente se, N e N sao Noetherianos.

Demonstracao.  Suponhamos que M é um A-moédulo Noetheriano. Se F' é um A-
submédulo de N, entao F' é um A-submoédulo de M. Assim, qualquer sequéncia crescente
de A-submodulos de N é estacionaria. De forma analoga, se E é um A-submoddulo de %
entao £ é um A-submodulo de M que contém N. Portanto, qualquer sequéncia crescente
de A-submodulos de % é estaciondria. Reciprocamente, suponhamos que N e N Sao

A-médulos Noetherianos. Seja (R, )neny uma sequéncia crescente de A-submdédulos de M.

M R,+ N
Consideramos a aplicacao ¢ : M — N X v dada por p(R,) = (Rn NN, T+>
) : . , , R, + N
Tem-se que ¢ estd bem definida, pois R, N N é um A-submédulo de N e —n ¢

M
um A-submédulo de N Tem-se que R, C R,y1 e mostramos que R,,; C R,, para

algum n. Para isso mostremos que ¢ é injetiva. Suponhamos que R, "N = R,,1 NN
R,+ N R, 1+ N

TN TN

y+u=x4+v. Logo, xr—y=u—v € R, 1NN =R,NN. Comoz—y € R, e

Seja © € R,,q1. Assim, existem u,v € N e y € R, tal que

y € R, segue que z € R,. Portanto, R,.1 = R,. Pelo fato de N e % serem A-moddulos
Noetherianos, segue que existem ni,ne € N tais que dadas sequéncias crescentes (F,)nen
em N e (E,)pen em %, tem-se que E,, = E, 1, para todon > n; e F,, = F,,, para todo
n > ny. Se ng = sup{ni,ns}, entdo R, = R,.1, para todo n > ng. Portanto, M é um

A-médulo Noetheriano. [ |

Corolario 1.1 Se My, Ms, ..., M, sao A-mddulos Noetherianos, entao HMZ € um A-
i=1
modulo Noetheriano.

Demonstracao. = Mostramos por inducao sobre n. Para n = 2, tem-se que M; ~

M, x {0} C M; x M,. Seja a aplicagdo ¢ : My x My — M,y dada por ¢(z,y) =



Ml X M2
y. Tem-se que ¢ é um homomorfismo sobrejetor, e assim, —— =~ M. Como

Ker(y)
M, x M. M, x M.
Mll : {Oi ~ 1]\2 2~ Ms. Como M; e M, sdo

Noetherianos, segue pelo Teorema 1.1, que M; x My é Noetheriano. Agora, suponhamos
n—1 n n—1

Ker(yp) = M, x {0} ~ M, segue que

que H M; é Noetheriano e mostramos que H M; é Noetheriano. Se N = H M;, entao

i=1 =1 i=1

n
N x M, é Noetheriano pela primeira parte. Portanto, H M; é Noetheriano. |
i=1

Corolario 1.2 Se A € um anel Noetheriano e M um A-maodulo finitamente gerado, entdo
M ¢ um A-mddulo Noetheriano.

Demonstracao. Como M é um A-modulo finitamente gerado, segue que M é isomorfo
n

——— (Proposigao 1.1). Pelo Corolario 1.1, segue que A™ é
Ker(p)

ao modulo quociente

n
Noetheriano e pelo Teorema 1.1, segue que Tor(a) é Noetheriano. Portanto, M é

er(p)
Noetheriano. |
Proposicao 1.2 Se A € um anel Noetheriano, entdo todo ideal de A contém um produto

de ideais primos de A. Se A € um dominio de integridade Noetheriano, entdo todo ideal

nao nulo de A contém um produto de ideais primos nao nulos de A.

Demonstragao. Suponhamos que a familia § de ideais de A que nao contém um
produto de ideais primos é nao vazia. Como A é Noetheriano, segue que § tem um
elemento maximal b. Tem-se que b nao é um ideal primo, pois caso contrario b ¢ F.
Assim, existem x,y € A — b tal que zy € b. Consideramos b’ = b+ (z) e b” = b + (y).
Logo, b C b’ e b C b”, e assim b/, b” ¢ F, pois b é maximal. Assim, b’ e b” contém
n
produtos de ideais primos de A. Como b'b” = Zaibi;ai eb',b;eb” }, segue que
b'b” C b. Deste modo, b contém um produto de ideZZils primos de A, o que contraria o

fato de b € §. Portanto, § é uma familia vazia. [ |

Teorema 1.2 Se A ¢ um anel principal, M um A-mddulo livre de posto n e N um A-

submodulo de M, entao

a) N é livre de posto m, onde 0 < m < n;
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b) Se N # {0}, existe uma base {ei,...,e,} de M e elementos nao nulos ay, ..., a,, €

A tal que {ayeq, ... ,amen}t € uma base de N com a;|a; 1, para 1 <i < m — 1.

Demonstracao. a) Se N = {0}, entao o resultado é valido. Assim, podemos supor
N # {0}. Seja L(M,A) o conjunto dos funcionais lineares sobre M. Se f € L(M,A),
entdao f(N) é um A-submédulo de A, ou seja, é um ideal de A. Como A é principal,
segue que f(N) = (ay), com ay € A. Pelo Exemplo 1.2, segue que existe f € L(M, A)
tal que (ay) é maximal sobre (a,), para qualquer g € L(M,A). Como M é livre de
posto n, segue, pela Proposicao 1.1, que M ~ A™. Seja m; : M — A a projecao sobre
a i-ésima coordenada. Logo, m;(x;) = 0;;, para 1 < 7,5 < n. Pelo fato de N # {0},
tem-se que existe pelo menos um 4, 1 <1 < n, tal que m;(N) # {0}, e assim, (as) # (0).
Como f(N) = (ay), segue que existe €' € N tal que f(¢/) = ay. Mostramos que ay|g(e’)
para qualquer g € L(M, A). De fato, se d = mdc(ays, g(e')), entao existem a, b € A tal
que d = aas + bg(e’). Logo, d = af(e’) + bg(e') = (af + bg)(€¢’), que é um funcional
linear sobre M. Assim, (ay) C (d) € f(N). Porém, como (a;) é maximal, segue que
(ar) = (d), o que implica que af|g(e'). Em particular, as|m;(e'). Assim, m;(e') = asb;, com

n

b; € A. Se {x1,...,x,} é uma base de M, entdo podemos escrever e = Z bjx;, e assim,
e = ase. Como f(€') = ay = asf(e), segue que f(e) = 1, pois ay # O.Zzl\i[ostramos que
M = Ker(f)® (e) e N= (NN Ker(f)) ® (), onde € = aye. De fato, se x € M, entao
v = f@)e+ (= f@)e). Assim, f(z— f(z)e) = f(z) — F(2)f(e) = O, pois f(e) = 1.
Logo, x — f(x)e € Ker(f), o que implica que Ker(f) + (¢) = M. Como f(e) # 0,
segue que Ker(f) N (e) = (0). Agora, se y € N, entao f(y) = bas, com b € A. Assim,
y = base+(y—base) = be'+(y— f(y)e). De modo analogo ao anterior, y— f(y)e € Ker(f)
e também y — f(y)e =y — be’ € N, ou seja, y — f(y)e € NN Ker(f) e be’ € (¢/). Agora,
provamos (a) por inducdo sobre m. Se m = 0, entdo N = {0} e a prova é direta. Se
m > 0, entao NN Ker(f) tem posto m—1, e assim, pela hipdtese de inducao NN Ker(f) é
livre. Logo, adicionando €’ a uma base de N N Ker(f) obtemos uma base de N. Portanto,
N é livre de posto m.

b) Provamos (b) por inducao sobre n. Se n = 0 a prova ¢ trivial. Tem-se por (a) que

Ker(f) é livre de posto n — 1, pois M = Ker(f) @ (e). Logo, aplicando a hipdtese de
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inducao sobre Ker(f) e seu submédulo N N Ker(f), tem-se que se N N Ker(f) # (0),
entao existem m < n, uma base {es,...,e,} do Ker(f) e elementos nao nulos as, ..., a,
de A tal que {ages, ..., ane,} é uma base para N N Ker(f), com a;|a;11, para 2 <
t < m — 1. Tomando a mesma notacao dada acima e colocando af = a; e e = ey,
tem-se que {ey,...,e,} é uma base de M e {ajeq,...,ame,} é uma base de N, pois
M = Ker(f)® (e) e N =(NnNKer(f)) @ (¢), com e = aje;. Resta mostrar que a]as.
De fato, se g € L(M, A) tal que g(e;) = g(ea) = 1 e g(e;) = 0, para i > 3, entao a; =
as = glager) = g(¢') € g(N). Assim, {az) = g(N) = (ar). Como a, = g(ases) € g(N),

segue que as € (ap), o que implica que a;|as. |

Corolario 1.3 Se A ¢ um anel principal e M um A-modulo finitamente gerado, entao
A
M € isomorfo ao produto — X — X ... X —, onde a;’s sao ideais de A tal que a; D as D

aq o a,
.2 ay,.

Demonstragao. Seja {zi,...,x,} um conjunto de geradores de M. Pela Proposicao

1.1, segue que M =~ e pelo Teorema 1.2, segue que existe uma base {ey,...,e,}

Ker(p)
de A™ e elementos nao nulos ay, ..., a, € A tal que {asey,. .., a,e,} ¢ uma base de Ker(y)

e que al|az+1, para 1< i <q-1 Notemos que se colocarmos aj =0, para ¢ < 7 <n,

entao ——— ~ Assim, —— ~ ~ M. [ |
K er( H a;€; A K er( H a;

Definicao 1.6 Seja A um dominio de integridade. Um A-mdédulo M é dito livre de torsao

se ax = 0 implicar que a =0 oux =0, coma € A ex € M.

Corolario 1.4 Se A ¢ um anel principal e M € um A-mddulo finitamente gerado e livre

de torsao, entdao M ¢ um A-maodulo livre.

Demonstracao. Pelo Corolario 1.3 tem-se que M ~ — X ... X —, onde 0s @;’s sao
1 ap
ideais de A tal que a; O ... D a,. Eliminando os fatores que sao iguais a zero, podemos

A

supor que a; # A, para 1 <i < n. Se a; # (0), a € ay, 1 € — sado nao nulos, entao
ay

ax = 0, onde © = (z1,...,0), o que contradiz o fato de M ser livre de torsdo. Assim,

a; = (0), e consequentemente, a; = (0), para todo 1 < i < n. Portanto, M ~ A". |
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Lema 1.1 Se A é um anel e {ay,...,a,} éum conjunto de ideais de A tal que a;+a; = A,
L A A
para i # j, entao ——— —.
aids ... 04, pale} a;

Demonstracao. Mostramos o resultado por inducao sobre r. Se r = 2, mostramos

que a; N as = a;a, e o homomorfismo canonico ¢ : A — — X — induz um isomorfismo

aq o
A A A .
0. —— — — x —. De fato, tem-se que a1as C ay e a;as C ay, e assim, a;as C a; N ds.
aag a as

Como a; + ay = A, segue que existem a € a; e b € ay tal que a +b = 1. Assim,
se r € a; Nay, entao x = ax + bxr € ayas, ou seja, a; Nas C ayas. Deste modo,

N A A
aas = a; Nag. Seja (7,z) € — x —. Tomamos x = az + by, com a e b como antes.
aq o

Notemos z = by = (y —ay) = y(mod a1) e v = az = (2 — bz) = z(mod ay). Logo,

o(x) = (y,2z). Portanto, ¢ é sobrejetora. Claramente, Ker(y) = a; Nay = aja9, €
A A

consequentemente, § : —— — — X — é um isomorfismo. Agora seja r > 2. Tomamos
ajas aq Qo

b =ay...a,. Mostramos que a; + b = A. De fato, tem-se que a; + a; = A, para todo

1 > 2 e assim, existem ¢; € a; e az € a; tal que ¢; + a; = 1, e consequentemente,

1= H(C, +a;) = c+b, onde c = HC’ € a;. Logo, a; +b = A. Portanto, o resultado

=2 i=2

segue pela primeira parte. [ |
. _ 7

Como consequéncia do Lema 1.1 tem-se que se mde(n, m) = 1, entao ~ 7 X
nm n

Z

mZ’
Corolario 1.5 Se A ¢ um anel principal e M um A-modulo finitamente gerado, entdo

M € isomorfo a um produto finito de A-maodulos M;, onde M; = A ou M; = com p

A
p A

PTIMO.

Demonstracao. Pelo Corolario 1.3, tem-se que M ~ ——x...X Sea; =pi'...pr,

a A a, A
para cada 1 < ¢ < n, é a fatoracao de a; em primos, entao, pelo Lema 1.1, segue que

A N
a; A

T
A
H ~—, 0 prova o corolario. [
pitA’
S P

Corolario 1.6 (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos) Se G € um grupo

abeliano finito, entao G ~ HG“ onde os G;’s sao grupos ciclicos de ordem p;*, com p;
i=1
primo, s; E N el <i<r.
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Demonstracao. Como todo grupo abeliano é um Z-médulo e Z é um anel principal,

7
segue, pelo Corolario 1.5, que G ~ HG“ onde G; = Z ou G; = A
p,

=1 7

com p; primo.

No caso em que G; =

7
f: 7 — G, dada por f(5) = af, onde a; é um gerador de G;, é um isomorfismo.
n

No caso em que G; = Z, tem-se que G; é ciclico infinito, pois a aplicacao h : Z — G}

ﬁ, tem-se que G; é ciclico de ordem p*, pois a aplica¢do
i

dada por h(m) = al, onde a; é um gerador de G;, é um isomorfismo. Pelo fato de G ser
T

Z
finito, segue que G ~ H G;, onde G; = T
;'

i=1 ¢

, com p; primo. |

Corolario 1.7 Se G é um grupo abeliano finito, entio existe g € G tal que o(g) =

mmc{o(h); h € G}.

Demonstracao. Como todo grupo abeliano é um Z-médulo e Z é um anel principal,
segue, pelo Corolario 1.3, que G ~ oz X...X an%, onde a;la; 1, paratodo 1 <i<n—1.
Como G é finito, segue que a; # 0 para 1 <i <n. Sejag= (0,...,0,1), onde 1 = 1+a,Z.
Tem-se que a,g = (0,...,0,a,+a,Z) = (0,...,0) o que torna a, a ordem de g. Pelo fato

de a;|a; 41, tem-se que a,h = 0, para todo h € G, ou seja, a,, é mitiplo de o(h), para todo

h € G. Portanto, g ¢ o elemento de G cuja ordem é mmc{o(h); h € G}. L}

1.2 Elementos inteiros

Nesta secao, o objetivo é definir elementos inteiros sobre um anel, anel de inteiros
e suas propriedades, sendo que uma delas é de que o anel de inteiros ¢é integralmente

fechado. A principal referéncia desta segao é [7].

Definigao 1.7 Sejam A C B anéis e a € B. Dizemos que « € inteiro sobre A se « € raiz
de um polinomio moénico com coeficientes em A, ou seja, se existem ag, aq,...,0,_1 € A,
nao todos nulos, tal que o™ + a,_10™" ' + ...+ a9 = 0. No caso, em que A = 7 diremos

que o € um inteiro algébrico.

Exemplo 1.3 Se a = v2 + /5 € R, entdo a € raiz de f(x) = x* — 142% + 9 € Z[x].

Portanto, o é um inteiro algébrico.
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Teorema 1.3 Sejam A C B anéis e a € B. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) « € inteiro sobre A.
b) O anel Ala] = {Z a; o', a; € A} ¢ um A-mddulo finitamente gerado.
c) Existe um subanel R de B que é um A-mddulo finitamente gerado contendo A e c.

Demonstragao. (a) = (b) Seja M um A-submédulo de B gerado por {1, a,...,a" '}

Como « é inteiro sobre A, segue que existem ag,aq,...,a,_1 € A, nao todos nulos, tal
n—1

que o™ + a,_a" 4+ ...+ ay = 0. Assim, o = — E a;' o que implica que o™ € M.
i=0

Para provar que M = Ala], devemos provar que o/ € M, para todo j € N, que serd feito

por inducao sobre j. Para j < n, ji vimos que o/ € M. Suponhamos que o/ € M e
n—1

mostramos que o/t € M. Por hipétese de inducao, tem-se que of = E s;a’, s; € A.
. i—0
Assim,

n—1
1 _ iy — n-1 — " nl
ol = s;a" | a = (sp10" 7+ o So)a = S 1Q" + S 00" 4L+ Spa
i=0

1

- 1
=Sy 1(—ap 10" — ... — @ —ag) + Sp20" + ...+ S

= (Sn-2 = Gn-150-1)0" "+ (85 — Gn_28p— 1) >+ ...+ (S0 — a18n-1) — AgSy_1.

Logo, o™t € M, para todo j € N, o que implica que A[a] € M. Como M é gerado por
{1,...,a" 1} segue que M C Ala]. Portanto, M = Ala] o que torna Ala] um A-mdédulo
finitamente gerado.

(b) = (c¢) Basta colocar R = A[a]. Assim R é um subanel de B que é um A-mdédulo
finitamente gerado contendo A e a.

(¢) = (a) Como R é um A-médulo finitamente gerado, segue que existe um conjunto

n
{ri,ra,...,mn} € R tal que R = ZATZ'. Assim, ar; € R, para i = 1,2,...,n, pois
i=1

n
a € R por hipotese. Deste modo, ar; = Zaijrj, com a;; € A, para 1l < i < n, ou

J=1
n n

seja, ar; — Za/ijrj =0, com a;; € A, para 1 <1 < n. Portanto, Z(éia —a;;)r; =0,
j=1 J=1
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1, se 1=
com a;; € A, para 1 < i < n, onde d;; = T Seja d = det(d;;a0 — a;;) =

0, se 1#]
a+...+ag. Pela Regra de Cramer, segue que dr; = 0, parai¢ = 1,2,...,n. Assim dr = 0,

para todo r € R e em particular, dl = d = 0. Portanto, d = o™ +a,_1a" ' +...+ag = 0,

0 que torna « inteiro sobre A. [ |

Proposicao 1.3 Sejam A C B anéis e {by,bs,...,b,} C B. Se b; ¢ inteiro sobre

Alby, by, ... biq], para 1 < i < n, entao Alby,bs,...,b,] é um A-mddulo finitamente

gerado.
Demonstragao. Provamos por inducao sobre n. Para n = 1, o resultado segue
pelo Teorema 1.3. Assumimos que R = A[by, by, ... b, 1] é um A-médulo finitamente

P

gerado. Assim, existe {ry,72,...,7,} C R tal que R = ZATZ». Como b,, é inteiro sobre
i=1

R, pelo Teorema 1.3, segue que R[b,] é um R-mdédulo finitamente gerado. Logo, existe

{s1,52,...,5,} C R[b,] tal que

q

R[bn] = zq:RSj = Z (zp: A’I“Z> S5 = ZATiSj'
j=1 =1 1,j

j=1
Portanto, R[b,] = A[b1,bs,...,b,] ¢ um A-médulo finitamente gerado por {r;s;}, onde
l<i<pel<j<g. u

Definigao 1.8 Sejam A C B anéis. O conjunto Op = {b € B;b € inteiro sobre A} ¢
chamado de fecho inteiro de B sobre A, ou simplesmente de anel de inteiros de B sobre
A. Se A € um dominio de integridade e K seu corpo de fracoes, o fecho inteiro de K sobre
A € chamado de fecho inteiro de A. Dizemos que B € inteiro sobre A se para todo b € B,

b é inteiro sobre A.

Notemos que Op é um subanel de B que contém A, pois qualquer a € A é raiz de
f(z) =2 —a € Alz]. Além disso, se z, y € Op, entdao x +y, x —y e xy € Alx,y]. Assim,
pela Proposi¢ao 1.3, Alx,y] é um A-mdédulo finitamente gerado. Logo, pelo item (c¢) do

Teorema 1.3, tem-se que x +y, * —y e xy € Op.

Proposigao 1.4 Sejam A C B C C anéis. Assim, C € inteiro sobre A se, e somente se,

C ¢ inteiro sobre B e B € inteiro sobre A.
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Demonstracao. Suponhamos que C' é inteiro sobre A. Assim, se a € (', entao existem
ap,ai,...,an_1 € A, nao todos nulos, tal que o +a,_ 10" '+ ...+ a9 =0. Como A C B
segue que a; € B, para i = 1,2,...,n, o que torna « inteiro sobre B. Portanto, C' é
inteiro sobre B. Seja a € B. Como B C C, segue que a € C'. Por hipétese, tem-se que

a € (' é inteiro sobre A, e portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, se a € C', entao

existem b, by, ...,b,_1 € B tal que o +b,_ja" 1 +...+by = 0. Assim, a ¢ inteiro sobre
Albg, by, ..., b,_1], e como B é inteiro sobre A, segue que cada b;, parai =0,1,...,n—1,¢é
inteiro sobre A. Logo, pela Proposigao 1.3, segue que Albg, by, ..., b,_1,a] é um A-médulo

finitamente gerado. Assim, pelo Teorema 1.3, segue que « é inteiro sobre A. Portanto, C'

é inteiro sobre A. [ ]

Proposicao 1.5 Sejam B um dominio de integridade, A um subanel de B e B inteiro

sobre A. Para que B seja um corpo € necessario e suficiente que A seja um corpo.

Demonstracao. Se B é um corpo e a € A é nao nulo, entdao a=! € B. Como B ¢é inteiro

sobre A, segue que existem cg,...,c,_1 € A tal que

(@) + (a4 =0. (1.1)

1 1 1

Multiplicando a Equagao (1.1) por a™!, obtemos ™' = —¢, 1 — ¢p2a — ... — coa™ .
Logo, a™! € A. Portanto, A é um corpo. Reciprocamente, se A é um corpo e b € B é
nao nulo, entdo, pelo Teorema 1.3, segue que A[b] é um A-espago vetorial de dimensao
finita. Consideramos a aplicagao f : A[b] — A[b] dada por f(y) = by, a qual é uma
transformagao A-linear. Como A[b] é um dominio de integridade e b # 0, segue que
Ker(f) = {0}. Além disso, f é sobrejetiva, pois é uma transformagao A-linear injetiva
entre espagos vetoriais de mesma dimensao. Logo, existe b’ € A[b] tal que bb' = 1, ou seja,

b é inversivel em A[b]. Portanto, B é um corpo. |

Definicao 1.9 Seja A é um dominio de integridade. Dizemos que A € integralmente

fechado se o fecho inteiro de A € o préprio A.

Exemplo 1.4 Todo anel principal A € integralmente fechado, pois A € um dominio de

integridade e se a € Q(A) (corpo de fragoes de A) é inteiro sobre A, entio existem
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ag, A1, ...,0,_1 € A, nao todos nulos, tal que
Q"+ ap 10"+ 4 ag = 0. (1.2)

Como a € Q(A), seque que podemos escrever o = %, com a,b € A;b#0 emde(a,b) = 1.

Substituindo o = % na Equagao (1.2), tem-se que

a’ an—l a
b—n—i-an,lF—F...‘i‘alg—FaO:O. (13)

Multiplicando a Equagao (1.3) por b" tem-se que a"+a,_1ba™ ' +. . .+a,b" ta+b"ay = a"+
ban_1a" .. 4a1b"2a+b""tag) = 0 o que implica que a™ = —b(an_1a" +.. . +b""Lay).
Assim, b divide a™, e como mdc(a,b) = 1, seque que bla™. Repetindo este processo, seque
que bla, ou seja, a = bk, para algum k € Z. Logo, a = bk e existem x,y € A tal que
ar + by = 1. Assim, bkx + by = 1 o que implica que b(kx + y) = 1. Portanto, b ¢
um elemento inversivel de A, e deste modo o = - ab™' € A o que torna A um anel

b
integralmente fechado.

Exemplo 1.5 Se A C B sdo anéis, entao Op (o fecho inteiro de B sobre A) é
integralmente fechado. Seja x € M = Q(Op) tal que z € inteiro sobre Op. Como Op €
inteiro sobre A, seque pela Proposicao 1.4, que x € inteiro sobre A. Assim, o conjunto
dos elementos de Ml que sdo inteiros sobre Op estda contido em Opg. Portanto, Op €

integralmente fechado.

1.3 Extensoes de corpos e teoria de Galois

Nesta secao, apresentamos alguns resultados de extensoes de corpos e extensoes de
Galois. O principal resultado é o Teorema de Irracionalidade Natural, além é claro de
resultados classicos da Teoria de Galois como o Teorema da Correspondéncia de Galois.

Utilizamos as referéncias [8], [11], [12], [13], [14] e [15].

Definicao 1.10 Dizemos que um corpo I é uma extensao de um corpo K se K C L.
Podemos considerar . como um K-espago vetorial e assim chamamos dimgll = [L : K]

de grau da extensao L sobre K. Denotamos a extensao L de K por L|K.
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Exemplo 1.6 Como R C C, seque que C é uma extensio de R e dimgC = [C : R] = 2,
pois {1,i} € uma base de C sobre R.

Definigcao 1.11 Sejam A um anel e K um corpo contido em A. Dizemos que v € A é

algébrico sobre K se existem ag,aq,...,a, € K, nao todos nulos, tal que
" + ...+ ax+ap = 0. (1.4)

Se x nao ¢ algébrico sobre K chamamos z de transcendente sobre K.
Como K é um corpo, segue que assumindo que a,, # 0, podemos multiplicar a Equacao
(1.4) por a;' € K. Assim, x é inteiro sobre K. Portanto, sobre um corpo x é inteiro se, e

somente se, x é algébrico.

Definigao 1.12 Sejam A um anel, K um corpo contido em A e a € A algébrico sobre
K. O polinémio p(x) € K[x] monico de menor grau tal que o € raiz é chamado polinémio

minimal de o sobre K e denotado por minga.

Proposicao 1.6 Sejam L|K uma extensdo de corpos, o € 1L algébrico sobre K e K(a) o

menor corpo que contém K e a.
a) O polinémio minga é irredutivel sobre K;
b) Se f(z) € K[z], entdao f(a) =0 se, e somente se, minga divide f(x);

c) Se n = gr(minga), entao {1,a,...,a" '} € uma base de K(a) sobre K. Assim
K(a) : K] = gr(minka) e K(a) = K|a].

Demonstracao. ( [8], pag. 15) |

Observacao 1.1 Pelo Teorema 1.3 tem-se que a € algébrico sobre K se, e somente se,

K[a] € um K-espago vetorial de dimensao finita.

No caso de K C L ser uma extensao de corpos e todo a € IL ser algébrico sobre K,
dizemos que K C IL é uma extensao algébrica. Pelo Teorema 1.3, se [L : K] é finita, entao

K C L é uma extensao algébrica.
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Proposicao 1.7 Sejam K C L. C M extensoes de corpos. Se K C L e L C M sao
extensoes algébricas, entdo K C M € algébrica e [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4, tem-se que K C M ¢ algébrica. Consideramos
{x;}ier uma base de L sobre K e {y;};e; uma base de M sobre L. De modo analogo
a demonstragao da Proposicao 1.3, tem-se que {z;y,}@ jerxs gera M sobre K. Agora,

se Z a;;xy; = 0, com a;; € K, entao Z Zaijxi y; = 0. Como {y;}jes é

(4,5)eIxJ jeJ \iel

linearmente independente, segue que Zaijxi = 0, para todo j € J. Como {w;}ies

iel
¢ linearmente independente, segue que a;; = 0, para todo ¢ € I e j € J. Portanto,
{@iy;}ij)erzs € uma base de M sobre K e [M : K] = [M : L][L : K]. |

Proposicao 1.8 Se K é um corpo e p(x) € Klx] é um polinémio nao constante, entdio
existe uma extensao finita I de K tal que p(x) fatora em Llzx] em produto de polinémios

de grau 1.

Demonstragao. Provamos por indugao sobre n = gr(p(z)). Se n = 1, entao o
resultado ¢ vélido. Suponhamos que o resultado é valido para n — 1 e provamos para
n. Considere p(z) = f(z)g(z), com f(z) € K[z] irredutivel. Seja o uma raiz de p(x)
e f(z) é o polinomio minimal de « sobre K. Consideramos o homomorfismo sobrejetor
¥ : K[z] — K]a] dado por ¥(g(x)) = ¢(a). Pela Proposigao 1.6, segue que o nucleo de
W é (f(r)), e assim ﬁ ~ Kla]. Como z — a € K(a)[z] é o polindmio minimal de «
em K(«), segue que x — « divide f(z) em K(«)[z]. Logo, existe gi(x) € K(a)[x] tal que
p(z) = (. — a)gi(x). Como gr(gi(z)) = n—1, segue, pela hipdtese de indugao, que existe
uma extensao L de K(«) tal que g1(x) fatora em L[z| em produto de polinémios de grau

1. Logo, em L[z|, tem-se que p(x) fatora em um produto de polinémios de grau 1. W

Defini¢ao 1.13 O menor corpo que contém K e as raizes de p(x) € chamado de corpo de
raizes de p(x). Denotamos K(R,) o corpo de raizes de p(x). A Proposi¢ao 1.8 garante a

ezisténcia de K(R,).

Definicao 1.14 Sejam M e 1L corpos contendo K. Dizemos que M e L sao conjugados

sobre K (ou K-isomorfos) se existe um isomorfismo ¢ : M — L tal que ¢|x = id. Se
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a €M, g €L e existe um isomorfismo ¢ : Ml — L tal que p|x = id e p(a) = 3, dizemos
que a e B sao conjugados sobre K. Neste caso, a e  tém o mesmo polinomio minimal

sobre K.

Exemplo 1.7 Se f(x) € K[z] é um polinomio irredutivel de grau n e se x1,2a,..., T,
sao suas raizes em K(Ry), entdo as raizes x}s sdo duas a duas conjugadas, e 0s corpos

K(x;)'s sao dois a dois conjugados.

Proposicao 1.9 Se K ¢ um corpo de caracteristica zero, f(x) € Klz] um polinomio

monico e irredutivel sobre K e f(x) = H(J: — x;) sua decomposicio em produtos de
fatores lineares em K(Ry), entdo as n mz/,zz:e; de f(z) sao distintas.

Demonstracao. Suponhamos que as n raizes de f(x) nao sejam distintas. Assim
f(z) e f'(z) (derivada de f(x)) tém pelo menos uma raiz o em comum. Como f(x)
¢ um polinémio monico e irredutivel podemos supor que f(z) é o polindmio minimal
de a. Assim , se f'(a) = 0 entao f(z) divide f'(x). Como gr(f'(z)) = n — 1 segue
que f'(z) = 0, ou seja, dado f(z) = 2" + ap_12" ' + ... + ag, com a; € K, tem-se
f(x) = na™ '+ (n—1)a, 12" 2+ ... +a; = 0 o que implica que nl = 0, para todo

n € Ne ja; =0, para todo j = 1,2,...,n — 1, o que é impossivel, pois car(K) =0. N

Teorema 1.4 Se K é um corpo de caracteritica zero, I uma extensao de grau n de K
e F um corpo algebricamente fechado contendo K, entao existem n K-monomorfismos

distintos de I em IF.

Demonstracao. Se LL é uma extensao simples de K, ou seja, L = K(a) e f(z) € K[z] o
polinémio minimal de « sobre K, entao pela Proposi¢ao 1.9, segue que f(x) tem n raizes
distintas aq, o, . . ., o, que pertencem a F. Logo existem n K-monomorfimos o; : L — F
tal que o;(«) = «, para i = 1,2,...,n. Agora, se L ndo é uma extensao simples de K,
mostremos o resultado por indugao sobre n. Consideremos para cada o € L, os corpos
K C K(a) € L. Seja ¢ = [K(a) : K] e assumimos ¢ > 1. Pela primeira parte existem
01,09, ...,0, K-monomorfismos distintos de K(a) em F. Como « e 0;(cv) tém o mesmo

polinémio minimal, segue que os corpos K(a) e K(o;(a)) s@o isomorfos. Consideramos L;
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uma extensao de K(o;(«)) que é isomorfo a L, onde # é tal isomorfismo. Assim, K(o;(«))
é de caracteristica zero e [L; : K(o;(a))] = [L : K(a)] = Z < n. Logo, por hipétese
de indugao, existem L K(oi(a))-monomorfismos 7;; de L; em F, para 1 < j < %, todos
distintos. Portanto, aqcomposi(;éo 7;;01; 1 L — F ¢ um K-monomorfismo e como existem
q L aplicacoes 7;; o 1;, segue que existem n K-monomorfismos de L em F. Além
disso, sao todos distintos, pois para i # ', tem-se que 7;; 0 ¢y # T;; 01; e para i =i’ e

J #J', tem-se que 7;; # Tij. u

Corolario 1.8 (Teorema do elemento primitivo) Se K é um corpo de caracteristica zero
e L € uma extensao de grau n sobre K, entdo existe a € L tal que L = K(«), onde o €

chamado de elemento primitivo.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4 existem n K-monomorfismos distintos o; : L. —
F, onde F é um corpo algebricamente fechado. Consideramos o conjunto V;; = {8 €
L;0:(8) = 0;(B), © # j}. Tem-se que V;; é um K-subespago vetorial de L e V;; ¢ L,
pois em L tem-se que o;(7y) # o;(7), para algum v € L. Como K ¢ infinito, segue que
U Vi; & L. Consideramos o € L — U Vij. Assim, os o;(a)’s sao dois a dois distintos, e

2 i,
deste modo, o polinomio minimal de a sobre K tem no minimo n raizes distintas em F.

Logo, [K(«) : K] > n com K(a) C L e [L : K] = n. Portanto L = K(«). |

Defini¢ao 1.15 Seja L|K uma extensdo finita de corpos. O grupo de Galois de 1L sobre K
¢ o conjunto de todos os K-automorfismos de IL, ou seja, € o conjunto {o € Aut(L); olx =

id}. Denotamos este grupo por Gal(L|K).

Definicao 1.16 Uma extensdao finita 1. de K ¢ dita uma extensao Galoisiana, ou
simplesmente de Galois, se [L : K] = |Gal(L|K)|. Uma extensao de Galois é dita abeliana

(ou ciclica) se o grupo de Galois é abeliano (ou ciclico).

Para os casos em que a extensao é abeliana ou ciclica, ou seja, o grupo de Galois é
abeliano ou ciclico, faremos alguns resultados sobre grupos abelianos e ciclicos os quais

sao uteis para a demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber.
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Lema 1.2 Se G € um grupo ciclico de ordem n, entao existe um unico subgrupo H de G

de ordem d para cada d que divide n.

Demonstracao. Se G é ciclico, entao G = (a), para algum a € G. Consideramos

H = {(ai). Tem-se que H é um subgrupo de G de ordem d, pois se b € H, entdo

kd _ nk

b= (a1)*, o que implica que b? = (a) a"™ = e =1, onde e é o elemento neutro de
G. Suponhamos que exista um outro subgrupo S de G de ordem d. Como G é ciclico,
segue que S é ciclico, ou seja, S = (c), para algum ¢ € G. Como ¢ € G, segue que ¢ = a™,
para algum m € N. Tem-se que ¢ = a™ = 1. Logo, md = nk, para algum k € N.
Assim, ¢ = a™ = (ad)*. Logo, S = (c) é um subgrupo de H = (ad), ambos com ordem

d. Portanto, H = S. ]

Lema 1.3 Se n € inteiro positivo, entdao n = Z o(d), com 1 < d <n.
dn

Demonstragao. Se H ¢é um subgrupo ciclico de um grupo G e gen(H) é o conjunto

de todos os geradores de H, entao G = U gen(H), onde H percorre todos os subgrupos
ciclicos de G. Se G é ciclico de ordem n, entao para cada d|n existe um tnico subgrupoHy

de G que é ciclico. Portanto, n = |G| = den(Hd) = Z o(d), pois se Hy = (h), entao
din d|
h* ¢é gerador de H, se, e somente se, mdc(k,d) = 1. |

Lema 1.4 Um grupo G de ordem n € ciclico se, e somente se, para cada d divisor de n,

existe no maximo um subgrupo ciclico de G' com ordem d.

Demonstracao. Se G é ciclico, entao o resultado segue pelo Lema 1.2. Reciprocamente,

tem-se pelo Lema 1.3 que G = U gen(H), onde H percorre todos os subgrupos ciclicos de
G. Assim, n = |G| = Z lgen(H)| < Z o(d) = n (Lema 1.3). Logo, G tem um subgrupo
d|

ciclico de ordem d para cada d|n. Em particular, d = n. Portanto, G ¢ ciclico. |
Lema 1.5 Seja G um grupo abeliano de ordem p™, com p primo e m € N.

a) Se H é um subgrupo de G de ordem p", com r < r’" < m, entao eriste um subgrupo

H' de G de ordem p" tal que H < H'.
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1

b) Se existe um unico subgrupo H de G de indice p, ou seja, de ordem p™~', entdo G

é ciclico.

Demonstragao. a) Mostramos o Lema para ' = r+1, e para o caso geral basta repetir

o processo. Como |H| = p" < p™, segue que existe z € G tal que x ¢ H, ou seja, existe

T m—r

i% , com r < m, tem-se que

=p" " e plp

um T € T nao nulo. Pelo fato de que

existe T € T tal que o(z) = p, ou seja, P € H. Consideramos H' o subgrupo de G
gerado por H e x, isto é, H = HUHx U ... U HaP~!. Tem-se que H’ é um subgrupo de
G de ordem p™t'. Portanto, H' é um subgrupo de G de ordem p" tal que H < H'.

b) Como |H| = p™!, segue que existe z € G tal que x ¢ H. Suponhamos que
(r) < G. Como z ¢ H, segue que o(x) < p™~', pois caso contréario (z) = H. Assim, pelo
item (a), como o(z) < p™ ! < p™, segue que existe um subgrupo H' de G de ordem p™~!

que contém (z). Logo, H = H, o que contraria o fato de = ¢ H. Portanto, G = (z). B

Definicao 1.17 Sejam L|K uma extensao de corpos e G um subgrupo do grupo Aut(L).
O corpo
L¢ = {a € L;o(a) = o, para todo o € G}

¢ chamado corpo fixo de G.

Defini¢ao 1.18 Uma extensao L|K € dita normal se todo polinémio irredutivel sobre K

que tem uma raiz em L fatora em L.

Definigao 1.19 Uma extensao L|K € dita separdvel sobre K se para todo elemento a € L,

o polinomio minimal de o sobre K nao tém raiz multipla no seu corpo de raizes.

Teorema 1.5 Seja L|K uma extensao finita de grau n com Gal(LIK) = G. Sao

equivalentes:
i) |G| =mn;
ii) LIK é normal e separdvel;

ii1) IL € o corpo de raizes de um conjunto de polinémios separdveis sobre K.
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Demonstracao. ([8], pag 42, Teorema 4.9) |
Exemplo 1.8 Toda extensao de grau 2 € uma extensao de Galois.

Proposicao 1.10 Se L|K ¢ uma extensao de Galois e K C M C L, entdo a extensdo
LIM € Galois. Além disso, M|K € Galois se, e somente se, Gal(L|M) é um subgrupo

Gal(L|K
normal de Gal(L|K). Neste caso, % ~ Gal(M|K).
Demonstracao. ([8], pdg 51, Teorema 5.1) |

Teorema 1.6 (Correspondéncia de Galois) Sejam L|K uma extensio de Galois e G =

Gal(L|K). Considerando os sequintes diagramas,

L — {id} L <« {e}
| |

M — Gal(L|M) LY «— {H}
| |

K — Ga(L|K)=G LY «— G

tem-se que existe uma correspondéncia entre os corpos intermedidrios entre K e I e os

subgrupos de G, ou seja,

i) M =LY < Gal(LIM) = H

i) [LH K] = (G : H) (indice de G sobre H).
Demonstracao. ([8], pag 51, Teorema 5.1) [ |
Teorema 1.7 Se L|K é uma extensao finita, entao existe um corpo M tal que:

i) KCLCM;

it) K C M € normal e finita;

iii) Ml é o menor corpo com as propriedades (i) e (ii)
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Demonstracao. Como L|K ¢ finita, segue que existe uma base {a1,as,...,a,} de
L sobre K. Consideramos p;(z) = mingo; € Klz|, para i = 1,2,...,n. Sejam f(x) =
sz(x) e M o corpo de raizes de f(z) sobre L e consequentemente sobre K. Assim, a
i=1

extensio MK é normal, finita e K C L. C M. Agora, suponhamos que existe um corpo
F tal que K C L CF C M, com F|K normal e finita. Como «a; € F segue que p;(x) tem
uma raiz em F. Portanto, p;(x) se fatora em F. Mas como M é o corpo de raizes de f(x),

segue que F = M. |
Defini¢ao 1.20 O corpo M do Teorema 1.7 é chamado de fecho normal da extensao L|K.

Teorema 1.8 Se L|K é uma extensdo finita, entdo sio equivalentes:
i) LIK € normal;

ii) Para toda extensio M|K, onde K C L C M, tem-se que todo K-monomorfismo de

L em M € um K-automorfismo de L;

iii) Eziste uma extensao normal M|K, onde K C I C M, tal que todo K-monomorfismo

de I em M é um K-automorfismo de L.

Demonstracao. (i) = (i7) Sejam K C IL. C M extensoes de corpos e ¢ : L — M um
K-monomorfismo. Como LL|K é normal, segue que L é o fecho normal de L sobre K. Seja
a €L e p(x) =minga. Como p(a) e o tém o mesmo polindomio minimal sobre K, segue
que p(a) € L. Assim, L|K é finita e ¢(L) C L, pois se {ay,...,a,} é uma base de L
sobre K e p;(x) = minga;, entdo p;(x) fatora em L, isto é, p(«;) € L, parai =1,2,...,n.
Como ¢ : L. — M é injetiva, segue que L. ~ (L) C L. Assim, ¢ : L — L é uma
bijecao. Portanto, ¢ : L — L é um K-automorfismo.

(11) = (i4i) Como ¢ : L — M é um K-automorfismo de L, para qualquel M tal que
K C L C M, segue que quando M for uma extensao normal tem-se que ¢ : L. —» M ¢é
um K-automorfismo de L.

(17i) = (i) Sejam {aq,...,a,} uma base de L sobre K e p;(z) = minga;. Por
hipétese p;(x) se fatora em M, para ¢ = 1,2,...,n. Como «; e p(q;) sdo conjugados,

segue que existe ¢ : M — M um K-automorfismo. Por hipétese, ¢, : L — L é
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um K-automorfismo, e portanto, p(a;) € L, para i = 1,2,...,n. Portanto, K C L é

normal. [ |

Definicao 1.21 Sejam L, e Ly extensoes de um corpo K. O menor corpo que contém Ly

e Ly é chamado de corpo composto de 1Ly e Ly, e denotado por ILi1Ls.

Teorema 1.9 (Irracionalidade Natural) Se K|M é uma extensio de Galois e LM é uma

extensao arbitrdria, entao KL|L é Galois e Gal(KL|L) ~ Gal(K|KNL).
KL
K \ / L

KNL
M
Demonstragao. Consideramos a aplicagao

¢ : Gal(KL|L) — Gal(K|M)

o — 0lk

e mostramos que ¢ estd bem definida. Se 0 € Gal(KL|L) entao olx : K — KL é um
M-monomorfismo. Como K|M é normal, segue pelo Teorema 1.8, que ok : K — K é um
M-automorfismo. Portanto o|g € Gal(K|M). Se o € Ker(y), entdo o|x = idg. Agora, se
o € Gal(KL|L), entao oy, = idy. Assim, o fato de o € Ker(yp) significa que o corpo fixo
de o contém K e L. Assim, 0|k, = ¢d. Portanto, ¢ é um homomorfismo de grupos injetivo.
Assim, Gal(KL|L) ~ Im(y). Mostramos que Im(y) = Gal(K|KNL), ou seja, que o corpo
fixo da Im(p) é igual KNL. Se x € KNL, entao o|x(x) = x, para todo o € Gal(KL|L).
Assim, x pertence ao corpo fixo da Im(p). Agora, se x pertencente ao corpo fixo da
Im(p), entdo = € K e o|g(z) = x, para todo ¢ € Gal(KL|L). Logo, o(z) = x, para
todo o € Gal(KL|L). Portanto, x € L. Assim, Gal(KL|L) ~ I'm(p) = Gal(K|[KNL), e
portanto, [KL : L] = [K: KNLJ. |
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Teorema 1.10 Se K|M e L|M sdo extensoes de Galois, entao KIL|M € uma extensdao de

Galois.

Demonstragao. Por hipdtese K e L sao extensoes de Galois de M. Assim, pelo
Teorema 1.5, segue que K e L sao corpos de raizes de polinomios separaveis sobre M.
Sejam f(x), g(x) € M[z] separdveis. Seja p(z) = f(z)g(x) € M[z]. Como p(x) tem as
mesmas raizes de f(x) e g(z), segue que o corpo de raizes de p(z) é KL. Portanto, KIL|M

é uma extensao de Galois. [ |

Teorema 1.11 Sejam K|M e LIM estensoes de Galois. Se G = Gal(K|M) e H =
Gal(L|M), entdo a aplicagao

¢ : Gal(KLM) — G x H

p— (plx, plL)

é um homomorfismo injetor. Em particular, se KNIL = M, entao ¢ € um isomorfismo.

Demonstracao. Se p € Gal(KL|M) entao p : KL — KL é um automorfismo e
plu = id. Como K e L sao extensoes normais de M segue que plg : K — KL e
pl. : L — KL sao M-monomorfismos. Pelo Teorema 1.8, segue que p|k e p|p, sao M-
automorfismos de K e L, respectivamente. Portanto, ¢ estd bem definida. Agora, se
p € Ker(p), entao p|lg = idg e p|L = idy. Assim, p € Ker(p) se, e somente se, p
é a aplicacao identidade. Portanto, ¢ é injetiva. Se KN L = M, mostremos que ¢ é
sobrejetiva. Se o1 € G, pelo Teorema 1.9, segue que existe o € Gal(KL|L) tal que ¢(o) =
(o|k,o|L) = (01,idL). Se 7o € H, pelo Teorema 1.9, segue que existe 7 € Gal(KL|K) tal
que ¢(7) = (7|g, 7|L) = (idk, 72). Assim, Im(p) = G x H. Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo,

se KNL =M. ]

Exemplo 1.9 Sejam Q(v/2) e Q(i) extensdes dos niimeros racionais Q. Como [Q(v/2) :
Q] = Q@) : Q] = 2 seque, pelo Exemplo 1.8, que estas extensoes sao de Galois.

Assim, pelo Teorema 1.11, seque que Q(\/iz) ¢ uma extensao de Galois de Q e se
G = Gal(Q(v/2,1)|Q), entio G ~ Zy x Z,.
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1.4 Norma, traco e discriminante

Os conceitos de norma, traco, polindmio caracteristico e discriminante sao originédrios
de conceitos de dlgebra linear. Nesta segao, apresentamos definicoes e resultados
envolvendo tais conteidos, onde os dois ultimos teoremas garantem propriedades
importantes sobre o anel de inteiros. A principal referéncia desta sec¢ao é [7].

Sejam A C B anéis e B um A-modulo livre de posto n. Consideramos para cada

x € B o endomorfismo

o, :B— B

Pela élgebra linear sabemos que o, tem uma representagao matricial [a;;], ou seja, se
{e1,€9,...,€e,} é uma base de B sobre A, entao

(
o.(€1) = ayre; + appes + ...+ ae,

O'x(eg) = 9161 + Q9269 + ...+ agpe,

oz(€n) = apie1 + apoes + ... + appén.

Assim,
0'35(61) €1
0'1(62) ()]
=]
I oz(en) | | en |

Definicao 1.22 Sejam A C B anéis, B um A-mddulo livre de posto n e v € B. O

trago de v € B € definido por Trpja(x) = Trpjalo.) = Zaii’ a norma de x € B por
i=1

Npja(z) = det([a;;]) e o polinomio caracteristico de v € B por ppja(z) = det(xld — o,).
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Assim dados x,y € B tem-se

Trpa(e+y) =Trgalx)+ Trealy),
Npja(zy) = Npja(r)Npa(y),

ppja(r) = det(xld — 0,) = 2" + TTB|A(0'$)JZn_1 T

+ (—1)"det o,.

Propriedades 1.1 Sejam Q C K C I corpos, onde K C I € uma extensdao finita. Se

r,y € L e a € K valem as sequintes propriedades:

a) Tryk(axr) = al'ryk(x)

b) Tryk(a) = [L: Kla

¢) Nyx(a) = al=¥l

d) Nyx(az) = aMI Ny ()
e se KCM C L tem-se que

e) Nug(z) = Ny (N ()

f) T?’MK(I) = TTM“K(T?”MM(.T)).

Proposicao 1.11 Se K é um corpo de caracteristica zero, . uma extensao de grau n de

K, o € L e ai,ay,... o raizes do polinomio minimal de o sobre K, entio Tryx(a) =

)+ g+ ..+, NMK(a) = a1Qy...q, € 0 polinomio caracteristico de a sobre K ¢é

pr(@) = (z—a))...(z—a,).

Demonstragao. Se a é um elemento primitivo de IL sobre K, entdo L = K(«). Assim,

K]

~ ) onde f(z) é o polindomio minimal de « sobre K. Logo, {1,a,...,a" '} é
T

base de L sobre K. Seja o, : L. — L dada por o0,(z) = ax. Consideramos M a matriz

~ -1
de o, em relagao a base {1,«,...,a"'}. Logo,

0
1
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Como prk (o) = det(ald — M), segue que

a 0 0 —Aayg

« 0 —a

pug(z) =det | 0 1 --- 0 —a
0o o0 - 1 —Ap—1

Por defini¢do tem-se que, pyx(z) = 2" + (IrM)a"* + ... + (=1)"detM. Como « é
primitivo, segue que pLk () = (r—0oq) ... (r—0ay) = 2" — (Z ozl-) O T (H ozi> :
i=1 i=1

Logo, Tryk(a) = Zai e Nyk(a) = Hai epur(z) = f(@) = (x —aq) ... (z — ap).
Agora, se a nao éz;;n elemento primitlizvlo, consideremos r = [L : K(«a)]. Mostramos
que se M é a matriz do endomorfismo 7, : L — L definida por ,(8) = af, entdo
M é uma matriz formada por blocos na diagonal, onde cada um desses blocos é igual a
M. Sejam {y;}1<i<, uma base de K(a) sobre K e {z;}1<j<, uma base de L sobre K(a).
Logo, {¥izj}(ijicrxs, onde I = {1,2,...,q} e J = {1,2,...,r}, é uma base de LL sobre

q
K. Seja M = [a;;] a matriz de multiplicagao por a em K(a). Assim, ay; = Zaihyh e
h=1

q q
QYizj = (Z az‘hyh) Zj = Z ain(ynz;j). Logo,

h=1 h=1
M 0 0
— 0 M 0
M =
0 O M
Como n = gqr, segue que a matriz M aparece r-vezes na diagonal de M. Logo,

det(xId, — M) = (det(xId, — M))". Portanto, o polinéomio caracteristico de o é uma

r-ésima poteéncia do polinomio minimal de a. [ |

Observagao 1.2 Pelas Propriedades 1.1, se r = [L : K(«)| entdo

1) TT]LUK(OZ) = TTK(Q)‘K<O{),
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2) Nug(@) = (Ng@(@))',

3) pL(z) = (Pr(ax(2))"-

Exemplo 1.10 Seja L = Q(v/2) extensio de Q. Como {1,+/2} é uma base de L sobre

Q, seque que
01
[ai;] =
20
Assim, Tryo(v2) = 0,Nyg(v2) = =2 e pyo(v2) = 22 — 2. Agora, se L =

QW-1,v2), K = Q(v2) e a = 3+ V2, entio Tryg(a) = [L : K|Trgg(a) =
12, Npg(a) = (Ngg())® = 7 =49 e prg(z) = (pxe(#))* = (2% — 62 +7)%

Proposicao 1.12 Sejam A um dominio de integridade, K seu corpo de fragoes, I uma
extensao finita de K e a € Op. Se K € de caracteristica zero, entao os coeficientes do
polinomio caracteristico p(x), em particular, o Tryx(a) e Ny (), sdo inteiros sobre
A. No caso de A ser integralmente fechado, tem-se que Try k(o) e Ny («) sio elementos

de A.

Demonstragao.  Pela Proposi¢ao 1.11, tem-se que px(z) = (2 — o) ... (2 — o).
Assim, os coeficientes de prjx(z) sao somas e produtos dos «;js. Logo, basta mostrar que
a; € Op, parai =1,2,....,n. Como « e «; tem o mesmo polindomio minimal segue que

existe um K-isomorfismo
o K(a) — K(o)
o Oy

parat = 1,2,...,n. Se a € O, entao existem ag, a,...,a,_1 € A, nao todos nulos, tal
que a"+a,_1a" 4. . .+ag = 0. Aplicando o; tem-se que o;(a"™)+a,_10;(a" 1) +. . . +ag =
0, ou seja, (o;(a))™ + ap_1(o(a))" + ...+ ay = 0. Portanto o;(a) = a; € O, para
1=1,2,...,n. |

Definicao 1.23 Sejam A C B anéis e B um A-mddulo livre de posto n. Para

{z1,29,...,2,} C B chamamos de discriminante do conjunto {x1,...,x,} o elemento

de A dado por
D(w1, 29, ..., 2,) = det(Trpja(ziz;)).
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Definigao 1.24 Sejam A C B anéis, B um A-mddulo livre de posto n e {xy,za,...,x,}
base de B sobre A. Chamamos de discriminante de B sobre A o ideal de A gerado por

D(xy,,...,2,) e denotamos por Dpa.

Lema 1.6 (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo e K um corpo. Se 01,071, ...,0, 840 0s
homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo os ol.s sao linearmente

independentes sobre K.

Demonstragao. Suponhamos que os o;'s sejam linearmente dependentes, ou seja, que
n
existam aq, o, ...,q, € K, nao todos nulos, tal que g a;0; = 0. Suponhamos que o

i=1
numero ¢ dos o;'s nao nulos seja o menor possivel. Assim,

a1o1(g) + ...+ a,0.(g9) =0, para todo g € G, (1.5)

onde ¢ > 2, pois ;s s@o nao nulos. Como, 0; # o, para todo 7 # j, segue que existe

h € G tal que o;(h) # o;(h), para todo i # j. Assim,
aro1(g)or(h) + ...+ a,o.(g9)o,(h) =0, para todo g € G. (1.6)
Multiplicando a Equagao (1.5) por oy(h) e subtraindo da Equagao (1.6), tem-se que
as(oy(h) — o2(h))oa(g) + ... + ay(o1(h) — o4(h))og(g) = 0.

p

Logo, existe p = ¢ — 1 tal que Zﬁjaj = 0, onde B; = aj41(o1(h) — 0j41(h)). Pela
j=1

minimalidade de ¢, segue que §; = 0. Como a;;; # 0, para todo j, segue que oy(h) =

oi+1(h), para todo j, o que contraria o fato de o1(h) # o2(h). Portanto, os ols sdo

linearmente independentes. [ ]

Proposicao 1.13 SeK ¢ um corpo de caracteristica zero, I uma extensao de grau n sobre
K eoy,...,0, K-monomorfismos distintos de I em um corpo algebricamente fechado F

contendo K, entao

D(zy, 29, ..., 2,) = det(o;(x;))* # 0,

onde {1, xq,...,x,} € uma base de L sobre K.
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Demonstracao. Tem-se que

D(x1, 29, ..., 2,) = det(Try(xiz;)) = det (Z Uk(a:ixj)> = det (Z Jk(:vi)ak(xj)> :

k=1
Como

o1(x1) oa(xy) -+ opxy) o1(x1) o1(xy) -+ o1(zn)

[idk(:v-x)]: o1(x2) oo(x2) -0 on(xa) oo(x1) oa(xe) - oa(xn)

k=1
I o1(zn) oo(xy) o on(xy) 11 on(r1) op(xe) - on(zy) |

segue que D(zy,ma,...,x,) = det(og(x;))det(o(z;)) = (det(oi(x;)))?.  Agora,

suponhamos que det(o;(z;)) = 0. Assim, existem ¢y, co, ..., ¢, € F, ndo todos nulos, tal

que Z c;ioi(x;) = 0, para algum j = 1,2,...,n. Logo, para qualquer a € L, tem-se que
i=1

n n n n
E cioi(a) = g CiO; (E ajxj> = E cia;oi(x;) = 0, ou seja, os ;s sdo linearmente

i=1 i=1 j=1 ij=1
dependentes, o que contraria o Lema de Dedekind. |

Proposicao 1.14 Se K é um corpo de caracteristica zero, . = K(a) uma extensdo de

graun de K e p(x) = minga,entao

onde p'(x) € a derivada de p(x).

Demonstracao. Como L = K[a] e [L : K] = n, segue que {1,a,0? ...,a" '} é
uma base de IL sobre K. Assim, pela Proposigao 1.13, segue que D(1, c, a?, ... 704”—1) =
det(a;(a’))?, onde os 0;’s sao os K-monomorfismos de L, para 1 < i < n. Como

det(c;(a?)) é um determinante de Vardermonde, segue que det(c;(a?)) = H(ozj —al).

i<j
Logo, D(1,a,a?,...,a" 1) = H(aj — a')?, onde os o’ sdo os conjugados de «a, para
i<j
1 <i<n. Como p(r) = minga = H(ZB —a'), segue que p'(x) = Z( H (z — a')).
i=1 i=1 i=1, i

Logo, p'(a) = H(o/ —a?). Assim,
i=1

[I7(@=]]]I —a)= | I[ (@ —a). (1.7)

j=1 j=1i=1 i=1, i#j
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Observemos que N(p'(z)) = Haj(p'(oz)) = Hp'(ozj), onde p'(a’) sao conjugados de
j=1 j=1

p'(a). Como cada fator o/ — o' aparece duas vezes, uma como o/ — o' e outra como
n

o' — ol segue que o produto desses fatores é —(a’ — ') Assim, H (@ —a') =
i=1, i#j
n
H —(ad — a')? = (=1)* H(Oéj —a')?, onde k = @ ¢ o numero de pares (i, 7).
i=1, ij i<j

Logo, pela Equagao (1.7), obtemos D(1, o, a?, ..., «

n(n—1)

= (=1)"z Nyx(p'(a)). u

Observagao 1.3 Nas hipdteses da Proposicao 1.13, o fato de D(xq, ..., xz,) # 0 significa
que a aplicacao bilinear ¢ : L x L. — K tal que p(x,y) = Tryx(zy) € nio degenerada,
ou seja, que para cada v # 0 o funcional linear p(x,o) : L — K € tal que p(z,y) =
Trug(zy) # 0. Logo, a aplicagao v : L. — L(L,K) = L* tal que ¥(z) = ¢(x,o) €
injetiva. Como dimgll = dimglL*, seque que 1 € um isomorfismo. Assim, se {x1,...,2,}
¢ uma base de L sobre K, entdo existe uma unica base dual {x3,..., x5} = {y1,...,yn}

tal que Tryx(x;y;) = 6i5, para 1 <i,j < n.

Teorema 1.12 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fracoes, I uma
extensao finita de K e Op o anel de inteiro de I sobre A. Se K € de caracteristica zero,

entao Op, € um A-submaodulo de um A-maodulo livre de posto n.

Demonstragao. Como L|K é finita, segue que existe uma base {z1,zs,...,2,} de L
sobre K, onde cada z; é algébrico sobre K. Assim, para cada x; existe uma equacao da
forma

AinT} + Q1T+ .. 4 ay = 0, onde a;; € K, para 0 < j <n. (1.8)

i

Assumimos a;, # 0, e multiplicamos a Equacio 1.8 por a}; ' € K. Logo,
((lm.ﬁ(]i)n + am_l(amxi)”_l + ...+ aﬂa?n_2(amxi) + aiga?n_l = 0,

ou seja, a;,x; é inteiro sobre A. Assim, se y; = a;,x;, entao {y1,...,yn} € Op. Mostramos
que {y1,...,y,} é uma base de L sobre K. Se byy; + ...+ by, = 0, entao byay,z; + ...+
bpannt, = 0, e como {z1,...,x,} é uma base de L sobre K, segue que b;a;, = 0, para

i=1,2,...,n. Como a;, # 0, segue que b; = 0, para i = 1,2,...,n. Logo, {y1,...,yn}
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¢ um conjunto linearmente independente com n elementos, e portanto é uma base de L

sobre K. Pela Observacao 1.3, segue que existe uma base {z1,...,z,} de L sobre K tal

que Tr(y;z;) = 6;;. Sew € O, C L, entdo w = Z ¢;zj, onde ¢; € K. Como y; € Oy, para
j=1
1 =1,2,...,n, segue que y;w € O, para i = 1,2,....n. Assim, pela Proposicao 1.12,

segue que Tryg(yw) € A. Logo, Truk(yiw) = Tryx (Z cyizi | = Z c;Trux(yiz;) =
j=1 j=1

ch&j =¢ € A, parai = 1,2,...,n. Portanto, Op, é um A-submédulo do A-médulo
j=1

livrte M de posto n, onde M é gerado por {z1,...,2,}. |
Corolario 1.9 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fracoes, I uma

extensao finita de K e Op o anel de inteiro de I sobre A. Se A ¢ principal e K tem

caracteristica zero, entio O, € um A-maodulo livre de posto n.

Demonstracao. Como A é principal, segue pelo Teorema 1.2 que todo A-submaédulo de
um A-médulo livre de posto n € livre e tem posto menor ou igual a n. Pela demonstragao
do Teorema 1.12, tem-se que Oy contém uma base de L. sobre K, o que implica que o

posto de O, é n. [ |

Teorema 1.13 Sejam A um anel integralmente fechado e Noetheriano, K seu corpo de
fracoes, I uma extensao finita de K e Op o anel de inteiros de L sobre A. Se K tem

caracteristica zero, entio O € um A-mddulo finitamente gerado e Noetheriano.

Demonstragao.  Pelo Teorema 1.12, tem-se que Op, é um A-submédulo de um A-
modulo livre de posto n. Pelo Coroléario 1.2, segue que este A-moédulo livre de posto n é
Noetheriano, e assim, Oy, é finitamente gerado. Pelo Corolario 1.2, tem-se que O é um
A-médulo Noetheriano. Agora, consideramos Op, como um Op-médulo. Tem-se que os
Op-submédulo de Oy, sao os ideais de Op,. Como A C O, segue que os Op-submodulos
de Op sao também A-submédulos de Op, e assim, qualquer sequéncia crescente de Op-

submoddulos é estacionaria. Portanto, Op, é um anel Noetheriano. |
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1.5 Corpos quadraticos e ciclotomicos

Nesta secao, apresentamos casos particulares de extensoes dos numeros racionais.
Explicitamos o anel de inteiros e os discriminantes dessas extensodes. Os discriminantes
serao de grande utilidade no Capitulo 2 e na demonstracao do Teorema de Kronecker-

Weber. As principais referéncias desta secao sao [2], [7], [12], [14] e [16].

Definigcao 1.25 Um corpo K é chamado corpo de nimeros se K € uma extensao finita

de Q. Se [K: Q] =2, dizemos que K é um corpo quadrdtico.

Observagao 1.4 1) Pelo Teorema do Elemento Primitivo, seque que existe o € K tal
que Q(a) = K. Assim, se K é um corpo quadrdtico, entio minga = x* + bx + ¢ €

—b+ Vb2 -4
Q[z]. Como o = 5 C, seque que K = Q(+v/b? —4c). Como b,c € Q,
seque que b* —4c € Q. Assim, existem o, B € Z, 8 # 0, tal que b* — 4c = % = %—f.
Logo K = Q(v/b? — 4¢) = Q(+/aB). Decompondo aff em fatores primos tem-se que

af = wd, onde d € livre de quadrados. Portanto, podemos considerar K = Q(\/c_l),

onde d € 7 € livre de quadrados.

2) As raizes do polinémio irredutivel x> — d € Q[x] sio v/d e —/d. Logo, existe um
Q-automorfismo de K, ¢ : K — K, tal que p(v/d) = —V/d.

3) Se K = Q(\/d), onde d € Z € livre de quadrados, entio [K : Q] = 2 e assim a

extensao K|Q € uma extensao de Galois.

Teorema 1.14 Seja K = Q(v/d), onde d € Z € livre de quadrados. Se o = a + bv/d,

onde a,b € Q, é um inteiro algébrico, entdo 2a, a*> — db* e 2b € Z.

Demonstracao. Se « é inteiro algébrico, entao existem ayq,...,a,_1 € 7Z tal que
Q" 4+ ap @™+ +ag = 0. Seja o € Aut(K) tal que o(a + bvVd) = a — bv/d. Assim,
()" + ap_10()" 1 + ...+ a9 = 0, ou seja, o(a) é inteiro algébrico de K. Portanto,
a+o(a)=2a € Qeac(a) =a®—b’d € Q sdo inteiros algébricos de K. Como Z é um
anel principal, segue que Z é integralmente fechado, e portanto, 2a e a®> —b*d € Z. Assim,

4a? — d4b* = (2a)? — d(2b)? € Z. Como 2a € Z, segue que (2a)? € Z, e assim d(2b)? € Z.
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2

d4

Se 2b ¢ Z, entao b = g, onde mdc(q,p) = 1. Logo, d(2b)* = 2q . Como d é livre de
p p

quadrados, segue que d(2b)? ¢ Z, o que ¢ um absurdo. Portanto, 20 € Z. |

Teorema 1.15 Seja K = Q(v/d), onde d € Z ¢ livre de quadrados e d ¢ 47Z.

a) Sed=2 oud=3 (mod 4), entio o anel dos inteiros algébricos de K é Z[\/d|.
1+Vd
2

b) Se d=1 (mod 4), entdo o anel dos inteiros algébricos de K € 7Z

Demonstracdo. Seja o = a+bvd € Q(v/d) um inteiro algébrico e coloquemos a = g e
2 2

b= % Pelo Teorema 1.14, segue que 2a = u, 2b =v € Z ¢ UZ — Uzd € Z. Logo, u,v € Z
e u? —vd € 47.

a) Para mostrar que o € Z[v/d] devemos mostrar que a,b € Z, ou seja, u e v sio
pares (pertencem a 2Z). Suponhamos v impar. Assim v = 2k + 1, para algum k£ € N.
Logo, v* = 4(k* + k) + 1 = 1(mod 4). Como u? = v3d(mod 4), segue que u? = d(mod 4).
Assim, d = 1(mod 4) se u é impar ou d = 0(mod 4) se u é par, o que contraria a hipdtese.
Portanto, v é par. Logo u* = v?d(mod 4) implica que u? = 0(mod 4), ou seja, u é par.
Portanto, u e v sdo pares e o € Z[v/d]. Seja o € Z[v/d]. Temos que « é raiz do polinémio
2% — 2ax + a® — b*d € Z[z], pois 2a e a* — b*d € Z. Deste modo, todo o € Z[v/d] é um
inteiro algébrico de K. Portanto, Z[v/d] é o anel de inteiros de K.

b) Seja d = 1(mod 4). Logo u* = v*(mod 4), e assim u e v tem a mesma paridade. Se

u e v sdo pares, entdo a, b € Z. Logo, a = a+ bv/d € Z[/d]. Se u e v sdo fmpares, entao

1 d 1 1 1 d — 1 d
a:a+b\/azg+%\/2l:u vd vd _u U—I—v( \/_>

> T Ty Tty TS 2T

2
— 1 d
4 UEZ,eaSSimaEZ +vd

1++4d
9

Como u e v sao fmpares, segue que . Logo, a €

1++d
9

Z

,entao 2a+b € Z

1 d
. Reciprocamente, se a = a + b ( +2\/_> €7

b\’ b\’ b’
e (a—l— —) —d (5) =a’+ab— (1 - d)z € Z, pois d = 1(mod 4). Assim, « é raiz do

2
14+ d
9

b2
polinémio % — (2a + b)x + a* + ab + (1 — d)Z € Z[x]. Deste modo, se a € Z

Y
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entao o ¢ um inteiro algébrico. Portanto, Z [ ] ¢ o anel de inteiros algébricos de

K. |

Definicao 1.26 Sejam K um corpo de numeros e Og o anel dos inteiros algébricos de
K. O anel Ok é um Z-mddulo livre de posto [K : Q]. Chamamos o discriminante de O

sobre 7. de discriminante de K, e denotamos por Dy.

Teorema 1.16 Sejo K = @(\/E), com d € Z livre de quadrados.
a) Sed=2 oud=3(mod 4), entao Dx = 4d.
b) Se d=1(mod 4), entio Dx = d.

Demonstracao. Seja 0; € Gal(K|Q).
a) Se d = 2 ou 3(mod 4), entdo Ox = Z[\/d|. Logo, {1,v/d} é uma base de Ok sobre
Z. Assim,

2 2
1 d 1 d
Dy = D(1, V) = det(or(y))? = | T V) | _ vl
o2(1) o2(Vd) 1 —Vd
b) Se d = 1(mod 4), entdao Og = Z ! +2\/E . Logo, {1, +2 d} ¢ uma base de O

sobre Z. Assim,

1+Vd )
Dy =D <1, T) = det(0y(x;))* = . _2\/3 =d,

0 que prova o teorema. |

Definicao 1.27 Sejam n um inteiro positivo e K um corpo.

1) Uma raiz do polinomio x™ — 1 € chamada de raiz n-ésima da unidade e denotamos
por Cu. Podemos escrever G, da forma C, = en = cos(35) + isen(3E).
2) Uma raiz n-ésima da unidade tal que " # 1, para todo 1 < m <mn — 1, é chamada
27i

de raiz n-ésima primitiva da unidade. Podemos escrever (, da forma (, = e =

cos(3E) + isen(3E).
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3) Um corpo ciclotomico é uma extensao de Q da forma Q(¢,), onde ¢, é uma raiz

n-ésima primitiva da unidade.

4) O polinomio ¢, (z H x — (J), onde mdc(j,n) = 1, é chamado de n-ésimo

polinomio ciclotomico. O gmu de ¢, (x) € dado pela Fungao de Euler p(n) = #{0 <

m < mn; mde(m,n) =1} e ¢,(x) € monico irredutivel sobre Q.

Proposigao 1.15 Se ¢, € C ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade e k € N, entio *

€ uma n-ésima raiz primitiva da unidade se, e somente se, mde(k,n) = 1.

Demonstragao.  Suponhamos que mdc(k,n) = d, com d # 1 e d # n, e (¥ uma
raiz n-ésima primitiva da unidade. Logo, n = dx, com z € N. Assim, (¢¥)¢ = Q]j% =
(Cn)f =1 0 que é um absurdo, pois d < n e (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
Reciprocamente, se m € N tal que (¢¥)™ = 1, entao (¥ = 1, e assim, n|km o que implica
que n|m, pois mdc(k,n) = 1. Portanto, (¥ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. W

Consideramos U, = {¢* ¢k ... ("} o conjunto das raizes distintas de z" — 1.
Tem-se que U, é um grupo ciclico com gerador (,, e assim, podemos escrever U, =

{1,¢n, ..., C" 1}, se ¢, uma rafz n-ésima primitiva da unidade.
Proposicao 1.16 Se mdc(m,n) =1, com m, n € N, entao U, x U, >~ Upy,.

Demonstragao. Consideramos a aplicacao ® : U, x U, — Uy, dada por ®(w,n) =
wn. Mostramos que ® é um isomorfismo. De fato, se (w,n) = (o, ), entao ®(w,n) =
wn = af = ®(a, fB), ou seja, ¢ estd bem definida. Tem-se que ¢ é um homomorfismo,
pois ®((w,n)(a, B)) = P(wa,nb) = wanf = wnaf = P(w,n)P(«,F). Além disso, o
Ker(®) = {(w,n) € Uy, X Uy,; wn = 1}, e assim, (w,n) € Ker(®) se, e somente se,
l=wn=CC¢ com0<k<m-1e0<1<n-—1 Assim, ¢*¥ = (' o que implica
que ¢"F = ¢ = 1, ou seja, m|nk. Como mdec(m,n) = 1, segue que m|k. De modo
andlogo, mostramos que n|l. Pelo fato de 0 <k <m —1e0 <[ < n—1, tem-se que
k=1=0. Assim, Ker(®) = (1,1), isto é, ® é injetora. Como mdc(m,n) = 1, segue que

|Upin| = |Unn||Ux|. Portanto, & é um isomorfismo. |
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Proposicao 1.17 Se (,, ¢ uma raiz m-ésima da unidade e (, uma raiz n-ésima da
unidade, com mdc(m,n) = 1, entio Ck¢\ € uma raiz mn-ésima primitiva da unidade,
onde 0 < k<m-1e0<1<n-—1, se, e somente se, Cf;z e (fL S40 raizes m-ésima e

n-ésima primitivas da unidade, respectivamente.

Demonstragao.  Se (¥ nao ¢ uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entao, pela

kn

Proposicao 1.15, mde(k,m) = d > 1. Assim, (CK¢1)" = (¢™)'T(¢C")F =1, o que é um
absurdo, pois " < mn e ¢k (¢l é uma raiz mn-ésima primitiva da unidade. De modo
andlogo mostramos que ¢! é uma rafz n-ésima primitiva da unidade. Por outro lado, se
¢* e ¢! sao raizes m-ésima e n-ésima primitivas da unidades, entao, pela Proposigao 1.15,
mde(k,m) = 1 e mdc(l,n) = 1. Notamos que (¢*(')* = 1 se, e somente se, (¥ = (1@,
e assim, (" = (;™* = 1. Logo, m|na. Como mdc(m,n) = 1, segue que m|a. De
modo andlogo mostramos que nla, e assim, mnl|a, pois mde(m,n) = 1. Pelo fato de que
(¢F )™ =1, tem-se que mn = o(C* (). Portanto, ¢¥ ¢! é uma raiz mn-ésima primitiva
da unidade. |

Pela Proposicao 1.17, tem-se que Q((,,)Q(&) € Q(Cmn) € se mde(m,n) = 1, entao vale
a igualdade. Como p(mn) = p(m)p(n), com mde(m,n) =1, segue que Q(¢n) NQ(E,) =

Q.

Proposicao 1.18 Para todo n > 1, tem-se 2™ — 1 = H ¢a(z).

dn
Demonstragao. Se f(z) = 2" —1e {1,(,,..., "'} sdo suas raizes, entdo podemos
escrever f(r) = (z — 1)(z — () ... (z — ¢"1). Analisando as ordens de cada rafz de

f(z) e escrevendo todas as raizes de mesma ordem como um polinémio da forma ¢4(x) =

H (x — (), tem-se que 2" — 1 = H(bd(a:). |
o(¢n)=d din
Como consequéncia da Proposicao 1.18 basta conhecermos os polinomios ¢, onde p

é primo e r > 1. Assim,
" —1
On(T) = ————— (1.9)

[T ¢alx)

dn,d<n
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Para n = p primo, tem-se que

P_ 1 P_ 1
Pp(x) = - _ 1::Up_1+$p_2+...+a:—l—1.
H ¢q() T
qlp,a<p

Para n = p", com p primo e r > 1, tem-se que

P 1 P 1 . o
¢p'r(x): v = r :l’p 1(p_1)+-..+l'p 1_'_1
H gbq(x) ¢1 ($) .. Qsprfl(m)
alp”.q<p”
?—1
Exemplo 1.11 Pela Equacao (1.9) tem-se que ¢1(x) = x — 1, ¢o(z) = T os3(z) =
x J—

=1 x5 —1

e pg(x) = .
1 O S e e
Proposicao 1.19 Se (, ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao [Q(¢,) : Q] =

p(n) e Gal(Q(G)|Q) ~ Z;,.

Demonstracao. Se f(z) = ming(,, entdo 2™ — 1 = f(x)g(x), com g(z) € Q[z]. Pelo
Lema de Gauss, podemos considerar f(z), g(x) € Z[z]. Se p é primo tal que p t n,
entdo mdc(p,n) = 1. Logo, pela Proposicao 1.15, tem-se que (* é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Assim, (¢?)" —1 = f(¢?)g(¢?) = 0, o que implica que f(¢?) =0
ou g(¢?) = 0. Se g(¢?) = 0, entao ¢, ¢ uma raiz de g(z?). Como f(x) ¢ o minimal
de (,, segue que f(x)|g(z?), ou seja, g(xP) = f(x)h(z), com h(z) € Z[x]. Pelo fato

de que a? = a(mod p), para todo a € Z, tem-se que g(aP) = g(x)?(mod p). Assim,

g(x)P = f(x)h(z)(mod p), o que implica que g(¢,)? = 0, ou seja, §(,) = 0. Logo,

0,
f e g tém rafzes em comum, e assim, 2" — 1 = f(z)g(x) tem uma raiz miltipla, a

n—1 1 1

qual também ¢é raiz de nx Se a € Z, é raiz de nz"™", entao na"~ = 0. Como
car(Z,) = p, segue que p|n o que é um absurdo. Portanto, (¥ é uma raiz de f(z),
para todo p f n, e consequentemente, gr(f(x)) > gr(¢,(x)), pois toda raiz de ¢,(z) é
raiz de f(z). Por fim, como f(x)|p,(x), segue que gr(f(z)) < gr(¢,(x)). Portanto,
gr(f(x)) = gr(on(x)) = ¢(n). Agora, consideramos V¥ : Z* — Gal(Q((,)|Q) dada por
(i) = 04(¢,) = €. Esta aplicagao é um homomorfismo injetivo entre grupos de mesma

ordem. Portanto, ¥ é um isomorfismo. |
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Como consequéncia da Proposigao 1.19 tem-se que Q(¢,)|Q é de Galois. Além disso,
Gal(Q(¢)|Q) = {o; € Aut(Q(¢,)); mde(i,n) =1 e 0;(¢,) = ¢'}. Como Z: é abeliano,
segue que Gal(Q((,)|Q) é abeliano. Agora, como Z é ciclico para n = 2,4,p" ou 2p",
onde p é primo e 7 > 1, segue que Gal(Q((,)|Q) é ciclico paran = 2,4, p” ou 2p”, onde p é
primo e r > 1. Caso, Z} nao seja ciclico, segue que Z; contém pelo menos dois subgrupos

ciclicos de ordem 2.

Proposicao 1.20 Se K = Q((ar), com r > 3, entao Gal(K|Q) = G; x G, onde Gy e
Gy sao ciclicos e |G| = 2772 e |Gy| = 2. Além disso, Gy é gerado pelo automorfismo que

aplica ¢ em (1. [ |
Demonstracao. [9], pag. 43.

Proposicao 1.21 Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, com n € N*, e K =

QG+ (Y, entaio K CR e [Q(¢,) : K] = 2.

Demonstragdo.  Consideramos f(z) = 2% — (¢, + ¢, )z + 1 € K[z]. Notemos que
f(¢) =0e(, ¢ K. Logo, f(z) é irredutivel sobre K. Portanto, [Q((,) : K] = gr(f(x)) =
2. [ |

Definicao 1.28 O corpo K da Proposi¢ao 1.21 ¢ chamado de subcorpo real mazimal de

Q(¢n)-

Lema 1.7 Se K = Q((,), onde ¢, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e p um

numero primo, entao

a) Trgo(¢l) = —1, para j =1,2,...,p—1;
b) Trxi(l—¢)) =p, para j=1,2,....,p—1;
¢) Nxo(Gp —1) = (=1)"'p;

d) Ngjo(1—G) = p;

e) p=(1-G)(1-¢)...(1-¢);
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f) Se Ok € o anel dos inteiros algébricos de K, entdo (1 — (,)Ox NZ = pZ = (p);
9) Trur(y(1 — () € pZ, para todo y € Ok.

Demonstragdo. a) Tem-se que ¢,(z) = 2P~' 4+ 2772 + ... + 1 o p-ésimo polinomio
ciclotomico ¢ o polindmio minimal de ¢, sobre Q. Como Cg ¢ raiz de ¢,(x), segue que
Trgip(¢)) = —1, para 1 < j < p— 1. Além disso, pelo item (b) das Propriedades 1.1,
tem-se que Trgp(l) =p— 1.

b) Trgio(l = ¢J) = Trxje(l) = Trr(¢)) =p—1+1=p,paral <j<p—1
p

c¢) Notemos que 1 = (((, — 1)+ 1)’ = Z b (¢ — )P, Assim, (¢, — 1)((¢, —
=0 \ J
1P +p(,—1)P2+...+p) = 0, 0 que implica que ({,— 1) +p(¢,—1)P2+...+p =0,
1
se ¢, # 1. Consideramos f(z) = 2?1+ Z b 2/t = 2P paP 4. +p. Tem-se
j=p-1 \ J

que f(¢—1)= (G -1 +p((—1)P2+...+p=0. Logo, (, — 1 éraiz de f(z) e f(x)
é monico irredutivel, ou seja, f(z) = ming(¢, — 1). Portanto, Ngg((, — 1) = (—1)"'p.

d) Como Ngjg(1—¢,) = Nrjo(—1({—1)), segue que Ngjg(1—¢p) = Nijo(—1)Nrjo(G—
1) = (-1 (P = (-1 Up = p

e) Tem-se que ¢p(x) = 2P + 2P + ... +1=(z—G)(z—¢)...(x—¢"). Em
particular, se tomarmos = = 1, tem-se que (1 —(,)... (1 — <5—1) = p.

f) Como p = (1 —=¢,)...(1 =), segue que p € (1 — ¢,)Ok. Logo, (p) = pZ <
(1—(,)Ox NZ. Reciprocamente, suponhamos que (p) = pZ C (1 —(,)Ox NZ C Z. Como
pZ ¢é maximal, segue que (1 — (,)Ox NZ = Z. Assim, 1 = (1 — (,)o, com a € O, ou
seja, 1 — (, ¢ inversivel. Logo, 1 — (g ¢ inversivel, para 1 < 5 < p — 1. Deste modo,
p=00-¢G)1A =) ..(1—¢") éinversivel em Z, o que é um absurdo. Portanto,
(1 )0k NZ = pZ = (p).

g) Sejam y;(1 — C;) os conjugados de y(1 — (,), para 1 < ¢ < p — 1. Tem-se que
(1-G) e (1 G)I(L -G, pois
se 1 < ki < p—1, entao existe 1 < t < p—1 tal que i = kt(mod p), e assim,
(1-¢)=1-()'=0-¢)A+G+...+(¢)"). Assim, 1 — ¢ é mutiplo de 1 —(, em
Ok. Logo, Trrig(y(1 — ) = y1(1 — G) +y2(1 — CE) +o A yp(l - f"_l) =a(l =),

(1 —¢) e (1 —¢) sao associados, ou seja, (1 — (')
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com a € Og. Deste modo, Trgig(y(l — () € O e Triioy(l — () € Z, pois Z é
integralmente fechado. Portanto, Trxig(y(1 — () € (1 = ()OLNZ = pZ = (p). |

Observacao 1.5 Se (,r € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade, com p primo er € N,
entdo o Lema 1.7 € andlogo para Gy, e assim, (1—(pr)Oqc,r) € um ideal de O,y acima

de pZ e os conjugados de 1 — (,r sdo todos associados.

Os proximos resultados explicitam os anéis de inteiros algébricos e discriminantes de
corpos ciclotomicos. Neste trabalho ¢ dado a demonstragao para o caso K = Q((,), as

demais podem ser encontradas em [16].

Teorema 1.17 Se K = Q((,), onde (, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e p um
nimero primo, entdo o anel dos inteiros algébricos de K € Z[(,] e {1,(, ... ,45_2} ¢ uma

base de Z[(,] como Z-mddulo.

Demonstracao. Se o € Z[(,], entdo o € Og = {f € K; [ ¢ inteiro sobre Z}. Assim,

basta mostrar que Ox C Z[(,]. Se a € Ok, entao
a:a0+a1§p+...+ap_2<’£_2, onde a; € Q, parai=0,1...,p— 2.
Multiplicando por (1 — (,) tem-se que
a1 = G) = ao(l = &) + ax(Gp = CB) .. + @y a2 — L),
Assim,

Treig(a(l = G)) = aoTrrp(l — &) + arTr(Gp — G) + - - + apaTr(G " — 57,
Pelo Lema 1.7 e pelo fato de que Trgg(¢] — ¢J™') =0, para j = 1,2,...,p — 1, segue que
Trrjo(a(l = ¢)) = aTrrip(l — §) = agp € pZ, onde ag € Z.

Como (" = (P71, segue que (' € O, e portanto

(CK — Cbo)cl;l =a + ang 4+ ...+ &p,ngig.
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Multiplicando por (1 — (,) tem-se que

(o — aO)Cp_l(l —Gp) = ar(1 =) +aa((p — ng) +oot ap—l(g;_g N <£_2>'

Logo, Trig((a—ao)¢, ' (1-()) = aiTrxig(1—(,) = arp € pZ, onde a; € Z. Prosseguindo
dessa forma tem-se que ag, ay, ..., a,—o € Z. Portanto, a € Z[(,] e {1, (., - ., Cg_z} é uma

base de Ok como um Z-moédulo. [ |

Teorema 1.18 Se K = Q((,), onde ¢, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e p é

um numero primo impar, entao o discriminante de K € dado por

1

Dg = D(1,{p, ..., (57%) = (=1)7 p 2.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.17 tem-se que {1, ¢, . .. ,Cg_Q} é uma base de Ok como

um Z-médulo. Assim, pela Proposicao 1.14, tem-se que

(p—1)(p—2)

Dy = (_1)fNKIQ(¢p/<Cp))-

(G —Dpg™ = (G -1 —pg~!

Como ¢,'((,) = , segue que Ngjg(9,'(Gp))

CoNea@) _ g
Nijo(—p)Nrjo(()~ prir!
= = pP~2. Como p é fmpar, segue que (—1)P~2 = —1.
NKlQ(l —Gp) p (=1)
p—1)(p—2 p—1 p—1
Assim, (—1)( =2 (—1)"2 . Portanto, Dg = (—1)"= pP~2. [

Teorema 1.19 Seja p um numero primo e r um inteiro maior que 1.

a) Se K=Q(¢ + Cp_l), onde (, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade, entao o anel
dos inteiros algébricos de K € Z[G, + '] e {G+ 0, C;% + Cp%p} ¢ uma base
de Z[Gy + ¢, como um Z-mddulo.

b) Se K = Q((r), onde G € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade, entdo o anel

dos inteiros algébricos de K € Z[(yr] € {1,y - - - ,Cgf—l)pr—l_l} ¢ uma base de L[]

como um Z-mddulo.

c) Se K =Q(¢r + Cz;-l), onde Cpr € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade, entao o
(p=1)p" "1 (-p)p" 1
2

anel dos inteiros algébricos de K é Z[(yr +Cp71] e {Cpr—{—Cp_rl, oy G +Cpr °

¢ uma base de Z[(y + Cpil] como um Z-modulo.
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d) Se K= Q((,), onde ¢, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao o anel dos
(n)

inteiros algébricos de K € Z[(,] e {1, (y, - .. ,CnT_l} ¢ uma base de Z[(,] como um
Z-médulo.
Demonstracao.
a) [16], pag 47, Proposicao 1.9.4.
b) [16], pag 51, Teorema 1.9.4.
c¢) [16], pag 52, Proposigao 1.9.6.
d) [16], pag 55, Teorema 1.9.6. |

Teorema 1.20 Se K = Q((,r), onde (,r € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade e p é

um numero primo impar, entao o discriminante de K € dado por
D]K - D(lv Cpra s 7C;)€‘(p)_1) = j:ppr*l(r(p—l)—l).
Demonstracao. [16], pag 65, Proposigao 2.5.2. [

Teorema 1.21 Se K = Q((,), com n um inteiro maior que 1, entao

DQ(Cn) = (Lgna--wczo(n)il) ==+ 2
Demonstragao. [16], pag 69, Teorema 2.5.1. |

1.6 Consideracoes finais

O Capitulo 1 tem como objetivo fornecer uma base tedrica para o desenvolvimento
dos préoximos capitulos. Para auxiliar na demonstracao do Teorema de Kronecker-
Weber podemos particularizar alguns resultados deste capitulo. Por exemplo, se K é
uma extensao de Q, entao Ok é integralmente fechado, um Z-mdédulo Noetheriano e
finitamente gerado. O Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos, o Teorema
de Irracionalidade Natural e alguns resultados de extensoes ciclicas sao muito tteis na

demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber.



Capitulo 2

Dominio de Dedekind, ramificacao e

valorizacao

Neste capitulo apresentamos o conceito de ramificacao de ideais, o qual é de extrema
importancia na demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber. Antes precisamos definir
dominios de Dedekind, anéis de fragdes e norma de ideais. A importante relacao entre
ramificacao e discriminante é apresentada na secao 2.4.1 e na secao 2.4.2 sao definidos
e estudados os grupos de decomposicao, inércia e ramificacao de um ideal. Nas segoes
2.5 e 2.6, breves conceitos de diferente e valorizacao sao apresentados, apenas visando a

demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber.

2.1 Dominio de Dedekind

Pela Proposi¢ao 1.2 do Capitulo 1, vimos que em um dominio de integridade
Noetheriano qualquer ideal contém um produto de ideais primos. Nesta secao,
apresentamos dominios de integridade em que qualquer ideal é igual a um produto de

ideais primos. As principais referéncias desta secao sao [2], [7] e [12].

Definicao 2.1 Um dominio de integridade A é chamado um dominio de Dedekind se:
i) A € integralmente fechado
ii) A € um anel Noetheriano e

58
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ii1) todo ideal primo ndo nulo de A é um ideal maximal.

Exemplo 2.1 Todo anel principal A € um dominio de Dedekind. De fato, pelos Exemplos
1.2 e 1.4, tem-se que A € um anel Noetheriano e integralmente fechado . Agora, se b é
um ideal primo nao nulo de A, entao b = bA, onde b # 0 e b € irredutivel. Assim, se
existir b = b' A ideal de A tal que b C b, entao V/'|b e bt . Logo, ' € uma unidade de A.
Portanto, b’ = A.

Proposicao 2.1 Se A C B sao anéis e p ideal primo de B, entao pN A € ideal primo de
A.

~ : L . B .
Demonstracao. Consideramos a aplicagdo ¢ = mo7: A — B — —, onde i é a

incluséo e 7 e projegao, a qual é um homomorfismo de anéis. Tem-se que Ker(p) = pNA.

A B
Logo, prA é isomorfo a um subanel de —. Como — é um dominio de integridade, segue
que 1 também é um dominio de integridade. Portanto, p N A é um ideal primo de
A. |

Teorema 2.1 Se A é um dominio de Dedekind, L|K uma extensdo finita de grau n, onde
K= Q(A) ecar(K) =0, entao O, é um dominio de Dedekind e um A-mddulo finitamente

gerado.

Demonstracao. Pelo Exemplo 1.5 e pelo Teorema 1.13, tem-se que O, ¢ integralmente
fechado, um anel Noetheriano e um A-mddulo finitamente gerado. Agora, se p é um ideal
primo nao nulo de Op, entao, pela Proposicao 2.1, segue que p N A é um ideal primo
de A. Como p C O, segue que se x € p, entdao x é inteiro sobre A. Logo, existem
Ao, Ay, ..., 0,_1 € Atal que 2" +a,_12" ' +...+ a9 = 0. Suponhamos que n seja minimo.
Assim, ay # 0, pois caso contrario n nao seria minimo. Tem-se que ay € O NA C pNA.
Como ag # 0, segue que pN A # (0). Logo, pN A é um ideal maximal de A. Deste modo,

tem-se e A
Hse qu NnA NA
@

L . , . .
segue que ? ¢ um corpo. Portanto, p ¢ um ideal maximal. |

Assim, pela Proposicao 1.5,

, OL .. . .
é um corpo e ? é inteiro sobre
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Definicao 2.2 Sejam A um dominio de integridade e K o corpo de fracoes de A. Um
A-submdédulo b de K é chamado de ideal fraciondrio de A se existe d € A — {0} tal que

db C A. Chamamos d de um denominador comum dos elementos de b.

Exemplo 2.2 Todos os ideais de A sao ideais fraciondrios de A, basta colocar d = 1.

Chamamos os ideais de A de ideais inteiros.

No conjunto F dos ideais fracionarios de A estao definidas as operagoes de adigao,
multiplicacdo, intersecdo e quociente de ideais. Se b, b’ € F, com d e d seus
denominadores comuns, entao dd’ é um denominador comum de b + b e bb’, e d ou
d" é um denominador comum de b N b’. O quociente (b : b’) := {x € K; zb’ C b} tem
denominador comum ad, onde d é o denominador de b e a € b’. O conjunto (F,-) é
um monoide comutativo, ou seja, satisfaz as propriedades associativa, comutativa e A é

o elemento neutro.

Proposigao 2.2 Se A é um dominio de Dedekind, que nao € corpo, e p um ideal maximal

de A, entao p' = (A:p) # A.

Demonstracao. Sey € pey # 0, entao Ay O p1ps...p, (Proposicao 1.2), onde p;
é um ideal primo, para i = 1,2,...,n. Suponhamos n o menor possivel. Assim, p D p;,
para algum ¢ = 1,2,...,n, pois caso contrario existiria a; € p; — p, para i = 1,2,...,n,
tal que ajas...a, € p, o que contraria o fato de p ser primo. Suponhamos que p D p;.
Logo, p = py, pois p; ¢ maximal. Se b = pops...p,, entdo Ay D pb e Ay 2 b, pois n é o
menor possivel. Logo, existe b € b tal que b ¢ Ay. Como Ay D pb, segue que Ay D pb.
Assim, A D pby~!, e deste modo, by~' € p’. Mas, como b ¢ Ay, segue que by~' ¢ A.
Portanto, p’ # A. |

Teorema 2.2 Se A é um dominio de Dedekind, que nao € corpo, entao todo ideal mazimal

de A ¢é invertivel em (F,-).

Demonstragao. Se p é um ideal maximal de A, entao p # (0), pois A é um corpo.
Sejap' = (A:p) ={z € K;zp C A}. Tem-se que p'’p C A. Se a € A, entao ap C A, pois
p é um ideal de A. Logo, A C p’. Assim, p = Ap C p’p C A. Como p é maximal, segue
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que p = p’p ou p'p = A. Suponhamos que p = p’pex € p’. Assim, 2p C p, 2?p Cpe
x™p C p, para n € N. Logo, para qualquer y € p, tem-se 2"y C p C A, e assim, Alx] é
um ideal fraciondrio de A. Como A ¢é Noetheriano, segue que yAlzx] C A é um A-mddulo
finitamente gerado, e portanto, Alx] é um A-mdédulo finitamente gerado. Assim, pelo
Teorema 1.3, segue que x é inteiro sobre A e x € p’ C K. Como A é integralmente
fechado, segue que x € A, e assim, p’ = A, o que contraria a Proposicao 2.2. Portanto,

p'p = A, ou seja, p’ é o inverso de p. |

Teorema 2.3 Sejam A um dominio de Dedekind e P o conjunto de todos os ideais primos

nao nulos de A.

i) Todo ideal fraciondrio p' nao nulo de A pode ser expresso, de modo unico, da forma
/ €5
o= ][ »f"
p;EP

onde e; € Z e para quase todos os p; € P tem-se que e; = 0;
ii) O conjunto (F,-) € um grupo.

Demonstragao. i) Provamos a existéncia desta fatoracdo. Se p’ é um ideal fraciondrio
de A, entao existe d € A— {0} tal que dp’ C A. Logo, dp’ é um ideal inteiro de A. Assim,

escrevendo dp’ = Ady’, tem-se que p’ = (Ad)~(dp’). Se mostrarmos que Ad = H ple
;P
dp’ = H p;", entao p’ = H p;"" ™. Portanto, basta mostrarmos o resultado para ideais

pi€P pi€P l
inteiros de A. Suponhamos que exista uma familia nao vazia de ideais de A que nao sao
o produto de poténcias de ideais primos de A. Como A é Noetheriano, segue que esta
familia tem um elemento maximal m. Tem-se que m # A, pois A é o produto de uma
colegao vazia de ideais primos. Assim, m C b, onde b é maximal. Pelo Teorema 2.2, segue
que existe b’ € F tal que b’b = A. Como m C b, segue que b'm C b’b = A. Como A C b/,
segue que m = Am C b'm C A. Tem-se que m C b'm, pois se m = b'm e se x € b/, entédo
2"m C m, para n € N. Agora, se d € m — {0}, entdo dz™ C m C A, e portanto, Alx] é

um ideal fracionario de A. Analogamente, a demonstracao do Teorema 2.2, tem-se que

A = b, o que contraria a Proposicao 2.2. Portanto, os ideais inteiros de A sao produtos
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de poténcias de ideais primos. Provamos a unicidade desta fatoracao. Suponhamos que
p seja um ideal inteiro de A tal que

p=]] 9" e p=]]»"

P, €P P, €P

com n; # m; para algum 7. Assim H pii7™ = A. Denotando por —f; = n; — m; se

p;EP
n; < m; € por a; = n; — m; se n; > m;, tem-se que

PIIpSZ L po =y gyt g,

onde py, q; € Pep; #qj, parat =1,...,rej=1,...,5. Como p; é primo e p; 2D
pyipst . plr = q1 q2 ...q%, segue que p; D qj, para algum j = 1,...,s. Suponhamos
que p; 2 q;. Logo, p1 = q1, pois q; é maximal, o que contraria o fato de p; # q;, para
1=1,....,7rej=1,...,s. Portanto, a fatoracao de p é tnica.

ii) Como o conjunto dos ideais fracionérios F é um monéide comutativo e para qualquer

p’ € F, tem-se por (i) que p’ = H p;t, com p; primos em um dominio de Dedekind, e
piEP

portanto, maximais, segue pelo Teorema 2.2, que (p’')~! = H p, “ € F. Portanto, F é
p;EP
um grupo. |

Definicao 2.3 Dizemos que ' € F divide b’ € F se existe um ideal inteiro a tal que

!/

b =naq'.
Proposigao 2.3 Se A é um dominio de Dedekind e

b =P eq =it pl € F,

r

entio q CbW < b|p < mp <ng,....m. <n,.

Demonstragao. Se q' C b/, entao q'(b/)"! C b/(b/)"! = A, pois b’ € F e F é um

~1 ¢ um ideal inteiro m de A. Assim, q’ = mb’, ou seja, b'|q’.

grupo. Deste modo, q'(b")
Portanto, pela unicidade da fatoracao de ideais em um dominio de Dedekind, tem-se que

mlﬁnl,...,mrgnr. [ |
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Teorema 2.4 Todo dominio de Dedekind A que possui apenas um numero finito de ideais

primos € um dominio principal.

Demonstracao. Seja {pi,...,p,} o conjunto de ideais primos de A. Como A é um

dominio de Dedekind, segue que, para qualquer ideal m de A, tem-se m = ﬁpfl. Logo,
1 < g <r. Pela Proposicao 2.3, segue que p? C pj, para 1 <j <r. Assim, gcliste aj € p;
tal que a; ¢ p7. Além disso, a; ¢ pj, para h # j e 1 < h < r. Logo, p;|Aaj, p5 1 Aa; e
pp 1 Aa;, para h # je 1l < h,j <r. Fazendo a decomposi¢ao de Aa; em produto de ideais

primos, tem-se que Aa; = p;. Deste modo, p; ¢ principal, para 1 < j < r. Como todo

ideal estd contido em um ideal maximal (primo), segue que todo ideal de A é principal.l

Proposicao 2.4 Se A ¢ um dominio de Dedekind e b um ideal de A, entao o conjunto dos
ideais que contém b € finito e o conjunto dos ideais de A que estao contidos estritamente

em b tem seus elementos mazximais da forma bp, onde p € um ideal primo de A.

Demonstragao. Sejam = p™ ... p""" um ideal de A que contém b = p{*...p"". Pela
Proposicao 2.3, tem-se que m; < n;, para j = 1,...,r. Como existe um nimero finito
de m; € N tal que m; < n;, segue que existe um numero finito de ideais que contém b.
Agora, se m C b, entdo m = p"™ .. p7r = pP R prrtEe com k; > 1, paradi=1,...,7.

Portanto, os elementos maximais do conjunto dos ideais que estao contidos estritamente

em b sao da forma pb, com p ideal primo. [ |

2.2 Anéis de fracoes

O conceito de anel de fracoes é muito util na teoria algébrica dos niimeros. Nesta secao
vemos o processo de localizagao, o qual facilita o estudo de alguns anéis, como vemos nos
ultimos resultados desta se¢ao. A principal referéncia desta se¢ao é [7].

Sejam A e B anéise f: A — B um homomorfismo de anéis. Se b’ é um ideal (primo)
de B, entao f~1(b’) = b é um ideal (primo) de A, chamado ideal contraido de b’. Além
disso, se A C B e f a inclusdo, entao b = ANb’. Agora, se b é um ideal de A, entao

Bf(b) = b° é um ideal de B, chamado ideal estendido de b.
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Definigao 2.4 Sejam A um dominio de integridade e S C A — {0} fechado para

multiplicagao e com 1 € S. Chamamos o anel {2; a€ A, se S} contido em K = Q(A)
s

de anel de fracoes de A com respeito a S e denotamos por S™1A.

Proposicao 2.5 Sejam A um dominio de integridade, S C A — {0} fechado para

mulplicagio com 1 € S, f: A — S™*A um homomorfismo de anéis dado por f(a) = %,
T o conjunto de ideais de A e J o conjunto de ideais de S~ A.

i) Todo ideal de ST'A é um ideal estendido de A.

i) Se §: T — J é um homomorfismo dado por (b) = bS™A, entdo 0 € sobrejetiva.
iii) Se ¢ : J — I é um homomorfismo dado por ¢(b') =b' N A, entio ¢ € injetiva.
iv) A composi¢ao 0o p: J — J € a identidade.

Demonstragao. i) Seja b’ ¢ um ideal de S7'A. Como A C S7'A, segue que b’ N
ACbHtNStA=1"0,eassim (/NA)SACES A CUE. Agora, se % € b, entao
%% =z eb NA Assim, g = xl c (b'NA)S™'A. Portanto, b’ = (b'N A)S~TA.
ii) Mostramos que J C G(I). Como para qualquer b’ € 7, podemos escever b’ =
(6'NA)S7LA, segue que b’ = 6(b' N A).
iii) Se b’ # o, entao (b’ N A)S™'A # (a/ N A)S™TA. Portanto, ¢(b’) # ¢(a’) o que

torna ¢ injetiva.

iv) Tem-se que
Qop:J — T —J
br—bNA— ('NA)STA=1.
Portanto, 6 o ¢ = id. |

b

Proposicao 2.6 Seb c Z, entao bS™1A = {—; beb, se S}. Em particular, bS™'A =
5

S7LA se, e somente se, bNS # .

Demonstracao. Tem-se quese b; € b, a; € Aes; € .5, entao

Zb blal .Sk) —+ ... —I—biaz-(sl e Si—1Si+1 + ... —f—Sk) —+ ... —l—bkak(sl...sk_l)
S; S1...5k
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b b
pertence a {—; beb, se S} e —
s s

1
= b— € bS™'A. Portanto, bS~'A = S~'b. Agora, se
s
b
S71b = S 'A, entao existem b € be s € S tal que — = 1. Assim, b = s € bNS. Portanto,
s
bN S # @. Por outro lado, se b NS # &, entao existe s € bN.S. Logo, 1 = % e 5.
s

Portanto, S~1b = S~ 1A. [ |

Proposicao 2.7 Se P € o conjunto dos ideais primos de A, D o conjunto dos ideais
primos de STYA e Pg o conjunto dos ideais primos de A que nao interseptam S, entdo

existe uma bijecao ¢ : D — Pg

Demonstracao. Sep’ € D,entdaop’'NA=p € P. Sex € pNS,entdox € p'NA=pNS.
Logo, 1 = xé € p'S™'A C v’ o que um absurdo. Portanto, p NS = @. Por outro lado, se
p € Pg, entao, pela Proposicao 2.6, S~ip # S71A. Se existem z,y € A e s,t € S tal que
%% € S 'p, entdo existe w € A e z € S tal que zyz = stw € p. Como pN S = &, segue
que z ¢ p, e assim, x € p ou y € p. Logo, f € S7'p ou % € S7'p. Portanto, S~'p € D.
Pela Proposigao 2.5, tem-se que (b'NA)S™'A = b/, para qualquer b’ € D. Mostramos que
S7p N A = p, para qualquer p € Pg. Como p C S™1p, segue que p=pNAC S pnA.
Agora, se ¥ € S~'p N A, entao z = g,yepes €S. Como st =y €pesép (pois

pNS =), segue que = € p. Portanto, S~'pN A =p. |

Proposicao 2.8 Sejam A C B anéis e S C A — {0} fechado pra multiplica¢ao e com
1€S. Se Op € o fecho inteiro de B sobre A, entao S~'Op € o fecho inteiro de S™'B
sobre STYA, ou seja, ST'1Op = Og-15.

~ € - , . . .
Demonstracdo. Se — € S7'Op, entdo z € B é inteiro sobre A e s € S. Assim,
s
"+ ap 2" 4. +ag=0,coma; € Aei=0,1,2,...,n— 1. Dividindo por s” tem-se
T\ Qp_q ("1 a G a . _
que(—) + nl(—) —i—...—{——O:O,com "1,‘..,—065_1A,0uset]a,—651(’)BC
S S S sn S sn S

x
S7!B é inteiro sobre S~'A. Portanto, S™'Op C Og-15. Por outro lado, se = € Og-1p,
s

T T\ Qp_1 [\ a

entdo — € S™'B é inteiro sobre ST'A. Assim, (—) 4+ 2l <—> I 0, com
s s tno1 \s to

a;

- € S'A, parai = 0,1,2,...,n — 1. Multiplicando por (tot;...t,_15)", tem-se que

(totl c tn_ll‘)n -+ an_1<t0t1 . tn_28>(t0 - tn_ll’)nil + ...+ aotg_l(tl .. .tn_ls)" = 0, ou
r  x(ty...ty—

seja, (toty...t,_1x) € B é inteiro sobre A. Como — = —M € S~'Op, segue que
S S{lyg...lp—1

Og-15 C S71Og. Portanto, S0 = Og-15. [ |
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Proposicao 2.9 Se A é um dominio de Dedekind, entao S™'A é um dominio de

Dedekind.

Demonstracao. Colocando B = K o corpo de fracoes de A, pela Proposigao 2.8, segue
que S7'O0g = S7!A = Og 1. Portanto, S7'A ¢é integralmente fechado. Os ideais b’ de
S71A sao da forma (6’ N A)S™tA. Como b’ N A é um ideal de A, segue que b’ N A ¢é
finitamente gerado, ou seja, b’ N A = (a;...a,). Logo, (b’ N A)S™A = (a;...a,)S " A.
Portanto, b’ é finitamente gerado. Se m’ € D, m’ # (0), entao M N A = m é um
ideal primo de A nao nulo, pois m NS = &, e maximal, pois A é Dedekind. Como
m' = (M NA)STA=5"1m, segue que m’ é um ideal maximal de S~ A. Portanto, S™1A

¢ um dominio de Dedekind. [ |

Definicao 2.5 Seja A um dominio de integridade. Dizemos que um elemento p € A €

primo se o ideal principal (p) € um ideal primo.

Proposicao 2.10 Se A ¢ um dominio de Dedekind, p um ideal primo nao nulo de A e
S = A —p, entio ST'A € principal. Mais precisamente, existe um primo p € S™'A tal

que 0s ideais nao nulos de S™*A sio da forma (p™), com n € N.

Demonstragcao. Tem-se que p é o tunico ideal primo de A tal que pN .S = &. Assim,
p’ = S~ 'p é o tinico ideal primo nao nulo de S~'A. Portanto, S~'A é principal (Teorema
2.4). Como S7'A é um dominio de Dedekind, segue que todo ideal nao nulo de S A é da
forma (p)". Se p € p’ — (p')?, entao (p) C p'— (p')*. Logo, (p) = ', e assim, (p") = (p)",

para todo n € N. Como p é um ideal primo, segue que p é um elemento primo. Portanto,

S~1A ¢ principal e seus ideais sao da forma (p"), para todo n € N. |
. . ‘ . o . S7tA A
Proposicao 2.11 Sem ¢ um ideal mazimal de A que nao intersepta S, entao iy ~ p
Demonstracao. Considere o homomorfismo
ST1A
A — STTA — ,
7 S—lm
S—1A

cujo Ker(p) = AN S~'m =m. Assim, existe um homomorfismo injetor de — em iy
m m
a a
Agora, sez = — € ST'A, entdo 2 =2+ S "m=—-+S'm. ComomNS =02 emé
s 5
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maximal, segue que A = m + (s), para todo s € S, ou seja, existe m em, s € Sebe A

tal que 1 = m + bs. Logo, bs = 1(mod m). Assim, 2 _w=12 (1 —sb) € S~'m. Logo,
s s
S—1A

[y, V) —— [ |
m S lm

p(ab) = z. Portanto,

2.3 Norma de ideais

Na secao 1.4 estudamos norma de um elemento x € B, onde B é um A-moddulo
livre e nesta segao apresentamos alguns resultados sobre norma de um ideal. A principal

referéncia desta secao é [12].

Definicao 2.6 Seja A um anel, m ideal mazrimal de A e B um A-mddulo. Dizemos que

B € anulado por m se para todo m € m e para todo b € B tem-se mb = 0.

Observacao 2.1 Se B ¢ um A-mddulo anulado por um ideal mazimal m, entdo B pode

A A
ser considerado como um E—espago vetorial, onde ¢ : o X B — B € dada por p(a,x) =
ax. Agora, se C' € um a—espago vetorial, entao C' € um A-maodulo com ¢ : A x C — C

dada por ¢(a,c) = (a + m)c e C € anulado por m. Portanto, os E—espagos vetoriais

coincidem com os A-mddulos anulados por m.

Proposicao 2.12 Se A é um dominio de Dedekind, m um ideal mazximal de A e b um

A

b
ideal nao nulo de A, entao oy € um a—espago vetorial de dimensao 1.

Demonstragcao. Sez € mb em € m, entao mr = mxr+mb, comm € me x € b. Logo,
m
) , b b | A )
mZ € mb, ou seja, m é o anulador de —. Portanto, — é um —-espago vetorial. Os
mb mb m

—-subespagos proprios de i sao da forma, i, onde p é um ideal de Aemb & p & b
m mb mb

. - b, : .
o que contraria a Proposicao 2.4. Portanto, — é um —-espaco de dimensao 1. |
m

mb

Consideramos agora L|Q uma extensao finita de grau n e Op o anel de inteiros

algébricos de L.

Proposicao 2.13 Se p € um ideal primo nao nulo de Oy, entao

i) pNZ = pZ, onde p é o unico nimero primo de p;
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O Z @
i) —= ¢ uma extensdo finita de F,=—c¢e [?L : Fp} <n.

pZ

Demonstragao. i) Pela Proposicao 2.1, tem-se que pNZ é um ideal primo de Z. Logo,
pNZ = pZ, com p € Z primo. Como O, é inteiro sobre Z, segue que p NZ # (0),
pois se x € p C O, entao x ¢é inteiro sobre Z, e assim, supondo n minimo tem-se que
2"+ ap_ 12" P +ag=0,coma; €7Z, ay#0eay € Oz NZ C pNZ. Finalmente, se
q € Z é um primo e q € p N Z = pZ, entao ¢ = p. Assim, p é o Gnico primo em §.

ii) Consideramos o homomorfismo canonico

@ZOLH%

Tr—rT+p.

Restringindo ¢ a Z tem-se que Ker(plz) = Z Np = pZ. Assim, pela demosntracao do
Z (@)

Teorema 1.12, tem-se que 7= F, >~ ¢(Z), que é um subcorpo de —L . Assim, existe uma
b

base de IL sobre K dada por {f,...,,} contida em O. Portanto, {x(51),...,¢(B.)}

L .
gera — como [F-espago vetorial. |

Definicao 2.7 Seja b um ideal nao nulo de Or. Chamamos de norma do ideal b o niimero

de elementos de % e denotamos por N(b).

Proposicao 2.14 Sejam p um ideal primo nao nulo de Op e b, q ideais nao nulos de
OL.
OL . ‘
a) N(p) =p/, onde f = T :IF,| ep o tnico primo em p;
b) N(bg) = N(b)N(q);
¢) N(b) e N—{0} e N(b) =1 se, e somente se, b = O;
d) N(b) € b;

e) Se N(b) € um nimero primo, entao b é um ideal primo;

f) Se b for miltiplo de q e N(b) = N(q), entao b = q.
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Demonstragao. a) Pela Proposicao 2.13, tem-se que p aparece na fatoracao de pOr,

S . @ . @ -
em produto de ideais primos de O, e ?L :F,| = f < n. Assim, se 7 € T]L7 entao
T = ayay+asas+. . .Fagay, com {aq, ..., ar} é uma base de L sobre F,eai,...,ar € F),.

@
Portanto, # (%) =p/.
b) Como q = py...p,, onde os p;’s sdo ideais primos nao nulos de O, segue que
basta mostrar que N(bp) = N(b)N(p), com p = p;, para algum i = 1,...,r, ou seja,

# (%) = # (%) # (%) Consideramos o homomorfismo ¢ : @ @ dado

bp b
por ¢(x + bp) =z + b. Como bp C b, segue que ¢ é sobrejetivo. Além disso, Ker(¢) =

%. Deste modo, # (%) = # (%) # (%), e assim, para mostrar que N (bp) =

N(b)N(p), basta mostrar que # (%) = # %) Notemos que % ¢ um Op-médulo

anulado por p, pois se z € b e p € p, entao xp € bp. Assim, pela Proposicao 2.12, tem-se
que % é um % -espago vetorial de dimensao 1. Deste modo, # (b—bp> = # (%)
Portanto, N(bp) = N(b)N(p).

c) Pelo item (b), tem-se que N(b) = N(py...p,) = N(p1)...N(p,) € N—{0}. Além
disso, N(b) = 1 se, e somente se, 7 = 0 se, e somente se, b = O.

d) Tem-se que % ¢ um grupo aditivo com ordem N (b). Assim, N(b)1 = 0, ou seja,
N(b) € b.

e) Suponhamos que b nao é um ideal primo de Op. Assim, b = O, ou b = am, onde
a e m sao ideais nao nulos e distintos de Op. Logo, N(b) =1 ou N(b) = N(a)N(m), ou
seja, em ambos os casos N(b) ndo é um nimero primo.

f) Por hipétese existe um ideal ndo nulo m tal que b = gqm. Logo, N(b) = N(q)N(m) =
N(q). Deste modo, N(m) = 1, ou seja, m = Op. Portanto, b = q. [ |

2.4 Ramificacao

A teoria de ramificacao é a principal ferramenta para a demonstracao do Teorema de
Kronecker-Weber. Por este fato esta segao é a mais importante do trabalho. As principais
referéncias desta segao sao [12], [17] e [18].

Consideramos, nesta secao, A um dominio de Dedekind, K o corpo de fracoes de A,
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L|K uma extensao finita de grau n e O, o anel de inteiros de L. sobre A. Pelo Teorema
2.1, tem-se que O, é um dominio de Dedekind. Denotamos por p, q, a, b, m os ideais
de anel A e por B, B, M, os ideais do anel Of..

Se considerarmos a aplicagdo i : A — O, (i inclusao) e p um ideal primo nao nulo

g

de A, entao Ori(p) = OLp = H‘Bﬁ, onde B, é ideal primo nao nulo de Of, e ¢; € N,
i=1

parai=1,...,g.

Lema 2.1 Sejam B um ideal primo nao nulo de O e p um ideal primo nao nulo de A.

Para que B N A =p, € necessdrio e suficiente, que Opp C *P.

Demonstracao. Sex € Opp, entaox = by, comy € peb € Op. Como PNA = p, segue
que y € B. Logo, x € B, pois P é ideal de O, ou seja, by € O P C P. Reciprocamente,
sexepCA entaox € OLp C*P. Logo, r € PNA, eassim, p CPNAGA Comopé
maximal, segue que p =P N A. |

Proposicao 2.15 Os ideais primos B;’s que aparecem na fatoragao de Orp sao

exatamente aqueles ideais primos de Oy, tal que a intersecao com A € p.

g

Demonstracao. Como Opp = H%f", segue que Opp C R, parai = 1,...,g9. Pelo
i=1

Lema 2.1, segue que PB; aparece na fatoracao de Opp se, e somente se, B, NA=p. N

L , . . .
, onde 7 é a projecao e ¢ a inclusao,
i

O homomorfismo ¢, =7o0i: A — Op —

O
tem Ker(p;)) = ANP,; = p. Logo, — pode ser visto como um subanel de %, e como
Oy A Z

¢ um —-espaco vetorial de dimensao finita, pois O é

ambos sao corpos, segue que
i

g
um A-modulo finitamente gerado. Como Opp = H‘Biei, segue que Opp N A = p, pois

i=1
pC OpepC Aimplicaquep COL,NAeOLp CP;, eassim, OppNACENA=p.

g
Definicao 2.8 Seja Opp = H‘}Se’ onde B, ’s sao ideais primos nao nulos de O.

17

i=1

A
1) O grau {(‘;IL : F} = dimas(OL/B;) € chamado de grau de inércia de B; sobre p e

i

denotamos por f; = f(Pilp).
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2) O expoente e; = e(*B;|p) de P; € chamado de indice de ramificacao de B; sobre p.

3) Os ideais primos P;’s de Op, sao chamados ideais de O, que estio acima de p.

Teorema 2.5 (Igualdade Fundamental) Se A é um dominio de Dedekind, K seu corpo

de fragoes, LIK uma extensao finita de grau n, Op, o anel de inteiros de L sobre A e p

g
O, A
um ideal primo nao nulo de A, entao Z e fi = [—L : —} =n.
p Oup p
- : O, A
Demonstragao. Primeiramente mostramos que Zei fi = |—=—:—|. Para isto
Op »p

i=1
consideramos a sequéncia de ideais

OLDPIDOPI D .. OPI P2 D ... DPPPFE O ... DPPPF ... P = Owp.

Quaisquer dois elementos consecutivos desta sequéncia sao da forma B e PP, e pela

Proposicao 2.4, segue que nao existe m ideal de O, tal que f D m DO PP,. Assim,
O

é um —-

a sequencia é maximal. Além disso, pela Proposicao 2.12, segue que

i Bi
) ) N T A T O[O A
espago vetorial de dimensao 1. Logo, [ P — : = = fi
PP p PR Pl LB p
Como existem e; elementos entre Of, e BI', es elementos entre P e PTP52, e assim
g
O, A
sucessivamente sempre deixando de considerar o iltimo, segue que Z e fi = [—L : —} :
Op »p

i=1

O, A
Agora, mostramos que O_]Lp : E} = n. Para isto, lembramos que se A é principal, entao
L
Op é um A-médulo livre de posto n (Corolario 1.9). Assim, se {z1,x9,...,2,} é uma
@
base de O, sobre A, entao teremos que {z; + Op,...,z, + Opp} é uma base de O_Lp
L
A ) B OL . _
sobre F Pois, se y = y + OLp € (’)_p’ ou seja, y = (a1x1 + ... + apzy) + Opp =
L
A @)
(a1 +p)(x1 + Oup) + ... + (an + p)(zn + OLp), com a; +p € 3 C + Owp € O—Lp,
L
_ O A o o =
entdao {z1 + Orp,...,z, + OL} gera —— sobre —. E se @77 + ... + a,2, = 0,
OLp p
entao Zdifi € OLp, ou seja, Zd,»x‘i = Zyjpj, onde y; € Op e p; € p, e assim,
i=1 i=1 j=1
Zdifi = Z(Z CijTi)p; = Z(Z CijPj)T;, com a; = ch'jpj €p,parai=12...,n,
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 j=1

isto é, a; = 0, para i = 1,2,...,n o que torna {zy,Zs,...,%,} linearmente independente
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sobre E Agora, consideramos S = A—p, onde p é um ideal primo nao nulo de A, e assim,
pela Proposigao 2.10, segue que S™'A = A’ ¢ um anel principal. Assim, S™'Op = O]

é¢ um A-médulo livre de posto n. Procedendo como na primeira parte tem-se que
o, A
Opp Ap

que se P; estd acima de p em O, entdao PB; NS = &, e assim (P, NOL)O;, é um ideal primo
g

] = n. Consideramos a fatoraciao de Opp em O;. Notemos, primeiramente,

de Of. Como S™HB, N S71A = S~ 1p, segue que Opp = H (S71B,)%, com e; € N. Além

i=1
disso, 0 homomorfismo canonico ¢ de Op, em Of dado por p(z) = %, induz um isomorfismo
OL O A S—tA

de T, em S, o qual é um isomorfismo de um —-espaco em um 1y
K3 K3

Logo, podemos concluir que e(S™1B;|S7'p) = e(Pilp) e f(STIPV:S™p) = F(Rilp),
g

-espaco.

para 1 < ¢ < ¢g. Portanto, n = {Oiﬁf:{? : ;3;} = ;e(slfpi\Slp)f(Sl‘BASlp) —
- _|[O . 4
>l ) = [ 5] :

Definicao 2.9 Dizemos que o ideal primo p de A é
a) totalmente decomposto em O, ou L, se g = n;
b) totalmente inerte em Oy, ou L, se f(B|p) = n, para algum P ideal acima de p;
c) totalmente ramificado em O, ou L, se e(*Plp) = n, para algum P ideal acima de p;

d) ramificado em O, ou L, se e(B|p) > 1 para algum P ideal acima de p.

O préximo teorema permite indicar explicitamente a fatoragao de um ideal primo p

em O, quando O, é da forma A[f], onde 8 € OL.

Teorema 2.6 (Kummer) Se Oy = Alf], p(x) = mingf € p1,...,p. $do polindémios
monicos em Alx] tais que p = p1**...p.°" (fatoragao de p em polinomios irredutiveis

em —|x|), entao
p[ Y,

a) Oup =P ... P, onde P; = Oup + Ovp;(B), com *B; os ideais primos distintos
de Oy, acima de p. Logo, e(P;|p) = e;, para 1 < j <r;

0, A o |
b) G5 = 5 (), onde ;€ aiz de py. Logo, [(B,lp) = r(p,), para 1 < j<r.
J
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Demonstracao.  Provamos inicialmente a existéncia de ideais primos ‘By,..., B, de
Oy, distintos acima de p, que satisfazem (b).

b) Se Ej ¢ uma raiz de pj, entao p; = mm% Ej, pois p; ¢ monico e irredutivel sobre
é. Consideramos o homomorfismo ¢; : Afx] — (é) [BNJ] dado por ¢;(f(z)) = f(B;)
1Eem—se que f(x) € Ker(p;) se, e somente se, p}|]g Logo, p(x) € Ker(p;). Deste
Ale] é) [Ej] induzido do
(p(x)) p

homomorfismo ¢;. Agora, notemos que o homomorfismo sobrejetivo ¢ : Alz] — A[f]

dado por ¢(f(z)) = f(B) tem nicleo {p(x)), e assim, ¢ : (]194([3) — A[f] é um

B A\ ~
isomorfismo. Deste modo, ¢; = ¢;0¢ ™ é um homomorfismo de Oy, = A[3] em (E) 18]

modo, podemos considerar o homomorfismo ¢; :

tal que ¢;(f(B)) = f(@), para todo f(x) € Alz]. Como (?) [EJ] ¢ um corpo, segue
que Ker(¢;) =P, é um ideal primo (maximal) de Op. Assim, ¢; induz um isomorfismo

- 0

o ‘I;L ( ) [BJ] Como p C P,NA, segue, pela maximalidade de p, que p =P, NA,
J

ou seja, P, estd acima de p. Além disso, se restringirmos ¢; a A, tem-se que ¢;|a € 0

homomorfismo candnico de A em é, e assim, ¢; é um —-isomorfismo de O em (é) [8;]-
p p j

Logo, — = (é) [3;], para alguma raiz 3; € % de p;. Portanto, f(B;|p) = f; e como

®;(pj (6)) =0# ¢;(pi(P)), para i # j, segue que Py, ..., P, sao distintos dois a dois.

a) Tem-se que pOr, +p;(B)OL C P;, para j = 1,...,7. Seja o € P; tal que o = g(),
com g(z) € Alz]. Como g(@) = ¢;(g(f)) = 0 e p; é o polinomio minimal de EJ sobre é,
segue que existe h(x) € Alz] tal que g = pjh. Logo, g — p;h tem seus coeficientes em ppe
a = (g—p;jh)(B) +p;j(B)h(B) € pOL + p;(5)OL. Mostramos que Pi* ... P C pOy,. De
fato, como (9 +B) (M +B') C M+ BB, para quaisquer ideais M, B, B’ de O, segue
que P ... B C pOL+~O0L, onde v = p1(B)° ... p(B). Como o polinémio p7* ...p<—p
tem seus coeficientes em p e p(B) = 0, segue que v = (p1(B)...p(B) — p)(B) €
pOr. Logo, P ... P € pOy, ou seja, Pi' ... P ¢ um miltiplo de pOp. Deste modo,

P, ..., B, sao os unicos ideais prlmos de Oy, acima de p e e(P,|p) < ej, paraj=1,...,7.

Portanto, Z (B,lp) f(B;]p) < Zejgr (p;) = gr(p;) = n. Da igualdade fundamental,
j=1 J=1

vale a igualdade, o que prova o item (a). [ |

Exemplo 2.3 Sejam K = Q(v6), Ox = Z[V6] e p(x) = 2> — 6 = mingV6. Pelo
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Teorema de Kummer, tem-se:
a) 2 ¢ totalmente ramificado, pois 20g = P2, onde Py = 20x +p1(V6)Ok e pi(x) = x;
b) 7 € inerte, pois TOx =P, onde P = 70k +p1(\/6)OK epi(z) =2+ 1;

c) b € totalmente decomposto, pois 5Ok = P1 Py, onde P = 50k —|—p1(\/6)(9K, By =
50k + pa(V6)Ok, pi(z) =z +4 e py(x) = 2 + 1.

Proposicao 2.16 (Multiplicidade de indice de ramificacio e grau de inércia) Se p € um
ideal primo de A, P um ideal primo de O acima de p, KCK' CL, Ox = O, NK' e
P =P N Ok, entao e(Plp) = (PP )e(P'[p) e f(Blp) = FBIP)S(B'[p).

1"

Demonstracao. Denotamos e = e(B|p), € = e(P|P') e ¢” = e(P'|p). Como (P')°
divide pOg e (P)¢"+! nao divide pOx/, segue que podemos escrever pOxr = (P M,
com M nao divisivel por PB’. De modo anslogo, podemos escrever P'Op, = PIM, com

I ndo divisivel por PB. Assim, pOp = (pOx)OL = ((P)'M)Op = (PEM)"MOL =

(PEIME MO, com MO nao divisivel por P, pois caso contrario, MO, C P o

que implica que MM C MO, N O C P', 0 que contraria o fato de M nao ser divisivel

por ‘B. Portanto, e = €’¢”. Agora, por definicao tem-se que f(B|P’') = {% : (;]5/] e
FOle) = | 2. Portanto, £8le) = | O 51| = ORI .

2.4.1 Ramificacao e discriminante

A relacao feita nesta se¢ao entre ramificagao e discriminante é de extrema importancia,
pois o ultimo teorema desta se¢ao nos mostra quais sao os ideais primos que se ramificam
em uma extensao, e garante que o numero de ideais primos que se ramificam é finito.
Pela referéncia [5], conhecemos o discriminante de todo corpo de nimero abeliano, o que
facilita o estudo dos primos que se ramificam neste corpo. As principais referéncias desta

secao sao [7], [9] e [18].

Lema 2.2 Sejam A um anel e By,...,B, anéis contendo A e A-mddulos livres

q q
finitamente gerados. Se B = H B;, entao Dpja = H Dpja-

i=1 =1
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Demonstracao. Provamos que para ¢ = 2 a igualdade é vélida e o
caso geral segue por inducao sobre gq. Seja B = B; X By, onde B; e B,
sao A-moédulos livres finitamente gerados que contém A.  Sejam {xy,...,z,,} e
{y1,...,yn} bases de B; e By respectivamente. Denotamos z; = (z;,0), para
i = 1,....m e zpy; = (0,y;), para 7 = 1,...,n. Logo, {z1,...,2%m+n} é uma

base de By x By sobre A. Assim, ®pa = (D(21,...,2m4n)) = (det(Trpalziz;))).

Notemos, que se x € By, entdo Trpa(x,0) = Trpa(r) e se y € By, entao
. TrBl‘A(xixj) 0
Trpa(0,y) = Trpyaly). Assim, det(Trpja(ziz;)) = =
0 Ty a(yiy;)
det(TTBl‘A(wixj))det(TrBQ|A(yiyj)) = D(z1,...,2m)D(y1,...,yn). Portanto, Dpa =
2
1254 N
i=1
Lema 2.3 Sejam B um anel, A um subanel de B e b um ideal de A. Se B € um A-mdédulo
B
livre com base {x1,...,x,}, entdo escrevendo para cada x € B, T = x+ Bb € 3o tem-se
que {T1,..., Ty} € uma base do E—médulo 55 ¢ D(Zy,...,Tn) = D(x1, ..., 2,).

Demonstracao. Procedendo de forma andloga a demonstragao do Teorema 2.5 podemos
B

provar que {77, ..., T,} é uma base do E—m(’)dulo ——. Agora, consideramos @z :

Bb Bb

B _ _ . _ . —
i dada por ¢z(y) = Ty e a matriz pz = (@;;), onde (a;;) = p,. Assim, TT%|%(JC) =

Trpja(x). Logo, Tril%(xixj) = Trpja(w;z;). Pelo Lema 2.2, segue que D(77,...,T,) =

Bb
det(Tr %(Tx])) = det(Trpja(ziz;)) = D(@q, ..., 2y). |

l

%51
Bb
Definicao 2.10 Seja A um anel. Dizemos que a € A é nilpotente se existe n € N tal que

a” = 0. Dizemos que A € um anel reduzido se o unico elemento nilpotente € o zero.

Lema 2.4 Se A ¢ um anel Noetheriano e reduzido, entdo o ideal nulo € expresso como

uma intersecao finita de ideais primos.

Demonstracao. Como A é um anel Noetheriano, segue, pela Proposicao 1.2, que

q
(0) = H ps’, onde p;’s sdo ideais primos, parai = 1,2, ...,q. Tem-se que (0) C piN...Np,.
i=1
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q q
Agora, se x € ﬂpi, entao x € p;, para todo 1 <1i < ¢, e assim, T4 € pr’ = (0).
i=1 1=1

q
Logo, z¢'T*¢ = () e como A é reduzido, segue que x = 0. Portanto, (0) = ﬂ D |
=1

Definicao 2.11 Sejam A e B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo. Chamamos o par

(B, ) de uma A-dlgebra. No caso, em que A € um corpo, tem-se que ¢ € injetiva.

Lema 2.5 Seja K um corpo finito ou de caracteristica zero. Se I é uma K-dlgebra

comutativa de dimensao finita, entdo L. € reduzido se, e somente se, Dy 7 (0).

Demonstracao. Suponhamos que L nao seja reduzido, ou seja, existe um x € L
nao nulo tal que 2™ = 0, para algum m > 0. Como L é uma K-algebra de dimensao
finita, segue que existe uma base {z1,...,x,} de L sobre K e podemos supor x = ;.
Assim, (7v12;)" = "2 = 0, para j = 1,...,n. Consideramos ¢,,,, : L — L dada
POr a2, (y) = m1x;y. Tem-se que @, .;(y) ¢ nilpotente, para todo y € L. Logo,
o polinomio minimal de ¢,,,; ¢ t™, e deste modo, zero ¢ o unico autovalor de @, ...
Assim, Tryg(z12;) = 0. Portanto, D(x1,...,2,) = det(Tryx(x;z;)) = 0, pois a matriz
(T'rug(zsx;)) tem a primeira linha nula. Por outro lado, observamos que L é um K-

modulo finitamente gerado com K um anel Noetheriano (K é corpo), o que pelo Corolério
q

2.1, torna I um anel Noetheriano. Assim, supondo L reduzido tem-se que (0) = ﬂpi.
=1

Como L é uma K-algebra de dimensao finita, segue que L contém um corpo isomorfo a

L
K e IL é inteiro sobre K. Assim, o fato de — ser um dominio de integridade e K C —,

implica pela Proposicao 1.5, que — é um corpo. Portanto, p; ¢ um ideal maximal de L,
i

L L
q

para 1 <7 < gq. Para i # j, tem-se que p; # p;, logo p; +p; = L. Assim, . ~ p—,
i=1F oy T

q q
L
ou seja, L ~ H —. Segue, pelo Lema 2.2, que Dy g = HQLIK‘ Pelo fato de K ser
. o

i=1 7" i=1
finito ou de caracteristica zero e K C p_ ser uma extensao de dimensao finita, segue que
Q%IK # (0). Portanto, Dy # (0). |
Consideramos até o fim desta secao Q C K C L extensoes de corpos, Ok o anel de

inteiros algébricos de K e O, o anel de inteiros algébricos de L.
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Definicao 2.12 Chamamos de discriminante de Op sobre Ox o ideal gerado pelo

discriminante de uma base de I sobre K contida em O, e denotamos por Do, |o, -

Teorema 2.7 Se p € um ideal primo de Ok, entao p se ramifica em O se, e somente
se, p contém Do, jo,. Além disso, o conjunto dos ideais primos de A que se ramificam

em Oy, € finito.

Demonstracao. Suponhamos que p se ramifica em Op, e consideramos S = Ok — p.

Denotamos O = S~'O0g, O] = S7'OL e p’ = pOx’. Pela Proposicao 2.10, segue que
Ok Ox OL 0O

Oy é um anel principal, e assim, Op é um O-médulo livie e — ~ —* e —= ~ ——.
p pOL PO

Seja {e1,...,e,} uma base de Of sobre Of. Como p se ramifica em O, segue que
. — 0 O;
’}3@'% = (0) (Lema 2.5). Assim, 0 = D(ey,...,e,) € TK ~ p—]/K, o que implica que
pOL, ' p
D(ey,...,e,) € p'. Agora, consideramos {z1,...,z,} uma base de L sobre K contida em

Op. Assim, z; = g a;;e;, com a;; € O e i =1,...,n. Logo, D(xy,...,z,) € Ok e
i=1

D(x1,...,x,) = det(a;)?Dley, ..., e,) € Op’ Cp'. Assim, D(aq,...,1,) € Oxg Np' = p.
Portanto, e, |0, C p. Por outro lado, se Do, 0, C p e {e1,...,e,} é uma base de O

~ Y . .
sobre Of, entao ¢; = =, com y; € O, s € Sei=1,...,n. Assim,
s

Yil; 1
D(ey, ... en) = det(Tru(ee;)) = det (TTMK ( 32j>) = STndet(TTLIK(yiyj))

= S_2nD(y17 s 7yn) S O]/KQOL\OK - O]/Kp - p/‘

Logo, D(ey,...,e,) = 0 em p—]/K, e portanto, @@|% = (0), o que implica, que p se
POL " P

ramifica. [ |

Exemplo 2.4 Se K = @(\/c_l), com d € Z livre de quadrados, entao, pelo Teorema 1.16,

seque que o discriminante

4d, se d =2 ou 3(mod 4)
d, sed=1(mod 4)

Dy =

Assim, um ideal primo p = pZ de Z se ramifica em Ok se, e somente se, p|2 ou p|d no

caso em que Dx = 4d e p|d no caso em que Dk = d.
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Exemplo 2.5 Se K = Q((,), onde (, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com
p € um primo impar, entao, pelo Teorema 1.18, tem-se que o discriminante Dyx =
(—1)%119’7_2. Assim, um ideal primo q = qZ de Z se ramifica em Ok se, e somente
se, q|p. Mas isso acontece apenas quando q = p. No caso de K = Q((,), tem-se que p se

ramifica se, e somente se, p|n.

Proposigao 2.17 Se K ¢ uma extensao de Q tal que K # Q e b um ideal nao nulo de

OL, entao existe b € b nao nulo tal que
| Nigg(b)] < N(0)/| Dl
onde Dx € o discrimante de uma base de K sobre Q contida em Oy,.
Demonstracao. [9], pag. 158.
Lema 2.6 (Minkowski) Se K é uma extensao de Q tal que K # Q, entdo |Dg| > 2.

Demonstragao. Se b = (1) é um ideal de O, entao pela Proposigao 2.17 tem-se que

1 < [Nii(b) < N(0)v/|Dx| = v/ Dxl.

Portanto, |Dg| > 2. |

2.4.2 Grupos de decomposicao, inércia e ramificagcao

Os grupos de decomposicao, inércia e ramificagao sao de fundamental importancia na
teoria da ramificacao. Estes grupos tem caracteristicas especiais que veremos neste secao.
A demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber ¢é feita observando tais caracteristicas.
A principal referéncia desta secao é [12].

Consideramos, nesta secao, A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes, IL

uma extensao de Galois de K, com grupo de Galois G e O, o anel de inteiros de L sobre

A.

Proposigao 2.18 Sejam p1,...,p, ideais primos e b um ideal arbitrdario de A. Se b C

prUpaU...Up,, entao b C p;, para algum j =1,... 7.
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Demonstragao. Como O, é um dominio de Dedekind, segue que p; € p;, para todo

i#j,comi,j=1,...,r, pois p; é maximal. Seja ¢;; € p; — p;. Suponhamos que b ¢ p;,
para todo j = 1,...,7. Assim, existe b; € b — p;, para j = 1,...,r. Consideramos
aj = Cj1 ... Cjj-1" bj ©Cjj+1 c Cjr € (pl N...N Pi—1 NnbnN Pjit1 N pr) — p;. LOgO,

Zaj €b—(pU...Up,), ouseja, b € pyU...Up,. Portanto, b C p;, para algum
j=1

jg=1...r. |

Teorema 2.8 Sejam p um ideal primo nao nulo de A e Py, ..., B, os ideais primos de

OL que estao acima de p.

a) 0(OL) = O, para qualquer o € G;

A @
b) Todo o € G induz um E—isomorﬁsmo de == sobre para ) =1,...,9;

O
j a(PB;)

c) P, ..., B, sdo dois a dois conjugados;
d) e=e(Plp) = = e(Fylp) e [ = F(Fulp) = ... = F(Fqlp).

Demonstracao. a) Se o € Oy, entao existe um polinomio moénico f(x) € Alx] tal que
f(a) = 0. Assim, para qualquer o € G, segue que f(o(a)) = 0. Portanto, o(OL) C OL.
Analogamente, tem-se que 0~ '(Op) C Op. Como Op = oo~ (O), segue que O, C o(OL).
Portanto, 0(Oy) = OL.

@
b) Consideramos oo, , a restrigio de 0 € G a Oy, e ¢; : O, — <£) dada por
A% 2
pi(a) =a+o(P;), para j =1,...,¢. O homomorfismo composi¢ao
OL
@; o J|@ :O]L —_—r ————
! : o(%B;)
ar— o(a+9;),
(@ O A
¢ sobrejetor e tem ntcleo B;. Portanto, L~ L omo —-espagos vetoriais.
B (%) p

c¢) Mostramos que {B1,...,B,} = {0(P1); 0 € G}. De fato, para todo o € G, tem-se
que o(P1) N A = o(P1 N A) = p. Portanto, o(P1) € {P1,...,B,}. Agora, suponhamos
que PB; ¢ {o(P1);0 € G}, para algum j = 1,...,¢9. Como P, é um ideal maximal de Oy,
segue que P; € o(P1), para todo o € G. Pela Proposicao 2.18, segue que P; U a(PB1).

oeG
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Seja o € P, — U o(P1). De (a), tem-se que o(a) € O, para todo 0 € G. Assim,
oeG

H o(a) = Ny(o) € B;, e consequentemente, H o(a) € B;NA=p CPy. Pelo fato

oeG oeG

de P, ser primo, segue que o(a) € Pi, para algum ¢ € G. Assim, o € o7 (B;) o que

contradiz o fato de o € *B; — U a(PBy).
oeG
d) Tem-se que (o(P1))* divide pOy se, e somente se, P* divide pOy, para o € G e

k € N. Assim, e(aB1]p) = e(Pi|p). De (b) tem-se que f(o(P1)|p) = f(Pi1|p). Portanto,
por (¢), segue que e(Pulp) = ... = e(Pylp) = e e f(Pulp) = ... = f(Bylp) = [. O

Corolario 2.1 Com hipdteses do Teorema 2.8, tem-se que efg = n, onden € o grau da

extensao L de K. [ |

Observacao 2.2 Como em uma extensao de Galois todos os indices de ramificagcao
e graus de inércia sao iguais para todos os ideais P;’s acima de p, seque que basta

estudarmos o indice de ramificacao e grau de inércia de um unico ideal P acima de

p.

Teorema 2.9 Se (,r € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade, com p primo er € N, e

B € um ideal primo de Ogc,-) acima de pZ = p, entdao

a) (1= Gr)?P) Oge,r) = POgc,r);

b) e(Blp) = w(p"), ou seja, p se ramifica totalmente em Ogc,.)-

Demonstracao. a) Para r = 1, tem-se, pelo Lema 1.7 item f, que (1 — (,) é um
ideal de Og,) acima de pZ. Assim, pelo Teorema 1.8 item ¢, os conjugados de (1 — ()
também estao acima de pZ. Como os conjugados de (1 —(,) sao todos da forma (1 — CIZ)) =
(1-G)(A+G+. ..+, segue que pOgc,) = (1 — )PP Ogc,). Assim, pela Observagao
L5, tem-se que (1 — G )?*) Ogce,.) = pOqc,)-

b) Segue do item (a). |

Proposigao 2.19 Se p € ideal primo nao nulo de A e P um ideal primo de O acima de
OL

B

. A .
p, entao ‘E ¢ uma extensao normal.
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A
Demonstragao. Consideramos ¢ : A — v dada por ¥(a) =a+pep: Op — %
dada por p(a) = a +B. Sejam o € Op e p(xr) = minga = H(x —o(a)) € Alzl.

oelG

Tem-se que ¢(a) é uma raiz de (p(x)) € ?[x], o qual se fatora em %, pois (p(x))

A O A
é um multiplo de polinémio mininal de ¢(«) sobre b Portanto, %|— ¢ uma extensao

normal. [ |

A

~ L , , . . .
A extensao _|E serd separavel se — for um corpo perfeito, ou seja, se — tiver

A

caracteristica zero ou p primo e todo elemento de — for uma poténcia p-ésima em —.

Definigao 2.13 Sejam p um ideal primo nao nulo de A e B um ideal primo de O acima

de p.
a) Z(Blp) = Z ={o € G;0(P) =P} € chamado de grupo de decomposicio de PB;

b) T(Bp) =T = {0 € Z;0(a) = a(mod B), para todo o € O} é chamado de grupo

de inércia de P,

¢) Vi(Blp) = V; = {0 € Z;o(a) = a(mod P+, para todo o € O, j € N} €

chamado de j-ésimo grupo de ramificacdao de .

Observacao 2.3 O grupo Z ¢é um subgrupo G e os V;’s sao subgrupos de Z e

consequentemente de G.

Proposicao 2.20 Com as notagoes da Definicao 2.13, tem-se que

a) Os grupos de decomposi¢oes de ideais primos de Op acima de p sao dois a dois
conjugados e 0s grupos de inércia de ideais primos de Or acima de p sao também

dois a dois conjugados;
b) |Z] =ef;
¢) V;’s sao subgrupos normais de Z.

Demonstragao. a) Primeiramente provamos que Z(o(B)|p) = 0 o Z o 0™}, para todo

o€ G Assim,seoc € Gel e Z entao cofoo (o(P)) = c0b(R) = o(P). Logo,



82

cgoZoo € Z(a(P)|p). Por outro lado, se p € Z(a(P)|p), entao o' o poc(P) =
oo (B)) = B. Logo, 0 Lo Z(a(P)|p) oo € Z. Portanto, Z(c(P)|p) = 0o Zoo ™!, para
qualquer o € G. Agora, provamos que T'(c(B)|p) = coT oo™ !, para qualquer o € G. De
fato,se 0 € G, 0 € T e a € Or, entao (cohoo 1) (o(a)) —o(a) = o(f(a) —a) € a(P).
Portanto, 0 0 § o 07 (o(a)) = o(a) (mod o(P)), ou seja, c o T oo™t € T(a(P)|p). Por

Loo(a) =

outro lado, se p € T(o(P)|p), entdo 0 topoo(a)—a=0c'topoo(a)—o0"
o Y p(o(a)) —o(a)) € c7'a(R) = P. Portanto, 07! o poo(a) = a (mod R), ou seja,
oo T(o(R)lp) oo € T.

b) Consideramos a aplicagao sobrejetiva ¢ : G — {o(B);0 € G} dada por ¢(o) =
o(B). Notemos que Ker(¢p) = Z, e assim, (G : Z) = g e pelo Corolério 2.1, segue que
Z] =ef.

¢) Observamos que para qualquer ¢ € Z, tem-se que o(R'™!) = P+ Agora,

consideramos o homomorfismo

O — O, — O, — O

Fi : f/BiJrl s:BiJrl

a+ Pt — a— o(a) — o(a) + P

o qual tem nucleo Vj, para j € N. Portanto, os V}’s sao subgrupos normais de Z. |
Proposigao 2.21 Sejam KCK' CL, Ox = O, NK e P =P N Ok

a) Z(BIP') = ZNGal(LIK'). Além disso, se K'|K é uma extensao de Galois, entao

ﬂ%@ﬁgéﬁy

b) TORIP) = T NGal(LIK). Além disso, se K'|K € uma extensio de Galois, entdo

ﬂwm:ﬂ%gy

¢) V(B = V; N Gal (LK),

Demonstracao. a) Se 0 € Z(BIP'), entdo 0 € Gal(L|K') e o(PB) = P. Logo, se
o fixa K/, entdo o fixa K, ou seja, 0 € Gal(L|K), e assim, Z(BIP') € Z N Gal(L|K").
Por outro lado, se 0 € Z N Gal(L|K'), entdo o0 € Gal(LIK') e o(PB) = B, e assim,
ZNGal(LIK") C Z(PIP'). Portanto, Z(P|P') = Z N Gal(L|K"). Além disso, se K'|K é
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um extensao de Galois, entao, considerando o homomorfismo canonico ¢ : Gal(L|K) —
Gal(K'|K), dado por ¢(0) = ok, o qual tem nicleo Gal(L|K’), tem-se que 0|z : Z —
Z(P'|p) é um homomorfismo sobrejetivo, com ntcleo Z(B|P’). Pois, se 0 € Z, entao
ol (P) =clxw(PNOk) =c(P')NOx =P, ou seja, ¢|z(0) € Z(P'|p). Por outro lado,
se 0 € Z(p'|p), entao estendendo o a L, tem-se que o(B) = o (P'NOk/) = o (P’') = o(P),
ou seja, 0 € Z. Por fim, 0 € Ker(p|z) = {o € Gal(LIK);olg = id e o(P) = P} se, e

Z
somente se, o € Z(P|P’). Portanto, Z(P'|p) ~ ————

.

b) Se o € T(P|P'), entdo 0 € Gal(L|K') eZU(E‘Eng) a(mod B), para todo a € OL.
Como o fixa K, segue que o fixa K, e assim, T(P|B') € T'NGal(L|K’). Por outro lado, se
o € TNGal(LIK'), entao o € Gal(L|K') e o(«) = a(mod B), para todo a € O, e assim,
TNGal(L|IK) C T(P|P'). Portanto, T'(P|P’) = TNGal(L|K'). Além disso, se K'|K é uma
extensao de Galois, entao, de modo andlogo ao item (a), tem-se que o|r : T — T(P'|p)
¢ um homomorfismo sobrejetivo, com nicleo T'(PF’).

¢) Se o € V;(BIP), entao 0 € Gal(LIK') e o(a) = a(mod P*), para todo a €
Op. Como o fixa K, segue que o fixa K, e assim, V;(P|P') C V; N Gal(L|K'). Se
o € V; N Gal(LIK), entdo o € Gal(L|K') e o(a) = a(mod P11, para todo a € O, e
assim, V; N Gal(L|K') C V;(BIP'). |

Notemos que para j = 0, tem-se que V; = T" e os V}’s sao subgrupos de 7', os quais
formam uma cadeia decrescente de subgrupos de GG. Pelo Teorema de Correspondéncia

de Galois, Teorema 1.6, segue que existem corpos fixos Kz e Ky dos subgrupos Z e T de

G, respectivamente. Assim, K C K, C Ky C L.

Definicao 2.14 O grupo Kz é chamado de corpo de decomposicao de P e Ky o corpo de

mércia de .

Observacao 2.4 Tem-se os sequintes diagramas
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{0} L OL B
T Kr Or PBr=PNOr
Z Kz Oy PBz=PN0O,
G K A p

Proposigao 2.22 Seja KC K C L.

a) Kz(BIP) = KZK'.  Além disso, se K'|K é uma extensao de Galois, entao
Kz(¥'lp) = Kz 0K’

b) Kr(BIP) = KyK'.  Além disso, se K'|K é uma extensio de Galois, entdio
Kr(P'lp) = Kr NK".

Demonstracao. As demonstragdes dos itens (a) e (b) seguem da Proposigao 2.21. B

Proposicao 2.23 Com as notacoes da Proposicao 2.21 tem-se que Ky; C K’ se, e

somente se, g(*PIP’) = 1.

Demonstracao. Sejam G' = Gal(L|K') e Z(B|P’) o grupo de inércia de P sobre
P'. Pela igualdade fundamental tem-se que e(B|PB') f(BIP)g(P|P’') = [L : K']. Como
1Z(BIB)| = e(BIB)f(BIP), segue que g(PIP') = (G : Z(P[P')). Logo, g(PIP') =
1 se, e somente se, Z(P|P') = Gal(L|K'). Portanto, pela Proposicao 2.21 item (a),
Z(BIP') = Gal(L|K') se, e somente se, Gal(L|K") C Z se, e somente se, K; CK'. N

Teorema 2.10 Com as mesmas notagoes da Observacao 2.4 tem-se que:

a) [L: Ky =ef;

b) e(Ralp) = 1, F(Ralp) =1 ¢ g—j _ f

¢) g(BIBz) =1, e(PIPz) =, [(BIP2) = [,
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Demonstragao. a) Segue da Proposigao 2.20 item (b).
b) e ¢) Da Proposicao 2.23 resulta que g(P|Pz) = 1. Logo, [L : Ky =
e(PIPB2) f(B|P2). Como [L : Kz] = ef e pela multiplicidade de indices de ramificagao

e graus de inércia e = e(PB[Pz)e(Pzlp) e f = f(PBIP2)f(Pzlp), segue que e(Pzlp) =
FBzlp) =1, e(BIPz) =ce f(BIB2) = [ u

@)
Teorema 2.11 Fuxiste um homomorfismo sobrejetor de Z no grupo de Galois de —L

sobre e com nicleo T. Este homomorfismo induz um isomorfismo de Gal(Kr|Kyz) sobre
O A) ~
Gal| =) =G.
( RN

Demonstragao. Pelo item (b) do Teorema 2.8, segue que cada o € G induz um —-

@) A
isomorfismo de % em <—%). Assim, se 0 € Z, entao o induz um —-automorfismo de ey
o
OL A
Consideramos a aplicagao ¢ : Z — Gal (% E) dada por ®(c) =7 = poo|p, 0!,

, . L .
onde ¢ é o homomorfismo canonico de Op, em g Tem-se que ® é um homomorfismo,

1 1 1

pois para o, p € Z, ®(op) = poa|o, o plo, ot =poalp, ocp topoplo ot =ap.
Agora, 0 € Z estd no nicleo de ¢ se, e somente se, o(a) + P = a + P se, e somente
se, o(a) = a (mod PB), para todo o € O, se, e somente se, o0 € T. Por fim mostramos
que ® é sobrejetiva. Seja o € G. Sea e %, podemos considerar @ = ¢(«). Assim,

d(p(a)) é uma raiz do minagp(a). Como a extensao L|K; é normal, segue que para
P

a € O, todas as raizes do ming,p(a) pertencem ao conjunto {¢(o(a));o € G}. Pelo

item (b) do Teorema 2.10, segue que Kz = —, e assim, ming,p(a) = minap(a). Logo,
P
d(p(a)) = p(o(a)), para algum o € Z. Portanto, ¢ = ®(0), ou seja, ¢ é sobrejetiva.
— ~ A

Assim, ¢ : Gal(Kr|Kyz) — G é um isomorfismo, pois Gal(Kr|Ky) = T |

Corolario 2.2 O homomorfismo ® dado no Teorema 2.11 restrito a Z(B|P'), induz um

: Z(BIP) O Ok

isomorfismo de — ——= no grupo de Galois de — sobre —-. |
eypty B B

Proposicao 2.24 Com as notacoes da Proposicao 2.22 e se Ky C K' C L, entdio Ky C
K’ se, e somente se, f(PIP') = 1.
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Demonstragao. Como K, C K, segue, pela Proposigao 2.23, que g(BIF') = 1.

Assim, Z(P|P’') = Gal(L|K'). Agora, f(B|P’') = 1 se, e somente se, % = (zé(, se, e
somente se, Gal (% (;)pﬂf/) = {id} se, e somente se, T(BIP') = Z(P|P’) se, e somente
se, Gal(L|K') C Gal(L|Kr) se, e somente se, Ky C K'. |

Teorema 2.12 Com as mesmas notagoes da Observacao 2.4 tem-se que:

CL) []L . KT] = €, [KT : Kz] = f,‘
Or Op
b) g(B[Br) =1, e(P|Pr) =e, fBIPr)=1e 1 =7
PBr P

c) gBrPz) =1, e(Pr[Pz) =1, f(Br|Bz) = f;

Demonstracao. a) Pela Proposi¢ao 2.20, tem-se que [L : Kz] = ef e pelo Teorema

Gal (ﬁ é) ‘ Portanto, [L : Kr] = e, [Ky : Kz] = f.

2.11, tem-se que [Ky : Kz| = f = o'
b) Como g(IB2) = 1, segue que (B[ Pr) = g(Brl¥) = 1. Tomando Ky = K na

Proposigao 2.24, segue que f(B|Pr) = 1. Assim, e(P|Pr) = [L : Ky| =e.

c¢) Segue do item (b) e da multiplicidade de indice de ramificagao e grau de inércia.l
Proposicao 2.25 Eristet € N tal que V; € trivial.

Demonstracao. Como G é finito, segue que a cadeia G 2 Z DT D V3 D ... é

estaciondria, ou seja, existe t € N tal que V; =V, 1 = .... Assim, V; = ﬂ Vi. Se o eV,
ieN
para todo i € N, entao o(a) = a(mod ﬂ P, para todo a € Op. Como ﬂ P = {0},
ieN i€N
segue que o(a) = «, para todo o € O, ou seja, 0 = id. |

Proposicao 2.26 Os grupos de decomposicao, inércia e ramificacao nao se alteram no
processo de localizagao, ou seja, se S = A —p, entao Z = {o € G;0(S™HB) = SR} ¢
Vi ={0 € Z;o(a) = a(mod (S™'B)" ), para todo o € S~*OL}, para j € N.

b b b
Demonstragdo. Se o € Z e — € ST, entdo o(~) = o(b) C S™'B. Tomando
s s s

o = id, tem-se que STHP C o(S7HB). Por outro lado, observamos que S™HB N Op = P
(Proposicao 2.5). Assim, o(B) = o(STPNOL) = o(STPNOL = STHPNOL =P.
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Portanto, Z = {0 € G;o(S™"B) = S™"B}. Agora, se 0 € Vj e % € 570, entio
s

o) _ @ = sl@) —a € (S7UB)’*'. Por outro lado, como Pt = (STHRYFL N O,
s s s

ola) —a € (STIR)T para % € S0y, segue que o(a) —a € (STER)H N Oy, pois

o(a) € Op. Pelo fato de que P/ = (STIR)H N O, tem-se que o(a) — a € P

Portanto, V; = {0 € Z;0(a) = a(mod (S71R)7 1), para todo o € S™'Oy.. |

Observagao 2.5 Se P ¢ um ideal primo de Oy, entao B N A é um ideal primo de A.
No processo de localizacao, tem-se que S~'p € o inico ideal primo de S~*A, e assim,
SR N StA = S~ p, para todo B ideal primo de Op, ou seja, S™YPB estd acima de
S7p. Como existe um nimero finito de ideais de SO acima de S™'p, seque que
S7rOy, € um anel principal, ou seja, STV € um ideal principal. Portanto, pela Proposicao
2.26, podemos considerar Or um anel principal, pois 0s grupos de decomposicao, inércia

e ramifica¢ao nao se alteram.

Lema 2.7 Se K é um corpo e G um subgrupo finito de ordem m do grupo K*, o grupo

multiplicativo de K, entao G € ciclico.

Demonstracao. Como K* é um grupo abeliano, segue que G é um grupo abeliano
finito de ordem m. Assim, pelo Corolario 1.7, existe um elemento § € G tal que o(f) =
mmc{o(a);a € G} = r. Logo, r é um miltiplo da o(«), para todo & € G e m é um
multiplo de r, e assim, tem-se que G C U, C U,,, onde U; é o conjunto das raizes i-ésimas
da unidade, para i = r,m. Pelo fato de |U,,| = m, segue que G = U,,. Portanto, G é
ciclico. ]

Pelo Lema 2.7, segue que se ¢ = card(K), entao K* é ciclico de ordem g — 1.
Lema 2.8 Se K € um corpo de caracteristica p e G um subgrupo de ordem n do grupo
K*, entao p 1 n.
Demonstracao.  Seja (, raiz n-ésima primitiva da unidade. Se p|n, entdo p # 0 e

(P )P = (" = 1. Assim, ¢/ = 1, 0 que é um absurdo. m

Definicao 2.15 Sejam G um grupo finito e p um numero primo. Se p" divide a ordem
de G e p"™! nao divide a ordem G, dizemos que 0s subgrupos de G de ordem p" sao

p-subgrupos de Sylow de G.
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Observacao 2.6 Os p-subgrupos de Sylow de um grupo G sao dois a dois conjugados.
O grupo aditivo de um corpo K possui apenas o subgrupo trivial se K tiver caracteristica
zero ou 0s p-subgrupos elementares (grupos isomorfos a produtos de grupos de ordem p)
se K twer caracteristica p primo.

Teorema 2.13 O grupo quociente v € canonicamente isomorfo a um subgrupo do grupo
1

@) V;
multiplicativo de % e para todo © > 1, o grupo quociente v ! ¢ isomorfo a um subgrupo
1
@)
do grupo aditivo de %.

Demonstragao. Localizando, tem-se que P = (b), com b € Op. Se o € T, entao
o(b) = b(mod R), e assim, o(b) € P. Mas, o(b) ¢ P, pois se o(b) € P2, entao P C P, o
que contraria a Proposigao 2.3. Como o(b) € B, segue que podemos escrever o(b) = x,b,
com z, € Op e b{z,. SejaT € T. Tem-se que o7(b) = o(z,:b) = o(x,)o(b) = o(x,)x,b.
Logo, x,r = 0(x;)x,. Como o € T e z, € O, segue que o(z,) = z,(mod B). Portanto,
Tor = x;T,(mod P), ou seja, T,, = Tox,. Assim, a aplicaggo & : T — J, dada

*

por ®(o) = T,, onde J = {7, € % ; Tob = a(b)} ¢ um homomorfismo sobrejetor.
O Ker(®) = {0 €T; 7, = 1} = {0 € T;x,b = b(mod P*)} = {0 € T; o(b) =

b(mod PB*)} D V4. Agora, consideramos o € V; (j > 1). Assim, o(b) = b(mod P*), ou
seja, o(b) —b € P/, Logo, podemos escrever o(b) —b = y, 0", com y, € Op e VT {y,.

Seja 7 € V;. Tem-se que y,,0/™ = o7(b) — b = o(y,/"™ +b) — b = o(y,)o(b)’ +
j+1\ I j+1
o(b) —b=o(y;) (Y.t T + )7 +y, b7 Assim, y,r = o(y,) (% + y;bjrl —

o(y:) (1 4+ yob' Yt + y,. Como o € V; e y, € O, segue que o(y,) = y,(mod P*') o que

implica que o(y,) = y,(mod RB), pois V; C T. Expandindo a equagao (1+y,b )7, tem-se

que todos os termos exceto o primeiro estao em PR/ C P. Assim, yyr = Y- + Yo (mod P),

ou seja, y,, = Y, + Y, Portanto, a aplicacao Q : V; — H, dada por Qo) = 7

o)

onde H = {ya € %
{0 € Vi; yo = 0(mod P)} = {0 € Vj; y /™ = 0(mod P')} = {0 € V}; o(b) =

b(mod P2)} D Vj41. Agora, mostramos que Ker(®) = Vi e Ker(Q) = Vj;1. Sejac € T

; o(b) —b= ygbj+1}, ¢ um homomorfismo sobrejetor. O Ker(Q2) =

tal que o € Ker(®). Se z € B, entdo podemos escrever z = ab, com a € Op e b { a.

Assim, o(z)—z = o(ab) —ab = o(a)o(b) —ab+o(a)b—o(a)b = b(o(a)—a)+o(a)(o(b)—b).
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Notemos que o(a) —a € B, b € P, o(b) —b € P? e o(a) € Op. Assim, o(z) — z € P>
Portanto, para qualquer z € R, tem-se que o(z) — z € P2 Consideramos =z € O e
escrevemos o”(z) —x = o (o(z) —x) + 0P %(o(x) —2) + ... + o(o(z) — x) + o(x) — .
Tem-se que o(z) —x € P, poisz € Op e o € T. Assim, o(z) —z = z € B. Pela
primeira parte tem-se que o(z) — 2z € P2, e assim, o(2) = z(mod P?) o que implica que
o(2) = z(mod B?), para 1 < k < p. Logo, o?(z) — x = pz(mod R?). Se p = car % :
entdao pl € P. Como z € P, segue que pz € P2, ou seja, of(z) = x(mod PB?). Portanto,
o? € Vi. De modo andlogo, mostramos que Ker(2) = Vjy;. De fato, se ¢ € V; e
o(b) = b(mod P7T?), entao o(z) — z € P/*2, para todo 2z € P. Logo, a(z) — z € P2
Agora, se z € O, entdo o(z) —x € P C P. Assim, o(z) — x = 2z € B, o que implica
que o(2) — 2z € P2, Assim, of(x) — x = pz(mod P +?). Portanto, oP(z) — z(mod P+?),

ou seja, o € Vjiq. ]

Corolario 2.3 Se car (%) = 0, entao T ¢ ciclico e Vi € trivial. Se car (%) =p,

com p primo, entao — € ciclico, cuja a ordem nao é divisivel por p e € um produto
1 J+1

direto de grupos ciclicos de ordem p, para j > 1. Além disso, V; € o unico subgrupo de

Sylow de T. ]

Demonstracao. Pelo Teorema 2.13, tem-se que A é isomorfo a um subgrupo do grupo
1
Vi

é
Vit

@) (@)
multiplicativo de —]L, e assim, pelo Lema 2.7, — ¢é ciclico. Se car(—L) =0e

Vi B

@
isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo de —= (Teorema 2.13), segue, pela Observagao

Vi

2.6, que ¢ trivial. Logo, V; = V41, para todo j > 1. Portanto, pela Proposicao 2.25,

1
T
tem-se que V; ¢é trivial, para todo j > 1, e consequentemente, 17" = — ¢ ciclico. Agora, se
1
OL _ Vi
car(—) = p # 0, entao, pelo Teorema 2.13 e pelo Lema 2.8, tem-se que
B ] Vit
T T
—| = =— = m, ou seja, |T| = mp*, com m.
v ‘ " ja, || p pt

¢ p-grupo

elementar, para todo 5 > 1. Logo,

Assim, V; é um p-subgrupo de Sylow de T" e é o tnico, pois Vi é um subgrupo normal de
T. |
A seguir definimos o automorfismo de Frobenius que sera tutil quando um ideal primo

p de A nao ramifica em Of.
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Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao finita de
K de grau n, O, o anel de inteiros de IL sobre A, p um ideal primo A e ¥ um ideal primo
de O acima de p.

Suponhamos que p nao se ramifica em Op. Tem-se que — é um corpo finito com ¢
elementos e de caracteristica p primo. Assim, T é trivial epZ ¢ isomorfo ao grupo de
Galois de @ sobre é Portanto, Z é ciclico de ordem ¢, gerado pelo automorfismo o tal
que

o(a) = a? (mod R).

Definicao 2.16 O automorfismo o que gera Z ¢ chamado de automorfismo de Frobenius

associado a P e denotado por (B, OL|A).

Z T
Proposicao 2.27 Se — ¢ abeliano, entao — € ciclico de ordem dividindo q — 1.
1 1

Demonstragao. Se O é um anel principal, entao B = (b), com b € Oy,. Para cada
o € Z, tem-se que o(b) = kb, com k € Op e b{ k, pois o(b) = b (mod}), isto é, pertence a

T @)
B. Como — ¢ isomorfo a um subgrupo do grupo multiplicativo de —H‘, segue, pelo Lema

Vi pY

T
2.7, que A ¢ ciclico gerado por um 7 € T tal que 7 = 7o Vj. Para cada ¢ € Z, pelo

1
OL A ~ .
Teorema 2.11, ¢ induz um & € Gal (%‘E) = (. Tem-se que G ¢é ciclico gerado por um

automorfismo de Frobenius. Sejam o (b) = kb, 7(b) = mb e 7o' (b) = I[b. Notemos que
Z
o(b) = kb implica que o7 1(b) = b(o~(k))~*. Como v ¢ abeliano, segue que o0~ ! =71
_ 1
o que implica que [ = m. Calculemos o valor de [.

oro 1(b) = or(b(c (k)" = o(mbro (k1)) = o(m)kboro 1 (k7).

Logo, | = o(m)koro (k™). Reduzindo mod R, tem-se 7(c 1 (k1)) = o1 (k7') (modP),

pois o Y (k7)€ Op. Assim, oro ' (k7!) = k~!. Logo, | = o(m) = &(m), onde & =
O R

poc|o, 0@, com ¢ o homomorfismo canonico de Oy, em =~ Como 7 € G, segue que

podemos considerar @ como gerador de G. Logo, &(m) = m?, e dai, [ = m?. Portanto,

_ T
m? =m o que implica que m? ! = 1. Portanto, v é ciclico de ordem ¢ — 1. |
1
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2.5 Diferente

O objetivo desta secao é definir diferente de uma extensao. O principal resultado é a
transitividade do diferente, a qual é usada na demonstragao do Teorema de Kronecker-
Weber. Os resultados desta se¢do podem ser encontrados com mais detalhes em [9] e
[16].

Consideramos nesta secao A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, I uma

extensao de Galois de grau n de K e Of, o anel de inteiros de IL sobre A.

Definicao 2.17 Seja M um subconjunto de L. Chamamos o conjunto M* = {z €
L; Tryx(xy) € A, para todo y € M} de codiferente de M sobre K, ou ainda, de espago

dual ou complementar de M.

Proposicao 2.28 Sejam M um subconjunto de I e M* o complementar de M.
a) M* € um A-médulo e se O,M C M, entdao M* é um Op-mddulo.
b) Se My C My C L, entao My C M; CL.
c) OL C Of eTrygOf C A.

d) Se M é um A-mddulo livre cojm base {x1,...,x,}, entao M* é um A-mddulo livre

com base {x%,... x5} e M*™ = M.
Demonstragao. [9], pag. 240.
Proposicao 2.29 Of ¢ um ideal fraciondrio de Of,.

Demonstracao. Basta mostrarmos que O] ¢ um Op-mdédulo finitamente gerado, pois
assim existe um denominador comum d € O, —{0} dos elementos de O5 tal que dO} C Oy..
Se t € O, entao A[t] é um A-mdédulo finitamente gerado, pois ¢ é inteiro sobre A. Logo,
pela Proposicao 2.28 AJt]* é um A-mddulo finitamente gerado. Como A[t] C O, segue
que OfF C At]*, com A[t]* um anel Noetheriano, pois A é um dominio de Dedekind e A[t]*
um A-moédulo finitamente gerado. Assim, Of é um A[t]*-mddulo finitamente gerado, e

consequentemente, um Op-modulo finitamente gerado. |
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Definicao 2.18 O wnwverso do ideal fraciondario O de Oy, é chamado de diferente de Oy,

sobre A e denotado por A(Op|A) ou A(L|K).

Como Op, C Of, segue que A(Op|A) é um ideal inteiro de Op. Assim, A(OL|A)
é decomposto como produto de poténcias de ideais primo e Op, ou seja, A(Op|A) =

H(‘Bl ...B,)¢, onde P,’s sao ideais primos de Oy, e e um inteiro positivo.

Proposicao 2.30 Se B ¢ um ideal fraciondrio de Op, entao Tryx(B) C A se, e somente

se, B C OF = A(OL|A)~ 1.

Demonstracao. Se B8 C Oy, entao Tryx(B) C Tryx(Or) € A. Por outro lado,
se Trug(B) C A, entao B C Of = {x € L; Try(zy) € A, para todoy € O}, pois
B =BOL. |

Lema 2.9 Sejam B e B ideais fraciondrios de Op. Se para todo M ideal fraciondrio de

OL tem-se que M C P se, e somente se, M C B, entao P = B.

Demonstracao. Se z € B, entdo (r) CP. Se M = (x), entdo M C B, ou seja, x € B.
Portanto, 8 C B. Por outro lado, se x € B, entdao M = () C B o que implica que
M = (z) CP. Portanto, B C P. [ ]

Proposicao 2.31 (Transitividade do diferente) Se M é um corpo tal que K C M C L e
Owm o anel de inteiros de M sobre A, entao A(Op|A) = OpA(Oy|A)A(OL|Ow).

Demonstragao.  Seja B ¢ um ideal fraciondrio de O, tal que B C A(OL|Owy) "
Pela Proposicao 2.30 Trpm(B) € Om. Logo, A(Oy|A) ' Trim(B) € A(OmlA)™.
Como B = BOL, segue que Trym(OLA(Om|A)1B) C A(Ou|A)™'. Tem-se que
A D Tryr(A(Ou]A)™") D Tryx(OLA(Ow|A)~18). Novamente pela Proposi¢ao 2.30,
tem-se que OpA(Oy|A)™'B C A(OL|A)™Y, ou seja, B C OpA(Oy|A)A(Op|A)~.
Portanto, pelo Lema 2.9, tem-se que A(OL|Oy)™' = OLA(Oy|A)A(OL|A)™!, ou seja,
A(OL|A) = OLA(Ou|A)A(OL|Ow). u

Definicao 2.19 Seja K é um corpo de nimero algébrico. O ideal A(Op|A) é chamado de
diferente da extensao L|K e denotado por Ayk. Quando K = Q o ideal Ayk € chamado de
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diferente absoluto de I e denotado por Ar. No processo de localizagao, ou seja, quando
consideramos S = A — p, o diferente A(ST'Op|STLA) € chamado de diferente de L|K
acima de p e denotado por A,(L|K).

Lema 2.10 ApgS~'Op = Ay (LIK).
Demonstracao. [9], pag. 245.

Lema 2.11 Sep € um ideal primo de A nao nulo que se ramifa totalmente em O, entao
AL (LK) = S~ f/ ()0 Vil “onde o é um elemento primitvo, f(x) = minga e 0s Vi's

$G0 0s i-€stmos grupos de ramifica¢ao de P sobre p, com PN A = p.
Demonstragao. [9], pag. 270.

Observacgao 2.7 No processo de localizag¢io podemos tomar a (do Lema 2.11) como um

gerador do ideal primo P acima de p.

2.6 Valorizacao

Esta secao traz alguns resultados sobre anéis de valorizacao e valorizacao associada
a um ideal, os quais sao usados como artificio para facilitar as demonstragoes de alguns
resultados envolvendo o Teorema de Kronecker-Weber. Os resultados desta secao nao
serao demonstrados, pois nao é o objetivo deste trabalho. A principal referéncia desta

segao ¢é [6].

Definigao 2.20 Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. O anel
A € chamado anel de Valorizacao de K se para cada x € K ndo nulo, tem-se que v € A

oux~ !t e A.

Proposigao 2.32 Seja A um anel de valorizagao.
i) A € um anel local, ou seja, tem um tunico ideal mazimal;

ii) Se A" é um anel tal que A C A" CK, entao A" é um anel de valorizagio de K;
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ii1) A € integralmente fechado.

Definicao 2.21 Uma valorizacdo discreta de um corpo K € uma aplicagao v : K* — 7Z

tal que

a) v(ry) = v(z) +v(y);

b) v(x+y) > min{v(z),v(y)} e a igualdade ocorre se v(x) # v(y).

Definigao 2.22 O anel formado pelo zero e por todos x € K* tal que v(x) > 0 é chamado

anel da valorizacao v.

Observagao 2.8 Um dominio de integridade A é um anel de valorizacao discreta se
existir uma valorizacdo discreta v de K (corpo de fragoes de A) tal que A é o anel de

valorizacao de v.

Proposicao 2.33 Se A ¢ um dominio de integridade, local e Noetheriano, entdo sao

equivalentes
i) A € um anel de valorizagdo discreta;

ii) Todo ideal nao nulo de A é um poténcia de m, onde m € o tnico ideal maximal de

A.

Exemplo 2.6 Pela Proposicao 2.10, seque que S~*A é um anel de valorizacao discreta,

para S = A —p.

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes e L uma extensao finita de

grau n de K.

Definicao 2.23 Uma valorizacao discreta v de um corpo K € uma valorizacao associada
a um ideal P de O, se v : K* — Z € dada por v(x) = k, onde k € a poténcia de B na

fatoracao de xOy, em O.

Observagao 2.9 Pela Proposi¢cio 2.3 tem-se que se xOr, C yO, entdo v(x) > v(y).
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2.7 Consideracoes finais

Neste capitulo foi desenvolvido a teoria da ramificagao, a principal teoria para a
demonstracao do Teorema de Kronecker-Weber. Os resultados da Secao 2.4.2 sao pré-
requisitos essenciais, apresentados pela principal referéncia deste trabalho [1], para a
compreensao das argumentacgoes usadas na demonstragao do Teorema dde Kronecker-

Weber.



Capitulo 3

Teorema de Kronecker-Weber

O Teorema Kronecker-Weber é importante na teoria algébrica dos numeros, pois
equivale o estudo de corpos de numeros abelianos ao estudo de subcorpos de corpos
ciclotomicos. Deste modo, o principal resultado deste capitulo é o teorema de Kronecker-
Weber juntamente com sua demonstracao que faz uso de resultados sobre ramificacao de

ideais. As principais referéncias desta segao sao [1], [4], [9] e [10].

3.1 Preliminares

Esta secao traz alguns resultados preliminares a demonstracao do Teorema de

Kronecker-Weber.

Observacao 3.1 Lembramos que o0s ideais primos p de Z: sao ideais gerados por nimeros
primos p de Z.. Assim, para simplificar a nota¢ao quando nos referirmos a um ideal primo

de Z. nos referiremos a um numero p primo de 7.

Lema 3.1 Se K e L sao extensoes de Galois de Q e q é um primo que nao se ramifica

em K|Q e L|Q, entdo q nao se ramifica em KL|Q.

Demonstracao.  Sejam P um ideal primo de Oky, acima de ¢, T = T(Plq), T" =
TPNOk|q) e T" =T(PNOL|q). Se 0 € TNGal(KL|IKNL), entdo olx € T" e ol € T".

Como ¢ nao se ramifica em K e em L, segue que [K : Kp| = [L : Kpv] = 1, ou seja, T' e

96
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T" sao triviais. Assim, o é igual a identidade. Deste modo, ¢ nao ramifica em KIL|K N L

e por hipétese ¢ nao se ramifica em KN L|Q. Portanto, ¢ nao ramifica em KIL|Q. |

Lema 3.2 Se o Teorema de Kronecker-Weber € wvdlido para extensoes abelianas de Q
de grau p™, com p primo, m € N e p o unico primo que se ramifica, entao o Teorema
de Kronecker-Weber é valido para extensoes abelianas de Q de grau p™, com p primo e

m € N.

Demonstracao. De fato, seja K é uma extensao abeliana de Q de grau p™, com p
primo e m € N. Suponhamos que existe ¢ primo tal que ¢ # p e ¢ se ramifica em Ok.
Assim, existe um ideal primo B de Ok que estd acima de ¢q. Seja T' o grupo de inércia de

B e V; os j-ésimos grupos de ramificagao de B, para j > 1. Como G = Gal(K|Q) tem

Vi

ordem p™ e ¢ nao divide p™, segue que nao existe subgrupo de GG de ordem ¢. Como
J+1

¢é isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo %, o qual tem ordem ¢/ (Proposicao 2.14),
segue que os grupos de ramificagao de P sao triviais, para j > 1. Além disso, o grupo
de inércia T" de P tem ordem p*, para 1 < u < m, pois é um subgrupo de G. Assim,
pela Proposigao 2.27, segue que p“|(¢ — 1). Agora, notemos que Q((,) ¢ ciclico e tem
grau ¢ — 1 sobre Q, e como p“|(¢ — 1), segue que existe um unico corpo L tal que Q C
L C Q(¢,) e L tem grau p* sobre Q, ou seja, existe um tnico subgrupo de Gal(Q(¢,)|Q)
de indice p*. Pelo Teorema 1.18, segue que Dg,) ¢ uma poténcia de q. Assim, g é o

tinico primo que se ramifica em Og,) e se ramifica totalmente (Teorema 2.9). Como

q—1=e(Plg) = e(BIPNOL)(PNOLg) e e(BIBNOL) = [Z(BIPNOL)| = |Z(Bla) N

Gal(Q(¢,)L)| = |Gal(Q(¢,)|Q) N Gal(Q(G,)IL)| = |Gal(Q(¢)IL)| = L=

—, segue que

e(PNOLlg) = p* =L : Ql, ou seja, g se ramifica totalmente em Op. Consideramos a
extensao composicao KL de Q. Como K|Q e L|Q sao extensoes de Galois, segue pelo
Teorema 1.11 que KL|Q é de Galois e [KL : Q] = p™, com v < u. Consideramos P’ o
ideal primo de Ok, acima de B, T" o grupo de inércia de P’ e H = Gal(L|Q). Notemos
que se 0 € T’ entao o é um Q-automorfismo de KL tal que o(«a) = a(mod '), para todo
a € Oy, e assim, restringindo o a K, tem-se que o € T, pois P’ N Ok = P. Assim, pelo
Teorema 1.11, segue que 7" < T x H. Seja Kz o corpo fixo de T". Logo, pelo Teorema

2.10, segue que ¢ nao ramifica em O_,. Agora, pelo item (b) da Proposicao 2.22, tem-se



98

o seguinte diagrama

KL

|

KKz = Kz (P'[B)

\
/
Kz NK =Kz (Blg)

|

Q

Observamos que Kr(|q) é o corpo fixo de T. Assim, pelo Teorema 1.9, segue que

7| = [K: Kr(PBlg)] = p* = [KKg : Kgv]. Logo, |T"| = [KL : Kyv] > p*. Pelo mesmo

K

K /
\

argumento, segue que os grupos de ramificacao de P’ sdo tiviais, e assim, pela Proposicao
2.27, segue que 1" é ciclico e como qualquer elemento de 7" x H tem ordem no maximo
p*, segue que |T"| = p“. Se substituirmos K por L no diagrama e observando que ¢ se
ramifica totalmente em Op, segue que K7 NIL = Q, pois o grupo de inércia de qualquer
ideal primo de Oy, acima de ¢ é igual a Gal(L|Q). Observamos que KL : K] = [KL :
KprL][KpL : K] = [KL : KpLJL : Q] = [KL : KivL]p*. Logo, KL = Kp/IL. Assim,
K esta contido em um corpo ciclotomico se, e somente se, K7 estd contido em um corpo

ciclotomico. Como ¢ nao se ramifica em Og,_,, segue que somente p se ramifica em Og_,,

e assim, K7/ estd contido em um corpo ciclotomico. ]

Corolario 3.1 Seja K uma extensdo abeliana de Q de grau p™, com p primo e m € N.
Se q # p € o unico primo que se ramifica em Ok, entdo q se ramifica totalmente, q =
1 (mod p™) e K € o unico subcorpo de Q((,) de grau p™ sobre Q. Além disso, K|Q ¢

ciclica.

Demonstracao. Se ¢ # p é o Unico primo que se ramifica em Ok, entao pelo Lema
3.2 o corpo K/ (construido na demonstragao do Lema 3.2) é igual a Q (teorema de
Minkowski). Assim, K = L, onde LL é o tnico subcorpo de Q((,) de grau p™ sobre Q tal

que ¢ =1 (mod p™). |
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Corolario 3.2 Se K ¢ uma extensao abeliana de Q de grau um niumero primo impar,

entao 2 nao se ramifica.

Demonstracao. Suponhamos que 2 se ramifica em Og. Seja B o ideal de Ok acima de

2. Como G = Gal(K|Q) tem ordem p, primo impar, e 2 nao divide p, segue que nao existe

Vi

subgrupo de G de ordem 2. Além disso, é isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo

Jj+1
@
%, o qual tem ordem 2/. Assim, os grupos de ramificacao de 9 sao triviais, para j > 1.

Deste modo, T' é trivial (Proposigao 2.27). Portanto, 2 ndo se ramifica em K. |

Lema 3.3 Se K € uma extensao abeliana de Q de grau p, com p primo impar e o unico

que se ramifica, entao Vy € trivial.

Demonstracao. Sejam P um ideal primo de Ok acima de p e T" o grupo de inércia
de B. Como p é o unico primo que se ramifica em Ok e p nao se ramifica em Og,,
onde K é o corpo fixo de T, segue pelo Teorema de Minkowski, que Ky = Q, ou seja,
T = Gal(K|Q). Assim, p se ramifica totalmente em Og. Logo, pela Proposigao 2.14,

O
segue que # (%) =pe f=1. Como, p" 1 (p— 1), para qualquer n inteiro positivo, e

como a ordem de 7 é uma poténcia de p que divide p — 1, segue que Vi = T, ou seja,
1
n = 0. Usando o processo de localizacao, ou seja, tomando S = Z — pZ e omitindo as
notagoes de anéis de fragoes, podemos supor Og um dominio de Dedekind principal, e

assim, P = (b), com b € Og. Suponhamos que j é o menor inteiro positivo tal que Vj iy

V.
é trivial. Assim, V; = Gal(K|Q), pois VJ =V, é isomorfo a um subgrupo do grupo
j+1

O
aditivo %, o qual tem ordem p e pelo fato de p ser primo, segue que V; = Gal(K|Q).

Consideramos v a valorizacao de K associada a B e f(x) = mingb = H(ZE — a(b)).
oeG

p p

Notemos que f'(z) = > [[ (@—o;0)ef' )= [] G—c)= ][ -0,
1=1 j=1,j#1 oeG,0#id oeV;—Vj

pois Vi1 = {id} e V; = G. Como o € Vj, segue que o(b) = b(mod P'*1), e assim,

v(b—o(b)) =j+ 1. Assim,

v(f'(b)) = v ( II @~ U(b))> = > wlb—o®) =G+ -1 (3.1)

oceG,0#id oeG,0#id
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Por outro lado, como f(x) = 2F +a, 127"+ ...+ a1z + ag, com a; € Z, segue que f'(b) =
pbPt+a, (p—1)0P2+...+ay, com a; € Z. Pelo fato de que p se ramifica totalmente em
Ok, segue que v(p) = p. Como a; € Z, podemos considerar a fatoragao de a; em primos,
e assim, v(a;) = o([[pi") = > mv(p;) = mp, pois estamos no processo de localizagao,
e assim v(p;) = 0, para todo p; # p. Logo, v(a;) = 0(mod p). Assim, v(f'(b)) >
min{v(pb?~'),v(a,_1(p — 1)b*72),...,v(a;)}. Notemos que para k € {0,1,...,p — 1},
tem-se que v(a,_(p — k)P~ D) = v(a,_1) + v(p — k) + v(bP~*+D). Reduzindo mod p,
tem-se que v(a, (p — k)P~ = p — (k + 1)(mod p), pois v(a, ) = 0(mod p), o
mesmo ocorre com v(k), o que torna v(p — k) = 0(mod p). Portanto, as valoriza¢oes dos
termos envolvendo v~ +1) s3o diferentes, e assim, v(f'(b)) = min{v(pb?~*),v(a,_1(p —

H2),...,v(ay)}. Como v(ph?~1) = v(p) + (p — 1)v(b) = 2p — 1, segue que
o(F'0)) < 2p 1. (32)

Considerando as Equagoes (3.1) e (3.2), tem-se que (7 + 1)(p —1) < 2p — 1. Como p é
primo fmpar, segue que 1 é o tnico inteiro 7 > 1 tal que (j+1)(p—1) < 2p—1. Portanto,
V5 é trivial. [ |

Lema 3.4 Se K é uma extensao abeliana de Q de grau p™, com p primo impar, m € N

e p o unico primo que se ramifica em Ok, entdao K|Q € ciclica.

Demonstracao. Sejam ‘P ideal primo nao nulo de Ok acima de p, T = T'(P|p) o grupo
de inércia de P sobre p e Ky o corpo fixo de T'. Como p é o tnico que se ramifica em Ok
e nao se ramifica em Kr, segue que Ky = Q. Assim, [K: Q] = p™ = e(Blp) = K : Kr],

T
ou seja, p se ramifica totalmente. Logo, T' = Gal(K|Q). Como v é ciclico de ordem
1

dividindo p — 1 e também tem ordem uma poténcia de p, segue que v é trivial, ou seja,
1

. Vi L . L
T = V. Além disso, —2— sao ou triviais ou ciclicos de ordem p, pois sdo isomorfos a um
j+1

@)
subgrupo do grupo aditivo (%, —i—) o qual é ciclico de ordem p. Suponhamos que j seja

o maior inteiro tal que V; = Gal(K|Q) e V;41 & Vj. Neste caso, 1 ¢ ciclico de ordem p,
j+1
ou seja, [Ky,,, : Q] = p. Para mostrar que G = Gal(K|Q) ¢ ciclico, mostramos que G tem

um unico subgrupo de indice p, que ¢ Vj ;. De fato, suponhamos que existe um subgrupo
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H de G de indice p e diferente de V1. Consideramos By = PN Oy, Py, ., = PN Oy,,,.
Observamos que Gal(K|Ky) = H, Gal(K|Ky,,,) = Vi e G =T =V = ... =V; 2
Vig1 2 ..., e assim,

Vi Vi = Vi, se0<i<j+l

ViV = Vi, sei>j+1

" V,NH=H, se0<i<y
Vi =Vi(BIBu) = :
VinH & Vi, sei>j+1
pois H # Vj.i. Consideremos os diferentes Agpk, e AK|KV7_+1, 0s quais sao ideais
de Og. Aplicando o processo de localizagao, ou seja, tomando S = Z — pZ, tem-
se que AKUKHS_lOK — Ap(K|KH) — S—loKf/(a>(Zizo(#Vi/,1)) e AK\KVHIS_loK =
Ay(KKy,,,) = SO0k f/(@)Z=0@V D) onde P = (a) e f(z) = minga. Como

fla) € B, segue ane e(FlAxi,) = S #V — 1) e e(PlAg, ) = S #V - 1).
Notamos que = =

SOV =) <> (#V -1, (3.3)

i>0 >0
pois para ¢ < j vale a igualdade, para i = j 4+ 1 vale < e para ¢ > j + 1 vale <. Pelo
Lema 3.3, tem-se que o segundo grupo de ramificagao das extensoes Ky|Q e Ky, |Q

sa6 triviais. De modo andlogo ao anterior, tem-se que e(Py|Ak,) = Z(#Vz —1)e
i>0
e(PBv, +1|AKVj+1) = Z(#VZ — 1), onde Vj e V; sdo os i-ésimos grupos de ramificacao de
i>0
Kx|Q e Ky, |Q respectivamente. Assim,

6(‘3H‘AKH) =p—1l+p—-1= 2(]9 - 1) = e(mVjH'AKVjH) (34)
Agora, pela transitividade do diferente, ou seja,
Ag = OxAg, Agky = OKAKVj+1AK|KVj:1a

e por 3.3 e 3.4 tem-se uma contradicao. Portanto, V;i; = H, e consequentemente,

Gal(K|Q) ¢ ciclico. |
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3.2 Teorema de Kronecker-Weber

Esta secao tem como objetivo demonstrar o Teorema de Kronecker-Weber, onde a
demonstracao é feita para extensoes ciclicas de grau poténcia de um primo, pois pelo

,

Corolario 1.6 se G = Gal(K|Q) é abeliano finito, entao G = HGi, onde os G;’s sao
i=1

ciclicos e |G;| = p*', com p; primo, para 1 < i < r. Assim, se mostrarmos que cada

extensao K; de Q, com grupo de Galois G;, estd contida em um corpo ciclotomico Q(¢,,),

entao o Teorema de Kronecker-Weber segue facilmente.

Proposicao 3.1 Se K € uma extensdao abeliana de Q de grau p™, com p primo impar e

m € N, entdo K estd contido em um corpo ciclotomico.

Demonstracao. Tem-se que existe um nimero finito de primos que se ramificam na
extensao K|Q e pelo Lema 3.1, podemos supor que p é o tinico primo que se ramifica na
extensao K|Q. Assim, pelo Lema 3.4, K|Q é ciclica. Consideramos (,m+1 uma raiz p™*'-
ésima primitiva da unidade. Como a extensao Q((,m+1)|Q ¢é ciclica de grau p™(p — 1),
segue que existe um tnico subcorpo K’ de Q((,m+1) de grau p™ sobre Q. Pelo Teorema
1.20, tem-se que p é o tnico primo que se ramifica em Q((m+1) e como Q & K', segue,
pelo Teorema 2.7, que p é o Unico primo que se ramifica em K'. Suponhamos que K é
diferente de K’. Assim, pelo Teorema 1.10, segue que a extensao composicao KK’ de Q é
uma extensao de Galois. Além disso, como K|Q e K'|Q sao extensoes abelianos, segue que
KK’'|Q ¢ uma extensao abeliana, ¢ que Gal(KK'|Q) < Gal(K|Q) x Gal(K'|Q) (Teorema
1.11). Logo, pelo Lema 3.1, p é o tinico primo que se ramifica em Ogg/. Observamos
que KK : K] = [K : KNK/] = p* (Teorema 1.9), com 0 < k < m. Se k = 0,
entdao K C K’, e portanto, K estd contido em um corpo ciclotomico. Se 1 < k < m,
entdo [KK' : Q] = p™** > p™.  Assim, pelo Lema 3.4, segue que KK'|Q é ciclica,

ou seja, o grupo de Galois é gerado por um elemento de ordem p™**.

Gal(KK'|Q) < Gal(K|Q) x Gal(K'|Q) (Teorema 1.11), segue que nao existe elemento no

Porém, como

grupo Gal(KK'|Q) com ordem maior que p™. Portanto, K = K'. |

Proposicao 3.2 Se K é uma extensao quadrdtica de Q, entao K estd contido em um

corpo ciclotomico.
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Demonstragao. De fato, pela Observacio 1.4, tem-se que K = Q(v/d), com d € Z livre
de quadrados. Pelo Lema 3.2, podemos supor que 2 é o tinico primo que se ramificada em

Ok. Assim, pelo Exemplo 2.4, segue que d = +2 ou d = —1. Portanto, K = Q(v/£2) C
Q(¢s) ou K= Q(i) = Q(C)- u

Observagio 3.2 Notamos que Q(v2) = Q(G + &), Q(V=2) = Qs — G 1) e Qi) =
Q(¢E) = Q(Ca)-

Proposicao 3.3 Se K ¢ uma extensao ciclica de Q de grau 2™, com m > 1, entao K

estd contido em um corpo ciclotomico.

Demonstracao. Mostramos a proposi¢ao por inducao sobre m. Se m = 1, entao
o resultado é valido pela Proposicao 3.2. Suponhamos o resultado valido para todo
r < m e provamos para m. Podemos supor que 2 é o Unico primo que se ramifica
em Okg. Como K|Q é ciclica, segue que existe um unico subcorpo K’ de grau 2 sobre
Q em que 2 é o tinico primo que se ramifica. Se K C R, entdo K' = Q(v/2). Caso
contrario, consideramos o a conjugacao complexa. Tem-se que o|g gera um subgrupo
J de Gal(K|Q) de ordem 2, ou seja, [K : K;] = 2™~ onde K; é o corpo fixo de J.
Como K; = {z € K;o(x) = x, para todo o € J}, segue que K; C R. Pelo fato de

2m=1 " Logo, existe um

K|Q ser ciclica, tem-se que K;|Q também é ciclica e de grau
tnico subcorpo K’ C K tal que [K' : Q] = 2 e 2 é o tnico primo que se ramifica.
Portanto, K’ = Q(v/2). Agora, consideramos ¢ uma raiz 2"*2-ésima primitiva da unidade
el = Q(¢C+(¢™1) o corpo real maximal de Q(¢), o qual tem ordem 2™ sobre Q. Provamos

que L|Q é ciclica. De fato, o grupo Gal(Q(¢)|Q) ~ Gal(Q(¢)|L) x Ga, onde G5 é um

T GaQOIQ) ,
~ m ~ (5. Portanto, L|Q é

ciclica de grau 2™, onde 2 é o Unico primo que se ramifica e pelo argumento anterior

Q(v2) C L. Deste modo, Q(v2) € KNL, ou seja, [KNL : Q] > 2. Notemos que

grupo ciclico de ordem 2™. Logo, Gal(L|Q)
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[KL:Q]=[KL:L|JL:Q]=[K:KNLJL:Q]=22"=2""" onde 0 <r < m.

K/KIL\L
pwe

|

Q(v2)

|

Q

Tem-se que Gal(KL|Q) < Gal(K|Q) x Gal(L|Q) e existem (o,7) € Gal(K|Q) X

\)

Gal(L|Q) tal que o|gq = TlkaL. Agora, consideramos H o subgrupo de Gal(KIL|Q)

gerado por (o, 7), o qual tem ordem 2™, e assim, se F é o corpo fixo de H, tem-se que

KL : Q] 2rtm

F:Q] = KL : | = o = 2". Provamos agora que F|Q ¢ ciclica. De fato, tem-se
Gal(KL Gal(KL
que Gal(F|Q) ~ %. Logo, existe um homomorfismo injetor entre bt Sl (H ) e

Gal(K|Q) x Gal(L|Q)
H

pois dado qualquer elemento (%, 7') H em

Gal(K|Q) x Gal(L|Q)

i é ciclico gerado por (id, 7)H,
Gal(K|Q) x Gal(L|Q)
H
(id, 7H < (o*, 7)) (id,77) € H & k =1 — j & j = | — k. Portanto, existe j = [ — k tal

que (o*, 7 H = (id, 79)H, ou seja (id, 7) H gera Gal(K|@);Gal(L|Q). Assim, Gal(F|Q)

é ciclico. Deste modo, podemos aplicar a hipdtese de indugao sobre F. Como F C KIL,

. Tem-se que

, tem-se que (0%, 7\ )H =

segue que FIL C KIL. Mostramos que F NIL = Q. Para isto consideramos o isomorfismo
® : H — Gal(L|Q) dado por ®(c*, 7%) = 7*|.. Sejam € FNL. Se 7, € Gal(L|Q), entao
existe (02, 73) € H tal que 7|, = 7. Assim, 71(m) = 72|L(m) = m, pois F é o corpo fixo
de H. Logo, Ti|pL = id, para qualquer 7, € Gal(L|Q), e assim, FNIL = Q. Portanto,
FL:F]=[L:FNL]=[L:Q]=2m"=[KL:F]eFL CKL o que implica que FL. = KL.

Portanto, K esta contido em um corpo ciclotomico. [ |

Lema 3.5 Se K|Q € abeliana de grau 2™ e K C R, entdo K = Q(¢ + (1), onde ¢ €é uma

raiz 22 -ésima primitiva da unidade.
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Demonstragao. Denotamos por L a extensiao Q(¢ + (') de Q e suponhamos que
K # L. Consideramos a extensao composicao KL|Q a qual é abeliana, tem grau uma
poténcia de 2 e com 2 é o tnico primo que se ramifica em Oky,. Como Gal(KLIKNL) ~
Gal(K|IKNL) x Gal(L|IKNL), segue que Gal(K|KNL) = id ou Gal(L|KNL) = id, pois se
G ~ Gy x G4, com G e Gy ciclicos, entao G é ciclico se, e somente se, as ordens de G; e Go

sao primas entre si. Assim, K C L ou L. C K. Portanto, K =1L, pois [K: Q] = [L: Q].H

Observacao 3.3 Usando o Lema 3.5 podemos encontrar a extensdo ciclotomica que
contém KL = FL, na Proposicio 3.5. Sabemos que [F : Q] = 2", com 0 < r < m. Se
F C R, entdo, pelo Lema 3.5, F = Q(Cor+2 + (3hs). Logo, FL = KL C Q((am+2, Corv2) C
Q(Cam+2), pois r < m. Agora, se F ndo é um corpo totalmente real, entao consideramos
a extensao composicio F(i) de F e Q(i). Seja F' = F@i) N R. Tem-se que F' ¢é
uma extensao abeliana de Q de grau 2° , com s < r + 1. Assim, pelo Lema 3.5
F" C Q((ps+2), onde s < m. Como F C F(i) = F'(i) C Q((as+2,(s) € Q(Cos+2), seque
que KL = FL C Q((as+2, (am+2) = Q((om+2), pois s < m.

Observagao 3.4 Como na Observagao 3.2, tem-se que 0s corpos de Q((om+2) de grau 2™

sobre Q sao @(CQW“ + C2_77}+2)7 Q(CT"“ - CQ_’W:LL+2) € @(Cgmn)-
Por fim apresentamos o Teorema de Kronecker-Weber.

Teorema 3.1 (Kronecker-Weber) Se K é uma extensdo abeliana finita de Q, entdo K

estd contido em um corpo ciclotomaico.

Demonstracao. Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos finitos tem-se que

G = Gal(K|Q) = H G, onde cada G; é ciclico de ordem p.". Consideramos H; = H Gi,
i=1 i
para todo i = 1,...,r e denotemos por K; o corpo fixo de H;. Assim, Gal(K;|Q) ~ G;.

Além disso, K = K;...K,, pois Gal(K|K;...K,) € N,_, H; = {e}. Como vimos nas
Proposigoes 3.1, 3.2 e 3.3 o teorema é valido para cada K;, ou seja, K; € Q((,,), e assim,
K=K;...K, CQ(Cn,Cnyy---5Cn.) CQ(¢n), onde m = mme(ny, ..., n.). [

Para extensoes quadraticas de Q, podemos mostrar o teorema de Kronecker-Weber de

forma direta, através do seguinte Corolario.
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Corolario 3.3 Se K € uma extensao quadrdatica Q, entao K estd contido em um corpo

ciclotomico.

Demonstragao. Pela Observacao 1.4, tem-se que K = Q(v/d), com d € Z livre

de quadrados. Consideramos d = +p;...p, a fatoracao de d em nimeros primos. Se

mostrarmos que Q(v/Ep;) € Q(¢y,), entdo o resultado segue para K = Q(V/d). Se p é

primo impar, entao pelo Teorema 1.18, segue que Do) = (—1)%]7“2. Assim,

[y

pP~2  se =2 épar
Do) = i b

—prTe se o

¢é impar

é par, entao p = 1(mod 4) e se p

é fmpar, entao p = 3(mod 4).

Notemos que se

Além disso, pela Proposigao 1.13, tem-se que Dgyc,) = det(o:(¢]))?. Logo,

\/T \/ﬁp¥, se  p=1(mod 4)
Q¢p) =
: p = 3(mod 4)

ivpp'T, se

e /Dg,) € Q((,). Assim,
VDG g p = 1(mod 4)

—5—, se p=3(mod4)

Portanto, \/p € Q((,) se p = 1(mod 4) e \/p € Q((p, ) se p = 3(mod 4). Agora, se p = 2,
entdao Q(v2) C Q(¢s), pois

T 2
(s = e = cos (%) +1 sen (%) = \/7_(1 +1),

eassimﬂ:125_82,:1+Z_1_Z:=C8(1—z')€(@((s). n

Exemplo 3.1 Consideramos K = Q(v/6). Como 6 = 2.3 basta encontrarmos os corpos
ciclotomicos que contenham Q(v/2) e Q(v/3). Sabemos que Q(v/2) C Q(¢s) e Q(V3) C
Q(C12). Como mme(8,12) = 24, seque que Q(v/6) C Q((as).
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3.3 Aplicacoes

O Teorema de Kronecker-Weber garante a existéncia de n tal que K C Q((,), onde K

é um corpo de ntmeros abeliano. O objetivo desta secao é explicitar o valor de n.

Definicao 3.1 O condutor de uma extensao abeliana K de Q ¢ o menor n tal que K C

Q(Gn)-

Notemos que Q(¢,) = Q({2n) se n é fmpar, pois Q((,) C Q(Cn) e [Q(¢) : Q] =
o(n) = p(2)p(n) = [Q(¢,) : Q). Assim, o condutor de uma extensao abeliana é um

numero n # 4k + 2. Deste modo, o objetivo é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 3.2 Se K ¢ uma extensao abeliana finita de Q, onde py, pa, . .., P, SGO 08 PTiMOS
que se ramificam em K com indices de ramificagcio e; = p;*e; e €t p;, 1 <1 <r, entdo

o condutor de K € dado por

pHpye et sepi# 2 para 1 <i <,
n g
1 1
2 p T ippE Tt et se pyp =2

onde e =0 ou 1.

Demonstracao. Como K|Q é abeliana finita, segue que Gal(K|Q) ~ H G;, onde G é

ciclico de ordem p;", com p; primo e m; € N. Assim, K =K, ...K,, com Ez = Gal(K;|Q).
Mostramos, na Secdo 3.2, que K; C Q((,,), onde n; = p/™™' se p; é primo fmpar e
n; = 22™ se p; = 2, com € € {0,1}. Logo, K=K;...K, € Q((nys---,Cn) = Q(&n),
onde n = mme{ny,...,n,.}. Portanto, n é um miltiplo do condutor de K. Agora, se
m = ppy2ttpmtl 6 o condutor de K, entao K; C Q(¢ym ), mas [Q(¢m : Q] =

p’i"l_l(p — 1) que nao é divisivel por p{"'. Portanto, n é o condutor de K. |

Exemplo 3.2 Seja K = Q(v/6). Como 6 = 2(mod 4) seque que Dx = 24. Tem-se que 2
e 3 dividem 24, e assim, 2 e 3 se ramificam em Og. Pelo Teorema de Kummer tem-se
que o indice de ramificacio de 2 e 3 € 2. Logo, pelo Teorema 3.2, seque que n = 2°2%3.
Neste caso, € = 1, pois Q(v/2) = Q((s + (). Portanto, Q(v/6) C Q(Cay) como jd foi

msto anteriormente.
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Exemplo 3.3 Seja K|Q ¢ uma extensio abeliana de grau n = 3'5%, com Gal(K|Q) =
G ~ Z3x L5 xZLs. Tem-se que K C Q((z252). Agora, se G ~ Zig X L2, entio K C Q((3253).

Exemplo 3.4 Se K|Q é uma extensio de grau n = 23, com Gal(K|Q) = G =~ Zy: x Z,.
Consideramos Hy ~ Zy e Hy >~ Zo2. Os corpos firos Ky e Ky iram determinar o valor de
e, ou seja, se Ky = Q1 + C2_41) ou Q(Cor — ('), entdo e = 1 e se Ky = Q(CZ), entao
e=0.

3.4 Consideracoes finais

No presente capitulo apresentamos o Teorema de Kroncker-Weber juntamente com
a sua demonstracao. O presente teorema é o resultado principal do nosso trabalho.
Finalmente, apresentamos uma secao de aplicacoes do teorema com o objetivo de fornecer

condicoes de encontrar o condutor de um corpo de niimeros abeliano.



Capitulo 4

Consideracoes finais e perspectivas

Neste trabalho vimos a demonstracao do teorema de Kronecker-Weber usando teoria
da ramificagao. Embora este teorema possa ser demonstrado usando a teoria de classes de
corpos e a teoria da localizacao, através da teoria da ramificacao tem-se um demonstracao
mais elementar de teorema.

Na verdade, apenas garantir que um corpo de numeros abeliano esta contido em
um corpo ciclotomico nao é 1til se nao soubermos o seu condutor. Outra forma
de estudar o condutor de um corpo de numeros abelianos é fazer um estudo sobre
caracteres de Dirichlet. Um caracter de Dirichlet definido médulo n é um homomorfismo

*
X (n_Z) — C*. Se m|n, entdo um caracter de Dirichlet definido médulo n pode
ser induzido de um caracter de Dirichlet definido médulo m. O menor m que induz um
caracter modulo n é chamado condutor do caracter x e coincide com o condutor do corpo
K que é o corpo fixo de Ker(x).

No caso de extensoes abelianas infinitas é preciso fazer um estudo de extensoes de
Galois infinitas, consequentemente dos grupos de inércia, decomposicao e ramificacao.
Este estudo pode ser encontrado em [4].

Como perspectiva de futuros trabalhos, fazendo o uso do presente trabalho, é encontrar

subcorpos de um corpo ciclotomico com seus respectivos anéis de inteiros e discriminantes.
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