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RESUMO

O objetivo desta dissertacéo é estudar os chamados polinbmios g-ortogonais. Com
esse objetivo, analisamos algumas das igualdades envolvendo g-fatoriais, séries
g-hipergeométricas e suas aplicacées em certos polindmios g-ortogonais. Os re-
sultados estdo associados a quatro casos particulares de polinémios g-ortogonais,
g-Hermite, g-Ultra-esféricos, Al-Salam-Chihara e Askey-Wilson, os quais sao bas-

tante explorados.

Palavras-chave: Andlise. Polinémios Ortogonais. Polinbmios g-Ortogonais.



ABSTRACT

The objective of this dissertation is to consider a study of the so- called g-orthogonal
polynomials. With this objective we look at some of the equalities involving q-
fatorials, g-hypergeometric series and their applications towards certain g-orthogonal
polynomials. Results are associated with four particular cases of g-orthogonal poly-

nomials, namely: the q-Hermite, g-Ultraespherical, Al-Salam-Chihara and the Askey-

Wilson, which thouroughly explored.

Keywords: Analysis. Orthogonal Polynomials. q-Orthogonal Polynomials.
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1 Introducao

A teoria de polinomios ortogonais classicos tem uma rica historia. Esses polinomios
sao ferramentas importantes no tratamento de muitos problemas da matemética pura
e ciéncias aplicadas e despertaram o interesse de varios célebres matematicos, tais
como Euler, Gauss, Chebyshev, Stieltjes, Ramanujam e Abel, que deixaram muitas
contribui¢des para a teoria. Em [2] e [7] pode-se encontrar muitas informagcoes sobre
tais polinémios.

Nesta dissertacao, no entanto, vamos concentrar os estudos em polindémios g-ortogonais.
Eles aparecem em vérios ramos das ciéncias, como, grupos quanticos e algebras, 6ptica
quantica, fragoes continuas e funcoes elipticas. Os polinémios g-ortogonais foram in-
tensamente estudados nas obras de G. E. Andrews e R. Askey, o que gerou o quadro
conhecido como Askey-scheme, o qual relaciona os polindmios g-ortogonais entre si e aos
chamados polindmios ortogonais cléssicos, conforme representado no quadro a seguir.
Em [5] é possivel ver mais detalhadamente essa rela¢do, exemplificando como a partir
dos polinémios de Askey-Wilson, podemos encontrar outros polindémios g-ortogonais.

Para realizar o estudo nos foi necessario conhecer um pouco sobre g-fatoriais des-
locados, como por exemplo algumas transformacoes e igualdades e também utilizamos
alguns teoremas sobre as g-séries hipergeométricas, o que podera ser visto no Capitulo
2.

No Capitilo 3, foram estudados os polinomios g-Hermite, gq-anélogos aos polinémios
de Hermite, e algumas de suas propriedades, como fungao geradora, ortogonalidade.
Também estudamos os polinémios ¢-Ultra-esféricos, que sao uma generalizacao dos
polindmios g-Hermite, além de serem g-analogos aos polindmios Ultra-esféricos, que
também sao conhecidos como polinémios de (Gegenbauer. Por fim, estudamos os po-
linomios de Al-Salam-Chihara, que sao g-analogos aos de Laguerre e os polinémios de
Askey-Wilson, em ambos casos foram provados suas relagdes de recorréncia, ortogona-
lidade e funcoes geradoras.
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2 Conceltos Preliminares

Neste capitulo enunciaremos alguns teoremas e defini¢oes que servirao de base para
alguns dos resultados neste trabalho e que podem ser encontrados em 2] e [7].

2.1 Sequéncia de Polin6mios Ortogonais

Definicao 2.1.1. O suporte de uma fungao nao decrescente ¢(x) é o conjunto dos seus
pontos de aumento, ou seja

supp(¢) = {z : ¢(z +y) — ¢(z —y) > 0,Vy > 0}. (2.1)

Definigao 2.1.2. Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 00 e ¢(x) uma fungao
real, limitada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Supondo
que os momentos definidos por

existam para r = 0,1,2,..., e também que a fun¢do ¢(z) seja uma medida positiva
m (a,b). Quando do(x) = w(x)dz, onde w(x) é uma fun¢do continua, ndo-negativa e
nao- identicamente nula em (a, b), chamamos w(z) de fungao peso.

Definicao 2.1.3. Uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagao a funcao peso
w(x) no intervalo (a,b) é uma sequéncia de polinémios FPy(x), Py(z),..., com cada
polinémio P, (x) de grau exatamente n, que satisfaz

0, se n#m,

pn >0, se n=m. (2:3)

(P, Prn) = / b Pyo(2) Py (z)w(z)dz = {

Podemos escrever (2.3) como

b
(P, P) = / P, (z) Py (x)w(x)dx = dpmpn,

onde 4, ,, € o delta de Kronecker, ou seja, d,,,, =1, se n =m e d,,,, =0 se n # m.

2.1.1 Algumas Propriedades

As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

10
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a){P,(z)}>, ¢ uma sequéncia de polindomios ortogonais com respeito ao produto
interno (-, -) definido em (2.3).

b)(p, P,) = 0 para todo p(z) de grau menor que n e (p, P,) # 0 para todo polinémio
p(z) de grau exatamente n.

¢){ax™, P,) =0 param < n e (™, P,) # 0 para m = n.

De fato, seja {P,(x)}22, uma sequéncia de polindmios ortogonais com respeito ao
produto interno (-, -) definido em (2.3).
Se p(z) ¢ um polinomio de grau m, entao existem constantes C ,, tais que

2) =Y  CimPi(), Cpn # 0.
Pela linearidade do produto interno, obtemos

- 0 <
se m n
Om,k Pk7 - d ’ _
Zo mnPrs S M =M.

Portanto, temos a) = b).
b) = c¢) é imediato, ao considerarmos p(x) = z™.
Agora vamos verificar ¢) = a). Considerando m < n, seja

m

Pm<x) = Z am,kxka Qm,m 7A Oa
k=0
entdo, por (c),
(Po, o) = app(a, By) = 0.
k=0

Agora, se m = n,

<Pna Pn> = Z an,k<xk> Pn> = an,n<xn7 Pn> 7& 07
k=0

de modo que ¢) = a).

Teorema 2.1.1. Seja {Q,()}5°, e {P.(x)}2, duas sequéncias de polinémios orto-
gonais no intervalo (a,b) com relagao a funcao peso w(z). Entao,

Qj(r) = ¢;Pi(x), j=0,1,...,
onde ¢; é uma constante que depende apenas de j.

Demonstracao: Seja Q;(z) € {Qn(z)}r2,. Como Py(x),Pi(x),...,Pj(x) formam
uma base para o espacgo vetorial de polindémios de grau < j, podemos escrever @;(z)
como

J
= ZCZPZ<I), Cj % 0.
1=0
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Mas, (Qj,p) =0, V p(z) de grau < j — 1. Logo,

(Qj, Po) = (Qj, P1) = -+ = (Qj, Pj—1) = 0.
Assim, para k =0,--- ,j — 1

J
0— anpk Zcz Pzapk —Ck<Pk,Pk>
1=0

Como (P, Py) > 0 entado ¢, = 0 para k =0,1,--- ,j — 1, assim,
Qj(x) = ¢;Pj(x).
Para obtermos o valor de c¢;, basta fazermos
d <Qj7
(@) = elPoP) = 6P ) = 6 = 5
VEI

=0

T

)

e

2.1.2 Relacao de Recorréncia de Trés Termos

Teorema 2.1.2. Seja {P,(z)},°, uma sequéncia de polinémios ortogonais em (a,b)
relativamente & fungao peso w(z). Entao, os polinomios P,(x) satisfazem a seguinte
relacao de recorréncia de trés termos,

Pn—l—l(x) = (’771—1—11' - Bn—&-l)Pn(x) - an—&-lpn—l(x)a n >0, (24)

com condi¢oes iniciais Py(x) =1, P_i(x) =0, onde ayy1, Bn, Tn € R, paran > 1,
e

o Apt1,n+1 5 . <$Pna Pn> o Tn+1 <Pnu Pn>
) n+

nt+l = =Yl = Ontl = 2.5
Tntd An.n T <Pn7Pn> 1 Tn <Pn—17Pn—1> ( )

com Ypt1 7# 0, s # 0 € ay, 0 coeficiente de maior grau de P,(x).

Demonstragao: Seja P,(r) = apn2™ 4+ app12™ "t + -+ + @412 + ayo. Como zP, ()
¢ um polindémio de grau n + 1, podemos escrever

n+1

= Zbia(:w, (2.6)

pois Pi(x), i =0,1,...,n+ 1 formam uma base para P, ;.
Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os lados da igualdade
e isolando b,, 11, temos

Ann
bn+1 = .
an+1,n+1

Da relacao de ortogonalidade (2.3), obtemos

b
(xP,, Pj) = / P, (z)xP;(z)w(z)dx = 0,
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para j <n — 2, e assim
n+1

0= <xP7L7PJ> = Zbl<P“PJ> = bj<jjjﬁpj>7

i=0
para j <n—2. Logo, bj =0se j <n—2e,de (2.6),
zP,(x) = bpy1 Ppi1(x) + b Pr(z) + b1 Py (),

que pode ser reescrito como

1 by by,
Po(z) = —aPy(z) — 22 P,_(x) — ——Py,(x),
anrl bn+1 bn+1
de onde
1 3 b, bn_1
n = 9 n == e = .
Tntt bn+1 i bn+1 i bn+1
Como
bpy1 = G , temos Y41 = In+lntl
an+1,n+1 an,n
De
Py = (%H—lx - ﬂn+1)PN<x) - a/n—i-lpn—l(x)a
obtemos

0= <Pn+lapn> = ’yn+1<$Pn7Pn> - 6n+1<Pn7Pn> - CVnJr1<Pn717Pn>-

Isolando 3,11, obtemos
B (xP,, P,)

Do mesmo modo para a1

0= <Pn+17 Pn71> = Yn+1 <$Pn, Pn71> — 6n+l<Pn7 Pn,1> - Oén+1<Pn717 PTL71>'
Logo,
<$Pn, Pn—l)
Opy1 = rYn—&—lm.
Pelo fato de
Pn(ZL') = (’Ynl' - Bn)Pn—l(fL‘) - OénPn_Q(ZL‘),

2Py (1) = S Py@) + 22y )+ SR Py (),

n 7n n

obtemos

porém,
b
(xP,, Py_1) = / P.(x)xP,_1(x)w(z)dr = (P,,zP,_1),

o que nos leva a

1 : . 1
(Po,2Pus) = (P, P + (P oty + S (P, Pas) = (B0, P,

Tn Tn Tn Tn

Assim,
Uyt = Yn+1 <Pn7 Pn> .
Tn <Pn717 Pn71>
Desse modo, dadas as condicoes iniciais, podemos construir a sequéncia de polino-
mios ortogonais utilizando a relagao de recorréncia de trés termos (2.4).
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2.2 Polinémios Ortogonais Classicos

Segundo Chihara [2], os polinémios de Laguerre, Jacobi e de Hermite sdo chamados
de polindomios ortogonais cldssicos. Para defini-los, necessitamos da chamada funcao
Gama. Aqui também definiremos fungao geradora.

2.2.1 Funcao Gama

Buscando uma solugao para estender o dominio da funcao fatorial, Euler descobriu
a funcao Gama (veja [1] e [6]) . Para encontrar a generalizagdo do fatorial de Euler,
vamos tomar x € C e n um ntmero natural. Considerando

(a),=ala+1)(a+2)---(a+n—1), sen>0

com (a)g = 1, a formula acima é conhecida por fatorial deslocado fatorial generalizado
ou, ainda, simbolo de Pochhammer, onde a ¢ um nimero complexo. Assim, pode-se
escrever

. (x 4+ n)!
o(z+ 1),
pois
(z +n)! _ (D2)...(z—1)(x)(z+1)...(x+n)
(x+1), (x+1)(x+2) - (x+n) '
Mas
(x4+n)!=1)2)- - (n—=1n)n+1)---(n+z)=nl(n+1),
o L nl(n+1),  nn® (n+1),
R N R
Como nll_}HQlo m:—xl)z = 1, podemos concluir que
, n!n®
z! = nlggo CE (2.7)

Observe que, se x ¢ um nimero complexo, mas diferente de um inteiro negativo,
entdo o limite (2.7) existe e foi denotado por

nin®
Nx+1) = lim ———,
para todo nimero complexo x # —1, -2, —3,... .
Se x ¢é inteiro positivo, entdo I'(x + 1) =zl e I'(1) = 1.
Desta forma, define-se a funcao Gama como

Definicao 2.2.1. Para todos ntimeros complexos x # 0,—1,—2... , a fun¢do gama
['(x) é definida por

| L.x—1
['(z) = lim Gk :
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Propriedade 2.2.1. A funcido gama também pode ser dada como a integral de Euler
de segunda espécie

I(z) = / ey, (2.8)
0
para x € C e Re(z) > 0.
Propriedade 2.1. I'(z + 1) = z['(z)

Aplicando a equagao (2.8) para I'(x + 1), temos

F(x+1):/ e_tt(”+1)_1dt:/ e v dt.
0 0

Integrando por partes, com u = t* e dv = e~ 'dt, obtemos

[(z+1)=—t""

+/ ze 't Nt = w/ e @ Vat = 2T(z).
0 0 0

2.2.2 Funcao Geradora

Uma fungao geradora para uma sequéncia de fungbes {g,} ¢ uma série da forma

G(t, ) =D Augnla)t", (2.9)
n=0
onde {\,} é uma sequéncia adequada de multiplicadores.

2.2.3 Polindmios de Jacobi

Os polinomios de Jacobi, cuja notagao é Prga’ﬂ)(x), sao ortogonais no intervalo (-1,1)
com relagao & funcio peso w(x) = (1 —2)*(1 +2)?, com a, 8 > —1 e a, 3 € R. Estes
polindmios podem ser dados por

PENa) = (L= 2) (1 +2) P (L= 2)™ (1 + 2)7*7),

expressao conhecida como féormula de Rodrigues, ou ainda obtidos através da relagao
de recorréncia de trés termos

Poii(z) = (Y17 — Bug1) Pu(x) — a1 Poa(z), n >0, (2.10)
com Py(x) =1, P_y(z) =0,

1 T(la+pB+2n+3)'(a+B+n+1)

T A ) T(a+ B4 n+ 2)l(at B+ 2n+1)
Bps1 = (82 —a®)(a+pB+2n+1)
"9+ ) (a+B4+n+1)(a+ B+ 2n)
e W _latn)Bn)atptmnt?)
T D(a+ B+n+1)(a+B+2n)
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A relagao de ortogonalidade para os polindomios de Jacobi é

0, se m # n,
(P@A) plah)y — 20641 D (1D (B+n+1) ~
(atBr2n i)l (atpintl)’ S M =T1.

onde (-,-) & o produto definido em (2.3).
Uma funcao geradora para os polinémios de Jacobi é dada por

S pld) 207
«, tn —
2 PP(a) (1—t+R)°(1+t+RFR’

n=0

onde R =+/1 — 2zt + t2.

(2.11)

Polindémios Ultra-esféricos

Os polinémios de Gegenbauer ou polinémios Ultra-esféricos sao um caso especial
dos polinémios de Jacobi, com @ = f = A — = > —1. Sao ortogonais no intervalo
(—1,1) com relacdo a funcdo peso w(z) = (1 — z2)*~1/2,

o A
Podemos escrever os polinémios de Gegenbauer, GY )<I>, como

Fa+1)I'(n+2a+1) 1

4 = ( o,a .
Gla) = I'(2a + )(n—koz—i-l)P’g (@), a=A-g,
Ny T+ DT +2)) (h-1a-d)
GV (z) = TNt A ] )Pn (2).

A relacao de recorréncia de trés termos para os polindémios de Gegenbauer é da
forma

(n+ DG () = 2(n + NGV (@) — (n + 21 = 1)GY, (2),

onde G(_Al) (x)=0¢e GO (93) = 1, eles possuem a seguinte func¢do geradora

> GV (@)t = (1 - 20t +£7)
n=0

2.2.4 Polindmios de Laguerre

Os polindmios de Laguerre, denotados por L& (x), sdo ortogonais no intervalo (0, c0),
com relagdo a fung¢ao peso w(x) = z~%", o > —1, e podem ser dados pela formula de
Rodrigues

dn
LS (z) = (—1)”x’aexw [z°Te™™].

Eles podem ser obtidos através da relagao de recorréncia de trés termos
Lya(z) = (z— @2n+a+1))Ly(@) —n(n+a) Ly (z), n=>1

onde as condigdes iniciais sdo L™ (z) =1 e L' (@) =2 —a — 1.

Usando a definigao de produto interno (2.3) para os polindmios L;a) e Lﬁ,i“ ), obtemos

(o9} dn
%(ajwneﬁ)ljfﬁ) (z)dx.

@02 = [ L@ @ ds = (-1
0 0
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entao, se y,(r) = z*"e"*, temos

dn a+n —x n
%(Z'Jr € )Zyy(b),

de modo que,

@01 = [ 1@ 1.
0

Integrando n vezes por partes a expressao anterior, obtemos

<wmwm:/[wmmw%m.
0

(@) (n) (a) () 00 a+n —x
Como [Lm} = 0 para n > m, [Ln] =nle e dr = I'(n + a+ 1),
0
conclui-se, que para os polindbmios de Laguerre, vale a relacao de ortogonalidade

0 sem#mn
(a) fla)y _ ’ ’
(L™ L) { n!l'(n+a+1), sem=n.

Finalmente, os polinémios de Laguerre possuem a seguinte fungao geradora
ZL;a)(x)tn _ (1 o t)faflef:t:t/(lft)'
n=0

2.2.5 Polindmios de Hermite

Os polindémios de Hermite, denotados por H,(z), sdo ortogonais no intervalo (—oo, c0)
com relacdo a fungao peso w(x) = e‘wQ, e podem ser obtidos pela formula de Rodrigues

2 d 2
T—1le" . 2.12
e (212

A relacao de recorréncia de trés termos para os polindémios de Hermite, que pode
ser obtida através das equagoes (2.4),(2.5) e (2.12), é dada por

Hy(x) =22H,(z) — 2nH,1(x), n > 1,

com Hy(z) =1e Hy(z) = 2.
Usando a defini¢do de produto interno (2.3) e ¢(z) = e

(H,, H,,) / H,( (z)e” /H ()™ (x)dx

Integrando n vezes por partes, temos

—a? , obtemos

(H,, Hy) / HE (2)()de

oo

Como [Hm](") = 0 para n > m, [Hn](") =2"n! e e " dr = /7, conclui-se que,
—0o0

para os polindmios de Hermite, vale a relacao de ortogonalidade

|0, se m #n,
(Hr, Hin) = { 2"nl\/m, se m =n.
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Por fim, os polinémios de Hermite possuem a seguinte funcao geradora

i H, (z)t" _(2zt—12)
—— =ce .
— n!

Para mais informagoes sobre a teoria de polindmios ortogonais classicos veja Chihara

[2] e Szegd |7].

2.3 qg-Identidades

Nesta secao definiremos q-fatoriais deslocados e as ¢-séries hipergeométricas. Além

disso, citaremos algumas identidades e teoremas envolvendo ambos.

Seja a um nimero complexo e 0 < ¢ < 1. Os g-fatoriais deslocados sao definidos

por
(CL; q)O = 1a
(a; @) == (1 —a)(1 —ag)(1 —ag®) ... (L —ag" ") = [ [(1 = ag* ™),
k=1
paran = 1,2,..., ouoo, e os miltiplos g-fatoriais deslocados por

k
(a1, 2, ., ak; Q) = (13 @)n(a2; O (as; O - - - (i ) = [ [ (a5 s

J=1

Da definigao (2.13), pode-se ver que

(a5 @)n(aq"; @)oo = (@5 @)oo,

pois,

(@:9)n = (1 —a)(1 —aq)...(1 —ag"™)
e

(aq"; @)oo = (1 — ag™)(1 —ag"™) ...
Portanto,

(@ q)n(ag™; q) = (a; q)co-
Para n indices negativo, temos a definicao

(4:0) o = :
e T T )T —ag D) (L —ag ")

paran =20,1,...
Além disso,

(—a/a)"qls)

(;0)-n = (aq™"; @) = (q/a; @)n

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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q-Série Hipergeométrica

Uma g-série hipergeométrica ¢ definida por

¢ a1,09, ..., Ap
r¥s
by, by, ..., bs

q, Z) = r¢s(a17 A2, ..., Ap; bla b27 ) bs; q, Z)

[e.o]

E : (a17a27 "'7a7‘;Q)n (n—=1)/2\n(s+1—r)

— _qn n(s T Z?’l. 2,16
n—0 (Qa b17b27"'7b5;Q)n( ) ( )
Como (¢7%;¢), = 0,se n = k+ 1,k+2,... , a fim de evitar singularidades ou

indeterminagoes, sempre assumiremos que nenhum dos parametros by, bo, ...bs em (2.16)
tem a forma ¢~ *. Agora, se um dos parametros do numerador de (2.16) possui a forma
g%, a série ¢ finita.

O raio de convergéncia da série (2.16) é 1, Oou oo, se r = s+ 1, r > s+ 1 ou
r < s+ 1, respectivamente. Este fato pode ser mostrado usando o teste da razao.

Uma série do tipo (2.16) ¢ dita balanceada se
r=s+1 e qa1a2...as+1:blbz...bs.

g-Série Hipergeométrica bilateral

Uma g-série hipergeométrica bilateral é definida por

ai, as, ..., ay,
rws< bll b22 bs Q7z) :rws(alaab-'-aar;blab%'-'7bs;qaz)

(@102, 055 )n (s=r)n o (s=7)(3)
. A R 2.17
2 (q)bth,...,bs;q)n( )T 2 (2.17)

n=—oo

Em (2.17) assumimos que nenhum dos parametros by, by, ...b, tenha a forma ¢=*. Ao
aplicarmos (2.15) em (2.17) para os termos com n negativo, obtemos

A1, A2, ..., Gy = (a17 agy ..., Qr; Q)n (s—r)n (S—T)(n) n
r¥s ) = -1 2
¢ ( blab27-~-abs 4 Z) Z b17b27...,bs;Q)n ( ) 1 o

n=0 (
3 (q/b1,q/bas .., q/bs; D ( biby...b, )”
“— (q/a1,q/as, ... q/ar; 0 \ 10z ... arz)

g-Integral

A chamada g-integral é definida por

/abf(t)dqt:/Obf(t)dqt—/oaf(t)dqt, (2.18)

onde

/0 Wt = a1 - 9) S Flag) (2.19)

para 0 < q < 1.



q-Identidades 20

Se f é continua em (0,a), entdo vemos que

lim /0 ")yt — /0 " Ft, (2.20)

q—1

observe que em (2.20) o limite resulta na integral de Riemann.

Apresentamos agora algumas identidades tteis e teoremas envolvendo qg-fatoriais
deslocados e séries g-hipergeométricas que utilizaremos. As demonstracoes podem ser
encontradas em [3] e [4].

(ag™™; @)n = (q/a; @)u(—a) g "D/, (2.21)
(a;q)n —k_Lk(k+1)—nk
Qo = ———(— . 2.22
(@:0)k = T () (2:22)
(@5 Dot _ (@ 0)n(a" ™" /b )i (9)’“ (2.23)
03Dt O3@)nlg" " a; )k \a/)
e
(@;Q)m = (aq™;@)n = (@;Q)min m,n=0,£1,+2, ... (2.24)
Teorema 2.3.1. (q-Pfaff-Saalschiitz) A soma de uma sequéncia balanceada 3¢, finita
é dada por
¢ a,b _ (d/a, d/b;q)n
3¢2 ( C,d ‘q,Q) - (d, d/ab, q)n ) (225)

com cd = abg'™".

Teorema 2.3.2. A soma de Chu-Vandermonde g-analoga é dada por

(/@ @) n. (2.26)

201(¢ "5 a5¢;q,q) =
( ) (¢;@)n

Teorema 2.3.3. O teorema de Gauss g-andlogo 4 funcoes hipergeométricas

(c/a,c/b;q)oo

201 (a, by c; q,c/ab) = e clabia)n lc/ab| < 1. (2.27)
Teorema 2.3.4. Se |z| < 1oua=q", entao
olai —5g,2) = L2 D, (2.28)
(23 0)oo

Teorema 2.3.5. (Fuler) As seguintes igualdades valem

> z" 1
eq(2) = Z Gie = Goe 2] < 1, (2.29)

n=0
¢ o0
ZTL
Eqy(z) = ¢ = (=2 ¢)no.
! ,; (4:9)oe

Teorema 2.3.6. (Ramanujan) Para |b/a| < |z| < 1, vale

(b/a,q,q/az,az;q)s
(b,b/az,q/a, z;q)0

(a3 by g, 2) = (2.30)
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Teorema 2.3.7. A identidade do produto triplo de Jacobi é expressa por

[e.9]

1 1
Y (=1 = (4,472,077 @)oo (2.31)

Teorema 2.3.8. Formula de Pfaff-Kummer g-analoga, dada como
N AC/BQ 2l (25 @)oo

n—=

Lema 2.3.1. Vale a transformacao

b
(qt/a,qt/b,ct; @) (g,bq/a,a/b,c/d,c/e,c/f;q)
dt=0b(1— 2.
/a N e S vy v o v R

onde ¢ = abdef.

2.4 O Método Bootstrap

Um procedimento que usaremos para algumas das provas é o chamado método “bo-
otstrap”, que consiste em obter novas fungoes ortogonais a partir das que ja possuimos.
Assumimos que conhecemos uma funcgao geradora para uma sequéncia de polinémios
ortogonais {P,(z)} satisfazendo (2.3).

Seja a funcao geradora

3

Z Gz, 1), (2.34)
n=0 n
onde {c,} é uma sequéncia adequada de coeficientes ndo-nulos. Entao, da relagio de

ortogonalidade (2.3),

/ G, 1)G (x, ta)du(x Z C" fufa)" (2.35)

De fato,

/ G(z,t1)G(x, ta)dp(z / Zn OP )tn zn o Ful@ (2)t5 = i—gﬂ(tlh)n.

Agora, sabendo o valor da integral de G(x,t;)G(z,t2)du(x), a ideia do método é
usar

G(z,t1)G(z, ta)dp(z) (2.36)

como nova medida e, assim, procurar um sistema de fung¢des (preferencialmente po-
linomial) ortogonais com respeito a essa medida. Se um sistema, como descrito, é
encontrado, podemos repetir o processo, ou seja, encontramos uma nova funcao ge-
radora, como em (2.34) e o seu valor. Mas, note que o processo nao pode ser feito
indefinidamente, pois em certo momento as func¢oes envolvidas podem se tornar com-
plicadas para reiniciar o processo.



3 Polin6bmios g-Ortogonais

Neste capitulo, vamos definir os seguintes polindmios g-ortogonais, q-Hermite, q-
Ultra-esféricos, Al-Salam-Chihara e Askey-Wilson. Além disso, definiremos algumas
de suas propriedades, como relacao de recorréncia, ortogonalidade e funcao geradora.

3.1 Polindmios g-Hermite

Os polinémios g-Hermite (q-anilogos aos polinomios de Hermite) {H,(x|q)} s@o
polinémios gerados pela relacao

20H,(2|q) = Hypsa(zlq) + (1 = ¢") Hnoa(2]g), (3.1)

com as condicoes iniciais

Ho(zlq) =1 e Hi(z|q) =2x.

Primeiramente, encontremos uma funcao geradora para os polindémios H,(z|q).
Consideremos

H(z,t) := i M (3.2)

— (¢:9)n
Agora, multiplicando (3.1) por t"/(q; q), e somando paran =1,2... | obtemos
20 H, (2|t o= H, " o= (1 —¢")H,_ tn
S wHy (x|g)t" S +1(z[q) =S (1= q") Hna (z]g)t" (3.3)
~ (G —~ (¢ i (¢ @)n

Reescrevendo os somatorios acima, usando (3.2) e levando em conta as condigoes ini-
ciais, obtemos

o0

Z —Qxi[;(;’j)tn = 2¢H(z,t) — 2x
o~ Hoa(zlg)t" -~ Hot"(1—q") _ H(zt) = H(zqt)
; (@Ga)n ; (@@t t o

n=1

22
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e substituindo em (3.3), temos

H(zx,t) — H(z,qt) = 20tH (2, t) — t*H(z, 1),
de modo que,
H(z,qt)

Considerando x = cos(f), temos
122t +t2=1—1t(2cos(0)) +t> =1 —t(e” + e ) + 1> = (1 — te’) (1 — te™™).
Logo, podemos reescrever (3.4) como

H{(z, qt)
(1 —te?)(1 — te—?)’

H(z,t) = x = cos(h).
Agora, iterando (3.4), ou seja, substituindo ¢ por ¢t, e depois gt por gt* (e assim
sucessivamente), obtemos

H(cos(0), qt)
(1 —te)(1 — tqe?)(1 — tge=)(1 — te=9)
H (cos(0), ¢*t)
(1 —te?)(1 — tqe) (1 — tq2e?) (1 — tqge=9) (1 — te=)(1 — tq?e~)

H(cos(0),t) =

H(cos(f),q")
(te? te™; q)no’

observe agora que, para n — oo, H(z,q"t) — H(z,0), uma vez que, |¢| < 1, o que nos
permite concluir que

(4;q)n (te, te=; q) o

note que, de (3.2), H(x,0) = 1. Assim, provamos o seguinte teorema:

i H(cos(0)|q)t" 1 (3.5)

n=0

Teorema 3.1.1. Os Polinémios q-Hermite possuem a funcao geradora

>, H(cos(0)|q)t" 1
3 (cos(6)]q)

2 e e T

De posse da funcdo geradora, iremos fornecer uma forma explicita para H,(z|q).
Expandindo o lado direito de (3.5):note que por (2.29),

1 © tneine
(te; @)oo ; (@:9)n
e
1 B > tne—znﬁ
(te=; q) — (¢;:9)n
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Fazendo o produto dos dois somatorios e usando a formula de Cauchy para produtos
de séries obtemos

tn i(n—2k)0

(tei? te—0; ZZ

nOk:O’ ’)

e comparando novamente com (3.5), obtemos

n

HeosOl) = 3 ((q @)ne

)k q; Q)

i(n—2k)0

Como H,(x|q) é um polindémio real, podemos escrevé-lo explicitamente como

Hyfeos(@)) = 3 (B0 0200

" (g )ncos(]n—2k|9)
— (GG n-

Provemos agora o seguinte teorema sobre a relacao de ortogonalidade que os po-
lindmios g-Hermite satisfazem:

(3.6)

Teorema 3.1.2. Os polindémios g-Hermite satisfazem a relagao de ortogonalidade

1 27(q; q)n
zlq) Hu(zlg)w(zlq)de = ——=="=0pn, 3.7
» i (]q) Hy (2]q)w(x]q) @0 (3.7)
onde -
w(zlg) = (€0 0 x =cos(f), 0<0 <.

V1i—22

A prova deste teorema utiliza o lema a seguir

Lema 3.1.1. Vale a igualdade

T A A -1 J 1 )i (G—1)/2
62”6(6219, 6—219; q)oodg _ 7T( ) ( + q )q ] (38)
. ¢ @)oe
(¢:9)

Demonstracao: Denotando por I; o lado esquerdo de (??), observe que

[j — / 62ij9(62i9, 6—21’9; Q)oode — / e2ij9(1 o €2i9)(q€2i9, 6_2i9; Q)ood97
0 0

multiplicando e dividindo por (¢; ), podemos entdo utilizar (2.31), com o parametro

» = q7e2? assim,

I — /7r ezz'je(l - 6%0)(%(16%076722‘9;Q)oode
0

(¢:9) oo
T 2i0 0
_ 2ij9(1 — ) n, n(n+1)/2 2ind
= R —1)"q e do
/0 (45 @)oo n:zoo( )

> n(n+1)/2

= Z <_1)nq2(q;—q)oo/_ﬂ(1 — )l g, (3.9)

n=—oo
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Observe que a integral em (3.9) s6 difere de zero para dois valores, n = —j e
n = —j — 1, que pode ser visto nas integrais
/ ei(j-l—n)Ode o / ei(j+n+l)9d9, (310)
uma vez que, a primeira, para n = —j vale 27, enquanto a segunda, paran = —j — 1
vale 2.
O

Demonstracao do Teorema 3.1.2

Como a fun¢do w(z|q) ¢ uma funcdo par em x, ao compararmos polinémios, se a
diferenca entre seus graus for impar, ja temos o desejado, pois, estaremos calculando
a integral de uma funcao impar em um intervalo simétrico. Vamos supor, sem perda
de generalidade, que m < n e que a diferenca n — m seja par. Portanto, é suficiente
analisar a seguinte integral

/ ¢! H,(cos 0]g) (e, 7 ). (3.11)
0

Para provarmos o teorema, susbstituimos (3.6) na integral (3.11), obtendo

n

Z (q; Q)n /7r eQi(nfjka(eQiH? e*M; q)oon’
)nfk 0

— (@ a)k(aq

usando o resultado (3.8),

S oy T

k=0 (Q7q)k'(QJq)7L7k 0

T o (69 i
(=17 (1 + ¢ )g

@ 0 2= @ ela el

(n=j—k)(n=j—k—1)
2

(3.12)

™ nati (n—q)(n—qi— n <Q7 q)n kE(k+1)/24k(j—n)
= (1) +Jq( J)(n—j-1)/2 (1) ;
; (4 Dr(g5 @nr

& (¢ Dn b )2k
+q" —1)kq jn-1) |
,; (@ Drla; q)nfk( )

Considere um dos termos da soma anterior, no caso

- (4 9)n ]k (kA2 k()
P P J'q
= (@ Di(a Dnr

Y

note que, ao aplicarmos (2.22) com o parametro g, obtemos

- ¢ Q)n o = @Ok
Z (4;:9) (= 1)k gD 24k G—n) _ Z ( )qu(jﬂ)

(@ k(@ Dn—r — (¢

Analogamente,

—j (¢ Dn k k(k+1)/2+k(j—n—1)
qn J -1 q Jj—n
kZ:O (@ Orlq; Q>n—k< )

i (T Dk
]Z( )quj

= (G Dk

)
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voltando em (3.12), temos

/ e 200 H (cos 0]q) (2, e % q) o df
0

n

(3.13)
__ 7 (_1)n+jq(nfj)(nfjfl)/2 Z(C] ")k "G+ Z an A
( .

4 q)oo — (G — (G )k

Observe que, os somatorios entre parénteses podem ser representados por g-séries hi-
pergeométricas, logo

/ ez(n 2])9H (COSQ’(])( 216 672i9;q)ood0
0

(3.14)
™ n+7 (n—73)(n—j— -n 1 n—j —-n i
. (=)™ Hgr= D=2 (160(7" =5 0. ¢ + " igolaT =10, )
Como
100(¢"5 =50, 2) = (¢ 2 Q)n,
temos

/7r ei(”_Qj)aHn(cos 0|q)(e*?, e q) o db

B

(69w
Para 0 < j < n, o lado direito da igualdade anterior se anula. Observe que,

e 1 e~ = 2cos(nf), logo basta calcular j = 0, pois €™ = cos(nf) + isen(nb).
Quando j =0,

(—1)H g =a=D/2 (g7 gy, 4 g (7 q),) -

7r
(43 @)
ainda de (2.22), com a = 1,

qn(nfl)/Q(_1)nqn(qfn7 q)n>

v TTlq:
n(n=1)/2/ _1\n,n(,,—n. _ (Q7 Q)n

——q (=1)"¢" (¢ @)n = :

(¢;9)o (45 @)oo

Logo, estabelecemos a ortogonalidade para m < n. Para m = n, utilizaremos (3.6),
assim,

/ H(cos8q) Ho(costlq) (27, €27 g) o dB
0

_ Wcosn cos 2i6 6—219 _ (Q§Q)n
—2/0 (1) H, (cosb]q) (¢ o)t =27 500



Polinémios g-Ultra-esféricos 27

3.2 Polindmios g-Ultra-esféricos

Os polinémios ¢-Ultra-esféricos sao uma familia de polinomios que dependem de
um parametro e que generaliza os polinomios g-Hermite. Fles sao definidos por

q
— (¢ Q¢ @)n-

Pode-se observar que

. . H,(z|q)
Cnl:0la) = (¢:9)n
Cn(=z; Blq) = (=1)"Cy(x; Blq). (3.16)

Teorema 3.2.1. Os polinomios C,,(z; (|q) satisfazem a relagdo de ortogonalidade

' 27(8, 4B 4)oo (1 — B)(B* q)
Co(z; Blq)Ch(z; Blg)w(z|B)dx = e Vs = s 3.17
|, Gntes it shatainis = T2 LTS (8.17)
para 3] <1, com
(€20, =219 q) 1
0|5) = . .
w(eos019) = 3eam, o2, q).. (sent))
e x = cos().
Demonstracao: Primeiramente, vamos assumir que 3 # ¢*, k = 0,1,2,..., pois o

resultado pode ser extendido analiticamente para || < 1. Como a fungdo peso é par,
se a diferenca entre os polindomios que sao usamos no calculo da ortogonalidade for
impar, segue de (3.16), a ortogonalidade, pois estaremos integrando fung¢oes impares
em intervalos simétricos. Logo, é suficiente avaliar polindomios de mesma paridade, ou
seja, vamos considerar apenas casos que ambos sejam pares ou ambos fmpares. Assim,
é suficiente calcular a seguinte integral

/ﬂ €i(n_2m)90n(008¢9; B|q> (€2i9, 6—21'9; Q)oo
0 (Be2?, Be?; q)o
para 0 < m < n. Veja que essa condi¢ao nos garante o afirmado anteriormente, ou
seja, se n for impar, n — 2m também serd, o mesma ocorrendo para n par.

Usando a defini¢ao (3.15), lembrando que

(67%0; q)oo _ (1 . e*?i@)(qefQiG; q)om

L =

do, (3.18)

ao aplicarmos a igualdade acima (3.18), temos

“~ (B 0)k(B; @)nr /’r N o) (NS iy
J— 4 , e(2n—2m=2k)i0 (| _ =20y 0
’ ; (4 (@ Dot Jo (B, Be*; q) o ( )

240.
)

Multiplicando e divindo o lado direito da equacao acima por

(B, B4 @)oo (a0, 6% @) o
(4, 8% @)oo (B; BE @)oo’
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podemos reescrever I, ,, como

—240

~ (B; k(B35 Onr , " (4, 8%,€%,q¢ @)oo om—smsiyis o
;—0 (4 ilg; @i (5’BQ’Q)°O/0 (¢, 52, Be¥?, BP0 ). ° (1= e)db.

Agora, observando que o integrando satisfaz (2.30), com os valores, a = 1/8, b=

e z = (e’ obtemos
Lpn = ((if Z%igg_;qq))"_: ((f’gﬁfg = /0 1011/ B; B; q, Be?)e@n—2m=2k)if (] _ =2,
kZO b 9 n— ) Y o

Reescrevendo

1901 (a; b; g, 2"+ /54 (2
o nz:‘: ; (¢/a;q)n \az

e substituindo na integral, temos

= B )k(Bs @i (B, B @)oo
T = 2 s s (0. P00

[/ (Z (tgﬁa ]ﬁ] 2i50 + Z q/ﬁ jﬁj —22]9) e 2i(n—m—k)0 _ 62i(n—m—k—1)9d8] :
o \j=1 q);

transformando o segundo termo do somatoério, de modo que

(Q/ﬁv )j j —2ij0 (1/5? )] j 21]9
Z Gara; " ¢ _Z G

—00

Logo,

I, = (B? Q)k(ﬁa Q) / Z 1/6 J ﬁ] 21]9[ 2i(n—m—k)0 __ €2i(n7m7k71)9:| de.
(4 Dk(@ D Pt
Note que, a diferenca entre as integrais anteriores difere de zero apenas para j =
m+k—nej=m+k—n+1, pois no calculo

/7T p2i(n—m—k+5)0 jg _ /7r e2in—m—k—1+j)6 19 (3.19)
0 0

a primeira vale 7 para j = m + k — n , enquanto a segunda, vale m mas apenas para
7 =m+k—n-+1. Observe que, para valores diferentes dos citados, a diferenca entre
as integrais é zero. Desse modo,

=T Z k <6 5(]’ ) {<1/ﬁ’ q)m+k_” m+k—n (1/6§ Q)m+k—n+1

k (QB Q) (B;Q)m—l-k—n - (5;Q)m+k—n+1
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Vamos analisar o que ocorre com a primeira parcela do somatorio, sendo anélogo
para a segunda parte: consideremos

—~ (B8; )r(5: Dt (B, B @)oo (1/B; @mik—n s
kzg <Q; Q)k(Q; Q)n—k (q, 62; q)oo (67 Q>m+k—n B ) (320)

de posse de (2.24), com os parametros a = 1/ e a = 3, obtemos

(1/8; Om-n((1/B)d™ )k = (1/B: @) mtk—n

(B35 Dm-n(Bd™; Or = (85 Q)mtb—n-

Substituindo ambos na primeira parcela (3.20), temos

(1/5;QLn—n(6,ﬁana>[j{:(ﬁv JeB: Onr (1) 50" "’Q)x3] SNt

gmen q
(B5Dm—n (¢ 8% oo (@ D@ Dot (Ba™50)k)

Agora, usando (2.23) com os parametros a = 3 e b = ¢, temos

(Bs Dn—r _ (Bs@)nla™"; 0k (g)k
(@ Dnre (G @)nld" /B3 )i (3.22)
assim, substituindo (3.22) em (3.21) ,concluimos

(1/8; @)m—n (B, B4 @)oo z":(ﬁ;q)k(ﬁ;fﬁn (" )k ((1/B)qm‘”;Q)qu
B Dm—n (@,8% ) | = (GO (G0)n (@ "/B:0x  (BE™ @)k '
(1/8; @)m—-n (B; O)n (ﬁ,ﬂq;Q)oo3¢ < B

(B Dm—n (€ Dn (¢, 5% @)oo g | q)

Fazendo, de forma anéloga, para a segunda parcela do somatorio, obtemos

m—n+1 (1/67 )m n+1 (57(])77, (5 /Bq, ) ( —n’ﬁ’ m—n+1 )
ﬂ (57 )m n+1 (qa Q)n (q 52;(])00 3¢2 7,9

5m—n
que, reescrito adequadamente e segundo (2.16), se torna

ﬁmfn

/B
Portanto,
hmzww'MWqu
mn(l/@ ( q ", B,q"" )
6 ql n/ﬁ) m— n/B q,q
1 m n ’ m—n+1
Agora, utilizando (2.25) em (3.23), teremos

(B50)n (B, B @)oo
(¢ Dn (4, 8% @)so

X

Im,n =
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(1/8; Qm—n (@™ ", 8% )n — g w1 (1 B5 @m—nt1 (@, 8% @)
(Bs Dm—n (@B, 8;¢)n (B5 Dm—nt1 (@™ "B, B;@)n

Como o fator (¢™";q), é zero para m < n, o primeiro termo do colchetes acima
é zero, enquanto o segundo termo, (¢™":q),, é zero para m < n. Logo, nos resta
calcular m = n em (3.24). chamando de I} o valor da integral quando m = n,
obtemos

g (3.24)

. (8,483 0)e (5% @)n
Ir = .
e =7 (¢, 6% 4)oo (483 O)n

Fazendo

( 2160 —27,9

€ @)oo
df
( 6219’662197 )oo

Inn :/ Cy(cosb; Blq)C(cosb; Blq)
0

ao utilizarmos (3.15), resta

(621‘97 —219’ Q)

(66210, 66229’ )oo

Inn = / (ema + e_me)@Cn(cos 9; 6lq) do
0

(4 @)n
(B
(G D
( ) (57‘]5) )OO( 2' )
( ) (¢ 5% @)oo (QB, O
27(8, 453 )0 ( B) (5% Dn
(q,ﬁ Q) (1= Bq™)(q; ) '

(215,)

3.3 Polindbmios de Al-Salam-Chihara

Nesta secao, exibiremos a relacao de ortogonalidade dos polinémios de Al-Salam-
Chihara, partindo de um caso especial de ortogonalidade dos polinémios -Hermite.
Além disso, apresentaremos a sua relacdo de recorréncia e funcao geradora.

Primeiramente, procuramos polinémios {p,(x;t1,t2|q)} ortogonais com relagao a
funcao peso

(6219 —2i0. q> 1
(t1eif t1e=10 tyeid tre=i0: q) oo /1 — 22

que é positiva para t; e to € (—1,1) . O valor da sua integral no intervalo (—1,1) é

T ( 240 —219’ q) o
i = ) | < 1ltg] < 1. 3.25
/0 <t16197t16729’t2610’t26 ZG;Q)OO (q, t1t27q>oo ’ 1’ | 2‘ ( )

wy(x,ty;t2]q) = x = cos(0).

Suponha que os polindmios que queremos encontrar sao dados por

(¢t te7; q)y,

(q : Q)k

{pn(w;tr, o)} =) U - (3.26)



Polinémios de Al-Salam-Chihara 31

onde a, ; depende de ¢;,t5eq.
Vamos calcular a, ; a partir do fato de p,(z;t1,t2]q) e (t26, tae™"; q); serem orto-

gonais para 7 = 0,1,...,n — 1. Logo é suficiente calcular a seguinte integral
1
L,; = / (t26" tae ™" q) jpn(@; 1, ta|q)wi (s b, ta|Q)wi (@, 13 to| g) da
-1
B 1<t ei@ . 67@'9‘ ) n (q—n7t1€i07t16—i9;q)k <62i9€—2i9; )oo 1 .
= 26,126 5 4); (q:q) (L6, tre— tyet® toe—?: q) 1 2 ket
-1 k=0 q:4)k 1 s U1 y U2 5 L2 74 ) oo T

Logo, para x = cos(f), dr = —sen(0)df e

T n —-n 6 —i6 210 ,—2i0
4 , ¢ ¢ : :
L= / (12, tye%; ), 3 0T ) (€9 8
0
n

o (q: (tr1e?, t1e70 tyeif tye™; q)oo

_ Z UOn . /7T (tae™ toe™; q);(t1e”  t1e™; q)(e*Pe 2% q)
=\ 2 .
0

. . , . 2d6.
— (¢ (tre?, t1e7 tyei? tre™; q)oo

Agora usando (2.14) repetidamente, com a =t a = tje™? a = t2e??, a = tye ™ e
substituindo acima temos

—~ (7" q)n T (e*e; q) o
L= ~—an 1 dh.

— (G k tighe® tighe™" tagie? taqie ™ q)oe

Entao, por (3.25),
oo~ o _2m = (4R
n,] —

. Ap, = :
— (e (000 " (G0 = (@3 Qk(tit2q"; 4o

Agora, tomando a = t;t,¢’ em (2.14) e substituindo na igualdade anterior, obtemos

n

2m (@™ tita; @) rn
(qt1t2¢7; q) o0 = (¢ @)

n,j

Vamos escolher a,; de forma a anularmos o somatorio para 0 < j < n. Assim
escolhendo

k

Ay | = q
nk =
T

_ 3.27
tite; @)k (3:27)

temos

1
/ (tae® tae™; q)jpu(z; 1, ta|@)wi (73 t1, ta|q) da
1

_ 2m Z (" tite; Q) ¢~
(ghitod; oo = (@) (fala; D
21

:mzﬁ(qﬂl, titaq’; tita; 4, q).

Assim, utilizando (2.26),

/1 21(q77; @) (tatag? )"

tew,te_w;q»p x;t1, to|q)wy (x5 by, to|q)dx = . .
(fa" b Jipn(i b1, falgjun (w1, E2l0) (¢ t1t2¢7; @)oo (t1t2: @)n

1
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Veja que o termo (¢77; q), se anula para todo 0 < j < n, logo nos resta apenas o caso
para j = n. Entao,

/1 ; 2m(q7"; @)n(titag™)"

tae" 1o q)jpn (i ty, talq)wi (2 1, o] g)da = '
( )iPn( 2w ( 9) (4, t1t2q™; @)oo (tita; @)n

Agora, como ja calculamos o valor da integral, e vimos que ela se anula para 0 <
J < n, basta encontrarmos o termo de maior grau de p, para concluirmos o valor da
norma. Analizemos (3.26) para tal. Observe que, por defini¢ao,

1

n

(te te ™ q)n = [ (1 — te¢" ) (1 — te™"¢")
k=1

_ H(l _ tqkfl(eié + efie) + t2q2k72) (328)
k=1

n—1
= H(l —2t¢"r + t2¢*k), x = cos(d).
k=0
Logo, o coeficiente do termo de maior grau de (3.28) ¢

n(n—1)

(—2t)"q =z . (3.29)
Vemos que o coeficiente do termo de maior grau de p,,, por (3.26) e (3.29), é

n n(n—=1)
q"(—=2t)"q >
(tato; n(q; @)

tomando (2.21) com a = 1, e substituindo em (3.30), o termo de maior grau de p,, é

(3.30)

(2t1)"
(tit2; @)n
Portanto, usando (3.29) e (3.31), concluimos que a norma é dada por

(3.31)

1 2n
27 (t1)"" (¢ @n
P t1, ta|q)pn(x; ty, talq)wr (2 t1, ta|q)dx = Onm- 3.32
/_1 (@ b1 Bla)pn(: b, Ealg)un (3, o) (¢, t1t2; @)oo (tit; @)n (3:32)

O
Os polinémios de Al-Salam-Chihara possuem a forma explicita

7n’t ei97t e*i@
(51, t2|q) = 302 ( a t11t2,01

De fato, basta considerar a forma

g, q> . (3.33)

n

(g, t1€” te7; q)y,
pae (43 )

pa(T;ti,ta]q) = U - (3.34)

tomando ay,  de (3.27), obtemos

n

-n ¢ 0 t —i6.
pn(x,tl,tQ‘Q) _ (q ,ltie, 1€ 7Q)k: k
o (g, t1ta; @i
QaQ> .

7n’t eie’t 671’9
=3¢2(‘-’ IS

tits, 0
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OJ

Agora, vamos deduzir sua relacao de recorréncia e uma funcao geradora para os

polindmios de Al-Salam-Chihara. Como os polinémios de Al-Salam-Chihara sao orto-
gonais, por (2.4) eles possuem uma relagdo de recorréncia da forma

22pn (w511, t2|q) =Appns1 (25 t1,12]q)

3.35
+ Bypn (25 t1,t2|q) + Cppn—1(x; 1, t2|q). ( )

Encontremos A,, B, e C,. Veja que, para A,, basta encontrarmos o termo de
maior grau de ambos os lados de (3.35). Anteriormente, em (3.31), obtivemos

R L2V
7 (tit2; @)n

e assim

_ 2(2t1)" (tita; @)ngr (1 — tataq™)
(tita; @) (2t T2 t '

Para B,, e C, vamos fazer escolhas de certos valores para t; e t5. Fazendo separa-
damente em (3.35), t1, to = €, temos

qfn 2i6 1
Pn((t1 + 1/t1);t1>t2\Q) = 302 ( et 0 'qv C])

i —n 219 1 )
—~ (¢ tze’“ (3.36)
<q n 2267 1, q)

(Q7 t26297 Q)O

=1

q—n tleié‘ tle—ie

P ((t2 4 1/t2); 11, t2]q) = 302 ( 7ei9t1: 0
Q>q) )

o q_natl/t2
- 2¢1 ( O

an)

(3.37)

usando (2.26) em (3.37), obtemos

il + 1/l = ()

Entao, aplicando (3.36) em (3.35), reescrevemos a relacdo de recorréncia como

2ap, (1 + 1/t1); 1, t2lq) =Appnsa (b + 1/t1); b1, ta]q)
+Bupn((ts + 1/t1); 11, t2]q) + Cupn—1((t1 + 1/t1)5 1, t2]q).

Portanto, substituindo os valores de p,((t1 +1/t1);t1,t2|q) € x = t1 +1/t1, obtemos

(1 — tltgqn)
1

2ty +1/t,) = + B, +C,. (3.38)

Analogamente para (3.37) em (3.35)
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t
B, + Ont—2 =ty + t1q". (3.39)
1

Resolvendo as equagoes (3.38) e (3.39) simultaneamente, chegamos a
Bn = (tl + tg)q" (& Cn = tl(l — q”). (340)
Portanto, os polinémios de Al-Salam-Chihara satisfazem a relacdo de recorréncia

(22 — (t1 +12)q") tipn (3 t1, t2lq) = (1 — t1taq" )pnia (73 11, t2lq)
+ 121 = ¢")pu_1(; t1, ta]q).

com as condigoes iniciais po(z;t1,ta|q) = 1 € p1(x;ty, talq) = t1(2x — t1 — o).
O
Buscamos agora a fungao geradora dos polinomios de Al-Salam-Chihara. Conside-
rando sua forma explicita (3.33), vamos alterar o somatorio em k para um somatorio
em n — k. Logo,

n

(" 1€ 117 @)t i
Pl th, talq) = q
; (¢, tite; @)n—k

fagamos entao as seguintes substitui¢Oes, primeiramente com (2.23) e os parametros
a = tlew eb= tltg

(t1€; q)n—s _ (t1€; q)n(q" " tata; @)k <t1t2 >k

(tito; Onr (tit2; Qn(g*/t1e; @)1 \ t1e%

depois, ainda usando (2.23), porém com os parametros a = t1e=? e b = ¢

(e @nn _ (e @)nla”" Q)i ( q )k
(@D (G)alg " /tie 5 q) \tie? )

e, por fim, em (2.22) com a = ¢

(™" On (=) gkt -k

4" ok = ,
a) (@ /a7 q)
obtendo entao
—n. nt iOt —10. n
pu(asty, tolg) = LT D
(¢ tit2; @)n @)
~ (a7 Tt ) —t\" , sesn o
1—n pi6 1—np—il /4. . q4q , T =cos(0).
=0 (¢t e/t gt e [t q)r \ 1
Por fim, usando (2.21) com a = 1 em (3.41), obtemos
t 0 t —1i0. N (e
pn(cos(0); 1, talq) = ( 16(5 tle )’q) (~1)"q "5 x
102;q)n
n 42
(4" 0" it ) (—m)qu(@n (3.42)
(g e? [ty g e [tk \ '
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Agora, aplicando (2.32) com A = ¢7", B =t C = ¢' ™ /t; e z = qe ™ /1,
teremos

(t1€? t1e7; q),, —n(n-1)
n 0);t1,t = )"z X
p (COS() 1 2|Q) (tth,(])n ( )q
(g™ /t1; @)oo

(e 1y 201 (g7 12”5 ¢ e 1 q, qe 1),

Dai, fazendo a = ge="/t; em (2.21) e a = ¢* "¢ " /t; em (2.14) e substituindo em
(3.3), concluimos que

(COS(Q)'t to] ) = "™ 50 q" tae
Pn yl1,021q) = 1 201 ql’”ew/tl

4, qe“’/tl) .

Dando continuidade,tomando a = t;e™* e b = ¢ em (2.23) e aplicando na igualdade
acima, obtemos
i(n—k)0

tn n (tlefie‘ q)TL t26i9' q)n—ke (
n 0):t,t = - : ’
P (COS( ), 1) 2‘(]) (tltg; Q)n kzg (q; q)n (Q§ Q>n—k

e—kie (

(3.43)

Por fim, encontraremos a funcao geradora dos polinémios de Al-Salam-Chihara,
suponha que ela possua a forma

[e.9]

t t t”
! 2’ pr(cos(6): tl,t2|q) (3.44)
0

n= 7

[e.o]

Com p,,(cos(f);t1,t2]q) dado em (3.43), temos
i(n—k)o

tt m 00 te": q), e k0 (tyeif: q),,_
| 27 Pa(cos(0);t1, talq) - = 3 (tie ,‘q) e i (tae ,q? re -
0 ¢4 1 n=0 k=0 (q’ Q)k ((L Q)nfk

n=

que através da formula do produto de Cauchy para séries, pode ser reescrita como

o) o0

; (e ,q it
tz@ nz z)n

n= n=0
=1¢0(t16 ,—;qatew)@o(h@ ,—3q,te” ).

Usando (2.28) acima, obtemos func¢ao geradora, que é

t1€ 0
0

o0

Pn(cos(0); tl,t2|q) = el (3.45)

t1t27 " (tto, tt1;q)
« (te=,tei®; q)oo

n=

3.4 Polinébmios de Askey-Wilson

Nesta secao apresentaremos uma funcao geradora, a relacao de ortogonalidade e a
relacdo de recorréncia que os polindmios de Askey-Wilson satisfazem.

Para encontrarmos os polinémios de Askey-Wilson, precisaremos de sua funcao
peso, no intervalo (—1,1), que é



Polinémios de Askey-Wilson 36

;a,b,c,d) =
U)(xyan , Gy ) h(I;(l, b, c, d) /—1 — 1’27
onde
h(z;ar,az,. .., ap) = h(z;a1)h(z;a2) ... h(z; am),
h(z;a) = (ae? ae™; q)os, x = cos(6)
e

mazx(lal, [b], |cl, [d], |q]) < 1.

Logo, é necessario mostrar o valor da integral da funcao peso no intervalo (—1,1),
que é a seguinte integral

/1 h(z;1,—1, q%, —q%) de 27 (abed; q) oo (3.46)
1 h(za,be,d) T—a22  (q,ab,ac,ad,be,bd, cd; q) oo ’

De fato, denotemos a integral (3.46) por I(a, b, ¢,d). Como x = cos() ¢ uma funcao
par de 0, fazendo a transformagiao = = cos(f) podemos escrever

1 " h(COS(9>717_17q%7_q%)
I(a,b,c,d) = = de
(a,b,¢,d) 2 /_7r h(cos(8);a,b,c,d)
1/7r h(; 1), h(w; =1), h(; g2), b(z; —q%)de
2 h(zx;a,b)h(x;c,d) '
Assumimos que a, b, c e d e seus produtos dois a dois e quocientes dois a dois nao
sao da forma ¢/, j =0,1,2,... .
Agora vamos analisar o valor das fra¢oes no integrando (3.47). Vemos que, usando
(233)comc=1,e=¢" d=1/abe f = e " vem

h(w;1) (™07 @) /b (qu/a,qu/b,u; q)oe  dqu

h(z;a,b) — b(1—q)(g,a/b,bg/a,ab;q)u (u/ab;q)oe  h(z;u)’

Também de (2.33) coma =c,b=d,c=—1,d = —1/cd, e = ¢, f = ¢~ obtemos

(3.47)

—Tr

(3.48)

h(ﬂf, _1) - _(C_la _d_l;q)oo /d (q’U/C, qu/d, —; q)oo dqv (3 49)
h(z;e,d) — d(1—q)(q,c/d,dg/c,cd; @) J. (—v/ed; @)oo h(z;0) '
e ,novamente por (2.33), com a = uq%l, b = vq%l, c=—q, d= ;—3, e = qze? e

f=gqze 1 temos
1 1 1 1 =L
hz;—q2) @2 (—q2u™", —q70 7 q)w /“ (tg2 fu tq? Jv, —qt; @)os  dyt
h(z;u,v) o1 = q)(g u/v,vq/u, wv; @)os Jug?* (—qt/uv; @)oo h(z:tqz)
(3.50)

Por fim, mostremos que vale

1/“ h(x;q%)dez

1
2 )« h(a;tq?) 2J 5 (q2e?,q2e"?; ) oo
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de (2.28) e usando a definigao de funcao g-hipergeométrica:

1 (™ h(z;q2 1 [ _ ; _ i
_/ : q;_) df 25/ 1ot =1 q, tqe™ )10 (t ™" —; ¢, tqe™)do

(3.51)

|
NN
()¢
()2
~~ -
—~ |
< =
) R
—_ — | ~—
lw) [
| L
~— |
=R
~—
/N
~
[NIES
N——
e
+
I
3
=
=
QU
<>

!
) LA
=TT _—_— q
ZO (4, ¢ D
1/t,1/t,q;q,qt%),
Agora, usando (2.27) anteriormente
1/” h(m'fﬁ)d@_ (at.qt: )
2 - h(l',tq§> (Qaqt27Q)oo

B
Il

w'
-
=
—~

Como ) )
(9% @)oo = (g%, 1% ¢%) oo = (g2, —tq2, qt, —qt; @)oo, (3.52)

entao,

1 ™ h . 1 t .
2 J—x h(x;tq?) (¢, tq2, —tq%, —qt; @)oo
Logo, substituindo (3.48) e (3.49) em (3.47), obtemos

I(a,b,c,d) =
1" (@07 9)s " (qu/a, qu/b,u;q)o  dgu
2 / {b(l —q)(q,a/b,bg/a, ab; q)e / (ufabiq)  hlziu)

—T

—(c™, —d™ @)oo Cqu/e, qu)d, —v;q)ee  dgv . .
= e . o R Vv

que pode ser reorganizado como
1 (@b e d ™t g)w
2bd(1 — q)%(q; ) (a/b bg/a,ab,c/d,dq/c, cd; q) s

(qu/a, qu/b,u; @)os (qu/c, qu/d; —v; Qo dgudqu, " h(as—ya)
/ / (u/ab; ¢)oo (—v/ed; q)o e \/5)/ h(x;u)h(:ﬂ;v)da

que, por sua vez, susbstituindo em (3.50) se torna
(a0 e d ! g)w

bd(l - Q) ( ) )3<a/b7 bQ/CL, (lb, C/d7 dQ/Q Cd7 Q)oo

/ / (qu/a, qu/b,u;q) s (qu/c, qu/d, —v; q) oo dququx

(u/ab; q)oo (—v/cd; q)oo
-1

¢:(—qg2u!, —q2v 7Y g /“”T (tq%/u,tq%/v,—qt;Q)md 1 /” h(z; /q)d0
1 1

uq 2 2

(U/'U,UQ/U,'L[,’U,(])OO (_qt/uv7Q)OO ! 2 - h(x,tq ) '

I(a,b,c,d) =

I(a,b,c,d) =
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Agora, usando (3.53), temos

b e.d) = mqz (a0 e d Y g)s y
T bd(1 — 9)3(g5 9)4(a/b, ba/a, ab, ¢/d, dg /¢, cd; q) o
/b d u(qu/a7 QU/b, Uu, Q)oo /d d v(qv/ca q/U/d7 -, _q%U717 _qév_l; Q)oo
a ! (u/abv Q)oo c ! U(_U/Cda U/U7 UQ/U7 uv; q)oo
/"”_2 Iy (tq2 /u,tq? /v, qt; @)

-1

o (tqr, —tqT, —qtJuv; q)ee

X

Veja que, por (2.33),

—1

Vg5 W (tgE Jutq? v, gt q)s (2, —w, g3, —¢2; oo
( . ) (1_ ) 1 dqt 1 1 ] = 1 1 )
45 9) o0 q) Jug= (tqz, —tq?, —qt/uv; q) oo (22, —u, =2 0, 03 ¢) oo

v )

que, substituindo na tltima expressao para I(a, b, c,d), se torna

[(a b c d) — W(a_lab_1>q%7_qéac_lad_l;Q)oo «
T bd(1 - q)%(q; )3 (a/b,bg/a, ab, ¢/d, dq/c, cd; q) o
b . d o .
/ dqu(qU/a, qu/b, u; q) o / dv (qu/c,qu/d, uv,Q)oo'

(u/ab; Q)oo <_U/Cd> uv, v; Q)oo

Ainda, observe que, de (2.33),

/d v(qv/c, qu/d, —uv; q) o _ (dq/c,c/d, —u, —1, cdu)
d(l - Q) <Q; Q>oo c ! <_U/Cd7 uv, v; Q)oo (C7 cu, _1/d7 da du7 _1/0)00-

Entao,

1 1

Tr(a’ilabilaqia_q§7_1;q)oo %
b(l - q)(Qa q)z(a/bv bQ/CL, aba C, da Cda Q)OO

/b o o lqu/a, qu/b, edu; g)o
o (eu,du,ujab;q)e

I(a,b,c,d) =

Finalmente, também de (2.33)

1 /bd u(qU/a, qu/b,cdu; q)s  ((bg/a,a/b,c,d, abed; q) o
(@)oo Jo  *

b(1—q) (cu,du,u/ab;q)os  (ad,ac,1/b,bd,bc,1/a;q)s
Ou seja:

(q,ab, ac,ad, be, bd, cd)o

I(a,b,c,d) =
Como (q%,—q%,—l;q)oo = 2(q%,—q%,—q;q)oo, fazendo t = 1 em (3.52), obtemos o
desejado,

27 (abed; q) oo
(q,ab,ac,ad, be,bd, cd; @)oo

I(a,b,c,d) = (3.54)



Polinémios de Askey-Wilson 39

Para facilitar a notacao, a partir de agora, substituimos os parametros a, b, ¢, d por
t1, 1o, t3, t4 respectivamente.

Vamos encontrar sua forma explicita e estabelecer sua relagao de recorréncia e de
ortogonalidade. Assim como procedemos para os polinomios de Al-Salam-Chihara,
vamos utilizar {(t,e? t1e7%; q),} e {(t2e?,t2e™; q)1}. Denotaremos (ti,ts,t3,t4) por
t para reduzir a notacao.

Consideremos que p,(x;t1, ta, t3,t4|q) seja da forma

16

0 4 _—if.
1€, t1e7 @)k

(4 9)k

n _n’t
{pn($§t17t27t3at4|Q)} = Z (q Qn, K, (355)
k=0

onde vamos escolher os valores de a,j para obter a ortogonalidade. Observe que
an dependerd dos parametros 1,12, t3,t4 e q. Dai, calculamos a ortogonalidade de p,,
partindo de

L, :/ (tgew,tge_w;q)jpn(cosﬁ;t|q)w(cos(9);t|q)d6’, 0<j<n. (3.56)
0

Substituindo p,, por sua defini¢do em (3.56), temos

—2i6.

“~ (¢ Q) /7r 0 . i 9 . —i (€2 =2 q)
In; = E | (t2e",t2e7";q);(t1e" t1e”" Q=3 ; : do.
k=0 (4 9)x 0 Hj:1<tj6267 tjeiu% 7)o

Usando (2.14) com a =t a = t1e7?, a = t2¢" e a = t,e™" e substituindo acima,

I ‘Z(QH;Q)kan,k/ (26 o208 y
e (g )k o (tigke? tighe=® tyqie® tyqie=" t3et tse=0 tyel? tye)

k=0
:ZW/ w(cost; t1q", taq’ , ts, t4|q)db

—~ (¢ox o
_ ~ (7" Qrng 27 (¢, titatsts; @)oo 40
— @Ok (G0 (@7 TFte, ¢Mts, ¢Ftity, gtats, @itats, Ploty, tsta)oe

novamente, com (2.14), dessa vez com a = ¢’titatsty, a = ¢'tity,a = tits, a = tity,
a = taoty e a = tot3, obtemos

[ i (7" @)k (¢tata, tits, tits; @) o
" —~ (G (¢7titatsts; @)
. (¢/titatsts; @)oo
(¢, ¢t1ta, tats, tity, gtats, @itaty, t3ts; @)oo
Logo, para concluirmos a ortogonalidade, vamos escolher os valores de a, ; como

(3.57)

titotstsg™ L
I qk ( 16203 4q ?q)k‘ a/n70. (358)

: (tite, tits, tits; q)k

Inserindo esta expressao de a, em (3.57), vemos
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n

I . :Z <q_n§CI>k27T (¢“titatsts; @)ootno "
! (¢ D (q; ¢itata, tits, tits, @tats, @itata, tats; @)oo

k=0
¢ tita; q)x (titatstad” ' @)k 4,
(tite; Q)i (@7tatatsts; @)
(@7 t1tatsts; q)solin y
(q; @Pt1ty, tits, tity, itats, gitaty, tats; @)oo

g ", ¢ tity, titatstag™ Tt
3¢2( Lz e 7.9

titatstsq’, tits
. (7 t1tatsts; @) ooln,o y
(q; @7t1ta, tits, tita, Itats, @itata, tats; @)oo
(q_j7 ql_n/t3t4; Q)n
(tita, g7 [titotsts)y

e, usando (2.25) noa ultima formula, temos

I ;=

(3.59)

Portanto,

[n,j:/ (tae™ tre™"; q) jpn(cost; t]q)w(cos(0); t|q)do
0

. (@ t1tatsts; @)ootno (g7, ¢ " /tsts; On
(q; @Ptata, tits, tits, ¢tats, @itata, tata; @)oo (tila, ¢777 [titatsty),

Como o lado direito acima se anula para 0 < j < n pois, (¢77;q), ¢ zero para todo
J <n, como vemos de (¢7;q), = [[}_,(1 — ¢* 7). Para j = n temos

Lyn = / (t2€", tae™™; q)npn(cost; t|q)w(cos(0); t|q)do
0
- (q"t1tatsts; @)oolnp (", ¢ " /tata; On
(q; ¢"tata, trts, trts, ¢ tats, q"tata, tsta; @)oo (t1la, @727 [tatatsts),

Agora usamos (2.23) com o indice k = n, os parametros a = ¢ "titotsty € b = t3ty e
(2.21) com a = 1, obtemos

/ (t26i9, tae™ q)jpn(cost; t|q)w(cos(0); t|q)dd =
0

(q"t1tatsts; @)ocnyo (q,t3ts; @)n (—t1ty)"g" /2,

2w q
(q; q"tito, tits, tity, q"tats, ¢ tatys, tats; @)oo (tita, " trtatsts; q)n

Como

t

(t1e? tie™: q), = (t ) (tae? tye™: q), + termos de ordem menor ,

2

entao

Lnm = / (t1e” t1e7"; @) npn(cost; tlq)w(cos(0); t|q)do
0

(q"t1tatsts; q)ocln,o (¢, tsta; @)n _)ngnnn/2,

=27 1) 4
(q; q™tat, tits, tata, q"tats, q"taty, tsta; @)oo (tite, Q" titatsts; q)n
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De (3.28) vemos que o coeficiente do termo de maior grau para (t;¢, t;e%; q),, é dado
por (3.29):

Loy = / (=1)"(2t1)" "D 27, (cosb: tlq)w(cos(8): |q)do
0

q"t1tatsts; q)oclin q,t3t4;q)n R
— o ( ) ( ) (—t%) q ( 1)/2‘

(q; q"tata, tits, tity, Q"tats, Q"ata, t3ls; @)oo (tila, ¢"titatsts; @)n

Agora, calculando o termo de maior grau de p,, usando (3.55) e (3.58), temos

(—=1)™(2t1) gD (g7 tytatatsg™t; q)n
(q,tita, tits, tits; q)n

multiplicando na integral anterior, torna-se

(o, (3.60)

Qp,n

que

1
L, — / Do 61) P bl )0 (z; tq)d6
-1

(q"t1tatsts; @) oolno »
(q; q"t1ta, tits, tita, Q"Eats, q"taty, t3ts; @)oo
(q,tsts; Q)n (—tz)" n(n—1)/2 (=1)"(2t1)"q" D2 (g by tatstaq™ Y @)
(tito, q"titotsty; @)n - (=1)(2t1)nqn=/2(q, tito, tits, tita; O
(q"t1tatsts; @)oo o
’ X
(q, q"t1ta, tits, tita, ¢"Eats, q"taty, tsts; @)oo
(qa taty; Q)n —t2)" qn(n+1)/2(q_n, t1t2t3t4q”_1; Q)n
(tate, ¢"titatsts; q)n (q,tita, tits, tits; @)n

=27

Qp0

Assim, com a escolha de
ano =ty " (tita, tats, tits; @), (3.61)
estabelecemos o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1. Os polinémios de Askey-Wilson satisfazem a seguinte relacao de or-
togonalidade

1 2 -1
2 (t1tot3taq”™; @)oo (t1tatstaq™ " q)n
/ 7T(1234q Q) (1234(] Q) 5%”7 (3.62)

P (75 t]q) (5 t]q)w(w; tlg)dr =
1 (@) [ tited")s
1<j<k<4
para max{|t1|, ’t2|, ‘tg’, |t4|} < 1.

Veja que, assim como procedemos para os polinomios de Al-Salam-Chihara em
(3.33) , de posse da forma explicita e da escolha de a,,,, € a,0, podemos expressar os
polindmios de Askey-Wilson na forma

T tytatatag" !t b€ te™

, R . q
Pu(w;tlq) = 17" (fak2, tats, Tats; q)n 403 ( tita, tits, tity

q, q) . (3.63)

Observe que, a fun¢ao peso e o lado direito de (3.62) sao fungoes simétricas para ty, to,
ts, t4, mais ainda, ambas sdo positivas para max{|t1], |t2], |t3], |t4]} < 1. Com isso e com
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o fato de que os polindémios de Askey-Wilson serem tinicos e ortogonais com respeito
a uma medida positiva, vemos que os polinémios de Askey-Wilson sao simétricos nos
quatro parametros ti, t9, t3, t4. Logo,

q ", titatstag" e tie™
t1ta, t1t3, t1ty

T titatstaq" "t tae™ toe ™"
t1ta, tats, Loty

t " (tita, tits, tita; @)n a3 (

v q) (3.64)

Q7(%> :

Vamos estabelecer agora a funcdo geradora para os polindmios de Askey-Wilson:

=t; " (t1ta, tits, tita; @)n 43 ( q

Teorema 3.4.2. Os polinémios de Askey-Wilson possuem a seguinte funcao geradora

t 71’01}. —30 )
o0 - 3€ 7, l4€ q,te’e .
taty

Demonstracao: Aplicaremos a seguinte transformacao, conhecida como transforma-
¢ao de Sears. As propriedades dessa transformacao podem ser encontradas em |[4].

q—n7 a, b7 c
4¢3 ( d,@, f Q7Q>
q, Q>

_ (be\" (de/be, df /be; @) o3 ,a,d/b,d/c
-\ d
, ¢ = tibatstaq" T, d = tits, e = tits,

- Pn(z;t]q) t1€i9;t2€i9
E =201
Q7t1t27t3t4 On tity

n=

(3.65)

(e,f;q)n d de/bc df/bc

onde abc = defq"!
Fazendo os parametros a = t;€, b = te
f = tit4, obtemos

—i0

a5 tlq) =(trta, ¢" "€ [ts, q" "€ [ta; q)n(tstag™ e ™) "

g " e e’ gt sty
4¢3 ( tltg, ql—neiG/t?” ql—neie/t4 q,4

—i6

—i0 , eSCTeVeIos

Agora, usando (2.21) com a = q/tze™™ e a = q/tqe

( 1-n zﬁ/t ’ql n z@/t q) 2zn9q n(n_l)<t3t4)_n(t3€_i9,t4€_i9;C])n

Ainda usando (2.23) com a = t4e~? e b = t3t,, obtemos

(7" q" " /tsta; )n _ (g tsta;q)n (tze™*, t467w;q)n—k( ¢2i0)h
(¢' e/t g e [ty @) (4, tsta; @i (tze™ tae 5 q)y
utilizando ambas substituicoes feitas acima obtemos

Y

Pn(z,t|q) _ i (tie” tae™; Qg (tse™ ™ tae™™; Q)ke—i(n—k)ﬁ

e
(g, tita, t3ta; @) (g, t1t2; q)k (q,t1t2; @)k

k=0
Somando em ambos os lados os termos de n = 0, 1, 2, .. ., e multiplicando por t", temos

00 —i6.

Z pn X t|q Z Z tle ) q)k e—zkatkz (t?)e @ ) t46 ) Q>k e—i(n—k)ﬁtn—k
t1t2, (¢, tata; q)n ‘

— (q,t1ta, tsta; q) e
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Finalmente, utilizando o produto de Cauchy para séries,
oo

Z Pn(2,%]q) mo— i (tre”, tse™" g1 o=k kZ (tse™" tae™™ C])kemetk
(g, t1ta, t3ta; q)n —  (q.tit2;q) — (g tit2 @)k

assim, concluimos o desejado.
OJ
Por fim, como os polinémios de Askey-Wilson sdao ortogonais, de (2.4), eles satisfa-
zem uma relacao de recorréncia da forma

22pn(7;t]q) = Appnia(2;t]q) + Bupn(x;t]q) + Crpn_1(; tq). (3.66)
Veja que o coeficiente do termo de maior grau de p,, de (3.60) e (3.61) &

2" (t1tatstsq" )y,
desse modo, para encontrar A, basta igualar " de ambos os lados de (3.66), donde
obtemos
1 — titotstyg™ !
(1= tatatstag® ) (1 — tatatstag® ')

Agora, para encontrar B, e C,,, vamos escolher valores especiais para x. Tomemos
ty, tz=e~% em (3.63) e, usando também (3.64), vem

A, =

pu((ty +1/11)/2;t]q) = (tata, tats, tats; q)nty "

Pu((t2 4+ 1/t2)/2:t|q) = (tito, tats, tata; @)nty "

Como ja obtemos A, basta nos substituir x = t; + 1/t; e x =ty + 1/t em (3.66)
e entao resolver o sistema para B, e C,,. O resultado é

(1—¢") J] (—tteg™™)
1<j<k<4
(1 — titatstsq®1)(1 — titatstsq®)’
4
B, = ti+t' = At (1 - tatyq) — :
i I @-titeg)




Consideracoes Finais

O estudo feito nessa disertacao foi dividido em 2 capitulos, porém faremos conside-
racoes finais apenas quanto ao tltimo deles, que trata dos polindémios g-ortogonais. O
conhecimento adquirido com estudo desses g-polindmios ortogonais pode servir de base
para um estudo de polinémios g-ortogonais em variavel complexa, como por exemplo
os g-Hermite em varidvel complexa, além de que, usando as mesmas técnicas aplica-
das para a construcao dos polindémios de Al-Salam-Chihara e Askey-Wilson, pode-se
construir os chamados polinémios de Pastro. Veja [4].
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