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RESUMO

Eventos de crise de fronteira sdo produzidos pelo cruzamento das variedades
estaveis com instaveis oriundas de um mesmo ponto de sela. Tais
eventos ocorrem devido a variagdo de um parametro de controle até um
determinado valor critico. Antes do evento de crise, tem-se a coexisténcia de
pontos fixos assintoticamente estaveis e de atratores cadticos. Apds o
parametro atingir um valor critico tal que o atrator cadtico colide com a
fronteira de sua bacia de atragdo, o atrator e sua bacia de atracdo sao
destruidos. Porém, nota-se que, por um curto intervalo de tempo, as
caracteristicas do atrator no espago de fases se mantém inalteradas apds o
mesmo ter sido destruido. Tal fenbmeno é chamado de transiente cadtico, e seu
comprimento €& diretamente proporcional a distancia medida do parametro
critico . até um certo parametro . O Transiente é descrito através de uma equacao
empirica, da qual t é proporcional a u®, onde u é o espacamento dos parametros
u=p—pB.; e s é& um expoente critico. E importante mencionar que se u=0 o
transiente é infinito, o0 que significa que o fenbmeno ndo ocorre. Se caso u >0, 0
transiente € mensuravel. Com isso, pretende-se entender as leis de escala que

regem o evento de crise de fronteira no modelo de Fermi-Ulam.



ABSTRACT

Boundary crisis are produced by the crossing of stable and unstable manifolds
born at the same saddle fixed point. Such events happen due to the
variation of a control parameter until it reaches a critical value. Before a boundary
crisis both attracting fixed point and chaotic attractor coexist. As soon as
the control parameter crosses a critical value, the chaotic attractor
collides with its basin boundary causing the destruction of both. However, it is
possible to observe, for a certain interval of time, unaltered
characteristics of the chaotic attractor in the phase space. Such phenomenon is
called as chaotic transient and its length is proportional to the distance measured
from the critical parameter B. until a certain parameter . The transient is
described by an empirical equation of the type t propto u®, where
u is defined as u=p—-p, and & is a critical exponent. If u=0, the
transient is infinite, hence a boundary crisis has not happened while for
u>0 the transient is finite and measurable. We intend to measure such

transient for a boundary crisis in the Fermi-Ulam model.
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1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO AO CAOS

Uma das maiores dadivas da ragca humana €, sem duvidas, sua curiosidade,
principal motivo de todo conhecimento acumulado durante milénios de estudo. Em
particular, o ser humano sempre se sentiu intrigado em obter informagdes sobre
eventos futuros. A ideia de poder prever o futuro logo chamou a atengao de lideres
politicos e militares, com o intuito de descobrir futuros ataques inimigos, datas de
suas mortes, etc. Nesse caso, a ponte para obter tais informag¢des eram oraculos,
feiticeiros, entre outras vocacdes que utilizaram conhecimentos misticos para
preverem certos acontecimentos futuros, que na maioria das vezes eram falhos.
Mesmo assim, tais métodos persistiram por milénios.

Até o século XV d.C a Europa vivia em total abandono cientifico, artistico e
filosofico. Somente apds do periodo feudal, com o renascimento cientifico, a fisica e
a matematica comegaram a ganhar forgas, e com diversos avangos algo realmente
surpreendente e poderoso foi descoberto. Com a criagdo da mecanica classica por
Isaac Newton (1643-1727) os cientistas da época puderam prever fenbmenos
fisicos com enorme precisdo, como por exemplo, quando e onde um cometa ira
passar. Esse poder de previsao tornou possivel saber desde o tempo que uma
pedra levara para cair de um penhasco até mesmo mandar um foguete para fora da
orbita do planeta. Apenas era necessario o conhecimento das condi¢des iniciais e as
forcas que regem o sistema.

Esta foi a primeira vez em que o conhecimento cientifico se sobrepbs aos
conhecimentos misticos, vencendo-0 no seu proprio jogo, a previsdo de eventos
futuros. Incrivel o que a curiosidade e um pouco de imaginagao podem fazer.

Com o passar do tempo, a capacidade de realizar previsbes de sistemas
dindmicos mais complexos foram ganhando forma, e a humanidade aos poucos
comegou a compreender as leis que moldam a natureza. Entretanto, haviam alguns
sistemas que eram impossiveis de serem previstos com exatiddo. Devido a isso, 0s
resultados eram dados como errados, pois para os cientistas da época, qualquer

sistema fisico poderia ser previsto, e por muito tempo sistemas com esse grau de
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dificuldade foram deixados de lado. Somente apdés o desenvolvimento de
computadores potentes, houve o retorno aos estudos desses sistemas dinamicos.

O motivo por tal dificuldade da previsdo desses sistemas se da pela enorme
sensibilidade das condicbes iniciais escolhidas. Ao se escolher duas condicbes
iniciais muito préximas e dar inicio a dindmica, as trajetérias no inicio sdo
qualitativamente as mesmas, porém, a medida que a dinamica evolui, as trajetorias
vao se tornando cada vez mais distintas uma da outra. Para ilustrar isso de forma
clara, tem-se a dinamica descrita pelas equagdes diferenciais abaixo (1), que nos
mostram as trajetérias descritas pelas equacdes de Edward Lorenz (1917-2008),

que descrevem os rolos de convecgédo que ocorrem na atmosfera. Sao elas

(dx 3
dt—U(y Z)'

<dy—

E—X(P—Z)—y, (1)
dz

L E=xy—ﬁz.

Com isso, ao graficar a dinamica no eixo x em fungdo do tempo para uma
certa condigao inicial, obtemos a imagem ilustrada pela Figura 1. Logo em
sequéncia, escolhemos uma outra condi¢do inicial muito proxima da primeira, e
comparamos ambas as trajetérias (a curva em preto representa a trajetéria para a
primeira condi¢ao inicial e a curva em vermelho representa a trajetéria para a

segunda condigao inicial) como é mostrado na Figura 2.
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Figura 1. Evolugdo da dindmica ao longo do eixo x em fungéo do tempo t. Os valores numéricos utilizados para
os parametros foram p = 28, 6 = 10, B = g, e para as condigdes iniciais utilizadas foram (x; y;z) = (1;1; 1).
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Figura 2. Comparagao da evolugao da dindmica ao longo do eixo x em fungéo do tempo t. Os valores numéricos
- ~ 8 -~ e e s
utilizados para os parametros foram p =28, ¢ =10, B = 3 .Para as condi¢des iniciais da curva em preto foram

utilizadas (x;y;z) = (1;1;1). Para as condigdes iniciais da curva em vermelho foram utilizadas (x;y; z) =
(1;1,01;1).
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Note que no comec¢o da dindamica as curvas aparentemente se sobrepdem, e
a medida que o tempo passa ambas as curvas se tornam distintas, apenas com uma
condicgao inicial ligeiramente diferente.

Existe um dito popular para caracterizar fendmenos sensiveis as condi¢oes
iniciais, denominado “efeito borboleta”. Ele traz a ideia de que um bater de asas de
uma borboleta em Toékio pode provocar uma tempestade em Sao Francisco. No
caso, se considerarmos a evolugao da dindmica da atmosfera sem o bater de asas
da borboleta (primeira condicdo inicial) nao ocorreria a tempestade do outro lado do
mundo. Porém, considerando agora o bater de asas da borboleta (ligeira
modificagdo nas condi¢des inicias) a medida que a dindmica evolui com as novas
condi¢des iniciais, se torna cada vez mais distinta da primeira, podendo provocar
uma tempestade do outro lado do mundo [1].

Esse dito teve origem devido ao atrator estranho de Lorenz. Ao graficar o
espaco de fases Z vs X do conjunto de equagdes (1) obtemos a Figura 3, da qual se

parece com uma borboleta.

Figura 3. llustragéo do atrator estranho de Lorenz. Os valores numéricos dos parametros de controle utilizados
foramp =28, 0 =10, B =§ , € para as condi¢des iniciais utilizadas foram (x;y;z) = (1;1,01; 1).

Trazendo isso para a vida de uma forma filoséfica, a todo momento
precisamos tomar pequenas decisées que aparentemente sao insignificantes, como

a simples escolha de uma vocagao por exemplo.
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A medida que a vida passa (dindmica evolui) vemos que ao escolher a
vocagao A, a trajetoria que a vida tomou no inicio € bem similar, mas ao passar do
tempo se torna completamente distinta da trajetéria que poderia ter sido tomada ao
escolher a vocagdo B (ligeira mudanca as condicdes iniciais). E exatamente essa
sensibilidade as condi¢des iniciais que tornam tao dificil a previsdo precisa de
dindmicas cadticas, como por exemplo, a previsdo do tempo, bolsas de valores,

populagao de espécies e até mesmo nossas proprias vidas [1].

1.2 EVENTOS DE CRISE DE FRONTEIRA

Para compreender melhor o evento de crise de fronteira precisamos rever
alguns conceitos basicos utilizados no trabalho.

Um espacgo de fases ou espaco fisico de um sistema é definido como um
conjunto de possiveis estados do sistema, muito utilizado pelo formalismo
lagrangiano e hamiltoniano [2]. Alem disso, como curiosidade, para a fisica
estatistica se usam distribuicbes de probabilidade definidas sobre o espago de
fases. Dado um conjunto de probabilidades pode-se construir uma estrutura do
espaco de Hilbert que é a base para a compreensao da mecanica quantica [14].

No caso de um oscilador harmdnico amortecido dado pela equagao (2),
podemos ilustrar seu espaco de fases mostrado pela Figura 4, onde cada ponto

representa sua posicao e sua velocidade.

d?c

+pZ L =0
az TP tex=0 2)

dt

onde B é o coeficiente de dissipacao e w a frequéncia de oscilagao.
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Figura 4. llustragcéo do espaco de fases de uma 6rbita de um Oscilador Harménico Amortecido. Os valores
numéricos dos parametros utilizados foram B8 = 0,5 , w = 1 e as condi¢des iniciais utilizadas foramx =1ev =
0.

Devido a esse presenca do coeficiente de dissipacdo, o sistema perde
energia a medida que o tempo passa, até atingir o estado estacionario. O ponto em
que a dindmica converge para tempos suficientemente longos € denominado de
atrator, sendo apenas possivel de existir em um espaco de fases se houver alguma
forma de dissipacao no sistema, e o conjunto de condi¢des iniciais que convergem
para esse atrator € denominado de bacia de atracao [3]. O atrator ilustrado na Figura
4 possui dimensdo zero (um ponto), entretanto, um atrator pode possuir diversas
formas.

Utilizando agora outra equacao diferencial (equacao (3)) para um oscilador
harménico amortecido e forgado (oscilador de Van Der Pol) podemos visualizar uma

outra forma de atrator ilustrado na Figura 5.

d?c

dx
—— —_— 2 — =
e u(l—x )dt +x=0,

onde u € o coeficiente de dissipagao.

Definindo y = % obtemos o conjunto de EDOs
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dy

— = u(1—x%)y —

Tt p(l—x*)y —x,
dx_ (3)
ac

)
T

&)
I

Figura 5. llustragédo do Oscilador de Van Der Pol. Para essa figura foi escolhido g = 1 e as condi¢des iniciais
utilizadas foram x = 0,01 e y = 0 para a curva em vermelho e x = 3 e y = 0 para a curva em preto.

Como se trata de um oscilador amortecido e forcado, ao escolher uma
condicao inicial com valores baixos (curva em vermelho) o sistema fornecera energia
até que a taxa de perda de energia seja igual a taxa de ganho. O mesmo vale para
uma condic¢ao inicial elevada (curva em preto), o sistema perdera energia até que a
taxa de perda de energia seja igual a taxa de ganho. Nesse caso o atrator € definido
pela igualdade dessas duas taxas, denominado de ciclo limite.

E muito importante dizer que, nesse caso, a geometria do atrator depende do
parametro de controle u. Se u = 0 temos a equacéao do oscilador harménico simples
e o espago de fases do sistema se torna apenas um circulo representado pela
Figura 6. A medida que u cresce, a forma do atrator é modificada, Figuras 7,8 e 9, o

que nos mostra que o formato do atrator depende do valor do parametro de controle

[3].
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Figura 6. llustragdo do Oscilador de Van Der Pol. Para essa figura foi escolhido u = 0 e as condigdes iniciais
utilizadas foram x = 0,01 ey = 0.
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Figura 7. llustracédo do Oscilador de Van Der Pol. Para essa figura foi escolhido u = % e as condigdes iniciais
utilizadas foram x = 0,01 ey = 0.
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Figura 8. llustragdo do Oscilador de Van Der Pol. Para essa figura foi escolhido u = 3 e as condigdes iniciais
utilizadas foram x = 0,01 ey = 0.

Figura 9. llustragédo do Oscilador de Van Der Pol. Para essa figura foi escolhido g = 6 e as condi¢des iniciais
utilizadas foram x = 0,01 ey = 0.
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No caso de evento de crise, ao se variar um parametro de controle até um
determinado valor critico ., temos a destruigao do atrator do sistema e sua bacia de
atracao.

Mencionados aqui dois tipos de eventos de crises, embora existam outros na
literatura.

e Crise de Fronteira: Ocorre quando a 6rbita instavel colide com a fronteira da
bacia de atragao.

e Crise Interna: Ocorre quando a orbita instavel colide com o interior da bacia
de atragao.

Ha também um fenbmeno chamado de subducgdo, que é quando ocorre um
evento de crise e apenas o atrator € destruido, enquanto a bacia de atracdo é
transformada em um atrator [5].

Se a bacia de atragao for cadtica ao ocorrer o fendbmeno de subducgao, ela é
transformada em um atrator ndo cadtico, enquanto uma bacia nao cadtica é
transformada em um atrator cadtico [4-6].

Esse intervalo de tempo em que temos o falso atrator € denominado de

transiente cadtico, dado empiricamente por uma lei de poténcia,

- )

onde u = f — B, e 6 € denominado de expoente critico.
O objetivo desse trabalho é caracterizar a crise de fronteira e determinar

numericamente o valor do expoente critico do modelo de Fermi Ulam.
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2 O MODELO

O modelo estudado nesse trabalho é um acelerador de particulas
unidimensional (Fermi-Ulam Model, FUM), ilustrado na Figura 10, que consiste de
uma particula classica se movendo entre duas barreiras sélidas separadas por um
comprimento 7. Entretanto, apenas uma dessas barreiras é fixa, a outra barreira se
move de forma senoidal com uma amplitude ¢, onde aregido de x =- ¢'até x = ¢'é

chamada de zona de coliséo [7].

+t—r

# F L L

e

—

Figura 10. llustragdo do FUM.

Dado inicio a dindmica, a particula colide com a barreira fixa, refletindo para
o sentido oposto com o mesmo médulo de sua velocidade (caso conservativo) se
direcionando a barreira movel, que por sua vez refletira a particula novamente para
a barreira fixa. Porém, ao colidir com a barreira mével o momento linear da particula
aumentara, consequentemente aumentando sua velocidade.

O processo se repete novamente, a particula é refletida pela barreira fixa e
logo depois refletida pela barreira mével, aumentando novamente sua velocidade,
até que a particula se aproxime cada vez mais da velocidade da luz.

Para ocorrer um evento de crise de fronteira nesse modelo, é necessario que
haja um atrator, e para isso, € necessario algum tipo de dissipacdo. Nesse trabalho,
a forma de dissipagao escolhida para criar atratores foi determinar os coeficientes de

restituicdo de ambas as barreiras diferentes de 1. Também € importante ressaltar
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que ambos os coeficientes precisam ser diferentes de 0, caso contrario, quando a
particula colide com a barreira, sua velocidade se tornara 0, dando fim a dinamica.

Para esse estudo, denominaremos o coeficiente de restituicdo da barreira
movel como B, lembrando que 0<B<1, e para barreira fixa denominaremos o
coeficiente de restituicdo como a, lembrando que 0<a<1.

No FUM podemos ter dois tipos de colisbes da particula com a barreira, as
colisdes multiplas e a colisdo simples. Para o caso de colisdes multiplas a particula
esta localizada dentro da zona de colisdo, podendo sofrer mais de uma colisdo com
a parede movel. Por exemplo, se a particula sofrer uma colisdo quando a barreira
movel estiver indo de x = ¢' até x = 0, a particula perdera um pouco da velocidade
mas seu sentido continuara o mesmo. Logo apos essa colisdo ocorrer, a barreira
terminara seu percurso e retornara para uma segunda colisdo com a particula
(podendo ainda realizar uma terceira ou quarta colisdo) rebatendo a particula em
diregao a barreira fixa.

As colisdes multiplas sdo mais raras, porém com a combinacdo certa da
velocidade da particula e a fase da barreira elas podem ocorrer.

Para o caso de colisdes simples a particula simplesmente colide apenas uma

vez com a barreira movel e se direciona para a barreira fixa.
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3 CALCULOS ANALITICOS

3.1 DEDUCAO DAS EQUACOES DO MAPEAMENTO

Iniciamos os calculos analiticos obtendo o mapeamento do nosso modelo,
comegando com o caso das colisées multiplas.

Para isso, devemos levar em consideragcéo que uma das barreiras do sistema
estd em movimento acelerado, tornando-a um referencial ndo inercial. Considere

entdo os dois referenciais mostrados pela Figura 11.

Figura 11. llustragdo da posigdo de uma particula medida por dois referenciais sendo um deles inercial
(esquerda) e o outro nédo inercial (direita).

As equacdes da posicao da particula é dada por,
R(t) = 7(t) + 7'(b),
onde ﬁ(t) € a posicdo da particula em relagdo ao referencial inercial, 7'(t) é a
posicdo da particula medido pelo referencial ndo inercial e 7(t) fornece a posigédo do
referencial inercial em relagao ao referencial nao inercial.

Entdo, escrevemos as equacbdes de movimento da barreira X, (t) e da
particula X,,(t),

20



X, () = € cos ((t, + t.) w),

X, (t) = € cos(tw) + vyt

No instante da colisdo, tanto a particula, quanto a barreira precisam estar no
mesmo lugar no espag¢o. Chamaremos t, =t — t, € igualamos as equagdes acima,

encontrando a seguinte expressao que fornece t. no estante de tempo t,,.

Xw(t) = Xp(t)'
£ cos ((t, + t.) w) = € cos(t,w) + vyte,

G(t.) = € cos ((t, + t.) w) — € cos(t,w) — vyt = 0.
Para obter as equagdes das velocidades faremos,

dR _ df L4
dt dt dt’
Up = Uy + Upp,

Vpn = Up — Uy

Pela lei da reflexdo podemos dizer que a velocidade da particula no instante
n+ 1 sera o inverso do modulo de sua velocidade, corrigida pelo coeficiente de

restituicao, ou seja,

Upn+1 = _ﬁvpn:

Vn1 — VW = —B(Wn — 1y).
Isolando v,, e substituindo os termos chegamos a equagao de recorréncia da

velocidade da particula, tendo também a relacdo de recorréncia do intervalo de
tempo natén + 1,

Vny1 = —Pop — (1 + ,B)wg'sen((tn + tc)w);

the1 =ty + t,.
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A deducdo das equagdes do mapeamento para colisbes simples segue o
mesmo raciocinio. Porém € preciso considerar agora o tempo de voo da particula
para a direita e para a esquerda, pelo fato da barreira continuar se movendo
enquanto a particula, apés o choque, se direciona para a barreira fixa. Entdo, o

tempo de voo para a direita e para a esquerda, respectivamente, sera,

. | — g'cos(t,w)
d = )
vn

l—¢
te =

av,

Podemos escrever agora a posi¢cao da barreira e da particula em fungéo do

tempo, que serao respectivamente,

X, () =€ cos ((t, +tg +t, +t.) w),

X,(t) = & — avyt,.
Igualando as posi¢des da barreira e da particula chegamos em,

Xy (t) = Xp(t):
g'cos((ty +tg +t, +to)w) = — av,t,,

F(t.) = €' cos((t, + tg +t, +to) w) — e + av,t, = 0.

Para o calculo da equagado de recorréncia da velocidade da particula o
procedimento € o mesmo realizado anteriormente, lembrando que agora para a lei
de reflexdo o coeficiente a da barreira fixa é levado em consideragdo, pois a
particula chocara com a barreira fixa.

Com as devidas operagodes realizadas chegamos ao mapeamento,

Vps1 = afv, — (1 + ,B)welsen((tn +ty;+t,+ tc)w),
ther =ty +Htg +t. + €,
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Para facilitar as operagdes a seguir, deixaremos todos os mapeamentos na

forma adimensional, assim reduziremos o numero de parametros significativamente.

Chamando:
D, = wt,,
D = wt,
Py = wty,
D, = wt,,
le
Vo = E’
.
£ =—

Podemos agora definir nosso mapeamento de uma forma adimensional,
ficando com,

Colisées multiplas:

Vi1 = =BV — (1 + Besen(Pp.1),
Ppq =Dy + P, )
G(®,) = ecos(P, + @,) — ecos(P,) — V&, = 0.

Colisdes simples:

Vi1 = aBVy — (1 + Blesen(Ppyq),
Ppig =Py + Py + b, + D, (6)
F(®,) =ecos(Pp, + Dy + D, + D) — e+ al,d. = 0.

3.2 EXPRESSOES DAS MATRIZES JACOBIANAS

Nessa sessdo, determinaremos a expressdao do determinante da matriz

jacobiana de ambas as colisdes, comegando com o caso de colisdes multiplas, logo,

[aVn+1 aVn+1]

av, 0P
= [ =™ no|
det(J) = det la(pnﬂ a(anJ, (7)
oV, 0D,

23



det(7) = (aVn+1) (6¢n+1) 3 (aVn+1) <6<1>n+1)
v, od, od, v, /)

, av, av, : .
Derivando (ﬁ) e (ﬁ) teremos, respectivamente, as seguintes
n n

expressoes:

(Gt) = = - 1+ precos(n,n) (S),
(a;/;:) = —(1+ Becos(Pp41) (%),
det(7) = (—,8 = (1+ p)ecos(Pea) (6§V)> () 4
+(1 + B)ecos(P41) (a;b;:l) (5‘5‘7}:1)'
det(J) = -8 (a;p(;‘“).

: : oD ~ ,
Realizando a derivada (ﬁ“) chegamos a uma expressdo simples do
n

jacobiano:
(e - o)+ o)
oo, /  \oo, 0d,)
(6¢n+1> 14 esen(®, + &.) — esen(d,)
b, ) esen(®, + o) +V,
Definindo 1 = £2&nt®dHVa o o petituindo na equacado chegamos a seguinte
esen(@p+d)+Vy,
expressao,
V, + esen(&,
@ = (o) ®)
Vni1 + esen(Ppyq)
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Vale dizer que, para um sistema conservativo, o determinante da matriz
jacobiana aplicado ao ponto fixo precisa ser igual a 1. Nesse caso, se aplicarmos
Vps1 =V, =V e &,,, = ®, = @ (caso estacionario) entdo det(J) = 2 E no caso de
B =1 (quando ndo ha perda de energia quando a particula colide com a barreira)
temos que det(J) = 1. O teorema de Liouville, diz que se o determinante da matriz
Jacobiana de um sistema é igual a +1, o sistema € dito conservativo, e a area do
espaco de fases é conservativa [8] [10] [11].

O proximo passo sera realizar os calculos do determinante para o caso de
colisdes simples. Entdo novamente seguimos com a expressao do determinante da
matriz jacobiana,

[aVn+1 al/'n+1—|
| v, 0o, |
[ad)n+1 5¢n+1

det(J) = det

n

det(J) — (aVn+1) (ad)n+1> _ (aVn+1> <a¢n+1>
v, 0P, P, v, /)

. av, av, . .
Derivando (L“) e (L“) teremos, respectivamente, as seguintes

vy by,
expressoes:
aVn+1 _ a(pn+1)
(F5) = a8 = L+ precos(@nn) (557
aVn+1 _ a(pn+1
( 20, ) =—(1+ ﬁ)ecos(cpn+1)< 30, )

Assim, substituindo as derivadas parciais, obtemos a seguinte expressao:

det(J) = (Ofﬁ -1+ ﬁ)gc"s(‘p"“)( ayl)) @Z:Z:) *

6<Pn+1) (OCPnH)

+(1 + B)ecos(Pp41) ( 0D ) A

det(J) = aﬁ( ac;:l)
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. . 0d ~ .
Realizando a derivada (ﬁ“) chegamos a uma expressdo simples do
n

jacobiano:

(6(Dn+1) _ (acpn) 4 (acpc) 4 (c')cbe) 4 (c’)cbd),
0D, 0D, 0D, 09, a9,
<6q§n+1) _ ( V, + esen(d,) )
oo, / af Voysr + esen(®@,41)/

V, + esen(®,) )

det(J) = a? 2(
'B Vn+1 + €S€Tl((bn+1)

(9)
Novamente, encontrando o determinante da matriz jacobiana e aplicando nos

pontos fixos temos que det(J) =a?5%4 e se a=pf =1 recuperamos O caso

conservativo, onde ndo ha perda de energia quando a particula se choca tanto com

a barreira movel quanto com a barreira fixa [8] [10] [11].

3.3 DETERMINACOES DOS PONTOS FIXOS
Para determinar os pontos fixos do sistema teremos que satisfazer as
seguintes condigoes, V,,,.; =V, =V (caso estacionario), 0 mesmo para &,,,; = @, =

@ + 2mmn. Nota-se que para o caso das colisdes multiplas ndo ha como determinar

um ponto fixo para @:

Dpy1 = Oy + @,
=0 + ..

No caso, para colisbes simples temos:
V =aBV + (1+ B)esen(P),

_ (14 p)esen(P)
V== (10)
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Determinado o ponto fixo de V o proximo passo sera determinar o ponto fixo
de @:
P=0+P, + b, + P,y =2mm,
b+ D, + Dy = 2mm,

sendom=1,2,3, ...

Encontrando &,:
F(®,) =ecos(®)—e+aVd, =0,

e —gcos(P)
O, = —————
¢ aV
Encontrando &,:
&, = 1—¢
¢ aV
Encontrando d:
1 — ecos(P)
by =————.
e v

Substituido as expressdes acima chegamos em:

e —gcos(P) N 1-¢ N 1 — ecos(P)
aV aV |4

= 2mm,

2mmrea(l + B)
(af — D(a+1)

sen(®) =1 — g cos(P).

2mmuas(1+p)

Chamando y = @h—D@iD)

elevando os dois lados da expresséo ao quadrado

e fazendo sen?(®) = 1 — cos 2(®) teremos:

—(y? + €®)cos?(®) + 2ecos(®) +y —1 =0,
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D = iarccos(

ety Jyr+e?— 1)

Yy t+e¢

Como o cosseno é uma fungao par, podemos adotar tanto quanto o sinal +

quanto o —. Por conveniéncia escreveremos a solugdo do seguinte modo:

(11)

b = —arccos(
y+e&

et yy?+e?— 1)

Note que existe o sinal + interno ao arco cosseno para o resultado de @&. Isso
nos diz que existem dois pontos fixos.

O primeiro deles, dado pelo sinal + é um ponto fixo sink, enquanto para o
sinal - € um ponto de sela. Tendo finalmente os pontos fixos da dindmica,
escrevemos:

(1 + B)esen(®) <£ +yyi+e?— 1)
, —arccos ,

Peiy =

(1+ B)esen(®) E—yJyi+e?i—-1
Pgeo1q = @f = 1) ,—arccos .

Um ponto fixo de sela possui dois autovetores, sendo que ao colocar uma
condicao inicial préxima a um deles vemos uma trajetoria que se afasta do ponto de
sela, enquanto ao escolher uma condicdo inicial préximo ao outro autovetor temos a
convergéncia para o ponto fixo.

As Orbitas geradas pelos autovalores sdo denominadas de variedades.
Aquelas que convergem para o ponto fixo sdo denominadas variedades estaveis,

enquanto as que se afastam do ponto fixo sdo denominada variedades instaveis.
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3.4 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Nesta sessdo encontraremos os autovalores do sistema aplicados ao ponto

de sela e em seguida seus autovetores [12].

det(J — AI) = 0, (12)

onde I é a matriz identidade e A sdo os autovalores. Assim sendo, o calculo dos

autovalores sera definido pela expressao,

I[aVn+1 aVn+1—! \
det(J — Al) = det | | ACUA I_['1 M=o

[9¢n+1 a‘pn+1J 0 1
[ 2] )

Desenvolvendo o determinante da matriz, efetuando as derivadas parciais e

aplicando o ponto fixo V chegamos em,
<6Vn+1) -2 (ad)n+1> —1l= (aVn+1> <a¢n+1> -0
av, 0P, 0P, aV, ’

(aﬁ — (1 + B)ecos(Pp41) <%> — /1) (aanﬂ — /1) —

aV, 0P,
aqpn+1 a(Dn+1 _
— <—(1 + ﬁ)ecos(q§n+1)< 0, >>( v ) =0.

0Pn+1

> ) e aplicando nos pontos fixos, temos:
n

Encontrando as derivadas de @, , (

e—yJyit+e?—-1

¢ = —arccos( ) = —arccos(¥),

Yy +e¢

F(®,) =¢ecos(®)—e+aVd, =0,
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(af — 1)
(1 + B)esen(d)

o, =e(¥+1)

<6<1§n+1) _(e-D+a(e¥+De(1-¥)
v, ) aViV + sen(®)) B

Substituindo os valores encontrados acima podemos escrever uma fungao do

segundo grau e determinar suas raizes,
A2—(af — QP — 1A —ap,
onde Q = (1 + B)ecos(P).
Chamando 2 = aff — QP — 1 a equagao acima se reduz,
22— 01 —af = 0.

As duas solugdes para A nos dara os dois autovalores, sendo eles,

0N+ ./0%+ 4ap

1= 2 ) (13)
N — /2?4 4ap

Ay = 5 . (14)

Por fim, determinamos os autovetores correspondentes aos autovalores

encontrados acima. Para isso temos [11],

raVn+1 aVn+1-|

av, b, Xl] _, [Xl]
0D,y 0D, |I1Xa] ~ THIXL) (15)
v, 0,

X L . .
onde [Xl] corresponde ao autovetor e i indica o autovalor (i = 1 e 2). Realizando a
2

multiplicagdo das matrizes chegamos a um sistema,

30



av, 90,
0uir) ,  (3Pusr),
( v, )X1+( a0, )XZ = Ao

Substituindo as expressdes das derivadas no ponto fixo e isolando X,,

encontramos,

¥. = PX;
SENCIE)
Assim, usando X; = 1 temos que,
1 P
- = e ———
v 17 =D (16)
1 P
- = _—.
vy LA, —1)] (17)

Lembrando que, o ponto fixo relacionado aos autovalores e autovetores
encontrados acima é um ponto de sela, ou seja, o primeiro autovetor é responsavel
por construir as variedades estaveis da dinamica, enquanto o segundo autovetor &

responsavel pelas variedades instaveis.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 CONSTRUCAO DOS ATRATORES

Iniciaremos a discussao dos resultados numéricos com a obtencdo dos
atratores do sistema. Como mostrado nas equagdes (5) e (6) para obter os valores
de &, € necessario encontrar o valor de @., solugdo de equagdes nao lineares
G(®,) e F(®,) respectivamente. Ao graficar ambas as fungdes, notamos que podem
existir mais de uma solugao matematica devido a contribui¢ao linear de V,, junto com
a contribuigao oscilante do termo no cosseno, onde apenas a primeira solugéo teria
interpretacéo fisica, as demais seriam solu¢gdes matematicas.

Nesse caso foi utilizado o método da bissecado [13] e para encontrar a
primeira solugdo (solugao fisica), variamos &, de (0,2n] no caso de G(®,.) e de
[0,2m) no caso de F(®,) .

A Figura 12 mostra o atrator cattico antes de ocorrer a crise e a Figura 13 o

atrator cadtico e o ponto fixo sink depois de ocorrer a crise.

0.4+ =

Figura 12. llustracdo do atrator cadticocom £ =0,04,a=1,00, =093 em = 1.
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041 5 - : -

Figura 13. llustragao do transiente caoético com £ = 0,04, =1,00 ,=0,9375em = 1.

Veja que, mesmo apos ter ocorrido o evento de crise de fronteira e o atrator
do sistema ter sido completamente destruido, ainda vemos suas caracteristicas no
espaco de fases durante um curto intervalo de tempo (transiente caodtico). Apds
ocorrer esse transiente ha entao a convergéncia para o ponto fixo sink

4.2 CONSTRUCAO DAS VARIEDADES E CARACTERIZACAO DA CRISE

Nessa secdo, precisamos caracterizar a crise de fronteira no sistema. Sendo
assim, utilizaremos os autovetores encontrados anteriormente para o ponto de sela.
Entretanto, ao colocar uma condigdo proxima ao autovetor que faz a convergéncia
para o ponto fixo, ndo sera possivel obter as curvas antes dessa condi¢ao, apenas a
curva da convergéncia para o ponto fixo.

Nesse caso, a estratégia foi obter as equacdes inversas do mapa V,_; =
fV, @) e &,_4 = gV, ®,) descritas pelo conjunto de equagbes (18). Assim, ao
colocar a condicao nesse mesmo autovetor construiremos o mapa inverso (de onde
a condicdo veio até o ponto fixo). E importante ressaltar que, para as colisdes
multiplas do sistema ndo temos pontos fixos, apenas nas colisées simples. Assim,
para a construcdo das variedades (e somente para elas) utilizaremos apenas o

mapeamento das colisbes simples. Entdo a constru¢cdo das variedades estaveis e
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instaveis antes da crise é ilustrada pela Figura 14 e as variedades estaveis e

instaveis apods a crise € ilustrada pela Figura 15.

( V, + (1 + B)ecos(Py,)

Vi1 = ’

ap
& —gcos(Py,)
b =——— ",

] c av_, (18)

1—¢cos(®,_1) 1-—¢

D, b, —d, =0.

\ n - Vn—l * aVn—l " ‘ "

Figura 14. Construcao das variedades estaveis e instaveis depois do evento de crise . Os parametros utilizados
forame=0,04,a=1,00, =093 em=1.
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Figura 15. Construcdo das variedades estaveis e instaveis depois do evento de crise. Os parametros utilizados
forame=0,04,a=1,00, $=0,9375em=1.

4.3 VALOR DO EXPOENTE CRITICO

Para medir o valor do expoente critico sera necessario a construcdo de outro
coédigo numeérico. Desta vez, definimos um conjunto de condi¢des iniciais com f =
B. = 0,93624 (onde ocorre a crise), salvamos o conjunto de condi¢des iniciais e
aumentamos o valor de £, para que u > 0. Em seguida, com a dinamica em
andamento os valores da velocidade V;, e da fase @, irdo convergir para o ponto fixo

sink. E entdo calculada a distancia dada pela equacéo 19,

Distancia = (v, — vg)? + (&, — ®;)2, (19)

onde v, e @, sdo as coordenadas do ponto fixo sink.

Se a distancia converge para um valor menor do que 1072 entdo houve a
convergéncia para o ponto fixo. E feito uma media do tempo da convergéncia para o
ponto fixo sink, e também anotado a diferenca dos parémetros de controle f — B, =

U.
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Aplicando o logaritmo na equagao (4) chegamos a expressao desejada para

encontrar o expoente critico,

T o pf,

log(t) < & log(w). (20)

Sendo assim, a Figura 16 ilustra o grafico log-log das medias do transiente

em funcdo da diferenca dos parametros de controle g — £3..
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Figura 16. llustragdo do grafico log(z) vs log(u), fornecendo o expoente critico 8. Os valores dos parametros
utilizados forame=0,04 , a=1,00e m = 1.

O valor do coeficiente angular do grafico mostrado pela Figura 16 nos fornece
o expoente critico § = —2,02(3).
Ainda n&o € conhecido na literatura o valor de §, o que torna um problema em

aberto para a fisica. Porém, acredita-se que o valor de § seja muito proximo de -2.
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4.4 FAMILIA DE PARAMETROS PARA OCORRER A CRISE

Como visto anteriormente, para ocorrer um fendbmeno de crise € necessario
que haja um atrator no sistema, e para haver um atrator € necessario que haja
algum tipo de dissipagéo. Foram determinados dois pares de parametros de controle
(xd =1e B =0,93624) préximos do caso conservativo, no intuito de tanto nao dar fim
a dindmica (a e B pequenos), quanto para nao permitir que a velocidade da particula
atinja valores proximos a velocidade da luz (a e 8 muito proximos de 1). Entretanto,
nao sao apenas esses dois pares de parametros que produzem o evento de crise de
fronteira. Ao graficar os diversos valores de a € f no momento em que ocorre a crise

de fronteira (Figura 17) encontramos uma relac&o linear, onde,

a(B) = kB +b. (20)
] T r,\‘ 5 T T T T I T | T
%
¥
‘n.\\‘\
\\.\\0,
S
%
™.
B \\\l( -
5
3 k.\\
S
K\‘\.
R
N,
™
g,
095 "«'\\ —
S
A\)\,
P R R N T R .
0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1
B

Figura 13. llustragao dos diversos valores numéricos possiveis de ¢ e B para ocorrer a crise de fronteira com
e=0,04em=1.

O gréfico da Figura 17 nos fornece o coeficiente angular k = —0,993(1) e o
coeficiente linear b = 1,933(3) para o valor fixo de ¢ = 0.04 e m = 1. Isso significa
que qual quer valor de a e B que satisfaga a equagao 20 nos fornece um par de
parametros criticos para ocorrer a crise de fronteira para o modelo de Fermi Ulam.
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k = —0,993(1)
{ b = 1,933(3)

Caso haja a necessidade de se determinar a equagédo a(f) para valores
diferentes de € e m os valores coeficientes angular e linear serdo diferentes. Para
€ = 0.033 e m = 1 os valores encontrados para os coeficientes foram k = —0,990(4)
eb =1,949(1).

4.5 UNIVERSALIDADE DO EXPOENTE CRITICO

No intuito de compreender o expoente critico, alteraremos os valores do
conjunto de parametros de controle do sistema e mediremos o valor do expoente
critico novamente ilustrado pela Figura 18.
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Figura 18. llustragdo do grafico log(z) vs log(u), fornecendo o expoente critico 8. Os valores dos parametros
utilizados foram £ =0,033 , «a =1,00em = 1.
Utilizando do método dos minimos quadrados [13] encontramos o valor do
expoente critico de § = —2,12(2).
Realizando o processo para outros diversos conjuntos de parametros de
controle obtemos o gréafico da Figura 19. Temos entéo o valor de § = —1,92(5)
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Figura 19. llustragdo do grafico log(z) vs log(n), fornecendo o expoente critico 8. Os valores dos parametros
utilizados forame=0,02 , a =1,00e m = 2.
Nota-se que o expoente critico se mantém com um valor muito proximo de
—2, como mostra a Tabela 1 para diversos valores de m,a, e €. O valorde § = -2
nos fornece a informacdo que existe uma universalidade para o valor de § no
sistema.

Tabela 1. Valores de 8 para diversos valores do conjunto de paradmetros de controle do sistema.

1 1 0,93624 0,04 -2,02
1 1 0,96375 0,033 -2,12
2 1 0,90232 0,02 -1,02
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5 CONCLUSOES FINAIS

Neste trabalho de conclus&o de curso, teve-se como objetivo a caracterizagao
da crise de fronteira no modelo de Fermi Ulam e a determinacéo de seu expoente
critico.

Determinamos de forma analitica as equag¢des do mapeamento discreto, tanto
para colisbes simples quanto para as colisbes multiplas, os pontos fixos do sistema
(ponto fixo sink e ponto de sela), as matrizes jacobiana para ambos os tipos de
colegdes, os autovalores e autovetores do sistema aplicados no ponto de sela. Com
isso, teve-se o inicio da construgio dos resultados computacionais, a construcdo dos
atratores antes e depois de ocorrer a crise de fronteira, a constru¢cao das variedades
juntamente com a caracterizagao da crise, e por fim a medigdo do transiente cadtico
variando o parametro de controle S, determinando assim o valor do expoente
critico § = —2,02(3).

Além disso, foram determinados todos os valores de a e f possiveis para
ocorrer a crise de fronteira dado por uma equacao linear, mantendo os valores fixos de
€ =0.04 e m = 1. Em seguida, alterando os valores dos parametros de controle e
novamente determinamos o valor do expoente critico, identificando uma

universalidade do expoente § = —2.
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