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Resumo

Neste trabalho estudamos as propriedades de algumas classes de polindbmios que satis-
fazem uma relacao de recorréncia de trés termos como, por exemplo, os ortogonais, que
j& foram muito bem explorados, e os para-ortogonais, cuja nomenclatura tem relacao com
as deficiéncias em suas propriedades de ortogonalidade.

Foram apresentados resultados sobre o comportamento dos zeros de tais de polinémios,
além de alguns exemplos como aplicagoes.

Palavras-Chave: Relacdo de recorréncia de trés termos, Polinémios ortogonais, Po-
lindmios auto-inversiveis, Polindémios L-ortogonais, Polindmios para-ortogonais, Zeros de
polinéomios.






Abstract

In this work we studied the properties of some classes of polynomials wich satisfy a
three term recurrence relation as, for example, the orthogonals, that has already been
well explored, and the para-orthogonals, whose name is related to the deficiences in their
properties of ortogonality.

Results about the behavior of the zeros of these polynomials was shown, besides some
examples as aplications.

Keywords: Three term recurrence relation, Orthogonal polynomials, Self-inversive

polynomials, L-orthogonal polynomials, Para-orthogonal polynomaials, Zeros of polynomi-
als.






Lista de Figuras

[3.1 Polindmios de Jacobi de graus 1,2 e 3coma=2e5=1.|. ... ... .. 34
[3.2  Polindmios de Jacobi de grau 3 com oo =1,1.5.2e5=1.| ... ... ... 34
[3.3  Polindmios de Jacobi de grau 3 comaa=2e 5=0,05,1.| . ... ... .. 35
[3.4 Polindémios de Gegenbauer de graus 1, 2e 3com A=1.| .. ... ... .. 35
[3.5 Polindbmios de Gegenbauer de graus 1, 2e 3com A=1.5.| ... .. .. .. 36
[3.6  Polindbmios de Gegenbauer de grau 3 com A=1,1.5.2.|. . ... .. .. .. 36
[3.7 Polindbmios de Legendre de graus 1,2e 3. | . . . .. ... ... ... .... 37
[3.8  Polindmios de Chebyshev de graus 1,2e3.| . . . . .. ... ... ... .. 38
[3.9  Polindbmios de Laguerre de graus 1,2 e 3coma=0.|. . ... ... .. .. 40
[3.10 Polindmios de Laguerre de grau 3 com a« =0,1,2. | . . . . ... ... ... 40
[3.11 Polindbmios de Hermite de graus 1, 2e 3. . . . . .. .. ... ... ... .. 42
4.1 Localizagao dos zeros dos polindomios (a) P(z) = 42° 4+ 2*—8.52° —14.52° — |

82—2e(b) P*(z) = —22° — 82 —14.52° — 852"+ z+4| . . ... .. .. 50

[7.1 Localizacao dos zeros dos polinémios (a) Q1(z) = z+ 5 e (b) Qa(2) = |
22+ 112425 . 0 95
[7.2  Localizagao dos zeros dos polinomios (a) Q3(z) = 2° + 152 + 752+ 125 e |
(b) Qu(2) = 2" +192° + 13927 +4752+625.| . . . . . ... ... ... ... 95
[7.3 Localizacao dos zeros dos polinomios (a) Qs(z) = 2° + 232% + 2192° +
100527 1 28752 1 3125 o (b)Qa(2) = 20 + 272" + 31527 1 205125 1 787527 1
10870z + 100620 . .« o o oL 96
[7.4  Localizacao dos zeros dos polinomios (a) Q1(z) = 2+ 2 e (b)Qa(2) = |
22— 6z4+4] . 99
[7.5 Localizacao dos zeros dos polinomios (a) Qs3(z) = 2° — 142 — 282 + 8 ¢ |

(b)Qu(2) = 2" —222° 442 — 882+ 16.f. . . . . .. ... ... 99







[Resumol
[Abstract]

[Lista de Figuras|

(1 Introducao|
[2.1 Integral de Riemann-Stieltjes] . . . . . . .. .. .. ... ... ... ....
[2.2  Polindbmio reciproco|. . . . . . . . ..o
[2.3  Sequéncias encadeadas positivas| . . . . .. ... L0000
2.4 Fracao continual . . . . . . . . . ...
[3 Polinébmios Ortogonais|
[3.1 Polindbmios ortogonais na retareall . . . . . . .. .. ... ...
[3.1.1 Propriedades dos polinomios ortogonais|. . . . . . . . .. ... ...
[3.1.2  Polinémios ortogonais classicos| . . . . . ... ... ... ... ...
[3.2  Polindbmios ortogonais no circulo unitario| . . . . . ... .. ... ... ...
[4.1  Resultados importantes|. . . . . . . . . . .. ... oo
[5 Polinémios L-ortogonais na reta real|
[>.1 Polindbmios de Laurent ortogonais| . . . . . . .. .. ... ... ... ....
[5.2  Polindbmios L-ortogonais| . . . . . . ... ... ... ... ...
[5.2.1  Polinomios associados aos L-ortogonais| . . . . . . . ... .. .. ..
[5.2.2  Relacao de recorréncia de trés termos| . . . . . . . .. ...
[5.2.3  Zeros dos polinomios L-ortogonais na reta reall . . . . . . .. .. ..
[5.2.4  Exemplo de uma familia de polinomios L-ortogonais[. . . . . . . ..
[6 Polindmios para-ortogonais|

[6.1 Resultados importantes|. . . . . . . .. . ... ... ...
[6.2  Polindbmios para-ortogonais reais|. . . . . . . . . .. .. ...
6.2.1 Relacao de recorréncia de trés termos| . . . . . .. .. ... ... ..
6.2.2 Outras propriedades dos polindémios R%l) e Rg)l ...........
[6.3 Polindbmios para-ortogonais complexos|. . . . . . . . . . ... ... ... ..
[6.3.1 Relacao de recorréncia de trés termos| . . . . . . . .. .. ... ...
[6.3.2  Zeros dos polinomios R,| . . . . . . ... ... oL,
[6.3.3 Polinomios associados aos polinomios R, . . . . . . ... ... ...
[6.3.4 Outras propriedades dos polinémios R,,|. . . . . . . . ... ... ..

Sumario

13

15
15
17
17
18

21
21
25
31
41

49
49

55
%)
60
61
63
65
70



[6.4 Exemplos de polinomios para-ortogonais|

[7__Propriedades de algumas classes de polinémios|

7.1 Representacao dos zeros de {Q), J}f’:() como autovalores|

7.2 Limitantes para os zeros de {Q,} |

|8  Consideracoes Finais|

91
91
93

101

103



CAPITULO

1

Introducao

Em geral, o estudo de propriedades de polindmios algébricos, apesar de pertencer
a uma subarea classica da Analise, possui diversas aplicacoes em iniimeros campos da
Matematica Aplicada como, por exemplo, no estudo de solucoes numéricas de equacoes
diferenciais ordinarias e no estudo de sistemas dinamicos, entre outros. No caso especifico
dos polinomios ortogonais, uma aplicacao importante esta relacionada ao fato de seus
zeros serem os noés das mais utilizadas formulas de quadratura, as de Gauss. No caso
dos polindmios para-ortogonais, como seus zeros estao localizados no circulo unitério
C ={z€C :|z| =1}, temos como exemplo sua utilizacdo na construgao de formulas de
quadratura em C'.

E muito bem conhecido que os zeros dos polinémios ortogonais sdo reais, simples e
pertencem ao intervalo de ortogonalidade. Aqui apresentamos também a propriedade
que diz que uma sequéncia de polindmios ortogonais na reta real, denotada por {P,}, ,
satisfaz a uma relacao de recorréncia de trés termos da forma

Poi1(7) = (Vnr1® — Buy1) Pu(®) — a1 Py (), (L.1)

n > 1, com as condi¢oes iniciais Py(z) = 1 e Pi(z) = yx — f1, onde By, Yo, anr1 € R,
n >1ex € R. A partir de defini¢coes bésicas, como a medida em relacao a qual os
polinémios sao ortogonais, o intervalo de ortogonalidade e o produto interno utilizado, é
possivel obter uma sequéncia de polindmios ortogonais utilizando essa relagao.

Porém, existem outras classes de polinomios que satisfazem uma relacao de recorréncia
de trés termos da forma

Qerl(Z) = (Z + 5m+1)@m(2) - EerlZmel(Z% m = 17 27 sy (12)

com Qo =1, Q1(2) = z+ d1 e €, e O, constantes tal que €,, 0, m = 2,3,... e 0, # 0,
m = 1,2, ..., que difere de (1.1]) apenas pela variavel z € C que multiplica @Q,,—1(2).

Como veremos nos capitulos seguintes, todos os polindmios apresentados podem ser
dados por uma féormula que envolve determinantes. A importancia do estudo dessas
relacoes de recorréncia é que elas representam uma maneira muito mais simples de se
obter os coeficientes de tais polinomios do que pelo calculo de determinantes.

O interesse desse trabalho foi realizar uma detalhada pesquisa sobre as propriedades
de classes de polinomios que satisfazem relacoes de recorréncia tanto do tipo apresen-
tada em quanto do tipo . Tais classes foram caracterizadas e determinou-se o
comportamento dos seus zeros.

O estudo de resultados preliminares se fez necessario para alcangar o objetivo apresen-
tado. Tal assunto é abordado no Capitulo 2. Os Capitulos 3, 4, 5 e 6 apresentam os re-
sultados sobre as classes de polindmios estudadas, que sao os ortogonais, auto-inversiveis,

15



1. Introducao 16

L-ortogonais na reta real e para-ortogonais, bem como exemplos de cada uma delas. No
Capitulo 7, propriedades gerais sobre os polindmios que satisfazem a relagao de recorréncia

do tipo (1.2)) sdo apresentadas.
Para a elaboracao das figuras apresentadas nos exemplos deste trabalho, foram utili-

zados os softwares Mathematica e Matlab.



CAPITULO

2

Conceltos Preliminares

Este capitulo contém as definicoes e resultados preliminares que serao utilizados nos
proximos capitulos. As referéncias utilizadas aqui foram [3], [I5] e [21].

2.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Na linguagem de teoria da medida, sendo ¥ uma fungao real, nao-decrescente e definida
na reta real, ela induz uma medida no intervalo [a, b] e assim é também chamada de medida,
ou medida positiva no intervalo [a, b].

Definicao 1 Um ponto £ € [a,b] é chamado de ponto de aumento de v se (€ + €) —
(€ —€) >0,V e>0. Em particular, o conjunto G(10) formado por todos os pontos de
aumento de v é chamado de suporte de ).

Consideraremos que os pontos de aumento de ¢ estao todos contidos no intervalo
fechado [a,b]. Dessa forma, o menor intervalo fechado [a,b] que contém o suporte é tal
que [a,b] C [a,b].

Defini¢ao 2 Dado o intervalo [a,b], uma parti¢ao de [a,b] é um conjunto de pontos A =
{zo, 21, ..., Tpn_1, Tp} tal que

a=2) < T < Ty < ..<Xp_1 <z, =D>0.

Dada uma funcao real f definida e limitada em [a,b], sejam M; = sup f(z) e
T€lw;_1,2;5]
m; = inf  f(x), j = 1,2,...,n. A soma superior de Riemann-Stieltjes de f sob a

x€[xj_1,x4]
medida ¢ e com relacdo & particao A é dada por U(A, f,¢) = > (Y(z;) —¥(x;-1))M;, e

J=1

a soma inferior por L(A, f,¢) = i(@b(a:j) —Y(xj_1))m;.
j=1

Defini¢ao 3 Sejam f uma funcgdo real e limitada definida em [a,b] e Dla,b] o conjunto
de todas as parti¢oes de [a,b]. Se

sup L(A, f,)= inf U(A, f,)=1

A€D]a,b] AeDla,b]

dizemos que f € integrdvel em relacao a medida ¢ no sentido Riemann-Stieltjes e o valor
I da wintegral € denotado por

/a " fa)dv(a).

17



2. Conceitos Preliminares 18

Dois casos particulares em que a integral de Riemann-Stieltjes existe sao:

o A fungéo f é continua em [a, b] Neste caso, se f(xr) > 0 para z € G(¢), entdo

f f(x ) > 0. A integral f f(z)dip(x) é estritamente positiva se f(z) > 0 pelo
menos em um ponto = no suporte G(v).

e A funcdo f é monotona em [a,b] e 1) é continua e estritamente crescente em [a, b].

Se (x) = z ou ¢(x) = x+k, para alguma constante k, a integral de Riemann-Stieltjes
é idéntica a integral de Riemann:

/f v (a /f

Se 1) é continua e derivavel em (a,b) e w(x) = ¢'(x), entdo, pelo Teorema do Valor
Médio,

(k) = P(ep-1) = wlg) (zr — 2-1),

onde x} € (21, 2x). A funcdo w é chamada de fungdo peso da integral e, pela definigdo
da integral de Riemann, temos

/f v (a /f

Observe que, para intervalos infinitos, a definicao da integral de Riemann-Stieltjes

como, por exemplo,
| r@avt)

i [ f(e)dv ),

b—o0 a

depende da existéncia do limite

onde (b;x) = ¥(x) para 0 < x < b e (b;x) = ¥(b) para x > b.

Definicao 4 Os valores
b
,uk:/ o*dy(z), (2.1)

para k =0,1,2, ..., sao chamados momentos da medida ).
Quando o intervalo [a, b] € limitado, os momentos definidos por ({2.1) sempre existem.
Se os momentos (i existem para k = 0, £1,+£2, ..., entdao dizemos que 1 é uma medida

forte em (a, b).

Defini¢ao 5 Dada uma sequéncia de nimeros {1}, definimos o determinante de Han-

kel por
fo [ e
m,= | e (2.2)
M Hnir ..o H2p

comn > 0.
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N . 4 00
Para uma sequéncia de nimeros reais {j,}, .
lizados de Hankel por

. definimos os determinantes genera-

M Mmi1 - Hmgn—1
O A (2.3)
Mmin—1 Hm4n - Hm42n—2

comm,n € Z en > 0.

Note que H,, = Hﬁl.
Tomando, por exemplo, a medida di)(z) = (1 — 2?)dx no intervalo [—1, 1], obtemos
4

de (2.1) u0:§e,parak21,uk:k—_l_17
Considerando n = 3, temos o seguinte determinante de Hankel:
4/3 —1/2 2/3 —1/3
~1/2 2/3 -=1/3 2/5
2/3 —1/3 2/5 —1/4
~1/3 2/5 —1/4 2/7

se k é par e pup = — se k é impar.

k+3’

H3:

2.2 Polinémio reciproco

Definicao 6 Se P, ¢ um polinémio de grau no mdximo n, entao o seu polinémio reciproco
¢ definido por

z

1
P (z) =2"P, (:),
onde z € C.

n
Escrevendo P, em termos de seus coeficientes, P,(2) = Y a, 12", obtemos
k=0

onde P, denota o polinémio obtido conjugando-se apenas os coeficientes de P,. Note que

(P2)" = Pa.
Como exemplo, temos P(z) = 2i2° +iz*+ 323+ (1 +3i)2? +iz — 3, que é um polinémio
de grau 5 com coeficientes complexos, cujo reciproco é P*(z) = —2i — iz + 32* + (1 —

3i)23 — izt — 325,

2.3 Sequéncias encadeadas positivas

Definigdo 7 Uma sequéncia {a,}, ., € uma sequéncia encadeada positiva se eriste uma
sequéncia {gx} o, chamada de sequéncia de parametros, tal que 0 < go <1, 0 < g,, < 1,
n>1, e

an=1—=9gn1)gn, n=1,2,3, ...,

onde gy € o pardmetro inicial.



2. Conceitos Preliminares 20

. 1 .
Como exemplo, temos a sequéncia constante {a,} = {Z , que é uma sequéncia

encadeada com sequéncia de parametros {g,} = {—2< T:_ ) }
n

Se uma sequéncia de parametros {ms} é tal que my = 0, ela é chamada sequéncia
minimal de parametros. Se tal sequéncia for tunica, dizemos que {a,} é unicamente
determinada.

Se {M}} é uma sequéncia de parametros de {a,} tal que My > gi, k > 0, para
qualquer outra sequéncia de parametros {gx}, dizemos que {M}} é a sequéncia maximal
de parametros.

Teorema 1 Seja {a,} —, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de pardme-
[o'e) ~
tros {gn},—o- Entdo

a) {ani1},—, € uma sequéncia encadeada com sequéncia de pardmetros {gny1}-
n+1fp=1 q q b In+1fp=0-

b) Se {my} -, denota a sequéncia minimal de pardmetros para {a,1}, entdo m, <
Mpa1, para n > 0.

¢) {Mpi1},~ € sequéncia mazimal de pardmetros para {a,1}.
A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [5].

Teorema 2 Seja {as, a3, a4, ...} uma sequéncia encadeada positiva e nao unicamente de-
terminada cuja sequéncia mazimal de pardmetros é {My, My, M3, ...}, ou seja, My # 0.
FEntao, tomando a; = AMy, com 0 < X\ < 1, a sequéncia {ay,as,as,...} também é uma
sequéncia encadeada.

Demonstracao. Da definicao de sequéncia encadeada, temos

a9 = (1 — Ml)MQ,
az = (1 — MQ)Mg,

Sendo My =1 — A temos que 0 < My < 1 e assim podemos escrever também
ay = )\Ml = (1 — Mg)Ml,

o que conclui a demonstracao.

2.4 Fracao continua

Definicao 8 Uma fracao continua é uma expressao da forma

a
bo -+ ! ,

a
by + 2

. an
by + " +

b+

o0 o0 ~ A - - s - - ~
onde {a,}, ;e {b.}, _, sdo sequéncias arbitrdrias de nimeros complexos ou fungdes com-
plezas. Uma fracao continua pode ser finita ou infinita.
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Como exemplo de uma fracao continua finita temos

344 36 1 1
A A T
77






CAPITULO

3

Polinémios Ortogonais

Neste capitulo serd desenvolvida a teoria de polindémios ortogonais, tanto na reta real
quanto no circulo unitario. As principais referéncias usadas nesse capitulo foram [3],
51,61, [18], [19], [21] e [22].

3.1 Polinémios ortogonais na reta real

Nesta secao sera definido o conceito de sequéncias de polinémios ortogonais na reta
real. Algumas propriedades desses polindmios, como, por exemplo, a de que eles satisfazem
uma relacao de recorréncia de trés termos, e alguns polinémios ortogonais classicos, como
os de Jacobi, serao apresentados. Denotaremos aqui P,, um polindmio de grau exatamente
n, em termos de seus coeficientes, isto é,

onde a,, #0 ez € R.

Defini¢ao 9 Dada uma medida positiva ¢ em um intervalo (a,b) definimos o produto
mnterno <., . >4 coOmo

b
<Lz [ f@g)is)
onde [ e g sao fungdes continuas no intervalo (a,b).

Definigao 10 Uma sequéncia de polinémios {P,} -, com P, sendo de grau ezatamente
n, € chamada sequéncia de polinémios ortogonais com relagao a medida ¢ no intervalo
(a,b) se

0, sen #m,

pn >0, se n=m.

< Py, Py >g= / ' Pafa) Pa()do(2) = {

1 param=n

podemos escrever a definicao
0 param#mn ’

Usando o delta de Kroenecker 6,,, = {

anterior como ,
< Py Py >y / Po(2) Por(2)d(x) = pudn.

Se p, = 1, entao a sequéncia é chamada de sequéncia de polin6mios ortonormais.
Como {P,},~, é uma sequéncia de polinomios e P, é de grau exatamente n, entio
Py, Py,...,P, formam uma base para o espaco dos polindmios de grau n, P,.

23



3. Polinémios Ortogonais 24

Teorema 3 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) {P,},~_, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com rela¢io a medida ¢ no intervalo

(a,b).
b) < Pat >g= [ Pula)(2)do(x) = {

¢) <a™ P, >,= fab 2™ P, (x)dp(x) = {

0, para todo 7(z) de grau <n —1,
anpn # 0, para todo w(z) de grau n.
0,se0<m<n—1,

pn # 0, se m=n.

Demonstracgao.

a) = b)

Como {P,},~, ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais, temos que Fy, Py,...,P,_1
formam uma base para P,_;. Entao, se w(z) € P,,_1, podemos escrevé-lo como 7(z) =

n—1
> a;Pj(z) e assim, pelo item a),
j=0

n—1 n—1
< P >4=< P, Y ajP(z) >4= Y ;< Py, Py >4=0.
=0 =0

No caso em que 7(z) é um polinémio de grau exatamente n, podemos escrever m(z) =

> a;Pj(x), onde a, # 0. Pelo item a),
j=0

< P, >4=< P, Zaij(x) >4= Zaj < Po, P >4= o < Py, Py >¢= appn # 0.

=0 =0
b) = ¢)
Se m < n, tomando em b) m(x) = 2™ temos < 2™, P, >= 0. Considerando m = n,

n
temos 7(z) = 2" € P,. Logo, 2" = ) a;Pj(x), com a, # 0 e assim
j=0

n
< Poa" 3= ;< Py, Py >4= 0, < Py, By >4# 0
=0

c) = a)
Se m < n (analogo para m > n) e, escrevendo P, em termos de seus coeficientes,

m .
Po(z) =" am;2?, amm # 0, entdo
=0

m m
< Pp, P, >4=< Zam,ﬂ],Pn > 4= Zamd <!, P, >4=0.

j=0 7=0

Para o caso em que m = n, temos

n
< Py, P, >4= Z (nj < 30, Py >4= Gpp < 2% Py >3= apnpn 7 0.
7=0

u
- : 0 o L o : .
Corolario 1 Sejam {T,},_, e {P.},_, duas sequéncias de polindmios ortogonais no in-

tervalo (a,b) com relagdo a medida ¢. Entdo, T;(v) = ¢;P;(z), 7 =0,1,..., onde ¢; € uma
constante que depende apenas de 7.
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Demonstrac¢ao. Seja T; € {1,}~,. Como Fy, Py,...,P; formam uma base para P;,
podemos escrever T;(z) da forma

J
Tj(x) =Y _ciPi(x), ¢; # 0.
i=0
Mas < Tj, ™ >4= 0 para todo 7(x) € P;_;. Logo,
< T}',PO >o=< T‘j,Pl >p= ... =< E,]Dj,l >4 -

Portanto, para k =0,1,....,5 — 1,

J
0=<Tj P >¢:ZC¢ < P, Py >¢=cx < By, By >4,
i=0

pois < P, P, >,= 0 para i # k.
Como < Py, P, >4> 0, entdo ¢ = 0, para k = 0,1, ..., j—1. Portanto, T}(x) = ¢; P;(z).

Com esse resultado, podemos observar que a unicidade da sequéncia de poliné6mios
ortogonais com relacao a uma medida ¢ vale se for imposta alguma condi¢ao de normali-
zacao, por exemplo, que sao polindomios monicos, isto &, a,, = 1.

Teorema 4 Se os momentos ., k = 0,1, ..., sdo como em (2.1)), entao os determinantes
de Hankel H,, definidos por (2.2)), sao diferentes de zero.

Demonstragao. Tomemos o sistema linear homogéneo

Mol + 1k + .. + gy =0
1k + p2ak1 + ... + pgrragp e =0

Qo + Mrt10k1 + oo+ pogarr = 0

Sendo
L k.0
U, = ,u‘l ,u'2 Mk'+1 0 al.c,l ’
M He+1 - M2k Qg &

temos o sistema na forma matricial

0
Ho M1 o Uk k.0 0
k A,
Uea=0= | " 12 it Sl =
i He+1 - M2k Qg k
0

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes U, é H. Mostremos que a
unica solucao do sistema anterior é ayo = ay1 = ... = ar, = 0, e dessa forma, H, # 0.
Substituindo os momentos no sistema pela sua definicao, obtemos
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ak,ofbxodaﬁ(:v +ak1fbxd¢a: )+ +6kaf wFdd(x) = 0
ak,ofa xd¢( )+ak1f Qd(b I)+"'+ak,kfa xk+1d¢( )

a0 f *de(x) + ag, fab " dp(z) + ...+ ag, ff w2 dp(x) =0

Multiplicando, respectivamente por aj o, a1, ..., G 1 s equacoes do sistema e somando-
as, temos

b b b b

az / do(x) + a3, / B do(z) + ... + ai / 2 dp(z) + 2ap, 00k / xdd(z)
a b a b a a

+ ...+ 2ak70ak7k/ xkdqﬁ(x) + 2ak71.ak7k/ kadgb(:p) +...=0,

ou seja,
b
/ (ago+ ag1z+ ...+ ak7kxk)2d¢(x) =

k
Se P(xz) =Y ayx', entdo

=0

/ P2(2)dé(x) =< P(z), P(x) >9= 0 & P(z) =0,

para todo = € R.
LOgO, Qo= Qg1 = ... = Qg k = 0.

Dada uma medida positiva ¢, o Teorema (4] garante a existéncia da sequéncia de po-
linémios ortogonais, pois, como os determinantes de Hankel sao nao nulos e a,, # 0,
utilizando o item (c¢) do Teorema [3| para m = 0,1, ....n — 1,n e escrevendo P, em termos
de seus coeficientes, obtemos o sistema de equagoes lineares

HoQn,0 + H1Qp 1 + ...+ HnQpn = 0
H1Gpo + p2ln1 + . + lpp1Gppn =0

HnQn 0 + Hn+10n,1 + ...+ HonQnn = ﬁn 7& 0

Substituindo a tdltima equagao desse sistema por a, g + @12 + ... + @y, = Py(x) e
resolvendo o sistema resultante pela Regra de Cramer, segue que

Ho  H1 o Hn

a M1 pf2 e fpgd
(=g ¢+ .

Mn—1 Hn o Hop—1

1 T ... "
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3.1.1 Propriedades dos polin6mios ortogonais

O resultado a seguir ¢ muito bem conhecido, pois traz algumas propriedades dos zeros
dos polindbmios ortogonais, isto é, que sao reais, distintos e pertencem ao intervalo de
ortogonalidade.

Teorema 5 Seja {P,} ", uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b) com
relacdo a medida ¢. Entdo, os zeros de P,(x) sao reais, distintos e pertencem ao intervalo

(a,b).

Demonstragdo. Suponha que P,(z) ndo muda de sinal em (a,b). Temos entdo dois
Casos:

e P,(z) > 0 (mas nao identicamente nulo) em (a,b), o que implica em

b
/Pn(m)dgb(x) > 0,
e P,(z) <0 (mas nao identicamente nulo) em (a,b), de onde segue que

b
/Pn(m)dgb(x) < 0.
Mas, da relacao de ortogonalidade, temos que

b b

/ Py (2)de(z) = / 1., (z)dé(z) = 0.

a a

Logo, temos um absurdo. Portanto, P,(z) deve mudar de sinal em (a, b) pelo menos uma,
vez, e assim temos que existe pelo menos um zero real de P, (z) de multiplicidade impar
em (a,b).

Suponha agora que 1, Tp2, ..., Tn, (1 < n) sdo os zeros distintos de multiplicidade
impar de P,(z) em (a,b). Entao,

Po(z) = (x = 2n1) (@ — #n2).. (¥ — 2n,p)Q(2) = R(2)Q(2),
onde R(z) é um polinémio de grau r < n com zeros , 1, n2, ..., Ln, € Q(x) é um polind-
mios de grau n—r que tem somente zeros complexos ou de multiplicidade par em (a,b) ou

fora de (a,b). Logo, Q(x) ndo muda de sinal em (a,b). Porém, como r < n, pela relagdo
de ortogonalidade,

b
/Rn(m)Pn(x)d¢(x) = 0. (3.1)
Mas, a

b
Ry () Pa(2)de(x) = / R2 (2)Qu()de(x) # 0. (3.2)

S _
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Por (3.1) e (3.2), temos um absurdo. Assim, P,(z) tem r > n zeros de multiplicidade
impar em (a,b). Mas, como P,(z) é um polindémio de grau n, entdo r = n. Deste modo,
P,(x) tem n zeros de multiplicidade impar em (a,b) da seguinte forma

P,(z)=(x — a:ml)“(w — xng)”(x — mnn)’”

Como 144,19, ...,%, sao indices positivos e impares e i1 + iy + ... + %, = n, temos que
i1 =1dy=..=1,=1.

O teorema a seguir apresenta uma das propriedades mais importantes, que diz que os
polin6mios ortogonais satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos:

Teorema 6 Sendo {P,} -, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b)
com relacao a medida ¢, temos que

Pn—l-l(x) = (%H-lx - ﬂn—i-l)Pn(x) - an+1Pn—1<I>f (3'3)

n > 1, com as condigoes iniciais Py(x) =1 e Pi(x) = o — By, onde By, Yn, tni1 € R,
n>1,e

Ap+1,n+1 < iL‘Pn; Pn >¢

Vg1 = ——, Bpt1 = Vol —5 5 ——

n>0
Qpon <Pn>Pn >¢}

juiy 2

o _P)/n+1 <Pn7Pn>¢
+1 —
" Tn <Pn—1apn—1 >¢7

Observe que v, #0, n>1 e a, #0, n > 2.

n>1.

Demonstragdo. Temos que P,(z) = Y a, 2/. Como zP,(z) é um polinomio de grau
j=0

n + 1, podemos escrever
n+1

©P,(zx) = Z b; P;(x).

Comparando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igual-
dade acima, obtemos

Qnon
Apn = bn+1an+1,n+1 = bn+1 - .
an+1,n+1

Mas, das relagoes de ortogonalidade, temos que

b
<zP,, P, >= / P, (x)xPy(x)dg(x) = 0,

para k <n — 2. Assim,

n+1 n+1
0=< l'Pn, P, >p=< szP” P, >= Zbl < Pi, P > 6= b < Pk, P, >6
=0 =0

para k <n — 2.
Logo, by = 0 se k < n — 2. Portanto,

ZL‘PR(I') - bn—&—an—&—l(x) + ann(ZE) + bn—lpn—l(x)
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e, dividindo ambos os lados por b, e isolando P, 1(z), temos

1 bn— bTL
Poi(z) = —aPy(z) — 1Pn—1(x) - P, ()
bn+1 bn+1 bn+1
Fazendo
1 5 b, . bn_1
n = 7 5 Mn - (879 = )
et bn+1 i bn+1 - bn+1
obtemos

Poi1(7) = (Vn1® — Buy1) Pu(®) — a1 Pya (7).

Vamos agora calcular os valores de v,11, Bni1 € Q.

a a
Como byyy = —="— temos que Ypqq = ——="L De
Ap+1n+1 Qn,n
PnJrl(x) = (7n+1x - ﬁn+1)Pn($) - O‘n+1pnfl<x)>
obtemos

0=< PnJrlaPn >¢= Tnt+1 < xPnapn >¢ _ﬂnJrl < Pnypn >¢ —Qpy1 < Pnfth =6
e assim
<zP,, P, >4

Frtr = Yo < Py P>y

Analogamente,

0=<Ppy1,Pr1 >6= Y1 < 2Py, Py >4 —Pny1 < P, Pt > —Qpp1 < Py, Py >4

Logo,
o o < l’Pn, P, >4
nl = e < Pnflu Pnfl >¢.
Mas como
Pn(x) = (’}/na7 - /Qn)Pn—l(x) - anPn—Q(x)7
obtemos
Prs(a) = = P(a) + 2Py (@) + 2P, a(a)
Tlp—1\T) = —Lp T —Ln—1(T —1Ip—2\T).
Tn Tn Tn
Porém,
b
< 2Py Pyt Sy / Po(2)2 Py (2)d(x) =< Po,aPoy > |
e entao,
1 Bn 879 1
< Pp,xP,_1 >3=— < P,, P, > +7— < Py, P >4 +7 < P, Py >4= 7 <P, P, >y.
Portanto,

o _7n+1 <Pn7Pn>¢
+1 — .
" Tn < Pnfla Pnfl >¢

O resultado a seguir é uma importante consequéncia do teorema anterior. Maiores
detalhes em |2].
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Teorema 7 (Identidade de Christoffel - Darbouz) Seja { } uma sequéncia de po-
ide

linémios ortonormais. Entao, eles satisfazem a segquinte 1 ntzdade

A

5" Al Buly) = D@ P =

Tn+1 €T —

() P () 5

@“tb

Se somarmos e subtrairmos P, (z)P,(z) ao numerador do segundo membro da Iden-
tidade de Christoffel - Darboux (3.4), obtemos

C 1 B(@)(Bea(z) — P (1) — Bria(2)(Pa(z) — Buy))
> Pula) uly) = — =

’

e, fazendo y — x em ambos os membros da igualdade anterior, concluimos que

sz

para todo x € R.
Com ({3.5)) é possivel mostrar a propriedade de entrelagamento dos zeros dos polindmios
ortogonais, enunciada a seguir.

Ay A Ay

B () = Puga () (B, (2))] > 0, (3-5)

[y (o)

’Yn+1

Teorema 8 Se x,1 < Ty < ... < Ty G40 08 zeros do polindmio ortogonal P, em ordem
crescente € Tp_11 < Tp_12 < ... < Tp_1p—1 840 08 zeros de P,_1, também em ordem
crescente, entao Tn_1p < Tpk < Tp_1kt+1, pora k=1,2,...,n — 1.

Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, que os polinémios P;j(x) sejam
ortonormais, com a;; > 0, 7 = 0,1,.... Tomando dois zeros consecutivos de P,_;(z),
Tn-1k € Tp_1 ki1, k= 1,2,...,n — 2, e substituindo-os em (3.5)), com n substituido por
n — 1, obtemos

]. ! /
—[Pn,1($n,1 k)Pn(xnfl,k) - Pn<xn71,k)P 71(xn71,k)] > 0=

n

Tn ’ (3.6)
= Pn(xn—l,k)P _1(In—1,k’) < 07

n

]. ! /
_[Pnfl(xnfl,k+1)Pn({Enfl,k:+l) - Pn(l'nfl,kJrl)Pn_l(xnfl,k+1)] >0=

n
= Po(Tn-141) Py (Tn1541) < 0.

Como P, (2,1 k) € P,;fl(xn,LkH) possuem sinais opostos, entdo BP,(x,_1x) €
P, (2p—1k+1) também possuem. Logo, existe pelo menos um ponto em (1, Tn—1x+1)
onde P,(z) muda de sinal. Portanto, existe pelo menos um zero de P,(z) entre z,_1; e
Tpn—1,k+1-

Dois zeros de P,(x) estdao em (a, Zp—11) € (Tn—1n-1,0) respectivamente Como a;; > 0,
j=0,1,.., temos que P;(b) > 0. Logo, P,_(Tp_1,-1) > 0. De B.6), Pu(zn_1,1) < 0.
Portanto, P,(x) muda de sinal entre z,,_1,_1 € b.

Analogamente mostra-se que existe um zero de P,(x) entre a e x,_1 1.

Como P,(x) tem n zeros, esta demonstrado.
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Definigao 11 Dada uma sequéncia de polindmios ortogonais {P,} ", definimos o po-
linémio associado a P, por

Qu(z) = / wdw), n>0. (3.7)

Tais polinémios @), sao de grau exatamente n — 1 para n > 1 e satisfazem a mesma
relagao de recorréncia dos polinémios ortogonais P,, mas com as condigoes iniciais Qo (z) =

0e Qi(z) =71t
De fato, substituindo a relagao de recorréncia (3.3)) em (3.7, obtemos

Qui (1) = / P = P (@) 1 )

t—x

b — X X
= ’7n+1/ tPn(t) Pn( )d¢(t> - Bn—&—lQn(x) - O‘n-‘rlQn—l(£)-

t—x

Somando-se e subtraindo-se z P, (t) na integral acima, temos

b(t—x T — T
Qni1(T) = Ynt1 / L JEu(t) —;_(fn(t) Ful ))d¢(t) = Bnt1Qn(T) — any1Qn1 ()

= 'Yn-i—len(w) - Bn-&-l@n(x) - O‘n—f—lQn—l(m)-

Logo,
Qnt1() = (V17 — Bns1)Qn () — Anp1Qn-1(),

paran > 1.

Sem perda de generalidade, consideraremos a partir de agora os polind6mios ortogonais
P, na forma moénica, isto é, o coeficiente do termo de maior grau igual a 1. Nesse caso,
os polinomios P, e (), satisfazem, respectivamente, as seguintes relacoes de recorréncia:

Pn—l—l(x) = (l‘ - ﬂn—i—l)Pn(x) - an—l—an—l(x); n Z ]-7
Qn+1(7) = (2 = Bp41)Qn(2) — Ap1Qn—1(2),
com Py(z) =1, Pi(z) =z — B, Qo(x) =0 e Q1(z) = po, onde

<xP,, P, > <P, P, >
B d)anzoean-}—l: mon 7 )
<Pn,Pn>¢ <Pn_1,Pn_1>¢

(3.8)

n>1.

Bn—&—l -

Observe que «,, > 0 para n > 2.

n
, podemos escrever
n—1

Como a1 =

Pn =< Pnu P, >¢= Qpy1Pn—1 = Qpy10p...0021l0,

para n > 1, com py = .
Utilizando as formulas (3.8), podemos mostrar que

Pn+1 (:E)Qn(l‘) - Pn(x)Qn—H (ZE) = —Qpy1...Q3024 7é 0

e com esse resultado mostra-se que entre dois zeros consecutivos do polindmio P, existe
um tnico zero do polinémio @,,.

A o A~
Se considerarmos a sequéncia de poliné6mios ortonormais {Pn} , com P,(x) =
n=0

n A A
> a7, como < P,, P, >,= 1, a relacao de recorréncia (3.3) para os polinémios orto-
Jj=0

normais torna-se

A ~

Pn-l—l(x) = (’%H—lx - /Bn-l—l)pn(x) - dn-l—lpn—l(x): n > 07 (39)
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onde Py(z) =1, P_1(x) = 0, dns1, By % € R, n > 1, com

~ dn+1,n+1 A ~ - 'Yn—l-l
Yn+1 = = 5 ﬁn+1 = Ynt1 < :UPny P >4 € an+1

n,n 711

Usando o fato de que os polindémios ortonormais P, podem ser obtidos dos polindémios
monicos P, fazendo-se P(x) = @y, P, (), sua relagdo de recorréncia pode ser escrita como

TP(2) = /U1 Po1(2) 4 Bus1 Po(x) + /Onga Poga (), n > 0.

Fazendon =0,1,2,...,m — 1, obtemos

Fy(x) Bi Vaz 0 0 0 0 By()
Py (z) Vo B2 Jag 0 0 0 Pi(z)

Py() 0 vas B Jai .. 0 0 Py()

0

0
V OA[m—HPm(x)

Substituindo x por x,, i, zero do polinémio F,,, o sistema de equagoes lineares torna-se

Tm kUmk = JmumJg, k= 1,2,....m

onde

b Jar 0 0 .. 0 0
Vi B a0 .
0 az fps o ... 0 0

-]
@]

0 0 0 0 ... B Vom
0 0 0 0 ... Vam PBm
que é conhecida por matriz de Jacobi.

Portanto, os zeros z,, dos polindmios ortogonais sao os autovalores da matriz J,,.

O teorema a seguir nos garante que, dados polinémios definidos por uma relacao de
recorréncia de trés termos do tipo (3.8), é possivel encontrar uma medida positiva ¢ com
relacao a qual esses polindomios sao ortogonais, ou seja, garante que somos capazes de
fazer o inverso do que fizemos até agora.

Teorema 9 (Teorema de Favard) Sejam {B,},—, e {aun},—, sequéncias de nimeros reais
arbitrdrios, com o, > 0 paran >0 e seja {Q,}, -, wma sequéncia de polinémios definida
pela formula de recorréncia

Qn(x) = (‘T - Bn)Qn—l(l‘) - O‘nQn—2($)7 n 2 1;
com Q_1(x) =0 e Qo(x) = 1. Entao, existe uma medida positiva ¢ tal que

ldw /k% )Qu(2)d(x) = 0, para m £ n.



3. Polinémios Ortogonais 33

¢ € quase-definida e {Q,} € a correspondente sequéncia de polindmios ortogonais moni-
cos se, e somente se, o, # 0, enquanto que ¢ € definida positiva se, e somente se, 0s
coeficientes 3, sao reais e ay, > 0 paran > 1.

3.1.2 Polindmios ortogonais classicos

Segundo Chihara (ver [5]), os polindmios ortogonais de Hermite, Laguerre e Jacobi
(incluindo Gegenbauer, Legendre e Chebyshev) sao os mais estudados e aplicados, por isso
sao chamados de classicos. Nesta secao serao apresentadas as relacoes de ortogonalidade,
as formulas de recorréncia e exemplos graficos de cada um deles.

e Polinomios de Jacob (PP

Sdo ortogonais no intervalo (—1,1) com relacdo a medida do(z) = (1 — z)*(1+ z)?,
a, B > —1 e podem ser dados pela formula de Rodriguesﬂ

e R e R S

Aplicando a Regra de Leibnitz

@l =32 () oM@t

d’I’L
com f(z) = (1—2z)**" e g(x) = (1+2)*" para calcular d—[(l — )T (1 4 )P
xn
e substituindo o resultado na férmula de Rodrigues para os polinémios de Jacobi,
obtemos

PB) () :2% Z ﬁ(a +n)la+n—1)..(a+k+1)

x (B+n)(B+n—1)..(B+n—k+1)(1—2)*1+z)""

(bmou—@h:i¢4y(?)xhw1+@wkzgﬁqy(”;k>xammmo

i=0
o produto de Cauchy em (1 — z)*(1 + )" *, obtemos

(n—Fk)
x (B+n)(B+n—1).(f+n—k+1){(-1)2"

-+[(—1ﬁ‘1( kf_1>-+(—1ﬁf(7lﬁ;;ﬁl )}aﬂ‘1+.”}

22% Z m(anLn)(a +n—1)..(a+k+1)(B+n)(B+n—1)..

n 1)k
P8 (1) :2% Z %(anLn)(a +n—1)..(a+k+1)

X(B+n—k+1)z"+ ..

!De acordo com [14], Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) foi um matematico aleméo que fez con-
tribuicoes nas areas de funcoes elipticas, equagoes diferenciais e teoria dos nimeros. Trabalhou também
com determinantes e estudou o determinante funcional agora chamado Jacobiano.

2De acordo com [14], Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) foi um matematico francés cujo artigo
contendo a féormula que leva seu nome foi publicado em 1840 no volume 5 de Annales de mathématique
pures et appliquées.
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Dai, o coeficiente do termo de maior grau dos polinomios de Jacobi é
LS L (akm)atne Dotk D(B4) (B 1). (B n 1)
pp = — ————(a+n)(a+n—1)...(«a n n—1)... n— .
B A El(n — k)!

Podemos representar também tal coeficiente utilizando a funcao gama definida por

[(x) = /OO e~ dt,
0
para Re(x) > 0, que tem a seguinte propriedade
F(z+1) =al'(z).
Assim,
MNa4+n+1)=(a+n)l(a+n)=(a+n)(a+n—1)...(a+k+ D' (a+k+1)

F'(+n+1)
(B+n—k+1)

(B+m)(B+n—1)..(B+n—k+1) =

Logo, podemos escrever

. _“Li: 1 Tla+n+1) TB+n+1)
M B = k) T(a+ k+ 1) T(B+n—k+1)

Usando o fato de que
55 a+n B+n\ [ a+B+2n
n—k k N n ’

obtemos

’“lié 1 T(a+n+1) T(B+n+1)
T o L Hln— k) T(at+ k+ DT(B +n—k+1)

_in a+n B+n
S oon — n—=k k

_1n a+B+2n
()

1T (a+B+2n+1)
S 2 T(a+B+n+1)

que ¢ outra forma de representar a,, .

(a.B)) ™
N . e A . . A~ . . , n
Para a sequéncia de polindémios de Jacobi na forma monica, isto é, e ,
n

o n=0

temos a seguinte relacao de ortogonalidade:

2tatbtinlPn+a+ D)I'n+ B+ )I'(n+a+B+1)
F'2n+a+8+2)T2n+a+5+1)

(3.10)



3. Polinémios Ortogonais 35

e a partir dela podemos mostrar que tais polinomios satisfazem a seguinte relacao
de recorréncia de trés termos
2 2
P(a’ﬁ) ) = (I — p o > Pl (g
dn(n + a)(n+ B)(n+ a + ) (a,8)

B (2n—|—a+ﬁ+1)(2n+a+6)2(2n+a+5_1)Pn71 (), n =1,

__B-a
a+p+2

_ <Ppn,Pp>¢ cLe ~ .
De fato, como, de (3.8), a1 = B e substituindo a relacao de ortogonali-

dade para P, e P,_; e fazendo os arranjos necessarios, temos que

dn(n+a)(n+B)(n+a+p)
2n+a+f+1)2n+a+6)22n+a+-1)
Para calcular (5,1, utilizamos o fato de que

pldqy = (¢t _latn+1)
n B n - nll(a+1)

com P\ (z) =1e¢ P (z) =2

an+1 = (

Substituindo = 1 em ({3.8)), obtemos
PEA(1) = (1= B PO (1) — an PV (1) =

I'a+n+2) _(1-3 )Na+n+n I'(a+n)
n+DT(a+1) M@+ 1) - )T+ 1)
1
= 7(17;:_ 353 ) =(1- 5n+1)a e Onpt1 =
:>6n+1:1_a+n+1_ n Qpi-

n+1 a+n
Substituindo a,,11, temos que
62 - 042

2n+a+B+2)2n+a+p)

ﬁn+1 =

Nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3, temos os graficos de polinomios de Jacobi que foram
obtidos para diferentes valores de o e (3.

e Polinomios de Gegenbaue (G,({\))
Sao os polinomios de Jacobi com a = = A — %, e, portanto, ortogonais no intervalo
(—1,1) com relacio a medida do(z) = (1 — 22>~ 2dz, A > —3.

Substituindo @ = f = X — % na relacao de recorréncia de trés termos para os
polinémios de Jacobi na forma monica, obtemos a relacao de recorréncia de trés
termos para os polinémios de Gegenbauer na forma monica:

n(2)\+n—1) ()
An)A+n—1) "V

n > 1,

n

Grih(a) = 2.GY (@) = o

com G(()’\) (x)=1e GgA)(m) = z.
Nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6 temos graficos de polindmios de Gegenbauer obtidos
variando-se os valores de A.

3De acordo com [14], Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903) foi um matematico austriaco que teve
muito interesse em teoria dos niimeros e teoria da integracao, mas que era principalmente um algebrista.
Ele é lembrado pelos chamados polinémios de Gegenbauer.
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Pl(l_ll 0
P}(J.l] af

"
Pj(_'ll 6L

Figura 3.1: Polinémios de Jacobi de graus 1,2 e 3 com a=2e¢ = 1.

- Ps“'“
_Pjtl.i_lu
o PS(J_IJ

Figura 3.2: Polinémios de Jacobi de grau 3 com o« =1,1.5,2 e 5= 1.

e Polinomios de Legendrd'] (P,)

Sdo os polinomios de Jacobi com o = = 0. S&o ortogonais no intervalo (—1,1)
com relagao & medida d¢(x) = dz.

A relacao de recorréncia de trés termos para os polinémios de Legendre na forma
monica é )
n

(2n+1)(2n —1)

com Py(x) =1 e P (x) = z, que pode ser obtida, assim como para os polindmios
de Gegenbauer, substituindo-se a = § = 0 na relacao de recorréncia de trés termos
para os polinémios de Jacobi na forma ménica.

Além disso, fazendo oo = f = 0 em ([3.10), obtemos

Poii(x) =zP,(x) — P, 1(x),n>1,

22n+1 (n|)4

=< P,, P, >y= —————.
P °" (2n + 1)!(2n)

Na Figura 3.7 temos graficos dos polinémios de Legendre de graus 1, 2 e 3.

“De acordo com [14], Adrien-Marie Legendre (1752-1833) foi um matemaético francés que fez importan-
tes contribui¢oes a teoria dos nimeros e teve grande interesse por fungoes elipticas. Em 1794, publicou
Eléments de géométrie, onde provou pela primeira vez que 72 é irracional e conjecturou que 7 nio é raiz
de nenhuma equagdo algébrica de grau finito com coeficientes racionais.
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_ Pj(l )]
. PS(E- 0.5)

— P3(3.1|

ra

o
(=]

(1)
Gl

. (1)

G4
(1)
63

Figura 3.4: Polindmios de Gegenbauer de graus 1, 2 e 3 com A = 1.

e Polinomios de Chebyshevf’| de 1* espécie (T,

Sao os polinomios de Jacobi com o = § = —

do(r) = ﬁ

1
3

Sao ortogonais com relacao a medida

dx no intervalo (—1, 1) e podem ser dados por

T,(z) = cos(narccosz), v € (—1,1), n =0,1,2, ...

Tomando z = cos(#), com 0 € (0,7), podemos escrever T,,(x) = cos(nf), n > 0, e,
usando a seguinte relagao trigonométrica

cos(n + 1)8 + cos(n — 1)0 = 2 cos(nf) cos 6

obtemos a relacao de recorréncia de trés termos

Thi1(z) = 22T, (x) — Thma (), n > 1,

com To(x) =1e Ti(z) = .

O coeficiente do termo de maior grau de T,,, n > 1, é 271,

’De acordo com [14], Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) foi um matemaético russo que estudou
principalmente a teoria da aproximagao. Os polindmios de Chebyshev apareceram pela primeira vez em
seu artigo Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes, publicado em 1854.
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. T o s (1.5)
5 e L - G.} :

Figura 3.5: Polinémios de Gegenbauer de graus 1, 2 e 3 com \ = 1.5.

/ (1)
— Gy
T ) L ) / o (1.5)
10 e ) S 05 4F 1.0 G"}
- — oy
/ - — — Gy
»/ -

Figura 3.6: Polindmios de Gegenbauer de grau 3 com A =1,1.5,2.

De fato, para n =1,
Ti(z) =2 =2""a.

Supondo que vale
Thq =2 2"

obtemos, usando a relagao de recorréncia de trés termos,
To(x) = 20T, 1 () — Tp_o(x) = 220(2" 20" 1 4 ..) — Ty o(x) = 2" 12" 4 ... .
Além disso, esses polindmios satisfazem
1 1 0, se m # n,
<T,, Ty >¢:/ Tn(x)Tm(:U)ﬁdx: Fsem=n#0,

-1 m,sem=n=0.

De fato, temos que

1
cos(n arccos ) cos(m arccos )
< T T >4= /_1 N -
dz )
Fazendo 6 = arccosx = r =cosf = — = —sinf, z=1=0=0ex=—-1=0=

do

7, temos

% cos(nh) cos(mb) sin

< Ty Im >¢:_/,r V1 — cos?0
= / cos(nf) cos(mb)de.
0

do
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J— Pl

_P3

Figura 3.7: Polinémios de Legendre de graus 1, 2 e 3.

Assim, se m =n =0,

< T, Ty >4= / cos?(00)df = .
0

Sem =n#0,
<T,T, >¢—/ cos?(nd)do.
0
Integrando por partes, obtemos
/ cos(nd) cos(nf)df = [ sin?(nd)dd
0

s

1 — cos*(nd)df

I
S— — —

d9—/ cos®(nb)do.
0

Logo,

/C082<n(9)d9:/ d@—/ cos®(nf)df =
0 0 0

= 2/ cos?(nf)df :/ do =
0 0
s 9 T
= [ cos®(nf)dd = —.
0 2
Para m # n utilizamos as seguintes identidades trigonométricas:

cos(mb + nf) = cos(m@) cos(nf) — sin(m#) sin(nh)

cos(mf — nf) = cos(m@) cos(nf) + sin(m@) sin(nd).
Temos entao
/ cos(mb + nf) + cos(mb — nf)df = 2/ cos(m#) cos(nd)do
0 0

=2<T,,T, >4 .
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Assim,

2< T, T, >y = / cos(mb + nf) + cos(mb — nb)db
0

sin(m#f + nf)
m-+n

T . 9 _ 9 K
N sin(mf — nd)

0 m-n 0

= 0.
Na Figura 3.8 temos graficos dos polinémios de Chebyshev de graus 1, 2 e 3.

1o A

Figura 3.8: Polinémios de Chebyshev de graus 1, 2 e 3.

e Polinomios de Laguerr@ (L)
Sao ortogonais com relacdo & medida d¢(x) = e *dz, o > —1, no intervalo [0, 00)
e podem ser dados pela formula de Rodrigues

d
L = (—1)”x’aex%[xa+ne’”].

Nessa forma, os polinémios L sio moénicos.

De fato, aplicando a Regra de Leibnitz com f(x) = 2*™™ e g(x) = e~* para calcular
d?’L

dz™

[z°T"e™"], obtemos

L@ = (—1)g%e® ( " ) (a+n)(a+n—1)..(a+j+ 1)z (=1)e"

= (—1)”2(—1)j ( ;L ) (a+n)(a+n—1)..(a+7j+ 1)z’

j=0

O coeficiente do termo de maior grau aparece quando j = n, entao

L®) = (1) l(—l)” ( " ) 2" 4 (—1)" ! < " ) (a+n)z™ ' + ...

n n—1

=2" —n(a+n)z" "+ ...

Logo, ay,, = 1.

De acordo com [14], Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) foi um matemético francés cujos trabalhos
mais importantes foram nas areas de anélise e geometria. Estudou também métodos de aproximacao e é
conhecido principalmente pelos polindmios que levam seu nome.
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A relagao de ortogonalidade para os polinomios de Laguerre é dada por

(@) (@) pore=2 g

n m

| 0,se m #mn,
| nIl(n+a+1), se m =n.

< L@ LYW >, —/ L
0

e eles satisfazem & seguinte relacao de recorréncia de trés termos:

L% (2) = [z — 2n+ a + D)L (z) = n(n 4+ )L, (z), n > 1,

n—1
com L (z) =1 e L\ (2) =2 — (a + 1).
De fato, como tais polindmios sao monicos, vy,.1 = Gntlntl _ 1 e (3.8),
On.n
< L%a), nga) >
<L LY >y
B n!ll'(n 4+ a+1)
C(n-DIT(n—1+a+1)
=n(n+ «a).

Opt1 =

<Ll L >,
e (a :

Vamos agora calcular 3,1 =

Sabemos que L\ (z) = 2" — n(a + n)z"~* + .... Logo, obtemos

Lﬁ)ﬂx) =a2"" —(n+1)(a+n+1)a"+..

z L9 (z) = 2™ — n(a+n)z" +
Dai,
2L (z) = L () = [(n + (e +n+1) — n(a +n)]a" + ... (3.11)
Mas,
(n+1D(a+n+1)—nla+n)LY) =[(n+1)(a+n+1) —n(a+n)z"

—n+D(a+n+1)—n(a+n)
x n(a+n)z" 1 4 ..

Assim,

(n+1D(a+n+1)—nla+n)z" =[(n+1)(a+n+1) —n(a+n)] L (z)
+n(a +n)n(a+n)z" 4+ ...

Podemos entao escrever
(n+1)(a+n+1)—nla+n)z"=[(n+1)(a+n+1) —nla+ n)]LnO‘)(x) + gn_1(x),
onde ¢,—1(z) ¢ um polindémio de grau n — 1. Substituindo em (3.11)), temos

eL(z) = L) () + [(n + 1)(a +n+ 1) — n(a+n)| L () + go (z),
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e, fazendo o produto interno dessa expressao por L%a) (x),
<aLi(2), L (@) >= < L (2), LY (2) >4 +[(n + (o +n+1) = n(a +n)]
X<L“(%L?@ﬁw+<qnﬂ)LWV)>w
Entao

< 2L (z), LY () >4
< LW(x), i () >,

=n+1n+a+l)—nn+a)=2n+a+ 1.

Portanto,
Bn—‘rl :2n—|—oz—|—1

As Figuras 3.9 e 3.10 apresentam graficos de polinomios de Laguerre de diferentes
graus, para diferentes valores de a.

Ll[DJ

——— e O

--——_____________ LS[DJ

Figura 3.9: Polindomios de Laguerre de graus 1, 2 € 3 com o = 0.

PN _ 1,0
o T ., 3
T N .
ST | (1)
e 4 & \\\ g 10 Ly
\ 5
_ \ S Lg["]

Figura 3.10: Polinémios de Laguerre de grau 3 com a = 0, 1, 2.

e Polinomios de Hermitd'] (H,

S0 ortogonais no intervalo (—oo, 00) com relacdo a medida do(z) = e **dz e dados
pela expressao
5]

nlz
Halw) = — Zl(mm)'(n —2m)!’

SE

n—2m

"De acordo com [I4], Charles Hermite (1822-1901) foi um matematico francés de grande contribuigio
para a teoria dos ntimeros, dlgebra, polindmios ortogonais, funcdes elipticas e formas quadraticas.
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onde |z| denota o maior inteiro menor ou igual a z. Também podemos obté-los

através da formula de Rodrigues

(_1)71 6z2£
2n dx"

[e=*"].

Tais formulas nos dao os polindémios de Hermite na forma monica.

H,(z) =

Eles satisfazem a seguinte relagao de ortogonalidade:

0,sem#n
< HmHm > 6= { n;\/; 7é ’
277, ?

se m = n.

Satisfazem também a relacao de recorréncia de trés termos dada por

Hyor = oHy(2) — g (@), n > 1,

com Hy(z) =1 e Hy(x) = z, pois, temos que

L »
i1 = g2
e,( '?plicando a Regra de Leibinitz com f(z) = —2z e g(x) = e *", sabendo que
fP(z) =0 para j > 2,
dn+1 (n—k) ®)
S e= Y (@9 (z)
k=0
n—2 n n n
- ( )f(” D)+ 3 (f ) 1)
k=0 k=n—1
n / n n n
(1) @ () s -
dr—1 g2 d" g2
= gl 2l
Entao,
(_1)n+1 22 dnJrl 2
Hya(2) = ontl  C gpntl (™)
(1)t dnt dm . e
=" gl 2 gl
n
=xH,(z)— B n—1(x).

Na Figura 3.11 temos graficos dos polinomios de Hermite de graus 1,2 e 3.

3.2 Polindmios ortogonais no circulo unitario

Esta secao contém resultados sobre os polindmios ortogonais no circulo unitario, que
também sdo conhecidos como polinomios de Szegiff] Tais polinémios ndo satisfazem uma

8De acordo com [14], Gébor Szegd (1895-1985) foi um matemaético hiingaro que trabalhou principal-
mente na teoria de fungdes (de uma variavel complexa), polindmios ortogonais classicos, desigualdades
isoperimétricas e forma de Toeplitz.
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40k

Figura 3.11: Polinomios de Hermite de graus 1, 2 e 3.

relacao de recorréncia de trés termos, mas a apresentacao dessa teoria se faz necessaria
para o posterior estudo sobre os polindmios para-ortogonais, que se encontra no capitulo
ol

Seja ¢ uma medida positiva no circulo unitario C' = {z € C : |z| = 1}, ou seja, 1 (e'?),
definida em 0 < # < 27, ¢ uma funcao real, limitada e nao decrescente, com infinitos
pontos de aumento em C. Como a medida estd definida em C', seus momentos sao
chamados de trigonométricos e sao dados por

_ me 2) = n efimG ei@ )
o = /C e / dp(e”), (3.12)

m=0,£1,£2 ...
Observe que
27 27
., = / einedw(ezﬂ) — / efmadw(eie) = ln, (313)
0 0

n=20,1,2,...
Denotaremos por ¢(6) a medida induzida por ¥(e?), que tem suporte em [0, 27r]. Com
ela, podemos definir o seguinte funcional linear

£l = /C () = (3.14)

Como o suporte da medida 1 é infinito, ou seja, o nimero de pontos de aumento de
¥ em [0,27] ¢ infinito, para qualquer f(e) > 0, ndo identicamente nula e continua em
0, 27], temos

clf) = / " () du(6) > 0.

Se f é um polinémio,

cifE = [ Fe) Feman) > o.

0
Utilizando o funcional £, definimos o seguinte produto interno:

< fg>=LlfEg@ = [ F@)g@du(s). (3.15)

0

q )
Se f(z) =D ¢;2?, comp < q€Zec;eC, temos, de (3.14),
Jj=p

L[fl=L [Z cjzj] = ch,u_j.

Jj=p Jj=p
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A seguinte matriz, conhecida como matriz de Toeplitz, é correspondente a sequéncia
Oo .
de momentos {y,}>

fo  fo1 . fion
Hn  Hp-1 .- Ho
n =20,1,2,... . Seu determinante, conhecido como determinante de Toeplitz, é definido
por
fo fim1 - fi—p
Aq=teA, =" Mo et S, (3.16)
Mt Hn—1 Ho

Definicao 12 Um funcional linear L, onde p,, = L[z~™], € positivo-definido se
A,>0,n=0,1,2,..,

e quase-definido se
A, #0,n=0,1,2, ...

Sendo 7(z) = > 2", com ¢; € C e ¢, # 0, um polinémio de grau n, n > 0, temos,
k=0
de (3.14) e (3.15)), que

0<|x|}=<mm>

= Llr(2)7(2)]
=L z": cpak z": cjzj]
L k=0 =0
=L En: Xnﬁcjzj"“]
[ j=0 k=0
= Z Z@Cjﬂk—p
=0 k=0

e entao,

[NIES

7=0 k=0

ell = (ZZ‘M)

Escrevendo [|7|* na forma matricial, temos

Ho Hor fa e fin o
M1 Mo o fe1 H—nt1 €1
InlP=(c @@ @ .. & )| H m  Ho o pen 2 | >0,

MHn  Hpn—1 HMHp—2 ... Mo Cn
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ou seja,
Co
C1
(o &1 @ ... & )T,| @ | >0.

Cn

Dessa forma, concluimos que a matriz T,, é positiva-definida, e, entao, A, > 0, para
n > 0, o que implica que £ é um funcional linear positivo-definido.

Definicao 13 Uma sequéncia {u,}>.  de nimeros complezos é hermitiana se, para n =
0,1,2,..., vale uy, =_,, e € hermztmna positiva-definida se A,, >0, n > 0.

Temos entao, de (3.13)), que, dada uma medida positiva no circulo unitério, a sequén-
cia de momentos {u,}>  definidos por (3.12) forma uma sequéncia hermitiana positiva-
definida. Temos também que a matriz 7}, é hermitiana, ou seja, T,, = 7.

Definicao 14 Dado um funcional linear L positivo - definido (quase-definido), uma sequén-
cia de polindmios {S,},—, € chamada de sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo
a L, se

0, se m # n,

k2 #£0, se m =n.

< Sy S >= L[Sn(2)Sm(2)] = { (3.17)

Vamos considerar, aqui, somente polindmios S,, monicos.
E possivel provar, assim como para os polinomios ortogonais na reta real, que sendo
Tm € P, m < n,

< Snjﬂ-m >= ﬁ[Sn(Z)m] — { 07 sem < n,

Rn # 0, se m = n.

(3.18)

Escrevendo

Sn(z) = Z ckﬁnzk,

k=0

para n > 0, com ¢, € Ce ¢, =1, e usando (3.17) para m =0, 1,2, ..., n, obtemos

< S m>=L [ :| chn,um k= { 97 sem < m, (319)

Kn # 0, se m = n.

Como

< Spy S > = L[Sn(2)Sm(2)]

O

km<Sn>Z >

0 se m < n,
Cnnkn 7# 0, 56 M =n,
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podemos concluir que (3.17) e (3.19) sdo defini¢oes equivalentes para os polindmios de

Szegd.
Fazendo m = 0,1,2,...,n em (3.19), obtemos o sistema de equagoes lineares

po o1 e fppl fep Con 0
P o Pent2  H-n+1 C1n 0
P : : =1 (3.20)
Hn—1  Hp—2 Ho H—1 Cn—1n 0
Mn, Mn—1 oo 1 Ho Cn.n '%n
Utilizando a Regra de Cramer para calcular ¢, ,, obtemos
’%nAnfl ~ An
]_ =Cpn — —— @ n — “
o An " An—l
Logo,
0 =0,1,....,.n—1
3 s5€ M Y 9 777/ ? (3.21)

< S, 2" >=
w Aiil’ se m =n.

Uma outra maneira de se construir os polinémios de Szegd na forma monica, e que
mostra sua existéncia e unicidade, é substituindo a altima linha do sistema (3.20) por

Sn(z) = l;)ckmzk, obtendo

Ho =1 o Hepyl Hen Con 0

P po e Hepg2 flentd Cin 0

Mn—1 Hp—2 ... Ho -1 Cn—1n 0
1 z 21 2" Con Sn(2)

e depois calculando novamente ¢, , pela Regra de Cramer, o que nos da

Ho  H-1 o Heny1  H-n
1 H1 Ho - Heny2 H-nt1
S (2) = : : : : , 3.22
O=x—| ¢ - (322
Hn—1  Hn—2 Ko H—1
1 z N L "

que esta bem definido, pois A, _1 # 0.
Utilizando a notacao S,,(z) para denotar o polindémio obtido conjugando-se apenas os

coeficientes de S,,(z), podemos escrever

< Sy S S= LIS ()8 (2] = LISn(2)Tm(Z)] = £ {sn(z)ﬁ G)] |

De ([3.22)), temos que o polindémio reciproco de S, é dado por

ﬁ[} E—l E—n
I ﬁO H—n-i—l
1 n !
S;(z):z”Sn (:) :_Z R .
Z Anfl — — —
L R ) H_1
1 1 L1



3. Polinémios Ortogonais 48

Como A, >0e pu, =pn_,, paran =0,1,2, ..., entao

Ho 231 e Hn
1 H—1 Ho R
1) = 5 —
H—n+1 H-nt2 - M1
" A 1

De (3.14)) e usando a definigao de polindomio reciproco, temos

= L[z"7"5n(2)]
=< 2" S, >

Logo, de (3.21)),

0,sem=1,2,....,n,

* m o __
< Sal2), 2" >= { o se m = 0.

m—1
Como S, (2) = 2™ + > cprz®, entdo
k=0

m—1 m—1
<5, 8, >= <5n, M Z cm,kz’“> =< S, 2" > + Z Comte < Sy 27 >=< 8, 2™ >,

k=0 k=0
e assim,
0,sem=20,1,....n—1,
< Sy S >= { AA:; se m = n.
Considere, agora, os chamados coeficientes de reflexao «,,, definidos por
Ay = —541(0),n=0,1,2,.... (3.23)

Tais coeficientes também podem ser chamados de coeficientes de Verblunsky, de Schur,
de Szego ou de Geronimus, de acordo com [18] e [19].

De (3.22), obtemos

2 H—1 —-n H—n—1

H1 Ho co Hen+1 —n

1 : : . : :

Sn+1(0) = e '
n| Up—1 HUn—2 H—1 H—2

Hn Mn—1 Ko H—1

1 0 0 0

Logo,

H—1  H2 - H-n-1

nl HO o M1 Hen+1  H-n

N GV I AR
Hn—2 Hn-3 ...  H-1 H—2

Hn—1 Hn—2 .- Ko -1
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Teorema 10 Os polindmios monicos de Szegd satisfazem as sequintes relagoes para n >
1:
Si(z) =Sr_1(2) — an-125,-1(2), (3.24)

Sp(2) = (1 = |ap_1*)28n-1(2) — @p_155(2). (3.25)
Maiores detalhes encontram-se em [21].
Substituindo (3.24) em (3.25), obtemos
Su(2) = (1 = |an-1[*)28n1(2) = @[S4 (2) = @n 125, 1(2)),

ou seja,
Sn(2) = 28,-1(2) — @155 _1(2), n > 1. (3.26)

Note que os polindmios monicos de Szegd sao completamente determinados pelos co-
eficientes de reflexao a,,. O teorema a seguir nos da um outro método para calculé-los.

Teorema 11 Sejam L um funcional linear definido positivo, A, o determinante de Toe-

plitz (3.16) e {an},—, a sequéncia definida por (3.23)). Entdo, para n > 1,

< zS,-1,1 >

_n— — 5 3.27
Gn-1= Sr o, 1> (3:27)
AN,
2 ne—=n—2
Demonstragao. Fazendo o produto escalar < S,,,1 >, por (3.26)), obtemos
<Spl>=<25,1,1>—-a,.1<S;, ,1>,n>1
De (3.21)), < S,,1 >= 0. Entao,
_ < ZSnfl, 1>
Op—1 = — 57 7
TS 1>
e (3.27) esta provado.
Utilizando (3.21]) e (3.25) temos que
An n 2 n —_ * n
N Sny 2" >= (1 — |ap-_1|7) < 25,-1(2), 2" > —@w,—1 < S;(2), 2" > .
n—1
Logo,
A A,_q
= (1= oy ) .
A (1 = Jon—] )AW2
Como L é definido positivo, A,, > 0, para n > 0, e entao
ALA,
2 n=n—2
1-— |O[n_1| = ﬁ > 0.
|

Note que, de (3.28)), |a,| < 1, para n > 0.

Teorema 12 Os zeros do polinémio de Szegé S,, n > 1, estao todos no disco unitdrio
aberto D = {z € C: |z| < 1}.
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Demonstracao. Sejam zi, 2o, ..., 2, 0s zeros do polinomios de Szegd S,, n > 1. Logo,
podemos escrever S, (z) = (z — 21)(z — 22)...(2 — 2,).

Sem perda de generalidade, escolhemos um zero de S, por exemplo, z;. Seja 7™ o
polinémio de grau n — 1 dado por

m(z) = 571(2)1 = (2 — 22)...(z — 2).
Assim,
Sn(z) = (2 — 21)m(2) = zm(z) — 217 (2).
Logo,
15 (2) + 2 (2)|[* = [Jzm(2)]]7,
isto é,

< Sp(2)+217m(2), Sp(2)+21m(2) >=< S, 50 > +2 < Sp,z1m > 4+ < 1w, 21 >=< 2T, 27 > .

Dai, obtemos
1all* +2 < Sy, 217 > +||zam|[* = |77,

e, como, por (3.18), < S, z1m >=0, e

272 =< 27, 21 >= Llon5A] = L [m%ﬂ _ LA =< w7 = |||
entao,
1Sall? + [|217]|? = |||
Logo,
1Sal? = (1 = [2[)]|=|[* >0,
e, portanto,

1— |z >0=|n1)<1=|n| <1

Assim, para qualquer zero de S, |z <1, k=1,2,...,n.
[

O resultado a seguir é semelhante ao Teorema de Favard. Ele usa o fato de que os po-
lindmios ortogonais no circulo unitario sao determinados pelos coeficientes de Verblunsky
a,. Maiores detalhes e a demonstragao encontram-se em [4].

Teorema 13 Dada uma sequéncia de nimeros complezos {a,},— ), onde |a,| <1, n >0,

entdao associada a esta sequéncia existe uma tunica medida de probabilidade nao-trivial,
definida no circulo unitdrio, tal que os polindomios monicos {S,} gerados por (3.26) sao
0s respectivos polindmios ortogonais no circulo unitdrio.



CAPITULO

z

Polinbmios Auto-inversiveis

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados da teoria de polindmios auto-inversiveis.
Para este estudo, as referéncias utilizadas foram [11] e [12].

4.1 Resultados importantes

Até agora estavamos denotando P, um polinomio de grau exatamente n, em termos
de seus coeficientes, mas podemos representa-lo também por

Pu(2) = ann H(Z — %),

onde a,,, € C é o coeficiente do termo de maior grau e z; € C, j = 1,2, ..., n, sao os zeros
de P,(z).
Dessa forma, temos que o polinémio reciproco de P,(z) é dado por

Pi(z) = ano [J(z = 7)),
j=1

. . . .
cujos zeros z; = — $ao os inversos conjugados dos zeros z;.
Z .
J

Defini¢do 15 Dado P,(z) = Y a, 2’ um polinémio de graun. Se existiru € C, |u| =1,
=0
tal que P*(z) = uP,(2), entao P, é chamado de auto-inversivel.

Note que, se P, é auto-inversivel, entao todo zero de P, é zero de P).

Defini¢do 16 Se P,(z) = 2"P, (%), P.(z) ¢ chamado de palindromico e se P,(z) =
2"P, (2), Pu(2) € chamado de auto-reciproco.

Os polinomios auto-reciprocos reais sao polindmios auto-inversiveis com u = 1 e sao
também palindromicos. Desta forma, os resultados a seguir que dizem respeito a po-
linémios auto-inversiveis também valem para polinémios auto-reciprocos reais (palindro-

n
mes). Observe que, se P,(z) = > a,;2, a,; € C, é palindromico, entao a,; = apn—r,
=0

k=0,1,...,n.

o1
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Como exemplo, temos o polinomio P(z) = 2° — 0.32% — 1.62% — 1.622 — 0.3z + 1,
que é palindromico, auto-reciproco real e, portanto, auto-inversivel com u = 1, pois
P(z) = 2°P (1) = P*(2). Ja o polinémio P(z) = i2°—22"+2%+2%—22—i é auto-reciproco,
auto-inversivel com u = 1, mas ndo ¢ palindromico, pois P(z) = 2°P () = P*(z). Por
fim, temos o polinomio P(z) = —iz* — 23 + iz + 1, que é auto-inversivel com u = i, pois
P*(z) = 2* —i2% — 2 + i e assim P*(z) = iP(2).

O resultado a seguir relaciona os zeros do polindémio P, (z) com os zeros do seu polind-
mio reciproco P (z). Maiores detalhes em [11].

Teorema 14 Sejam P,(z) um polinémio de grau n e P}(z) seu polindmio reciproco.
Entao,

a) qualquer zero de P,(z) em C' = {z € C: |z| = 1} € também zero de P}(z);

b) se todos os zeros de P,(z) encontram-se fora do disco unitdrio D = {z € C: |z| < 1},
isto é, |z| > 1, entao P!(z) possui todos os seus zeros no disco unitdrio aberto, ou seja,
|z| < 1;

c¢) supondo que P,(z) possui p zeros em D, entao P*(z) tem n—p zeros no disco unitdrio
aberto.

Nas Figuras 4.1 e 4.2 temos a localizagao dos zeros do polinomio P(z) = 425 + 2% —
8.52% —14.522 =82 —2, que sao z; = —0.75—0.66i, 2o = —0.75+0.667, 25 = —0.37 —0.331,
z4 = —0.37+0.33i e z5 = 2, e de seu polinomio reciproco P*(z) = —22°5 — 824 — 14.52% —
852% + 2z + 4, que sdo 27 = —1.5 — 1.32i, z5 = —1.5 + 1.324, z; = —0.75 — 0.664,
z; = —0.75 4 0.66i e z; = 0.5. Pelo item a) do Teorema [I4] temos que os zeros de
P(z) que estao em C sdao também zeros de P*(z) e, pelo item c), como P(z) tem quatro
zeros em D e ¢ de grau 5, P*(z) tem um tnico zero em |z| < 1, o que pode ser observado
nas figuras.

(a) (b)

Figura 4.1: Localizagao dos zeros dos polinomios (a) P(z) = 42°421—8.523—14.522—82—2
e (b) P*(z) = —22° — 82" — 14.52% — 8522 + 2 + 4.

O valor do polinémio P}(z) no circulo unitario é dado por

: - 1
P;:(ele) = 6"70 H <€Z€ — :)

i z

9 n

n
_ CLn 0¢ | | —i60 2‘
Z129...Zn :

J:



4. Polinémios Auto-inversiveis 53

Portanto, ' '
|[Pr(e?)] = [Pu(e?)]:

Este resultado serd utilizado na demonstracao dos proximos teoremas.

n
Teorema 15 Para P,(z) = ) an;2’, ann # 0, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i=0

a) P, é auto-inversivel;

b) GnnP(2) = ano2" P, (%) para cada nimero complexo z;
¢) Gpg = Ulpn—k, k=0,1,2,...,n, onde |u| = 1.

Demonstragao.
a) = b)
Temos que

e -2 (D)

— ﬁ(zl —2)(z9 — 2)...(2n — 2)
= %(z —21)(z — 29)...(2 — 2p).

Através da formula de Viéte

Qpn
segue que 3
P (z) CLn’nPn z),
An0
e assim,
1
nnPn(2) = anoz" P, (§>
b) = ¢)

Como, para z € C, |P!(z)| = |P.(2)|, fazendo

1
an,OZnPn (:) | 9
z

|an,nPn(Z) ’ =
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obtemos que |ay | = |anol-

Qo .
Temos que u = —= onde |u| = 1. Da hipotese, segue que

n,0
_nn ]‘
a_»pn(z) — "P, <:)
(ln’o V4

1 1
(Ano + aniz+ .. + appz") = 2" (an,o - am; + ...+ anm—)

ZTL

Qpn

Gn0

_ _ 1 _
W(ano + @12 + oo+ App2") = Up 2" + 12" 4 oo F App-

Logo, @, = uapn—r, k=0,1,2,....1n

c) = a)
Note que
1
Pr(z)=z"P (:) = Qno2" + dn,lzn_l + oot T
z
Como @y, ;, = Uy n—k, para k =0,1,2,..., ., temos

PH(2) = Ulpp2" + Uy, 12"+ o Uuan g = ub,(2).

Uma vez que |u| = 1, P,(z) é auto-inversivel.

|
Teorema 16 Seja P,(2) = Y. an;27, ann # 0, um polindmio auto-inversivel. Entao,
_ / 1 [ 1
Unn[nPy(2) — 2P, (2)] = anoz" P, | =
Z
’ P
ZPZEE; — 1‘ =1 para cada z € C,
onde C'={z € C :|z| =1} € o circulo unitdrio.
Demonstragdo. Com P,(z) = > a,;z/ é um polinémio auto-inversivel, temos, do
=0
Teorema 14, que
1
nnPn(2) = anoz" P, (:) (4.1)
z

Derivando essa expressao com respeito a z, segue que

/ 1
TP, (2) = na, 02" P, ( >—0—an0z <Pn(

= namoz ( > + an, 02 (Z_Q)Pr/z (

Z
= Nay 02"~ —ano2" P, = ).
Z

/ 1 1
2an 0P, (2) = nay 02" P, :> T (:> (4.2)
z z

Q=
—
~_

NIIH

Entao
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Substituindo (4.1)) em (4.2),

Zananp'rlz<z) = nan,nPn(Z) - anpzn_lp

s X
Y

Q| =] =
N— | e

/

=Ny 0 Po(2) — 280 P (2) = Tp 2" ' P,

7~ N\

/ 1
:>Gn7n[nPn(z) - ZPn(Z)] = anyozn_lp;b <:);
z

o que mostra o primeiro resultado.

Sabendo que |P}(z)| = |P,(2)|, para z € C, implica em |a,,| = |ano|, temos que
|ano0| # 0. Tomando, entdo, o modulo na expressao acima, obtemos

1
Gmoz”_lp,; (:) ‘ =
z

Tl Po(z) — zp,;(z)]‘ -

_ [uallnBa(z) — 2P, (2)]
@] |21 P, (2)
[nPu(2) — 2P, (2)]
[(Pa(2))"]
[nPu(2) — 2P, (2)]
| F,(2)]
nP,(z) — 2P (2)

=1=







CAPITULO

5

Polinémios L-ortogonais na reta real

Neste capitulo serao apresentados as fungoes de Laurent ou L-polinémios e, em seguida,
resultados sobre os polinémios L-ortogonais. As referéncias aqui utilizadas foram [10] e
[21].

5.1 Polinémios de Laurent ortogonais

Definicao 17 Sendo p < q dois nimeros inteiros, A, , € o espago das fungoes definidas

por
q

R(z) = Zrz.zk, zeCer,eC,k=np,..q.

k=p

Tais funcgoes sao conhecidas por polinémios de Laurent ou L-polinémios.

Temos entao que, sendo P, o espago dos polinomios de grau no maximo n, P, = Ag,.
Denotaremos Ay, = {R € A, 1 #0} e Aoy ={REA_,_1,, : 71, # 0}, onde
n e N.

Teorema 17 Para todo L-polinémio R, existe um unico i € N tal que R € A;.
Demonstracao.

A demonstracao sera feita apenas para i sendo par, mas para ¢ impar é analoga.
Sejam 7 e j nimeros naturais pares distintos. Suponha que R € A; e R € A;. Entao,

, — k.
R e A—%,% = R(z) = Z TEZ T #£0 (5.1)
e .
%
ReA ;,=R(E)= Y i #0. (5.2)
De §1) ¢ €3,
Z TRz = Z T2t
k=—1 k=—1

a7
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Entao,

i _i i J
r_i.Z 2+ +Tz.2:T]Z 2+ Ar_iz 24+ 4122 4122,
2 2

l\.’)
l\?
K)

Como r; # 0 temos um absurdo. Logo, existe um tnico ¢ natural par tal que R € A;.
2
]

Um L-polinémio R é de L-grau m se R € A,,, m € N e ¢ moénico se o coeficiente
principal for igual a 1. Se R € A,,, o coeficiente principal é o coeficiente do termo t" e se
R € Ay, 41 0 coeficiente principal é o coeficiente do termo ¢~"7L,

Consideremos uma medida forte em (a,b), 0 < a < b < oo, e 0s momentos

b
pl = /tmcw(t), m=0,£1,£2, ... (5.3)

a

Os determinantes de Hankel, dados em ([2.3)) sdo positivos para m e n inteiros e n > 0.
Para mostrar esse fato, primeiramente precisamos definir o funcional de momento

umz/mwmzw,

onde 1 & uma medida forte em (a,b). Pelo Teorema 3.3 de [5], como

b

Lin(t)] = / () dv(t) > 0

a

para todo polinémio 7(¢) que ndo é identicamente nulo e é nao-negativo para todo ¢
real, L é positivo-definido e assim os momentos sao reais e existe uma sequéncia de
polinoémios ortogonais reais correspondente. Sendo {P,} ~ tal sequéncia, vamos supor
que os polindmios ortogonais P, (z) sao monicos, sem perda de generalidade. Temos entao,
do Teorema 3.2 de [5], que

m

HTTL,TLEO

n—1

0 < LP2(a)] =

Uma vez que Hinf) = 1, também pelo Teorema 3.2 de [5], segue por indugao que H™ >0,

n > 0.

Definigao 18 Uma sequéncia {R,} ~, € chamada sequéncia de polinémios de Laurent
ortogonais com rela¢io G medida v em (a,b) se
a) R €N, nEN,

a)fR () di(t) = {O’Sem%”’

Kn # 0, se m = n.

Consideraremos aqui os polindmios de Laurent na forma moénica, isto é,

RQn 5 702nj s COM Topn = 1
j=—n
R2n+1 E 7“2n+1j , COM Tont1,—n—1 = 1.
j=—n—1

O resultado a seguir é analogo ao Teorema |3 sobre polind6mios ortogonais.
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Teorema 18 Se {R,} ~, ¢ uma sequéncia de L-polinémios tal que R, é de L-grau n,
n € N, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) {R,} ~, € uma sequéncia de polinomios de Laurent ortogonais;

b) be(t)Rn(t)dw(t) {

b n
¢) [t Ron(t)do(t) = 32 oy,

j=-n

=0, para todo polinomio R de L-grau <n — 1,
# 0, se R tem L-grau n;

=0,5e —n<m<n-—1,
{ #0, sem=n;

b n
m - w o :O,Se_ngmgn)
{t R2n+1(t)dw(t) - Z Ton+1,iMjym = { 7& 0, sem=—n—1.

j=—n—1

Demonstracgao.

Antes de demonstrar o teorema, é necessario mostrar que Ry(t), Ri(t),...,R,(t) sdo
linearmente independentes e formam uma base para A,,.

Sejam c¢;, 7 = 0,1,...,m constantes reais tais que

b

ZiCjRj(t)Rk(t)dlﬁ(t) = /ORk(t)dw(t) =0,

a j=0 a

ou seja,
b

>, [ BRGS0 =0 (5.4)

=0 %

Por (5.4) e pela defini¢ao de polinomios de Laurent ortogonais,

b

- b
0=% ¢ / R,()) Ru(t)dib(2) = / Ru(t)Ru()dib(t) = o = 0,
‘7:0 a a
para k=0,1,....m.

Portanto, Ry(t),R1(t),...,R(t) sdo linearmente independentes e formam uma base para
A

Estamos aptos agora a demonstrar o teorema:

a) = b)

Se R(t) € A,,, m =0,1,...,n — 1, podemos escrevé-lo como

a; #0ea; € R
Assim,
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pois j < n.
Se R(t) € A, temos

a, # 0 e a; € R. Logo,

b) = ¢)
Seja n € N, fixo e arbitrario, e m € {0,+£1, ..., £(n — 1), £n} dado.
Se m #n, t™ € Ay, para k < n, e assim

/ 1™ Rop ()b (t) = 0.

Se m = n, entao t™ € Ay, e dai

b
/ £ R (1) (1) # 0.

Também, para m qualquer,

b
n

b
/ " Ron (b (t) = Y Ton / EEA(E) = D oty

u j=—n j=—n

Seja agoram € {0,+1,...,4n, —(n+ 1)} dado. Se m # —(n+1), t™ € Ay, k < 2n+1,

implicando em
b

/ £ R (1) () = 0,

a

esem=—(n+1), " € Ayyy1, temos

b
/ £ Ronan ()46 () # 0.
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Para m qualquer,

b b

n n
/tmRzn+1(t)d¢(t) = Z T2n+1,j/tmtjd¢(t) = Z Ton 1M -
“ j=—n—1 “ j=—n—1
c) = a)
n . n .
Temos que Ron(t) = Y Tont?, Tonn # 0 € Ropii(t) = > Tont1 7, Tont1,—n—1 # 0.
j=—n j=n—1

Assumindo m < n, temos

0, m # n,

Tom,mtian, S€ M = N,

/bRZm(t)RQH(t)dqp(t) = :f: rzm,j/bthgn(t)d%D(t) = {

—-m
e

b

b
= ; 0, m=#n
Romi1(t)Ropya1 (t)du(t) = ma1i [ ¥ Ropi1(t)d(t) = ’ ’
/ 21 (£) B (E)) j:_%?;rl) " +17j/ 21 () (F) { T2m+1,—(m+1)K2n+1, S€ 1 = N.
b m b
Sem < n, fR2m+1(t)R2n(t)d¢(t) = Z Tom+1,5 ft]RQn(t)d¢<t) =0 e, sem Z n,
a j=—(m+1) a
b n b
J R (O Ron( DA (8) = 3 vy [ 10 R (D) (1) = 0.
a Jj=-n a

Como 72mmkan 7# 0 € Topi1 —(m+1)K2nt1 7 0, 0 resultado fica demonstrado.
[ ]

Se utilizarmos o item ¢) com —n, —n+1,...,n — 1 chegamos a um sistema de equagoes
lineares, assim como feito para os polinémios ortogonais. Pela Regra de Cramer, obtemos

lf% ”:—iQn—i-l e N% HEJ:
1 H_2nt1 H—2py2 - Ho Hy

" H—1 Ho o Hop—2 Hop—1
U T A A

Analogamente, fazendo m = —n, —n+1, ..., n e usando novamente a Regra de Cramer,
obtemos
U AL A A
1 M%Qn—l Ngn Mz #g}
Ronia(t) = ) : ST :

ntl :ug2 M%}l M%Zn—Q Mg}%—l

H_1 Ho - Hopn—1  Hop

Como Hflm) > 0 garantimos a existéncia dos polinébmios de Laurent ortogonais, que
nao satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos.
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5.2 Polindbmios L-ortogonais

Definicao 19 Sendo v uma medida forte no intervalo (a,b), 0 < a <b<oo,t€R e
B, um polinémio monico de grau exatamente n, dizemos que {Bn}zozo € uma sequéncia
de polinomios L-ortogonais com relag¢io a di em (a,b) se

b

0,5e0<s<n—1
—n—+s . 7 — — J
Jrreninn = { S 0=t (5.5
ou, de maneira equivalente,
b
0, para k=—-1,—-1,....,—n+1,—n
k o » ) ) ) ) ’
/t Balt)dy(t) = { pn >0, para k = 0. (5.6)
Escrevendo B,, em termos de seus coeficientes,
Bu(t) = bost*, com by, =1, (5.7)
k=0
obtemos
b n
Cnts B ¥ | 0,ses=0,1,...,n—1,
/t Bn(t)d¢(t) - kz_; bn7kl1’—n+s+k - { Pn > O7 se s =n. (58)

a

Fazendo s = 0,1,...,n— 1 em ({5.8), obtemos um sistema linear, e, acrescentando ([5.7))
como a tltima linha desse sistema, podemos utilizar a Regra de Cramer para escrever B,
da seguinte forma

,uqﬁn /’Lqﬁn+1 M& /lg
R e Tl S
Balt) = =5 | oo SR (5.9)
B A 7 S VA Vi
1 t U Lt N A

Como H{™ > 0, garantimos a existéncia dos polindémios L-ortogonais B,,.

Fazendo s = n em (j5.8)) e substituindo a dltima linha do sistema anterior pela equacao
obtida, podemos resolver o sistema resultante usando novamente a Regra de Cramer e
assim vamos obter

H(—")
pp = —L (5.10)
Hy™
A partir de (5.9) obtemos que t = 0 ndo é zero de B,. De fato, fazendo t = 0 em ({.9),
/gfn ugnﬂ u% “?i
1 Fent1 Hong2 - Ho H1
Bn(0) = —=5 | S :
Hy ™|y Y v
H_y Ho o Hp—g Hpog
1 0 e 0 0
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e utilizando a Regra de Cramer

40, (5.11)
Seja

o = / 1B, (1) d (1),

a

obtido fazendo-se s = —1 em (j5.5). Obtemos de (5.3)) e (5.7)
N = bn,n,uqﬁl + bn,n—l,uzﬁQ + ...+ bn,l:uqﬁn + bn,oluzﬁn—l‘

Fazendo s = —1,0,1,...,n — 1 na integral em ({5.5)), obtemos o sistema

( b
f t_”_an(t)dlb(t) - bn,n/ffl +ot bmo,lffn,l =l

a
b

[t Bu(t)dib(t) = bpnptly + .. 4 bpop?,, = 0

a

b
S Ba(£)dip(t) = bty 4+ oo + brop”y =0

que na forma matricial fica

M%n—l lulﬁl bn 0 nn
Mﬂ NZ—1 b 0
Resolvendo pela Regra de Cramer,
Hr(L_n+1)
[—In—i(—l+ )
De (5.11),
H*—’(fll‘i’l)
Ny = (—1)"— v (5.12)
H

5.2.1 Polinémios associados aos L-ortogonais

Definicao 20 Os polinémios

[ Bu(2) - B.(t)
Cn(t)—/ T dy(z) (5.13)

sa0 associados ao polindomio B,,.
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O polindmio associado C,, tem grau n — 1, n > 1. De fato, Seja B, (t) = > byt

Assim,

n

Bo(2) = Bu(t) = bupn(2" = ") 4 bunga (2" = ") b b boa(z — ) = > bas(2F —1F).

k=1

Substituindo em (5.13]),
_nb Zk_tkd _nb Yik=2 k-1
=D bu | T d(2) = Y by + gt ot a7 gt .

k=1
Desenvolvendo o somatoério, obtemos

Co(t) = bppptdt 4 (b w4 byt pt "™ 4+ o 4 b pal)

Ny
ou seja, C), tem grau n — 1.

Teorema 19 Os polinomios C,, satisfazem

B / 2" Bp(z) — 2" B, (t)
Cu(t) = /z — di(2),

a

m=0,1,...n
Demonstracao. Se m = 0, temos (5.13)). Consideremos entdao m = 1,2, ...,n. De (5.13),

b

B 2" Bn(2) — 2" B, (t)
Cu(t) = /z po— diy(z).

a

Somando-se e subtraindo-se o termo ™ B, (z), obtemos

b b
/z " B —t Bn(t)diﬂ(z)—l-/zmBn(z)idw(z).

z—1

Sm o ym m—1

Como — = 2Pm17k entdo
z—1t
k=0
b . B, b
tmB,

Co(t) = / "Bz )_j +sztm 1 / B, (2)di(2).

Mas, como

b
t/ B (2)di(2) = 0,
m —

param=12...nek=0,1,..., 1, temos que

b

Ch(t) = / ol Bnl2) = ZmB”(ﬂdw(zL

z—1

a

para 0 < m < n.
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5.2.2 Relacao de recorréncia de trés termos

O primeiro resultado que apresentaremos aqui diz respeito ao conjunto de polinémios
{tn—3Bj}j—o-

Lema 1 Paran > 1, o conjunto de polindmios {tn_ij};Lzo é linearmente independente.

Demonstragao Note que os polinomios ¢,,_;B;, j = 0,1, ...,n, sao monicos e de grau n.
Sejam vy;, 7 = 0,1, ...,n, constantes tais que

Z’thn_ij(t) = YotnBo(t) + Ntn—1B1(t) + ... + 7 Bn(t) = 0.

Se multiplicarmos ambos os lados por t,_,, e integrarmos com respeito a 1 no intervalo
(a,b), obtemos

Z%/ts IB;(t)dz1(t) = 0. (5.14)
De (5.5) sabemos que

b

/t_]-‘rs ( )d¢( )_07 paraSZO,l,...,j—l.

a

Fazendo s = 0,1, ...,n em (5.14]), obtemos o sistema triangular inferior de equagoes lineares
5 b
Z’yj/tj“Bj(t)dw(t) =0, paras=0,1,...,n
=0 %

Como ps; = fB t) # 0, entdo 75 =0, s =0, 1,...,n. Assim, para n > 1, o conjunto
de polinémios {tn_ij }j:() é linearmente independente.

Teorema 20 Os polindomios B, e C,, satisfazem as sequintes relacoes de recorréncia de
trés termos, para n > 1,

Bt (t) = (¢ = Bus1) Bu(t) — cnp1t B (1), (5.15)

Cr1(t) = (t = Buy1)Cn(t) — anatCra (), (5.16)
com By(t) =1, By(t) =t — By, Co(t) =0, C1(t) = pu e

,U/ pn -1
ﬁl = 7/(’) y Opy1 = s ﬁn+1 = —Qnp41 .
H_q Prn—1 n

Demonstragao. Sendo B, n > 0, polindmios ménicos de grau n, o polinémio B, (t) —
tB,(t) é de grau no maximo n em ¢. Dessa forma, pelo Lema , podemos escrever

Bn+1 (t) - tBN(t> - Z '7jtn_ij(t>= (5'17)
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e, multiplicando ambos os membros dessa igualdade por t* e integrando com respeito a 1
m (a,b), obtemos

b b b

[t Busttivt) - [ 1B, 0au 2 / PR (). (5.18)

a a j

e FFazendo k = —n em (j5.18), obtemos

b b

/ t" By (1) dy)(t) — / £ B, ( Z% / t)d(t).

a a

Note que se k = 1,..,n, a integral do segundo membro ¢ nula, mas se k = 0, por (5.6,
teremos

Z%/ (£)d(t) = ~opo,

e, ainda por (5.6, 0 = y9pg. Assim, como py > 0, o = 0.
e Fazendo k = —n + 1 em (5.18)) e usando o fato de que 79 = 0, obtemos

b b

/ tT M B () dib(t) — / 2B, ( Z’y / t=IHLB, (1) dib(t).

a a

De (5.6]), temos que 0 = 7, p; e, uma vez que p; > 0, entao v, = 0.
e azendo k = —n+1,—n +3,...,—2 em (p.18)), concluimos que

Y2 =73 = ... = Tn-2 = 0.

Substituindo v; = 0, para j = 0,1,....,n — 2, em (5.17), obtemos

Bn—i-l(t) - tBn(t) = ’Van(t) + fYn—an—l(t)a

isto é, os polinomios {B,,} satisfazem a uma relacdo de recorréncia de trés termos.
Fazendo k = —1 em (j5.18) podemos determinar o valor de ~,_1, ou seja,

b

b b b
[ Buaawdot) = [ B.0a0) = [+ B0 + 20 [ Bisav ),

a

Logo,
b b
- [ Budo® =01 [ Bustidute
ou seja,
Yn—1 = — Pn .
Pn—1

Para obter o valor de 7, fazemos k = —(n + 1) em (/5.18). Assim,

b b b ’
/ B (1) du ()~ / £ B (1)dy (1) = / E B () (1) / " B (A (1),
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Logo,
0=+ Yn-1Mm-1= Yo = _anlnnil-

n

Fazendo, paran > 1, apy1 = —Ypo1 = Pn_ g Bri1 = —anHM, obtemos (5.15]).
n

n—1 n
As condigoes iniciais By(t) = 1 e Bi(t) =t — 1 sdo obtidas do fato de B,, ser monico

e usando

b

b
0= [ B0 = [ - s = uf - Gt

a

Para provar (5.16) utilizamos (5.15]), de onde obtemos
Bri1(2) = Brnga(t) = (2 = Bug1) Bn(2) — ani12By-1(2) — (t — Brg1) Bu(t) + anat Bui(t).

Somando e subtraindo tB,,(z) e a,1tB,_1(z) no segundo membro da equagao anterior,
obtemos

Bii1(2) = Busa(t) = (t = Bus1)(Ba(2) = Ba(t)) — ani1t(Ba-1(2) — Bp-1(t))
+ (2 = 0)(Bn(2) — an41Bn-1(2)),

e, dividindo ambos os lados por (z — t) e integrando com relagao a ¢ no intervalo (a,b),
obtemos

Cn+1(t) = (t - 5n+1)0n(t) - an-i-lton—l(t) + Pn — Qny1Pn—1-

Como a1 = 'O—n, fica demonstrado o resultado.
n—1

De (5.10)) e (5.12]) obtemos outras formas de escrever os coeficientes a1 € 8,41, n > 0:

-n —(n—1
e HHTTY
Upt1 = - (

pnt HY W HTTD

— n+1 n—1

SO g )
B HT

g g

5.2.3 Zeros dos polindmios L-ortogonais na reta real

Teorema 21 Os zeros do polinémios B,, n > 1, sao reais, distintos e pertencem ao
intervalo (a,b).

Demonstracgao.
e B, possui pelo menos um zero em (a,b), 0 < a < b < oo:
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Suponha que B,, nao tem zeros em (a, b). Entdo, B,, ndo muda de sinal em (a, b) , isto
¢, B,(t) > 0ou B,(t) <0,t € (a,b). Por defini¢io,

b
/ B, (£)du(t) = 0.

Mas como t~" > 0 e B,, ndo muda de sinal em (a,b), temos
b

/ £ B (A (t) £ 0,

a

chegando assim em uma contradi¢ao. Portanto, B, muda de sinal pelo menos uma vez

em (a,b).
e B, muda de sinal n vezes em (a,b):
Suponha que B, muda de sinal r vezes em (a,b), 7 < n. Sejam t,1, tn2,.; oy

os pontos onde B,, muda de sinal em (a,b). Claramente, ¢, 1, t,2,..., t,, s30 zeros de
multiplicidade impar de B,,. Logo,

(t = tna)(t = tp)o(t = toy) = > _ajt?
=0

é um polindmio monico de grau r. Como j =0,1,....,rer <n,
. b
> a /t—”ﬂBn(t)dw(t) = 0. (5.19)
=0
Mas B,(t) = > a;t/ é um polindmio cujos zeros tém multiplicidade par em (a,b) ou sdo

7=0
complexos. Assim, ndo muda de sinal em (a,b) e, portanto,

b
Sa [ B, (v 20
=0

o que contradiz (5.19). Logo, B, muda de sinal r > n vezes em (a,b) e como B,, ¢ um
polinémio de grau n, temos que r = n. Portanto, todos os zeros de B,, sao simples e estao
em (a,b).

]
Consideraremos aqui os zeros de B,, ordenados em ordem crescente, ou seja,
a<tpi <tpa<..<tp,<b
O resultado a seguir é uma consequéncia das relagoes de recorréncia e .
Teorema 22 Os polinémios B,, e C,, satisfazem a sequinte relacdo:
Co(t)Bn_1(t) — C1(t)Bu(t) = oznan_lozn_Q...ozg,ugt"_l, n>2. (5.20)
Além disso, o polinomio G,,, definido por
Gn(t) = B, (t)Bn_1(t) — B, _,(t)B,(t), n > 1, (5.21)

satisfaz

Gn+1(t) = [Bn(t)]Q —|— an—i—lﬁn[Bn—l(t)P —|— an+1ant2Gn_1(t), n Z ]_ (522)



5. Polinémios L-ortogonais na reta real 69

Demonstracao.
e Vamos demonstrar primeiro (5.20). Pelo Teorema [20| temos

On<t>Bn—1(t) - On—l(t)Bn(t) :Kt - Bn)cn—l(t> - antcn—2(t)]Bn—l(t)
— Co 1 (D[t = Bn)Bu-i1(t) — ant By o(t)]
=apt[Cp—1(t) Bn-2(t) — Cpz(t) Ba-1(t)],

que é uma equacao de diferencas. Logo,

Cn(t)Br-1(t) — Croa(8) Bu(t) = antlan 1t(Cra(t) Brs(t) — Cr3(t) Bn-a(t))]

= aptay_1t]...(aat(C1(t)By(t) — Co(t)Bi(t)))]-
Como Cy(t) = 0, Cy(t) = ¢, Bo(t) =1 e By(t) =t — By, chegamos em
Cn<t)Bn,1(t> — Cn,1<t)Bn(t> = anozn,lan,g...agug}tnfl, n 2 2.

e Vamos demonstrar agora (5.22)): de (5.21)) e da relagao de recorréncia de trés termos,
obtemos

/

Gu(t) = [(t = Bu) Bu1(t) — ant By o(t)] Bu-1(t) = B,y (8)[(t = Bn) Bua(t) — cnt By (1))
Calculando as derivadas, teremos
Gn(t) = B2 [(t) — anBp_o(t) Bu_1(t) + antG,_1(t).

Logo,
Gn+1(t) = be(t) — Ofn_HBn_l(t)Bn(t) + Qn+1th(t>.
Como B, (t) = (t — Bn)Bn-1(t) — antB,_2(t), obtemos

Gri1(t) = B2(t) + apy1 8. B2 (1) + a1t G (1),

]
De (5.22]), obtemos
G2n+1(t) = Bgn(t) + Oégn_;_lﬁgntnfl(t) + a2n+1a2nt2G2n_1(t). (523)
Mas
Gon_1(t) = B, _5(t) + aon_1Bon_2B3,_5(t) + Qon_100, ot* Gy 3(t)
e

Gon—3(t) = B3, 4(t) + aon_sBan—aB3, 5(t) + 3002, _4t*Gop_s(t).
Continuando esse raciocinio e substituindo em ([5.23)), chegamos em
Gont1(t) =B3,(t) + aany18on B3, () + Qoni100nt’ By, 5(t) + 0ani1QonQon_1Pon—ot” B3, 5(t)

2n—2 R2 2n R2
+ ...+ 052714_10(2”0(2”_1...0(40(35215 Bl (t) + Oé2n+1052n062n_1...0430é2t BO (t)

(5.24)

Analogamente obtemos
Gan(t) =B3,_1(t) + @onBon—1B3,_o(t) + aonao,_1t°Ba, _5(t) + Qon@an—109,—282n—3t° By, _4(t)

+ ...+ OéznOéanlOQn,Q...054043152”728% (t) —+ Oégnggn,lagn,Q...0636(251752”723(2) (t)
(5.25)

Os resultados a seguir sao propriedades sobre os zeros dos polinémios B,, e C),.
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Teorema 23 Se t,,;, € um zero do polinémio B,, para n > 1, entao ele é diferente dos
zeros de C,, e dos zeros de B,,_;.

Demonstracao. Por hipotese, ¢, é um zero de B,,. Entao, de (5.20)),

Cn@n,k)anl(tn,k) = Qplp_10p_2...Q2 U, tn ! # O

pois t, > 0, para k = 1,2, ...,n. Assim, como C,,(t,x)Bn—1(tnr) # 0, t,x nd0 & um zero
do polinémio B,_; e nem de C,,.

Teorema 24 Paran > 2, entre dois zeros consecutivos do polindomio B,,_1 existe um zero

de B,,.

Demonstragéo Seja tp_1x, kK = 1,2,....,n — 1, 0s zeros de B,_;. Logo, por (5.24)) e
- Gn(tn-1%) > 0 e entdo

B, ((tw_1x) #0, parak=1,2,...,n — 1.

Sejam t,_1; € tp—1 41, J = 1,2, ...,n — 2, dois zeros consecutivos de B,,_;. Suponha, sem
perda de generalidade, que B/ (tn—1,) > 0. Entao, B/ (tn—141) < 0. Assim, de ,
B, (tn-1,;) < 0e By, (ty,—1,+1) > 0. O resultado do teorema segue do fato de que B,, é uma
funcao continua e entao existe t entre b1, € ln_1j+1 tal que B, ( ) = 0.

Teorema 25 Para n > 1, dois polinémios de graus consecutivos B,, e B, 1 nao possuem
ZET0S em comum.

Demonstracao. O resultado serd demonstrado por inducao:
e Suponha que existe z tal que By(z) = B(z) = 0, entao, de (5.15)
By(z) = (2 — B2)B1(2) — aazBy(t) = asz = 0.

Como ap # 0, temos que z = 0, mas, como z = 0 nao é zero de B,, n > 1, isto é
uma contradigdo. Portanto, Bi(z) e B2(z) ndo possuem zeros em comum.

e Suponha agora que, para n > 2, B, 1 e B, nao possuem zeros em comum.
e Se B,(z) =0, entdo B,_1(z) # 0. Assim, de (5.15)),
Bn+1(2> = —Oén+1ZBn,1(Z) 7£ 0.

Logo, B, e B,.1 nao tem zeros em comum.

n
Fazendo m = 1,2,...,n — 1 em (5.15)), mostra-se que
t—ﬂl —0ly 0 0 0
—t t— ﬁg —Q3 ... 0 0
Bu(t) =] : P : b linx>1 (5.26)
0 0 0o .. —t t— B,
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De fato, temos que By (t) = |t — 51| =t — B1. Suponha que

t—p
—1
0

0
0

t =P
—t
0
0

0 0

0 0

0 0
t— 671—2 —Qp—1

—t l— ﬂn—l

para n > 2. Por (5.15)), B,(t) = (t — 5,)Bn_1(t) — antB,_s(t), e assim

t— Bl — Q9 0 0
—t  t—[s 0 0
0 —t 0 0
But)=t—B)| . | |
0 0 t— ﬁn—Z —Qp—1
0 0 -t b= B (n—1)x(n—1)
t— /81 — Q9 0 0
—t t— By 0 0
0 —t 0 0
—apt . . . .
O 0 t— ﬁnf?, —Qp—2
0 0 —1 t = B2 (n—2)x(n—2)
t— 51 — Q9 0 0 0 0
t =By 0 0 0 0
= 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t—foz —an 0
0 0 —t t— Bn1 0
0 0 0 0 t— Bn e
t— ﬁl — Q9 0 0 0 0
—t L= By 0 0 0 0
+ 0 0 t— Bn—?) —Q0p—2 0 0
0 0 —t t—Bna 0 0
0 0 0 0 0 —a,
0 0 0 0 -t 0 .
t— ﬁl —Q9 0 0 0
—t t— 62 —Q3 0 0
0 —t  t— 5 0 0
0 0 0 t—Bn1 —an
0 0 0 —t t—B. |
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Teorema 26 Os zeros dos polinémios B, sdo os autovalores da matriz de Hessenberg
inferior

L) 0 . 0 0
m n2 az ... 0 0
m oM My o ey 0|7
m 12 N3 ... Mp—1 Oy
M M2 N3 . Mp—1 T

onde Ny = Ay + B, m=1,2,...,n, e ay; = 0.

Demonstracao. De (5.26)), B, (t) = det(tA,, — B,), onde

1 0 0 . 0 61 (6] 0 0
-1 1 0 ... 0 0 By ag ... 0
A, =] 0 -11 0|eB,=| 0 0 B .. 0
0 0 0 1 0 0 0 Bn

Como det(A,) # 0, podemos escrever
B,(t) = det(A,) det(t] — A 'B,).

onde I é a matriz identidade.
Como det(A,) =1e

111 ..10
111 .11

vemos que B, ¢ o polindomio caracteristico da matriz de Hessenberg inferior H,, = A 1B,
e entao os zeros de B,, sao os autovalores de tal matriz.

u
5.2.4 Exemplo de uma familia de polindmios L-ortogonais
O exemplo a seguir pode ser encontrado com detalhes em [20]
Considere a medida forte no intervalo (a,b), di(t) t dt com 0 <a <

Vb —
b < oo. Os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos 1 ) sao dados por

ay =20, Qppo = e B, =0,

n > 1, com

_Vabea= W=V
V)



5. Polinémios L-ortogonais na reta real 73

Tomando, por exemplo, a = 1 e b = 2, os coeficientes da relacao de recorréncia de trés
3—2v2 3—2v2
V2 4\/_7n21,eﬁn:/8:\/§'ASSim’

termos serao da forma oy, = 5 , Qi =
teremos a seguinte familia de polindémios L-ortogonais:

3+ 2v2 9+ 6v2 124+ 9v2
{1at_\/§7t2_+T\/_t+2’t3_ + \/—t2—i— +4 \/_t—2\/§,...}.

4






CAPITULO

6

Polinébmios para-ortogonais

Este capitulo traz resultados sobre os polindmios para-ortogonais, tanto reais quanto
complexos, que, segundo Jones e outros [9], recebem esse nome devido as deficiéncias em
suas propriedades de ortogonalidade. A principal referéncia utilizada foi [21].

6.1 Resultados importantes

Vamos continuar utilizando aqui a medida 1, definida em (3.12)), e o produto interno
definido em ([3.15]).

Definigao 21 Uma sequéncia {X,} ~, € uma sequéncia de polindmios para-ortogonais
com respeito a uma medida V¥ se, para n > 0, X,, € um polinémio de grau n > 0 que
satisfaz
< Xp,1>#0
< Xp,2">=0,m=1,2,..n—1
< X, 2" > #0.

Observe que {S,}—, e {Sk}. -, ndo sao sequéncias de polindémios para-ortogonais com
respeito a ¢, uma vez que, de (3.21)), < S,,,1 >=< 5,2 >=0e < S*, 2" >= 0.

Definicao 22 Para k € C, k # 0, um polinomio X € k-invariante se
X*(2)=kr.X(2),V zeC.
A sequeéncia {X,} " € {kn} - -invariante se, para cada n, X, € k,-invariante.

Podemos obter sequéncias {x, },- -invariantes de polinomios para-ortogonais tomando
funcoes da forma
Sn(Wn, 2) = Sp(2) + w,S;(2), (6.1)
onde z,w, € C, |w,| =1, n=0,1,2, ....

De fato, S, (w,, z) satisfaz a defini¢do de polindémios para-ortogonais com relagio a
medida 1), pois, de (3.21]), temos

A,
< Sp(wy, 2),1 >=< 5,(2),1 > +w, < Si(z),1 >= Wn Ry # 0;
n—1

< Sp(wp, 2), 2™ >=< S,(2), 2" > Fw, < S;(2), 2" >=0;

A,
< Sp(wy, 2), 2" >=< 8,(2), 2" > tw, < Si(z),2" >= A # 0.
n—1

75
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O resultado a seguir nos fornece uma caracterizagao dos polindémios para-ortogonais
k-invariantes e garante que toda sequéncia de polindmios para-ortogonais com respeito a
uma medida ¢ é obtida a partir de (6.1)). Maiores detalhes em [21].

Teorema 27 Seja {S,} -, uma sequéncia de polinomios de Szego com relagao a uma
medida 1.
w,
a) Se cp,w, € C, n >0, comc, #0 e|w,| =1, e se k, =,—, entdo {c,Sn(wy,,2)}
c

n
€ uma Sequéncia {/@n}zozo-invariante de polinomios para-ortogonais com respeilo a 1 e

|kn| =1, n > 0.
b) Se {X,},—, € uma sequéncia de polindmios para-ortogonais com respeito a v, entdo,
para n > 0,

oo
n=0

Xn(2) = cpSp(wp, 2), z € C,

onde
< X,, S, > <S:;,Sn>7é0 n
C = —— — _— e W = —
R "< S, S, > "
com
<Xy, 1>

£0.

Para cadan >0, se X,, € também k,-invariante, entao

n —

< Sk 1>

Wy,

c
lw,| =1, &y = e |kn| =1.

n

Podemos representar os polinoémios para-ortogonais dados por (6.1)) de outra forma.

Substituindo (3.24)) e (3.26) em (6.1]), temos
Sn(Wy, 2) = 28,-1(2) — W15, _1(2) + W, [Sh_1(2) — ap—128,-1(2)]

n—1

= 2(1 — wpan_1)Sn—1(2) + (wp, — @p_1)S;_,(2)

- (6.2)
w Op—1 oy
= (1 —wpapn_1) |2S-1(2) + 1 j wnojn_l -1(2)
Denotando _ o
o Wy — Qp—1 o wn(l - wnan—l)
Tn = - ’
1- WnQn—1 1- WpQn—1
observamos que, como |w,| = 1, entdo |7,,| = 1.
Assim, tomando o polinémio (6.2) na forma monica, obtemos
So(Tn, 2) = 2S0-1(2) + 1,58 _1(2), (6.3)

com |1, =1,n=0,1,2,....
O resultado a seguir mostra o comportamento dos zeros dos polinémios para-
ortogonais.

. o0 A . o0 . . . A .
Teorema 28 Sejo {X,} _, uma sequéncia {k,} 6 _,-invariante de polindmios para-
ortogonais com respeito a uma medida positiva . FEntao, para cada n > 1, os n ze-
ros de X,, sio simples e estao no circulo unitirio C = {z € C : |z| = 1}.

Demonstragao. Para n > 1, podemos escrever

X0(2) = o+ iz + oo + Cunzn, Cun # 0, e € C,
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k=0,1,...,n. Logo, por hipotese,
X5(2) = Co2" +Cn1 2"+ o G = £ X (2), Kin # 0.

Observe que

Cno = Xn(0) = K X7(0) = CZ—" £0.

Sejam oy, g, ..., o, 0s zeros de multiplicidade impar de X,, em C, contadas as suas

multiplicidades. Se esses zeros nao existem, entao p = 0, caso contrario, 1 < p < n. Para
demonstrar o teorema é suficiente mostrar que p = n.

Se 8 & um zero de X, que nao estd em C, entao, como X, é k-invariante, = é um

1 . . .
zero de X,, e = também nao esta em C. Assim, os zeros de X,, que nao pertencem a C'

(+3)
ocorrem em pares B,E .

. 1 . .
Se [ é um zero de X,, em C, entao § = =. Existe, assim, um ntmero par de zeros de

X,, em C, mas que ndo estao no conjunto {ay, s, ..., a,}. Segue, entdo, que os zeros de

. . 1
X, que ndo estdo em {ay, as, ..., a,} ocorrem em pares | 3, E .

1
Denotemos todos os zeros que ocorrem €em pares (ﬁ, E) pelos 2q numeros
1 1 1
/Bla—_a/BQa—_v"' ﬁqv—_
61 /82 7 5(17

que podem estar em C ou nao. Se nao existem tais zeros, tomaremos ¢ = 0. Claramente,
p+2¢ =n. Como X,(0) # 0, temos que 3; # 0 para j =1,2,...,q.
Consideremos os polindémios

Alz) = { (z—a1)...(z —ap), se p>1,

1,se p=0,
_ [ =B (z = Bg)se g 2 1,
B(Z){ 1,se ¢ =0,

F(z) = 27A(2).

Note que
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Suponha p < n e, assim, ¢ > 1. Entdo, de (3.15) e das expressdes anteriores para
X, (2) e F(z), obtemos

~—

< Xy F > = /CXH(Z)F(Z)CM(Z

= / A()B(=)AC) (1)1 a(2)

ﬁ
:< ) < AB,AB >

JERD q

£ 0.

Como F(z) é um polinomio de grau p + ¢ e < X,,, F' ># 0, as condi¢oes de para-
ortogonalidade implicam que o grau de F'(z) é n. Como tomamos g > 1, isto é impossivel,
pois o grau de F(z) é igual a p + ¢ que é menor do que p + 2g = n. Portanto, ¢ = 0 e
p=n.

Como os zeros dos polindmios para-ortogonais estao no circulo unitario, eles sao usados
para construir férmulas de quadratura no circulo unitério.

Nas secoes seguintes serao apresentadas propriedades de sequéncias de polindémios
{R,},~, que satisfazem & relagao de recorréncia de trés termos

R =14 ichs1)z+ (1 —icpyr)|Ru(2) — 4dpi12Rn1(2), n > 1, (6.4)
com Ry(z) =1e Ri(z) = (1 +ic1)z+ (1 —icy), onde ¢, € R, n > 1 e {dy11},—, é uma
sequéncia encadeada positiva.

6.2 Poliné6mios para-ortogonais reais
Estudaremos primeiramente o caso particular em que ¢, =0, n > 1, em , ou seja,
Roi1(2) =(z+ )R, (2) —4dpi12Rn1(2), n > 1,

com Ry(z) =1 e Ri(z) = z+ 1, com o objetivo de encontrar a sequéncia {R,} _, que
satisfaz tal relacao de recorréncia.
Considere o circulo unitario C' = {z € C :|z] = 1}. Seja ¢ uma medida simétrica

definida em C, isto é,
1
dy (;) = —dy(2)

ou, de forma equivalente, (e) satisfaz

dip (™) = —dy(e”),

pois z = €, com 0 < 6 < 2.
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Para uma medida simétrica, os momentos trigonométricos

by = / 27 "d(z), n=0,£1,+2, ...
C

sao reais e p_, = i, para n > 1. De fato,

Mn:/cz”dw(z):/c—z—tdw (%) :—/Cz‘”(—dw(z))=/cz‘”dw(2) =

Assim,
. 1
= —n = —d = "d = H—n = Hn-
= [ 7o) = [ v = [ v ==

A sequéncia de polinomios de Szegt {S,}, ., associada a 1, que é ortogonal em C, é
definida por

/CSn(z)Sm(z)dw(z) =0, para n # m.

De (3.2)), os coeficientes de reflexao a,, = —S,,4+1(0) também sdo reais e, consequentemente,

de (3.24)) e (3.25)), os polindomios de Szegd associados a 1 sdo reais.

Consideremos duas sequéncias de polinémios para-ortogonais denotadas por

{9.(1,2)}20 e {Su(=1,2)}, 0,
obtidas fazendo w, = 1 e w, = —1 em (/6.1), respectivamente. A partir delas, construimos
outras duas sequéncias de polinémios monicos, {Rgl)(z)} e {Rg)(z)} , definidas da
n=0 n=0

seguinte forma:

Sn(1, 2) Sn(2) + Sk(2)

R (z) = 1+ S;(O) T 145,00

e (6.5)
) B Sna1(—1, 2) Sn+1(2) = S5 14(2)

B = 0 8m@ o D0 S

Pelo Teorema 28| temos que os zeros dos polinémios R%l)(z) e Rg)(z) sdo simples e
estao no circulo unitario.

O resultado abaixo mostra que os polindmios de Szegb podem ser escritos em termos
dos polinémios R&l)(z) e Rf_)l(z).

Teorema 29 Os polinomios S,(z), Rg)(z) e R£L221(z) satisfazem a sequinte relacao:

225,_1(2) = RD(2) + (z = DRP,(2), n > 1.

Demonstragao. De (6.5]), como «,,_1 = —S5,(0) é real, temos

Sn(2) +8,(2) | Snl(2) = Salz) _ 2

RM _1\RW _ =
n (Z>+(Z ) n—l(z) 1— Uyt 1+ Oy 1— O(%_l

(Sn(2) +an-15,(2)).

Usando o fato de que
Su(2) = (1— ai—l)zsn—l(z) — an-15,(2),

chegamos ao resultado desejado.
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6.2.1 Relacao de recorréncia de trés termos

Teorema 30 Os polindmios monicos para-ortogonais Rﬁf), 1 = 1,2, satisfazem as relagoes
de recorréncia de lrés termos

R\ (2) = (z+ DR (2) — 4d 2R (2), n > 1, (6.6)
com condi¢oes iniciais R(()i)(z) =1 ¢eRY(2) =2+ 1. Além disso,
i =1 1 i, =1 1
ntl = Z( —ano)(l+an) ed,, = Z( +an-1)(1 - an).

Sn(2) + Sk(2)
1+ 5,(0)
um polindémio para-ortogonal monico, podemos escrever, de (6.5)), Rg)(z) = Sfll)(z). As-

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas para Rfi)rl. Sendo SV (z) =

sim, basta mostrar que SV satisfaz a relacao de recorréncia
S () = (2 4+ DSP(2) = (1 = an2) (1 + an-1)25,2, (2),

paran > 1, com oy = —1, Sél)(z) =1le Sfl)(z) =z+1
Para isso, utilizaremos as relagoes de recorréncia para os polindémios de Szego dadas

Da definicao de 57(11), obtemos
_ 25n(2) — an S (2) + Sp(2) — 28, (2)

Si(e) = —
= 285,(2) + 55() = L2t (js;g R
= (2 —an1z +1 - 1)5a(2) 4 (1 —ap1+2—2)S5(2)
11—, 1—a,
) (SQ;&S“) (409 + s £ I

Utilizando novamente ({3.24) e (3.26)), temos que
5&)1(2) (a4 1) (Sn(z) + S;;(z)) (It an12)[28n-1(2) — an15, 4 (2)]

11— Op—1
_ (n1+2)[S;_1(2) — 125, 1(2)]
11— Qp—1 ‘

- Qp—1

Colocando S,,_1(2) + S*_,(z) em evidéncia e utilizando a definicio de S, chegamos
ao resultado desejado. Para finalizar, basta tomar 4d§}+>1 = (1—-ap2)(l+a,-1). A
demonstragao para Rﬁl é analoga.

6.2.2 Outras propriedades dos polinémios RS) e Rg)

Os polinémios Rﬁf), 1 =1, 2, satisfazem uma propriedade auto-inversiva, ou seja,

"R (—) = RW(2).

z
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Por isso, sao polindmios auto-inversiveis. De fato, das relacoes de recorréncia , obte-

0 (1 1 2 (1 01w (1
RY, (;> = (2 + 1) RY (;) — 4d£l>+1;R,211 (;) .

Multiplicando ambos os membros por z"*!, obtemos

; 1 1 At N . 1
niip®) (LY (24 g (1) _ygq® L2nm1p0) (2
z n+1 (z) (Z+ )zz w2 n+1zzz ()

a8 (1 N N A |
zmlel(—):=<z+1>%%w>(;>——aéhng ﬁﬁ/l(—).

z

ou seja,

. h (1 . . .
Assim, como Z"Rgf) <— satisfaz & mesma relagao de recorréncia de trés termos que
z
Rﬁf)(z) e com as mesmas condicoes iniciais, entao elas sao idénticas.

O teorema a seguir garante que os polinémios Rﬁf)(z), 1 = 1,2 satisfazem relagoes de
L-ortogonalidade. Maiores detalhes e a demonstragdo encontram-se em [21].

Teorema 31 Os polindmios monicos Rgf)(z), 1 = 1,2, satisfazem as relagoes de L-
ortogonalidade

/ Z—n—&—sRSLl)(z) i dp(2)=0,0<s<n-—1
C

z—1

/ 2R (2) (2 — 1)dip(2) =0,0< s <n— 1.
c

6.3 Polindmios para-ortogonais complexos

Nesta se¢ao, estudaremos a sequéncia de polinomios complexos {R,}, -, que satisfaz
=) | |

Seja 1(z) = 1 (e?) uma medida de probabilidade no circulo unitario C' = {z =
0 <0 <2m},isto &, pp = 1. Por (3.17), temos que a sequéncia de polindmios ortogonais

monicos no circulo unitario {S,} ~,, com relacao a medida 1, satisfaz

2w

/%@a@wwz/&mwwwmm%:%wi
¢ 0

onde 0,,,, € o delta de Kronecker.

Sejam {S’n} os polindémios ortonormais no circulo unitario dados por
n=0
A Sn(z
Sn(z) = (),nZO.
I{TL
Consideremos w tal que |w| =1 e
Sy (w
(w) n > 0. (6.7)

= Gy
A formula de Cristoffel-Darboux (3.4) de ordem n > 0 associada a sequéncia {S,} de

polinémios de Szegd é dada por

S S

K(z,w) = Z S](w)gj(z) _ (W) ;+1<i)_—m5;+1(w)5n+1(z)'
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Consideremos, também, a sequéncia de polindomios {P,(w; z)} ~, na variavel z dada por

P 2) = koW Ky (z,w)

y N Z O;
Sn+1(w) 1 + Tn+1 (w)@n

que ¢ um polindmio moénico de grau n em z que pode ser escrito como

1 Spi1(2) = Tnpa () Sy, (2)
Z—w L+ 7oy (w)oy,

e serd chamado de polinémio nicleo de grau n em z, no ponto w.

Como |w| = 1, entdo |r,(w)| = 1, para n > 0. Assim, os polindémios S,;1(z) —
Tnt1(w) Sk 1 (2) sdo polindémios para-ortogonais associados a S,y1. Portanto, tem seus
n + 1 zeros no circulo unitario |z| = 1, sendo w um desses zeros. Dessa forma, por ,
P,(w; z) tem todos os zeros simples no circulo unitario |z| = 1. Mas w nao é zero de

P, (w; z), pois se z = w chegamos & uma indeterminagao em (6.8]).

6.3.1 Relacao de recorréncia de trés termos

Note que, de (3.25) e (3.26), valem as seguintes rela¢oes para {7,(w)}, definido em
(6.7,

wr, (W) — o, Top1(w) + @

n = n = , n > 0. 6.9
Tt (W) 1 —wr,(w)ay, e wrn(w) 1+ 71 (w)ay, " (6.9)
Temos também que
[1 — wrp(w)a][1 4 Tt (w)a,] = 1 — |a,]?, n > 0. (6.10)
Utilizando as relagoes (3.25)), (3.26)), e (6.10), obtemos
Py(w; 2) = Snl2) — WT"<w)S”(Z), n >0, (6.11)

zZ—w
que quando comparada a (6.3]), nos leva a concluir que

(z —w)P,(w; z) = 28,(2) —wrp(w)Si(z), n >0,
sao polindbmios para-ortogonais.

Teorema 32 A sequéncia de polindmios nicleo monicos { P,(w; z)} satisfaz a relagao de
recorréncia de trés termos

Poii(w;2) = (2 4 bpy1(w)) Po(w; 2) — ap1(w)z P (w; 2), (6.12)

Tn(w)

n > 1, com Py(w;z) =1 e P(w;z) = z 4 by(w), onde b,(w) = W)
Tn—1\W

€ an-i—l(w) =

(14 Ta(w)ap-1)(1 = wry(w)azw), n > 1.

Demonstragao. Considere o polinémio moénico ¢,,q de grau n+ 1, n > 1, dado por
nt1(2) = P (w; 2) + un(1 + mo(w)an-1) 2P (w; 2),

onde u, é uma constante. De e , obtemos

(2 = w)gns1(2) = [2Sn11(2) — an+1(w)S:+1(Z)] + un2[Sn(2) — T (w) S} (2)].
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De e , temos
(2 = w)gns1(2) =2[25,(2) — [T (w)un + @] S5 (2)]

WTp+1 (UJ)

+ [un + w1 (w)an] [25,(2) — Uy, + WThp (W)

5,.(2)

Fazendo u,, = (1 — wr,(w)ay,)w, a relacdo anterior torna-se

(2 = W) = 2[28,(2) — (WS + I [8,(2) - wn (WS ()
Entao,
na(2) = (2 + b 0) Pa; 2),
com b, 1(z) = TTESUU)O, o que completa a prova do resultado.

A partir de e (6.10) podemos escrever os coeficientes da relacdo de recorréncia
a,(w) e b,(w), dados em (6.12)), como

1 — w71 (w)oy, 1 1+ 7 (W),
_ w—

by(w) = = —W
(w) 1 —wry—1 (W), 1+ 7 (w)o,—1
e (6.13)
1- n n 1 n n—
i w) = Oy gy - AT g e,
1 — w1 (w)a,_q 1+ 71 (w)ay,
n > 1.

Vamos considerar agora os polinomios {P,(1; 2)}, ou seja, w = 1, dados por

25n(2) = Ta(w)5;(2)

z—1 ’

P,(1;z) = n > 0.

Assim, pelo Teorema |32 temos que os polinomios {P,(1;2)} satisfazem
Poi1(1;2) = (2 + bug1) Pu(1; 2) — an12P1(1; 2), (6.14)

n > 1, onde PFy(l;z) = 1 e P(l;2) = 2z + b, b, = ™
Tn—1

a1 (w) = (L + mpan—1)(1 — 1 (w)ay,), n > 1, e 7, = 7;(1), para j > 0.
A partir de (6.13)), podemos escrever

o - Tn—10n—-1 1+ TnOn—1

by, = =
(w) 1l —7map 1+ 70
e (6.15)
1 -7« 14 1o
— T % g 2y = T2

n > 1.
Considere os polinomios R,, de grau n dados por Ry(z) = Fy(1;z2) e
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Podemos entao escrever

Egl—ﬁ%)
(z = D)Rn(2) = ——

(1 = Re(rje))

J=0

(25n(2) — TS (2)),

Sn(1
o) o o

Pelo que ja foi visto para os polinémios P,(w;z), temos que os polinomios R, tem n
zeros simples em |z| = 1 e 1 nao é zero desses polindémios. Dessa forma, vale o seguinte
resultado para os polinoémios (z — 1)R,(2):

~—

n > 0, onde 7, =

Teorema 33 Os polindmios R, satisfazem a rela¢dao de recorréncia de trés termos
Rui1(2) =[(1+ichi1)z + (1 —icy1)]Ru(z) — 4dpi12Rn—1(2),

com Ro(z) =1 e Ri(z) = (1+icy)z+ (1 —icy), onde as sequéncias de nimeros reais {c,}
e {dn11} sao dadas por

—Im(m_1an-1)
Ty Re(mn_10m_1)
e
d . 1 (1— |Tn7104n71|2)|1 — Tnan|2
"4 (1= Re(ra10m-1))(1 — Re(maam))’

paran > 1. Além disso {d,11},—,, onde dpy1 = (1 — gn)gni1, € uma sequéncia encadeada

positiva com sequéncia de pardmetros {gni1},., dada por

1 |1- Tnozn|2 >0
n - = , = Ul
It = 51~ Re(ram))

Demonstracao. Considere os polindomios {Rn} dados por Ry(z) = Py(1;2) e

Rn(z) =(1—=Tp10n-1)(1 = 120y _2)...(1 = 1909) Po(1;2), n > 1. (6.16)

Entao, de (6.14) e (6.15)), para n > 1, temos
Pn+1<1; Z) = (Z + bn+1)Pn(17 Z) - anJrlZPnfl(l; Z)

1 —-7a 1 -7
- _nn P,(1; S Lt A . 2 P, (1
(24 72252 ) 15 - {1 e PP (1)

e, fazendo algumas manipulacoes,
(1 = Tpoqan—1)(1 — 7)) Poya (15 2) = [(1 — Than)z + (1 — o) (1 — T_ran—1) Pa(1; 2)
— |1 = Than (1 — |1} 2P,_1(1; 2)
que, de (6.16]), se torna

(1 — TnflOénfl)(l — TnOén>

(1 _ TnOén)(l _ Tn,lozn,l)...(l — 7-0040) Rn-i-l(z) = [(1 - Tnan)z + (1 - m)](l - 7—n—IOCn—l)

% Rn(z)

(1 — Tn_lan_l)(l — Tn_Qan_Q)...(]_ — T()O[())
— |1 = (1 — a1 |*)2

% Rn,1(2>

(1 — Tn,QOdn,Q)(l — Tnfg&nfg)...(l — T()Oéo)
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Roir(2) = [(1 = Toan)z + (1 — Fat)| Ru(2) — |1 — Tt 2(1 — |1 [))2Ruos(2), (6.17)

com Rl(z) = (1 — o)z + (1 — o).
Como |7,| = 1 para n > 0, temos que

(1— |ozn,1\2) =(1- ]Tn,lan,1|2), n > 1.

Se tomarmos Ry(z) = Ry(z) e

1 N
Ra(2) = (1 - Re(ra_10m1))(1 — Re(Ta_20m_2))...(1 — Re(rpa0)) B (2),

n > 1, e substituirmos em (6.17)), obtemos
Rui1(2) =[(1 +ich1)z + (1 —icpi1)|Ro(z) — 4dpi12R—1(2).

Como (1 — gn)gnt1 = dpy1, paran > 1, e |a,| < 1, para n > 0, segue também que
0 < gnt1 <1 paran >0, o que completa a prova do teorema.

Analogamente ao que foi feito para o caso real, podemos demonstrar que os polinémios
R, satisfazem a L-ortogonalidade com relagao & medida 1) definida no capitulo anterior,
ou seja,

/ Z"R(2)(1—2)d(2) =0,0< j <n-—1
c

6.3.2 Zeros dos polinémios R,

Considere a transformagao

2(z) = %@é +277) = cos (g) : (6.18)

com z = e, z € [-1,1] e 0 < § < 27. Desta forma, podemos escrever

1 1 0
(22 +272) = cos (5) =z

N N

(z% - z’%) = isin (g) =iV1— 22

Multiplicando a relacao de recorréncia (6.4) por (42)_(n;1), obtemos

_ (n—1)

2 Rn—l(z)a

_ (n+1)

(42)" 2 Ry = (42)_%[(1+icn+1)z+(1—icn+1)](42)_%Rn(z)—4dn+1z(4z)_l(42)

n > 1.
Consideremos as fun¢oes G,, definidas no intervalo [—1, 1] por

Gn(z) = (42) 2R, (2), n > 0. (6.19)
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Claramente, temos que tais fungoes satisfazem

Gn+1<$€)

231+ ienn)z + (1= i3 1)]Gal(@) = duy1 Gra ()

N
(SIS

(2 +1) +icap1(z = 1)]Gn(r) — dny1Gra(2)

1 1 1 1 1
(z2 4+ 272) + ianE(z? —272)| Gu(x) — dpy1Gro1(x),

N~ DN~

N | —

para n > 1 e, entao,
Gnii(z) = (. — cp1V1 — 22)Gp(2) — dpi1 G () (6.20)

com as condigoes iniciais Go(z) =1 e G1(x) = x — 11 — 22. Dal, temos que as fungoes
G, sdo continuas e derivaveis no intervalo [—1,1].
A partir da transformagao (6.18)), podemos ver que os zeros da funcio G, em [—1,1]

N Oy, , 4 .
S40 T, ; = cos [ —=2 |, onde 2, ; = i, j =1,2,....n. Como R, tem no miximo n zeros
2y 9 ’ n,J ) ) <y ) n

no circulo unitario, por ser um polindmio de grau n, temos que G, tem no maximo n

zeros no intervalo [—1, 1].

Lema 2 As fungoes Gy, n > 1, definidas por (6.19) tém exatamente n zeros no intervalo
(—1,1). Além disso, se x,, k =1,2,...,n sao zeros da funcio G, ordenados em ordem
decrescente, eles satisfazem o entrelacamento

—1< Tptintl < Tpn < Tntin < o0 < Tpp12 < Tyt < Tptpn < 1. (621)
Demonstracao. Fazendo z = 1 em (6.20), temos Go(1) =1, G1(1) =1e
Gn+1(1) - Gn(l) - dn-l—lGn—l(l)-

Assim,
Gn-i-l(l) —1-d Gn—l(l)
Gn(1) "G (1)

e, isolando o coeficiente d,, 1, temos

Gn(1) Gri1(1)
= gom (G )

Como {d,+1},-, € uma sequéncia encadeada positiva, podemos escrever
dpy1 = (1 —my_1)mp, n > 1,

Gry1(1) G1(1)

G (1) Go(1)
a sequéncia minimal de parametros para a sequéncia encadeada {d,11} - . Da definicdo
de sequéncia de parametros, temos 0 < m,, < 1, ou seja,

Gn-l-l(l)
Gn(1)

onde m, =1 — . Note que mg =1 —

= 0. Logo, a sequéncia {m,} -, é

0< <1,

o que implica que G, (1) > 0, para n > 0.
Além disso,
(—1)"Ga(=1) = Gu(1) > 0.
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De fato, se x = —1, temos, para G,

e, para G1(z),

Gi(=1) = =1 = (=1)G(1) =

Suponha que vale para k < n, isto é,

(—1)*Gr(—1) = Gr(1) = G(—1) = ).

Temos entao, da relagao de recorréncia ((6.20)),
Gn(—].) - _Gn—l(_l) - dnGn—2<_1)
Gn_1(1) Gn_o(1)
— (-1
Ve
_ ( (

Gn—l 1) Gn—2 1)

I S

Assim,
(=1)"Gn(—1) = Gpq(1) — d,, G, 1(1) = G (1).
Considere agora as func¢oes de Christofell-Darboux associadas a G,, dadas por

/ /

Woes(2) = Gy (2)Gal) — G ()G (1), 12 0. (6.22)
Usando (6.20), obtemos

W (z) = K1 + f%) Go(2) + (2 — cniV1 — 22) G (z) — dnHG;l(x)] Go(2)

— G (@)[(z — car1V1 = 22)Go(2) = dis1 G (2))

/

1[G () G (1) — G (2)G()] + (1+ )Gi(x»

Logo,

W1 (2) = dyys Wi () + (1 4l ) G2(z), n > 1. (6.23)
Vamos analisar os zeros da fungao G,, para n > 1.

e Fazendo Gy(z) = = — c;v/1 — 22 = 0, obtemos um zero de G; que pertence ao
1

intervalo (—1, 1), isto é,
C1

V1i+a

, temos que G (711) = 1+ ¢2 > 0. De (6.22), obtemos

1< T11 = < 1.

rCcq

V1 — 22
W1<(L'171) = G;(xl,l)GO(xl,l) — G;)(ZELl)Gl(ZELl) = GII(ZL‘Ll) > 0.

Como G(z) =1+
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Por (6.23),
Wg(ﬂle) = d2W1($171) + 1 + — G%(ale)

= doyWi(21,1).
Novamente de , podemos escrever a expressao anterior como
WQ(xl,l) = G;($1,1)G1($1,1) - G;($1,1)G2($1,1) = —G;($1,1)G2($1,1) > 0.
Como G/l(xlgl) > 0, concluimos que Ga(z11) < 0.

e Agora, considere n = 2. Como G5 é continua em [—1,1], Go(—1) > 0, Ga(z11) <0,
G2(1) > 0e —1 <17 < 1. Entdo, existem pontos xa; € 225 que sdo zeros de Gy e
satisfazem

—-1< Too < Ty < X2y < 1.

Além disso, G;(xm) <0eGi(xg1) >0 eainda Gi(z92) <0 e Gi(ze1) > 0.
Wy, dada por (6.22)), quando calculada nos zeros de G, pode ser dada por
Wa(wa;) = Gy(12,)Gr(w2) > 0, j = 1,2.

De (6.23)), obtemos
Wg(l’QJ) = d3W2($2J) > 0, j = 1,2

Usando novamente (6.22)), podemos escrever
Wg(l’g}j) = —G/2<I2,j)G3(I27j) > 07 ] = 1,2
Como Gy(w22) < 0 e Gy(x1) > 0, concluimos que G3(w22) > 0 e Gs(z,) < 0.

e Considerando agora n = 3, temos que, como G3 é continua em [—1,1], G3(—1) <0,
Gs(x22) > 0, G3(221) <0, G3(1) >0 e —1 < @95 < w93 < 1, entdo existem pontos
T33, T3z € Tz1 que sao zeros de (3 e satisfazem

—-1< T33 < To2 <T32 < T2y <Xz < 1.

e Procedendo dessa forma para n = 4,5, ..., mostra-se que as fungoes W,,(x) nao sao
sempre positivas para = € [—1, 1], mas sao positivas nos zeros de G,,, ou seja,
Wn(xn,j) > 0, WnJrl(xn’j) = dn+1Wn($n,j) > O, ] = 1, 2, . n,
para n > 1. Além disso,
W (2ns) = Gy, (2n5) Gt (Tn;),
Wit (n) = =Gy (€0,7) G (Tn ).

Portanto, as fun¢oes G,, tém exatamente n zeros no intervalo (—1,1) e eles satisfazem o
entrelacamento dado em (6.21)).

O teorema a seguir é uma consequéncia de (6.19) e do Lema

Teorema 34 Os polinomios R,, n > 1, definidos pela relagao de recorréncia de trés
termos (6.4), tém seus zeros simples e em |z| = 1. Além disso, se denotarmos os zeros
de R, por z,; = e, j=1,2,...,n, vale o sequinte entrelacamento

0< 9n+1,1 < Qn,l < Q,H_LQ < ... < Hn—‘rl,n < Qn,n < 9n+1,n+1 <2m,n>1.
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6.3.3 Polindmios associados aos polinémios R,

Consideremos as funcoes de Christoffel-Darboux associadas aos polinémios R,,, defi-
nidas por

/

Vo(z) = R, (2)Rp-1(2) — R;_I(Z)Rn(z), n>1.
Derivando (6.19) com respeito a z, temos

Gala(2)) = G,(0)7 (=75 = 1) € (42) FRa(2) = (42) 2R, (2) — 20 (2) (42) 5"
Gl (x) = (12) 7" (22R, (2) — nR,(2))- ! .

Dessa forma, conseguimos obter uma relacao entre W, (z), definido em (6.22), e V,,(2):

(42)—(71—1)
W(x) = —1(2an(2) — R,1(2)Rn(2)), n > 1.
Z —
Portanto, vale
—(n—2)
“n,j _ 92n-3 . >
— 1Vn(zn,j) =2""""W,(zpn ), J=1,2,..,mn, n > 1.
n’]

o (o9} ~ . A .« . .

Denoozando por {my} _, e {M,} ~, as sequéncias de parametros minimal e maximal

de {d.}, ,, respectivamente, temos que {di,} _,, onde di, = dyi1, n > 0, é uma

sequéncia encadeada, pelo Teorema [I} Temos entdao que {mq,},- ;e {My,} -, sdo suas

sequéncia de parametros minimal e maximal, respectivamente, considerando my ,, = M4
e Ml,n = ntl, 1 Z 0.

Da relacao de recorréncia de trés termos para R, temos

_ Rn(l) R, 1(1)
= g (1 Bhan ) 2

o0

Assim, {7, },_,, com

Rn+1(1)
Mmp=1———-2>n>0
" 2R, (1) — 7
é a sequéncia minimal de parametros da sequéncia encadeada {dl,n}zo:l.
Pelo Teorema , a sequéncia {my,} _ € tal que 7, < mq,, n > 0.
Da sequéncia encadeada positiva {d,} -,, que ndo é unicamente determinada, utili-
zando o Teorema podemos definir um valor para d; de tal forma que d; < M e {d,} ~,

seja, também, uma sequéncia encadeada. Escolhemos entao d; = (1 — My)M;, onde
Considere a seguinte fracao continua finita
Qn(z) 2d;
R,.(z) Addyz

(1+ic)z+ (1 —icy) —

4d,,z

(Lic)z (I —deo) =+ S e

Da teoria de fra¢oes continuas (ver [I]), os polinomios @, e R, satisfazem

Roi1(2) =[(14+ichi1)z+ (1 —icpi1)|Ru(2) — 4dpy12Rn1(2), (6.24)
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Qni1(2) = [(1 +icni1)z + (1 = icn1)]Qn(2) = 4dni12Qn1(2), (6.25)

paran > 1, com Ry(z) =1, Ri(2) = (1 +ic1)z + (1 —icy), Qo(z) =0 e Q1(z) = 2d;.

Os polinémios (),, sao chamados de polinémios associados a R,,.

Vimos na se¢ao anterior que os polindmios para-ortogonais reais satisfazem uma propri-
edade auto-inversiva. Os polinémios R,,, para-ortogonais complexos, satisfazem & mesma
propriedade:

Ru() = o) = 'R (£,
De fato, para n = 0, temos que Rj(z) = 1 = Ry(z). Para n = 1, temos
Ri(2) = (1 +ic))z + (1 —ic;) =
= R (i) =(1+ icl)% +(1—ic) =

:>R1(

> = (1 —201)24‘ (1+201) =
1

= 2R, (:) = (1 —icy) + (1 +ic)z.

I\

Q|| =

z

Assim, Ri(z) = Ry(z2).
Da relagao de recorréncia de trés termos para R,,, temos

R (%) . {(1”(;%1)% ‘a _ian)} R, (i) LR, (f) -
= Ry, <%) = [(1 - ianrl)i +(1+ iCnH)] W - 4dn+1—Rn 1 ( )

~ R, (%) (1 —ienir) + (1 +icni1)2] " Ry (%) ddyar =" Ry (Z>
= R 11(2) = [(1 +icpi1)z + (1 —icni1)| Ry (2) — 4dnia 2Ry, (2),

ou seja,
* —_—
nr1(2) = B (2),
pois satisfazem as mesmas relacoes de recorréncia de trés termos.
O polinémio @),, de grau n — 1 também satisfaz uma propriedade auto-inversiva:

Qn(z) = z’“@ = Qu(2).

A demonstragao ¢ analoga ao que foi feito para R,,.

6.3.4 Outras propriedades dos polinémios R,

Sendo {R,} e {Q,} sequéncias de polinomios obtidos da sequéncia de nimeros reais
{c,}, da sequéncia encadeada positiva {d,} e das relagdes de recorréncia de trés termos

e , temos que
_ Z VnZn 1
n=1

Qn(2)
Ry (2)

¢ a expansao em série na origem da fungao racional Maiores detalhes em [21].
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Definimos assim o funcional de momento N como
N[ =vp,n=0,%1,42, ... (6.26)

O resultado abaixo garante que para este funcional de momento, os polinémios R,
satisfazem as relagoes de L-ortogonalidade.

Teorema 35 Sejam {R,} e {Q.} sequéncias de polindmios obtidos da sequéncia de ni-
meros reais {c,}, da sequéncia encadeada positiva {d,} e das relagées de recorréncia de

trés termos (6.24)) e (6.25). Entao, se o funcional de momento N ¢é tal como em ([6.26]),
0s polindmios R, satisfazem

N[C"R,(O]=1¢ 0,7=0,1,..,n—1
Tns .7 =n
2d; Ad,iq

n > 1, onde v =1y = Y1, N > 1.

1+i01 €M = 1+i0n+1

O teorema que apresentaremos a seguir é similar ao Teorema de Favard [9 Maiores
detalhes e a demonstracao encontram-se em [4].

Teorema 36 Dadas uma sequéncia de nimeros reais {c,} -, e um sequéncia encadeada
positiva {d,} ", existe uma medida de probabilidade nao-trivial p no circulo unitdrio
associada a estas sequéncias. Se My > 0, onde {M,} € a sequéncia mazimal de parametros

de {d,}, entao p tem um ponto de massa My em z = 1. Seja N o funcional de momento
associado com {c,} e {d,} dado em (6.26)). Entao,

N = /anu _Odu(C), n = 0, 41,42, .

6.4 Exemplos de polindmios para-ortogonais

Considere a medida de Lebesgue dy)(¢) = %dqﬁ. Como tal medida é simétrica, seus
momentos sao reais e assim os coeficientes de Verblunsky também o sao. De fato, po =1
e i, =0, paran > 1, e assim

a, =0,n>0.
Portanto, de (3.22)), temos que Sp(z) = 1 e S1(z) = z, e entdo, de (3.26), S,,(z) = 25,-1(2),

n > 1, o que nos leva a
Sn(z) =2",n>0.

Logo, {1, z,2% 23,...} é uma familia de polindmios para-ortogonais.






CAPITULO

/

Propriedades de algumas classes de
polinémios

Neste capitulo consideraremos a sequéncia de polinomios {Q, }, -, gerada pela relacéo
de recorréncia de trés termos

Qm+1(z) = (z + Bm—&-l)Qm(Z) - am+1ZQm—1(z)> m = 17 27 X3 (7'1>
com Qop(2) =1le@Q(z) =2+pP1,onde oy, B, 2€Cea, #0,m=2,3,...¢ 5, 0, m =
1,2,3,.... Serdo apresentados alguns resultados sobre os zeros dos polinomios {Q,}

dadas algumas restricdes para os coeficientes o, e (G,.
A vprincipal referéncia utilizada aqui foi [17].

7.1 Representacao dos zeros de {Q,} ~, como autova-
lores

Da relagao de recorréncia dada em ([7.1) temos que z = 0 nao é zero de @,,(z). De
fato, se m = 1 entdo Q1(0) = f; # 0 e, supondo que vale Q,,—1(0) = 5152...0m-1 # 0,
temos que Qu(0) = B Qum-1(0) # 0.

Lema 3 Para qualquer m > 1, os polinémios consecutivos Q,, € Qi1 nao tém zeros em
comum.

Demonstragao. Temos que ([7.1]) pode ser escrito como

az = (2 + f2)Q1(2) — Q2(2),
Qn(2)  Quarl?)
Qm—l(z) Qm—l('z)7

Dessa forma, se w € C é zero de Q1 e )9, entao asw = 0. Como «,, # 0 para todo m e
w = 0 ndo é zero de nenhum @,,, temos uma contradi¢do. Portanto, Q1(2) e Q2(z) ndo
tém zeros em comum.

Suponha que, para m > 2, Q,,—1 € Q,, ndo tém zeros em comum. Se @Q,,(w) = 0,

entao Qm-1(w) # 0 e de (7.2), Qmi1(w) = —mp1wQp—1(w) # 0.

Logo, @, € Qpr1 nao tém zeros em comum.

m>o. (7.2)

Umy12 = (2 + Bms1)

93
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De (7.1]) obtemos também que, para n > 1,

Qn(t)

zZ + 51 — Qg 0
-z  z+ 0y —as
0 0 0
0 0 0

Temos entao o seguinte resultado

0
0

Z’+’ﬁn—1 — Oy
z+ P

—Z

0
0

Teorema 37 Os zeros de (), sao autovalores da matriz inferior de Hessenberg

onde Ny = Oy — B, M =

m az 0
m 72 Qs
B m mn2 13
m N2 13
m N2 13

1,2,...n, e vy = 0.

Sendo [ a matriz identidade, e dadas as matrizes

0 0 0
1 0 0
-1 1 01,B,=
0 0 1
100
110
e 111
1 11
1 11

1
1

0
1

o

B

temos que H,, = B, A e, podemos também escrever Q,(z) = det(zI — B,A,!). Dai, Q,

& o polinomio caracteristico da matriz B, A, ! e também da matriz (B, A,!)!

(A D) B

Isso significa que os zeros de (), sao também os autovalores da matriz de Hessenberg

superior

T Y2 3

Qy Y2 3

o 0 az 73
0O 0 0

0O 0 O

onde vV, = Qi1 — B, m=1,2, ...

Yn—1
7n—1
Yn—1

-1
(079

Bn
Bn
Bn

'_k%
_jgn
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.« . o0

7.2 Limitantes para os zeros de {Q,},_,
Sendo 7, A\; e Ay constantes tais que 7 > 0 e A\ > )y, definimos a regiao
WA, e, 7)={z=ax4+yieC:ly <7, A\ — V72 —1y2 <2< g+ /72 —y2}.

Sendo Ds = diag(d,d?, ...,0"), uma matriz diagonal n X n onde § # 0, temos que os
autovalores da matriz H,, sdo os mesmos de

™ 042571 0 0

7715 M2 0 0

’ 0 7,]1571—3 7725”_4 Oén,1(5_1 0
mo" % md" L Mo oot

Mot med" 2 . 10 Mn

O teorema a seguir serd necessario na demonstragao do proximo resultado

Teorema 38 (Circulos de Gerschgorin) Seja A wma matriz de ordem n com entradas
complexas. Entao, todo autovalor de A estd em pelo menos um dos circulos C1, ..., C,,
onde o i-ésimo circulo C; tem centro em (a;;,0) e raio r; dado por

n

r; = Z |aij],i:1,2,...,n,

j=1j#i
onde a;; € o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de A.

Maiores detalhes e a demonstragdo podem ser encontrados em [13].

Teorema 39 Para qualquer n > 2, considere

oM = mdzlag|, k =2,3,....,n e nM = mda|n|, k = 2,3,...,n.
Sejam
VoM aM
Vary+ 77% Ay +|n1|_77n
¢ M
2
dy = Zn

()2 + 4ot (Im| = mf) +
Entao, os zeros de Qi, 1 < k < n, estao dentro do disco |z| < p,, onde
ay’ + m| =y
m|

pn = | — m!
(VoM + \/nM)2 | caso contrdrio.

, s 0 <dy <dy,

Se os my, para k = 1,2,....n, sao todos reais, entao os zeros de Qr, 1 < k < n, estdo
dentro da regiao W (nn1,Mn.2, Pn), onde

Mg = min{ne, k=1,2,...n}, Nua=mdz{ne, k=1,2,...,n}

an’)? + 4ol (Im| — nlf) + oy
o e oyl 500 < dy <

(v aM + \/777]{/[)2 — T}T]L”, caso contrdrio.
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Demonstracao. Vamos considerar aqui 0 < 6 < 1. Pelo teorema de Gerschgorin temos

n
que os autovalores da matriz DsH, D; "', que é a matriz H,, estdo dentro de |J A,(:)((F),
k=1

onde A" (6) é o disco fechado com centro em 7y, € raio pg(6) = |7l i 6"+ | |6t Temos

entao

y J
p1(6) < p1(d) = 1—_5!7}1|

e, para 2 < k <n,

- < —

pr(0) < -

Escolhemos um valor de § que minimiza max {p;(9), p,(d)}, que acaba sendo dy ou dj,
dependendo se n << |n;| ou ndo. Isso nos da a primeira parte do teorema.

Note agora que o disco Agn)(d) esta dentro do disco |z —n1| < p1(0) e, para qualquer
k, 2 <k <mn, o disco A,(C")((F) esta dentro do disco |z — ng| < pn(6).

Escolhemos ¢ que minimiza max {p1(9), p.(9)}, que acaba sendo ds ou d;, dependendo

se nM << |m| ou nao. Uma vez que os centros n; de todos os discos A,(C")(5) estao em
linha reta (nesse caso, na reta real), obtemos a tltima parte do teorema para o polindémio

Qn-
Uma vez que o zero de Q1(2) é my, ele estd em |J A,(:L)(d). Se pétalquel <p<n,
k=1

p
entao os autovalores de H, (isto é, os zeros de (),) estao em [J A,(f)(é). Como A,({p)(é) C
k=1
A,(C")(é) para 1 < k < p, notamos que os zeros de ), também estao em U A (5) Entao

os resultados do teorema sao validos também para todos os pollnomlos Qk, 1<k <n.
|

Como exemplo, aplicaremos os resultados do teorema anterior em um caso especifico,
onde, dadoa >0, as = —aear=a,3<k<nef, =0 1<k <n. Temos entao

oM=aen=a+p.

Assim,

edg— .
a++va+p a+p

Entao, os zeros de Qx, 1 < k < n, estao dentro do disco |z| < p,, onde

4, — Va «

R 0,se 0 < a < va ,
Pn = at+B  \Ja+a+p
2a+ B+ 2y/a(a+ ), caso contrario.

Va
Mas, como < entdo |z| < 2a+ f+ 2/ a(a+ B).
a++a+p a+5

Escolhendo, por exemplo, 8 =5 e o = 1, temos Qp(2) =1, Q1(2) = 2+ 5,

Q2(z) = (Z + 5)@1(2) + ZQO(Z) =224+ 112+ 25
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e

2] < 11,9.

Figura 7.1: Localizagdo dos zeros dos polindomios (a) Q1(z)

22 4+ 112 + 25.

10+

—10F

Qnt1(2) = (2 +5)Qn(2) — 2Qn-1(2), n > 2.

Nesse caso, utilizando o Teorema temos que os zeros de @i, 1 < k < n, estao em
|z| < 7+ 2v6 = 11,9. Nas Figuras 7.1 até 7.3 temos a representacio dos zeros dos
polinémios ), para 1 < k < 6, onde podemos observar que estao todos dentro do disco

10+

—10F

10

10

z+ 5 e (b) Q22)

—10F

L
-10

L
5 10

Figura 7.2: Localizac¢ao dos zeros dos polinomios (a) Q3(z) = 2%+ 1522+ 752+ 125 e (b)
Qa(z) = 2* +192% + 13922 + 4752 + 625.
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Figura 7.3: Localizagao dos zeros dos polinémios (a) Q5(z) = 2°+2321 421923+ 109522 +
98752 + 3125 e (b)Qg(2) = 28 + 2725 + 31524 + 205123 + 787522 + 168752 + 15625.

O resultado abaixo ¢ atribuido a Saff e Varga (ver [16]).
Teorema 40 Sejam oy, k=2,3...,n e B, k=1,2,...,n nimeros reais positivos. Defina
T=min{—n=PFr—ar: k=12 ...,n},

coma; = 0. Entao, se > 0, a regido parabdlica PT (1) = {z =z +iy € C : y* < 47(7 + 1),
x> —T}, nao contém zeros dos polinémios Q1,Qa, ..., Q.

O resultado a seguir nos fornece um zero dos polinémios (), para 1 < k < n e k impar.

Teorema 41 Se f, = 8, k = 1,2,...,n, na relagio de recorréncia (7.1) entao todos os

polinomios Qr(2), 1 < k <n, de grau impar que satisfazem tal relacao tem z = —f como
zero.
Demonstragao. De fato, Q1(z) = z + § e entdo z = —f3 é zero desse polinomio.

Temos

) — azzQ1(2)
= 2) —azz(z + )
= (2 + 8)[Q2(2) — as?]

e assim, z = —f3 é zero de Q3(2).
Suponhamos que z = —f é zero de Q,,_1(2), onde m — 1 é impar. Podemos entao
escrever

Qm-1(2) = (2 + B)P(2),

onde P(z) é um polinémio de grau m — 2.

Logo,
Qm+1(2) = (2 + B)Qm(2) — ams12Qm—1(2)
= (Z + 6)Qm<z) - am+1z<z + 5)P(2)
= (24 8)[Qm(z) — am12P(2)].
Portanto, z = —f é zero de @), 11, onde m + 1 é impar.
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Sendo By, = 8 >0,1 <k <mn,ea >0,2 <k <n, considere z = z(f;2) =
%(ﬁ_%z% + 552_%) e os polinémios P, 0 < k < n, dados por

Pi(w) = (482)72Qu(2), 0 < k < . (7.3)
Tais polindomios satisfazem Py(z) =1, Pi(z) =z e

Poii(2) = 2Py(z) — O‘Af;lpk_l(x), 1<k<n, (7.4)

e tem zeros simétricos em relacao a origem.

De fato, substituindo em obtemos . Para mostrar que os zeros sao
simétricos, basta observar que Py(x) = Py(—z), Pi(z) = —Pi(—x) e, supondo que Py(z) =
(—=1)*P.(—x), obtemos Pyyi(x) = (=1)*"1 Py yy(—2).

Do Teorema temos que, se k ¢ impar, z = —f é zero de Qx(z). Entdo, como

r = %(ﬂ_%z% + B2272), temos que = = 0 é zero de Py(z).

Teorema 42 Os zeros dos Py(x), 1 < k <n, definidos em (7.3), sdo reais e distintos se
OL=0>0,k=1,2,....n, e >0 para k =2,...,n.

Demonstracao. Temos que P;(z) = z, logo x11 = 0 é zero de P; e é real.

Qg . ~ Q9
De (7.4), Py(z) = 2*> — — ¢ assim seus zeros em ordem crescente sao To1=—y/— €
46 4p
Q9 . ~ . . .. ~
Tog = .| —, OU seja, S0 reais, pois ag > 0 e S > 0, e distintos. Entao, os zeros de P; e

4B
P; se entrelacam, ou seja,
To1 < T11 < T22.

Fazendo k = 2 em (7.4)), obtemos Py(x) = xPy(x)— Z—;Pl(a:). Como os zeros sao simétricos

em relagdo a origem vamos analisar apenas o intervalo (0, +00). Tomando entdo x = xa o,
temos que
Py(2) = — 2 Py (155) < 0
3(Z2,2 18 1(Z2,2

e, como lim Ps(z) > 0, temos uma mudanca de sinal de P; em (295, +00), ou seja, Ps
T——+00

tem um zero neste intervalo. Pela propriedade de simetria dos zeros, P; também tem um
zero em (—00,xg1). Como Ps é de grau impar, x = 0 é um zero. Logo, Ps tem trés zeros
reais e distintos, que se entrelacam com os zeros de Ps.

Suponhamos agora que os zeros de P, 1 e P, o sao reais, distintos e entrelacados,
sendo n impar. Sejam Zj,-1 < Tap-1 < ... < Tp_1,—1 08 zeros de P,_;, em ordem
crescente. Para © > x,,_1 -1,

a
Pn(xn—l,n—l) = __nPn—2<xn—1,n—1) <0
4p
e, como lim P,(x) > 0, temos que no intervalo (z,_1,_1,+00) existe um zero de P, (z).

Tr—-+00
Para © = x,_1 5,2, temos

Pn(xn—l,n—Q) = n—Q(l'n—l,n—Q) > 0.

Qp

40
Como sgn (P, (zp—1n-1)) < 0 e sgn (P, (xy_1,-2)) > 0, temos que existe um zero de P, (x)
€m (‘Infl,nf% xnfl,n71>-
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Analisando o intervalo (0, +00) dessa mesma forma até x B onde LgJ denota o
L2

maior inteiro menor ou igual a F, como definido anteriormente, obtemos que P,(z) tem
n

bJ — 1 zeros nos intervalos (2,_1;, Tn—1+1), onde j = L%J , ..., — 2, € um zero em
(Tp—1n-1,+00). Como n é impar, P,(z) tem um zero em = = 0. Portanto, P,(z) tem n
zeros reais e distintos que se entrelacam com os zeros de P, ().

Para o caso par a demonstracao ¢ andloga, mas nao teremos x = 0 como zero de P,(x).

Logo, P,(x) tem zeros reais e distintos.
n

O seguinte resultado diz respeito ao comportamento dos zeros do polinémio (),, quando
i1 > 0, Vn, e (5, ¢ uma constante positiva.

Teorema 43 Seja B, = 3 >0 para k =1,2,...n e ag > 0 para k = 2,...,n. Entao, os
zeros de qualquer Qy, 1 < k < n, sao distintos (exceto pela possibilidade de um zero duplo
em z = 3) e estio localizados em C(3)U(0,00), onde C(B) := {z: 2 = Be”,0 < 0 < 2r}.

Ag+1

4p

zeros s@o distintos e se localizam no circulo aberto C([3).

n—1
Em particular, se { } € uma sequéncia encadeada positiva, entao todos os

Demonstracao. Considere x = z(f;2) = %(ﬂ_%z% + B2272) ¢ os polinomios Py(z)
dados em ([7.3). Pelo Teorema [42| temos que os zeros de Py sdo reais e distintos, e como

visto anteriormente sao também simétricos em relagao a origem.
k k
— 2 2 _ 2 2 5
Se escrevermos Py (x) = Hl(x — T5,;) € Pappi(x) =2 Hl(x — Thpy14)s entao, como
Jj= =

Qu(2) = (482)% Pu(w(B; 2)), vemos que

R I

z .
]:1 2k7]

k 52
Qaors1(2) = (24 0) H[Z—Z%H,j) (2— )} )
j=1

Z2k+1,j

2

Zk,j . ~
onde 73 = (20%; — 1) + 2y /af ;(x,; —1). Dai, se x}; < 1, entao z; e s formam
% 9, 9, b Zk,]

um par conjugado de zeros de @x no circulo C'(3) e se xiﬂ. > 1, entao eles sao dois zeros
positivos de ()i, inversos um do outro em relagao ao ponto 5. Entao, concluimos que os
zeros de @y, estao ou no circulo C'(f) ou na reta real positiva. Se z = 5 é um zero de Qy,
entao ¢ um zero de multiplicidade 2

k1
46 )=
que existe uma sequéncia {gk}z;é, onde 0<go<lel<gy<lparal <k<n-—1,tal

que, Oifgl — (1= goi)gr 1<k <n—1

De ()

n—1
Assumimos agora que { } ¢ uma sequéncia encadeada positiva. Isso significa

e (- )

e assim, temos que todos os zeros de Py, 1 < k < n estdo em (—1,1). Dai, nesse caso,
todos os zeros de Qg, 1 < k < n, estdo no circulo aberto C(f3).
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Como exemplo, vamos tomar § =2 e a; = 10, 2 < k < n, e assim temos Qy(z) = 1,
Qi1(z)=z+2e
Qmi1(z) = (24 2)Qm(2) — 102Q,,—1(2).

Pelo Teorema [43] os zeros de Qp, 1 < k < n estao em C(2) U (0,00), onde
C@2):={z:2=2¢"0<0<2r}.

Nas Figuras 7.4 e 7.5 temos a localizagdo dos zeros do polindémios @y para k =1,2,3 e 4
representados juntamente com C/(2).

Figura 7.4: Localizagao dos zeros dos polinomios (a) Q1(z) = 2+ 2 e (b)Qa2(2) = 2% —
6z + 4.

15- 1 20F

10-

. b . o)
NS %
(a) (b)

Figura 7.5: Localizacdo dos zeros dos polinomios (a) Q3(z) = 23 — 1422 — 282 + 8 e
(b)Q4(z) = 2* — 2223 + 422 — 882 + 16.

Corolario 2 Seja B, = >0, 1 < k <n. Entao, vale o sequinte:

1. Se 0 < a1 < B, 1 <k<n-—1, entao todos os zeros de Qr, 1 < k < n, estio em

C(B).

2. Em particular, para € >0, se 0 < a1 < f—¢€, 1 <k <n—1, entdo os zeros de
qualquer Qr, 1 < k < n estao no arco de C(B) que estd fora da regiao parabdlica
Pre)={z=a+iye C:y* <de(e+ ),z > —¢},
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[a
3. Novamente, se 0 < agy1 < f, 1 <k <n-—1, seja kK, = max kgl. Entao,

1<k<n—1
todos o0s zeros de Qr, 1 < k <n, estao no arco aberto

C(B,0,) == {z:2=Be"0, <0 <2r—0,},
onde 6, = 2 arccos (/{n cos (nLH))

4. Para e > 0, suponha que 0 < g1 < f—¢, 1 <k <n—1. SeQ, tem algum zero fora

de C(f3), entao ele estd no intervalo (—\/’Bge, \/’BT>, onde b= (\/B + €+ e)>.

Demonstracgao.

1. Em [7], encontra-se um resultado que diz que se {cn}fj:l ¢ uma sequéncia encadeada
positiva e 0 < d,, < ¢,, Vn, 1 < n < N, entao {dn}i\f:1 ¢ uma sequéncia encadeada

n—1

s . (077N , . L .

positiva. Aqui temos que 15 ¢ uma sequéncia encadeada positiva, pois
k=1

A1

4p

<B_1
=48 4

1 n—1

e {Z} é uma sequéncia encadeada positiva.
k=1

2. Esse resultado segue diretamente dos teoremas [40] e

3. Considere 0s polinomios Py(z) = (482)"2Qk(z), onde z = x(8;2) = %(ﬁ_%z% +
ﬂ%z’%). como ja foi falado, eles satisfazem

11

46

com Py(z) = 1 e Pi(z) = x. Dai, pelos teoremas 2 e 3 de |8] os zeros de Py(x),

Piii(z) = xPi(x) — P 1(2),1<k<n-1,

~ . A ~ ™ (077N
1 < k < n, estdao no intervalo (—z,), onde £ = cos max )
n—+1) 1<k<n-1 I6]

Entdo, a aplicacio Qx(z) = (482)2 Py(2(5; z)) nos da o resultado.

4. Note que todos os zeros de Py(z) = (482)~ 2 Qx(2) estdo no intervalo (—1 / ’8;6, \/ 526).
Dai, como Qy(z) = (482)% Py(x(8; z)), obtemos o resultado.




CAPITULO

5

Consideracoes Finais

A realizacao desse trabalho possibilitou o estudo das classes de polindmios apresen-
tadas, fazendo um aprofundamento nas caracteristicas de cada uma delas, o que deixou
claro a sua importancia.

Destacou-se o estudo da propriedade que diz que tais classes satisfazem a uma relagao
de recorréncia de trés termos e também resultados importantes sobre o comportamento
de seus zeros. Foram apresentados exemplos de cada uma das classes estudadas para uma
melhor compreensao e visualizacao dos resultados.

Ao meu ver o ultimo capitulo é o mais interessante pois contém propriedades e resul-
tados que se estendem para todas as classes de polinémios que satisfazem a relacao (|1.2)),
e nao apenas as que foram abordadas nos capitulos anteriores, sendo que o Teorema
foi um resultado observado durante a elaboragao da dissertacgao.
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