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Resumo

Neste trabalho estudamos as propriedades de algumas classes de polinômios que satis-
fazem uma relação de recorrência de três termos como, por exemplo, os ortogonais, que
já foram muito bem explorados, e os para-ortogonais, cuja nomenclatura tem relação com
as de�ciências em suas propriedades de ortogonalidade.

Foram apresentados resultados sobre o comportamento dos zeros de tais de polinômios,
além de alguns exemplos como aplicações.

Palavras-Chave: Relação de recorrência de três termos, Polinômios ortogonais, Po-
linômios auto-inversíveis, Polinômios L-ortogonais, Polinômios para-ortogonais, Zeros de
polinômios.





Abstract

In this work we studied the properties of some classes of polynomials wich satisfy a
three term recurrence relation as, for example, the orthogonals, that has already been
well explored, and the para-orthogonals, whose name is related to the de�ciences in their
properties of ortogonality.

Results about the behavior of the zeros of these polynomials was shown, besides some
examples as aplications.

Keywords: Three term recurrence relation, Orthogonal polynomials, Self-inversive
polynomials, L-orthogonal polynomials, Para-orthogonal polynomials, Zeros of polynomi-
als.
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Capítulo

1
Introdução

Em geral, o estudo de propriedades de polinômios algébricos, apesar de pertencer
a uma subárea clássica da Análise, possui diversas aplicações em inúmeros campos da
Matemática Aplicada como, por exemplo, no estudo de soluções numéricas de equações
diferenciais ordinárias e no estudo de sistemas dinâmicos, entre outros. No caso especí�co
dos polinômios ortogonais, uma aplicação importante está relacionada ao fato de seus
zeros serem os nós das mais utilizadas fórmulas de quadratura, as de Gauss. No caso
dos polinômios para-ortogonais, como seus zeros estão localizados no círculo unitário
C = {z ∈ C : |z| = 1}, temos como exemplo sua utilização na construção de fórmulas de
quadratura em C.

É muito bem conhecido que os zeros dos polinômios ortogonais são reais, simples e
pertencem ao intervalo de ortogonalidade. Aqui apresentamos também a propriedade
que diz que uma sequência de polinômios ortogonais na reta real, denotada por {Pn}∞n=0,
satisfaz a uma relação de recorrência de três termos da forma

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), (1.1)

n ≥ 1, com as condições iniciais P0(x) = 1 e P1(x) = γ1x − β1, onde βn, γn, αn+1 ∈ R,
n ≥ 1 e x ∈ R. A partir de de�nições básicas, como a medida em relação à qual os
polinômios são ortogonais, o intervalo de ortogonalidade e o produto interno utilizado, é
possível obter uma sequência de polinômios ortogonais utilizando essa relação.

Porém, existem outras classes de polinômios que satisfazem uma relação de recorrência
de três termos da forma

Qm+1(z) = (z + δm+1)Qm(z)− εm+1zQm−1(z), m = 1, 2, ..., (1.2)

com Q0 = 1, Q1(z) = z + δ1 e εm e δm constantes tal que εm 6= 0, m = 2, 3, ... e δm 6= 0,
m = 1, 2, ..., que difere de (1.1) apenas pela variável z ∈ C que multiplica Qm−1(z).

Como veremos nos capítulos seguintes, todos os polinômios apresentados podem ser
dados por uma fórmula que envolve determinantes. A importância do estudo dessas
relações de recorrência é que elas representam uma maneira muito mais simples de se
obter os coe�cientes de tais polinômios do que pelo cálculo de determinantes.

O interesse desse trabalho foi realizar uma detalhada pesquisa sobre as propriedades
de classes de polinômios que satisfazem relações de recorrência tanto do tipo apresen-
tada em (1.1) quanto do tipo (1.2). Tais classes foram caracterizadas e determinou-se o
comportamento dos seus zeros.

O estudo de resultados preliminares se fez necessário para alcançar o objetivo apresen-
tado. Tal assunto é abordado no Capítulo 2. Os Capítulos 3, 4, 5 e 6 apresentam os re-
sultados sobre as classes de polinômios estudadas, que são os ortogonais, auto-inversíveis,

15



1. Introdução 16

L-ortogonais na reta real e para-ortogonais, bem como exemplos de cada uma delas. No
Capítulo 7, propriedades gerais sobre os polinômios que satisfazem a relação de recorrência
do tipo (1.2) são apresentadas.

Para a elaboração das �guras apresentadas nos exemplos deste trabalho, foram utili-
zados os softwares Mathematica e Matlab.



Capítulo

2
Conceitos Preliminares

Este capítulo contém as de�nições e resultados preliminares que serão utilizados nos
próximos capítulos. As referências utilizadas aqui foram [3], [15] e [21].

2.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Na linguagem de teoria da medida, sendo ψ uma função real, não-decrescente e de�nida
na reta real, ela induz uma medida no intervalo [a, b] e assim é também chamada de medida
ou medida positiva no intervalo [a, b].

De�nição 1 Um ponto ξ ∈ [a, b] é chamado de ponto de aumento de ψ se ψ(ξ + ε) −
ψ(ξ − ε) > 0, ∀ ε > 0. Em particular, o conjunto G(ψ) formado por todos os pontos de
aumento de ψ é chamado de suporte de ψ.

Consideraremos que os pontos de aumento de ψ estão todos contidos no intervalo
fechado [a, b]. Dessa forma, o menor intervalo fechado [ã, b̃] que contém o suporte é tal
que [ã, b̃] ⊆ [a, b].

De�nição 2 Dado o intervalo [a, b], uma partição de [a, b] é um conjunto de pontos ∆ =
{x0, x1, ..., xn−1, xn} tal que

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn−1 < xn = b.

Dada uma função real f de�nida e limitada em [a, b], sejam Mj = sup
x∈[xj−1,xj ]

f(x) e

mj = inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x), j = 1, 2, ..., n. A soma superior de Riemann-Stieltjes de f sob a

medida ψ e com relação à partição ∆ é dada por U(∆, f, ψ) =
n∑
j=1

(ψ(xj)−ψ(xj−1))Mj, e

a soma inferior por L(∆, f, ψ) =
n∑
j=1

(ψ(xj)− ψ(xj−1))mj.

De�nição 3 Sejam f uma função real e limitada de�nida em [a, b] e D[a, b] o conjunto
de todas as partições de [a, b]. Se

sup
∆∈D[a,b]

L(∆, f, ψ) = inf
∆∈D[a,b]

U(∆, f, ψ) = I

dizemos que f é integrável em relação à medida ψ no sentido Riemann-Stieltjes e o valor
I da integral é denotado por ∫ b

a

f(x)dψ(x).

17



2. Conceitos Preliminares 18

Dois casos particulares em que a integral de Riemann-Stieltjes existe são:

• A função f é contínua em [a, b]. Neste caso, se f(x) ≥ 0 para x ∈ G(ψ), então∫ b
a
f(x)dψ(x) ≥ 0. A integral

∫ b
a
f(x)dψ(x) é estritamente positiva se f(x) > 0 pelo

menos em um ponto x no suporte G(ψ).

• A função f é monótona em [a, b] e ψ é contínua e estritamente crescente em [a, b].

Se ψ(x) = x ou ψ(x) = x+k, para alguma constante k, a integral de Riemann-Stieltjes
é idêntica à integral de Riemann:∫ b

a

f(x)dψ(x) =

∫ b

a

f(x)dx.

Se ψ é contínua e derivável em (a, b) e w(x) = ψ
′
(x), então, pelo Teorema do Valor

Médio,
ψ(xk)− ψ(xk−1) = w(x∗k)(xk − xk−1),

onde x∗k ∈ (xk−1, xk). A função w é chamada de função peso da integral e, pela de�nição
da integral de Riemann, temos∫ b

a

f(x)dψ(x) =

∫ b

a

f(x)w(x)dx.

Observe que, para intervalos in�nitos, a de�nição da integral de Riemann-Stieltjes
como, por exemplo, ∫ ∞

a

f(x)dψ(x),

depende da existência do limite

lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dψ(b;x),

onde ψ(b;x) = ψ(x) para 0 ≤ x ≤ b e ψ(b;x) = ψ(b) para x ≥ b.

De�nição 4 Os valores

µk =

∫ b

a

xkdψ(x), (2.1)

para k = 0, 1, 2, ..., são chamados momentos da medida ψ.

Quando o intervalo [a, b] é limitado, os momentos de�nidos por (2.1) sempre existem.
Se os momentos µk existem para k = 0,±1,±2, ..., então dizemos que ψ é uma medida

forte em (a, b).

De�nição 5 Dada uma sequência de números {µn}∞n=0 de�nimos o determinante de Han-
kel por

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 ... µn
µ1 µ2 ... µn+1
...

... ...
...

µn µn+1 ... µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (2.2)

com n ≥ 0.
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Para uma sequência de números reais {µn}∞n=−∞, de�nimos os determinantes genera-
lizados de Hankel por

H(m)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µm µm+1 ... µm+n−1

µm+1 µm+2 ... µm+n
...

... ...
...

µm+n−1 µm+n ... µm+2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (2.3)

com m,n ∈ Z e n ≥ 0.

Note que Hn = H
(0)
n+1.

Tomando, por exemplo, a medida dψ(x) = (1 − x2)dx no intervalo [−1, 1], obtemos

de (2.1) µ0 =
4

3
e, para k ≥ 1, µk =

2

k + 1
, se k é par e µk = − 2

k + 3
, se k é ímpar.

Considerando n = 3, temos o seguinte determinante de Hankel:

H3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4/3 −1/2 2/3 −1/3
−1/2 2/3 −1/3 2/5
2/3 −1/3 2/5 −1/4
−1/3 2/5 −1/4 2/7

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2.2 Polinômio recíproco

De�nição 6 Se Pn é um polinômio de grau no máximo n, então o seu polinômio recíproco
é de�nido por

P ∗n(z) = znPn

(
1

z

)
,

onde z ∈ C.

Escrevendo Pn em termos de seus coe�cientes, Pn(z) =
n∑
k=0

an,kz
k, obtemos

P ∗n(z) = zn
n∑
k=0

an,k

(
1

zk

)
= zn

n∑
k=0

an,k

(
1

zk

)
= znPn

(
1

z

)
,

onde Pn denota o polinômio obtido conjugando-se apenas os coe�cientes de Pn. Note que
(P ∗n)∗ = Pn.

Como exemplo, temos P (z) = 2iz5 + iz4 +3z3 +(1+3i)z2 + iz−3, que é um polinômio
de grau 5 com coe�cientes complexos, cujo recíproco é P ∗(z) = −2i − iz + 3z2 + (1 −
3i)z3 − iz4 − 3z5.

2.3 Sequências encadeadas positivas

De�nição 7 Uma sequência {an}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva se existe uma
sequência {gk}∞k=0, chamada de sequência de parâmetros, tal que 0 ≤ g0 < 1, 0 < gn < 1,
n ≥ 1, e

an = (1− gn−1)gn, n = 1, 2, 3, ...,

onde g0 é o parâmetro inicial.



2. Conceitos Preliminares 20

Como exemplo, temos a sequência constante {an} =

{
1

4

}
, que é uma sequência

encadeada com sequência de parâmetros {gn} =

{
n

2(n+ 1)

}
.

Se uma sequência de parâmetros {mk} é tal que m0 = 0, ela é chamada sequência
minimal de parâmetros. Se tal sequência for única, dizemos que {an} é unicamente
determinada.

Se {Mk} é uma sequência de parâmetros de {an} tal que Mk > gk, k ≥ 0, para
qualquer outra sequência de parâmetros {gk}, dizemos que {Mk} é a sequência maximal
de parâmetros.

Teorema 1 Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva com sequência de parâme-
tros {gn}∞n=0. Então

a) {an+1}∞n=1 é uma sequência encadeada com sequência de parâmetros {gn+1}∞n=0.

b) Se {m̂n}∞n=0 denota a sequência minimal de parâmetros para {an+1}, então m̂n <
mn+1, para n ≥ 0.

c) {Mn+1}∞n=0 é sequência maximal de parâmetros para {an+1}.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [5].

Teorema 2 Seja {a2, a3, a4, ...} uma sequência encadeada positiva e não unicamente de-
terminada cuja sequência maximal de parâmetros é {M1,M2,M3, ...}, ou seja, M1 6= 0.
Então, tomando a1 = λM1, com 0 < λ ≤ 1, a sequência {a1, a2, a3, ...} também é uma
sequência encadeada.

Demonstração. Da de�nição de sequência encadeada, temos

a2 = (1−M1)M2,

a3 = (1−M2)M3,
...

Sendo M0 = 1− λ temos que 0 ≤M0 < 1 e assim podemos escrever também

a1 = λM1 = (1−M0)M1,

o que conclui a demonstração.

2.4 Fração contínua

De�nição 8 Uma fração contínua é uma expressão da forma

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
. . . +

an

bn +
. . .

,

onde {an}∞n=1 e {bn}∞n=1 são sequências arbitrárias de números complexos ou funções com-
plexas. Uma fração contínua pode ser �nita ou in�nita.
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Como exemplo de uma fração contínua �nita temos

344

77
= 4 +

36

77
= 4 +

1
36

77

= 4 +
1

2 +
1
36

5

= 4 +
1

2 +
1

7 +
1

5

.





Capítulo

3
Polinômios Ortogonais

Neste capítulo será desenvolvida a teoria de polinômios ortogonais, tanto na reta real
quanto no círculo unitário. As principais referências usadas nesse capítulo foram [3],
[5],[6], [18], [19], [21] e [22].

3.1 Polinômios ortogonais na reta real

Nesta seção será de�nido o conceito de sequências de polinômios ortogonais na reta
real. Algumas propriedades desses polinômios, como, por exemplo, a de que eles satisfazem
uma relação de recorrência de três termos, e alguns polinômios ortogonais clássicos, como
os de Jacobi, serão apresentados. Denotaremos aqui Pn, um polinômio de grau exatamente
n, em termos de seus coe�cientes, isto é,

Pn(x) =
n∑
j=0

an,jx
j,

onde an,n 6= 0 e x ∈ R.

De�nição 9 Dada uma medida positiva φ em um intervalo (a, b) de�nimos o produto
interno < . , . >φ como

< f, g >φ=

∫ b

a

f(x)g(x)dφ(x),

onde f e g são funções contínuas no intervalo (a, b).

De�nição 10 Uma sequência de polinômios {Pn}∞n=0, com Pn sendo de grau exatamente
n, é chamada sequência de polinômios ortogonais com relação à medida φ no intervalo
(a, b) se

< Pn, Pm >φ=

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dφ(x) =

{
0, se n 6= m,
ρn > 0, se n = m.

Usando o delta de Kroenecker δm,n =

{
1 para m = n
0 para m 6= n

, podemos escrever a de�nição

anterior como

< Pn, Pm >φ=

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dφ(x) = ρnδm,n.

Se ρn = 1, então a sequência é chamada de sequência de polinômios ortonormais.
Como {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios e Pn é de grau exatamente n, então

P0,P1,...,Pn formam uma base para o espaço dos polinômios de grau n, Pn.

23
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Teorema 3 As seguintes a�rmações são equivalentes:
a) {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais com relação à medida φ no intervalo
(a, b).

b) < Pn, π >φ=
∫ b
a
Pn(x)π(x)dφ(x) =

{
0, para todo π(x) de grau ≤ n− 1,
αnρn 6= 0, para todo π(x) de grau n.

c) < xm, Pn >φ=
∫ b
a
xmPn(x)dφ(x) =

{
0, se 0 ≤ m ≤ n− 1,
ρ̃n 6= 0, se m = n.

Demonstração.
a) ⇒ b)
Como {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais, temos que P0, P1,...,Pn−1

formam uma base para Pn−1. Então, se π(x) ∈ Pn−1, podemos escrevê-lo como π(x) =
n−1∑
j=0

αjPj(x) e assim, pelo item a),

< Pn, π >φ=< Pn,
n−1∑
j=0

αjPj(x) >φ=
n−1∑
j=0

αj < Pn, Pj >φ= 0.

No caso em que π(x) é um polinômio de grau exatamente n, podemos escrever π(x) =
n∑
j=0

αjPj(x), onde an 6= 0. Pelo item a),

< Pn, π >φ=< Pn,
n∑
j=0

αjPj(x) >φ=
n∑
j=0

αj < Pn, Pj >φ= αn < Pn, Pn >φ= αnρn 6= 0.

b) ⇒ c)
Se m < n, tomando em b) π(x) = xm temos < xm, Pn >= 0. Considerando m = n,

temos π(x) = xn ∈ Pn. Logo, xn =
n∑
j=0

αjPj(x), com an 6= 0 e assim

< Pn, x
n >φ=

n∑
j=0

αj < Pn, Pj >φ= αn < Pn, Pn >φ 6= 0

c) ⇒ a)
Se m < n (análogo para m > n) e, escrevendo Pm em termos de seus coe�cientes,

Pm(x) =
m∑
j=0

am,jx
j, am,m 6= 0, então

< Pm, Pn >φ=<
m∑
j=0

am,jx
j, Pn >φ=

m∑
j=0

am,j < xj, Pn >φ= 0.

Para o caso em que m = n, temos

< Pn, Pn >φ=
n∑
j=0

an,j < xj, Pn >φ= an,n < xn, Pn >φ= an,nρ̃n 6= 0.

Corolário 1 Sejam {Tn}∞n=0 e {Pn}∞n=0 duas sequências de polinômios ortogonais no in-
tervalo (a, b) com relação à medida φ. Então, Tj(x) = cjPj(x), j = 0, 1, ..., onde cj é uma
constante que depende apenas de j.
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Demonstração. Seja Tj ∈ {Tn}∞n=0. Como P0, P1,...,Pj formam uma base para Pj,
podemos escrever Tj(x) da forma

Tj(x) =

j∑
i=0

ciPi(x), cj 6= 0.

Mas < Tj, π >φ= 0 para todo π(x) ∈ Pj−1. Logo,

< Tj, P0 >φ=< Tj, P1 >φ= ... =< Tj, Pj−1 >φ .

Portanto, para k = 0, 1, ..., j − 1,

0 =< Tj, Pk >φ=

j∑
i=0

ci < Pi, Pk >φ= ck < Pk, Pk >φ ,

pois < Pi, Pk >φ= 0 para i 6= k.
Como < Pk, Pk >φ> 0, então ck = 0, para k = 0, 1, ..., j−1. Portanto, Tj(x) = cjPj(x).

Com esse resultado, podemos observar que a unicidade da sequência de polinômios
ortogonais com relação a uma medida φ vale se for imposta alguma condição de normali-
zação, por exemplo, que são polinômios mônicos, isto é, an,n = 1.

Teorema 4 Se os momentos µk, k = 0, 1, ..., são como em (2.1), então os determinantes
de Hankel Hn, de�nidos por (2.2), são diferentes de zero.

Demonstração. Tomemos o sistema linear homogêneo
µ0ak,0 + µ1ak,1 + ...+ µkak,k = 0
µ1ak,0 + µ2ak,1 + ...+ µk+1ak,k = 0
...
µkak,0 + µk+1ak,1 + ...+ µ2kak,k = 0

.

Sendo

Uk =


µ0 µ1 ... µk
µ1 µ2 ... µk+1
...

... ...
...

µk µk+1 ... µ2k

 e a =


ak,0
ak,1
...
ak,k

 ,

temos o sistema na forma matricial

Uk.a = 0⇒


µ0 µ1 ... µk
µ1 µ2 ... µk+1
...

... ...
...

µk µk+1 ... µ2k




ak,0
ak,1
...
ak,k

 =



0

0

...

0


.

Observe que o determinante da matriz dos coe�cientes Uk é Hk. Mostremos que a
única solução do sistema anterior é ak,0 = ak,1 = ... = ak,k = 0, e dessa forma, Hn 6= 0.
Substituindo os momentos no sistema pela sua de�nição, obtemos
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
ak,0

∫ b
a
x0dφ(x) + ak,1

∫ b
a
xdφ(x) + ...+ ak,k

∫ b
a
xkdφ(x) = 0

ak,0
∫ b
a
xdφ(x) + ak,1

∫ b
a
x2dφ(x) + ...+ ak,k

∫ b
a
xk+1dφ(x) = 0

...
ak,0

∫ b
a
xkdφ(x) + ak,1

∫ b
a
xk+1dφ(x) + ...+ ak,k

∫ b
a
x2kdφ(x) = 0

.

Multiplicando, respectivamente por ak,0, ak,1, ..., ak,k as equações do sistema e somando-
as, temos

a2
k,0

∫ b

a

dφ(x) + a2
k,1

∫ b

a

x2dφ(x) + ...+ a2
k,k

∫ b

a

x2kdφ(x) + 2ak,0ak,1

∫ b

a

xdφ(x)

+ ...+ 2ak,0ak,k

∫ b

a

xkdφ(x) + 2ak,1.ak,k

∫ b

a

xk+1dφ(x) + ... = 0,

ou seja, ∫ b

a

(ak,0 + ak,1x+ ...+ ak,kx
k)2dφ(x) = 0.

Se P (x) =
k∑
i=0

ak,ix
i, então

∫ b

a

P 2(x)dφ(x) =< P (x), P (x) >φ= 0⇔ P (x) = 0,

para todo x ∈ R.
Logo, ak,0 = ak,1 = ... = ak,k = 0.

Dada uma medida positiva φ, o Teorema 4 garante a existência da sequência de po-
linômios ortogonais, pois, como os determinantes de Hankel são não nulos e an,n 6= 0,
utilizando o item (c) do Teorema 3 para m = 0, 1, ..., n− 1, n e escrevendo Pn em termos
de seus coe�cientes, obtemos o sistema de equações lineares

µ0an,0 + µ1an,1 + ...+ µnan,n = 0
µ1an,0 + µ2an,1 + ...+ µn+1an,n = 0
...
µnan,0 + µn+1an,1 + ...+ µ2nan,n = ρ̃n 6= 0

.

Substituindo a última equação desse sistema por an,0 + an,1x+ ...+ an,nx
n = Pn(x) e

resolvendo o sistema resultante pela Regra de Cramer, segue que

Pn(x) =
an,n
Hn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 ... µn
µ1 µ2 ... µn+1
...

...
. . .

...
µn−1 µn ... µ2n−1

1 x ... xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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3.1.1 Propriedades dos polinômios ortogonais

O resultado a seguir é muito bem conhecido, pois traz algumas propriedades dos zeros
dos polinômios ortogonais, isto é, que são reais, distintos e pertencem ao intervalo de
ortogonalidade.

Teorema 5 Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais no intervalo (a, b) com
relação à medida φ. Então, os zeros de Pn(x) são reais, distintos e pertencem ao intervalo
(a, b).

Demonstração. Suponha que Pn(x) não muda de sinal em (a, b). Temos então dois
casos:

• Pn(x) ≥ 0 (mas não identicamente nulo) em (a, b), o que implica em

b∫
a

Pn(x)dφ(x) > 0,

• Pn(x) ≤ 0 (mas não identicamente nulo) em (a, b), de onde segue que

b∫
a

Pn(x)dφ(x) < 0.

Mas, da relação de ortogonalidade, temos que

b∫
a

Pn(x)dφ(x) =

b∫
a

1.Pn(x)dφ(x) = 0.

Logo, temos um absurdo. Portanto, Pn(x) deve mudar de sinal em (a, b) pelo menos uma
vez, e assim temos que existe pelo menos um zero real de Pn(x) de multiplicidade ímpar
em (a, b).

Suponha agora que xn,1, xn,2, ..., xn,r (r < n) são os zeros distintos de multiplicidade
ímpar de Pn(x) em (a, b). Então,

Pn(x) = (x− xn,1)(x− xn,2)...(x− xn,r)Q(x) = R(x)Q(x),

onde R(x) é um polinômio de grau r < n com zeros xn,1, xn,2, ..., xn,r e Q(x) é um polinô-
mios de grau n−r que tem somente zeros complexos ou de multiplicidade par em (a, b) ou
fora de (a, b). Logo, Q(x) não muda de sinal em (a, b). Porém, como r < n, pela relação
de ortogonalidade,

b∫
a

Rn(x)Pn(x)dφ(x) = 0. (3.1)

Mas,
b∫

a

Rn(x)Pn(x)dφ(x) =

b∫
a

R2
n(x)Qn(x)dφ(x) 6= 0. (3.2)



3. Polinômios Ortogonais 28

Por (3.1) e (3.2), temos um absurdo. Assim, Pn(x) tem r ≥ n zeros de multiplicidade
ímpar em (a, b). Mas, como Pn(x) é um polinômio de grau n, então r = n. Deste modo,
Pn(x) tem n zeros de multiplicidade ímpar em (a, b) da seguinte forma

Pn(x) = (x− xn,1)i1(x− xn,2)i2 ...(x− xn,n)in .

Como i1, i2, ..., in são índices positivos e ímpares e i1 + i2 + ... + in = n, temos que
i1 = i2 = ... = in = 1.

O teorema a seguir apresenta uma das propriedades mais importantes, que diz que os
polinômios ortogonais satisfazem uma relação de recorrência de três termos:

Teorema 6 Sendo {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais no intervalo (a, b)
com relação à medida φ, temos que

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), (3.3)

n ≥ 1, com as condições iniciais P0(x) = 1 e P1(x) = γ1x − β1, onde βn, γn, αn+1 ∈ R,
n ≥ 1, e

γn+1 =
an+1,n+1

an,n
, βn+1 = γn+1

< xPn, Pn >φ

< Pn, Pn >φ

, n ≥ 0,

e

αn+1 =
γn+1

γn

< Pn, Pn >φ

< Pn−1, Pn−1 >φ

, n ≥ 1.

Observe que γn 6= 0, n ≥ 1 e αn 6= 0, n ≥ 2.

Demonstração. Temos que Pn(x) =
n∑
j=0

an,jx
j. Como xPn(x) é um polinômio de grau

n+ 1, podemos escrever

xPn(x) =
n+1∑
i=0

biPi(x).

Comparando os coe�cientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igual-
dade acima, obtemos

an,n = bn+1an+1,n+1 ⇒ bn+1 =
an,n

an+1,n+1

.

Mas, das relações de ortogonalidade, temos que

< xPn, Pk >=

∫ b

a

Pn(x)xPk(x)dφ(x) = 0,

para k ≤ n− 2. Assim,

0 =< xPn, Pk >φ=<
n+1∑
i=0

biPi, Pk >φ=
n+1∑
i=0

bi < Pi, Pk >φ= bk < Pk, Pk >φ ,

para k ≤ n− 2.
Logo, bk = 0 se k ≤ n− 2. Portanto,

xPn(x) = bn+1Pn+1(x) + bnPn(x) + bn−1Pn−1(x)
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e, dividindo ambos os lados por bn+1 e isolando Pn+1(x), temos

Pn+1(x) =
1

bn+1

xPn(x)− bn−1

bn+1

Pn−1(x)− bn
bn+1

Pn(x).

Fazendo

γn+1 =
1

bn+1

, βn+1 =
bn
bn+1

e αn+1 =
bn−1

bn+1

,

obtemos
Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x).

Vamos agora calcular os valores de γn+1, βn+1 e αn+1.

Como bn+1 =
an,n

an+1,n+1

, temos que γn+1 =
an+1,n+1

an,n
. De

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x),

obtemos

0 =< Pn+1, Pn >φ= γn+1 < xPn, Pn >φ −βn+1 < Pn, Pn >φ −αn+1 < Pn−1, Pn >φ

e assim

βn+1 = γn+1
< xPn, Pn >φ

< Pn, Pn >φ

.

Analogamente,

0 =< Pn+1, Pn−1 >φ= γn+1 < xPn, Pn−1 >φ −βn+1 < Pn, Pn−1 >φ −αn+1 < Pn−1, Pn−1 >φ .

Logo,

αn+1 = γn+1
< xPn, Pn−1 >φ

< Pn−1, Pn−1 >φ

.

Mas como
Pn(x) = (γnx− βn)Pn−1(x)− αnPn−2(x),

obtemos

xPn−1(x) =
1

γn
Pn(x) +

βn
γn
Pn−1(x) +

αn
γn
Pn−2(x).

Porém,

< xPn, Pn−1 >φ=

∫ b

a

Pn(x)xPn−1(x)dφ(x) =< Pn, xPn−1 >φ ,

e então,

< Pn, xPn−1 >φ=
1

γn
< Pn, Pn >φ +

βn
γn

< Pn, Pn−1 >φ +
αn
γn

< Pn, Pn−2 >φ=
1

γn
< Pn, Pn >φ .

Portanto,

αn+1 =
γn+1

γn

< Pn, Pn >φ

< Pn−1, Pn−1 >φ

.

O resultado a seguir é uma importante consequência do teorema anterior. Maiores
detalhes em [2].
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Teorema 7 (Identidade de Christo�el - Darboux) Seja
{
P̂n

}∞
n=0

uma sequência de po-

linômios ortonormais. Então, eles satisfazem a seguinte identidade:

n∑
k=0

P̂k(x)P̂k(y) =
1

γn+1

P̂n+1(x)P̂n(y)− P̂n(x)P̂n+1(y)

x− y
. (3.4)

Se somarmos e subtraírmos P̂n+1(x)P̂n(x) ao numerador do segundo membro da Iden-
tidade de Christo�el - Darboux (3.4), obtemos

n∑
k=0

P̂k(x)P̂k(y) =
1

γn+1

P̂n(x)(P̂n+1(x)− P̂n+1(y))− P̂n+1(x)(P̂n(x)− P̂n(y))

x− y
,

e, fazendo y → x em ambos os membros da igualdade anterior, concluímos que

n∑
k=0

P̂ 2
k (x) =

1

γn+1

[P̂n(x)(P̂
′

n+1(x))− P̂n+1(x)(P̂
′

n(x))] > 0, (3.5)

para todo x ∈ R.
Com (3.5) é possível mostrar a propriedade de entrelaçamento dos zeros dos polinômios

ortogonais, enunciada a seguir.

Teorema 8 Se xn,1 < xn,2 < ... < xn,n são os zeros do polinômio ortogonal Pn em ordem
crescente e xn−1,1 < xn−1,2 < ... < xn−1,n−1 são os zeros de Pn−1, também em ordem
crescente, então xn−1,k < xn,k < xn−1,k+1, para k = 1, 2, ..., n− 1.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que os polinômios Pj(x) sejam
ortonormais, com aj,j > 0, j = 0, 1, .... Tomando dois zeros consecutivos de Pn−1(x),
xn−1,k e xn−1,k+1, k = 1, 2, ..., n − 2, e substituindo-os em (3.5), com n substituído por
n− 1, obtemos

1

γn
[Pn−1(xn−1,k)P

′

n(xn−1,k)− Pn(xn−1,k)P
′

n−1(xn−1,k)] > 0⇒

⇒ Pn(xn−1,k)P
′

n−1(xn−1,k) < 0,
(3.6)

e

1

γn
[Pn−1(xn−1,k+1)P

′

n(xn−1,k+1)− Pn(xn−1,k+1)P
′

n−1(xn−1,k+1)] > 0⇒

⇒ Pn(xn−1,k+1)P
′

n−1(xn−1,k+1) < 0.

Como P
′
n−1(xn−1,k) e P

′
n−1(xn−1,k+1) possuem sinais opostos, então Pn(xn−1,k) e

Pn(xn−1,k+1) também possuem. Logo, existe pelo menos um ponto em (xn−1,k, xn−1,k+1)
onde Pn(x) muda de sinal. Portanto, existe pelo menos um zero de Pn(x) entre xn−1,k e
xn−1,k+1.

Dois zeros de Pn(x) estão em (a, xn−1,1) e (xn−1,n−1, b) respectivamente. Como aj,j > 0,
j = 0, 1, ..., temos que Pj(b) > 0. Logo, P

′
n−1(xn−1,n−1) > 0. De (3.6), Pn(xn−1,n−1) < 0.

Portanto, Pn(x) muda de sinal entre xn−1,n−1 e b.
Analogamente mostra-se que existe um zero de Pn(x) entre a e xn−1,1.
Como Pn(x) tem n zeros, está demonstrado.
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De�nição 11 Dada uma sequência de polinômios ortogonais {Pn}∞n=0, de�nimos o po-
linômio associado a Pn por

Qn(x) =

∫ b

a

Pn(t)− Pn(x)

t− x
dφ(t), n ≥ 0. (3.7)

Tais polinômios Qn são de grau exatamente n − 1 para n ≥ 1 e satisfazem à mesma
relação de recorrência dos polinômios ortogonais Pn, mas com as condições iniciaisQ0(x) =
0 e Q1(x) = γ1µ0.

De fato, substituindo a relação de recorrência (3.3) em (3.7), obtemos

Qn+1(x) =

∫ b

a

Pn+1(t)− Pn+1(x)

t− x
dφ(t)

= γn+1

∫ b

a

tPn(t)− xPn(x)

t− x
dφ(t)− βn+1Qn(x)− αn+1Qn−1(x).

Somando-se e subtraíndo-se xPn(t) na integral acima, temos

Qn+1(x) = γn+1

∫ b

a

(t− x)Pn(t) + x(Pn(t)− Pn(x))

t− x
dφ(t)− βn+1Qn(x)− αn+1Qn−1(x)

= γn+1xQn(x)− βn+1Qn(x)− αn+1Qn−1(x).

Logo,
Qn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Qn(x)− αn+1Qn−1(x),

para n ≥ 1.
Sem perda de generalidade, consideraremos a partir de agora os polinômios ortogonais

Pn na forma mônica, isto é, o coe�ciente do termo de maior grau igual a 1. Nesse caso,
os polinômios Pn e Qn satisfazem, respectivamente, às seguintes relações de recorrência:

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 1,

Qn+1(x) = (x− βn+1)Qn(x)− αn+1Qn−1(x),
(3.8)

com P0(x) = 1, P1(x) = x− β1, Q0(x) = 0 e Q1(x) = µ0, onde

βn+1 =
< xPn, Pn >φ

< Pn, Pn >φ

, n ≥ 0 e αn+1 =
< Pn, Pn >φ

< Pn−1, Pn−1 >φ

, n ≥ 1.

Observe que αn > 0 para n ≥ 2.
Como αn+1 =

ρn
ρn−1

, podemos escrever

ρn =< Pn, Pn >φ= αn+1ρn−1 = αn+1αn...α2µ0,

para n ≥ 1, com ρ0 = µ0.
Utilizando as fórmulas (3.8), podemos mostrar que

Pn+1(x)Qn(x)− Pn(x)Qn+1(x) = −αn+1...α3α2µ0 6= 0

e com esse resultado mostra-se que entre dois zeros consecutivos do polinômio Pn existe
um único zero do polinômio Qn.

Se considerarmos a sequência de polinômios ortonormais
{
P̂n

}∞
n=0

, com P̂n(x) =
n∑
j=0

ân,jx
j, como < P̂n, P̂n >φ= 1, a relação de recorrência (3.3) para os polinômios orto-

normais torna-se

P̂n+1(x) = (γ̂n+1x− β̂n+1)P̂n(x)− α̂n+1P̂n−1(x), n ≥ 0, (3.9)
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onde P̂0(x) = 1, P̂−1(x) = 0, α̂n+1, β̂n, γ̂n ∈ R, n ≥ 1, com

γ̂n+1 =
ân+1,n+1

ân,n
, β̂n+1 = γ̂n+1 < xP̂n, P̂n >φ e α̂n+1 =

γ̂n+1

γ̂n
.

Usando o fato de que os polinômios ortonormais P̂n podem ser obtidos dos polinômios
mônicos Pn fazendo-se P̂ (x) = ân,nPn(x), sua relação de recorrência pode ser escrita como

xP̂ (x) =
√
αn+1P̂n−1(x) + βn+1P̂n(x) +

√
αn+2P̂n+1(x), n ≥ 0.

Fazendo n = 0, 1, 2, ...,m− 1, obtemos

x



P̂0(x)

P̂1(x)

P̂2(x)
...

P̂m−2(x)

P̂m−1(x)


=



β1
√
α2 0 0 ... 0 0√

α2 β2
√
α3 0 ... 0 0

0
√
α3 β3

√
α4 ... 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 ... βm−1

√
αm

0 0 0 0 ...
√
αm βm





P̂0(x)

P̂1(x)

P̂2(x)
...

P̂m−2(x)

P̂m−1(x)



+



0
0
...
0
0√

α̂m+1P̂m(x)


.

Substituindo x por xm,k, zero do polinômio P̂m, o sistema de equações lineares torna-se

xm,kum,k = Jmum,k, k = 1, 2, ...,m,

onde

Jm =



β1
√
α2 0 0 ... 0 0√

α2 β2
√
α3 0 ... 0 0

0
√
α3 β3

√
α4 ... 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 ... βm−1

√
αm

0 0 0 0 ...
√
αm βm


,

que é conhecida por matriz de Jacobi.
Portanto, os zeros xm,k dos polinômios ortogonais são os autovalores da matriz Jm.
O teorema a seguir nos garante que, dados polinômios de�nidos por uma relação de

recorrência de três termos do tipo (3.8), é possível encontrar uma medida positiva φ com
relação à qual esses polinômios são ortogonais, ou seja, garante que somos capazes de
fazer o inverso do que �zemos até agora.

Teorema 9 (Teorema de Favard) Sejam {βn}∞n=1 e {αn}∞n=1 sequências de números reais
arbitrários, com αn > 0 para n ≥ 0 e seja {Qn}∞n=0 uma sequência de polinômios de�nida
pela fórmula de recorrência

Qn(x) = (x− βn)Qn−1(x)− αnQn−2(x), n ≥ 1,

com Q−1(x) = 0 e Q0(x) = 1. Então, existe uma medida positiva φ tal que∫ b

a

dφ(x) = α1 e

∫ b

a

Qm(x)Qn(x)dφ(x) = 0, para m 6= n.
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φ é quase-de�nida e {Qn} é a correspondente sequência de polinômios ortogonais môni-
cos se, e somente se, αn 6= 0, enquanto que φ é de�nida positiva se, e somente se, os
coe�cientes βn são reais e αn > 0 para n ≥ 1.

3.1.2 Polinômios ortogonais clássicos

Segundo Chihara (ver [5]), os polinômios ortogonais de Hermite, Laguerre e Jacobi
(incluindo Gegenbauer, Legendre e Chebyshev) são os mais estudados e aplicados, por isso
são chamados de clássicos. Nesta seção serão apresentadas as relações de ortogonalidade,
as fórmulas de recorrência e exemplos grá�cos de cada um deles.

• Polinômios de Jacobi1 (P
(α,β)
n )

São ortogonais no intervalo (−1, 1) com relação à medida dφ(x) = (1− x)α(1 + x)β,
α, β > −1 e podem ser dados pela fórmula de Rodrigues2

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n].

Aplicando a Regra de Leibnitz

dn

dxn
[f(x)g(x)] =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (n−k)(x)g(k)(x)

com f(x) = (1−x)α+n e g(x) = (1 +x)β+n para calcular
dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n]

e substituindo o resultado na fórmula de Rodrigues para os polinômios de Jacobi,
obtemos

P (α,β)
n (x) =

1

2n

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!
(α + n)(α + n− 1)...(α + k + 1)

× (β + n)(β + n− 1)...(β + n− k + 1)(1− x)k(1 + x)n−k.

Como (1− x)k =
k∑
j=0

(−1)j
(
k
j

)
xj e (1 + x)n−k =

n−k∑
i=0

(−1)j
(
n− k
i

)
xi, fazendo

o produto de Cauchy em (1− x)k(1 + x)n−k, obtemos

P (α,β)
n (x) =

1

2n

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!
(α + n)(α + n− 1)...(α + k + 1)

× (β + n)(β + n− 1)...(β + n− k + 1)
{

(−1)kxn

+

[
(−1)k−1

(
k

k − 1

)
+ (−1)k

(
n− k

n− k − 1

)]
xn−1 + ...

}
=

1

2n

n∑
k=0

1

k!(n− k)!
(α + n)(α + n− 1)...(α + k + 1)(β + n)(β + n− 1)...

× (β + n− k + 1)xn + ...

1De acordo com [14], Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) foi um matemático alemão que fez con-
tribuições nas áreas de funções elípticas, equações diferenciais e teoria dos números. Trabalhou também
com determinantes e estudou o determinante funcional agora chamado Jacobiano.

2De acordo com [14], Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) foi um matemático francês cujo artigo
contendo a fórmula que leva seu nome foi publicado em 1840 no volume 5 de Annales de mathématique

pures et appliquées.
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Daí, o coe�ciente do termo de maior grau dos polinômios de Jacobi é

an,n =
1

2n

n∑
k=0

1

k!(n− k)!
(α+n)(α+n−1)...(α+k+1)(β+n)(β+n−1)...(β+n−k+1).

Podemos representar também tal coe�ciente utilizando a função gama de�nida por

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt,

para Re(x) > 0, que tem a seguinte propriedade

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Assim,

Γ(α + n+ 1) = (α + n)Γ(α + n) = (α + n)(α + n− 1)...(α + k + 1)Γ(α + k + 1)

e

(β + n)(β + n− 1)...(β + n− k + 1) =
Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)
.

Logo, podemos escrever

an,n =
1

2n

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

Γ(α + n+ 1)

Γ(α + k + 1)

Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)
.

Usando o fato de que

n∑
k=0

(
α + n
n− k

)(
β + n
k

)
=

(
α + β + 2n

n

)
,

obtemos

an,n =
1

2n

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

Γ(α + n+ 1)

Γ(α + k + 1)

Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)

=
1

2n

n∑
k=0

(
α + n
n− k

)(
β + n
k

)
=

1

2n

n∑
k=0

(
α + β + 2n

n

)
=

1

2n
Γ(α + β + 2n+ 1)

Γ(α + β + n+ 1)

que é outra forma de representar an,n.

Para a sequência de polinômios de Jacobi na forma mônica, isto é,

{
P

(α,β)
n

a
(α,β)
n,n

}∞
n=0

,

temos a seguinte relação de ortogonalidade:

< P (α,β)
n , P (α,β)

n >φ=
22n+α+β+1n!Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)Γ(n+ α + β + 1)

Γ(2n+ α + β + 2)Γ(2n+ α + β + 1)
(3.10)
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e a partir dela podemos mostrar que tais polinômios satisfazem à seguinte relação
de recorrência de três termos

P
(α,β)
n+1 (x) =

(
x− β2 − α2

(2n+ α + β + 2)(2n+ α + β)

)
P (α,β)
n (x)

− 4n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β + 1)(2n+ α + β)2(2n+ α + β − 1)
P

(α,β)
n−1 (x), n ≥ 1,

com P
(α,β)
0 (x) = 1 e P (α,β)

1 (x) = x− β − α
α + β + 2

.

De fato, como, de (3.8), αn+1 =
<Pn,Pn>φ

<Pn−1,Pn−1>φ
, substituindo a relação de ortogonali-

dade para Pn e Pn−1 e fazendo os arranjos necessários, temos que

αn+1 =
4n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β + 1)(2n+ α + β)2(2n+ α + β − 1)
.

Para calcular βn+1, utilizamos o fato de que

P (α,β)
n (1) =

(
α + n
n

)
=

Γ(α + n+ 1)

n!Γ(α + 1)
.

Substituindo x = 1 em (3.8), obtemos

P (α,β)
n (1) = (1− βn+1)P (α,β)

n (1)− αn+1P
(α,β)
n−1 (1)⇒

⇒ Γ(α + n+ 2)

(n+ 1)!Γ(α + 1)
= (1− βn+1)

Γ(α + n+ 1)

n!Γ(α + 1)
αn+1

Γ(α + n)

(n− 1)!Γ(α + 1)
⇒

⇒ (α + n+ 1)(α + n)

(n+ 1)n
= (1− βn+1)

α + n

n
− αn+1 ⇒

⇒ βn+1 = 1− α + n+ 1

n+ 1
− n

α + n
αn+1.

Substituindo αn+1, temos que

βn+1 =
β2 − α2

(2n+ α + β + 2)(2n+ α + β)
.

Nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3, temos os grá�cos de polinômios de Jacobi que foram
obtidos para diferentes valores de α e β.

• Polinômios de Gegenbauer3 (G(λ)
n )

São os polinômios de Jacobi com α = β = λ− 1
2
, e, portanto, ortogonais no intervalo

(−1, 1) com relação à medida dφ(x) = (1− x2)λ−
1
2dx, λ > −1

2
.

Substituindo α = β = λ − 1
2
na relação de recorrência de três termos para os

polinômios de Jacobi na forma mônica, obtemos a relação de recorrência de três
termos para os polinômios de Gegenbauer na forma mônica:

G
(λ)
n+1(x) = x.G(λ)

n (x)− n(2λ+ n− 1)

4(λ+ n)(λ+ n− 1)
G

(λ)
n−1, n ≥ 1,

com G
(λ)
0 (x) = 1 e G(λ)

1 (x) = x.

Nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6 temos grá�cos de polinômios de Gegenbauer obtidos
variando-se os valores de λ.

3De acordo com [14], Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903) foi um matemático austríaco que teve
muito interesse em teoria dos números e teoria da integração, mas que era principalmente um algebrista.
Ele é lembrado pelos chamados polinômios de Gegenbauer.
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Figura 3.1: Polinômios de Jacobi de graus 1, 2 e 3 com α = 2 e β = 1.

Figura 3.2: Polinômios de Jacobi de grau 3 com α = 1, 1.5, 2 e β = 1.

• Polinômios de Legendre4 (Pn)

São os polinômios de Jacobi com α = β = 0. São ortogonais no intervalo (−1, 1)
com relação à medida dφ(x) = dx.

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Legendre na forma
mônica é

Pn+1(x) = xPn(x)− n2

(2n+ 1)(2n− 1)
Pn−1(x), n ≥ 1,

com P0(x) = 1 e P1(x) = x, que pode ser obtida, assim como para os polinômios
de Gegenbauer, substituindo-se α = β = 0 na relação de recorrência de três termos
para os polinômios de Jacobi na forma mônica.

Além disso, fazendo α = β = 0 em (3.10), obtemos

ρn =< Pn, Pn >φ=
22n+1(n!)4

(2n+ 1)!(2n!)
.

Na Figura 3.7 temos grá�cos dos polinômios de Legendre de graus 1, 2 e 3.

4De acordo com [14], Adrien-Marie Legendre (1752-1833) foi um matemático francês que fez importan-
tes contribuições à teoria dos números e teve grande interesse por funções elípticas. Em 1794, publicou
Eléments de géométrie, onde provou pela primeira vez que π2 é irracional e conjecturou que π não é raiz
de nenhuma equação algébrica de grau �nito com coe�cientes racionais.
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Figura 3.3: Polinômios de Jacobi de grau 3 com α = 2 e β = 0, 0.5, 1.

Figura 3.4: Polinômios de Gegenbauer de graus 1, 2 e 3 com λ = 1.

• Polinômios de Chebyshev5 de 1a espécie (Tn)

São os polinômios de Jacobi com α = β = −1
2
. São ortogonais com relação à medida

dφ(x) =
1√

1− x2
dx no intervalo (−1, 1) e podem ser dados por

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ (−1, 1), n = 0, 1, 2, ...

Tomando x = cos(θ), com θ ∈ (0, π), podemos escrever Tn(x) = cos(nθ), n ≥ 0, e,
usando a seguinte relação trigonométrica

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos(nθ) cos θ

obtemos a relação de recorrência de três termos

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ≥ 1,

com T0(x) = 1 e T1(x) = x.

O coe�ciente do termo de maior grau de Tn, n ≥ 1, é 2n−1.

5De acordo com [14], Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) foi um matemático russo que estudou
principalmente a teoria da aproximação. Os polinômios de Chebyshev apareceram pela primeira vez em
seu artigo Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes, publicado em 1854.
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Figura 3.5: Polinômios de Gegenbauer de graus 1, 2 e 3 com λ = 1.5.

Figura 3.6: Polinômios de Gegenbauer de grau 3 com λ = 1, 1.5, 2.

De fato, para n = 1,
T1(x) = x = 21−1x.

Supondo que vale
Tn−1 = 2n−2xn−1 + ...,

obtemos, usando a relação de recorrência de três termos,

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) = 2x(2n−2xn−1 + ...)− Tn−2(x) = 2n−1xn + ... .

Além disso, esses polinômios satisfazem

< Tn, Tm >φ=

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
1√

1− x2
dx =


0, se m 6= n,
π
2
se m = n 6= 0,

π, se m = n = 0.

De fato, temos que

< Tn, Tm >φ=

∫ 1

−1

cos(n arccosx) cos(m arccosx)√
1− x2

dx.

Fazendo θ = arccos x⇒ x = cos θ ⇒ dx

dθ
= − sin θ, x = 1⇒ θ = 0 e x = −1⇒ θ =

π, temos

< Tn, Tm >φ = −
∫ 0

π

cos(nθ) cos(mθ) sin θ√
1− cos2θ

dθ

=

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ)dθ.
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Figura 3.7: Polinômios de Legendre de graus 1, 2 e 3.

Assim, se m = n = 0,

< T0, T0 >φ=

∫ π

0

cos2(0θ)dθ = π.

Se m = n 6= 0,

< Tn, Tn >φ=

∫ π

0

cos2(nθ)dθ.

Integrando por partes, obtemos∫ π

0

cos(nθ) cos(nθ)dθ =

∫ π

0

sin2(nθ)dθ

=

∫ π

0

1− cos2(nθ)dθ

=

∫ π

0

dθ −
∫ π

0

cos2(nθ)dθ.

Logo, ∫ π

0

cos2(nθ)dθ =

∫ π

0

dθ −
∫ π

0

cos2(nθ)dθ ⇒

⇒ 2

∫ π

0

cos2(nθ)dθ =

∫ π

0

dθ ⇒

⇒
∫ π

0

cos2(nθ)dθ =
π

2
.

Para m 6= n utilizamos as seguintes identidades trigonométricas:

cos(mθ + nθ) = cos(mθ) cos(nθ)− sin(mθ) sin(nθ)

e
cos(mθ − nθ) = cos(mθ) cos(nθ) + sin(mθ) sin(nθ).

Temos então∫ π

0

cos(mθ + nθ) + cos(mθ − nθ)dθ = 2

∫ π

0

cos(mθ) cos(nθ)dθ

= 2 < Tn, Tm >φ .
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Assim,

2 < Tn, Tm >φ =

∫ π

0

cos(mθ + nθ) + cos(mθ − nθ)dθ

=
sin(mθ + nθ)

m+ n

∣∣∣∣π
0

+
sin(mθ − nθ)

m− n

∣∣∣∣π
0

= 0.

Na Figura 3.8 temos grá�cos dos polinômios de Chebyshev de graus 1, 2 e 3.

Figura 3.8: Polinômios de Chebyshev de graus 1, 2 e 3.

• Polinômios de Laguerre6 (L(α)
n )

São ortogonais com relação à medida dφ(x) = xαe−xdx, α > −1, no intervalo [0,∞)
e podem ser dados pela fórmula de Rodrigues

L(α)
n = (−1)nx−αex

dn

dxn
[xα+ne−x].

Nessa forma, os polinômios L(α)
n são mônicos.

De fato, aplicando a Regra de Leibnitz com f(x) = xα+n e g(x) = e−x para calcular
dn

dxn
[xα+ne−x], obtemos

L(α)
n = (−1)nx−αex

n∑
j=0

(
n
j

)
(α + n)(α + n− 1)...(α + j + 1)xα+j(−1)je−x

= (−1)n
n∑
j=0

(−1)j
(
n
j

)
(α + n)(α + n− 1)...(α + j + 1)xj.

O coe�ciente do termo de maior grau aparece quando j = n, então

L(α)
n = (−1)n

[
(−1)n

(
n
n

)
xn + (−1)n−1

(
n

n− 1

)
(α + n)xn−1 + ...

]
= xn − n(α + n)xn−1 + ...

Logo, an,n = 1.

6De acordo com [14], Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) foi um matemático francês cujos trabalhos
mais importantes foram nas áreas de análise e geometria. Estudou também métodos de aproximação e é
conhecido principalmente pelos polinômios que levam seu nome.
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A relação de ortogonalidade para os polinômios de Laguerre é dada por

< L(α)
n , L(α)

m >φ =

∫ ∞
0

L(α)
n L(α)

m xαe−xdx

=

{
0, se m 6= n,
n!Γ(n+ α + 1), se m = n.

e eles satisfazem à seguinte relação de recorrência de três termos:

L
(α)
n+1(x) = [x− (2n+ α + 1)]L(α)

n (x)− n(n+ α)L
(α)
n−1(x), n ≥ 1,

com L
(α)
0 (x) = 1 e L(α)

1 (x) = x− (α + 1).

De fato, como tais polinômios são mônicos, γn+1 =
αn+1,n+1

αn,n
= 1. De (3.8),

αn+1 =
< L

(α)
n , L

(α)
n >φ

< L
(α)
n−1, L

(α)
n−1 >φ

=
n!Γ(n+ α + 1)

(n− 1)!Γ(n− 1 + α + 1)

= n(n+ α).

Vamos agora calcular βn+1 =
< xL

(α)
n , L

(α)
n >φ

< L
(α)
n , L

(α)
n >φ

.

Sabemos que L(α)
n (x) = xn − n(α + n)xn−1 + .... Logo, obtemos

L
(α)
n+1(x) = xn+1 − (n+ 1)(α + n+ 1)xn + ...

e
xL(α)

n (x) = xn+1 − n(α + n)xn + ....

Daí,

xL(α)
n (x)− L(α)

n+1(x) = [(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]xn + ... (3.11)

Mas,

[(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]L(α)
n (x) =[(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]xn

− [(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]

× n(α + n)xn−1 + ...

Assim,

[(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]xn =[(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]L(α)
n (x)

+ n(α + n)]n(α + n)xn−1 + ....

Podemos então escrever

[(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]xn = [(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]L(α)
n (x) + qn−1(x),

onde qn−1(x) é um polinômio de grau n− 1. Substituíndo em (3.11), temos

xL(α)
n (x) = L

(α)
n+1(x) + [(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]L(α)

n (x) + qn−1(x),
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e, fazendo o produto interno dessa expressão por L(α)
n (x),

< xL(α)
n (x), L(α)

n (x) >φ= < L
(α)
n+1(x), L(α)

n (x) >φ +[(n+ 1)(α + n+ 1)− n(α + n)]

× < L(α)
n (x), L(α)

n (x) >φ + < qn−1(x), L(α)
n (x) >φ .

Então

< xL
(α)
n (x), L

(α)
n (x) >φ

< L
(α)
n (x), L

(α)
n (x) >φ

= (n+ 1)(n+ α + 1)− n(n+ α) = 2n+ α + 1.

Portanto,
βn+1 = 2n+ α + 1.

As Figuras 3.9 e 3.10 apresentam grá�cos de polinômios de Laguerre de diferentes
graus, para diferentes valores de α.

Figura 3.9: Polinômios de Laguerre de graus 1, 2 e 3 com α = 0.

Figura 3.10: Polinômios de Laguerre de grau 3 com α = 0, 1, 2.

• Polinômios de Hermite7 (Hn)

São ortogonais no intervalo (−∞,∞) com relação à medida dφ(x) = e−x
2
dx e dados

pela expressão

Hn(x) =

bn2 c∑
m=0

(−1)mn!xn−2m

4mm!(n− 2m)!
,

7De acordo com [14], Charles Hermite (1822-1901) foi um matemático francês de grande contribuição
para a teoria dos números, álgebra, polinômios ortogonais, funções elípticas e formas quadráticas.



3. Polinômios Ortogonais 43

onde bzc denota o maior inteiro menor ou igual a z. Também podemos obtê-los
através da fórmula de Rodrigues

Hn(x) =
(−1)n

2n
ex

2 dn

dxn
[e−x

2

].

Tais fórmulas nos dão os polinômios de Hermite na forma mônica.

Eles satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade:

< Hn, Hm >φ=

{
0, se m 6= n,
n!
√
π

2n
, se m = n.

Satisfazem também à relação de recorrência de três termos dada por

Hn+1 = xHn(x)− n

2
Hn−1(x), n ≥ 1,

com H0(x) = 1 e H1(x) = x, pois, temos que

dn+1

dxn+1
[e−x

2

] =
dn

dxn
[−2xe−x

2

]

e, aplicando a Regra de Leibinitz com f(x) = −2x e g(x) = e−x
2
, sabendo que

f (j)(x) = 0 para j ≥ 2,

dn+1

dxn+1
[e−x

2

] =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (n−k)(x)g(k)(x)

=
n−2∑
k=0

(
n
k

)
f (n−k)(x)g(k)(x) +

n∑
k=n−1

(
n
k

)
f (n−k)(x)g(k)(x)

=

(
n

n− 1

)
f
′
(x)g(n−1)(x) +

(
n
n

)
f(x)g(n)(x) =

= −2n
dn−1

dxn−1
[e−x

2

]− 2x
dn

dxn
[e−x

2

].

Então,

Hn+1(x) =
(−1)n+1

2n+1
ex

2 dn+1

dxn+1
(e−x

2

)

=
(−1)n+1

2n+1
ex

2

[
−2n

dn−1

dxn−1
[e−x

2

]− 2x
dn

dxn
[e−x

2

]

]
= xHn(x)− n

2
Hn−1(x).

Na Figura 3.11 temos grá�cos dos polinômios de Hermite de graus 1,2 e 3.

3.2 Polinômios ortogonais no círculo unitário

Esta seção contém resultados sobre os polinômios ortogonais no círculo unitário, que
também são conhecidos como polinômios de Szegö8. Tais polinômios não satisfazem uma

8De acordo com [14], Gábor Szegö (1895-1985) foi um matemático húngaro que trabalhou principal-
mente na teoria de funções (de uma variável complexa), polinômios ortogonais clássicos, desigualdades
isoperimétricas e forma de Toeplitz.
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Figura 3.11: Polinômios de Hermite de graus 1, 2 e 3.

relação de recorrência de três termos, mas a apresentação dessa teoria se faz necessária
para o posterior estudo sobre os polinômios para-ortogonais, que se encontra no capítulo
6.

Seja ψ uma medida positiva no círculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}, ou seja, ψ(eiθ),
de�nida em 0 ≤ θ ≤ 2π, é uma função real, limitada e não decrescente, com in�nitos
pontos de aumento em C. Como a medida está de�nida em C, seus momentos são
chamados de trigonométricos e são dados por

µm =

∫
C

z−mdψ(z) =

∫ 2π

0

e−imθdψ(eiθ), (3.12)

m = 0,±1,±2, ....
Observe que

µ−n =

∫ 2π

0

einθdψ(eiθ) =

∫ 2π

0

e−inθdψ(eiθ) = µn, (3.13)

n = 0, 1, 2, ....
Denotaremos por ψ(θ) a medida induzida por ψ(eiθ), que tem suporte em [0, 2π]. Com

ela, podemos de�nir o seguinte funcional linear

L[zm] =

∫
C

zmdψ(z) = µ−m. (3.14)

Como o suporte da medida ψ é in�nito, ou seja, o número de pontos de aumento de
ψ em [0, 2π] é in�nito, para qualquer f(eiθ) ≥ 0, não identicamente nula e contínua em
[0, 2π], temos

L[f ] =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(θ) > 0.

Se f é um polinômio,

L[|f |2] =

∫ 2π

0

f(eiθ)f(eiθ)dψ(θ) > 0.

Utilizando o funcional L, de�nimos o seguinte produto interno:

< f, g >= L[f(eiθ)g(eiθ)] =

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dψ(θ). (3.15)

Se f(z) =
q∑
j=p

cjz
j, com p ≤ q ∈ Z e cj ∈ C, temos, de (3.14),

L[f ] = L

[
q∑
j=p

cjz
j

]
=

q∑
j=p

cjµ−j.
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A seguinte matriz, conhecida como matriz de Toeplitz, é correspondente à sequência
de momentos {µn}∞−∞:

Tn =


µ0 µ−1 ... µ−n
µ1 µ0 ... µ−n+1
...

...
. . .

...
µn µn−1 ... µ0

 ,

n = 0, 1, 2, ... . Seu determinante, conhecido como determinante de Toeplitz, é de�nido
por

∆−1 = 1 e ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ−1 ... µ−n
µ1 µ0 ... µ−n+1
...

...
. . .

...
µn µn−1 ... µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , n ≥ 0. (3.16)

De�nição 12 Um funcional linear L, onde µm = L[z−m], é positivo-de�nido se

∆n > 0, n = 0, 1, 2, ...,

e quase-de�nido se
∆n 6= 0, n = 0, 1, 2, ....

Sendo π(z) =
n∑
k=0

ckz
k, com cj ∈ C e cn 6= 0, um polinômio de grau n, n ≥ 0, temos,

de (3.14) e (3.15), que

0 < ||π||2 =< π, π >

= L[π(z)π(z)]

= L

[
n∑
k=0

ckzk
n∑
j=0

cjz
j

]

= L

[
n∑
j=0

n∑
k=0

ckcjz
j−k

]

=
n∑
j=0

n∑
k=0

ckcjµk−j,

e então,

||π|| =

(
n∑
j=0

n∑
k=0

ckcjµk−j

) 1
2

.

Escrevendo ||π||2 na forma matricial, temos

||π||2 =
(
c0 c1 c2 ... cn

)


µ0 µ−1 µ−2 ... µ−n
µ1 µ0 µ−1 ... µ−n+1

µ2 µ1 µ0 ... µ−n+2
...

...
...

. . .
...

µn µn−1 µn−2 ... µ0




c0

c1

c2
...
cn

 > 0,
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ou seja,

(
c0 c1 c2 ... cn

)
Tn


c0

c1

c2
...
cn

 > 0.

Dessa forma, concluímos que a matriz Tn é positiva-de�nida, e, então, ∆n > 0, para
n ≥ 0, o que implica que L é um funcional linear positivo-de�nido.

De�nição 13 Uma sequência {µn}∞−∞ de números complexos é hermitiana se, para n =
0, 1, 2, ..., vale µn = µ−n e é hermitiana positiva-de�nida se ∆n > 0, n ≥ 0.

Temos então, de (3.13), que, dada uma medida positiva no círculo unitário, a sequên-
cia de momentos {µn}∞−∞ de�nidos por (3.12) forma uma sequência hermitiana positiva-
de�nida. Temos também que a matriz Tn é hermitiana, ou seja, Tn = T tn.

De�nição 14 Dado um funcional linear L positivo - de�nido (quase-de�nido), uma sequên-
cia de polinômios {Sn}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios ortogonais com relação
à L, se

< Sn, Sm >= L[Sn(z)Sm(z)] =

{
0, se m 6= n,
κ2
n 6= 0, se m = n.

(3.17)

Vamos considerar, aqui, somente polinômios Sn mônicos.
É possível provar, assim como para os polinômios ortogonais na reta real, que sendo

πm ∈ Pm, m ≤ n,

< Sn, πm >= L[Sn(z)πm(z)] =

{
0, se m < n,
κ̂n 6= 0, se m = n.

(3.18)

Escrevendo

Sn(z) =
n∑
k=0

ck,nz
k,

para n ≥ 0, com ck,n ∈ C e cn,n = 1, e usando (3.17) para m = 0, 1, 2, ..., n, obtemos

< Sn, z
m >= L

[
Sn(z)

1

zm

]
=

n∑
k=0

ck,nµm−k =

{
0, se m < n,
κ̃n 6= 0, se m = n.

(3.19)

Como

< Sn, Sm > = L[Sn(z)Sm(z)]

= L

[
Sn(z)

m∑
k=0

ck,mz
k

]

=
m∑
k=0

ck,mL[Sn(z)zk]

=
m∑
k=0

ck,m < Sn, z
m >

=

{
0, se m < n,
cn,nκ̃n 6= 0, se m = n,
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podemos concluir que (3.17) e (3.19) são de�nições equivalentes para os polinômios de
Szegö.

Fazendo m = 0, 1, 2, ..., n em (3.19), obtemos o sistema de equações lineares
µ0 µ−1 ... µ−n+1 µ−n
µ1 µ0 ... µ−n+2 µ−n+1
...

...
. . .

...
...

µn−1 µn−2 ... µ0 µ−1

µn µn−1 ... µ1 µ0




c0,n

c1,n
...

cn−1,n

cn,n

 =


0
0
...
0
κ̃n

 . (3.20)

Utilizando a Regra de Cramer para calcular cn,n, obtemos

1 = cn,n =
κ̃n∆n−1

∆n

⇒ κ̃n =
∆n

∆n−1

.

Logo,

< Sn, z
m >=

{
0, se m = 0, 1, ..., n− 1,

∆n

∆n−1
, se m = n. (3.21)

Uma outra maneira de se construir os polinômios de Szegö na forma mônica, e que
mostra sua existência e unicidade, é substituindo a última linha do sistema (3.20) por

Sn(z) =
n∑
k=0

ck,nz
k, obtendo


µ0 µ−1 ... µ−n+1 µ−n
µ1 µ0 ... µ−n+2 µ−n+1
...

...
. . .

...
...

µn−1 µn−2 ... µ0 µ−1

1 z ... zn−1 zn




c0,n

c1,n
...

cn−1,n

cn,n

 =


0
0
...
0

Sn(z)

 ,

e depois calculando novamente cn,n pela Regra de Cramer, o que nos dá

Sn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 ... µ−n+1 µ−n
µ1 µ0 ... µ−n+2 µ−n+1
...

...
. . .

...
...

µn−1 µn−2 ... µ0 µ−1

1 z ... zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.22)

que está bem de�nido, pois ∆n−1 6= 0.
Utilizando a notação Sm(z) para denotar o polinômio obtido conjugando-se apenas os

coe�cientes de Sm(z), podemos escrever

< Sn, Sm >= L[Sn(z)Sm(z)] = L[Sn(z)Sm(z)] = L
[
Sn(z)Sm

(
1

z

)]
.

De (3.22), temos que o polinômio recíproco de Sn é dado por

S∗n(z) = znSn

(
1

z

)
=

zn

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 ... µ−n
µ1 µ0 ... µ−n+1
...

...
. . .

...
µn−1 µn−2 ... µ−1

1 1
z

... 1
zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Como ∆n > 0 e µn = µ−n, para n = 0, 1, 2, ..., então

S∗n(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 ... µn
µ−1 µ0 ... µn−1
...

...
. . .

...
µ−n+1 µ−n+2 ... µ1

zn zn−1 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

De (3.14) e usando a de�nição de polinômio recíproco, temos

< S∗n(z), zm > =

〈
znSn(

1

z
), zm

〉
= L

[
znSn(

1

z
)zm
]

= L
[
znSn(z)

1

zm

]
= L[zn−mSn(z)]

=< zn−m, Sn > .

Logo, de (3.21),

< S∗n(z), zm >=

{
0, se m = 1, 2, ..., n,

∆n

∆n−1
, se m = 0.

Como Sm(z) = zm +
m−1∑
k=0

cm,kz
k, então

< Sn, Sm >=

〈
Sn, z

m +
m−1∑
k=0

cm,kz
k

〉
=< Sn, z

m > +
m−1∑
k=0

cm,k < Sn, z
k >=< Sn, z

m > ,

e assim,

< Sn, Sm >=

{
0, se m = 0, 1, ..., n− 1,

∆n

∆n−1
, se m = n. .

Considere, agora, os chamados coe�cientes de re�exão αn, de�nidos por

αn = −Sn+1(0), n = 0, 1, 2, .... (3.23)

Tais coe�cientes também podem ser chamados de coe�cientes de Verblunsky, de Schur,
de Szegö ou de Geronimus, de acordo com [18] e [19].

De (3.22), obtemos

Sn+1(0) =
1

∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 ... µ−n µ−n−1

µ1 µ0 ... µ−n+1 µ−n
...

...
. . .

...
...

µn−1 µn−2 ... µ−1 µ−2

µn µn−1 ... µ0 µ−1

1 0 ... 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Logo,

αn =
(−1)n

∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−1 µ−2 ... µ−n µ−n−1

µ0 µ−1 ... µ−n+1 µ−n
...

...
. . .

...
...

µn−2 µn−3 ... µ−1 µ−2

µn−1 µn−2 ... µ0 µ−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Teorema 10 Os polinômios mônicos de Szegö satisfazem às seguintes relações para n ≥
1:

S∗n(z) = S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z), (3.24)

Sn(z) = (1− |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z). (3.25)

Maiores detalhes encontram-se em [21].
Substituíndo (3.24) em (3.25), obtemos

Sn(z) = (1− |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1[S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z)],

ou seja,
Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S

∗
n−1(z), n ≥ 1. (3.26)

Note que os polinômios mônicos de Szegö são completamente determinados pelos co-
e�cientes de re�exão αn. O teorema a seguir nos dá um outro método para calculá-los.

Teorema 11 Sejam L um funcional linear de�nido positivo, ∆n o determinante de Toe-
plitz (3.16) e {αn}∞n=0 a sequência de�nida por (3.23). Então, para n ≥ 1,

αn−1 =
< zSn−1, 1 >

< S∗n−1, 1 >
, (3.27)

1− |αn−1|2 =
∆n∆n−2

∆2
n−1

> 0. (3.28)

Demonstração. Fazendo o produto escalar < Sn, 1 >, por (3.26), obtemos

< Sn, 1 >=< zSn−1, 1 > −αn−1 < S∗n−1, 1 > , n ≥ 1.

De (3.21), < Sn, 1 >= 0. Então,

αn−1 =
< zSn−1, 1 >

< S∗n−1, 1 >
,

e (3.27) está provado.
Utilizando (3.21) e (3.25) temos que

∆n

∆n−1

=< Sn, z
n >= (1− |αn−1|2) < zSn−1(z), zn > −αn−1 < S∗n(z), zn > .

Logo,
∆n

∆n−1

= (1− |αn−1|2)
∆n−1

∆n−2

.

Como L é de�nido positivo, ∆n > 0, para n ≥ 0, e então

1− |αn−1|2 =
∆n∆n−2

∆2
n−1

> 0.

Note que, de (3.28), |αn| < 1, para n ≥ 0.

Teorema 12 Os zeros do polinômio de Szegö Sn, n ≥ 1, estão todos no disco unitário
aberto D = {z ∈ C : |z| < 1}.
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Demonstração. Sejam z1, z2, ..., zn os zeros do polinômios de Szegö Sn, n ≥ 1. Logo,
podemos escrever Sn(z) = (z − z1)(z − z2)...(z − zn).

Sem perda de generalidade, escolhemos um zero de Sn, por exemplo, z1. Seja π o
polinômio de grau n− 1 dado por

π(z) =
Sn(z)

z − z1

= (z − z2)...(z − zn).

Assim,
Sn(z) = (z − z1)π(z) = zπ(z)− z1π(z).

Logo,
||Sn(z) + z1π(z)||2 = ||zπ(z)||2,

isto é,

< Sn(z)+z1π(z), Sn(z)+z1π(z) >=< Sn, Sn > +2 < Sn, z1π > + < z1π, z1π >=< zπ, zπ > .

Daí, obtemos
||Sn||2 + 2 < Sn, z1π > +||z1π||2 = ||zπ||2,

e, como, por (3.18), < Sn, z1π >= 0, e

||zπ||2 =< zπ, zπ >= L[zπzπ] = L
[
zπ

1

z
π

]
= L[ππ] =< π, π >= ||π||2,

então,
||Sn||2 + ||z1π||2 = ||π||2.

Logo,
||Sn||2 = (1− |z1|2)||π||2 > 0,

e, portanto,
1− |z1|2 > 0⇒ |z1|2 < 1⇒ |z1| < 1.

Assim, para qualquer zero de Sn, |zk| < 1, k = 1, 2, ..., n.

O resultado a seguir é semelhante ao Teorema de Favard. Ele usa o fato de que os po-
linômios ortogonais no círculo unitário são determinados pelos coe�cientes de Verblunsky
αn. Maiores detalhes e a demonstração encontram-se em [4].

Teorema 13 Dada uma sequência de números complexos {αn}∞n=0, onde |αn| < 1, n ≥ 0,
então associada a esta sequência existe uma única medida de probabilidade não-trivial,
de�nida no círculo unitário, tal que os polinômios mônicos {Sn} gerados por (3.26) são
os respectivos polinômios ortogonais no círculo unitário.



Capítulo

4
Polinômios Auto-inversíveis

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados da teoria de polinômios auto-inversíveis.
Para este estudo, as referências utilizadas foram [11] e [12].

4.1 Resultados importantes

Até agora estávamos denotando Pn um polinômio de grau exatamente n, em termos
de seus coe�cientes, mas podemos representá-lo também por

Pn(z) = an,n

n∏
j=1

(z − zj),

onde an,n ∈ C é o coe�ciente do termo de maior grau e zj ∈ C, j = 1, 2, ..., n, são os zeros
de Pn(z).

Dessa forma, temos que o polinômio recíproco de Pn(z) é dado por

P ∗n(z) = an,0

n∏
j=1

(z − z∗j ),

cujos zeros z∗j =
1

zj
são os inversos conjugados dos zeros zj.

De�nição 15 Dado Pn(z) =
n∑
j=0

an,jz
j um polinômio de grau n. Se existir u ∈ C, |u| = 1,

tal que P ∗n(z) = uPn(z), então Pn é chamado de auto-inversível.

Note que, se Pn é auto-inversível, então todo zero de Pn é zero de P ∗n .

De�nição 16 Se Pn(z) = znPn
(

1
z

)
, Pn(z) é chamado de palindrômico e se Pn(z) =

znPn
(

1
z

)
, Pn(z) é chamado de auto-recíproco.

Os polinômios auto-recíprocos reais são polinômios auto-inversíveis com u = 1 e são
também palindrômicos. Desta forma, os resultados a seguir que dizem respeito à po-
linômios auto-inversíveis também valem para polinômios auto-recíprocos reais (palíndro-

mes). Observe que, se Pn(z) =
n∑
j=0

an,jz
j, an,j ∈ C, é palindrômico, então an,k = an,n−k,

k = 0, 1, ..., n.
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Como exemplo, temos o polinômio P (z) = z5 − 0.3z4 − 1.6z3 − 1.6z2 − 0.3z + 1,
que é palindrômico, auto-recíproco real e, portanto, auto-inversível com u = 1, pois
P (z) = z5P

(
1
z

)
= P ∗(z). Já o polinômio P (z) = iz5−2z4+z3+z2−2z−i é auto-recíproco,

auto-inversível com u = 1, mas não é palindrômico, pois P (z) = z5P
(

1
z

)
= P ∗(z). Por

�m, temos o polinômio P (z) = −iz4 − z3 + iz + 1, que é auto-inversível com u = i, pois
P ∗(z) = z4 − iz3 − z + i e assim P ∗(z) = iP (z).

O resultado a seguir relaciona os zeros do polinômio Pn(z) com os zeros do seu polinô-
mio recíproco P ∗n(z). Maiores detalhes em [11].

Teorema 14 Sejam Pn(z) um polinômio de grau n e P ∗n(z) seu polinômio recíproco.
Então,
a) qualquer zero de Pn(z) em C = {z ∈ C : |z| = 1} é também zero de P ∗n(z);
b) se todos os zeros de Pn(z) encontram-se fora do disco unitário D = {z ∈ C : |z| ≤ 1},
isto é, |z| > 1, então P ∗n(z) possui todos os seus zeros no disco unitário aberto, ou seja,
|z| < 1;
c) supondo que Pn(z) possui p zeros em D, então P ∗n(z) tem n− p zeros no disco unitário
aberto.

Nas Figuras 4.1 e 4.2 temos a localização dos zeros do polinômio P (z) = 4z5 + z4 −
8.5z3−14.5z2−8z−2, que são z1 = −0.75−0.66i, z2 = −0.75+0.66i, z3 = −0.37−0.33i,
z4 = −0.37 + 0.33i e z5 = 2, e de seu polinômio recíproco P ∗(z) = −2z5 − 8z4 − 14.5z3 −
8.5z2 + z + 4, que são z∗1 = −1.5 − 1.32i, z∗2 = −1.5 + 1.32i, z∗3 = −0.75 − 0.66i,
z∗4 = −0.75 + 0.66i e z∗5 = 0.5. Pelo item a) do Teorema 14, temos que os zeros de
P (z) que estão em C são também zeros de P ∗(z) e, pelo item c), como P (z) tem quatro
zeros em D e é de grau 5, P ∗(z) tem um único zero em |z| < 1, o que pode ser observado
nas �guras.

(a) (b)

Figura 4.1: Localização dos zeros dos polinômios (a) P (z) = 4z5+z4−8.5z3−14.5z2−8z−2
e (b) P ∗(z) = −2z5 − 8z4 − 14.5z3 − 8.5z2 + z + 4.

O valor do polinômio P ∗n(z) no círculo unitário é dado por

P ∗n(eiθ) = an,0

n∏
j=1

(
eiθ − 1

z

)

=
an,0e

inθ(−1)n

z1z2...zn

n∏
j=1

(e−iθ − zj)

= einθPn(e−iθ).
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Portanto,
|P ∗n(eiθ)| = |Pn(eiθ)|.

Este resultado será utilizado na demonstração dos próximos teoremas.

Teorema 15 Para Pn(z) =
n∑
j=0

an,jz
j, an,n 6= 0, as seguintes a�rmações são equivalentes:

a) Pn é auto-inversível;

b) an,nPn(z) = an,0z
nPn

(
1
z

)
para cada número complexo z;

c) an,k = uan,n−k, k = 0, 1, 2, ..., n, onde |u| = 1.

Demonstração.
a) ⇒ b)
Temos que

P ∗n(z) = znP

(
1

z

)
= znan,n

n∏
j=1

(
1

z
− zj

)

= an,n

n∏
j=1

z

(
1

z
− zj

)

= an,n

n∏
j=1

(1− zzj)

= an,n(1− zz1)(1− zz2)...(1− zzn)

= an,n

(
z1

(
1

z1

− z
))(

z2

(
1

z2

− z
))

...

(
zn

(
1

zn
− z
))

= an,n(z1z2...zn)

(
1

z1

− z
)(

1

z2

− z
)
...

(
1

zn
− z
)

=
an,n

z1z2...zn
(z1 − z)(z2 − z)...(zn − z)

=
an,n(−1)n

z1z2...zn
(z − z1)(z − z2)...(z − zn).

Através da fórmula de Viéte

(−1)n
an,0
an,n

= z1z2...zn

segue que

P ∗n(z) =
an,n
an,0

Pn(z),

e assim,

an,nPn(z) = an,0z
nPn

(
1

z

)
.

b) ⇒ c)
Como, para z ∈ C, |P ∗n(z)| = |Pn(z)|, fazendo

|an,nPn(z)| =

∣∣∣∣∣an,0znPn
(

1

z

)∣∣∣∣∣ ,
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obtemos que |an,n| = |an,0|.
Temos que u =

an,n
an,0

, onde |u| = 1. Da hipótese, segue que

an,n
an,0

Pn(z) = znPn

(
1

z

)
an,n
an,0

(an,0 + an,1z + ...+ an,nz
n) = zn

(
an,0 + an,1

1

z
+ ...+ an,n

1

zn

)
u(an,0 + an,1z + ...+ an,nz

n) = an,0z
n + an,1z

n−1 + ...+ an,n.

Logo, an,k = uan,n−k, k = 0, 1, 2, ..., n.
c) ⇒ a)
Note que

P ∗n(z) = znP

(
1

z

)
= an,0z

n + an,1z
n−1 + ...+ an,n.

Como an,k = uan,n−k, para k = 0, 1, 2, ..., ., temos

P ∗n(z) = uan,nz
n + uan,n−1z

n−1 + ...+ uan,0 = uPn(z).

Uma vez que |u| = 1, Pn(z) é auto-inversível.

Teorema 16 Seja Pn(z) =
n∑
j=0

an,jz
j, an,n 6= 0, um polinômio auto-inversível. Então,

an,n[nPn(z)− zP ′n(z)] = an,0z
n−1P ′n

(
1

z

)
e ∣∣∣∣nPn(z)

zP ′n(z)
− 1

∣∣∣∣ = 1 para cada z ∈ C,

onde C = {z ∈ C : |z| = 1} é o círculo unitário.

Demonstração. Com Pn(z) =
n∑
j=0

an,jz
j é um polinômio auto-inversível, temos, do

Teorema 14, que

an,nPn(z) = an,0z
nPn

(
1

z

)
. (4.1)

Derivando essa expressão com respeito à z, segue que

an,nP
′

n(z) = nan,0z
n−1Pn

(
1

z

)
+ an,0z

n

(
Pn

(
1

z

))′

= nan,0z
n−1Pn

(
1

z

)
+ an,0z

n(−1)(z−2)P ′n

(
1

z

)
= nan,0z

n−1Pn

(
1

z

)
− an,0zn−2P ′n

(
1

z

)
.

Então

zan,nP
′

n(z) = nan,0z
nPn

(
1

z

)
− an,0zn−1P ′n

(
1

z

)
. (4.2)
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Substituindo (4.1) em (4.2),

zan,nP
′

n(z) = nan,nPn(z)− an,0zn−1P ′n

(
1

z

)
⇒nan,nPn(z)− zan,nP

′

n(z) = an,0z
n−1P ′n

(
1

z

)
⇒an,n[nPn(z)− zP ′n(z)] = an,0z

n−1P ′n

(
1

z

)
,

o que mostra o primeiro resultado.
Sabendo que |P ∗n(z)| = |Pn(z)|, para z ∈ C, implica em |an,n| = |an,0|, temos que

|an,0| 6= 0. Tomando, então, o módulo na expressão acima, obtemos

∣∣∣an,n[nPn(z)− zP ′n(z)]
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣an,0zn−1P ′n

(
1

z

)∣∣∣∣∣⇒
⇒ |an,n||nPn(z)− zP ′n(z)|

|an,0|
∣∣∣zn−1P ′n

(
1
z

)∣∣∣ = 1⇒

⇒ |nPn(z)− zP ′n(z)|
|(P ′n(z))∗|

= 1⇒

⇒ |nPn(z)− zP ′n(z)|
|P ′n(z)|

= 1⇒

⇒
∣∣∣∣nPn(z)− zP ′n(z)

P ′n(z)

∣∣∣∣ = 1⇒

⇒
∣∣∣∣zz nPn(z)− zP ′n(z)

P ′n(z)

∣∣∣∣ = 1⇒

⇒ |z|
∣∣∣∣nPn(z)

zP ′n(z)
− 1

∣∣∣∣ = 1

⇒
∣∣∣∣nPn(z)

zP ′n(z)
− 1

∣∣∣∣ = 1.





Capítulo

5
Polinômios L-ortogonais na reta real

Neste capítulo serão apresentados as funções de Laurent ou L-polinômios e, em seguida,
resultados sobre os polinômios L-ortogonais. As referências aqui utilizadas foram [10] e
[21].

5.1 Polinômios de Laurent ortogonais

De�nição 17 Sendo p ≤ q dois números inteiros, Λp,q é o espaço das funções de�nidas
por

R(z) =

q∑
k=p

rz.z
k, z ∈ C e rk ∈ C, k = p, ..., q.

Tais funções são conhecidas por polinômios de Laurent ou L-polinômios.

Temos então que, sendo Pn o espaço dos polinômios de grau no máximo n, Pn = Λ0,n.
Denotaremos Λ2n = {R ∈ Λ−n,n : rn 6= 0} e Λ2n+1 = {R ∈ Λ−n−1,n : r−n−1,n 6= 0}, onde

n ∈ N .

Teorema 17 Para todo L-polinômio R, existe um único i ∈ N tal que R ∈ Λi.

Demonstração.
A demonstração será feita apenas para i sendo par, mas para i ímpar é análoga.
Sejam i e j números naturais pares distintos. Suponha que R ∈ Λi e R ∈ Λj. Então,

R ∈ Λ− i
2
, i
2
⇒ R(z) =

i
2∑

k=− i
2

rk.z
k, r i

2
6= 0 (5.1)

e

R ∈ Λ− j
2
, j
2
⇒ R(z) =

j
2∑

k=− j
2

rk.z
k, r j

2
6= 0. (5.2)

De (5.1) e (5.2),
i
2∑

k=− i
2

rk.z
k =

j
2∑

k=− j
2

rk.z
k.
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Então,

r− i
2
.z−

i
2 + ...+ r i

2
.z

i
2 = r− j

2
.z−

j
2 + ...+ r− i

2
.z−

i
2 + ...+ r i

2
.z

i
2 + r j

2
.z

j
2 .

Como r j
2
6= 0 temos um absurdo. Logo, existe um único i natural par tal que R ∈ Λi.

Um L-polinômio R é de L-grau m se R ∈ Λm, m ∈ N e é mônico se o coe�ciente
principal for igual a 1. Se R ∈ Λ2n o coe�ciente principal é o coe�ciente do termo tn e se
R ∈ Λ2n+1 o coe�ciente principal é o coe�ciente do termo t−n−1.

Consideremos uma medida forte em (a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞, e os momentos

µψm =

b∫
a

tmdψ(t), m = 0,±1,±2, .... (5.3)

Os determinantes de Hankel, dados em (2.3) são positivos para m e n inteiros e n > 0.
Para mostrar esse fato, primeiramente precisamos de�nir o funcional de momento

L [tm] =

b∫
a

tmdψ(t) = µψm,

onde ψ é uma medida forte em (a, b). Pelo Teorema 3.3 de [5], como

L [π(t)] =

b∫
a

π(t)dψ(t) > 0

para todo polinômio π(t) que não é identicamente nulo e é não-negativo para todo t
real, L é positivo-de�nido e assim os momentos são reais e existe uma sequência de
polinômios ortogonais reais correspondente. Sendo {Pn}∞n=0 tal sequência, vamos supor
que os polinômios ortogonais Pn(x) são mônicos, sem perda de generalidade. Temos então,
do Teorema 3.2 de [5], que

0 < L[P 2
n(x)] =

Hm
n

Hm
n−1

, n ≥ 0.

Uma vez que H(m)
−1 = 1, também pelo Teorema 3.2 de [5], segue por indução que H(m)

n > 0,
n ≥ 0.

De�nição 18 Uma sequência {Rn}∞n=0 é chamada sequência de polinômios de Laurent
ortogonais com relação à medida ψ em (a, b) se
a) Rn ∈ Λn, n ∈ N ,

a)
b∫
a

Rn(t)Rm(t)dψ(t) =

{
0, se m 6= n,
κn 6= 0, se m = n.

Consideraremos aqui os polinômios de Laurent na forma mônica, isto é,

R2n(t) =
n∑

j=−n

r2n,j.tj, com r2n,n = 1,

R2n+1(t) =
n∑

j=−n−1

r2n+1,j.t
j, com r2n+1,−n−1 = 1.

O resultado a seguir é análogo ao Teorema 3 sobre polinômios ortogonais.
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Teorema 18 Se {Rn}∞n=0 é uma sequência de L-polinômios tal que Rn é de L-grau n,
n ∈ N , então as seguintes a�rmações são equivalentes:
a) {Rn}∞n=0 é uma sequência de polinômios de Laurent ortogonais;

b)
b∫
a

R(t)Rn(t)dψ(t)

{
= 0, para todo polinômio R de L-grau ≤ n− 1,
6= 0, se R tem L-grau n;

c)
b∫
a

tmR2n(t)dψ(t) =
n∑

j=−n
r2n,jµ

ψ
j+m

{
= 0, se − n ≤ m ≤ n− 1,
6= 0, se m = n;

b∫
a

tmR2n+1(t)dψ(t) =
n∑

j=−n−1

r2n+1,jµ
ψ
j+m =

{
= 0, se − n ≤ m ≤ n,
6= 0, se m = −n− 1.

Demonstração.
Antes de demonstrar o teorema, é necessário mostrar que R0(t), R1(t),...,Rm(t) são

linearmente independentes e formam uma base para Λm.
Sejam cj, j = 0, 1, ...,m constantes reais tais que

m∑
j=0

cjRj(t) = 0.

Logo, para cada L-polinômio Rk(t), 0 ≤ k ≤ m, obtemos

b∑
a

m∑
j=0

cjRj(t)Rk(t)dψ(t) =

b∫
a

0Rk(t)dψ(t) = 0,

ou seja,
m∑
j=0

cj

b∫
a

Rj(t)Rk(t)dψ(t) = 0. (5.4)

Por (5.4) e pela de�nição de polinômios de Laurent ortogonais,

0 =
m∑
j=0

cj

b∫
a

Rj(t)Rk(t)dψ(t) = ck

b∫
a

Rk(t)Rk(t)dψ(t)⇒ ck = 0,

para k = 0, 1, ...,m.
Portanto, R0(t),R1(t),...,Rm(t) são linearmente independentes e formam uma base para

Λm.
Estamos aptos agora a demonstrar o teorema:
a) ⇒ b)
Se R(t) ∈ Λm, m = 0, 1, ..., n− 1, podemos escrevê-lo como

R(t) =
m∑
j=0

αjRj(t),

αj 6= 0 e αj ∈ R.
Assim,

b∫
a

R(t)Rn(t)dψ(t) =

b∫
a

m∑
j=0

αjRj(t)Rn(t)dψ(t) =
m∑
j=0

αj

b∫
a

Rj(t)Rn(t)dψ(t) = 0,
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pois j < n.
Se R(t) ∈ Λn, temos

R(t) =
n∑
j=0

αjRj(t),

αn 6= 0 e αj ∈ R. Logo,

b∫
a

R(t)Rn(t)dψ(t) =

b∫
a

n∑
j=0

αjRj(t)Rn(t)dψ(t)

=
n∑
j=0

αj

b∫
a

Rj(t)Rn(t)dψ(t)

= αn

b∫
a

Rn(t)Rn(t)dψ(t)

= αnκn

6= 0.

b) ⇒ c)
Seja n ∈ N , �xo e arbitrário, e m ∈ {0,±1, ...,±(n− 1),±n} dado.
Se m 6= n, tm ∈ Λk, para k < n, e assim

b∫
a

tmR2n(t)dψ(t) = 0.

Se m = n, então tm ∈ Λ2n e daí

b∫
a

tmR2n(t)dψ(t) 6= 0.

Também, para m qualquer,

b∫
a

tmR2n(t)dψ(t) =
n∑

j=−n

r2n,j

b∫
a

tmtjdψ(t) =
n∑

j=−n

r2n,jµ
ψ
j+m.

Seja agora m ∈ {0,±1, ...,±n,−(n+ 1)} dado. Se m 6= −(n+1), tm ∈ Λk, k < 2n+1,
implicando em

b∫
a

tmR2n+1(t)dψ(t) = 0,

e se m = −(n+ 1), tm ∈ Λ2n+1, temos

b∫
a

tmR2n+1(t)dψ(t) 6= 0.
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Para m qualquer,

b∫
a

tmR2n+1(t)dψ(t) =
n∑

j=−n−1

r2n+1,j

b∫
a

tmtjdψ(t) =
n∑

j=−n−1

r2n+1,jµ
ψ
j+m.

c) ⇒ a)

Temos que R2n(t) =
n∑

j=−n
r2n,jt

j, r2n,n 6= 0 e R2n+1(t) =
n∑

j=n−1

r2n+1,jt
j, r2n+1,−n−1 6= 0.

Assumindo m ≤ n, temos

b∫
a

R2m(t)R2n(t)dψ(t) =
m∑

j=−m

r2m,j

b∫
a

tjR2n(t)dψ(t) =

{
0, m 6= n,
r2m,mκ2n, se m = n,

e

b∫
a

R2m+1(t)R2n+1(t)dψ(t) =
m∑

j=−(m+1)

r2m+1,j

b∫
a

tjR2n+1(t)dψ(t) =

{
0, m 6= n,
r2m+1,−(m+1)κ2n+1, se m = n.

Se m < n,
b∫
a

R2m+1(t)R2n(t)dψ(t) =
m∑

j=−(m+1)

r2m+1,j

b∫
a

tjR2n(t)dψ(t) = 0 e, se m ≥ n,

b∫
a

R2m+1(t)R2n(t)dψ(t) =
n∑

j=−n
r2n,j

b∫
a

tjR2m+1(t)dψ(t) = 0.

Como r2m,mκ2n 6= 0 e r2m+1,−(m+1)κ2n+1 6= 0, o resultado �ca demonstrado.

Se utilizarmos o item c) com −n,−n+ 1, ..., n−1 chegamos a um sistema de equações
lineares, assim como feito para os polinômios ortogonais. Pela Regra de Cramer, obtemos

R2n(t) =
1

H
(−2n)
2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−2n µψ−2n+1 ... µψ−1 µψ0
µψ−2n+1 µψ−2n+2 ... µψ0 µψ1

...
...

. . .
...

...
µψ−1 µψ0 ... µψ2n−2 µψ2n−1

t−n t−n+1 ... tn−1 tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Analogamente, fazendo m = −n,−n+1, ..., n e usando novamente a Regra de Cramer,
obtemos

R2n+1(t) =
1

H
(−2n)
2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n−1 t−n ... tn−1 tn

µψ−2n−1 µψ−2n ... µψ−1 µψ0
...

...
. . .

...
...

µψ−2 µψ−1 ... µψ2n−2 µψ2n−1

µψ−1 µψ0 ... µψ2n−1 µψ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Como H(m)
n > 0 garantimos a existência dos polinômios de Laurent ortogonais, que

não satisfazem a uma relação de recorrência de três termos.
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5.2 Polinômios L-ortogonais

De�nição 19 Sendo ψ uma medida forte no intervalo (a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞, t ∈ R e
Bn um polinômio mônico de grau exatamente n, dizemos que {Bn}∞n=0 é uma sequência
de polinômios L-ortogonais com relação a dψ em (a, b) se

b∫
a

t−n+sBn(t)dψ(t) =

{
0, se 0 ≤ s ≤ n− 1,
ρn > 0, se s = n.

(5.5)

ou, de maneira equivalente,

b∫
a

tkBn(t)dψ(t) =

{
0, para k = −1,−1, ...,−n+ 1,−n,
ρn > 0, para k = 0.

(5.6)

Escrevendo Bn em termos de seus coe�cientes,

Bn(t) =
n∑
k=0

bn,kt
k, com bn,n = 1, (5.7)

obtemos

b∫
a

t−n+sBn(t)dψ(t) =
n∑
k=0

bn,kµ
ψ
−n+s+k =

{
0, se s = 0, 1, ..., n− 1,
ρn > 0, se s = n.

(5.8)

Fazendo s = 0, 1, ..., n− 1 em (5.8), obtemos um sistema linear, e, acrescentando (5.7)
como a última linha desse sistema, podemos utilizar a Regra de Cramer para escrever Bn

da seguinte forma

Bn(t) =
1

H
(−n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−n µψ−n+1 ... µψ−1 µψ0
µψ−n+1 µψ−n+2 ... µψ0 µψ1

...
...

. . .
...

...
µψ−1 µψ0 ... µψn−2 µψn−1

1 t ... tn−1 tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.9)

Como H(−n)
n > 0, garantimos a existência dos polinômios L-ortogonais Bn.

Fazendo s = n em (5.8) e substituíndo a última linha do sistema anterior pela equação
obtida, podemos resolver o sistema resultante usando novamente a Regra de Cramer e
assim vamos obter

ρn =
H

(−n)
n+1

H
(−n)
n

. (5.10)

A partir de (5.9) obtemos que t = 0 não é zero de Bn. De fato, fazendo t = 0 em (5.9),

Bn(0) =
1

H
(−n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−n µψ−n+1 ... µψ−1 µψ0
µψ−n+1 µψ−n+2 ... µψ0 µψ1

...
...

. . .
...

...
µψ−1 µψ0 ... µψn−2 µψn−1

1 0 ... 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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e utilizando a Regra de Cramer

bn,0 = Bn(0) = (−1)n
H

(−n+1)
n

H
(−n)
n

6= 0. (5.11)

Seja

ηn =

b∫
a

t−n−1Bn(t)dψ(t),

obtido fazendo-se s = −1 em (5.5). Obtemos de (5.3) e (5.7)

ηn = bn,nµ
ψ
−1 + bn,n−1µ

ψ
−2 + ...+ bn,1µ

ψ
−n + bn,0µ

ψ
−n−1.

Fazendo s = −1, 0, 1, ..., n− 1 na integral em (5.5), obtemos o sistema

b∫
a

t−n−1Bn(t)dψ(t) = bn,nµ
ψ
−1 + ...+ bn,0µ

ψ
−n−1 = ηn

b∫
a

t−nBn(t)dψ(t) = bn,nµ
ψ
0 + ...+ bn,0µ

ψ
−n = 0

...
b∫
a

t−1Bn(t)dψ(t) = bn,nµ
ψ
−1+n + ...+ bn,0µ

ψ
−1 = 0

que na forma matricial �ca
µψ−n−1 ... µψ−1

µψ−n ... µψ0
...

...
...

µψ−1 ... µψn−1




bn,0
bn,1
...
bn,n

 =


ηn
0
...
0

 .

Resolvendo pela Regra de Cramer,

Bn(0) = bn,0 = ηn
H

(−n+1)
n

H
−(n+1)
n+1

.

De (5.11),

ηn = (−1)n
H
−(n+1)
n+1

H
(−n)
n

. (5.12)

5.2.1 Polinômios associados aos L-ortogonais

De�nição 20 Os polinômios

Cn(t) =

b∫
a

Bn(z)−Bn(t)

z − t
dψ(z) (5.13)

são associados ao polinômio Bn.
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O polinômio associado Cn tem grau n − 1, n ≥ 1. De fato, Seja Bn(t) =
n∑
k=0

bn,kt
k.

Assim,

Bn(z)−Bn(t) = bn,n(zn − tn) + bn,n+1(zn−1 − tn−1) + ...+ bn,1(z − t) =
n∑
k=1

bn,k(z
k − tk).

Substituindo em (5.13),

Cn(t) =
n∑
k=1

bn,k

b∫
a

zk − tk

z − t
dψ(z) =

n∑
k=1

bn,k(µ
ψ
k−1 + µψk−2t+ ...+ µψ1 t

k−2 + µψ0 t
k−1).

Desenvolvendo o somatório, obtemos

Cn(t) = bn,nµ
ψ
0 t
n−1 + (bn,nµψ1

+ bn,n−1µ
ψ
0 )tn−1 + ...+ bn,1µ

ψ
0 ,

ou seja, Cn tem grau n− 1.

Teorema 19 Os polinômios Cn satisfazem

Cn(t) =

b∫
a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z),

m = 0, 1, ..., n.

Demonstração. Se m = 0, temos (5.13). Consideremos então m = 1, 2, ..., n. De (5.13),

Cn(t) =

b∫
a

z−m
zmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z).

Somando-se e subtraindo-se o termo tmBn(z), obtemos

Cn(t) =

b∫
a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z) +

b∫
a

z−mBn(z)
zm − tm

z − t
dψ(z).

Como
zm − tm

z − t
=

m−1∑
k=0

zktm−1−k, então

Cn(t) =

b∫
a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z) +

m−1∑
k=0

zktm−1−k

b∫
a

zk−mBn(z)dψ(z).

Mas, como
b∫

a

zk−mBn(z)dψ(z) = 0,

para m = 1, 2, ..., n e k = 0, 1, ...,m− 1, temos que

Cn(t) =

b∫
a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z),

para 0 ≤ m ≤ n.
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5.2.2 Relação de recorrência de três termos

O primeiro resultado que apresentaremos aqui diz respeito ao conjunto de polinômios
{tn−jBj}nj=0.

Lema 1 Para n ≥ 1, o conjunto de polinômios {tn−jBj}nj=0 é linearmente independente.

Demonstração. Note que os polinômios tn−jBj, j = 0, 1, ..., n, são mônicos e de grau n.
Sejam γj, j = 0, 1, ..., n, constantes tais que

n∑
j=0

γjt
n−jBj(t) = γ0tnB0(t) + γ1tn−1B1(t) + ...+ γnBn(t) = 0.

Se multiplicarmos ambos os lados por ts−n e integrarmos com respeito a ψ no intervalo
(a, b), obtemos

n∑
j=0

γj

b∫
a

ts−jBj(t)dzψ(t) = 0. (5.14)

De (5.5) sabemos que

b∫
a

t−j+sBj(t)dψ(t)− 0, para s = 0, 1, ..., j − 1.

Fazendo s = 0, 1, ..., n em (5.14), obtemos o sistema triangular inferior de equações lineares

s∑
j=0

γj

b∫
a

t−j+sBj(t)dψ(t) = 0, para s = 0, 1, ..., n.

Como ρs =
b∫
a

Bs(t)dψ(t) 6= 0, então γs = 0, s = 0, 1, ..., n. Assim, para n ≥ 1, o conjunto

de polinômios {tn−jBj}nj=0 é linearmente independente.

Teorema 20 Os polinômios Bn e Cn satisfazem às seguintes relações de recorrência de
três termos, para n ≥ 1,

Bn+1(t) = (t− βn+1)Bn(t)− αn+1tBn−1(t), (5.15)

Cn+1(t) = (t− βn+1)Cn(t)− αn+1tCn−1(t), (5.16)

com B0(t) = 1, B1(t) = t− β1, C0(t) = 0, C1(t) = µψ0 e

β1 =
µψ0

µψ−1

, αn+1 =
ρn
ρn−1

, βn+1 = −αn+1
ηn−1

ηn
.

Demonstração. Sendo Bn, n ≥ 0, polinômios mônicos de grau n, o polinômio Bn+1(t)−
tBn(t) é de grau no máximo n em t. Dessa forma, pelo Lema 1, podemos escrever

Bn+1(t)− tBn(t) =
n∑
j=0

γjt
n−jBj(t), (5.17)
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e, multiplicando ambos os membros dessa igualdade por tk e integrando com respeito a ψ
em (a, b), obtemos

b∫
a

tkBn+1(t)dψ(t)−
b∫

a

tk+1Bn(t)dψ(t) =
n∑
j=0

γj

b∫
a

tn−j+kBj(tdψ(t)). (5.18)

• Fazendo k = −n em (5.18), obtemos

b∫
a

t−nBn+1(t)dψ(t)−
b∫

a

t−n+1Bn(t)dψ(t) =
n∑
j=0

γj

b∫
a

t−jBj(t)dψ(t).

Note que se k = 1, .., n, a integral do segundo membro é nula, mas se k = 0, por (5.6),
teremos

n∑
j=0

γj

b∫
a

t−jBj(t)dψ(t) = γ0ρ0,

e, ainda por (5.6), 0 = γ0ρ0. Assim, como ρ0 > 0, γ0 = 0.
• Fazendo k = −n+ 1 em (5.18) e usando o fato de que γ0 = 0, obtemos

b∫
a

t−n+1Bn+1(t)dψ(t)−
b∫

a

t−n+2Bn(t)dψ(t) =
n∑
j=1

γj

b∫
a

t−j+1Bj(t)dψ(t).

De (5.6), temos que 0 = γ1ρ1 e, uma vez que ρ1 > 0, então γ1 = 0.
• Fazendo k = −n+ 1,−n+ 3, ...,−2 em (5.18), concluímos que

γ2 = γ3 = ... = γn−2 = 0.

Substituíndo γj = 0, para j = 0, 1, ..., n− 2, em (5.17), obtemos

Bn+1(t)− tBn(t) = γnBn(t) + γn−1Bn−1(t),

isto é, os polinômios {Bn} satisfazem a uma relação de recorrência de três termos.
Fazendo k = −1 em (5.18) podemos determinar o valor de γn−1, ou seja,

b∫
a

t−1Bn+1(t)dψ(t)−
b∫

a

Bn(t)dψ(t) = γn

b∫
a

t−1Bn(t)dψ(t) + γn−1

b∫
a

Bn−1(t)dψ(t).

Logo,

−
b∫

a

Bn(t)dψ(t) = γn−1

b∫
a

Bn−1(t)dψ(t),

ou seja,
γn−1 = − ρn

ρn−1

.

Para obter o valor de γn fazemos k = −(n+ 1) em (5.18). Assim,

b∫
a

t−(n+1)Bn+1(t)dψ(t)−
b∫

a

t−nBn(t)dψ(t) = γn

b∫
a

t−n−1Bn(t)dψ(t)+γn−1

b∫
a

t−nBn−1(t)dψ(t).
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Logo,
0 = γnηn + γn−1ηn−1 ⇒ γn = −γn−1

ηn−1

ηn
.

Fazendo, para n ≥ 1, αn+1 = −γn−1 =
ρn
ρn−1

e βn+1 = −αn+1
ηn−1

ηn
, obtemos (5.15).

As condições iniciais B0(t) = 1 e B1(t) = t− β1 são obtidas do fato de Bn ser mônico
e usando

0 =

b∫
a

t−1B1(t)dψ(t) =

b∫
a

t−1(t− β1)dψ(t) = µψ0 − β1µ
ψ
−1.

Para provar (5.16) utilizamos (5.15), de onde obtemos

Bn+1(z)−Bn+1(t) = (z − βn+1)Bn(z)− αn+1zBn−1(z)− (t− βn+1)Bn(t) + αn+1tBn−1(t).

Somando e subtraindo tBn(z) e αn+1tBn−1(z) no segundo membro da equação anterior,
obtemos

Bn+1(z)−Bn+1(t) = (t− βn+1)(Bn(z)−Bn(t))− αn+1t(Bn−1(z)−Bn−1(t))

+ (z − t)(Bn(z)− αn+1Bn−1(z)),

e, dividindo ambos os lados por (z − t) e integrando com relação a ψ no intervalo (a, b),
obtemos

Cn+1(t) = (t− βn+1)Cn(t)− αn+1tCn−1(t) + ρn − αn+1ρn−1.

Como αn+1 =
ρn
ρn−1

, �ca demonstrado o resultado.

De (5.10) e (5.12) obtemos outras formas de escrever os coe�cientes αn+1 e βn+1, n ≥ 0:

αn+1 =
ρn
ρn−1

=
H

(−n)
n+1 H

(−(n−1))
n−1

H
(−n)
n H

(−(n−1))
n

e

βn+1 = −αn+1
ηn−1

ηn

= αn+1
H

(−n)
n H

(−n)
n

H
(−(n−1))
n−1 H

−(n+1)
n+1

=
H

(−n)
n+1 H

(−(n−1))
n−1

H
(−n)
n H

(−(n−1))
n

H
(−n)
n H

(−n)
n

H
(−(n−1))
n−1 H

−(n+1)
n+1

=
H

(−n)
n+1 H

(−n)
n

H
(−(n−1))
n H

−(n+1)
n+1

.

5.2.3 Zeros dos polinômios L-ortogonais na reta real

Teorema 21 Os zeros do polinômios Bn, n ≥ 1, são reais, distintos e pertencem ao
intervalo (a, b).

Demonstração.
• Bn possui pelo menos um zero em (a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞:
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Suponha que Bn não tem zeros em (a, b). Então, Bn não muda de sinal em (a, b) , isto
é, Bn(t) > 0 ou Bn(t) < 0 , t ∈ (a, b). Por de�nição,

b∫
a

t−nBn(t)dψ(t) = 0.

Mas como t−n > 0 e Bn não muda de sinal em (a, b), temos

b∫
a

t−nBn(t)dψ(t) 6= 0,

chegando assim em uma contradição. Portanto, Bn muda de sinal pelo menos uma vez
em (a, b).
• Bn muda de sinal n vezes em (a, b):
Suponha que Bn muda de sinal r vezes em (a, b), r < n. Sejam tn,1, tn,2,..., tn,r

os pontos onde Bn muda de sinal em (a, b). Claramente, tn,1, tn,2,..., tn,r são zeros de
multiplicidade ímpar de Bn. Logo,

(t− tn,1)(t− tn,2)...(t− tn,r) =
r∑
j=0

ajt
j

é um polinômio mônico de grau r. Como j = 0, 1, ..., r e r < n,

r∑
j=0

aj

b∫
a

t−n+jBn(t)dψ(t) = 0. (5.19)

Mas Bn(t) =
r∑
j=0

ajt
j é um polinômio cujos zeros têm multiplicidade par em (a, b) ou são

complexos. Assim, não muda de sinal em (a, b) e, portanto,

r∑
j=0

aj

b∫
a

t−n+jBn(t)dψ(t) 6= 0,

o que contradiz (5.19). Logo, Bn muda de sinal r ≥ n vezes em (a, b) e como Bn é um
polinômio de grau n, temos que r = n. Portanto, todos os zeros de Bn são simples e estão
em (a, b).

Consideraremos aqui os zeros de Bn ordenados em ordem crescente, ou seja,

a < tn,1 < tn,2 < ... < tn,n < b.

O resultado a seguir é uma consequência das relações de recorrência (5.15) e (5.16).

Teorema 22 Os polinômios Bn e Cn satisfazem à seguinte relação:

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = αnαn−1αn−2...α2µ
ψ
0 t
n−1, n ≥ 2. (5.20)

Além disso, o polinômio Gn, de�nido por

Gn(t) = B
′

n(t)Bn−1(t)−B′n−1(t)Bn(t), n ≥ 1, (5.21)

satisfaz

Gn+1(t) = [Bn(t)]2 + αn+1βn[Bn−1(t)]2 + αn+1αnt
2Gn−1(t), n ≥ 1. (5.22)



5. Polinômios L-ortogonais na reta real 69

Demonstração.
• Vamos demonstrar primeiro (5.20). Pelo Teorema 20 temos

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) =[(t− βn)Cn−1(t)− αntCn−2(t)]Bn−1(t)

− Cn−1(t)[(t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t)]

=αnt[Cn−1(t)Bn−2(t)− Cn−2(t)Bn−1(t)],

que é uma equação de diferenças. Logo,

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = αnt[αn−1t(Cn−2(t)Bn−3(t)− Cn−3(t)Bn−2(t))]

...

= αntαn−1t[...(α2t(C1(t)B0(t)− C0(t)B1(t)))].

Como C0(t) = 0, C1(t) = µψ0 , B0(t) = 1 e B1(t) = t− β1, chegamos em

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = αnαn−1αn−2...α2µ
ψ
0 t
n−1, n ≥ 2.

• Vamos demonstrar agora (5.22): de (5.21) e da relação de recorrência de três termos,
obtemos

Gn(t) = [(t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t)]
′
Bn−1(t)−B′n−1(t)[(t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t)].

Calculando as derivadas, teremos

Gn(t) = B2
n−1(t)− αnBn−2(t)Bn−1(t) + αntGn−1(t).

Logo,
Gn+1(t) = B2

n(t)− αn+1Bn−1(t)Bn(t) + αn+1tGn(t).

Como Bn(t) = (t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t), obtemos

Gn+1(t) = B2
n(t) + αn+1βnB

2
n−1(t) + αn+1αnt

2Gn−1(t).

De (5.22), obtemos

G2n+1(t) = B2
2n(t) + α2n+1β2nB

2
2n−1(t) + α2n+1α2nt

2G2n−1(t). (5.23)

Mas
G2n−1(t) = B2

2n−2(t) + α2n−1β2n−2B
2
2n−3(t) + α2n−1α2n−2t

2G2n−3(t)

e
G2n−3(t) = B2

2n−4(t) + α2n−3β2n−4B
2
2n−5(t) + α2n−3α2n−4t

2G2n−5(t).

Continuando esse raciocínio e substituíndo em (5.23), chegamos em

G2n+1(t) =B2
2n(t) + α2n+1β2nB

2
2n−1(t) + α2n+1α2nt

2B2
2n−2(t) + α2n+1α2nα2n−1β2n−2t

2B2
2n−3(t)

+ ...+ α2n+1α2nα2n−1...α4α3β2t
2n−2B2

1(t) + α2n+1α2nα2n−1...α3α2t
2nB2

0(t).
(5.24)

Analogamente obtemos

G2n(t) =B2
2n−1(t) + α2nβ2n−1B

2
2n−2(t) + α2nα2n−1t

2B2
2n−3(t) + α2nα2n−1α2n−2β2n−3t

2B2
2n−4(t)

+ ...+ α2nα2n−1α2n−2...α4α3t
2n−2B2

1(t) + α2nα2n−1α2n−2...α3α2β1t
2n−2B2

0(t).
(5.25)

Os resultados a seguir são propriedades sobre os zeros dos polinômios Bn e Cn.



5. Polinômios L-ortogonais na reta real 70

Teorema 23 Se tn,k é um zero do polinômio Bn, para n ≥ 1, então ele é diferente dos
zeros de Cn e dos zeros de Bn−1.

Demonstração. Por hipótese, tn,k é um zero de Bn. Então, de (5.20),

Cn(tn,k)Bn−1(tn,k) = αnαn−1αn−2...α2µ
ψ
0 t
n−1
n,k 6= 0,

pois tn,k > 0, para k = 1, 2, ..., n. Assim, como Cn(tn,k)Bn−1(tn,k) 6= 0, tn,k não é um zero
do polinômio Bn−1 e nem de Cn.

Teorema 24 Para n ≥ 2, entre dois zeros consecutivos do polinômio Bn−1 existe um zero
de Bn.

Demonstração. Seja tn−1,k, k = 1, 2, ..., n − 1, os zeros de Bn−1. Logo, por (5.24) e
(5.25), Gn(tn−1,k) > 0 e então

B
′

n−1(tn−1,k) 6= 0, para k = 1, 2, ..., n− 1.

Sejam tn−1,j e tn−1,j+1, j = 1, 2, ..., n− 2, dois zeros consecutivos de Bn−1. Suponha, sem
perda de generalidade, que B

′
n−1(tn−1,j) > 0. Então, B

′
n−1(tn−1,j+1) < 0. Assim, de (5.21),

Bn(tn−1,j) < 0 e Bn(tn−1,j+1) > 0. O resultado do teorema segue do fato de que Bn é uma
função contínua e então existe t̃ entre tn−1,j e tn−1,j+1 tal que Bn(t̃) = 0.

Teorema 25 Para n ≥ 1, dois polinômios de graus consecutivos Bn e Bn+1 não possuem
zeros em comum.

Demonstração. O resultado será demonstrado por indução:

• Suponha que existe z tal que B1(z) = B2(z) = 0, então, de (5.15)

B2(z) = (z − β2)B1(z)− α2zB0(t)⇒ α2z = 0.

Como α2 6= 0, temos que z = 0, mas, como z = 0 não é zero de Bn, n ≥ 1, isto é
uma contradição. Portanto, B1(z) e B2(z) não possuem zeros em comum.

• Suponha agora que, para n ≥ 2, Bn−1 e Bn não possuem zeros em comum.

• Se Bn(z) = 0, então Bn−1(z) 6= 0. Assim, de (5.15),

Bn+1(z) = −αn+1zBn−1(z) 6= 0.

Logo, Bn e Bn+1 não tem zeros em comum.

Fazendo m = 1, 2, ..., n− 1 em (5.15), mostra-se que

Bn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 0 ... 0 0
−t t− β2 −α3 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 ... t− βn−1 −αn
0 0 0 ... −t t− βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1. (5.26)
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De fato, temos que B1(t) = |t− β1| = t− β1. Suponha que

Bn−1(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 ... 0 0
−t t− β2 ... 0 0
0 −t ... 0 0
...

...
...

...
...

0 0 ... t− βn−2 −αn−1

0 0 ... −t t− βn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

para n ≥ 2. Por (5.15), Bn(t) = (t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t), e assim

Bn(t) =(t− βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 ... 0 0
−t t− β2 ... 0 0
0 −t ... 0 0
...

...
...

...
...

0 0 ... t− βn−2 −αn−1

0 0 ... −t t− βn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)x(n−1)

− αnt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 ... 0 0
−t t− β2 ... 0 0
0 −t ... 0 0
...

...
...

...
...

0 0 ... t− βn−3 −αn−2

0 0 ... −t t− βn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−2)x(n−2)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 ... 0 0 0 0
−t t− β2 ... 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ... 0 0 0 0
0 0 ... 0 t− βn−2 −αn−1 0
0 0 ... −t t− βn−1 0
0 0 ... 0 0 t− βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nxn

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 ... 0 0 0 0
−t t− β2 ... 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 ... t− βn−3 −αn−2 0 0
0 0 ... −t t− βn−2 0 0
0 0 ... 0 0 0 −αn
0 0 ... 0 0 −t 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nxn

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 0 ... 0 0
−t t− β2 −α3 ... 0 0
0 −t t− β3 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 ... t− βn−1 −αn
0 0 0 ... −t t− βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nxn

.
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Teorema 26 Os zeros dos polinômios Bn são os autovalores da matriz de Hessenberg
inferior 

η1 α2 0 ... 0 0
η1 η2 α3 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
η1 η2 η3 ... αn−1 0
η1 η2 η3 ... ηn−1 αn
η1 η2 η3 ... ηn−1 ηn


,

onde ηm = αm + βm, m = 1, 2, ..., n, e α1 = 0.

Demonstração. De (5.26), Bn(t) = det(tAn −Bn), onde

An =


1 0 0 ... 0
−1 1 0 ... 0
0 −1 1 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... 1

 e Bn =


β1 α2 0 ... 0
0 β2 α3 ... 0
0 0 β2 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... βn

 .

Como det(An) 6= 0, podemos escrever

Bn(t) = det(An) det(tI − A−1
n Bn).

onde I é a matriz identidade.
Como det(An) = 1 e

A−1
n =



1 0 0 ... 0 0
1 1 0 ... 0 0
1 1 1 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
1 1 1 ... 1 0
1 1 1 ... 1 1


,

vemos que Bn é o polinômio característico da matriz de Hessenberg inferior Hn = A−1
n Bn,

e então os zeros de Bn são os autovalores de tal matriz.

5.2.4 Exemplo de uma família de polinômios L-ortogonais

O exemplo a seguir pode ser encontrado com detalhes em [20].

Considere a medida forte no intervalo (a, b), dψ(t) =
1√

b− t
√
t− a

dt, com 0 < a <

b <∞. Os coe�cientes da relação de recorrência de três termos (5.15) são dados por

α2 = 2α, αn+2 = α e βn = β,

n ≥ 1, com

β =
√
ab e α =

(
√
b−
√
α)2

4
.
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Tomando, por exemplo, a = 1 e b = 2, os coe�cientes da relação de recorrência de três

termos serão da forma α2 =
3− 2

√
2

2
, αn+1 =

3− 2
√

2

4
, n ≥ 1, e βn = β =

√
2. Assim,

teremos a seguinte família de polinômios L-ortogonais:{
1, t−

√
2, t2 − 3 + 2

√
2

2
t+ 2, t3 − 9 + 6

√
2

4
t2 +

12 + 9
√

2

4
t− 2

√
2, ...

}
.





Capítulo

6
Polinômios para-ortogonais

Este capítulo traz resultados sobre os polinômios para-ortogonais, tanto reais quanto
complexos, que, segundo Jones e outros [9], recebem esse nome devido às de�ciências em
suas propriedades de ortogonalidade. A principal referência utilizada foi [21].

6.1 Resultados importantes

Vamos continuar utilizando aqui a medida ψ, de�nida em (3.12), e o produto interno
de�nido em (3.15).

De�nição 21 Uma sequência {Xn}∞n=0 é uma sequência de polinômios para-ortogonais
com respeito a uma medida ψ se, para n ≥ 0, Xn é um polinômio de grau n ≥ 0 que
satisfaz

< Xn, 1 > 6= 0

< Xn, z
m > = 0, m = 1, 2, ..., n− 1

< Xn, z
n > 6= 0.

Observe que {Sn}∞n=0 e {S∗n}
∞
n=0 não são sequências de polinômios para-ortogonais com

respeito a ψ, uma vez que, de (3.21), < Sn, 1 >=< Sn, z
0 >= 0 e < S∗n, z

n >= 0.

De�nição 22 Para κ ∈ C, κ 6= 0, um polinômio X é κ-invariante se

X∗(z) = κ.X(z), ∀ z ∈ C.

A sequência {Xn}∞n=0 é {κn}∞n=0-invariante se, para cada n, Xn é κn-invariante.

Podemos obter sequências {κn}∞n=0-invariantes de polinômios para-ortogonais tomando
funções da forma

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z), (6.1)

onde z, wn ∈ C, |wn| = 1, n = 0, 1, 2, ....
De fato, Sn(wn, z) satisfaz à de�nição de polinômios para-ortogonais com relação à

medida ψ, pois, de (3.21), temos

< Sn(wn, z), 1 >=< Sn(z), 1 > +wn < S∗n(z), 1 >= wn
∆n

∆n−1

6= 0;

< Sn(wn, z), z
m >=< Sn(z), zm > +wn < S∗n(z), zm >= 0;

< Sn(wn, z), z
n >=< Sn(z), zn > +wn < S∗n(z), zn >=

∆n

∆n−1

6= 0.

75
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O resultado a seguir nos fornece uma caracterização dos polinômios para-ortogonais
κ-invariantes e garante que toda sequência de polinômios para-ortogonais com respeito a
uma medida ψ é obtida a partir de (6.1). Maiores detalhes em [21].

Teorema 27 Seja {Sn}∞n=0 uma sequência de polinômios de Szegö com relação a uma
medida ψ.

a) Se cn, wn ∈ C, n ≥ 0, com cn 6= 0 e |wn| = 1, e se κn = cn
wn
cn

, então {cnSn(wn, z)}∞n=0

é uma sequência {κn}∞n=0-invariante de polinômios para-ortogonais com respeito a ψ e
|κn| = 1, n ≥ 0.
b) Se {Xn}∞n=0 é uma sequência de polinômios para-ortogonais com respeito a ψ, então,
para n ≥ 0,

Xn(z) = cnSn(wn, z), z ∈ C,

onde

cn =
< Xn, Sn >

< Sn, Sn >
− dn

< S∗n, Sn >

< Sn, Sn >
6= 0 e wn =

dn
cn

,

com

dn =
< Xn, 1 >

< S∗n, 1 >
6= 0.

Para cada n ≥ 0, se Xn é também κn-invariante, então

|wn| = 1, κn =
cnwn
cn

e |κn| = 1.

Podemos representar os polinômios para-ortogonais dados por (6.1) de outra forma.
Substituindo (3.24) e (3.26) em (6.1), temos

Sn(wn, z) = zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z) + wn[S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z)]

= z(1− wnαn−1)Sn−1(z) + (wn − αn−1)S∗n−1(z)

= (1− wnαn−1)

[
zSn−1(z) +

wn − αn−1

1− wnαn−1

S∗n−1(z)

]
.

(6.2)

Denotando

τn =
wn − αn−1

1− wnαn−1

=
wn(1− wnαn−1)

1− wnαn−1

,

observamos que, como |wn| = 1, então |τn| = 1.
Assim, tomando o polinômio (6.2) na forma mônica, obtemos

Sn(τn, z) = zSn−1(z) + τnS
∗
n−1(z), (6.3)

com |τn| = 1, n = 0, 1, 2, ....
O resultado a seguir mostra o comportamento dos zeros dos polinômios para-

ortogonais.

Teorema 28 Seja {Xn}∞n=0 uma sequência {κn}∞n=0-invariante de polinômios para-
ortogonais com respeito a uma medida positiva ψ. Então, para cada n ≥ 1, os n ze-
ros de Xn são simples e estão no círculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}.

Demonstração. Para n ≥ 1, podemos escrever

Xn(z) = cn,0 + cn,1z + ...+ cn,nzn, cn,n 6= 0, cn,k ∈ C,
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k = 0, 1, ..., n. Logo, por hipótese,

X∗n(z) = cn,0z
n + cn,1z

n−1 + ...+ cn,n = κnXn(z), κn 6= 0.

Observe que

cn,0 = Xn(0) = κ−1
n X∗n(0) =

cn,n
κn
6= 0.

Sejam α1, α2, ..., αp os zeros de multiplicidade ímpar de Xn em C, contadas as suas
multiplicidades. Se esses zeros não existem, então p = 0, caso contrário, 1 ≤ p ≤ n. Para
demonstrar o teorema é su�ciente mostrar que p = n.

Se β é um zero de Xn que não está em C, então, como Xn é κ-invariante,
1

β
é um

zero de Xn e
1

β
também não está em C. Assim, os zeros de Xn que não pertencem a C

ocorrem em pares

(
β,

1

β

)
.

Se β é um zero de Xn em C, então β =
1

β
. Existe, assim, um número par de zeros de

Xn em C, mas que não estão no conjunto {α1, α2, ..., αp}. Segue, então, que os zeros de

Xn que não estão em {α1, α2, ..., αp} ocorrem em pares

(
β,

1

β

)
.

Denotemos todos os zeros que ocorrem em pares

(
β,

1

β

)
pelos 2q números

β1,
1

β1

, β2,
1

β2

, ..., βq,
1

βq
,

que podem estar em C ou não. Se não existem tais zeros, tomaremos q = 0. Claramente,
p+ 2q = n. Como Xn(0) 6= 0, temos que βj 6= 0 para j = 1, 2, ..., q.

Consideremos os polinômios

A(z) =

{
(z − α1)...(z − αp), se p ≥ 1,
1, se p = 0,

B(z) =

{
(z − β1)...(z − βq), se q ≥ 1,
1, se q = 0,

F (z) = zqA(z).

Note que

Xn(z) = A(z)B(z)

(
z − 1

β1

)
...

(
z − 1

βq

)
.
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Suponha p < n e, assim, q ≥ 1. Então, de (3.15) e das expressões anteriores para
Xn(z) e F (z), obtemos

< Xn, F > =

∫
C

Xn(z)F (z)dψ(z)

=

∫
C

A(z)B(z)

(
z − 1

β1

)
...

(
z − 1

βq

)
A(z)

1

zq
dψ(z)

=

∫
C

A(z)B(z)A(z)(−1)q
(1− β1z)...(1− βqz)

β1...βqz
q

dψ(z)

=
(−1)q

β1...βq

∫
C

A(z)B(z)A(z)B(z)dψ(z)

=
(−1)q

β1...βq
< AB,AB >

6= 0.

Como F (z) é um polinômio de grau p + q e < Xn, F >6= 0, as condições de para-
ortogonalidade implicam que o grau de F (z) é n. Como tomamos q ≥ 1, isto é impossível,
pois o grau de F (z) é igual a p + q que é menor do que p + 2q = n. Portanto, q = 0 e
p = n.

Como os zeros dos polinômios para-ortogonais estão no círculo unitário, eles são usados
para construir fórmulas de quadratura no círculo unitário.

Nas seções seguintes serão apresentadas propriedades de sequências de polinômios
{Rn}∞n=0 que satisfazem à relação de recorrência de três termos

Rn+1 = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1, (6.4)

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1), onde cn ∈ R, n ≥ 1 e {dn+1}∞n=1 é uma
sequência encadeada positiva.

6.2 Polinômios para-ortogonais reais

Estudaremos primeiramente o caso particular em que cn = 0, n ≥ 1, em (6.4), ou seja,

Rn+1(z) = (z + 1)Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = z + 1, com o objetivo de encontrar a sequência {Rn}∞n=0 que
satisfaz tal relação de recorrência.

Considere o círculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}. Seja ψ uma medida simétrica
de�nida em C, isto é,

dψ

(
1

z

)
= −dψ(z)

ou, de forma equivalente, ψ(eiθ) satisfaz

dψ(ei(2π−θ)) = −dψ(eiθ),

pois z = eiθ, com 0 < θ < 2π.
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Para uma medida simétrica, os momentos trigonométricos

µn =

∫
C

z−ndψ(z), n = 0,±1,±2, ...

são reais e µ−n = µn, para n ≥ 1. De fato,

µ−n =

∫
C

zndψ(z) =

∫
C

− 1

zn
dψ

(
1

z

)
= −

∫
C

z−n(−dψ(z)) =

∫
C

z−ndψ(z) = µn.

Assim,

µn =

∫
C

z−ndψ(z) =

∫
C

1

zn
dψ(z) =

∫
C

zndψ(z) = µ−n = µn.

A sequência de polinômios de Szegö {Sn}∞n=0 associada a ψ, que é ortogonal em C, é
de�nida por ∫

C

Sn(z)Sm(z)dψ(z) = 0, para n 6= m.

De (3.2), os coe�cientes de re�exão αn = −Sn+1(0) também são reais e, consequentemente,
de (3.24) e (3.25), os polinômios de Szegö associados a ψ são reais.

Consideremos duas sequências de polinômios para-ortogonais denotadas por

{Sn(1, z)}∞n=0 e {Sn(−1, z)}∞n=0 ,

obtidas fazendo wn = 1 e wn = −1 em (6.1), respectivamente. A partir delas, construímos

outras duas sequências de polinômios mônicos,
{
R

(1)
n (z)

}∞
n=0

e
{
R

(2)
n (z)

}∞
n=0

, de�nidas da

seguinte forma:

R(1)
n (z) =

Sn(1, z)

1 + Sn(0)
=
Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)

e

R(2)
n (z) =

Sn+1(−1, z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
=

Sn+1(z)− S∗n+1(z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
.

(6.5)

Pelo Teorema 28 temos que os zeros dos polinômios R(1)
n (z) e R(2)

n (z) são simples e
estão no círculo unitário.

O resultado abaixo mostra que os polinômios de Szegö podem ser escritos em termos
dos polinômios R(1)

n (z) e R(2)
n−1(z).

Teorema 29 Os polinômios Sn(z), R
(1)
n (z) e R

(2)
n−1(z) satisfazem à seguinte relação:

2zSn−1(z) = R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z), n ≥ 1.

Demonstração. De (6.5), como αn−1 = −Sn(0) é real, temos

R(1)
n (z)+(z−1)R

(2)
n−1(z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1− αn−1

+
Sn(z)− S∗n(z)

1 + αn−1

=
2

1− α2
n−1

(Sn(z)+αn−1S
∗
n(z)).

Usando o fato de que

Sn(z) = (1− α2
n−1)zSn−1(z)− αn−1S

∗
n(z),

chegamos ao resultado desejado.
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6.2.1 Relação de recorrência de três termos

Teorema 30 Os polinômios mônicos para-ortogonais R
(i)
n , i = 1, 2, satisfazem as relações

de recorrência de três termos

R
(i)
n+1(z) = (z + 1)R(i)

n (z)− 4d
(i)
n+1zR

(i)
n−1(z), n ≥ 1, (6.6)

com condições iniciais R
(i)
0 (z) = 1 e R

(i)
1 (z) = z + 1. Além disso,

d
(1)
n+1 =

1

4
(1− αn−2)(1 + αn−1) e d

(2)
n+1 =

1

4
(1 + αn−1)(1− αn).

Demonstração. Vamos demonstrar apenas para R(1)
n+1. Sendo S(1)

n (z) =
Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)

um polinômio para-ortogonal mônico, podemos escrever, de (6.5), R(1)
n (z) = S

(1)
n (z). As-

sim, basta mostrar que S(1)
n satisfaz à relação de recorrência

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)S(1)

n (z)− (1− αn−2)(1 + αn−1)zS
(1)
n−1(z),

para n ≥ 1, com α−1 = −1, S(1)
0 (z) = 1 e S(1)

1 (z) = z + 1.
Para isso, utilizaremos as relações de recorrência para os polinômios de Szegö dadas

em (3.24) e (3.26).
Da de�nição de S(1)

n , obtemos

S
(1)
n+1(z) =

zSn(z)− αnS∗n(z) + S∗n(z)− αnzSn(z)

1− αn

= zSn(z) + S∗n(z) =
(1− αn−1)(zSn(z) + S∗n(z))

1− αn−1

=
(z − αn−1z + 1− 1)Sn(z)

1− αn−1

+
(1− αn−1 + z − z)S∗n(z)

1− αn−1

= (z + 1)

(
Sn(z) + S∗n(z)

1− αn−1

)
− (1 + αn−1z)Sn(z) + (αn−1 + z)S∗n(z)

1− αn−1

.

Utilizando novamente (3.24) e (3.26), temos que

S
(1)
n+1(z) =(z + 1)

(
Sn(z) + S∗n(z)

1− αn−1

)
−

(1 + αn−1z)[zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z)]

1− αn−1

−
(αn−1 + z)[S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z)]

1− αn−1

.

Colocando Sn−1(z) + S∗n−1(z) em evidência e utilizando a de�nição de S(1)
n , chegamos

ao resultado desejado. Para �nalizar, basta tomar 4d
(1)
n+1 = (1 − αn−2)(1 + αn−1). A

demonstração para R(2)
n+1 é análoga.

6.2.2 Outras propriedades dos polinômios R
(1)
n e R

(2)
n

Os polinômios R(i)
n , i = 1, 2, satisfazem uma propriedade auto-inversiva, ou seja,

znR(i)
n

(
1

z

)
= R(i)

n (z).
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Por isso, são polinômios auto-inversíveis. De fato, das relações de recorrência (6.6), obte-
mos

R
(i)
n+1

(
1

z

)
=

(
1

z
+ 1

)
R(i)
n

(
1

z

)
− 4d

(i)
n+1

1

z
R

(i)
n−1

(
1

z

)
.

Multiplicando ambos os membros por zn+1, obtemos

zn+1R
(i)
n+1

(
1

z

)
=

(
1

z
+ 1

)
zznR(i)

n

(
1

z

)
− 4d

(i)
n+1

1

z
z2zn−1R

(i)
n−1

(
1

z

)
,

ou seja,

zn+1R
(i)
n+1

(
1

z

)
= (z + 1) znR(i)

n

(
1

z

)
− 4d

(i)
n+1

1

z
zzn−1R

(i)
n−1

(
1

z

)
.

Assim, como znR
(i)
n

(
1

z

)
satisfaz à mesma relação de recorrência de três termos que

R
(i)
n (z) e com as mesmas condições iniciais, então elas são idênticas.
O teorema a seguir garante que os polinômios R(i)

n (z), i = 1, 2 satisfazem relações de
L-ortogonalidade. Maiores detalhes e a demonstração encontram-se em [21].

Teorema 31 Os polinômios mônicos R
(i)
n (z), i = 1, 2, satisfazem às relações de L-

ortogonalidade ∫
C

z−n+sR(1)
n (z)

z

z − 1
dψ(z) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1

e ∫
C

z−n+sR(2)
n (z)(z − 1)dψ(z) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1.

6.3 Polinômios para-ortogonais complexos

Nesta seção, estudaremos a sequência de polinômios complexos {Rn}∞n=0 que satisfaz
(6.4).

Seja ψ(z) = ψ(eiθ) uma medida de probabilidade no círculo unitário C =
{
z = eiθ :

0 ≤ θ ≤ 2π}, isto é, µ0 = 1. Por (3.17), temos que a sequência de polinômios ortogonais
mônicos no círculo unitário {Sn}∞n=0, com relação à medida ψ, satisfaz∫

C

Sm(z)Sn(z)dψ(z) =

2π∫
0

Sm(eiθ)Sn(eiθ)dψ(eiθ) = δm,nκ
2
n,

onde δm,n é o delta de Kronecker.

Sejam
{
Ŝn

}∞
n=0

os polinômios ortonormais no círculo unitário dados por

Ŝn(z) =
Sn(z)

κn
, n ≥ 0.

Consideremos w tal que |w| = 1 e

τn(w) =
Sn(w)

S∗n(w)
, n ≥ 0. (6.7)

A fórmula de Cristo�el-Darboux (3.4) de ordem n ≥ 0 associada à sequência {Sn} de
polinômios de Szegö é dada por

Kn(z, w) =
n∑
j=0

Ŝj(w)Ŝj(z) =
Ŝ∗n+1(w)Ŝ∗n+1(z)− Ŝn+1(w)Ŝn+1(z)

1− wz
.
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Consideremos, também, a sequência de polinômios {Pn(w; z)}∞n=0 na variável z dada por

Pn(w; z) =
κ2
n+1w

Sn+1(w)

Kn(z, w)

1 + τn+1(w)αn
, n ≥ 0,

que é um polinômio mônico de grau n em z que pode ser escrito como

Pn(w; z) =
1

z − w
Sn+1(z)− τn+1(w)S∗n+1(z)

1 + τn+1(w)αn
, n ≥ 0, (6.8)

e será chamado de polinômio núcleo de grau n em z, no ponto w.
Como |w| = 1, então |τn(w)| = 1, para n ≥ 0. Assim, os polinômios Sn+1(z) −

τn+1(w)S∗n+1(z) são polinômios para-ortogonais associados a Sn+1. Portanto, tem seus
n+ 1 zeros no círculo unitário |z| = 1, sendo w um desses zeros. Dessa forma, por (6.8),
Pn(w; z) tem todos os zeros simples no círculo unitário |z| = 1. Mas w não é zero de
Pn(w; z), pois se z = w chegamos à uma indeterminação em (6.8).

6.3.1 Relação de recorrência de três termos

Note que, de (3.25) e (3.26), valem as seguintes relações para {τn(w)}, de�nido em
(6.7),

τn+1(w) =
wτn(w)− αn
1− wτn(w)αn

e wτn(w) =
τn+1(w) + αn
1 + τn+1(w)αn

, n ≥ 0. (6.9)

Temos também que

[1− wτn(w)αn][1 + τn+1(w)αn] = 1− |αn|2, n ≥ 0. (6.10)

Utilizando as relações (3.25), (3.26), (6.9) e (6.10), obtemos

Pn(w; z) =
Sn(z)− wτn(w)S∗n(z)

z − w
, n ≥ 0, (6.11)

que quando comparada à (6.3), nos leva a concluir que

(z − w)Pn(w; z) = zSn(z)− wτn(w)S∗n(z), n ≥ 0,

são polinômios para-ortogonais.

Teorema 32 A sequência de polinômios núcleo mônicos {Pn(w; z)} satisfaz a relação de
recorrência de três termos

Pn+1(w; z) = (z + bn+1(w))Pn(w; z)− an+1(w)zPn−1(w; z), (6.12)

n ≥ 1, com P0(w; z) = 1 e P1(w; z) = z + b1(w), onde bn(w) =
τn(w)

τn−1(w)
e an+1(w) =

(1 + τn(w)αn−1)(1− wτn(w)αnw), n ≥ 1.

Demonstração. Considere o polinômio mônico qn+1 de grau n+ 1, n ≥ 1, dado por

qn+1(z) = Pn+1(w; z) + un(1 + τn(w)αn−1)zPn−1(w; z),

onde un é uma constante. De (6.8) e (6.11), obtemos

(z − w)qn+1(z) = [zSn+1(z)− wτn+1(w)S∗n+1(z)] + unz[Sn(z)− τn(w)S∗n(z)].
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De (3.25) e (3.26), temos

(z − w)qn+1(z) =z[zSn(z)− [τn(w)un + αn]S∗n(z)]

+ [un + wτn+1(w)αn]

[
zSn(z)− wτn+1(w)

un + wτn+1(w)αn
S∗n(z)

]
.

Fazendo un = (1− wτn(w)αn)w, a relação anterior torna-se

(z − w)qn+1(z) = z[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)] +
τn+1(w)

τn(w)
[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)].

Então,
qn+1(z) = (z + bn+1(w))Pn(w; z),

com bn+1(z) =
τn+1(w)

τn(w)
, o que completa a prova do resultado.

A partir de (6.9) e (6.10) podemos escrever os coe�cientes da relação de recorrência
an(w) e bn(w), dados em (6.12), como

bn(w) =
1− wτn−1(w)αn−1

1− wτn−1(w)αn−1

w =
1 + τn(w)αn−1

1 + τn(w)αn−1

w

e

an+1(w) =
1− wτn(w)αn

1− wτn−1(w)αn−1

(1− |αn−1|2)w =
1 + τn(w)αn−1

1 + τn+1(w)αn
(1− |αn|2)w,

(6.13)

n ≥ 1.
Vamos considerar agora os polinômios {Pn(1; z)}, ou seja, w = 1, dados por

Pn(1; z) =
zSn(z)− τn(w)S∗n(z)

z − 1
, n ≥ 0.

Assim, pelo Teorema 32 temos que os polinômios {Pn(1; z)} satisfazem

Pn+1(1; z) = (z + bn+1)Pn(1; z)− an+1zPn−1(1; z), (6.14)

n ≥ 1, onde P0(1; z) = 1 e P1(1; z) = z + b1, bn =
τn
τn−1

e

an+1(w) = (1 + τnαn−1)(1− τn(w)αn), n ≥ 1, e τj = τj(1), para j ≥ 0.
A partir de (6.13), podemos escrever

bn(w) =
1− τn−1αn−1

1− τn−1αn−1

=
1 + τnαn−1

1 + τ̄n ¯αn−1

e

an+1(w) =
1− τnαn

1− τn−1αn−1

(1− |αn−1|2) =
1 + τnαn−1

1 + τn+1αn
(1− |αn|2),

(6.15)

n ≥ 1.
Considere os polinômios Rn de grau n dados por R0(z) = P0(1; z) e

Rn(z) =

n−1∏
j=0

(1− τjαj)

n−1∏
j=0

(1− Re(τjαj))
Pn(1; z), n ≥ 1.
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Podemos então escrever

(z − 1)Rn(z) =

n−1∏
j=0

(1− τjαj)

n−1∏
j=0

(1− Re(τjαj))
(zSn(z)− τnS∗n(z)),

n ≥ 0, onde τn =
Sn(1)

S∗n(1)
.

Pelo que já foi visto para os polinômios Pn(w; z), temos que os polinômios Rn tem n
zeros simples em |z| = 1 e 1 não é zero desses polinômios. Dessa forma, vale o seguinte
resultado para os polinômios (z − 1)Rn(z):

Teorema 33 Os polinômios Rn satisfazem à relação de recorrência de três termos

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z),

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z+ (1− ic1), onde as sequências de números reais {cn}
e {dn+1} são dadas por

cn =
−Im(τn−1αn−1)

1− Re(τn−1αn−1)

e

dn+1 =
1

4

(1− |τn−1αn−1|2)|1− τnαn|2

(1− Re(τn−1αn−1))(1− Re(τnαn))
,

para n ≥ 1. Além disso {dn+1}∞n=1, onde dn+1 = (1− gn)gn+1, é uma sequência encadeada
positiva com sequência de parâmetros {gn+1}∞n=0, dada por

gn+1 =
1

2

|1− τnαn|2

(1− Re(τnαn))
, n ≥ 0.

Demonstração. Considere os polinômios
{
R̃n

}
dados por R̃0(z) = P0(1; z) e

R̃n(z) = (1− τn−1αn−1)(1− τn−2αn−2)...(1− τ0α0)Pn(1; z), n ≥ 1. (6.16)

Então, de (6.14) e (6.15), para n ≥ 1, temos

Pn+1(1; z) = (z + bn+1)Pn(1; z)− an+1zPn−1(1; z)

=

(
z +

1− τnαn
1− τnαn

)
Pn(1; z)− 1− τnαn

1− τn−1αn−1

(1− |αn−1|2)zPn−1(1; z)

e, fazendo algumas manipulações,

(1− τn−1αn−1)(1− τnαn)Pn+1(1; z) = [(1− τnαn)z + (1− τnαn)](1− τn−1αn−1)Pn(1; z)

− |1− τnαn|2(1− |αn−1|2)zPn−1(1; z)

que, de (6.16), se torna

(1− τn−1αn−1)(1− τnαn)

(1− τnαn)(1− τn−1αn−1)...(1− τ0α0)
R̃n+1(z) = [(1− τnαn)z + (1− τnαn)](1− τn−1αn−1)

× R̃n(z)

(1− τn−1αn−1)(1− τn−2αn−2)...(1− τ0α0)

− |1− τnαn|2(1− |αn−1|2)z

× R̃n−1(z)

(1− τn−2αn−2)(1− τn−3αn−3)...(1− τ0α0)
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e assim,

R̃n+1(z) = [(1− τnαn)z + (1− τnαn)]R̃n(z)− |1− τnαn|2(1− |αn−1|2)zR̃n−1(z), (6.17)

com R̃1(z) = (1− τ0α0)z + (1− τ0α0).
Como |τn| = 1 para n ≥ 0, temos que

(1− |αn−1|2) = (1− |τn−1αn−1|2), n ≥ 1.

Se tomarmos R0(z) = R̃0(z) e

Rn(z) =
1

(1− Re(τn−1αn−1))(1− Re(τn−2αn−2))...(1− Re(τ0α0))
R̃n(z),

n ≥ 1, e substituírmos em (6.17), obtemos

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z).

Como (1 − gn)gn+1 = dn+1, para n ≥ 1, e |αn| < 1, para n ≥ 0, segue também que
0 < gn+1 < 1 para n ≥ 0, o que completa a prova do teorema.

Analogamente ao que foi feito para o caso real, podemos demonstrar que os polinômios
Rn satisfazem a L-ortogonalidade com relação à medida ψ de�nida no capítulo anterior,
ou seja, ∫

C

z−n+jRn(z)(1− z)dψ(z) = 0, 0 ≤ j ≤ n− 1.

6.3.2 Zeros dos polinômios Rn

Considere a transformação

x(z) =
1

2
(z

1
2 + z−

1
2 ) = cos

(
θ

2

)
, (6.18)

com z = eiθ, x ∈ [−1, 1] e 0 ≤ θ ≤ 2π. Desta forma, podemos escrever

1

2
(z

1
2 + z−

1
2 ) = cos

(
θ

2

)
= x

e

1

2
(z

1
2 − z−

1
2 ) = i sin

(
θ

2

)
= i
√

1− x2.

Multiplicando a relação de recorrência (6.4) por (4z)−
(n+1)

2 , obtemos

(4z)−
(n+1)

2 Rn+1 = (4z)−
1
2 [(1+icn+1)z+(1−icn+1)](4z)−

n
2Rn(z)−4dn+1z(4z)−1(4z)−

(n−1)
2 Rn−1(z),

n ≥ 1.
Consideremos as funções Gn de�nidas no intervalo [−1, 1] por

Gn(x) = (4z)−
n
2Rn(z), n ≥ 0. (6.19)
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Claramente, temos que tais funções satisfazem

Gn+1(x) =
1

2
z−

1
2 [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Gn(x)− dn+1Gn−1(x)

=
1

2
z−

1
2 [(z + 1) + icn+1(z − 1)]Gn(x)− dn+1Gn−1(x)

=

[
1

2
(z

1
2 + z−

1
2 ) + icn+1

1

2
(z

1
2 − z−

1
2 )

]
Gn(x)− dn+1Gn−1(x),

para n ≥ 1 e, então,

Gn+1(x) = (x− cn+1

√
1− x2)Gn(x)− dn+1Gn−1(x) (6.20)

com as condições iniciais G0(x) = 1 e G1(x) = x− c1

√
1− x2. Daí, temos que as funções

Gn são contínuas e deriváveis no intervalo [−1, 1].
A partir da transformação (6.18), podemos ver que os zeros da função Gn em [−1, 1]

são xn,j = cos

(
θn,j
2

)
, onde zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, ..., n. Como Rn tem no máximo n zeros

no círculo unitário, por ser um polinômio de grau n, temos que Gn tem no máximo n
zeros no intervalo [−1, 1].

Lema 2 As funções Gn, n ≥ 1, de�nidas por (6.19) têm exatamente n zeros no intervalo
(−1, 1). Além disso, se xn,k, k = 1, 2, ..., n são zeros da função Gn ordenados em ordem
decrescente, eles satisfazem o entrelaçamento

− 1 < xn+1,n+1 < xn,n < xn+1,n < ... < xn+1,2 < xn,1 < xn+1,1 < 1. (6.21)

Demonstração. Fazendo x = 1 em (6.20), temos G0(1) = 1, G1(1) = 1 e

Gn+1(1) = Gn(1)− dn+1Gn−1(1).

Assim,
Gn+1(1)

Gn(1)
= 1− dn+1

Gn−1(1)

Gn(1)

e, isolando o coe�ciente dn+1, temos

dn+1 =
Gn(1)

Gn−1(1)

(
1− Gn+1(1)

Gn(1)

)
.

Como {dn+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, podemos escrever

dn+1 = (1−mn−1)mn, n ≥ 1,

onde mn = 1 − Gn+1(1)

Gn(1)
. Note que m0 = 1 − G1(1)

G0(1)
= 0. Logo, a sequência {mn}∞n=0 é

a sequência minimal de parâmetros para a sequência encadeada {dn+1}∞n=1. Da de�nição
de sequência de parâmetros, temos 0 < mn < 1, ou seja,

0 <
Gn+1(1)

Gn(1)
< 1,

o que implica que Gn(1) > 0, para n ≥ 0.
Além disso,

(−1)nGn(−1) = Gn(1) > 0.
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De fato, se x = −1, temos, para G0,

G0(−1) = 1 = G0(1) =
G0(1)

(−1)0
⇒ (−1)0G0(−1) = G0(1)

e, para G1(x),

G1(−1) = −1 = (−1)G1(1) =
G1(1)

(−1)1
⇒ (−1)1G1(−1) = G1(1).

Suponha que vale para k < n, isto é,

(−1)kGk(−1) = Gk(1)⇒ Gk(−1) =
Gk(1)

(−1)k
.

Temos então, da relação de recorrência (6.20),

Gn(−1) = −Gn−1(−1)− dnGn−2(−1)

= (−1)
Gn−1(1)

(−1)n−1
− dn

Gn−2(1)

(−1)n−2

=
Gn−1(1)

(−1)n−2
− dn

Gn−2(1)

(−1)n−2
.

Assim,
(−1)nGn(−1) = Gn−1(1)− dnGn−1(1) = Gn(1).

Considere agora as funções de Christofell-Darboux associadas a Gn dadas por

Wn+1(x) = G
′

n+1(x)Gn(x)−G′n(x)Gn+1(x), n ≥ 0. (6.22)

Usando (6.20), obtemos

Wn+1(x) =

[(
1 +

xcn+1√
1− x2

)
Gn(x) + (x− cn+1

√
1− x2)G

′

n(x)− dn+1G
′

n−1(x)

]
Gn(x)

−G′n(x)[(x− cn+1

√
1− x2)Gn(x)− dn+1Gn−1(x)]

= dn+1[G
′

n(x)Gn−1(x)−G′n−1(x)Gn(x)] +

(
1 +

xcn+1√
1− x2

)
G2
n(x).

Logo,

Wn+1(x) = dn+1Wn(x) +

(
1 +

xcn+1√
1− x2

)
G2
n(x), n ≥ 1. (6.23)

Vamos analisar os zeros da função Gn para n ≥ 1.

• Fazendo G1(x) = x − c1

√
1− x2 = 0, obtemos um zero de G1 que pertence ao

intervalo (−1, 1), isto é,

−1 < x1,1 =
c1√

1 + c2
1

< 1.

Como G
′
1(x) = 1 +

xc1√
1− x2

, temos que G
′
1(x1,1) = 1 + c2

1 > 0. De (6.22), obtemos

W1(x1,1) = G
′

1(x1,1)G0(x1,1)−G′0(x1,1)G1(x1,1) = G
′

1(x1,1) > 0.
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Por (6.23),

W2(x1,1) = d2W1(x1,1) +

1 +
x1,1c2√
1− x2

1,1

G2
1(x1,1)

= d2W1(x1,1).

Novamente de (6.22), podemos escrever a expressão anterior como

W2(x1,1) = G
′

2(x1,1)G1(x1,1)−G′1(x1,1)G2(x1,1) = −G′1(x1,1)G2(x1,1) > 0.

Como G
′
1(x1,1) > 0, concluímos que G2(x1,1) < 0.

• Agora, considere n = 2. Como G2 é contínua em [−1, 1], G2(−1) > 0, G2(x1,1) < 0,
G2(1) > 0 e −1 < x1,1 < 1. Então, existem pontos x2,1 e x2,2 que são zeros de G2 e
satisfazem

−1 < x2,2 < x1,1 < x2,1 < 1.

Além disso, G
′
2(x2,2) < 0 e G1

2(x2,1) > 0 e ainda G1(x2,2) < 0 e G1(x2,1) > 0.

W2, dada por (6.22), quando calculada nos zeros de G2, pode ser dada por

W2(x2,j) = G
′

2(x2,j)G1(x2,j) > 0, j = 1, 2.

De (6.23), obtemos
W3(x2,j) = d3W2(x2,j) > 0, j = 1, 2.

Usando novamente (6.22), podemos escrever

W3(x2,j) = −G′2(x2,j)G3(x2,j) > 0, j = 1, 2.

Como G
′
2(x2,2) < 0 e G

′
2(x2,1) > 0, concluímos que G3(x2,2) > 0 e G3(x2,1) < 0.

• Considerando agora n = 3, temos que, como G3 é contínua em [−1, 1], G3(−1) < 0,
G3(x2,2) > 0, G3(x2,1) < 0, G3(1) > 0 e −1 < x2,2 < x2,1 < 1, então existem pontos
x3,3, x3,2 e x3,1 que são zeros de G3 e satisfazem

−1 < x3,3 < x2,2 < x3,2 < x2,1 < x3,1 < 1.

• Procedendo dessa forma para n = 4, 5, ..., mostra-se que as funções Wn(x) não são
sempre positivas para x ∈ [−1, 1], mas são positivas nos zeros de Gn, ou seja,

Wn(xn,j) > 0, Wn+1(xn,j) = dn+1Wn(xn, j) > 0, j = 1, 2, ..., n,

para n ≥ 1. Além disso,

Wn(xn,j) = G
′

n(xn,j)Gn−1(xn,j),

Wn+1(xn,j) = −G′n(xn,j)Gn+1(xn,j).

Portanto, as funções Gn têm exatamente n zeros no intervalo (−1, 1) e eles satisfazem o
entrelaçamento dado em (6.21).

O teorema a seguir é uma consequência de (6.19) e do Lema 2.

Teorema 34 Os polinômios Rn, n ≥ 1, de�nidos pela relação de recorrência de três
termos (6.4), têm seus zeros simples e em |z| = 1. Além disso, se denotarmos os zeros
de Rn por zn,j = eiθ, j = 1, 2, ..., n, vale o seguinte entrelaçamento

0 < θn+1,1 < θn,1 < θn+1,2 < ... < θn+1,n < θn,n < θn+1,n+1 < 2π, n ≥ 1.
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6.3.3 Polinômios associados aos polinômios Rn

Consideremos as funções de Christo�el-Darboux associadas aos polinômios Rn, de�-
nidas por

Vn(z) = R
′

n(z)Rn−1(z)−R′n−1(z)Rn(z), n ≥ 1.

Derivando (6.19) com respeito a z, temos

Gn(x(z)) = G
′

n(x)
1

4
(z−

1
2 − z

1
2 ) e (4z)−

n
2Rn(z) = (4z)−

n
2R

′

n(z)− 2nRn(z)(4z)−
(n+2)

2

e assim,

G
′

n(x) = (4z)−
(n−1)

2 (2zR
′

n(z)− nRn(z))
1

z − 1
.

Dessa forma, conseguimos obter uma relação entre Wn(x), de�nido em (6.22), e Vn(z):

Wn(x) =
(4z)−(n−1)

z − 1
(2zVn(z)−Rn−1(z)Rn(z)), n ≥ 1.

Portanto, vale

z
−(n−2)
n,j

zn,j − 1
Vn(zn,j) = 22n−3Wn(xn,j), j = 1, 2, ..., n, n ≥ 1.

Denotando por {mn}∞n=0 e {Mn}∞n=0 as sequências de parâmetros minimal e maximal
de {dn}∞n=2, respectivamente, temos que {d1,n}∞n=1, onde d1,n = dn+1, n ≥ 0, é uma
sequência encadeada, pelo Teorema 1. Temos então que {m1,n}∞n=0 e {M1,n}∞n=0 são suas
sequência de parâmetros minimal e maximal, respectivamente, considerando m1,n = mn+1

e M1,n = Mn+1, n ≥ 0.
Da relação de recorrência de três termos para Rn, temos

dn+1 =
Rn(1)

2Rn−1(1)

(
1− Rn+1(1)

2Rn(1)

)
, n ≥ 1.

Assim, {m̂n}∞n=0, com

m̂n = 1− Rn+1(1)

2Rn(1)
, n ≥ 0,

é a sequência minimal de parâmetros da sequência encadeada {d1,n}∞n=1.
Pelo Teorema 1, a sequência {m1,n}∞n=0 é tal que m̂n < m1,n, n ≥ 0.
Da sequência encadeada positiva {dn}∞n=2, que não é unicamente determinada, utili-

zando o Teorema 2 podemos de�nir um valor para d1 de tal forma que d1 ≤M1 e {dn}∞n=1

seja, também, uma sequência encadeada. Escolhemos então d1 = (1 − M0)M1, onde
0 ≤M0 < 1.

Considere a seguinte fração contínua �nita

Qn(z)

Rn(z)
=

2d1

(1 + ic1)z + (1− ic1)−
4d2z

(1 + ic2)z + (1− ic2)− . . . +
4dnz

(1 + icn)z + (1− icn)

Da teoria de frações contínuas (ver [1]), os polinômios Qn e Rn satisfazem

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), (6.24)
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Qn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Qn(z)− 4dn+1zQn−1(z), (6.25)

para n ≥ 1, com R0(z) = 1, R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1), Q0(z) = 0 e Q1(z) = 2d1.
Os polinômios Qn são chamados de polinômios associados a Rn.
Vimos na seção anterior que os polinômios para-ortogonais reais satisfazem uma propri-

edade auto-inversiva. Os polinômios Rn, para-ortogonais complexos, satisfazem à mesma
propriedade:

Rn(z) = R∗n(z) = znRn

(
1

z

)
.

De fato, para n = 0, temos que R∗0(z) = 1 = R0(z). Para n = 1, temos

R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1)⇒

⇒ R1

(
1

z

)
= (1 + ic1)

1

z
+ (1− ic1)⇒

⇒ R1

(
1

z

)
= (1− ic1)

1

z
+ (1 + ic1)⇒

⇒ zR1

(
1

z

)
= (1− ic1) + (1 + ic1)z.

Assim, R∗1(z) = R1(z).
Da relação de recorrência de três termos para Rn, temos

Rn+1

(
1

z

)
=

[
(1 + icn+1)

1

z
+ (1− icn+1)

]
Rn

(
1

z

)
− 4dn+1

1

z
Rn−1

(
1

z

)
⇒

⇒ Rn+1

(
1

z

)
=

[
(1− icn+1)

1

z
+ (1 + icn+1)

]
Rn

(
1

z

)
− 4dn+1

1

z
Rn−1

(
1

z

)
⇒

⇒ zn+1Rn+1

(
1

z

)
= [(1− icn+1) + (1 + icn+1)z] znRn

(
1

z

)
− 4dn+1z

nRn−1

(
1

z

)
⇒

⇒ R∗n+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]R∗n(z)− 4dn+1zR
∗
n−1(z),

ou seja,
R∗n+1(z) = Rn+1(z),

pois satisfazem às mesmas relações de recorrência de três termos.
O polinômio Qn de grau n− 1 também satisfaz uma propriedade auto-inversiva:

Q∗n(z) = zn−1Qn

(
1

z

)
= Qn(z).

A demonstração é análoga ao que foi feito para Rn.

6.3.4 Outras propriedades dos polinômios Rn

Sendo {Rn} e {Qn} sequências de polinômios obtidos da sequência de números reais
{cn}, da sequência encadeada positiva {dn} e das relações de recorrência de três termos
(6.24) e (6.25), temos que

E0 = −
∞∑
n=1

νnz
n−1

é a expansão em série na origem da função racional
Qn(z)

Rn(z)
. Maiores detalhes em [21].
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De�nimos assim o funcional de momento N como

N [ζ−n] = νn, n = 0,±1,±2, .... (6.26)

O resultado abaixo garante que para este funcional de momento, os polinômios Rn

satisfazem as relações de L-ortogonalidade.

Teorema 35 Sejam {Rn} e {Qn} sequências de polinômios obtidos da sequência de nú-
meros reais {cn}, da sequência encadeada positiva {dn} e das relações de recorrência de
três termos (6.24) e (6.25). Então, se o funcional de momento N é tal como em (6.26),
os polinômios Rn satisfazem

N [ζ−n+jRn(ζ)] =


−γn, j = −1
0, j = 0, 1, ..., n− 1
γn, j = n

,

n ≥ 1, onde γ0 = ν0 =
2d1

1 + ic1

e γn =
4dn+1

1 + icn+1

γn−1, n ≥ 1.

O teorema que apresentaremos a seguir é similar ao Teorema de Favard 9. Maiores
detalhes e a demonstração encontram-se em [4].

Teorema 36 Dadas uma sequência de números reais {cn}∞n=1 e um sequência encadeada
positiva {dn}∞n=1, existe uma medida de probabilidade não-trivial µ no círculo unitário
associada a estas sequências. SeM0 > 0, onde {Mn} é a sequência maximal de parâmetros
de {dn}, então µ tem um ponto de massa M0 em z = 1. Seja N o funcional de momento
associado com {cn} e {dn} dado em (6.26). Então,

N [ζ] =

∫
C

ζ−n(1− ζ)dµ(ζ), n = 0,±1,±2, ....

6.4 Exemplos de polinômios para-ortogonais

Considere a medida de Lebesgue dψ(φ) = 1
2π
dφ. Como tal medida é simétrica, seus

momentos são reais e assim os coe�cientes de Verblunsky também o são. De fato, µ0 = 1
e µn = 0, para n ≥ 1, e assim

αn = 0, n ≥ 0.

Portanto, de (3.22), temos que S0(z) = 1 e S1(z) = z, e então, de (3.26), Sn(z) = zSn−1(z),
n ≥ 1, o que nos leva a

Sn(z) = zn, n ≥ 0.

Logo, {1, z, z2, z3, ...} é uma família de polinômios para-ortogonais.





Capítulo

7
Propriedades de algumas classes de

polinômios

Neste capítulo consideraremos a sequência de polinômios {Qn}∞n=0 gerada pela relação
de recorrência de três termos

Qm+1(z) = (z + βm+1)Qm(z)− αm+1zQm−1(z), m = 1, 2, ..., (7.1)

com Q0(z) = 1 e Q1(z) = z+β1, onde αm, β, z ∈ C e αm 6= 0, m = 2, 3, ... e βm 6= 0, m =
1, 2, 3, .... Serão apresentados alguns resultados sobre os zeros dos polinômios {Qn}∞n=0

dadas algumas restrições para os coe�cientes αm e βm.
A principal referência utilizada aqui foi [17].

7.1 Representação dos zeros de {Qn}∞n=0 como autova-

lores

Da relação de recorrência dada em (7.1) temos que z = 0 não é zero de Qm(z). De
fato, se m = 1 então Q1(0) = β1 6= 0 e, supondo que vale Qm−1(0) = β1β2...βm−1 6= 0,
temos que Qm(0) = βmQm−1(0) 6= 0.

Lema 3 Para qualquer m ≥ 1, os polinômios consecutivos Qm e Qm+1 não têm zeros em
comum.

Demonstração. Temos que (7.1) pode ser escrito como

α2z = (z + β2)Q1(z)−Q2(z),

αm+1z = (z + βm+1)
Qm(z)

Qm−1(z)
− Qm+1(z)

Qm−1(z)
, m ≥ 2.

(7.2)

Dessa forma, se w ∈ C é zero de Q1 e Q2, então α2w = 0. Como αm 6= 0 para todo m e
w = 0 não é zero de nenhum Qm, temos uma contradição. Portanto, Q1(z) e Q2(z) não
têm zeros em comum.

Suponha que, para m ≥ 2, Qm−1 e Qm não têm zeros em comum. Se Qm(w) = 0,
então Qm−1(w) 6= 0 e de (7.2), Qm+1(w) = −αm+1wQm−1(w) 6= 0.

Logo, Qm e Qm+1 não têm zeros em comum.

93
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De (7.1) obtemos também que, para n ≥ 1,

Qn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + β1 −α2 0 ... 0 0
−z z + β2 −α3 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 ... z + βn−1 −αn
0 0 0 ... −z z + βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Temos então o seguinte resultado

Teorema 37 Os zeros de Qn são autovalores da matriz inferior de Hessenberg

Hn =



η1 α2 0 ... 0 0
η1 η2 α3 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
η1 η2 η3 ... αn−1 0
η1 η2 η3 ... ηn−1 αn
η1 η2 η3 ... ηn−1 ηn


,

onde ηm = αm − βm, m = 1, 2, ..., n, e α1 = 0.

Sendo I a matriz identidade, e dadas as matrizes

An =


1 0 0 ... 0
−1 1 0 ... 0
0 −1 1 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... 1

 , Bn =


β1 α2 0 ... 0
0 β2 α3 ... 0
0 0 β2 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... βn


e

A−1
n =



1 0 0 ... 0 0
1 1 0 ... 0 0
1 1 1 ... 0 0
...

...
...

...
...

...
1 1 1 ... 1 0
1 1 1 ... 1 1


,

temos que Hn = BnA
−1
n e, podemos também escrever Qn(z) = det(zI −BnA

−1
n ). Daí, Qn

é o polinômio característico da matriz BnA
−1
n e também da matriz (BnA

−1
n )t = (A−1

n )tBt
n.

Isso signi�ca que os zeros de Qn são também os autovalores da matriz de Hessenberg
superior

(A−1
n )tBt

n ==



γ1 γ2 γ3 ... γn−1 βn
α2 γ2 γ3 ... γn−1 βn
0 α3 γ3 ... γn−1 βn
...

...
...

...
...

...
0 0 0 ... ηn−1 −βn
0 0 0 ... αn −βn


,

onde γm = αm+1 − βm, m = 1, 2, ....
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7.2 Limitantes para os zeros de {Qn}∞n=0

Sendo τ , λ1 e λ2 constantes tais que τ > 0 e λ1 ≥ λ2, de�nimos a região

W (λ1, λ2, τ) = {z = x+ yi ∈ C : |y| ≤ τ, λ1 −
√
τ 2 − y2 ≤ x ≤ λ2 +

√
τ 2 − y2

}
.

Sendo Dδ = diag(δ, δ2, ..., δn), uma matriz diagonal n × n onde δ 6= 0, temos que os
autovalores da matriz Hn são os mesmos de

DδHnD
−1
δ =



η1 α2δ
−1 ... 0 0

η1δ η2 ... 0 0
...

...
...

...
...

η1δ
n−3 η2δ

n−4 ... αn−1δ
−1 0

η1δ
n−2 η2δ

n−3 ... ηn−1 αnδ
−1

η1δ
n−1 η2δ

n−2 ... ηn−1δ ηn


.

O teorema a seguir será necessário na demonstração do próximo resultado

Teorema 38 (Círculos de Gerschgorin) Seja A uma matriz de ordem n com entradas
complexas. Então, todo autovalor de A está em pelo menos um dos círculos C1, ..., Cn,
onde o i-ésimo círculo Ci tem centro em (aii, 0) e raio ri dado por

ri =
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, i = 1, 2, ..., n,

onde ai,j é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de A.

Maiores detalhes e a demonstração podem ser encontrados em [13].

Teorema 39 Para qualquer n ≥ 2, considere

αMn = máx|αk|, k = 2, 3, ..., n e ηMn = máx|ηk|, k = 2, 3, ..., n.

Sejam

d1 =

√
αMn√

αMn +
√
ηMn

, d2 =
αMn

αMn + |η1| − ηMn
e

d3 =
2αMn

(αMn )2 + 4αMn (|η1| − ηMn ) + αMn
.

Então, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão dentro do disco |z| ≤ ρ̂n, onde

ρ̂n =


αMn + |η1| − ηMn
|η1| − ηMn

|η1|, se 0 < d2 < d1,

(
√
αMn +

√
ηMn )2, caso contrário.

Se os ηk, para k = 1, 2, ..., n, são todos reais, então os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão
dentro da região W (ηn,1, ηn,2, ρ̃n), onde

ηn,1 = mín {ηk, k = 1, 2, ..., n} , ηn,2 = máx {ηk, k = 1, 2, ..., n}

e

ρ̃n =


√

(αMn )2 + 4αMn (|η1| − ηMn ) + αMn
2(|η1| − ηMn )

|η1|, se 0 < d3 < d1,

(
√
αMn +

√
ηMn )2 − ηMn , caso contrário.
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Demonstração. Vamos considerar aqui 0 < δ < 1. Pelo teorema de Gerschgorin temos

que os autovalores da matriz DδHnD
−1
δ , que é a matriz Hn, estão dentro de

n⋃
k=1

∆
(n)
k (δ),

onde ∆
(n)
k (δ) é o disco fechado com centro em ηk e raio ρk(δ) = |ηk|

n−k∑
r=1

δr+|αk|δ−1. Temos

então

ρ1(δ) < ρ̃1(δ) =
δ

1− δ
|η1|

e, para 2 ≤ k ≤ n,

ρk(δ) ≤
δ

1− δ
|ηk|+

1

δ
|αk| ≤ ρ̃n(δ) =

δ

1− δ
ηMn +

1

δ
αMn

= −ηMn +
1

1− δ
ηMn +

1

δ
αMn .

Escolhemos um valor de δ que minimiza máx {ρ̂1(δ), ρ̂n(δ)}, que acaba sendo d2 ou d1,
dependendo se ηMn << |η1| ou não. Isso nos dá a primeira parte do teorema.

Note agora que o disco ∆
(n)
1 (δ) está dentro do disco |z − η1| < ρ̃1(δ) e, para qualquer

k, 2 ≤ k ≤ n, o disco ∆
(n)
k (δ) está dentro do disco |z − ηk| ≤ ρ̃n(δ).

Escolhemos δ que minimiza máx {ρ̃1(δ), ρ̃n(δ)}, que acaba sendo d3 ou d1, dependendo
se ηMn << |η1| ou não. Uma vez que os centros ηk de todos os discos ∆

(n)
k (δ) estão em

linha reta (nesse caso, na reta real), obtemos a última parte do teorema para o polinômio
Qn.

Uma vez que o zero de Q1(z) é η1, ele está em
n⋃
k=1

∆
(n)
k (δ). Se p é tal que 1 < p < n,

então os autovalores de Hp (isto é, os zeros de Qp) estão em
p⋃

k=1

∆
(p)
k (δ). Como ∆

(p)
k (δ) ⊂

∆
(n)
k (δ) para 1 ≤ k ≤ p, notamos que os zeros de Qp também estão em

n⋃
k=1

∆
(n)
k (δ). Então

os resultados do teorema são válidos também para todos os polinômios Qk, 1 ≤ k < n.

Como exemplo, aplicaremos os resultados do teorema anterior em um caso especí�co,
onde, dado α > 0, α2 = −α e αk = α, 3 ≤ k ≤ n e βk = β, 1 ≤ k ≤ n. Temos então

αMn = α e ηMn = α + β.

Assim,

d1 =

√
α√

α +
√
α + β

e d2 =
α

α + β
.

Então, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão dentro do disco |z| ≤ ρ̂n, onde

ρ̂n =

 0, se 0 <
α

α + β
<

√
α√

α +
√
α + β

,

2α + β + 2
√
α(α + β), caso contrário.

Mas, como

√
α√

α +
√
α + β

<
α

α + β
, então |z| ≤ 2α + β + 2

√
α(α + β).

Escolhendo, por exemplo, β = 5 e α = 1, temos Q0(z) = 1, Q1(z) = z + 5,

Q2(z) = (z + 5)Q1(z) + zQ0(z) = z2 + 11z + 25
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e
Qn+1(z) = (z + 5)Qn(z)− zQn−1(z), n ≥ 2.

Nesse caso, utilizando o Teorema 39, temos que os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão em
|z| ≤ 7 + 2

√
6 ∼= 11, 9. Nas Figuras 7.1 até 7.3 temos a representação dos zeros dos

polinômios Qk para 1 ≤ k ≤ 6, onde podemos observar que estão todos dentro do disco
|z| ≤ 11, 9.
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Figura 7.1: Localização dos zeros dos polinômios (a) Q1(z) = z + 5 e (b) Q2(z) =
z2 + 11z + 25.
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Figura 7.2: Localização dos zeros dos polinômios (a) Q3(z) = z3 + 15z2 + 75z+ 125 e (b)
Q4(z) = z4 + 19z3 + 139z2 + 475z + 625.
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Figura 7.3: Localização dos zeros dos polinômios (a) Q5(z) = z5 +23z4 +219z3 +1095z2 +
2875z + 3125 e (b)Q6(z) = z6 + 27z5 + 315z4 + 2051z3 + 7875z2 + 16875z + 15625.

O resultado abaixo é atribuído a Sa� e Varga (ver [16]).

Teorema 40 Sejam αk, k = 2, 3..., n e βk, k = 1, 2, ..., n números reais positivos. De�na

τ = mín {−ηk = βk − αk : k = 1, 2, ..., n} ,

com α1 = 0. Então, se τ > 0, a região parabólica P+(τ) = {z = x+ iy ∈ C : y2 ≤ 4τ(τ + x),
x > −τ}, não contém zeros dos polinômios Q1, Q2, ..., Qn.

O resultado a seguir nos fornece um zero dos polinômios Qk para 1 ≤ k ≤ n e k ímpar.

Teorema 41 Se βk = β, k = 1, 2, ..., n, na relação de recorrência (7.1) então todos os
polinômios Qk(z), 1 ≤ k ≤ n, de grau ímpar que satisfazem tal relação tem z = −β como
zero.

Demonstração. De fato, Q1(z) = z + β e então z = −β é zero desse polinômio.
Temos

Q3(z) = (z + β)Q2(z)− α3zQ1(z)

= (z + β)Q2(z)− α3z(z + β)

= (z + β)[Q2(z)− α3z]

e assim, z = −β é zero de Q3(z).
Suponhamos que z = −β é zero de Qm−1(z), onde m − 1 é ímpar. Podemos então

escrever
Qm−1(z) = (z + β)P (z),

onde P (z) é um polinômio de grau m− 2.
Logo,

Qm+1(z) = (z + β)Qm(z)− αm+1zQm−1(z)

= (z + β)Qm(z)− αm+1z(z + β)P (z)

= (z + β)[Qm(z)− αm+1zP (z)].

Portanto, z = −β é zero de Qm+1, onde m+ 1 é ímpar.
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Sendo βk = β > 0, 1 ≤ k ≤ n, e αk > 0, 2 ≤ k ≤ n, considere x = x(β; z) =
1
2
(β−

1
2 z

1
2 + β

1
2 z−

1
2 ) e os polinômios Pk, 0 ≤ k ≤ n, dados por

Pk(x) = (4βz)−
k
2Qk(z), 0 ≤ k ≤ n. (7.3)

Tais polinômios satisfazem P0(x) = 1, P1(x) = x e

Pk+1(x) = xPk(x)− αk+1

4β
Pk−1(x), 1 ≤ k ≤ n, (7.4)

e tem zeros simétricos em relação à origem.
De fato, substituíndo (7.1) em (7.3) obtemos (7.4). Para mostrar que os zeros são

simétricos, basta observar que P0(x) = P0(−x), P1(x) = −P1(−x) e, supondo que Pk(x) =
(−1)kPk(−x), obtemos Pk+1(x) = (−1)k+1Pk+1(−x).

Do Teorema 41 temos que, se k é ímpar, z = −β é zero de Qk(x). Então, como
x = 1

2
(β−

1
2 z

1
2 + β

1
2 z−

1
2 ), temos que x = 0 é zero de Pk(x).

Teorema 42 Os zeros dos Pk(x), 1 ≤ k ≤ n, de�nidos em (7.3), são reais e distintos se
βk = β > 0, k = 1, 2, ..., n, e αk > 0 para k = 2, ..., n.

Demonstração. Temos que P1(x) = x, logo x1,1 = 0 é zero de P1 e é real.

De (7.4), P2(x) = x2 − α2

4β
e assim seus zeros em ordem crescente são x2,1 = −

√
α2

4β
e

x2,2 =

√
α2

4β
, ou seja, são reais, pois α2 > 0 e β > 0, e distintos. Então, os zeros de P1 e

P2 se entrelaçam, ou seja,
x2,1 < x1,1 < x2,2.

Fazendo k = 2 em (7.4), obtemos P3(x) = xP2(x)−α3

4β
P1(x). Como os zeros são simétricos

em relação a origem vamos analisar apenas o intervalo (0,+∞). Tomando então x = x2,2,
temos que

P3(x2,2) = −α3

4β
P1(x2,2) < 0

e, como lim
x→+∞

P3(x) > 0, temos uma mudança de sinal de P3 em (x2,2,+∞), ou seja, P3

tem um zero neste intervalo. Pela propriedade de simetria dos zeros, P3 também tem um
zero em (−∞, x2,1). Como P3 é de grau ímpar, x = 0 é um zero. Logo, P3 tem três zeros
reais e distintos, que se entrelaçam com os zeros de P2.

Suponhamos agora que os zeros de Pn−1 e Pn−2 são reais, distintos e entrelaçados,
sendo n ímpar. Sejam x1,n−1 < x2,n−1 < ... < xn−1,n−1 os zeros de Pn−1, em ordem
crescente. Para x > xn−1,n−1,

Pn(xn−1,n−1) = −αn
4β
Pn−2(xn−1,n−1) < 0

e, como lim
x→+∞

Pn(x) > 0, temos que no intervalo (xn−1,n−1,+∞) existe um zero de Pn(x).

Para x = xn−1,n−2, temos

Pn(xn−1,n−2) = −αn
4β
Pn−2(xn−1,n−2) > 0.

Como sgn (Pn(xn−1,n−1)) < 0 e sgn (Pn(xn−1,n−2)) > 0, temos que existe um zero de Pn(x)
em (xn−1,n−2, xn−1,n−1).
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Analisando o intervalo (0,+∞) dessa mesma forma até xn−1,bn2 c, onde
⌊
n
2

⌋
denota o

maior inteiro menor ou igual a n
2
, como de�nido anteriormente, obtemos que Pn(x) tem⌊

n
2

⌋
− 1 zeros nos intervalos (xn−1,j, xn−1,j+1), onde j =

⌊
n
2

⌋
, ..., n − 2, e um zero em

(xn−1,n−1,+∞). Como n é ímpar, Pn(x) tem um zero em x = 0. Portanto, Pn(x) tem n
zeros reais e distintos que se entrelaçam com os zeros de Pn−1(x).

Para o caso par a demonstração é análoga, mas não teremos x = 0 como zero de Pn(x).
Logo, Pn(x) tem zeros reais e distintos.

O seguinte resultado diz respeito ao comportamento dos zeros do polinômio Qn quando
αn+1 > 0, ∀n, e βn é uma constante positiva.

Teorema 43 Seja βk = β > 0 para k = 1, 2, ..., n e αk > 0 para k = 2, ..., n. Então, os
zeros de qualquer Qk, 1 ≤ k ≤ n, são distintos (exceto pela possibilidade de um zero duplo
em z = β) e estão localizados em C(β)∪(0,∞), onde C(β) :=

{
z : z = βeiθ, 0 < θ < 2π

}
.

Em particular, se

{
αk+1

4β

}n−1

k=1

é uma sequência encadeada positiva, então todos os

zeros são distintos e se localizam no círculo aberto C(β).

Demonstração. Considere x = x(β; z) = 1
2
(β−

1
2 z

1
2 + β

1
2 z−

1
2 ) e os polinômios Pk(x)

dados em (7.3). Pelo Teorema 42 temos que os zeros de Pk são reais e distintos, e como
visto anteriormente são também simétricos em relação à origem.

Se escrevermos P2k(x) =
k∏
j=1

(x2 − x2
2k,j) e P2k+1(x) = x

k∏
j=1

(x2 − x2
2k+1,j), então, como

Qk(z) = (4βz)
k
2Pk(x(β; z)), vemos que

Q2k(z) =
k∏
j=1

[
(z − z2k,j)

(
z − β2

z2k,j

)]
e

Q2k+1(z) = (z + β)
k∏
j=1

[
(z − z2k+1,j)

(
z − β2

z2k+1,j

)]
,

onde
zk,j
β

= (2x2
k,j − 1) + 2

√
x2
k,j(x

2
k,j − 1). Daí, se x2

k,j < 1, então zk,j e
β2

zk,j
formam

um par conjugado de zeros de Qk no círculo C(β) e se x2
k,j > 1, então eles são dois zeros

positivos de Qk, inversos um do outro em relação ao ponto β. Então, concluímos que os
zeros de Qk estão ou no círculo C(β) ou na reta real positiva. Se z = β é um zero de Qk,
então é um zero de multiplicidade 2.

Assumimos agora que

{
αk+1

4β

}n−1

k=1

é uma sequência encadeada positiva. Isso signi�ca

que existe uma sequência {gk}n−1
k=0 , onde 0 ≤ g0 < 1 e 0 < gk < 1 para 1 ≤ k ≤ n− 1, tal

que,
αk+1

4β
= (1− gk−1)gk, 1 ≤ k ≤ n− 1.

De (7.4),
αk+1

4βx2
=

Pk(x)

xPk−1(x)

(
1− Pk+1(x)

xPk(x)

)
e assim, temos que todos os zeros de Pk, 1 ≤ k ≤ n estão em (−1, 1). Daí, nesse caso,
todos os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no círculo aberto C(β).
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Como exemplo, vamos tomar β = 2 e αk = 10, 2 ≤ k ≤ n, e assim temos Q0(z) = 1,
Q1(z) = z + 2 e

Qm+1(z) = (z + 2)Qm(z)− 10zQm−1(z).

Pelo Teorema 43, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n estão em C(2) ∪ (0,∞), onde

C(2) :=
{
z : z = 2eiθ, 0 < θ < 2π

}
.

Nas Figuras 7.4 e 7.5 temos a localização dos zeros do polinômios Qk para k = 1, 2, 3 e 4
representados juntamente com C(2).
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Figura 7.4: Localização dos zeros dos polinômios (a) Q1(z) = z + 2 e (b)Q2(z) = z2 −
6z + 4.
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Figura 7.5: Localização dos zeros dos polinômios (a) Q3(z) = z3 − 14z2 − 28z + 8 e
(b)Q4(z) = z4 − 22z3 + 4z2 − 88z + 16.

Corolário 2 Seja βk = β > 0, 1 ≤ k ≤ n. Então, vale o seguinte:

1. Se 0 < αk+1 ≤ β, 1 ≤ k ≤ n− 1, então todos os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão em
C(β).

2. Em particular, para ε > 0, se 0 < αk+1 ≤ β − ε, 1 ≤ k ≤ n − 1, então os zeros de
qualquer Qk, 1 ≤ k ≤ n estão no arco de C(β) que está fora da região parabólica
P+(ε) = {z = x+ iy ∈ C : y2 ≤ 4ε(ε+ x), x > −ε},
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3. Novamente, se 0 < αk+1 ≤ β, 1 ≤ k ≤ n − 1, seja κn = max
1≤k≤n−1

√
αk+1

β
. Então,

todos os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no arco aberto

C(β, θn) :=
{
z : z = βeiθ, θn < θ < 2π − θn

}
,

onde θn = 2 arccos
(
κn cos

(
π
n+1

))
.

4. Para ε > 0, suponha que 0 < αk+1 ≤ β−ε, 1 ≤ k ≤ n−1. Se Qn tem algum zero fora

de C(β), então ele está no intervalo

(
−
√

β+ε
b
,
√

β+ε
b

)
, onde b = (

√
β + ε+

√
ε)2.

Demonstração.

1. Em [7], encontra-se um resultado que diz que se {cn}Nn=1 é uma sequência encadeada
positiva e 0 < dn < cn, ∀n, 1 ≤ n ≤ N , então {dn}Nn=1 é uma sequência encadeada

positiva. Aqui temos que

{
αk+1

4β

}n−1

k=1

é uma sequência encadeada positiva, pois

αk+1

4β
≤ β

4β
=

1

4

e

{
1

4

}n−1

k=1

é uma sequência encadeada positiva.

2. Esse resultado segue diretamente dos teoremas 40 e 43.

3. Considere os polinômios Pk(x) = (4βz)−
k
2Qk(z), onde x = x(β; z) = 1

2
(β−

1
2 z

1
2 +

β
1
2 z−

1
2 ). como já foi falado, eles satisfazem

Pk+1(x) = xPk(x)− αk+1

4β
Pk−1(z), 1 ≤ k ≤ n− 1,

com P0(x) = 1 e P1(x) = x. Daí, pelos teoremas 2 e 3 de [8] os zeros de Pk(x),

1 ≤ k ≤ n, estão no intervalo (−x̂, x̂), onde x̂ = cos

(
π

n+ 1

)
max

1≤k≤n−1

√
αk+1

β
.

Então, a aplicação Qk(z) = (4βz)
k
2Pk(x(β; z)) nos dá o resultado.

4. Note que todos os zeros de Pk(x) = (4βz)−
k
2Qk(z) estão no intervalo

(
−
√

β+ε
β
,
√

β+ε
β

)
.

Daí, como Qk(z) = (4βz)
k
2Pk(x(β; z)), obtemos o resultado.



Capítulo

8
Considerações Finais

A realização desse trabalho possibilitou o estudo das classes de polinômios apresen-
tadas, fazendo um aprofundamento nas características de cada uma delas, o que deixou
claro a sua importância.

Destacou-se o estudo da propriedade que diz que tais classes satisfazem a uma relação
de recorrência de três termos e também resultados importantes sobre o comportamento
de seus zeros. Foram apresentados exemplos de cada uma das classes estudadas para uma
melhor compreensão e visualização dos resultados.

Ao meu ver o último capítulo é o mais interessante pois contém propriedades e resul-
tados que se estendem para todas as classes de polinômios que satisfazem a relação (1.2),
e não apenas as que foram abordadas nos capítulos anteriores, sendo que o Teorema 41
foi um resultado observado durante a elaboração da dissertação.
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