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“The ways of being human are bounded but infinite.”

(Laurence van Cott Niven)



RESUMO

A Cosmologia, enquanto estudo da origem e evolução do Universo, trabalha com modelos dinâmicos
onde se supõe um conteúdo energético e se compara o modelo com os dados observacionais. Atual-
mente, existe uma grande profusão de modelos dinâmicos na literatura, muito devido aos problemas
da matéria e energia escura. Um método que se busca determinar a evolução do Universo sem supor
nenhum conteúdo energético é chamado de Cosmologia Cinemática ou Cosmografia, onde se busca
determinar os parâmetros cinemáticos ou mesmo a evolução desses parâmetros com o tempo. Outra
possibilidade, é buscar determinar a evolução de quantidades cosmológicas sem a suposição de alguma
parametrização. Nesse trabalho, propusemos análises relacionadas a essas 3 possibilidades. Primeiro,
foi proposto e analisado um modelo de interação entre energia e matéria escuras visando aliviar
o Problema da Coincidência. Em seguida, estudamos algumas parametrizações cinemáticas, onde
conseguimos determinar alguns dos parâmetros cinemáticos. Finalmente, propusemos e analisamos um
método de reconstrução não-paramétrica de um modelo dinâmico, onde a energia escura se comporta
como um campo escalar.

PALAVRAS-CHAVE: cosmologia. cosmografia. cinemática. gaussianos. matéria escura. energia
escura.



ABSTRACT

Cosmology, as a study of the origin and evolution of the Universe, works with dynamic models where
an energy content is assumed and the model is compared with observational data. Currently, there is a
great profusion of dynamic models in the literature, largely due to the problems of dark matter and dark
energy. A method that seeks to determine the evolution of the Universe without assuming any energy
content is called Kinematic Cosmology or Cosmography, which seeks to determine the kinematic
parameters or even the evolution of these parameters with time. Another possibility is to seek to
determine the evolution of cosmological quantities without the assumption of some parameterization.
In this work, we proposed analyzes related to these 3 possibilities. First, a model of interaction between
dark energy and dark matter was proposed and analyzed in order to alleviate the Coincidence Problem.
Then, we studied some kinematic parameterizations, where we were able to determine some of the
kinematic parameters. Finally, we proposed and analyzed a non-parametric reconstruction method of a
dynamic model, where dark energy behaves like a scalar field.

KEYWORDS: cosmology. cosmography. kinematics. Gaussians. dark matter. dark energy.
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1 INTRODUÇÃO

A Cosmologia é o estudo da origem e evolução do Universo. Entre as 4 forças fundamentais, dado
que o Universo é eletricamente neutro, a única força que possui alcance cosmológico é a força de
gravidade. Assim, a Cosmologia depende de uma teoria de gravitação.

A Cosmologia Moderna começa com a Relatividade Geral (RG) de Einstein (EINSTEIN, 1915;
EINSTEIN, 1916), onde ele relaciona matéria e espaço-tempo. Enquanto a RG é uma teoria sem
parâmetros livres, Einstein à sua época encontrou dificuldades em adequar sua teoria ao Universo
observado – estático, homogêneo e isotrópico1. Assim, Einstein adicionou um parâmetro livre às suas
equações (EFE, Einstein Field Equations) (EINSTEIN, 1917), a constante cosmológica (Λ).

Pouco depois, com as observações de Hubble e outros (HUBBLE, 1929), Einstein percebeu que
teria cometido “o maior erro da sua vida”2, pois a expansão do Universo observada estava de acordo
com as EFE sem parâmetros livres, conforme demonstrado nos modelos de Friedmann (FRIEDMANN,
1922; FRIEDMANN, 1924).

Mas mesmo errando, Einstein acerta e, décadas depois, em 1998 (RIESS et al., 1998; PERLMUT-
TER et al., 1999), observações da luminosidade de Supernovas Ia (SNs Ia) levaram os astrônomos
a ressuscitar a constante cosmológica e assim se consolidou o modelo que é até hoje considerado o
modelo cosmológico padrão, ΛCDM (FELTEN; ISAACMAN, 1986; CARROLL; PRESS; TURNER,
1992).

Nesse ínterim, muito aconteceu na Cosmologia. Na década de 1930, observações de aglomerados
de galáxias feitas por Zwicky (ZWICKY, 1933; ZWICKY, 1937), levaram à conclusão de que
alguma matéria de pressão desprezível, além dos bárions3, era necessária para explicar a rotação
de aglomerados. Essa matéria foi chamada de matéria escura, por não interagir ou interagir muito
fracamente com a radiação eletromagnética. Com o tempo, percebeu-se que essa matéria também
precisaria ser fria (CDM, Cold Dark Matter), no sentido de ser não-relativística, pra dar conta da
formação de estruturas observada.

Na década de 1940, formulou-se o modelo de formação primordial dos elementos químicos, nos
trabalhos de Alpher, Gamow e outros (ALPHER; BETHE; GAMOW, 1948). Esse modelo consistia
em explicar a formação de elementos anterior às primeiras estrelas (a nucleossíntese primordial), pois,
dado que o Universo estava em expansão, isso significava que o Universo possuiu, no início, uma
densidade muito alta, o que corresponde a uma temperatura muito alta também. Essas altas densidades
e temperaturas levaram à formação de elementos leves, principalmente hélio, deutério, mas também
traços de lítio, berílio etc. Essa ideia de um passado denso e quente para o Universo, contribuiu com a
formulação da teoria do Hot Big Bang Model.

Apenas na década de 1960, obteve-se uma comprovação da teoria de Gamow, com as observações
de Penzias e Wilson da radiação cósmica de fundo (PENZIAS; WILSON, 1965), um banho térmico de
1 Essas duas últimas hipóteses se referem ao Princípio Cosmológico.
2 cf. citado em (Gamow, 1970), p. 44.
3 Chamamos de bárions a matéria ordinária, formada pelos átomos que conhecemos. Mais precisamente, os bárions são

os prótons e nêutrons, dado que os elétrons possuem massa desprezível.
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fótons a 2,7 K, lembranças de um passado quente e denso. Essa descoberta casual rendeu o primeiro
Nobel na área de Cosmologia a Penzias e Wilson.

Essa radiação seria desprezível na nossa época, sendo importante principalmente nos primórdios do
Universo. Assim, de acordo com o modelo padrão dessa época, viveríamos numa era da matéria, onde
a matéria sem pressão (bárions+CDM) seria a componente predominante do Universo e a densidade
de matéria resultaria numa curvatura espacial aberta (baixa densidade), plana (densidade média) ou
fechada (alta densidade). Lembremos que de acordo com a RG, matéria e espaço-tempo interagem.
Mais detalhes na próxima seção.

Quando esse modelo CDM chega na década de 1980, alguns problemas começam a ser notados:
mesmo com a imprecisão das observações da época, já se percebia que o Universo precisaria ser
bastante plano (espacialmente) no passado (problema da planura); pontos distantes do Universo
não poderiam estar em equilíbrio térmico, dado que não tiveram tempo de estar em contato causal
(problema do horizonte); o Universo era muito homogêneo (problema da homogeneidade). Além disso,
as Teorias de Grande Unificação (GUTs, Grand Unified Theories) já tinham se desenvolvido bastante
a essa época e elas previam a existência de monopolos magnéticos que não eram observados. Pois foi
justamente um estudioso das GUTs, Alan Guth, quem demonstrou que um campo escalar primordial
(anterior à nucleossíntese primordial), descendo lentamente seu potencial poderia levar a uma grande e
acelerada expansão que poderia resolver esses problemas (Inflação Cosmológica) (GUTH, 1987).

É interessante notar que esse campo escalar da inflação levava a um comportamento semelhante ao
da constante cosmológica, ou seja, a uma expansão acelerada do Universo.

Como a teoria da inflação em geral levava a universo plano, o modelo favorito na década de 1980
era então o modelo Einstein-deSitter (EdS), onde o Universo era formado principalmente por matéria
sem pressão com densidade igual à densidade crítica (a densidade correspondente a um universo
espacialmente plano).

Porém, mesmo resolvendo tantos problemas, esse modelo (EdS+inflação) enfrentava alguns pro-
blemas com a idade de alguns aglomerados observados, com idades estimadas maiores que a idade
do universo no EdS (CHABOYER, 1998). Esse era o chamado problema da idade, que levou alguns
cientistas a considerarem novamente a constante cosmológica, dado que ela aumenta a idade do
universo.

Mas a constante cosmológica só começou a ser confirmada mesmo observacionalmente a partir
das observações de SNs Ia em 1998 mencionadas acima. Desde então, o modelo ΛCDM tem sido
confirmado em várias outras observações, como anisotropias da radiação cósmica de fundo (RCF)
(HINSHAW et al., 2013; AGHANIM et al., 2020), oscilações acústicas dos bárions (BAO, Baryon

Acoustic Oscillations) (EISENSTEIN et al., 2005) etc.
Porém, a natureza de Λ permaneceu um mistério. Será apenas uma constante da natureza a ser

ajustada pelas observações? Será uma nova componente?
A possibilidade de ser uma nova componente, deixando a RG sem parâmetros livres, é o que mais

tem atraído os cientistas. Dessa forma, Λ seria apenas mais uma componente que deveria ter sua
densidade adicionada no tensor de energia-momento, no lado direito das EFE, como já tinham sido
adicionadas outras componentes (bárions, CDM, fótons, neutrinos).
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Mas isso traz um problema, pois, se Λ é uma componente energética, ela repele, ao contrário
das outras componentes conhecidas. Na RG, é possível que uma componente leve a essa repulsão
gravitacional se sua pressão for negativa. Além disso, entendendo Λ como uma componente, a equação
de estado de Λ deve ser pΛ = −ρΛc

2, o que corresponde à mesma equação de estado do vácuo quântico.
Ainda não é conhecida uma teoria de gravitação quântica, mas as estimativas atuais do vácuo quântico
levam a ρvac ≳ 1045ρΛ (MARTIN, 2012). Toda essa densidade ρvac do vácuo quântico não é observada,
então poderíamos pensar que há algum mecanismo desconhecido que cancela parte de ρvac com ρΛ.
Porém, é difícil imaginar tal mecanismo se o cancelamento precisa ser de 1045 − 1 partes em 1045.
Esse necessário “ajuste fino” é o chamado Problema da Constante Cosmológica (PCC) (WEINBERG,
1989).

Outro problema de ΛCDM é o Problema da Coincidência (PC) (WEINBERG, 2000). As densidades
de matéria e de Λ são da mesma ordem de grandeza hoje, com ρΛ0 ≳ ρm0

4. Dadas as equações de
estado da matéria e de Λ, teríamos ρm ∼ 109ρΛ na última superfície de espalhamento5, o que ocorreu
há mais de 13 bilhões de anos. Assim, parece ser uma grande coincidência que apenas recentemente
tivemos ρΛ ≈ ρm.

Mais recentemente, foi observada e tem sido elevada a chamada tensão da constante de Hubble H0,
a taxa de expansão do Universo atual (FREEDMANN, 2017; VALENTINO et al., 2021). Basicamente,
observações de altos redshifts (grandes distâncias, bem no passado) indicam, com base no modelo
ΛCDM, uma taxa de expansão atual mais baixa, enquanto observações de baixos redshifts (pequenas
distâncias, Universo recente) levam a uma taxa de expansão atual mais alta.

Esses problemas levam à formulação de modelos alternativos a ΛCDM. Podemos dividir essas
alternativas da seguinte forma:

• Se mantivermos as EFE e o Princípio Cosmológico, é preciso supor a existência de uma Energia
Escura, um fluido homogêneo de pressão negativa, que corresponde ao próprio modelo ΛCDM,
modelo XCDM, campo escalar (ϕCDM), interação entre matéria e energia escura, criação de
matéria etc (COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006; LI et al., 2011; NOVOSYADLYJ et
al., 2013; JESUS; PEREIRA, 2014; LIMA; JESUS; OLIVEIRA, 2010; JESUS; ANDRADE-
OLIVEIRA, 2016; BARANOV; JESUS; LIMA, 2019; JESUS; VALENTIM; ANDRADE-
OLIVEIRA, 2017a).

• Se mantivermos apenas as EFE, uma métrica inomogênea poderia explicar as atuais observações e
o Universo não estaria passando por uma expansão acelerada, mas sim estaríamos em algum tipo
de “Vazio Local” (CELERIER; BOLEJKO; KRASINSKI, 2010; CÉLÉRIER, 2014). Modelos
anisotrópicos seriam fortemente limitados pela pequena anisotropia da RCF, da ordem de 1 parte
em 105.

• Se mantivermos apenas o Princípio Cosmológico, isso levaria a uma modificação das EFE, ou
seja, a uma nova teoria de gravitação, ou gravidade modificada, são os modelos f(R), teorias

4 Usamos o subscrito ‘0’ para denotar valores das quantidades hoje.
5 Época que o Universo ficou transparente, formando átomos neutros.
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escalar-tensoriais etc. (NOJIRI; ODINTSOV, 2006; NOJIRI; ODINTSOV, 2011; CLIFTON et
al., 2012).

Citamos, até agora, principalmente a dinâmica do Universo, ou seja, a interação entre geometria
e conteúdo energético, seja pelas EFEs ou por alguma gravidade modificada. Outro caminho que a
Cosmologia pode tomar, tal qual a Mecânica, que se divide em Dinâmica e Cinemática, é a Cosmologia
Cinemática, ou Cosmografia.

Do ponto de vista da Cosmologia Cinemática, estamos interessados na evolução do Universo em
si, e não nas causas dinâmicas dessa evolução. Além de ser uma descrição válida do Universo, esse
método pode usar as observações atuais para colocar limites sobre quantidades cinemáticas como o H0

citado acima, sem fazer suposições sobre o conteúdo energético.
Em geral, supõe-se apenas o Princípio Cosmológico, que é comprovado por muitas observações,

para estimarmos a “velocidade”, “aceleração” etc. da expansão. Se além disso, supormos que o
Universo possui uma geometria pseudo-riemanniana, podemos também estimar sua curvatura espacial.
Assim, a Cosmologia Cinemática não é só cinemática, no sentido de descrever a evolução temporal,
mas também é uma Cosmografia, no sentido de descrever a geometria espacial6.

As parametrizações cinemáticas têm como objetivo obter a evolução do Universo a partir de parame-
trizações com o redshift das quantidades cinemáticas discutidas acima. Elas podem ser simplesmente
um truncamento das séries discutidas acima, por exemplo, q(z) = q0 (ELGAROY; MULTAMAKI,
2006), q(z) = q0 + q1z (RIESS et al., 2004; ELGAROY; MULTAMAKI, 2006; SHAPIRO; TUR-
NER, 2006a), q(z) = q0 + q1z + q2z

2 etc., ou podem corresponder a funções mais complexas do
redshift, como q(z) = 1

2
+ q1z+q2

(1+z)2
(GONG; WANG, 2007), q(z) = q0 +

q1z
1+z

(CUNHA; LIMA, 2008;
XU; LU, 2009; SANTOS; CARVALHO; ALCANIZ, 2011), q(z) = a+ b

1+ln(1+z)
(XU et al., 2008),

q(z) = 1
2
+ q2

(1+z)2
(NAIR; JHINGAN; JAIN, 2012), q(z) = −1 + 3

2

[
(1+z)q2

q1+(1+z)q2

]
etc.

Devido à questão da aceleração do Universo e devido ao parâmetro de desaceleração q não ser dire-
tamente observável, as parametrizações de q(z) são as mais comuns. Mas também há parametrizações
das outras quantidades cinemáticas, como DC(z) = z + d2z

2 + d3z
3, H(z) = H0(1 + h1z + h2z

2)

(JESUS; HOLANDA; PEREIRA, 2018), DL(z) = ln(10) [x+ a2x
2 + a3x

3], onde x = log(1 + z)

(RISALITI; LUSSO, 2019).
As parametrizações cinemáticas são modelos, e como tal, podem introduzir bias nas análises

estatísticas. Mas ainda são cinemáticas, no sentido de não dependerem do conteúdo energético, não
dependem da validade das EFE. Podem ser chamadas, assim, independentes de modelos dinâmicos.

Uma forma de realizar a modelagem cosmográfica é parametrizar o parâmetro de desaceleração, o
jerk e o snap (q, j e s, respectivamente), ou até ordens superiores se assim se desejar (crackle, pop

etc). A partir desta parametrização podemos obter outros parâmetros. Um estudo para o desvio do
redshift em termos dos valores atuais do parâmetro de Hubble, do parâmetro de desaceleração, do
jerk, do snap e de outros parâmetros, foi feito em (LOBO; MIMOSO; VISSER, 2020) e uma análise
conjunta usando BAO, dados do Hubble e a compilação Pantheon de Supernovas tipo Ia para uma
parametrização com um parâmetro jerk constante foi feita por (AMIRHASHCHI; AMIRHASHCHI,
2020) obtendo j0 = 1.038+0.061

−0.023. Em (GÓMEZ-VALENT, 2019) foram realizadas duas expansões
6 Uma descrição mais completa buscaria limitar a Topologia do Universo, o que está fora do escopo da presente tese.
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diferentes para q em função do redshift, fornecendo as restrições q0 = −0.43+0.04
−0.07 e j0 = 1.5+1.0

−0.7 para
uma expansão polinomial. Uma reconstrução explícita do parâmetro jerk de forma não paramétrica a
partir de dados observacionais independentes do modelo foi feita recentemente por (MUKHERJEE;
BANERJEE, 2021a).

A parametrização pode ser feita de várias formas, desde a dependência linear mais básica do redshift,
até as mais elaboradas, como expansões de Padé (AVILES et al., 2014), polinômios de Chebyshev
(CAPOZZIELLO; D’AGOSTINO; LUONGO, 2018) e polinômios logarítmicos (BARGIACCHI et
al., 2021). Parametrizações alternativas são necessárias devido à não convergência da série de Taylor
para redshift z ≥ 1, o que significa que mesmo o truncamento da expansão implica uma modelagem
ruim para redshifts maiores. Uma das maneiras mais simples de contornar este problema é redefinir a
relação padrão de redshift 1 + z ≡ λ0/λe como 1 + y = λe/λ0, de modo que agora temos um novo
parâmetro y-redshift (CATTOëN; VISSER, 2007). A vantagem de usar y-redshift é que seu intervalo
de convergência [0, 1] corresponde a todo o período desde a origem do universo até o momento
presente, enquanto diverge apenas para y → −1, correspondendo a o futuro distante (o inverso ocorre
com o z-redshift). No entanto, como os dados observacionais estão todos no passado, o y-redshift é
ideal para lidar com isso.

O y-redshift pode ser obtido de z-redshift através da relação

y =
z

1 + z
(1.1)

o que significa que todos os dados observacionais já coletados para z-redshift podem ser usados
diretamente em análises envolvendo y-redshift. Como

y = 1− 1

1 + z
= 1− a(z), (1.2)

podemos entender as expansões em série de Maclaurin em y como expansões em série do tipo Taylor
no fator de escala em torno de a = 1 (hoje).

Embora, em termos de convergência para z > 1, y-redshift tenha um desempenho melhor que
z-redshift, z-redshift ainda é melhor para z < 1. Isso ocorre porque y-redshift implica maiores
incertezas, como mostrado por (COLGAIN, 2021) e em nossos resultados na Tabela 4.7. O fator 1− a

é um parâmetro menor que z-redshift no mesmo intervalo de redshift, portanto, são necessários mais
dados para restringir os parâmetros da mesma maneira. Ou seja, a escolha de y-redshift ou z-redshift é
uma troca com prós e contras.

Neste paper (BENNDORF; JESUS; PEREIRA, 2022), obtemos e comparamos os atuais valores
para os parâmetros cosmológicos q0, j0 e s0 através das parametrizações lineares de q, j e s em função
de z ou y, nas formas gerais u(x) = u0 e u(x) = u0+u1x, onde u = (q, j, s) e x = (z, y). Escolhemos
oito parametrizações diferentes, que diferem de outros trabalhos no sentido de que cobrem a mais
grandezas cinemáticas, ou seja, derivadas em 2ª, 3ª e 4ª ordens, e também cobrem as parametrizações
mais populares na literatura, ou seja, constante e linear no redshift z e no y-redshift. Adicionalmente,
para fazer uma comparação de modelos entre todas as parametrizações, calculamos o Critério de
Informação Bayesiano (BIC), que permite escolher os três modelos mais favorecidos. Além disso,
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trabalhamos com os dados SN Ia e H(z) mais recentes disponíveis.
Nesta tese, inicio com um resumo teórico da cosmologia, introduzindo os principais conceitos a

serem usados ou subentendidos ao longo do desenvolvimento do texto. Apresento um modelo dinâmico
original que desenvolvemos (o modelo de interação DM-DE, onde conjecturamos que matéria e energia
escuras decaem uma na outra de acordo com uma relação específica entre suas densidades. Por fim,
apresento uma série de modelagens cinemáticas do universo observável (em termos do parâmetro de
desaceleração, do jerk e do snap).
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2 RESUMO DE COSMOLOGIA

2.1 PRINCÍPIO COSMOLÓGICO

A cosmologia moderna parte do chamado “Princípio Cosmológico”, que, de acordo com (WEIN-
BERG, 1972), estabelece que

• As leis da física são as mesmas em qualquer lugar e época.

• O universo é isotrópico e homogêneo em largas escalas.

Isotrópico significa que não há direções privilegiadas (como a presença de algum campo vetorial
universal) e homogêneo significa que em largas escalas a distribuição de matéria/energia é a mesma
em cada ponto. A forma geral da métrica, em coordenadas esféricas, de um universo isotrópico,
homogêneo e em expansão/contração, como visto em (MISNER K.S. THORNE, 1973), é dada por

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θ dϕ2)

]
, (2.1)

ela é chamada de métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker, a(t) é o fator de escala de
Robertson-Walker e k é a constante de curvatura. Essa equação descreve como a definição de distância
espacial evolui com o tempo em um universo em expansão e também sua forma (JESUS, 2010). Para
k = −1 o universo tem geometria hiperbólica (“aberta”), para k = 1 o universo tem geometria esférica
(“fechada”) e para k = 0 o universo tem geometria plana (os dados observacionais indicam que essa
é a forma do universo). Tanto no caso hiperbólico quanto no plano, o universo é infinito, já no caso
esférico ele é finito.

2.2 LEI DE HUBBLE–LEMAÎTRE

Dado que o universo está em expansão (fato empírico verificado por Lemaître em 1927 e por
Hubble em 1929), a velocidade de afastamento das galáxias é dada por

v = Hd, (2.2)

onde H = ȧ/a é o parâmetro de Hubble e L = d0a é a distância própria da galáxia (a distância física,
medida por uma régua que não se expande junto com o universo), com d0 sendo a distância comóvel (a
distância puramente geométrica, medida por uma régua que se expande junto com o universo). Quando
H assume o valor atual (H0), a equação (2.2) é chamada de Lei de Hubble–Lemaître1. Por convenção,
assumimos que o fator de escala atual (t = t0) é a0 = 1, de modo que

d(t0) = a0d0 = d0, (2.3)
1 A mudança de nome foi aprovada pela IAU em 2018.
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ou seja, a distância comóvel, da forma definida, pode ser também interpretada como a distância medida
na atual época do universo, deste modo não seria só uma distância puramente geométrica. Uma
forma mais adequada de se definir distância comóvel seria definindo-a como sendo adimensional e
convencionando o fator de escala com dimensão de comprimento (a(t) = f(t)m, onde m denota a
dimensão de comprimento no SI, o metro), ou seja, com a0 = 1m escrevemos

d(t0) = a0d0 = d0m, (2.4)

deste modo se evita uma definição de metro (m) que cresce com o tempo. Porém, não havendo
possibilidade de confusão, adotamos aqui a convenção mais usada dada por (2.3).

2.3 EQUAÇÕES DE FRIEDMANN

Substituindo o tensor métrico gµν da métrica (2.1) nas equações de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν , (2.5)

onde Rµν é o tensor de Ricci, R = Rν
ν é o escalar de Ricci, Λ é a constante cosmológica, G é a

constante gravitacional de Newton e

Tµν =

(
ρ+

P

c2

)
uµuν + Pgµν (2.6)

é o tensor energia-momento de um fluido ideal (P é a pressão, ρ é a densidade de energia-matéria e uα

é a quadrivelocidade), obtemos as equações de Friedmann

H2 =
8πG

3
ρ+

Λc2

3
− kc2

a2
(2.7)

e
ä

a
= −4πG

3

(
ρ+

3P

c2

)
+

Λc2

3
. (2.8)

2.4 PARÂMETROS DE EXPANSÃO

A atual taxa de expansão do universo é dada pela constante de Hubble

H0 ≡ H(t0), (2.9)

seu valor empírico é
H0 ∼ 68 km s−1Mpc−1, (2.10)

a partir do qual podemos obter o tempo de Hubble

tH = 1/H0, (2.11)
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que é da ordem da idade do universo (∼ 1017 s), e, multiplicando tH por c, o raio de Hubble (ou
distância de Hubble):

dH = c/H0. (2.12)

A grandeza

q = − äa

ȧ2
(2.13)

é o parâmetro de desaceleração, que expressa o regime de aceleração do universo: se a aceleração
é maior que zero, q é negativo, se menor que zero, q é positivo e zero no caso sem aceleração. O
parâmetro de desaceleração também pode ser escrito em termos do parâmetro de Hubble

q = − Ḣ

H2
− 1. (2.14)

Para fins de observação, é conveniente escrever o parâmetro de Hubble em termos do redshift em vez
do tempo. O redshift z é o efeito do esticamento do comprimento de onda das ondas eletromagnéticas
devido à expansão do universo e é dado por

z =
λobs

λemt

− 1, (2.15)

onde λobs e λemt são os comprimentos de onda observado e emitido, respectivamente. Como o
comprimento é função de a(t), podemos escrever o redshift em termos do fator de escala, ou seja

z =
λobsa0
λobsaemt

− 1 =
1

aemt

− 1, (2.16)

onde tomamos λemt = λobsaemt.

2.5 GEOMETRIA DO UNIVERSO

Para k = 0, a densidade

ρC ≡ 3H2

8πG
(2.17)

é o valor para o qual a geometria do universo é plana e é chamada de densidade crítica. A razão entre a
densidade e a densidade crítica

Ω =
ρ

ρC
(2.18)

é chamada de parâmetro de densidade. Assim, a equação de Friedmann (2.7) pode ser reescrita como

1 = Ω + Ωk, (2.19)

onde
Ωk ≡ − kc2

H2a2
, (2.20)
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é o parâmetro de densidade para a energia de curvatura. A equação (2.19) implica que para k = 0

devemos ter Ω = 1, ou seja

Ω = Ωb + ΩDM + Ωγ + ΩΛ + ...+ Ωi = 1, (2.21)

onde b, DM , γ e Λ indicam matéria barionica, matéria escura, radiação e energia do vácuo, i indica
quaisquer outros componentes.

2.6 SOLUÇÕES DAS EQUAÇÕES DE FRIEDMANN

Como exemplos básicos de soluções das equações de Friedmann, podemos citar:
- Universo dominado por matéria: Como a matéria não relativística não tem tempo de interagir

consigo mesma devido às grandes distâncias, em largas escalas a pressão é nula (P = 0), ρ = ρ0a
−3 e

a equação fica
a

1
2da = H0

√
Ωb + ΩDM dt. (2.22)

Com a condição a(t = 0) = 0, a solução é

a(t) =

(
3

2
tH0

√
Ωb + ΩDM

) 2
3

. (2.23)

- Universo dominado por radiação: Neste caso temos P = c2ρ/3 e ρ = ρ0a
−4, a equação fica

a da = H0

√
Ωγ dt, (2.24)

e a solução é

a(t) =
(
2tH0

√
Ωγ

) 1
2
. (2.25)

- Universo dominado por energia do vácuo: Neste caso temos P = −c2ρ e ρ = cte, a equação fica

a−1da = H0

√
ΩΛ dt, (2.26)

e a solução é
a(t) = A exp

(
tH0

√
ΩΛ

)
, (2.27)

onde A é uma constante.
- Universo dominado por energia do vácuo + matéria: Essa corresponde à composição atual do

universo, quando a densidade de matéria e de energia escura possuem a mesma ordem de grandeza
(Problema da Coincidência). A equação de Friedmann fica

ȧ2

a2
= H2

0

(
Ωda

−3 + ΩΛ

)
, (2.28)
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onde Ωd = Ωb + ΩDM . A solução é

a(t) =

(
Ωd

ΩΛ

)1/3

senh2/3

(
3H0t

√
ΩΛ

2

)
. (2.29)

2.7 DISTÂNCIAS E TEMPOS COSMOLÓGICOS

2.7.1 Distância Comóvel

É a distância geométrica, medida por uma régua que se expande junto com o universo, definida
pelas coordenadas espaciais da métrica, já mencionada na subseção 2.2. Ela pode ser expressa em
termos do redshift, ou seja

dC =

∫
ddC =

∫ a0

a

da

aȧ

= −
∫ 0

z

dz′

H(z′)
=

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (2.30)

A distância comóvel entre dois objetos no fluxo de Hubble (que não possuem velocidade própria)
não muda com o tempo.

2.7.2 Distância Comóvel Transversal

A distância comóvel entre dois pontos no céu separados por um ângulo δϕ para um mesmo redshift

(ou seja, mesma distância) é dMδϕ, onde a distância comóvel transversal dM (HOGG, 1999) é

dM =


dH√
Ωk
senh

(√
ΩkdC
dH

)
para Ωk > 0

dC para Ωk = 0
dH√−Ωk

sen
(√−ΩkdC

dH

)
para Ωk < 0

, (2.31)

onde dH = c/H0 é a distância de Hubble. A distância comóvel transversal difere da distância comóvel
por imbuir a curvatura, mas no caso plano (k = 0) elas coincidem.

2.7.3 Distância Própria

É a distância física entre objetos, medida por uma régua que não se expande junto com o universo,
ela cresce com o tempo de acordo com o fator de escala. Ela é escrita como

dP = a(t)dC . (2.32)

2.7.4 Distância de Luminosidade

É a distância medida usando-se a queda do fluxo com a distância de um objeto brilhante cuja
luminosidade absoluta é conhecida (as “velas padrões”). Ela é dada por (DODELSON, 2021)

dL = (1 + z)dM . (2.33)
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2.7.5 Distância de Diâmetro Angular

É a distância inferida usando tamanhos próprios (dlP ) conhecidos e seus tamanhos angulares (dϕ),
ou seja

dlP = dAdϕ. (2.34)

Pode-se mostrar que

dA =
dM

(1 + z)
. (2.35)

A relação
dL = (1 + z)2dA (2.36)

é chamada de “dualidade de distância de Etherington”.

2.7.6 Lookback Time e a Distância de Viagem da Luz

É o tempo passado desde a emissão de um fóton num tempo ti até ser detectado num tempo tf ,
ou seja, tL = tf − ti. Tomando a métrica de Friedmann igual a zero (ds2 = 0), temos (PIATTELLA,
2018)

ddV ≡ cdt = a(t)ddM . (2.37)

A distância própria e a distância de lookback time são parecidas mas distintas, a diferença é que a
distância própria é instantânea e a de lookback leva em conta a expansão do espaço durante o trajeto do
fóton (a distância própria muda desde o momento da emissão até o da detecção), por isso essa distância
também pode ser chamada de “distância de viagem da luz” (dV ).

2.7.7 Tempo Conforme

O tempo conforme é o tempo normalizado pela expansão do universo, definido como

dη =
dt

a(t)
. (2.38)

Assim, a métrica pode ser reescrita como

ds2 = a2(η)

[
−c2dη2 +

dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θ dϕ2)

]
(2.39)

e o fator de escala passa a ser um fator conforme.
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3 EXEMPLO DE MODELO DINÂMICO: MODELO DE INTERAÇÃO DM-DE

Neste capítulo, apresentamos um exemplo de modelo dinâmico, antes de abordarmos o tema central
deste trabalho (modelos cinemáticos). O Problema da Coincidência (PC), mencionado na introdução,
pode ser aliviado com a interação entre matéria e energia escura, e recentemente submetemos um
trabalho (JESUS et al., 2020b) com essa intenção.

3.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS

A maioria dos modelos de interação DM-DE são descritos pelas equações de Friedmann e pelas
equações de conservação:

ρ̇d + 3H(ρd + pd) = Q , (3.1)

ρ̇x + 3H(ρx + px) = −Q , (3.2)

onde ρd e pd são a densidade de energia e a pressão da matéria escura (DM), e ρx e px são a densidade
e a pressão da energia escura (DE). Para um fluido do tipo poeira (DM) a pressão é pd = 0 e para um
fluido do tipo vácuo (DE) ela é px = −ρx, por exemplo. Q denota o termo de interação fenomenológica.
Para Q > 0 DE decai para DM enquanto para Q < 0 DM decai para DE. Uma análise termodinâmica
(PEREIRA; JESUS, 2009) mostrou que ambas as rotas de decaimento são possíveis.

Vários termos de interação Q foram estudados na literatura (PEREIRA; JESUS, 2009; CALDERA-
CABRAL; MAARTENS; SCHAEFER, 2009; MAJEROTTO; VäLIVIITA; MAARTENS, 2010;
VäLIVIITA; MAARTENS; MAJEROTTO, 2010; CHIMENTO, 2010; CAI; SU, 2010; SUN; YUE,
2012; POURTSIDOU; SKORDIS; COPELAND, 2013; SALVATELLI et al., 2014; LI; ZHANG,
2014; SKORDIS; POURTSIDOU; COPELAND, 2015; JIMENEZ et al., 2016; SHAFIELOO et al.,
2017; GÓMEZ-VALENT; PETTORINO; AMENDOLA, 2020). A maioria deles são Q ∝ ρx ou
Q ∝ ρd. Modelos com Q ∝ Hρd têm sido amplamente explorados na literatura, porém é permeado por
instabilidades na evolução das perturbações de densidade (VäLIVIITA; MAJEROTTO; MAARTENS,
2008; HE; WANG; ABDALLA, 2009). Modelos com Q ∝ Hρx estão livres de tais instabilidades.
Em particular, o modelo com Q = 3εHρx foi estudado em (PEREIRA; JESUS, 2009) e o parâmetro
ε foi restringido por dados observacionais SN Ia como ε = −0, 026+0,021

−0,027 a 1σ C.L. Isso mostra que
um valor negativo de Q é favorecido por observações no intervalo 1σ, com o limite ε = 0 apenas
ligeiramente distante do valor de melhor ajuste.

Seguindo uma abordagem diferente, Cai e Su (CAI; SU, 2010) descobriram que deve haver uma
mudança do sinal de Q em torno de z = 0, 5 em um modelo independente do termo de interação
específico. Isso levanta um desafio notável para os modelos interativos, uma vez que as formas
fenomenológicas usuais de interação não mudam seus sinais durante a evolução cosmológica. Um
modelo que engloba uma característica tão peculiar é apresentado em (SUN; YUE, 2012).

Recentemente um modelo com Q = Γρx foi apresentado por Shafieloo et al. (SHAFIELOO et
al., 2017), onde Γ é uma constante com as dimensões do tempo inverso, relacionado ao decaimento
da DE. Com uma equação de estado do tipo vácuo, px = −ρx, Eq. (3.2) tem uma solução da forma
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Figura 3.1 – Evolução das densidades do setor escuro para os modelos ΛCDM (esquerda) e Λ(t)CDM
(direita). As densidades são normalizadas pela densidade crítica atual, ρc0.
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fonte: Produção do próprio autor.

ρx(t) = ρx(t0) exp[−Γ(t − t0)], exatamente como um decaimento radioativo da matéria e Γ está
relacionado com a ’meia-vida’ da DE. Tal modelo é conhecido como uma energia escura metaestável
com decaimento do tipo radioativo. Uma análise mais recente à luz dos dados do Planck 2018 foi
feita em (YANG et al., 2020), e uma análise dinâmica do sistema foi feita em (SZYDŁOWSKI;
STACHOWSKI; URBANOWSKI, 2020). Um modelo fechado de interação muito interessante foi
explorado recentemente com dados CMB completos, que oferecem uma solução muito atraente para a
tensão constante do Hubble (YANG et al., 2021; VALENTINO et al., 2021).

No presente trabalho, analisamos um modelo de interação de fluidos DM-DE no qual pretendemos
testar se uma interação entre DM e DE pode resolver ou aliviar o CP. No modelo ΛCDM, a densidade
da constante cosmológica tem sempre o mesmo valor, ou seja, ρΛ = ρΛ0, enquanto a densidade de
energia da matéria sem pressão satisfaz ρd = ρd0(a/a0)

−3, onde o subscrito "0"representa os valores
atuais. O PC diz que ρΛ0 ∼ ρd0 hoje. Como a razão entre o fator de escala hoje e a última superfície de
espalhamento é a0/a = 103 ou z ∼ 1000, temos uma razão r = ρd

ρΛ
∼ 109 naquela época. Assim, uma

interação entre DM-DE poderia manter a razão constante ao longo da evolução, r ∼ 1, resolvendo o
CP, pois não seria específico para o momento presente. Se a razão for tal que r << 109 em z ∼ 1000

dizemos que CP é aliviado.
O modelo padrão ΛCDM é caracterizado por uma equação constante do parâmetro de estado

w = pΛ
ρΛ

= −1, onde tanto ρΛ quanto pΛ são constantes. As evoluções da matéria escura e das
densidades de Λ podem ser vistas em escala logarítmica na Figura 3.1 (esquerda). As densidades
logarítmicas neste caso são dadas por

ln ρΛ = ln ρΛ0, ln ρd = −3 ln a+ ln ρd0. (3.3)

Para modelos onde a equação do parâmetro de estado também é -1, mas com ρΛ e pΛ variando no
tempo, a densidade de energia associada a Λ muda com o tempo, e isso define um modelo Λ(t)CDM,
com um comportamento típico para a evolução das densidades dado na Figura 3.1 (direita). Se a
densidade de energia de Λ(t) se aproxima da densidade de energia da matéria escura na Figura 3.1,
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resolvemos ou pelo menos aliviamos o CP. Para isso, vamos tentar escrever

ln ρΛ = k1 ln a+ ln ρΛ0, ln ρd = k2 ln a+ ln ρd0 . (3.4)

Reorganizando, as equações nos dão:

ρΛ
ρΛ0

=

(
ρd
ρd0

)k1/k2

, (3.5)

o que corresponde a

ρx = βραd (3.6)

para uma componente DE geral.
Assim, para testar se um modelo de interação pode resolver ou aliviar o CP, assumimos a relação

(3.6) para o setor escuro. Com essa suposição, se os dados indicarem α ∼ 0, não há interação e o
modelo ΛCDM é recuperado. Se α = 1, a razão r é exatamente constante e o CP é resolvido. Para
0 < α < 1, podemos concluir que a interação DM-DE pode aliviar o CP. Na Figura 3.1 (direita),
vemos como α = 0.5 alivia o CP. Abaixo derivamos qual termo de interação Q resulta na relação (3.6).

A conjectura de que matéria escura (DM) pode decair em energia escura (DE) e vice-versa pode
ser modelada fenomenologicamente através das equações (CAI; SU, 2019)

ρ̇DM + 3HρDM = Q (3.7)

e
ρ̇DE + 3H(1 + w)ρDE = −Q, (3.8)

onde ρDM é a densidade de matéria escura, ρDE é a densidade de energia escura, w é o parâmetro da
equação de estado para a energia escura (pDE = wρDE) e Q é o termo que descreve a interação entre
as duas densidades. A exata interação física que intermediaria essas duas densidades depende do que
são exatamente DM e DE e poderia ser desde interações conhecidas até alguma nova interação, o que
fica a cabo de futuros avanços no entendimento da natureza desses fluidos cósmicos e da física de
partículas elementares.

3.2 MODELO DE DE INTERAÇÃO

A forma escolhida para o termo de interação é

Q = Γ(t)ρDE, (3.9)

onde Γ(t) é uma função que representa o decaimento ao longo do tempo das densidades de DM e DE.
A relação entre elas é determinada por

ρDE = βραDM ≡ f(ρDM), (3.10)
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onde α e β são constantes. Das equações (3.8), (3.9) e (3.10), obtemos

Γ(t) = −3H(1 + w)− α
ρ̇DM

ρDM

, (3.11)

e de (3.7)
ρ̇DM

ρDM

[
1 + αβρα−1

DM

1 + β(1 + w)ρα−1
DM

]
= −3H = −3

ȧ

a
. (3.12)

Para w = −1 (constante cosmológica) uma solução exata é obtida via função W de Lambert. A
equação (3.12) pode ser reescrita como

(1 + αβρDM
α−1)

dρDM

dt
= −3ρDM

a

da

dt
, (3.13)

que pode ser reescrita como (
1

ρDM

+ αβρDM
α−2

)
dρd = −3da

a
, (3.14)

cuja solução é

ln
ρDM

ρDM0

+
αβ

α− 1
(ρα−1

DM − ρα−1
DM0) = −3 ln a, (3.15)

onde foi usada a condição inicial ρDM(a = 1) = ρDM0. Ela pode ser reescrita como

ln ρα−1
DM + αβρα−1

DM = (α− 1) ln (ρDM0a
−3) + αβρα−1

DM0. (3.16)

A função W de Lambert é definida como a solução de

xex = f ⇒ x = W (f) (3.17)

ou seja
x+ lnx = ln f. (3.18)

Deste modo a solução para ρDM e ρDE são

ρDM =

[
W

(
αβ exp(αβρα−1

DM0)(ρDM0a
−3)α−1

)
αβ

] 1
α−1

(3.19)

e

ρDE = ρDE0

[
W

(
αr0e

αr0a3(1−α)
)

αr0

] α
α−1

, (3.20)

onde r0 ≡ βρα−1
d0 . Essas duas expressões podem ser reescritas em função do redshift z como

ρDM(z) = ρDM0

[
W

(
αr0e

αr0(1 + z)3(α−1)
)

αr0

] 1
α−1

(3.21)
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e

ρDE(z) = ρDE0

[
W

(
αr0e

αr0(1 + z)3(α−1)
)

αr0

] α
α−1

. (3.22)

O caso geral com w ̸= −1 não pode, até onde sabemos, ser resolvido analiticamente, então
foram usadas soluções numéricas. Usando as definições rDM ≡ ρDM

ρDM0
, rDE ≡ ρDE

ρDE0
, ΩDM0 ≡ ρDM0

ρc0
,

ΩDE0 ≡ ρDE0

ρc0
e a relação d

dt
= −H(1 + z) d

dz
, a equação (3.12) pode ser reescrita como

drDM

dz
=

3rDM

1 + z

[
ΩDM0 + (1 + w)ΩDE0r

α−1
DM

ΩDM0 + αΩDE0r
α−1
DM

]
, (3.23)

onde foi assumida a condição inicial rDM(z = 0) = 1. Então rDE = rαDM , e

E(z) ≡ H(z)

H0

=
[
Ωb0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + ΩDM0rDM(z) + ΩDE0rDE(z)

]1/2
, (3.24)

que será usada para delimitar o modelo com os dados observacionais.

3.3 DADOS E ANÁLISE

Os conjuntos de dados utilizados foram de H(z) (MAGANA et al., 2017), SNs Ia (amostra
Pantheon), CMB ((AGHANIM et al., 2020), (CHEN; HUANG; WANG, 2018) e (FIXSEN, 2009)) e
BAO ((CAMARENA; MARRA, 2018)).

Figura 3.2 – Na esquerda, o modelo Λ(t)CDM (w = −1) para diferentes valores de α, assim como os
dados observacionais de H(z). Note que α = 0 corresponde a ΛCDM. Na direita está o
plot dos dados de magnitude mB aparente de SN Ia da compilação do Pantheon.
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fonte: Produção do próprio autor.

No caso do modelo Λ(t)CDM, ou seja, modelo com interação onde a energia escura tem equação
de estado w = −1, fixamos o parâmetro de densidade dos bárions Ωb = 0, 0493 de acordo com os
vínculos de Planck (2018) para a radiação cósmica de fundo (CMB), que também está de acordo com
os vínculos da nucleossíntese do Big Bang (BBN). Então os parâmetros livres são (H0,Ωd, α).

Os parâmetros livres foram bem delimitados com SN Ia em combinação a H(z), como pode ser
visto em Figura 3.3, Figura 3.4 e na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 – Vínculos combinados sobre os parâmetros livres de Λ(t)CDM a partir de dados de
Pantheon+H(z) para 68% e 95% c.l.

Parâmetro Limites de 68% e 95%
Ωd 0, 287+0,036+0,071

−0,036−0,075

α 0, 109+0,062+0,14
−0,072−0,12

H0 (km s−1Mpc−1) 68, 7+1,1+2,2
−1,1−2,1

fonte: Produção do próprio autor.

Figura 3.3 – Todos os vínculos (SN Ia e H(z)) para o modelo Λ(t)CDM.
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Como pode ser visto na Figura 3.3, principalmente no plano ΩDM × α, a combinação entre SNs Ia
e H(z) reduz fortemente o espaço de parâmetros. Na Tabela 3.1, o valor para H0 está de acordo com o
valor obtido para ΛCDM em Planck (2018), a saber, H0 = 67, 4± 0, 5 km s−1Mpc−1. Com o valor
fixo de Ωb = 0, 0493, obtemos Ωd = Ωb + ΩDM = 0, 336 ± 0, 036 a 68% c.l., o que está de acordo
com o valor obtido de Planck (2018), Ωm = 0, 315± 0, 007. O valor obtido para α, conforme pode ser
visto na Tabela 3.1, é compatível com zero apenas com 1,6 σ, portanto a interação não é descartada



30

Figura 3.4 – Vínculos combinados (SNs Ia e H(z)) para Λ(t)CDM model.
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por esta análise.
A Figura 3.4 mostra em mais detalhes as restrições combinadas sobre os parâmetros livres

(ΩDM , α,H0). Podemos ver que os parâmetros são bem delimitados, com uma correlação maior
no plano ΩDM × α.

Quando deixamos w da equação de estado da energia escura como um parâmetro livre, os dados
SNs Ia + H(z) não foram suficientes para delimitar os parâmetros livres (Ωb,Ωd, w,H0) e tivemos
que adicionar restrições de outros dados. Assim, adicionamos restrições de Planck (2018), com os
chamados priors de distância, que incluem o parâmetro de shift, ℓA e Ωbh

2. Também incluímos
vínculos de Oscilações Acústicas de Barions (BAO) de vários surveys (Figura 3.5).

Da Tabela 3.2, o valor obtido para Ωm é Ωm = 0, 3170 ± 0, 0064, o que está de acordo com o
valor obtido de Planck (2018), Ωm = 0, 3153± 0, 0073. O valor de H0 também está de acordo com
Planck (2018), H0 = 67, 36 ± 0, 54 km s−1Mpc−1. O resultado obtido para a equação de estado da
energia escura, como pode ser visto na Tabela 3.2, é apenas ligeiramente compatível com w = −1,
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Tabela 3.2 – Vínculos combinados sobre os parâmetros livres do modelo de interação DM-DE a partir
de Pantheon+H(z)+Planck18+BAO.

Parametro Limites para 68% e 95%
Ωb 0, 0504± 0, 0012± 0, 0024

ΩDM 0, 2666± 0, 0063± 0, 013
ω −1, 064± 0.045± 0, 090

α −0, 075+0,046+0,094
−0,046−0,093

H0 (km s−1Mpc−1) 66, 98± 0, 75± 1, 5
fonte: Produção do próprio autor.

a 1,4 σ. A energia escura phantom (w < −1) é ligeiramente favorecida por esta análise. Outra
característica interessante da interação DE é que o parâmetro α agora muda de sinal quando comparado
com Λ(t)CDM. O valor obtido, α = −0, 075± 0, 046, é ligeiramente compatível com zero em 1,6 σ.

Figura 3.5 – Vínculos combinados de Pantheon+H(z)+Planck18+BAO para o modelo DM-DE intera-
gente.
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O que esses resultados nos dizem sobre o Problema da Coincidência? No caso de Λ(t)CDM, no
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limite superior de 2σ do parâmetro α, a proporção ρDM/ρΛ em z = 1000 é reduzida de ≈ 109 para
≈ 3 × 105. Ou seja, o problema da coincidência é aliviado. Para XCDM em interação, entretanto,
surgiu uma degenerescência no plano w × α, de tal forma que para DE phantom, α torna-se negativo.
Para o melhor ajuste, o problema da coincidência é ainda pior, ρDM/ρDE ≈ 2× 109 a z = 1000. No
limite superior de 2σ do parâmetro α, a proporção ρDM/ρDE é ligeiramente reduzida para ≈ 2× 108.
O problema da coincidência não é sequer aliviado. No entanto, somente com uma análise completa do
espectro da CMB, uma conclusão final poderia ser tirada, neste caso.
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4 COSMOLOGIA CINEMÁTICA

A Cosmologia Cinemática ou Cosmografia se ocupa das derivadas temporais da expansão, ou seja,
as derivadas temporais do fator de escala a. Supondo o Princípio Cosmológico, outra quantidade
importante para a Cosmografia é a única que descreve a geometria espacial, o parâmetro de curvatura
Ωk. Vamos relembrar as derivadas temporais já definidas e acrescentar as derivadas mais altas:

H =
ȧ

a
(4.1)

q = − ä

aH2
(4.2)

j =
a(3)

aH3
(4.3)

s =
a(4)

aH4
(4.4)

Esses são o parâmetro de Hubble, parâmetro de desaceleração, jerk e snap, respectivamente.
Repare que apenas o parâmetro de desaceleração possui um sinal negativo, por motivos históricos, por
se acreditar que a gravidade era apenas atrativa, o que levaria a uma desaceleração da expansão do
Universo. Usamos a notação para derivadas mais altas a(n) ≡ dna

dtn
. Os parâmetros de desaceleração,

jerk e snap definidos dessa forma são adimensionais. Outro parâmetro cinemático importante é o
redshift de transição zt, que é o redshift em que o Universo transitou de desacelerado para acelerado
(RIESS et al., 2004; LIMA et al., 2012). Portanto, podemos definir zt pela equação q(zt) = 0.

A obtenção desses parâmetros a partir das observações, bem como parâmetros que correspondem a
derivadas de ordens mais altas que não serão tratados aqui, e juntamente com o parâmetro de curvatura
Ωk, são os objetivos da Cosmologia Cinemática. Veremos como fazê-lo por dois métodos: expansão
em série e parametrização.

4.1 EXPANSÕES EM SÉRIE DE OBSERVÁVEIS COSMOLÓGICOS

Podemos escrever para a expansão do fator de escala

a(t) = a0

[
1 +H0(t− t0)−

1

2
q0H

2
0 (t− t0)

2 +
1

3!
j0H

3
0 (t− t0)

3 +
1

4!
s0H

4
0 (t− t0)

4 + ...

]
(4.5)

Se definirmos o lookback time tL ≡ t0 − t, ou tempo de viagem da luz de um redshift z até hoje
(z = 0), podemos reescrever (4.5) como:

a(t) = a0

[
1−H0tL − 1

2
q0H

2
0 t

2
L − 1

3!
j0H

3
0 t

3
L +

1

4!
s0H

4
0 t

4
L + ...

]
(4.6)
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Assim, podemos escrever a relação do fator de escala com o redshift como:

z =
a(t0)

a(t0 − tL)
− 1 =

= H0tL +
H2

0 t
2
L

2
(q0 + 2) +

H3
0 t

3
L

6
(j0 + 6q0 + 6) +

H4
0 t

4
L

24

(
8j0 + 6q20 + 36q0 − s0 + 24

)
+ ...

(4.7)

Podemos inverter essa série para obter tL(z) como:

tL =
z

H0

−(q0 + 2) z2

2H0

+
z3 (−j0 + 3q20 + 6q0 + 6)

6H0

+
z4 [2j0 (5q0 + 6)− 15q30 − 36q20 − 36q0 + s0 − 24]

24H0

+...

(4.8)
Um observável muito usado atualmente é a taxa de expansão em função do redshift, H(z). A partir

de (4.1) e (4.6), podemos obter

H = H0 +H2
0 (q0 + 1) tL +

1

2
H3

0 (j0 + 3q0 + 2) t2L +
1

6
H4

0 t
3
L

(
4j0 + 3q20 + 12q0 − s0 + 6

)
+

+
1

24
H5

0 t
4
L

[
10j0 (q0 + 2) + 30q20 + 60q0 − 5s0 + 24

]
+ ... (4.9)

Substituindo (4.8) em (4.9) e desprezando termos de ordem mais alta que z4, obtemos:

H(z) = H0 +H0 (q0 + 1) z +
1

2
H0z

2
(
j0 − q20

)
− 1

6
H0z

3
[
j0 (4q0 + 3)− 3q30 − 3q20 + s0

]
+

+
1

24
H0z

4
[
j0
(
25q20 + 32q0 + 12

)
− 4j20 + 7q0s0 − 15q40 − 24q30 − 12q20 + 8s0

]
(4.10)

Outros observáveis importantes são as distâncias cosmológicas. Para começar, vamos definir a
distância comóvel na linha de visada dC (HOGG, 1999), dada por:

dC = dH

∫ z

0

dz′

E(z′)
(4.11)

onde dH = c
H0

é a distância de Hubble e E(z) = H(z)
H0

é o parâmetro de Hubble adimensional. Já a
distância comóvel transversal é dada por:

dM =


dH√
Ωk
senh

(√
ΩkdC
dH

)
para Ωk > 0

dC para Ωk = 0
dH√−Ωk

sen
(√−ΩkdC

dH

)
para Ωk < 0

(4.12)

As distâncias observáveis atualmente são a distância de luminosidade dL e a distância de diâmetro
angular dA. Ambas se relacionam com a distância comóvel transversal dM via dL = (1 + z)dM e
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dA = dM
1+z

. Se usarmos a Eq. (4.11) com a (4.10), mantendo termos até ordem z4, obtemos:

DC(z) =
dC(z)

dH
= z +

1

120
(−60q0 − 60) z2 +

1

120
z3

(
−20j0 + 60q20 + 80q0 + 40

)
+

+
1

24
z4

(
10j0q0 + 9j0 − 15q30 − 27q20 − 18q0 + s0 − 6

)
+ ... (4.13)

onde DC(z) é a distância comóvel de linha de visada adimensional. Estamos usando uma notação
em que as distâncias com letras minúsculas são dimensionais e com letras maiúsculas Di =

di
dH

são
adimensionais. Usando (4.12) e (4.13), podemos obter para a distância comóvel transversal:

DM(z) =
dM(z)

dH
= z +

1

2
(−q0 − 1) z2 +

1

6
z3

(
−j0 + Ωk + 3q20 + 4q0 + 2

)
+

+
1

24
z4

(
j0 (10q0 + 9)− 6q0 (Ωk + 3)− 6Ωk − 15q30 − 27q20 + s0 − 6

)
+ ... (4.14)

Como podemos ver, o efeito da curvatura aparece apenas no termo de terceira ordem no redshift.
Isso também pode ser visto na expansão da distância de luminosidade:

DL(z) = z +
1

2
(1− q0) z

2 +
1

6
z3

(
−j0 + Ωk + 3q20 + q0 − 1

)
+

+
1

24
z4

[
5j0 (2q0 + 1)− 2q0 (3Ωk + 1)− 2Ωk − 15q30 − 15q20 + s0 + 2

]
+ ... (4.15)

Esse resultado está de acordo com (VISSER, 2005).
Consideramos a parametrização de uma quantidade cinemática como um modelo, a partir do qual

obtemos as outras quantidades. Por exemplo, supondo uma parametrização q(z), podemos obter H(z)

a partir da relação (2.14). Fazendo a mudança para derivada no redshift, usando d
dt
= −H(1 + z) d

dz
,

(2.14) fica:

q(z) = (1 + z)
H ′(z)

H(z)
− 1 (4.16)

onde denotamos ′ = d
dz

. Integrando essa equação para obtermos H(z), encontramos:

H(z) = H0 exp

[∫ z

0

1 + q(z′)

1 + z′
dz′

]
(4.17)

Como mostramos, a dependência das expansões cinemáticas com a curvatura espacial é fraca,
aparecendo apenas na terceira ordem do redshift. Isso acontece porque diferentemente de modelos
dinâmicos, onde Ωk já parece explicitamente em H(z), nas parametrizações cinemáticas, Ωk só
aparece se parametrizarmos DC(z), o que pode ser usado para determinar a curvatura espacial de modo
independente da dinâmica (JESUS et al., 2020b). Isso pode levar a vínculos mais fracos na curvatura,
mas mais consistentes, pois não dependem da escolha da dinâmica (teoria de gravitação).
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4.2 DETERMINAÇÃO DOS PARÂMETROS CINEMÁTICOS A PARTIR DE SNS IA E CRONÔ-
METROS CÓSMICOS

Observações de idades diferenciais de galáxias distantes através da compilação de dados do
parâmetro de Hubble (H(z)) (MAGAÑA et al., 2018) e supernovas Tipo Ia (SNs Ia) (SCOLNIC et al.,
2018a) mostram que o universo está entrando em uma fase de expansão acelerada. Embora o modelo
ΛCDM padrão se ajuste muito bem à maioria dos dados observacionais, modelos alternativos com
diferentes conteúdos energéticos também foram invocados para lidar com alguns problemas enfrentados
pelo modelo padrão (BULL et al., 2016). Em alguns desses modelos, um novo componente dinâmico
entra nas equações para imitar os efeitos da energia escura e da matéria escura, ou mesmo a interação
entre eles (AL., 2017; von Marttens et al., 2020; PEREIRA; JESUS, 2009; MAJEROTTO; VäLIVIITA;
MAARTENS, 2010; VäLIVIITA; MAARTENS; MAJEROTTO, 2010; CHIMENTO, 2010; CAI;
SU, 2010; SUN; YUE, 2012; POURTSIDOU; SKORDIS; COPELAND, 2013; SALVATELLI et al.,
2014; LI; ZHANG, 2014; SKORDIS; POURTSIDOU; COPELAND, 2015; JIMENEZ et al., 2016;
GÓMEZ-VALENT; PETTORINO; AMENDOLA, 2020).

Outras possibilidades são os modelos cosmográficos (ou cinemáticos) (VISSER, 2004; VISSER,
2005; SHAPIRO; TURNER, 2006b; BLANDFORD et al., 2004; ELGARØY; MULTAMäKI, 2006;
RAPETTI et al., 2007; RIESS et al., 2007; GUIMARãES; LIMA, 2011; GUIMARãES; CUNHA;
LIMA, 2009), onde não se assume nenhum conteúdo energético dinâmico e buscamos medidas diretas
de expansão através de seus parâmetros cinemáticos, tais como o parâmetro Hubble, parâmetro de
desaceleração, parâmetros jerk, snap, etc. Nestes métodos nenhuma relação entre massa-energia
e geometria é assumida, apenas que a geometria do Universo é pseudo-Riemmaniana e supõe-se
a validade do Princípio Cosmológico. A vantagem do uso da modelagem cosmográfica é que ela
possui menos viés, uma vez que busca uma medida direta dos parâmetros de expansão a partir dos
dados, com menos premissas do que na modelagem dinâmica, o que significa que os parâmetros
obtidos via cosmografia devem ser mais fiéis à realidade. Uma desvantagem é que, uma vez que
uma relação entre conteúdo de energia e geometria não é assumida, as medidas obtidas a partir dos
dados tendem a ter maiores incertezas estatísticas. Diferentes tipos de modelos de energia escura no
âmbito da abordagem cosmográfica, com ênfase nos modelos de vácuo em execução, foram estudados
recentemente em (REZAEI; PERACAULA; MALEKJANI, 2021) e funções cosmográficas até a quarta
derivada do fator de escala usando o método não paramétrico de Processos Gaussianos foi feito em
(VELASQUEZ-TORIBIO; FABRIS, 2022).

4.2.1 Equações para parâmetros cinemáticos

Os parâmetros cinemáticos, definidos em (4.1), são frequentemente escritos em termos do redshift

z por meio da definição 1 + z ≡ 1/a, da qual segue a relação d
dt
= −H(1 + z) d

dz
, onde usamos o fator

de escala atual igual à unidade, ou seja a0 = 1. Assim, o parâmetro de desaceleração (4.2) pode ser
escrito como:

q = − 1

aH2

d(ȧ)

dt
= (1 + z)

H ′

H
− 1 , (4.18)
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onde H ′ ≡ dH/dz. A partir desta relação, H(z) pode ser obtido a partir de uma parametrização q(z)

específica como:

1

H

dH

dz
=

1 + q(z)

1 + z
⇒

∫ H

H0

dH

H
=

∫ z

0

1 + q(z)

1 + z
dz (4.19)

do qual segue

H = H0 exp

[∫ z

0

1 + q(z)

1 + z
dz

]
(4.20)

O parâmetro jerk (4.3) pode ser escrito como:

j =
1

aH3

d

dt
(ä) = 1− 2(1 + z)

H ′

H
+ (1 + z)2

H ′2

H2
+ (1 + z)2

H ′′

H
, (4.21)

e, para uma parametrização j(z) específica, a equação para H(z) é:

H ′′(z)− 2H ′(z)

1 + z
+

H ′(z)2

H(z)
− H(z)(j(z)− 1)

(1 + z)2
= 0 . (4.22)

Se fizermos a substituição f(z) ≡ H(z)2, a equação (4.22) pode ser escrita como:

(1 + z)2f ′′(z)− 2(1 + z)f ′(z) + 2 [1− j(z)] f(z) = 0 (4.23)

que é uma equação diferencial linear homogênea de segunda ordem em f(z).
Para parametrizações de ordem superior, é mais conveniente trabalhar com um sistema de equações

diferenciais de primeira ordem. Para fazer isso, vamos definir um parâmetro cinemático genérico de
ordem n ≥ 2, com ℓn definido como:

ℓn ≡ a(n)

aHn
(4.24)

onde a(n) ≡ dna/dtn. Do mesmo modo, um parâmetro de ordem superior ℓn+1 será:

ℓn+1 ≡
a(n+1)

aHn+1
, (4.25)

de tal forma que:

a(n) = aHnℓn (4.26)

a(n+1) =
d

dt

(
a(n)

)
= −H(1 + z)

d

dz
(aHnℓn) = aHn+1ℓn+1 (4.27)

e

Hn+1ℓn+1

1 + z
= −H(1 + z)

[
nHn−1H ′ℓn

1 + z
− Hnℓn

(1 + z)2
+

Hnℓ′n
1 + z

]
. (4.28)
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De acordo com (4.18):

H ′ =
H

1 + z
(1 + q) , (4.29)

então, usando (4.28), podemos escrever:

ℓn+1 = −n(1 + q)ℓn + ℓn − ℓ′n(1 + z) (4.30)

a partir do qual podemos obter ℓ′n para uma parametrização q(z) dada.
Para n = 2, com ℓ2 = −q, ℓ3 = j, (4.30) lê-se como 1:

(1 + z)q′ = j(z)− q(1 + 2q), (4.31)

então, a partir de (4.29) e (4.31), pode-se resolver um modelo para uma dada parametrização do jerk

com o sistema: {
(1 + z)H ′ = (1 + q)H

(1 + z)q′ = j − 2q2 − q
(4.32)

Para n = 3, com ℓ3 = j, ℓ4 = s, a equação (4.30) fica como:

(1 + z)j′ = −s(z)− (2 + 3q)j (4.33)

Assim, pode-se resolver um modelo com uma dada parametrização s(z) do sistema:
(1 + z)H ′ = (1 + q)H

(1 + z)q′ = j − 2q2 − q

(1 + z)j′ = −s(z)− (2 + 3q)j

(4.34)

O processo pode ser repetido para parâmetros de ordem superior.

4.2.2 Parametrizações Cinemáticas

As parametrizações que usaremos neste trabalho estão resumidas na Tabela I abaixo.

Tabela 4.3 – Parametrizações Cinemáticas do parâmetro de desaceleração, jerk e snap.

Modelo Parametrização Parametros livres
M1 q(z) = q0 + q1z (H0, q0, q1)
M2 q(a) = q0 + qa(1− a) (H0, q0, qa)
M3 j(z) = j0 (H0, q0, j0)
M4 j(z) = j0 + j1z (H0, q0, j0, j1)
M5 j(a) = j0 + ja(1− a) (H0, q0, j0, ja)
M6 s(z) = s0 (H0, q0, j0, s0)
M7 s(z) = s0 + s1z (H0, q0, j0, s0, s1)
M8 s(a) = s0 + sa(1− a) (H0, q0, j0, s0, sa)

fonte: Produção do próprio autor.

1 O parâmetro de desaceleração q é o único parâmetro cinemático que muda de sinal em relação à definição (4.24).
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4.2.2.1 Parametrização q(z) = q0 + q1z

Para uma parametrização linear do parâmetro de desaceleração da forma q = q0 + q1z, podemos
obter o parâmetro de Hubble de (4.20)

H(z) = H0(1 + z)1+q0−q1eq1z (4.35)

A distância comovel adimensional DC(z) pode ser obtida de:

DC(z) =

∫ z

0

1

E(z)
dz, (4.36)

onde E(z) ≡ H(z)
H0

. De onde podemos obter

DC(z) = eq1qq0−q1
1 [γ(q1 − q0, q1)− γ(q1 − q0, q1(1 + z))] , (4.37)

onde γ é a função gama incompleta, definida por

γ(a, x) ≡
∫ ∞

x

ta−1e−tdt. (4.38)

Os valores atuais (em z = 0) do jerk (j0) e do snap (s0) podem ser obtidos de (4.34):

j0 = q1 + q0 + 2q20 (4.39)

e
s0 = −2q0 − 4q1 − 7q20 − 7q0q1 − 6q30 (4.40)

4.2.2.2 Parametrização q(z) = q0 +
qaz
1+z

Para uma parametrização linear do parâmetro de desaceleração da forma q = q0 + qa(1 − a) =

q0 +
qaz
1+z

, podemos obter o parâmetro de Hubble de (4.20):

H = H0(1 + z)1+q0+qa exp

(
− qaz

1 + z

)
. (4.41)

A distância comóvel adimensional é

DC(z) = eqaq−q0−qa
a

[
γ

(
q0 + qa,

qa
1 + z

)
− γ(q0 + qa, qa)

]
. (4.42)

Os valores atuais dos parâmetros jerk e snap podem ser obtidos de (4.34):

j0 = qa + q0 + 2q20 (4.43)

e
s0 = −2q0 − 2qa − 7q20 − 7q0qa − 6q30 . (4.44)
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4.2.2.3 Parametrização j(z) = j0

Para parametrizações de j(z) a equação para H(z) é bastante complicada, vindo de (4.21). Para
um jerk constante (j(z) = j0) pode-se obter uma expressão analítica como segue. A Eq. (4.23) lê-se

(1 + z)2f ′′(z)− 2(1 + z)f ′(z) + 2(1− j0)f(z) = 0 (4.45)

Se for feita a substituição
x ≡ 1 + z, (4.46)

a (4.45) fica:
x2f ′′(x)− 2xf ′(x) + 2(1− j0)f(x) = 0, (4.47)

que é uma equação de Cauchy-Euler para f(x). A equação de Cauchy-Euler tem uma solução bem
conhecida, que pode ser encontrada pelo ansatz f = xm. Substituindo-o em (4.47), encontramos:

(m2 − 3m+ 2− 2j0)x
m = 0, (4.48)

cuja soluções são

m =
3±√

1 + 8j0
2

. (4.49)

Então, temos 3 possibilidades, de acordo com o sinal de 1 + 8j0:
• 1 + 8j0 > 0 ou j0 > −1

8
. Neste caso, vamos definir os números reais:

m1 =
3 +

√
1 + 8j0
2

, m2 =
3−√

1 + 8j0
2

(4.50)

e a solução é dada por:
f = c1x

m1 + c2x
m2 (4.51)

ou
H2 = c1(1 + z)m1 + c2(1 + z)m2 . (4.52)

Como f = H2, f(0) = H2
0 e f ′ = 2HH ′, então f ′(0) = 2H0H

′(0). Como H ′ = H 1+q
1+z

,
H ′(0) = H0(1 + q0) e f ′(0) = 2H2

0 (1 + q0). Assim, se forem impostas as condições iniciais
f(z = 0) = H2

0 , f ′(z = 0) = 2(1 + q0)H
2
0 , encontramos

H2

H2
0

=

(
1 +

1 + 4q0√
1 + 8j0

)
(1 + z)m1

2
+

(
1− 1 + 4q0√

1 + 8j0

)
(1 + z)m2

2
. (4.53)

• 1 + 8j0 = 0 ou j0 = −1
8
:

Neste caso, temos soluções iguais m = m1 = m2 =
3
2
, e é preciso encontrar a segunda solução,

dada a solução particular f = x3/2. Ela é dada por f = x3/2 lnx, então:

f = c1x
3/2 + c2x

3/2 lnx (4.54)
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ou
H2 = (1 + z)3/2 [c1 + c2 ln(1 + z)] . (4.55)

Dadas as condições iniciais f(z = 0) = H2
0 , f ′(z = 0) = 2(1 + q0)H

2
0 , encontramos

H2

H2
0

= (1 + z)3/2
[
1 +

(
1

2
+ 2q0

)
ln(1 + z)

]
. (4.56)

• 1 + 8j0 < 0 ou j0 < −1
8
:

Neste caso, temos soluções complexas conjugadas

m1 = α + βi, m2 = α− βi (4.57)

onde
α =

3

2
, β =

1

2

√
−1− 8j0. (4.58)

Assim, a solução será:
f = x3/2 [c1 cos(β lnx) + c2 sin(β lnx)] (4.59)

ou
H2 = (1 + z)3/2 {c1 cos[β ln(1 + z)] + c2 sin[β ln(1 + z)]} . (4.60)

Dadas as condições iniciais f(z = 0) = H2
0 , f ′(z = 0) = 2(1 + q0)H

2
0 , encontramos

H2

H2
0

= (1 + z)3/2
{
cos[β ln(1 + z)] +

1 + 4q0√−1− 8j0
sin[β ln(1 + z)]

}
. (4.61)

O valor atual do parâmetro snap pode ser obtido de (4.34):

s0 = −(2 + 3q0)j0. (4.62)

4.2.2.4 Outras parametrizações e parâmetros derivados

Para as outras parametrizações, ou seja M4-M8, as expressões para H(z) são muito mais complica-
das e foram obtidas apenas numericamente. Os parâmetros derivados em cada caso são apresentados
na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 – Parâmetros derivados.

Modelo Parametrização j0 s0
M1 q(z) = q0 + q1z q0 + q1 + 2q20 −2q0 − 4q1 − 7q20 − 7q0q1 − 6q30
M2 q(z) = q0 + qa(1− a) q0 + qa + 2q20 −2q0 − 2qa − 7q20 − 7q0qa − 6q30
M3 j = j0 - −(2 + 3q0)j0
M4 j(z) = j0 + j1z - −j1 − (2 + 3q0)j0
M5 j(z) = j0 + ja(1− a) - −ja − (2 + 3q0)j0

fonte: Produção do próprio autor.
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4.2.3 Análises e Resultados

4.2.3.1 Análises

Para restringir os parâmetros livres das parametrizações cinemáticas, usamos magnitudes aparentes
da compilação de SNs Ia Pantheon (SCOLNIC et al., 2018a) e da compilação de dados de H(z) de
(MAGAÑA et al., 2018).

Para SNs Ia, as restrições nos parâmetros livres vêm da minimização da função χ2:

χ2
SN =

1048∑
i=1

1048∑
j=1

(
mi −m(zi, θ⃗)

) (
C−1

)
ij

(
mj −m(zj, θ⃗)

)
(4.63)

onde mi é a magnitude aparente observada de SNs Ia, θ⃗ é o vetor de parâmetros, Cij é a matriz de
covariância2 e m(zi, θ⃗) é a magnitude prevista no redshift zi, dada por

m(z, θ⃗) = 5 log10DL(z, θ⃗) +M, (4.64)

onde M é um parâmetro de ruído, que engloba H0 e magnitude absoluta M , e DL(z, θ⃗) é a distância
de luminosidade adimensional, dada, para um Universo espacialmente plano, como

DL(z) = (1 + z)

∫ z

0

dz′

H(z′)/H0

(4.65)

Optamos por projetar sobre M, o que equivale a marginalizar a probabilidade L ∝ e−χ2/2 sobre
M. Isso é explicado, por exemplo, em (ESCOBAL; JESUS; PEREIRA, 2021).

Para os dados de H(z), para evitar a dependência de modelo dos dados do BAO, restringimos nossa
análise aos dados de 31 cronômetros cósmicos de (MAGAÑA et al., 2018). Então, o χ2 é dado por:

χ2
H =

31∑
i=1

[
Hi −H(zi, θ⃗)

σHi

]2

(4.66)

onde H(zi, θ⃗) é o parâmetro de Hubble previsto, Hi é o parâmetro de Hubble observado e σHi é sua
incerteza.

A probabilidade conjunta é então dada por

L = LSNLH , (4.67)

onde
Li = Ae−χ2

i /2 (4.68)

é a probabilidade para cada conjunto de dados e A é uma constante de normalização. Os priors que
2 Aqui, devemos mencionar dois fatos sobre os dados do Pantheon e sua matriz de covariância. Em primeiro lugar, os dados

do Pantheon são fornecidos sem ordenamento no redshift, o que não é ideal para a avaliação numérica da distância de
luminosidade. Assim, primeiro ordenamos os dados em termos do redshift, depois ordenamos a matriz de covariâncias de
acordo. Em segundo lugar, devemos mencionar que obtivemos a matriz de covariância inversa com o auxílio da função do
Scipy disponível publicamente, linalg.inv (<https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.inv.html>).

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.inv.html
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Tabela 4.5 – Parametrizações cinemáticas do parâmetro de desaceleração, do jerk e do snap, incluindo
valores de χ2 e BIC.

Modelo Parâmetros livres p χ2
min χ2

red BIC ∆BIC
M1 (H0, q0, q1) 3 1043,80 0,97007 1064,75 0,75
M2 (H0, q0, qa) 3 1043,20 0,96951 1064,15 0,15
M3 (H0, q0, j0) 3 1043,05 0,96937 1064,00 0
M4 (H0, q0, j0, j1) 4 1043,04 0,97027 1070,98 6,98
M5 (H0, q0, j0, ja) 4 1043,04 0,97027 1070,98 6,98
M6 (H0, q0, j0, s0) 4 1042,96 0,97020 1070,90 6,90
M7 (H0, q0, j0, s0, s1) 5 1042,69 0,97085 1077,61 13,62
M8 (H0, q0, j0, s0, sa) 5 1042,82 0,97097 1077,74 13,74

fonte: Produção do próprio autor.

Tabela 4.6 – Intervalos para os priors planos adotados para cada parâmetro e parametrização.

Modelo Parâmetros livres Priors planos
M1 (H0, q0, q1) ([50, 100], [−5, 5], [−20, 20])
M2 (H0, q0, qa) ([50, 100], [−5, 5], [−20, 20])
M3 (H0, q0, j0) ([50, 100], [−5, 5], [−10, 10])
M4 (H0, q0, j0, j1) ([50, 100], [−5, 5], [−20, 20], [−50, 50])
M5 (H0, q0, j0, ja) ([50, 100], [−5, 5], [−20, 20], [−50, 50])
M6 (H0, q0, j0, s0) ([50, 100], [−5, 5], [−20, 20], [−50, 50])
M7 (H0, q0, j0, s0, s1) ([0, 100], [−5, 20], [−240, 30], [−190, 190], [−190, 300])
M8 (H0, q0, j0, s0, sa) ([0, 100], [−5, 20], [−240, 30], [−190, 190], [−500, 500])

fonte: Produção do próprio autor.

usamos para os parâmetros são fixados em um grande intervalo abrangendo toda a região onde as
probabilidades não são desprezíveis, como pode ser visto na Tabela 4.6. As distribuições posteriores
são então dadas por

p(θ⃗) = π(θ⃗)L(θ⃗) (4.69)

onde π é o prior. Para testar as distribuições posteriores, usamos o software livre emcee (FOREMAN-
MACKEY et al., 2013), que é baseado em um método de Monte Carlo do tipo Affine Parametrization

Ensemble (GOODMAN; WEARE, 2010).
Após gerar as cadeias de Monte Carlo, para plotar os resultados como contornos de posteriores

marginalizados, utilizamos o software livre de código aberto getdist (LEWIS; BRIDLE, 2002).

4.2.3.2 Resultados

Primeiramente, para fazer uma comparação de modelos entre todas as parametrizações, calculamos
o Critério de Informação Bayesiano (BIC) (SCHWARZ, 1978; LIDDLE, 2004; JESUS; VALENTIM;
ANDRADE-OLIVEIRA, 2017b) para elas. O BIC é dado por:

BIC = −2 lnLmax + p lnN = χ2
min + p lnN (4.70)

onde p é o número de parâmetros livres e N é o número de dados. Os valores de BIC encontrados para
todos os modelos podem ser vistos na Tabela 4.5.
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Tabela 4.7 – Resultados para todas as parametrizações cinemáticas, com valores médios dos parâmetros
e incertezas em 95% c.l.

Modelo H0 q0 q1, qa j0 j1, ja s0 s1, sa
M1 68.8+3.8

−3.7 −0.51± 0.12 0.73+0.28
−0.29 0.75+0.41

−0.38 −0.24+0.54
−0.41

M2 69.0± 3.8 −0.63± 0.16 1.62+0.64
−0.66 1.79+0.89

−0.84 4.0+3.4
−3.0

M3 68.8+3.7
−3.6 −0.58± 0.13 1.15+0.56

−0.53 −0.25+0.40
−0.30

M4 68.8± 3.8 −0.58+0.26
−0.25 1.2± 1.9 0.0+3.7

−3.6 0.1+4.3
−3.5

M5 68.8± 3.8 −0.57+0.31
−0.30 1.1+2.6

−2.7 0.3+8.7
−8.4 0.0+9.0

−7.9

M6 68.6± 3.9 −0.53+0.32
−0.30 0.6+2.5

−2.7 −2.7+6.5
−6.9

M7 68.4± 3.9 −0.45+0.52
−0.49 −0.6+6.2

−6.5 −9+34
−32 11+55

−62

M8 68.4+4.0
−3.9 −0.46+0.59

−0.56 −0.6+7.8
−8.1 −10+52

−48 20+100
−200

fonte: Produção do próprio autor.

Tabela 4.8 – Resultados para todas as parametrizações cinemáticas M1 - M3, com os valores médios
de H0, q0, j0 e s0. Incertezas em 68% e 95% c.l.

Modelo H0 q0 j0 s0
M1 68.8+1.9+3.8

−1.9−3.7 −0.515± 0.059± 0.12 0.75+0.20+0.41
−0.20−0.38 −0.24+0.14+0.54

−0.28−0.41

M2 69.0± 1.9± 3.8 −0.627± 0.078± 0.16 1.79+0.43+0.89
−0.43−0.84 4.0+1.2+3.4

−2.0−3.0

M3 68.8+1.9+3.7
−1.9−3.6 −0.578± 0.067± 0.13 1.15+0.28+0.56

−0.28−0.53 −0.255+0.094+0.40
−0.21 −0.30

fonte: Produção do próprio autor.

Como pode ser visto, os modelos M1 - M3 são favorecidos por esta análise do BIC3. Na Tabela
4.7, podemos ter uma visão geral dos resultados para as parametrizações M1 - M8. Como se pode ver,
o valor obtido para H0 é bastante semelhante para todos os modelos. Aqui, devemos mencionar que
evitamos usar a constante de Hubble das SNs Ia locais (RIESS et al., 2021), pois está atualmente em
tensão (VALENTINO et al., 2021) com estimativas de altos redshift no contexto de modelos dinâmicos
de medições da CMB (Cosmic Microwave Background) (AGHANIM et al., 2020)4 Os dados locais de
SNs Ia indicam H0 = 73, 2 ± 1, 3 km/s/Mpc, enquanto os dados de CMB do Planck 2018 indicam
H0 = 67, 4± 0, 5 km/s/Mpc. Podemos ver que embora nosso resultado seja independente da dinâmica,
está mais de acordo com o resultado da CMB. Para ser mais preciso, H0 do M3 é compatível com
CMB dentro de 0,7σ, enquanto é marginalmente compatível com dados de SNs Ia em 1,9σ.

Os valores médios do parâmetro de desaceleração são todos compatíveis, dadas as incertezas. O
parâmetro jerk (j0) também apresenta compatibilidade entre todos os modelos, pelo menos em 2σ c.l.
O resultado para o jerk também está de acordo com (AMIRHASHCHI; AMIRHASHCHI, 2020), onde
eles encontraram j0 = 1.038+0.061

−0.023, usando BAO+Pantheon+Cronômetros Cósmicos, no contexto do
modelo M3. O parâmetro snap s0, entretanto, apresenta uma incompatibilidade no modelo M2 quando
comparado aos modelos M1 e M3.
3 Para concluir, usamos a escala de Jeffreys conforme explicado, por exemplo, em (KASS; RAFTERY, 1995; JESUS;

VALENTIM; ANDRADE-OLIVEIRA, 2017b).
4 Devemos também mencionar que um ponto no conjunto de dados H(z), em z = 0.47, de (RATSIMBAZAFY et al.,

2017), pode ter uma incerteza maior do que a estimada por (MAGAÑA et al., 2018). É por isso que (MAGAÑA et al.,
2018) escolheu combinar as incertezas estatísticas e sistemáticas deste ponto através de um método de ponto médio. Ou
seja, eles estimam a incerteza deste ponto a partir de uma média aritmética das incertezas estatísticas e sistemáticas,
em vez de usar o método mais recomendado da soma em quadratura de ambos os tipos de incertezas. No entanto,
analisamos o modelo M3 com essa nova incerteza e a diferença foi insignificante para os parâmetros em comparação
com a Tabela 4.7.
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Como mencionado anteriormente, os modelos M1 - M3 são favorecidos pela análise BIC, por isso
vamos nos concentrar neles a partir de agora e apresentar seus contornos estatísticos em Figura 4.6-
Figura 4.11.

Como pode ser visto, em Figura 4.6-Figura 4.11 incluímos parâmetros originais e derivados5.
Podemos ver a complementaridade dos dados SN Ia e H(z), principalmente para H0, pois não é
restringido por SN Ia. Também podemos notar uma grande correlação entre os parâmetros de ordem
superior.

Pode-se observar em mais detalhes os modelos M1, M2 e M3 na Tabela 4.8, onde mostramos os
resultados para os parâmetros cinemáticos desses modelos, com 1 e 2σ c.l. Os posteriores para estes
parâmetros podem ser vistos na Figura 4.12.

Como se pode ver na Tabela 4.8, H0 e q0 são compatíveis com os modelos M1, M2 e M3; j0 é
compatível entre os modelos M2 e M3 a 1,25σ, mas é marginalmente compatível entre os modelos
M1 e M2 a 2,19σ. O resultado mais drástico vem do snap: uma discrepância de 2,65σ entre M2 e
M3 e uma discrepância de 2,63σ entre os modelos M2 e M1. Mencionaremos que esta análise de
diferenças entre parâmetros é aproximada principalmente para o snap, onde fizemos uma simetrização
das incertezas.

Como pode ser visto na Figura 4.12, a discrepância para os parâmetros cinemáticos é maior para
derivadas mais altas (parâmetros de ordem superior), portanto pode surgir de diferentes tendências
dos parâmetros cinemáticos com o redshift. A discrepância encontrada para o snap é ainda maior
quando comparamos os modelos M1 e M2. Como se pode ver na Tabela 4.4, as expressões para o
snap nestes modelos são bastante semelhantes. No entanto, os parâmetros q1 e qa apresentam uma
pequena diferença que é amplificada nos termos 7q0q1 e 7q0qa levando a uma grande diferença no snap.
Estatisticamente falando, pode-se notar também em Figura 4.7, Figura 4.9 e Figura 4.11 que há uma
maior correlação entre os parâmetros para os modelos M1 e M2 onde há mais parâmetros derivados
(j0 e s0), do que o modelo M3 , onde há menos parâmetros derivados (somente s0). A introdução de
parâmetros mais derivados pode induzir uma correlação artificial entre os parâmetros que pode levar a
discrepâncias como a encontrada para o snap.

5 Devemos mencionar que obtivemos as restrições de parâmetros derivados diretamente das cadeias de Monte Carlo-
Markov, conforme explicado, por exemplo, nos exemplos da galeria de gráficos getdist (<https://getdist.readthedocs.io/
en/latest/plot_gallery.html>).

https://getdist.readthedocs.io/en/latest/plot_gallery.html
https://getdist.readthedocs.io/en/latest/plot_gallery.html
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Figura 4.6 – Resultados completos para o modelo M1: q(z) = q0+ q1z. Em vermelho, de super-novas.
Em cinza, de dados de H(z). E em azul, a combinação de ambos dados. Pode-se notar
que a combinação delimita mais os valores dos parâmetros
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Figura 4.7 – Combinado isolado para o modelo M1. Inclinação positiva indica correlação. Inclinação
negativa indica correlação reversa. Círculos indicam ausência ou baixa correlação.
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Figura 4.8 – Resultados completos para o modelo M2: q(z) = q0 + qa(1− a).
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Figura 4.9 – Combinado isolado para o modelo M2.
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Figura 4.10 – Resultados completos para o modelo M3: j(z) = j0.
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Figura 4.11 – Combinado isolado para o modelo M3.
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Figura 4.12 – Posteriores marginalizados para os modelos M1, M2 e M3. A concordância para H0 foi
alta em todos os modelos, razoável para q0 e j0 e marginal para s0.
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5 CONCLUSÃO

Os modelos cinemáticos são promissores por possibilitar a determinação de parâmetros cosmológi-
cos de forma independente da dinâmica, o que permite uma descrição menos enviesada e dependente
de modelos de conteúdo energético. Neste trabalho mostramos que podemos modelar a expansão do
universo sem recorrer a presunções do seu conteúdo energético e incluímos parâmetros cinemáticos de
ordem elevada (o snap).

Um exemplo de modelo dinâmico, onde o conteúdo de energia do universo é assumido a priori,
foi apresentado no capítulo 3, onde buscamos averiguar se o modelo XCDM alivia o problema da
coincidência (CP). Estudamos um modelo de interação DE-DM onde a razão entre esses componentes
pode mudar de tempos primordiais para tempos recentes, satisfazendo uma relação da forma ρx ∝ ραd
, onde ρx e ρd são as densidades de energia das componentes de energia escura e matéria escura,
respectivamente, e α é um parâmetro livre. Em seguida, comparamos a razão ρd/ρx ao longo do tempo
para dois modelos distintos, a saber, o modelo Λ(t)CDM e o modelo XCDM interagente. Dizemos
que CP é resolvido se a razão for ∼ 1 ao longo da evolução do tempo, e é aliviado se a razão for menor
que a prevista pelo modelo padrão atual.

No caso de Λ(t)CDM, no intervalo de 2σ do parâmetro α, a razão ρd/ρΛ em z = 1000 é reduzida de
≈ 109 para ≈ 3×105, e o CP é aliviado. Para XCDM interativo, no entanto, surge uma degenerescência
no plano w − α, de tal forma que para o DE phantom, α torna-se negativo. Para o melhor ajuste, o
CP é ainda pior, ρd/ρx ≈ 2× 109 em z = 1000. No intervalo de 2σ do parâmetro α, a razão ρd/ρx é
ligeiramente reduzida para ≈ 2× 108, e o CP nem sequer é aliviado. No entanto, somente se alguém
fizesse uma análise completa do espectro CMB, uma conclusão final poderia ser tirada, neste caso.

No capítulo 4 analisamos 8 parametrizações cosmológicas cinemáticas em função de dados de
H(z) e SN Ia. Uma comparação Bayesiana favoreceu modelos onde o parâmetro de desaceleração é
linearmente dependente do redshift (M1), do fator de escala (M2) e um modelo onde o jerk é constante
(M3). Esses modelos eram compatíveis quanto à constante de Hubble e ao parâmetro de desaceleração
atual, eram marginalmente compatíveis no valor atual do jerk e eram incompatíveis no valor atual do
snap.

De acordo com o argumento da convergência em série, o modelo M2 deve ser favorecido, pois
é uma expansão do fator de escala. No entanto, se acreditarmos que o modelo plano ΛCDM é o
modelo dinâmico subjacente correto, devemos esperar que o modelo M3 seja favorecido, pois tem o
modelo plano ΛCDM como um caso especial (com j0 = 1). Além disso, M3 é ligeiramente favorecido
pela análise BIC. Os dados atuais, no entanto, não são suficientes para descartar nenhum desses três
modelos (M1, M2 e M3).

Enfim, no apêndice apresentamos o trabalho mais recente envolvendo processos gaussianos, ele
serve de trabalho preliminar para um estudo de modelos cinemáticos usando esse método, em vez da
parametrização simples. O trabalho está em desenvolvimento e por isso não foi incluso aqui.
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APÊNDICE A – RECONSTRUÇÕES NÃO-PARAMÉTRICAS – PROCESSOS
GAUSSIANOS

Podemos estar interessados em reconstruir as quantidades cinemáticas de modo independente
de parametrizações, obtendo a reconstrução da forma mais direta dos dados possível. Neste apên-
dice apresentamos um trabalho desenvolvido usando os processos gaussianos (GP). Ele ainda é um
modelo dinâmico e serve de base para uma modelagem cinemática usando os GP atualmente em
desenvolvimento.

Existem vários métodos de estatística não-paramétrica (redes neurais, análise de componentes
principais etc.), mas focaremos aqui num método que tem obtido grande atenção na cosmologia devido
à sua praticidade e disponibilidade de códigos de livre acesso, os Processos Gaussianos.

A ideia dos Processos Gaussianos (Gaussian Processes, GP) é obter a partir de um conjunto de
dados f(xi)± σi uma reconstrução da função f(x). Isso é feito a partir da hipótese de que os erros
dos dados são gaussianos. Dessa forma, a função subjacente que descreve os dados é vista como um
processo gaussiano, quer dizer, ela é gerada a partir de uma distribuição gaussiana ponto a ponto.

É possível mostrar (SEIKEL; CLARKSON; SMITH, 2012a; SEIKEL et al., 2012; YU; RATRA;
WANG, 2018; JESUS et al., 2020a) que o valor esperado µ e a variância σ2 da função f(x) nesse
processo gaussiano são dados por:

µ(x) =
N∑

i,j=1

k(x, xi)(M
−1)ijf(xj) (A.1)

σ2(x) = k(x, x)−
N∑

i,j=1

k(x, xi)(M
−1)ijk(xj, x) (A.2)

onde N é o número de dados, a matriz Mij = k(xi, xj) + cij , cij é a matriz de covariância dos dados e
k(x, x′) é a função de covariância ou kernel entre os pontos x e x′.

Um dos principais ingredientes para se obter a reconstrução por GP é a função de covariância.
Como supomos que os dados descrevem a mesma função f(x) subjacente, dois pontos x e x′ não são
independentes entre si, então possuem uma covariância. Para se fazer a reconstrução é preciso escolher
uma função de covariância, a função que vai modelar a correlação entre esses pontos. Uma função de
covariância bastante usada é a de quadrado exponencial (ou gaussiana):

k(x, x′) = σ2
f exp

[
−(x− x′)2

2l2

]
(A.3)

onde σf e l são hiperparâmetros da função de covariância. σf está relacionado à variação vertical
dos dados e l está relacionado à variação horizontal. Para usarmos as equações (A.1) e (A.2) para
reconstruirmos a função f(x), precisamos determinar os hiperparâmetros. Eles podem ser obtidos a
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partir da maximização da função de verossimilhança marginalizada logarítmica:

lnL = −1

2

N∑
i,j=1

f(xi)
(
M−1

)
ij
f(xj)−

1

2
ln |M | − 1

2
N ln 2π (A.4)

onde |M | é o determinante de Mij .
Podemos usar os Processos Gaussianos para reconstruir o parâmetro de Hubble em função do

redshift, por exemplo, a partir de dados de H(z). Uma vez tendo a reconstrução de H(z), também é
possível obter a reconstrução das derivadas H ′(z), H ′′(z) etc., pois a derivada de um GP também é um
GP. Assim, podemos obter outras quantidades cinemáticas como o parâmetro de desaceleração, por
exemplo, a partir da Eq. (4.18). Na Figura A.13, vemos como foi feita essa reconstrução em (JESUS
et al., 2020a).

Figura A.13 – Esquerda: 51 dados de H(z) e reconstrução de H(z). Direita: Reconstrução de q(z) a
partir de H(z).
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fonte: (JESUS et al., 2020a).

Na Figura A.13, foi usado a função de covariância quadrática exponencial na reconstrução. Além
das funções médias, são mostrados também os intervalos de confiança de 1 e 2σ. Podemos ver que
várias quantidades podem ser obtidas dessas reconstruções, H0, q0 e zt, que foi o objetivo de (JESUS
et al., 2020a).

A.1 RECONSTRUÇÃO DO POTENCIAL DE ENERGIA ESCURA VIA PROCESSOS GAUSSIA-
NOS

O modelo padrão da cosmologia, ΛCDM plano, prevê a aceleração atual para o universo e tem sido
consistente com muitas observações (FAROOQ et al., 2017; SCOLNIC et al., 2018b; AGHANIM et al.,
2020), embora existam algumas discrepâncias teóricas e observacionais (RIESS, 2019; MARTINELLI;
TUTUSAUS, 2019; BULL et al., 2016) que abrem a possibilidade para outros modelos cosmológicos,
como quintessência de campo escalar ou modelos de energia escura (SAHNI; WANG, 2000; RU-
BANO; BARROW, 2001; PALIATHANASIS; TSAMPARLIS; BASILAKOS, 2014; DIMAKIS et
al., 2016; PALIATHANASIS; PAN; PRAMANIK, 2015; PALIATHANASIS; TSAMPARLIS, 2014;
BARROW; SAICH, 1993; LEE; OLIVE; POSPELOV, 2004). Modelos cosmológicos unificados para
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inflação, matéria escura e energia escura foram construídos com campos escalares também propostos
recentemente (SÁ , 2020; LIN, 2009; LIDDLE; PAHUD; UREÑA-LÓPEZ, 2008) e restrições em
modelos de campo escalar de quintessência usando observações cosmológicas também foram feitos
(YANG et al., 2019; CAO; RYAN; RATRA, 2020; UREÑ A-LÓPEZ; ROY, 2020; KHADKA; RATRA,
2020; SINGH; SANGWAN; JASSAL, 2019; PERACAULA; PÉREZ; GÓMEZ-VALENT, 2018). A
seleção de um modelo de campo escalar de quintessência pode ser feita escolhendo um potencial V (ϕ)

apropriado para conduzir diferentes fases dinâmicas do Universo, e seus parâmetros livres devem
ser restritos para estarem de acordo com os dados observacionais. Desde o estudo de um potencial
quadrático simples de campo livre (RATRA, 1991; UREÑ A-LÓPEZ; REYES-IBARRA, 2009) até
potenciais do tipo lei de potência foram propostos por Peebles e Ratra (Peebles; Ratra, 1988; RATRA;
PEEBLES, 1988), vários potenciais têm sido estudados no contexto de modelos de energia escura.
Recentemente foi publicado um trabalho proposto por Yang et al. (YANG et al., 2019) e que os autores
consideram alguns potenciais mais gerais, incluindo exponencial, hiperbólico e lei de potência geral,
onde os potenciais foram estudados para restringir os modelos com oscilações acústicas bariônicas
(BAO), as observações de radiação cósmica de fundo em micro-ondas (CMB), análise conjunta da
curva de luz (JLA) de supernovas tipo Ia (SN Ia), distorções espaciais de desvio para o vermelho
(RSD) e os cronômetros cósmicos (CC). Recentemente, o potencial da lei de potência foi usado para
restringir os parâmetros cosmológicos da magnitude aparente da galáxia HII starburst mais outras
medidas cosmológicas (CAO; RYAN; RATRA, 2020).

Os potenciais acima mencionados para modelos de quintessência ou energia escura são apenas
alguns exemplos de vários potenciais já estudados na literatura. No entanto, como foi mostrado
recentemente, os potenciais não devem ser muito arbitrários, então devem ter algumas restrições de
acordo com os critérios do pantano (OBIED et al., 2018; AGRAWAL et al., 2018; HEISENBERG et
al., 2018a; HEISENBERG et al., 2018b). Tal critério impõe características restritivas em modelos de
campo escalar de quintessência, como que o potencial de quintessência não deve ser mais íngreme do
que a ordem de uma unidade do comprimento de Planck. Outra maneira de encontrar um potencial
adequado é reconstruindo-o diretamente a partir de dados observacionais.

Um método interessante para reconstruir os parâmetros cosmológicos de um modelo foi proposto
recentemente por Seikel, Clarkson e Smith (SEIKEL; CLARKSON; SMITH, 2012b) usando o GP.
A abordagem da ferramenta estatística é baseada em um método não paramétrico para reconstruir a
dependência com o redshift de um observável cosmológico, como distância de luminosidade (SEIKEL;
CLARKSON; SMITH, 2012b), equação do parâmetro de estado da energia escura (HOLSCLAW
et al., 2010), o parâmetro de Hubble (SHAFIELOO; KIM; LINDER, 2012) ou a transição para o
redshift (JESUS et al., 2020a), por exemplo. Com o método GP, pode-se reconstruir uma função
geral do modelo diretamente dos dados, sem a necessidade de uma parametrização específica para
isso. A reconstrução de um potencial de campo escalar DE foi feita em (LI; HOLZ; COORAY,
2007; SAHLÉ N; LIDDLE; PARKINSON, 2005) e os limites de dados de SN Ia foram obtidos
recentemente por (PILOYAN; PAVLUCHENKO; AMENDOLA, 2018). Existem várias outras análises
recentes de parâmetros cosmológicos reconstruídas pelo método GP. Em (BERNARDO; SAID, 2021b)
foi feita uma abordagem de reconstrução independente de modelo para dados de tempo recente do
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Hubble. Em (KRISHAK; HAZRA, 2021) foi analisada a reconstrução da história da reionização.
Em (ESCAMILLA-RIVERA; SAID; MIFSUD, 2021) a eficácia das técnicas de reconstrução não
paramétrica foi usada no contexto do problema de tensão do parâmetro de Hubble. Em (SUN; JIAO;
ZHANG, 2021) foi estudada a influência dos limites dos hiperparâmetros na reconstrução da constante
de Hubble com GP. A reconstrução não paramétrica da interação no setor escuro cósmico foi feita em
(MUKHERJEE; BANERJEE, 2021b; MARTTENS et al., 2021). A relação de dualidade de distância
cósmica usando GP foi analisada em (MUKHERJEE; MUKHERJEE, 2021).

No trabalho que desenvolvemos o objetivo principal é reconstruir o potencial do campo escalar de
energia escura diretamente dos dados de H(z) e SN Ia, levando em consideração a curvatura espacial.

A.2 DINÂMICA COSMOLÓGICA

Para um modelo cosmológico de quintessência com curvatura, as equações de Friedmann podem
ser escritas como

H2 =
8πG

3
(ρm + ρϕ)−

k

a2
, (A.5)

ä

a
= −4πG

3
(ρm + ρϕ + 3pϕ) , (A.6)

onde ρm e pm são a densidade de energia e de pressão do conteúdo de matéria e ρϕ e pϕ são a densidade
de energia e de pressão do campo escalar ϕ, dado por

ρϕ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), pϕ =

1

2
ϕ̇2 − V (ϕ) . (A.7)

O potencial V (ϕ) carrega a informação sobre a evolução temporal do campo escalar homogêneo.
Podemos reescrever o sistema (A.5)-(A.6) como

H2 =
8πG

3

[
ρm +

ϕ̇2

2
+ V (ϕ)

]
− k

a2
, (A.8)

ä

a
= −4πG

3

[
ρm + 2ϕ̇2 − 2V (ϕ)

]
. (A.9)

Eliminando ϕ̇2 em (A.8)-(A.9) e usando a relação ä
a
= Ḣ +H2, podemos expressar o potencial V (ϕ)

como

V (ϕ) =
3H2 + Ḣ

8πG
− ρm

2
+

k

4πGa2
, , (A.10)

e para uma análise numérica, é útil usar o potencial adimensional U(ϕ) definido como

U(ϕ) ≡ 8πG

3H2
0

V (ϕ). (A.11)

Os dados observacionais usados na reconstrução potencial são dados em termos do redshift z.
Assim, é necessário mudar a dependência temporal da equação (A.10) para uma dependência de z
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através da relação
d

dt
= −H(1 + z)

d

dz
. (A.12)

Usando a definição (A.11) e a relação (A.12), a equação para o potencial V (ϕ) dada por (A.10) é agora
escrita como

U(z) = E2 − E(1 + z)

3

dE

dz
− Ωm(1 + z)3

2
− 2Ωk

3
(1 + z)2 . (A.13)

onde E(z) ≡ H(z)
H0

, Ωm ≡ 8πGρm0

3H2
0

e Ωk ≡ − k
a20H

2
0

são quantidades adimensionais relacionadas ao
parâmetro de Hubble, densidade de matéria e parâmetro de curvatura, respectivamente. Também
usamos o fato de que a matéria sem pressão é conservada separadamente, de modo que 8πGρm

3H2
0

=

Ωm(1 + z)3.
Por outro lado, eliminando V (ϕ) em (A.8)-(A.9), podemos escrever para a energia cinética do

campo escalar T ≡ ϕ̇2

2
:

T = − Ḣ

8πG
− ρm

2
+

k

8πGa2
(A.14)

a partir do qual podemos definir a energia cinética adimensional τ ≡ 8πG
3H2

0
T e escrevê-la em termos do

redshift como:

τ(z) =
E(1 + z)

3

dE

dz
− Ωm(1 + z)3

2
− Ωk

3
(1 + z)2 . (A.15)

As expressões (A.13) e (A.15) para o potencial adimensional U(z) e a energia cinética τ(z) são
escritas como funções do redshift e outras quantidades adimensionais, em particular, E(z). Isso nos
permite reconstruir U(z) e τ(z) reconstruindo E(z) e suas derivadas via GP usando os dados de H(z).
Da mesma forma, para usar a reconstrução feita pelos GPs para os dados SN Ia, é vantajoso expressar o
potencial de campo escalar U(z) e a energia cinética τ(z) em termos da distância comovel transversal
adimensional DM(z), que é dada por

DM(z) =
1√−Ωk

sin
(√

−ΩkDC(z)
)

(A.16)

onde a distância comóvel da linha de visão DC(z) se refere a E(z) como:

D′
C(z) =

1

E(z)
, (A.17)

onde o prime denota uma derivada em relação ao redshift z. As distâncias adimensionais Di estão
relacionadas às distâncias dimensionais di como:

Di ≡
di
dH

, (A.18)

onde dH ≡ c
H0

é a distância de Hubble.
A derivada em relação a z da distância comovel transversal DM(z) é

dDM(z)

dz
= D′

M(z) = cos
(√

−ΩkDC(z)
)
D′

C(z) , (A.19)
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então, combinando (A.16) e (A.19), encontramos(
D′

M

D′
C

)2

− ΩkD
2
M = 1 . (A.20)

Agora, usando (A.17), podemos expressar a relação (A.20) em termos da quantidade adimensional
E(z):

E2 =
1 + ΩkD

2
M

D′2
M

. (A.21)

Derivando em relação a z da relação (A.21):

E
dE

dz
=

ΩkDM (D′2
M −DMD′′

M)−D′′
M

D′3
M

, (A.22)

o que nos permite escrever o potencial adimensional U(ϕ), dado por (A.13), como uma função da
distância comóvel transversal DM(z) e suas derivadas, D′

M(z) e D′′
M(z):

U(z) =
1 + ΩkD

2
M

D′2
M

+

(
1 + z

3

)
D′′

M + ΩkDM (DMD′′
M −D′2

M)

D′3
M

− Ωm(1 + z)3

2
− 2Ωk

3
(1 + z)2 .

(A.23)
Da mesma forma, a energia cinética adimensional (A.15) pode ser obtida da distância comóvel
transversal como:

τ(z) =

(
1 + z

3

)
ΩkDM (D′2

M −DMD′′
M)−D′′

M

D′3
M

− Ωm(1 + z)3

2
− Ωk

3
(1 + z)2 . (A.24)

A.3 CONJUNTO DE DADOS E METODOLOGIA

A amostra de dados observacionais usada neste trabalho inclui uma compilação de medições
do parâmetro Hubble, H(z) (MAGANA et al., 2017), e um grande conjunto de dados de SN Ia da
compilação Pantheon (SCOLNIC et al., 2018b) .

Para manter o modelo cosmológico de análise independente, vamos nos concentrar nas medidas
astrofísicas de 31 de H(z), distribuídas no intervalo 0, 07 < z < 1, 965, obtidas através da estimativa de
idades diferenciais de galáxias (SIMON; VERDE; JIMENEZ, 2005; STERN et al., 2010; MORESCO
et al., 2012; ZHANG et al., 2014; MORESCO, 2015; MORESCO et al., 2016), chamados cronômetros
cósmicos.

Os dados de SN Ia, por outro lado, consistem na amostra Pantheon, que possui 1048 medidas de
SN Ia, na faixa de redshift 0, 01 < z < 2, 3, contendo medidas de Pan-STARRS1 (PS1), SDSS,
SNLS e vários conjuntos de dados low-z e HST.

A partir do conjunto de dados descrito acima, utilizaremos o método GP (SEIKEL; CLARKSON;
SMITH, 2012b), que permite a reconstrução de uma função contínua, f(x), e suas derivadas através do
conjunto discreto de valores desta função, em que cada um dos valores é assumido para representar uma
variável aleatória que segue uma distribuição gaussiana. Como este conjunto de pontos corresponde
a uma mesma função subjacente a ser reconstruída, é necessário escolher uma função de correlação
k(xi, xj) entre os pontos xi e xj . Existem várias funções de correlação disponíveis na literatura
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(WILLIAMS; RASMUSSEN, 2006; SEIKEL; CLARKSON; SMITH, 2012b; JESUS et al., 2020a).
Realizamos a análise GP com a função de correlação chamada Exponencial Quadrada, dada por

k(xi, xj) = σ2
f exp

[
−(xi − xj)

2

2l2

]
, (A.25)

onde l e σf são os chamados hiperparâmetros GP que devem ser determinados a partir dos dados.
Com os 31 dados de cronômetros cósmicos, podemos reconstruir diretamente a função H(z) e suas

derivadas. Usando a relação (A.13) podemos reconstruir o potencial adimensional U(z) associado ao
campo escalar ϕ. A distância comovente transversal DM e suas derivadas podem ser reconstruídas
via GP usando as magnitudes aparentes mB de SN Ia do Pantheon e, junto com a expressão (A.23),
podemos realizar a reconstrução do potencial adimensional U(z) dos dados do Pantheon.

Utilizamos o software GaPP (SEIKEL; CLARKSON; SMITH, 2012b) para implementar os
Processos Gaussianos para reconstruir H(z), DM(z) e suas derivadas. Em seguida, desenvolvemos um
código paralelizado para encontrar U(z) e DM(z) amostrando as distribuições gaussianas multivariadas
envolvendo H(z) e suas derivadas e DM(z) e suas derivadas.

A forma específica do potencial V (ϕ), além de determinar a evolução temporal do campo ϕ, pode
fornecer informações importantes sobre o modelo de quintessência, como a massa associada à partícula
DE e o termos de auto-interação. Faremos uma comparação do potencial U(z) reconstruído em nosso
método com alguns modelos já padronizados de energia escura de campo escalar presentes na literatura.
Vamos nos concentrar no antigo potencial quadrático de campo livre, U(Φ)FF (RATRA, 1991; UREÑ
A-LÓPEZ; REYES-IBARRA, 2009) e no potencial da lei de potência de Peebles-Ratra (Peebles; Ratra,
1988; RATRA; PEEBLES, 1988), U(Φ)PL. O potencial quadrático de campo livre é escrito como

U(Φ)FF =
µ2

2
Φ2 , (A.26)

onde o parâmetro µ ≡ m/H0 está relacionado com a massa m do campo escalar e Φ ≡
√

8πG
3
ϕ é o

campo escalar adimensional, enquanto o potencial da Lei da Potência é dado por

U(Φ)PL =
κΦ−α

2
(A.27)

onde κ é uma constante que é dada em termos do coeficiente α como

κ =
8

3

(
α + 4

α + 2

)[
2

3
α (α + 2)

]α/2
. (A.28)

Quando α = 0 esse potencial se reduz ao modelo padrão ΛCDM.

A.4 RESULTADOS

Usando o método GP, conforme descrito na seção anterior, conseguimos reconstruir as funções
H(z) e DM(z) usando dados do parâmetro de Hubble e da amostra Pantheon, respectivamente. No
entanto, para obter o potencial adimensional U(z) dessas reconstruções, como pode ser visto nas Eqs.
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(A.13) e (A.23), existem parâmetros livres que devem ser obtidos, a saber, Ωm e Ωk. Esses parâmetros
não podem ser obtidos a partir da reconstrução e devem ser restringidos a partir de outras observações,
que podem fornecer os priors desses parâmetros. Uma vez que temos priors sobre (Ωm,Ωk), podemos
obter U(z) amostrando esses priors e a gaussiana multivariada correspondente a (H(z), DM(z)) e
suas derivadas.

Optamos por trabalhar com 2 priors diferentes para obter resultados robustos. O primeiro prior

analisado foi o de Planck 18 (AGHANIM et al., 2020) (Ωk = −0.044± 0.050,Ωm = 0.315± 0.022) a
3σ c.l. Optamos por trabalhar com priors a 3σ c.l., pois esses resultados do Planck 18 não correspondem
a cosmologias de energia escura de campo escalar, mas ao modelo ΛCDM.

O segundo prior que usamos foi um prior “grande” nos parâmetros, que abrange a maioria das
observações atuais, a saber, (Ωk = 0.0± 0.1,Ωm = 0.30± 0.05).

Os resultados obtidos são apresentados nas Figs. Figura A.14 e Figura A.15. Na Fig. Figura A.14,
mostramos a reconstrução de U(z) dentro de um intervalo de confiança 2σ, a partir de dados H(z)

(esquerda) e de dados Pantheon SN Ia (direita) . Em ambos os casos, mostramos também a evolução
do potencial adimensional. Para o modelo de Lei de Potência, UPL(z), com α = 0, 150 da análise
realizada por (CAO; RYAN; RATRA, 2020) e para o potencial adimensional do modelo quadrático de
campo livre, UFF (z), usamos a massa m = 0, 60H0 eV, que obtemos através de ligações observacionais
entre os dados de H(z) e a amostra Pantheon. Podemos observar que a reconstrução dos dados de H(z)

têm uma melhor compatibilidade com as curvas de UPL e UFF , em comparação com a reconstrução
via SN Ia. O potencial UPL(z), em particular, é compatível com a reconstrução U(z) em menos de 1σ

em quase todo o intervalo de redshift analisado, enquanto o potencial U(z)FF está entre as linhas 1σ e
2σ em aproximadamente 40% de todo o intervalo de redshift.

Por outro lado, a reconstrução de U(z), obtida a partir de dados do Pantheon, tem uma pequena
incerteza na faixa de z < 1, fazendo com que as regiões de contorno até 2σ sejam bem restritas. Nesse
caso, no restante do intervalo de redshift, a largura do intervalo de confiança 1σ aumenta de acordo com
a forma que a reconstrução U(z) assume, e isso leva a uma menor compatibilidade entre a reconstrução
e os dois potenciais UFF (z) e UPL(z). Vemos que a curva UPL(z) é inicialmente sobreposta na linha
1σ atingindo a região entre 1σ e 2σ e, em z ≳ 1, 7, a curva torna-se compatível em menos de 1σ da
reconstrução de U(z). A curva UFF (z) é compatível com a reconstrução em menos de 1σ em ≈ 60%

do intervalo de redshift, porém, no intervalo inicial de z ≲ 0, 4, é ligeiramente inferior à linha de
reconstrução 2σ.

Na Fig. Figura A.15 está o gráfico sobreposto das reconstruções U(z) para ambas as amostras
de dados observacionais utilizadas, que foram plotadas com um intervalo de confiança de 1 e 2σ.
Podemos ver que para z ≲ 0, 5, a reconstrução 2σ de U(z) para os dados SN Ia está dentro do intervalo
de 1σ da reconstrução de U(z) com os dados de H(z). As duas reconstruções mostram apenas uma
ligeira divergência para redshift em torno de z ∼ 1, 5, onde não há sobreposição de seus intervalos de
confiança de 1σ.

A reconstrução com prior maior é apresentada nas Figura A.17 e Figura A.18. Esta análise é
descrita de forma semelhante à anterior. Na Figura A.17, a reconstrução de U(z) mostra cada um dos
conjuntos de dados separadamente: a curva da esquerda representa a reconstrução com os dados de
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Figura A.14 – Resultados das reconstruções com prior do Planck a 3σ. Esquerda: reconstrução de
U(z) com os 31 dados de H(z). Direita: reconstrução de U(z) com o Pantheon.
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fonte: Produção do próprio autor.

Figura A.15 – Reconstrução de U(z) a partir de H(z) e dados do Pantheon com prior de Planck de 3σ
sobre Ωm e Ωk.
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H(z) e a curva da direita representa a reconstrução com os dados de SN Ia do Pantheon. Como na
análise com Planck 18 anterior, traçamos as mesmas curvas de evolução dos potenciais adimensionais
UPL(z) e UFF (z). A partir dessas figuras, podemos ver que a escolha do “prior maior” tem uma
melhor compatibilidade com as curvas de ambos os potenciais de teste dentro de 1σ, para a maior
parte do intervalo de redshift, devido ao aumento dos intervalos de confiança. Na Figura Figura A.18,
apresentamos a compilação de ambas as reconstruções de U(z) realizadas com o prior maior. Nesta
Figura, podemos ver que os intervalos de confiança 1σ de ambas as reconstruções se sobrepõem em
todo o intervalo de redshift dos dados.
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Figura A.16 – Analise conjunta: Reconstrução de U(z) a partir de H(z) e dados do Pantheon com
prior de Planck de 3σ sobre Ωm e Ωk.
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Figura A.17 – Resultados das reconstruções do prior maior. Esquerda: Reconstrução de U(z) a partir
dos 31 dados de H(z). Direita: Reconstrução de U(z) a partir do Pantheon.
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76

Figura A.18 – Reconstrução de U(z) a partir de dados de H(z) e do Pantheon. Prior maior.
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Figura A.19 – Análise conjunta: reconstrução de U(z) a partir de dados de H(z) e do Pantheon. Prior
maior.
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Tabela A.9 – U(z = 0) de ambos os modelos de campo escalar (Lei de Potência e Campo Livre) e de
ambas as análises de Processos Gaussianos, com diferentes prioris (Prior de Planck e
Prior Maior), de H(z), dados SN Ia e da análise conjunta.

Modelo Reconstrução por Processos Gaussianos

Lei de Potência Campo Livre
Prior de Planck Prior Maior

H(z) SN Ia Conjunta H(z) SN Ia Conjunta
0, 785+0,083

−0,063 0, 675+0,113
−0,131 0, 639+1,128

−0,543 0, 662+0,164
−0,125 0, 645+0,157

−0,121 0, 640+1,129
−0,542 0, 703+0,188

−0,149 0, 679+0,179
−0,144

fonte: Produção do próprio autor.

Em (NAIR; JHINGAN; JAIN, 2014), os autores reconstroem o potencial de energia escura usando
SN Ia e BAO, assumindo um universo espacialmente plano. Eles encontram restrições mais fortes
sobre V (ϕ), o que pode ser explicado pelo fato de assumirem um universo espacialmente plano e
usarem uma compilação SN Ia mais antiga, a Union 2.1, de quando os erros sistemáticos de supernovas
não eram tão bem compreendidos como hoje . Sua reconstrução também é restrita a redshifts mais
baixos, z < 1, 4.

Uma análise semelhante foi feita para a reconstrução da gravidade de Horndeski (BERNARDO;
SAID, 2021a), incluindo o potencial de quintessência, onde eles usam os dados de H(z) de Pantheon/MCT
+ BAO + CC, no contexto de um modelo espacialmente plano e eles encontram um comportamento
para o potencial de campo escalar semelhante às nossas Figura A.14 e Figura A.17. Eles encontram
limites mais rigorosos para o potencial de campo escalar devido ao fato de não permitirem que a
curvatura espacial varie.

A.5 CONCLUSÃO

Encontramos restrições sobre o potencial de energia escura de campo escalar (SFDE, ou quintes-
sência) diretamente dos dados de H(z) e SN Ia, sem ter que assumir qualquer forma para o potencial.
Também permitimos que a curvatura espacial e a densidade do parâmetro de matéria variem de acordo
com dois priors, a saber, um prior de 3σ da CMB do Planck 18 e um “prior maior”, que abrange
muitas das atuais observações.

Como resultado, descobrimos que duas formas populares do SFDE são compatíveis com nossas
reconstruções, pelo menos para alguns valores de seus parâmetros e para algumas regiões dentro do
intervalo dos dados de redshift.

Esta análise pode ser melhorada no futuro quando mais dados estiverem disponíveis, principalmente
dados SN Ia com redshift alto, pois vimos que a reconstrução SN Ia tem erros muito maiores em
redshift mais altos.
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