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Resumo

Este trabalho tem por objetivo o estudo da teoria bésica sobre as Equacoes Di-
ferenciais Funcionais com Retardamento. Enunciaremos e provaremos os resultados
classicos sobre existéncia e unicidade de solucao. E iremos estudar a existéncia de

solucoes oscilatorias para equagoes autonomas escalares.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Funcionais, existéncia e unicidade, oscilacao.






Abstract

This paper aims to study the basic theory about the Delay Differential Equations.
We will enunciate and prove the classic results on existence and uniqueness of solution.

And we will study the existence of oscillatory solutions for scalar autonomous equations.

Keywords: Functional Differential Equations, existence and uniqueness, oscillation.
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Introducao

A 4rea de pesquisa envolvendo Equagoes Diferenciais Funcionais é uma area de pes-
quisa relativamente nova, mas com um papel importante tanto na Mateméatica quanto
em aplicacoes. Estas equacoes representam modelos onde o estado futuro do sistema
depende do seu estado passado. Esta dependéncia em relacao ao estado passado é
também conhecida como efeito hereditario.

J& no Congresso Internacional de Matematicos de 1908, Picard enfatizava a im-
portancia da consideracao dos efeitos hereditarios na modelagem de sistemas. Picard
chamava atencao ao fato de as equacoes diferenciais da mecanica classica em que o
passado é indistinguivel do futuro e os movimentos sao de natureza reversivel, serem
inaplicaveis aos seres vivos.

Em 1931, Volterra escreve um livro fundamental sobre o papel dos efeitos heredi-
tarios em modelos para a interagao de espécies. Mas é somente depois de 1940 que
o assunto ganha impulso, principalmente na ex-Unido Soviética, devido a considera-
cdo de modelos importantes de engenharia e controle. E provavel que grande parte
dos engenheiros estivessem cientes do fato de que os efeitos hereditarios ocorriam em
sistemas fisicos, mas este efeito era ignorado porque nao havia teoria suficiente para
discutir estes modelos em detalhes.

As pesquisas prosseguem nas décadas seguintes e comecam a surgir os livros classicos
sobre o assunto. Como o livro Differential-difference Equations de R. Bellman e K.L.
Cooke de 1963 e o livro Functional Differential Equations de Jack K. Hale de 1977.
E creditado aos estudos realizados por Hale o impulso que traria a teoria sobre as
Equacoes Diferenciais Funcionais para o nivel atual de profundidade.

Aqui quando falamos de Equacoes Diferenciais Funcionais estamos nos referindo a
uma classe bem ampla de equagoes. Logo é desejavel definirmos tipos mais especificos
dentro desta classe de equacgoes, ou seja, definirmos subclasses. De uma maneira geral

as Equacoes Diferenciais Funcionais sao classificadas como:

e Equacgoes Diferenciais Funcionais com Retardamento:

(t) = f(t,x(t), z(t — 7)).

21



22 Introducao

e Equacoes Diferenciais Funcionais Neutras:

(t) = f(t,x(t),x(t — 1), 2(t — 7)).

e Equacoes Diferenciais Funcionais com Avanco:

Tt —71)=f(t,z(t),z(t —1)).

Em nosso trabalho iremos estudar somente as Equacoes Diferenciais Funcionais com
Retardamento (EDFR’s), que como o nome sugere, sao as que apresentam um lapso de
tempo entre causa e efeito. Este tipo de equagao surge quando modelamos processos
biologicos, fisicos, ecologicos, economicos, entre outros.

Em um modelo populacional, por exemplo, o tempo de gestacao pode ser incorpo-
rado ao modelo através do retardo. Um outro exemplo que podemos analisar é o do
reflorestamento. Uma floresta cortada, apos o replantio, levara pelo menos 20 anos an-
tes de atingir qualquer tipo de maturidade. Para certas espécies de arvores esse tempo
pode ser até mais longo. Portanto, qualquer modelo matemético de colheita e regenera-
cao florestal deve claramente ter retardos incorporados a ele. Podemos ainda observar,
como exemplo, que devido ao fato de que os animais devem ter tempo para digerir
sua comida antes que outras atividades e respostas ocorram, modelos de dinamica de
espécies sem retardos podem levar a uma aproximacao menos precisa.

Assim gostemos ou nao, os retardos ocorrem com tanta frequéncia, em quase todas
as situacoes, que ignora-los seria ignorar uma parte importante da realidade.

Portanto com o objetivo de produzir material introdutério a tema tao relevante, e
que praticamente nao dispoe de referéncias em portugués, é que desenvolvemos este
trabalho. Com este intuito comecamos no Capitulo 1 com a apresentacao de resulta-
dos de Analise que serao necessarios ao entendimento da teoria das EDFR’s que vamos
abordar. Ja no Capitulo 2 iremos desenvolver de forma rigorosa a teoria basica sobre
existéncia e unicidade para EDFR’s através de demonstracoes detalhadas destes teore-
mas. E no Capitulo 3 apresentaremos um estudo introdutoério a existéncia de solugoes

oscilatorias para EDFR’s.



1 Resultados de Analise

Neste capitulo iniciaremos com algumas definicbes e apresentaremos varios teore-
mas. Alguns serao necessarios as demonstracoes que faremos nos capitulos seguintes.
Outros mesmo nao aparecendo de forma explicita nos capitulos que se seguirao es-
tao aqui pois julgamos serem relevantes para a compreensao da teoria abordada. As
defini¢oes e teoremas apresentados neste capitulo foram baseados principalmente na
referéncia [8].

Por questoes praticas e de delimitacao do escopo deste trabalho consideraremos
como de conhecimento prévio do leitor algumas defini¢goes e teoremas classicos oriundos
da Algebra Linear e da Analise no R™ assim como alguns conceitos relativos a Espacos

Métricos.

1.1 Continuidade e Extensao

Iniciaremos com um conceito central em Anélise que é o conceito de continuidade

de uma funcao.

Defini¢ao 1.1 (Continuidade). Usaremos as sequintes defini¢oes de continuidade de

uma funcao. Seja X um espaco normado e f uma funcao tal que f: X — X, entao:
(i) [ € continua em um ponto ro € X se, e somente se,

Ve>03>0VeeX, |[xt—x <d=|f(x) = flzo)] <e.
(i1) [ € continua em um ponto xo € X se, e somente se, para qualquer sequéncia ()
tal que x,, — xy quando n — oo temos f(x,) — f(xo).

Vejamos que as duas definicoes de continuidade de uma funcao apresentadas na
definicao 1.1 sao equivalentes. De fato, temos que

(1) = (i7): Seja (z,) tal que x, — xy quando n — oo. Devemos mostrar que
f(xn) = f(wo), isto &,

Ve>03dng €N tal que V n=ng temos || f(z,) — f(xo)] < e.

23



24 Resultados de Anélise

Fixemos um ¢ > 0. Pela defini¢do 1.1 (i), podemos achar um § > 0 tal que
|z —xo|| <0 = ||f(x) — f(zo)|| < e. Uma vez que z,, = o quando n — 0o, podemos
achar ng € N tal que para n > ng temos ||x, — x|l < 0 e entdo || f(x,) — f(xo)] < e.
Assim mostramos a primeira implicacao.

(i7) = (i): Provemos a declaragao contrapositiva —(i) = —(i7). Assumimos —(7),
isto é,

de>0Vd>03zeR, ||z —aof| <0=|f(x)— flzo)| =&

Seja g9 > 0 o € da declaracao anterior. Usemos uma sequéncia de d’'s, uma vez que
vale para qualquer 0. Seja d,, = % > 0,n=1,2,.... Para cada ¢,, podemos achar um
2 tal que ||z, — 3ol < 6 e [|f(z2) = Flao)]| > <o.

Logo a sequéncia x,, — x¢ quando n — oo, mas f(z,) - f(zo) o que implica em
—(7i). Mostramos assim a equivaléncia entre as defini¢oes de continuidade da defini¢ao
1.1. Outros resultados relacionados a continuidade dos quais faremos uso sao os do

Teorema 1.2 e do Teorema 1.3.

Teorema 1.2. Sejam X e Y espacos métricos e seja f uma funcao tal que f: X — Y.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) f € continua.

(ii) Sempre que V CY for um conjunto aberto, a imagem inversa f~(V) C X serd

um conjunto aberto.

Demonstragdo. (i) = (i7): Suponha f continua e V C Y aberto. Seja zq € f~1(V),
entdo f(zg) € V. Uma vez que V & aberto existe uma bola aberta By (f(zg),e) C V.
E sendo f continua existe § > 0 tal que dy (f(z), f(x¢)) < € sempre que dx(x,zg) <
§. Tsto significa que f(Bx(%o,d)) C By (f(xo),e) C V, logo Bx(zo,0) C f~1(V) e
portanto f~1(V) é aberto.

(i7) = (i): Suponha que a imagem inversa de conjuntos abertos ¢ aberta. Seja V' =
By (f(zp),€), a fungdo inversa f~1(V) é aberta e contém zg, entdo existe Bx(zg,d) C
S7H(V). Logo f(Bx(xo,9)) C f(f~1(V)) =V e portanto dy(f(zo), f(z)) < & sempre
que dx(xg,z) < 0. O

Teorema 1.3. Sejam X,Y e Z espacos métricos. Seja f : X — Y wuma funcao

continua e sobrejetora. Se go f for continua entao g :Y — Z também serd continua.
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X Y

gof

Z

Figura 1.1: Diagrama para go f.

Demonstracao. Seja g o f continua, entdo para todo W C Z aberto temos que (g o
f)7YW) = f~1(g71(W)) é aberto em X. Logo como f ¢ continua e sobrejetora temos
que g~ (W) é um aberto em Y.

De fato, imagine que g~ (W) C Y & fechado, entdo Y\g~'(W) ¢é aberto, as-
sim f~1(Y\g~}(W)) é aberto, mas f~1(Y\g '(W)) = X\f~ (g~} (W)), segue que
f~Yg Y (W)) é fechado, o que é um absurdo pois f~(g~*(W)) é aberto em X. Logo
g (W) é aberto.

Portanto como todo aberto W em Z possui imagem inversa aberta em Y, temos

que g é continua. ]

Definigao 1.4 (Extensao de uma fungao). Sejam X eY espagos métricos e seja A um
subconjunto proprio de X. Se f € uma funcao de A em'Y, entdo a funcio g: X —Y
é chamada de uma extensao de f se g(x) = f(x) para cada x € A. A funcao [ € entdo

dita uma restricao de g em A.

Exemplo 1.5. Considere a funcéo f : (0,00) — R definida por f(z) = 1. Nio existe
uma funcao continua g definida em [0, 00) que coincida com f. Em outras palavras, f

nao tem uma extensao continua para [0, 00).

O Teorema de Extensao de Tietze estende uma funcao continua definida em um sub-
conjunto proprio fechado de um espaco métrico para todo o espaco. Vejamos primeiro

um resultado que sera usado na demonstracao do Teorema de Extensao de Tietze.

Teorema 1.6. Seja X um espagco métrico e Y um subconjunto fechado nao vazio de

X, seja f:Y = R"™ uma funcdo continua e limitada, para a qual existe M > 0 tal que

inf f(z) =—-M, sup f(z)= M.

z€Y zeY

Entao existe uma funcao continua g definida em X satisfazendo as sequintes pro-

priedades:
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(i) |g(x)| < 3M, = € X;
(i) |g(z)| < sM, z € X\Y;
(iir) |f(x) —g(x)| <M, z €Y.

Demonstragio. Sejam A = {z € Y : f(z) < —sM} e B={x €Y : f(z) > sM}.
Observe que A e B sao nao vazios, disjuntos e fechados em Y. Se x € Y é um ponto
de acumulagao de A e (x,),>1 € uma sequencia em A que converge para z, segue que,
usando a continuidade de f temos

F() = F(lm ) = Tim fa,) < M,

n—oo n—oo

isto &, x € A.
Uma vez que Y é um subconjunto fechado de X, segue que A e B sao fechados em

X. Definimos g em X por

1. d(x,A)—d(z,B
9() = gMdEx:A; + dEx:Bi'
Temos que g ¢ continua. Além disso, |g(z)] < %, z € X. Se z € X\Y, entdo
v ¢ Aex ¢ B, assim |g(z)] < &. Supondo z € Y, se 2 € A entao g(z) = —% e
—M < f(z) < =& e assim |f(z) — g(z)| < 2. De forma similar para € B. Se
x € Y\(AU B), entdo |g(x)| < % e|f(z)| < % e temos |f(x) — g(x)| < % O

Teorema 1.7 (Teorema de Extensdo de Tietze). Se X ¢é um espaco métrico, Y um
subconjunto fechado de X e f:Y — R"™ ¢ uma funcao limitada e continua, existe uma
funcao continua g definida em X que estende f.

Além disso, se

m=1inf{f(y) :ye Y} <sup{f(y) :ye Y} =M,
entao g satisfaz m < g(x) < M para todo v € X\Y.

Demonstracao. Assumimos sem perda de generalidade que m = —M e substituimos f

por f —
Entao |f(z)| < M em Y. Pelo teorema (1.6), podemos definir uma fun¢io real

m+M
5 -

continua g; em X tal que

1
g1 ()] < §M’ r € X
1
(@) < M, zeX\Y
2
|f(z) — g1(2)] < §M’ r €Y.
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Seja fy definida em Y por fao(x) = f(z) — g1(x). Pelo teorema (1.6) podemos achar

uma funcao real continua em X tal que

1 /2
<-(Zm), X
mo)l < 5 (500). 2
1 /2
o)l < 3 (30). wexvy

fo(2) - g2()] < (;)2AL ey

Podemos continuar este esquema de construcao indefinidamente. Desta forma isto

nos leva a uma sequéncia de fungoes (g, )n>1, todas continuas em X tal que

1 2 n—1
]gn(x)|<§ 3 M, zeX

1 92 n—1
m@l<3(3) M oeexv

LM@—%@N<(9nM,mGY

onde fn = fnfl —On—-1 = fn72 - (gn72 + gnfl) = f - (gl +go+-+ gn71)~ Segue que

<(

g(x) = ng(x), r e X.
k=1

1 9 n—1
n < S5\l 5 M7
w0l < (3)

S E(2) e comersen
— | = e convergente.
3\3 &

n=1

[GVRI )

‘f(m) =) gilx) )RM, rey. (1.1)

definimos ¢ por

Uma vez que

Segue do Teste M de Weierstrass que a série

Z gk<x>7
k=1

¢ uniformemente convergente.
Como cada termo da série é continua, g representa uma funcao continua em X.

Fazendo n — oo em (1.1), segue que f(z) =g(x), x € Y. Para z € X\Y temos

9(@)] <D lgw()] < Z% (g)n_ M = M.

k=1 n=1

Isto completa a demonstracao. O]
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Gostariamos de ressaltar que a restricao imposta & f, de ser limitada em Y, pode
ser dispensada com a consideracao da funcao continua limitada tg=! o f em substituicao
a f. Uma aplicacao do Teorema 1.7 com M = 7 leva a uma extensao continua H de
tg~lof, onde H ¢ definida em todo X.

Observe que, em funcao da ultima parte do Teorema 1.7, H nao assume os valores
+7. Definimos g em X por

g =tgoH,

entdo g ¢ continua em X e g(z) = f(z), x € Y.

1.2 Conjunto compacto

Estudaremos agora o conceito de conjunto compacto. Em espacos de dimensao finita
conjuntos compactos sao exatamente aqueles conjuntos que sao limitados e fechados,
e usamos estas propriedades para definir compacidade de um conjunto. Contudo isto
nao pode ser feito em espagos de dimensao infinita, que é onde iremos adentrar em
nossos estudos sobre equacoes diferenciais funcionais com retardamento. Assim se
fazem necessarias outras definicoes de um conjunto compacto, as quais apresentamos
a seguir.

Seja M um subconjunto de um espago métrico X. Uma cobertura de M é uma

familia C = (C)) e, de subconjuntos de X tal que M C |J Cy. Isto significa que, para
AEL
cada x € M, existe pelo menos um indice A € L tal que x € C).

Se existe um subconjunto L' C L tal que, para cada x € M ainda se possa obter

A€ L' comzx € Cy,isto é, M C |J C), entdo a subfamilia C" = (C))er/, chama-se
AEL
uma subcobertura de C.

Uma cobertura diz-se aberta quando cada conjunto Cy, A\ € L é aberto em X e

finita quando L é um conjunto finito.

Definigao 1.8 (Compacto, relativamente compacto). Seja X um espago métrico, e seja
M C X. Dizemos que X ¢é um espaco métrico compacto quando toda cobertura aberta
de X possui uma subcobertura finita. Dizemos que M é um subconjunto compacto em
X se M, com a métrica induzida por X € um espagco métrico compacto. FE dizemos
que M é um subconjunto relativamente compacto de X se M (o fecho de M) é um

subconjunto compacto de X.
Assim, M compacto significa que se M C |J Ay, onde cada A, é aberto em M,
AEL
entao existem Ay,...,\, € L tais que M C Ay, U---UA,,.

Vejamos dois exemplos.
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Exemplo 1.9. Todo espaco métrico finito ¢ compacto. Seja X um espaco métrico
finito. Digamos que X = {aj,as,...,a,}, se C = (Cy)xer é cobertura aberta de X,
entao cada ponto de X pertence a pelo menos um C). Digamos que a; € C),,as €
Chyy--ya, € Cy,. Entdo X C C\, UC\,U---UC,, e como {Cy,,...,Cy } é um

conjunto finito, X é compacto.

Exemplo 1.10. Considere o espago C[0,1] das fung¢bes reais continuas definidas no

intervalo [0, 1] dotado com a norma do sup

If]l = sup [f(z)].

z€[0,1]

Denotemos por B,(f) a bola aberta de raio r centrada em f € C[0,1] e por B,[f]
a bola fechada.

Seja (fn)nen, a sequéncia em C[0, 1] definida por

( 1 1
0 se 0< < 57 — 5oz
n+2 (L 1 1 1 1
fn(x) _ 2 (:L‘ (2n 2n+2)) se n 2n+2 < x < on
2 1 1 1 1 1
=2 (2~ (g +3m)) e <T< gt gm
\O se%—l—#éxél.
fn(x)
1-
O—T 1T 5 1 5 3 1 5 > X
O 16 8 16 4 16 8 2 8 1

Figura 1.2: Graficos de fi, fo, fs e fi.

Para 1 < n < m temos

1 1 1 1

om + om+2 < on 9n+2’
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consequentemente os suportes de f,, (o subconjunto do dominio de f,, contendo somente
os elementos que nao sao levados no zero) sao disjuntos e ||f, — fiu|| = 1, sempre que
n # m.

Agora consideremos o conjunto U = {By»(f) : f € C[0,1]}, claramente U é uma
cobertura aberta para C[0, 1]. Consequentemente cada By /o(f) contém pelo menos uma
funcao de (f,)nen € qualquer subcobertura finita de U tera somente um ntmero finito
de fungoes de (f,)nen € portanto falha em ser uma cobertura para C[0, 1], provando
que C10, 1] ndo é compacto.

Observe também que B;[0] contém todos os elementos da sequéncia ( f,)nen € apesar
de ser B1[0] um conjunto fechado e limitado, B;[0] ndo é compacto, a demonstragao é
anéaloga a apresentada acima. Isto se deve ao fato de ser C'[0, 1] um espago de dimensao

infinita.

Apresentaremos agora uma outra definicao para compacto e relativamente com-
pacto. Pois apesar da definicao anterior ser a mais conhecida, sendo também uma
definicao mais geral, serd a proxima definicao a que utilizaremos com maior frequéncia.
Vale a pena ressaltar que em espacos métricos as duas definicoes sao equivalentes, mas

0 mesmo nao ocorre em espagos topologicos.

Defini¢ao 1.11 (Compacto, relativamente compacto). Seja X um espag¢o métrico, e
seja M C X. Dizemos que M ¢ relativamente compacto se, e somente se, cada
sequéncia (u,) em M tem uma subsequéncia convergente u, — u quando n' — oo.
Dizemos que M ¢ compacto se, e somente se, cada sequéncia (u,) em M tem uma

subsequéncia convergente u, — u quando n' — oo tal que u € M.

Exemplo 1.12. Consideremos novamente o espaco C|0, 1] das fungoes reais continuas,

dotado da norma do sup. Seja (g, )nen, a sequéncia em C|0, 1] definida por g,(x) = a™.

9n(X)
A

1F

0 0.5 1

Figura 1.3: Graficos de g1, g2, g3 € ga.
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Temos que ||gn | = sup,cio1) [9n(7)] = 1, 1080 (gn)nen € limitada. Além disso g, — g

quando n — oo, sendo ¢ definida por

0, sel0<Lz<l1
g(x) =
1, sex=1.
Assim se (g )nen tivesse uma subsequéncia convergente esta deveria convergir para
a mesma funcdo g. Como esta fun¢ao nao é continua, (g,),eny ndo pode ter uma sub-
sequéncia convergindo para uma fungao em C|0, 1]. Portanto mostramos usando a nossa

segunda defini¢do de conjunto compacto mais uma vez que C[0, 1] ndo é compacto.

E interessante observar que as defini¢coes de conjunto compacto e conjunto relati-

vamente compacto levam as implicagoes mostradas na figura 1.4.

Conjunto fechado Conjunto compacto

. _ Conjunto relativamente
Conjunto limitado
compacto

Figura 1.4: Conjunto compacto e relativamente compacto.

Teorema 1.13. O conjunto M é compacto se, e somente se, € relativamente compacto

e fechado.

Demonstracao. Seja M compacto. Por definicao, isto implica que M ¢é relativamente

compacto. Além disso, seja
u, — v quando n — oo com u, € M para todo n.

Uma vez que M é compacto, existe uma subsequéncia (u,) — u quando n’ — 0o com
u € M. Temos entao que u = v. Consequentemente M é fechado.

Reciprocamente, seja M relativamente compacto e fechado. Considere qualquer
sequéncia (u,) em M. Entao existe uma subsequéncia tal que u,, — u quando n’ — 0.

Uma vez que M é fechado, U € M. Portanto M é compacto. O

Teorema 1.14. Todo conjunto relativamente compacto € limitado.
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Demonstracao. Seja M relativamente compacto e suponha que M nao é limitado. En-

tao existe uma sequéncia (u,) em M tal que
|lun|| = n, para todo n. (1.2)

Uma vez que M é relativamente compacto, existe uma subsequéncia convergente ().
Consequentemente (u,,/) é limitada, uma vez que toda sequéncia convergente é limitada.
Mas isto contradiz (1.2). O

Teorema 1.15. Sejam X e Y espacos normados sobre o corpo K, e seja M um sub-

conjunto compacto nao vazio de X. Se
T:M—=Y

¢ um operador continuo. Entao, T ¢ uniformemente continuo em M.

Demonstracao. Suponha que T nao seja uniformemente continuo. Entao, existe um

numero €y > 0 e duas sequéncias u,, e v, em M tais que

SRS

|ttr, — vn|| < e || Tu, —Tv,|| > e¢ para todo n. (1.3)

Uma vez que M é compacto, existe uma subsequéncia de (u,), que denotaremos

novamente por (u,), tal que
u, - u quandon —-o00 e wu€ M.
Isto implica
v, — ul| < ||vn — un|| + |Jun —ul] =0 quando n — oco.

Consequentemente

v, = u quando n — oo.

Assim pela continuidade do operador T,
|Tu, —Tv,|| =0 quando n — oo.

Mas isto contradiz a condigao (1.3). O
Vamos denotar por Cfa.b] o conjunto de todas as fungdes continuas f : [a,b] — R.

Teorema 1.16 (Arzela-Ascoli). Seja X = Cla,b] com ||u|| = rgafb\u(m)\ e —00 <

a < b<oo. Suponha que seja dado um conjunto M em X tal que

(1) M ¢ limitado, isto €, ||u|| < r para todo w € M er >0 fizo.
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(ii) M € equicontinuo, isto é, por defini¢ao, para cada € > 0, existe um § > 0 tal que

lt—y| <0 e ue M implica |u(z)—u(y)| <e.

Entio, M é um subconjunto relativamente compacto de X, isto é, M é compacto.

Demonstra¢ao. Suponha uma sequéncia (u,) em M, isto é, as fungoes
Uy @ fa,b) — R, n=1,2,...

sao continuas.
Seja Q o conjunto dos niumeros racionais contidos no intervalo [a, b]. Este conjunto

¢ enumeravel. Entao podemos escrever

Q={ri:i=12..}%

Pela hipotese (i), a sequéncia (u,(r1)) é limitada em R. Entao existe uma sub-
sequéncia (ug)) de (u,) tal que (u%l)(m)) é convergente, isto é, existe um ntimero real
wy tal que

ul) (r)) — w; em R quando n — oco.

Novamente por (i), a sequéncia (ug)(rz)) ¢ limitada em R. Consequentemente existe

uma subsequéncia (u,(f)) de (ug)) tal que

u

(rg) — wy em R quando n — oo.

Continuando esta construcao, para cada k = 1,2,... obtemos uma subsequéncia

(u%k)) de (uy) tal que, quando n — oo,

Uy (Tl),ug)(rl),ugl)(rl), ce. — W
(2)(T2), L. > We
“53) (r3), u§’> (r3), u33) (rg),... — w3

Além disso, (ugﬁl)) ¢ uma subsequéncia de (u%k)) para todo k.

Consideremos agora a sequéncia diagonal

Entao

Up(r;) — w; quando n — oo para todo j =1,2,... (1.4)
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Dado € > 0, escolhemos o ntimero § > 0 como em (ii). Entao, existe um nimero

finito de pontos 1, ...,xs € Q tal que, para cada x € [a, b], existe algum z; tal que
|z —z;| <. (1.5)
Por (1.4), para cada j =1,...,s, a sequéncia (v,(z;)) é convergente, e consequen-

temente é uma sequéncia de Cauchy. Entao, existe um nimero ng(e) tal que
|on(xj) — vm(x;)| <e paratodon,m = ng(e), j=1,...,s.
E finalmente, para cada = € [a, b], segue da hipotese (ii) e de (1.5) que
[on () = vm(2)] < |on(2) = vn ()] + [0n(25) = vm (@) + [0m(25) — Om()]
<e+4e+e paratodon,m=ng(e).

Isto implica que

|vn, — vl = Cgl:paz(bwn(x) — v ()] < 3e para todo n,m > ny(e),

isto é, (v,,) é uma subsequéncia de Cauchy de (uy,).
Uma vez que Cla,b] é um espago de Banach, (v,) representa uma subsequéncia

convergente de (u,) em C|a, b]. O

Defini¢ao 1.17 (e-net). Seja M C X. O conjunto de pontos x1,xs,..., 2, € M €

chamado de uma e-net finita para M se min d(z,x;) < € para todo x € M.

Assim todo elemento de M estd em uma das bolas de raio € se M tem uma e-net

finita.

Teorema 1.18 (e-net finita). Seja M um conjunto nao vazio em um espaco de Banach

X. Entao as duas afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(i) M ¢€ relativamente compacto.
(ii) M tem uma e-net finita.

Demonstracao. (i) = (ii): Seja M relativamente compacto. Suponha que (7i) nao
aconteca, ou seja, vamos negar (7). Entdo existe um nimero ¢y > 0 tal que M nao
tem uma ep-net finita. Escolhemos um ponto u; € M fixo. Entao existe um ponto
uy € M tal que

||U2 — U1|| > £g.

Além disso, existe um ponto uz € M tal que

llus —usl| >0 € |lus —ui]| > eo.
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Continuando esta construc¢ao teremos uma sequéncia (u,) em M tal que
|tn, — wnm|| > €0 para todo n,m =1,2,3,... com n #m.

Consequentemente cada subsequéncia de (u,,) ndo é de Cauchy, isto é, (u,) nao con-
tém nenhuma subsequéncia convergente. O que contradiz o fato de M ser relativamente
compacto.

(i7) = (i): Suponha que a condi¢do (i7) ¢ satisfeita. Seja (u,) uma sequéncia em
M. Fixemos € = 1.

Por (i7) existe y; € M tal que
|lun, —yi|| <1 para infinitos indices n.
Entdo existe uma subsequéncia (ug)) de (u,) tal que
|ul) — ]| <1 para todo n.
Consequentemente

) = uld || < fluf) = yall + llyi —ui | <2 para todo n,m.

m

1

Continuando esta construgao para € = -, n = 2,3,..., obtemos as sequéncias

ugl), ugl), ugl), e

u® @

( (k+1)

com as seguintes propriedades. Para cada k = 1,2,..., (un ') é uma subsequéncia

de (u%k)) e

2
Hug“) — uﬁ,’f)H < z para todo n, m. (1.6)
Considere agora a sequéncia diagonal
Yn = Ugln)

Por (1.6)
2
lyn — ym|l < — para todo n,m com m = n.
n
Consequentemente (y,,) ¢ uma subsequéncia de Cauchy de (u,). Uma vez que X ¢é

um espaco de Banach, a sequéncia y,, é convergente. Isto prova que M é relativamente

compacto. ]

Defini¢ao 1.19 (Operador compacto). Se U é um subconjunto de um espago de Banach

X eT:U— X, entao T € dito compacto (ou completamente continuo) se:
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(i) T é continuo;
(11) para qualquer congunto limitado B C U o fecho de T(B) € compacto.
Exemplo 1.20. Seja
Q:={(r,y,u) ER*: 2,y €[a,b] e |u| <r para r >0 fixo}.
Suponha que a funcao F': () — R é continua. Seja
X :=Cla,b] e M:={ueX:|u|| <r}.

Vamos considerar o seguinte operador integral

b
Tu(x) ::/ F(z,y,u(y)) dy paratodo =z € [a,b]

onde —oo < a < b < o0.
Entao o operador
T:-M—X

é compacto.

De fato pelo Teorema 1.15, a funcao F é uniformemente continua no conjunto

compacto (). Isto implica que, para cada £ > 0, existe um namero o > 0 tal que
\F(:L’,y,u)—F(z,y,vﬂ <e (17)

para todo (z,y,u), (z,y,v) € Q com |x — z| + |u — v| < 4.

Primeiro mostremos que o operador T' : M — X é continuo. De fato, se u €
M, entao a funcdo u : [a,b] — R & continua, e |u(y)| < r para todo y € [a,b].
Consequentemente T'u : [a,b] — R é também continua. Seja u,v € M. Entao

lu = vl = max Ju(y) —v(y)] <o
implica por (1.7) em

|Tu — Tv|| = max
a<z<b

/ [F(z,y,u(y)) — F(x,y,v(y))] dy| < (b—a)e.

Consequentemente 7" : M — X é continuo.
Mostremos agora que T : M — X é compacto. Uma vez que M é limitado é
suficiente mostrar que o conjunto T'(M) é relativamente compacto.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, resta mostrar que T'(M) é limitado e equicontinuo.

i) T (M) é limitado. Seja M := max(,, . co |F(x,y,u)|. Entao, para todo u € M,
(zyu)€Q

/ Fla,y,uly)) dy| < (b— a)M.

|Tu|| = max
a<z<b
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(ii) T (M) é equicontinuo. Seja |x — z| < d e x, z € [a,b]. Entao por (1.7)

Tu(z) / F(z,y,uy)) — F(zy,u))| dy

<(b—a)e paratodo u € M.

Definicao 1.21 (span(M)). Seja M # O um subconjunto de um espaco vetorial X
sobre o corpo K. O gerado por M, denotado por span(M), € o conjunto contendo

todas as combinacoes lineares de vetores de M,

=1

coma; € K ex; € M paran € N.

Teorema 1.22 (Teorema de aproximacao para operadores compactos). Sejam X eY
espagos de Banach, com M um subconjunto nao vazio e limitado de X. Seja T : M C
X — Y um operador dado. EntaoT' € compacto se, e somente se, a sequinte condi¢ao
¢ satisfeita:

Para todo n € N existe um operador compacto P, : M — 'Y tal que

sup I T(x) - Paa)]] <
zeM

e dim(spanP,(M)) < occ. (1.9)

SRS

Demonstracao. Seja T compacto. Entao T'(M) é relativamente compacto, logo pelo

Teorema 1.18 para cada n existem elementos y; € T(M), i =1,2,..., N tais que
. 1
min||Tx — y;|| < —, para todo z € M. (1.10)
i n
O chamado operador de Schauder, definido por

N
P,(x) = w_ (1.11)

D i1 i)
onde a;(z) = max{+ — || Tz — y;||,0}, tem todas as propriedades requeridas. Por (1.10)

as a; continuas nao desaparecem simultaneamente para x € M, e

1Pz — Tz|| = HZ ai(z)(y; — Tx) ’

GZ(I)
1
— para todo x € M.
n

S, ai(z)n!
S S S

A limitagao de T'(M) implica na limitagao de P,(M). E uma vez que o conjunto

P,(M) encontra-se em um espaco dimensionalmente finito, P, (M) é relativamente

compacto, isto é, o operador P, é compacto.
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Reciprocamente suponha agora que para todo n € N exista o operador compacto
P, e que as condiges em (1.9) sejam verdadeiras. Uma vez que P, é compacto entao é
continuo, assim dado um ponto y qualquer e £ > 0 existe 6(¢) > 0 tal que ||[x—yl|| < d(¢)
implica em || P,z — Py|| < .

E sendo T o limite uniforme dos operadores P, temos que V ¢ > 0 existe ng € N
tal que para n > ng temos ||Tz — P,z|| < e.

Consequentemente |z — y|| < d(¢) implica em
[Tz = Ty|| = [Tz = Ty + Poy — Py + Poz — Po|
< ||T:L’ - PnIH + HPn:L’ - PnyH + Hpny - Ty”
<et+e+e=3e.

Logo T' é continuo.

Além disso por (1.9) temos que para cada n € N o conjunto relativamente compacto
P, (M) tem uma 1 — net finita.

Assim existem y; € P,(M), com i = 1,2,... N tais que || P,(z) — y;|| < L para todo
x € M. E desta forma temos

1 1 2
Tz — ;|| = |Tx — y; + Pox — Pox|| < ||Tz — Pox|| + || Pox — yi| < - + =

Logo o conjunto T'(M) possui uma % — net finita, e assim pelo Teorema 1.18 T'(M)
é relativamente compacto.
Portanto como T é continua e mapeia o conjunto limitado M no conjunto relativa-
mente compacto T (M), temos que T' é compacto.
O

1.3 Teoremas de Ponto Fixo

Os Teoremas de Ponto Fixo sao fundamentais nas demonstracoes dos teoremas que
garantem a existéncia de solucoes de equagoes diferenciais.
Definigao 1.23 (co(M)). Para M # 0, o envoltdrio convezxo, co(M), é o conjunto de
todas as combinagoes lineares (1.8) com as restri¢oes

n
Zaizl e 0<a;<1 paranéeN.
=1

O envoltorio convexo co(M) é o menor conjunto convexo que contém M.

Teorema 1.24 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (1912)). Suponha que M ¢é um
subconjunto nao-vazio, compacto e convero de R™, onden > 1, e que f : M — M ¢é

uma funcao continua. Entao [ tem um ponto fixo.
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Nao faremos a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Esta pode ser
encontrada na referéncia [2] e em uma forma menos geral na referéncia [6]. A seguir
enunciamos uma versao do Teorema do Ponto Fixo de Schauder que é uma traducao
direta do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer para espagos de Banach e em seguida o
Teorema do Ponto Fixo de Schauder na forma que sera utilizada na prova do Teorema

de existéncia.

Teorema 1.25 (Versao alternativa do Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Seja M
um subconjunto nao-vazio, compacto e convexo de um espaco de Banach X, e suponha

T : M — M um operador continuo. Entao T tem um ponto fixo.

Demonstracao. Seja M,, = co({y1,9s,...,yn}), onde y; e P, sdo escolhidos como em
(1.10) e (1.11). A convexidade de M implica que

M, C co(T(M)) C M.

Portanto,
P, M, - M,

é continua. Além disso, M,, é compacto e convexo, e M, C R™. Aqui identificamos
span{yi, Y2, - - -, Yo} como o subespaco R".

Pelo Teorema 1.24 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer), existe um ponto fixo
x, = Py(z,), onde x, € M, C M.

Uma vez que M é compacto, existe uma subsequéncia, novamente denotada por

(x), tal que x, — = quando n — oo. Este x é o ponto fixo desejado. De fato,
|2n — Tx|| < ||[Powy — Ty || + | T, — Tz,
e fazendo n — oo temos x = T'x. O

Teorema 1.26 (Teorema do ponto fixo de Schauder(1930)). Se M é um subconjunto
nao vazio, fechado, limitado e convero de um espaco de Banach X e¢T : M — M ¢é

um operador compacto, entdo T tem um ponto fizo em M.

Demonstracao. Seja A = c¢o(T(M)). Entdo A C M e o conjunto A é compacto e

convexo. Além disso, T(A) C A. Entédo a restrigdo
T:A— A

pelo Teorema 1.25 tem um ponto fixo, e este ponto é automaticamente um ponto fixo
de T"em M. O]






2 Equacoes diferenciais funcionais:

Teoria basica

Neste capitulo desenvolveremos a teoria bésica sobre existéncia e unicidade de so-
lucdo das equacoes diferenciais funcionais. As definicoes e teoremas apresentados neste

capitulo foram baseados nas referéncias [4] e [1].

2.1 Definicao de uma equacao com retardamento

Suponha r > 0 um namero real dado, R = (—o00,00), R" um espaco vetorial
linear n-dimensional sobre o corpo R com norma |- |, C([a, b}, R™) o espaco das fungdes
continuas definidas no intervalo [a, b] em R™ com a topologia da convergéncia uniforme.
Se [a,b] = [-7,0] temos C' = C([—r,0],R") e designamos a norma de um elemento ¢
em C por ||¢| = SE@% |6(0)|. Logo, C([—r,0],R™) & Banach. Se

—Trbx

ceR, A>0, e z€C(joc—r,0+ Al,R")

entdo para qualquer t € [o,0 + A, temos x; € C definida por z,(0) = z(t + 0),
—r<6<0.

Definicao 2.1 (Equagao Diferencial Funcional com Retardamento). Se D é um sub-
conjunto de R x C, f: D — R™ é uma funcao dada e " " representa a derivada (sendo

"non

que nos extremos do intervalo representa a derivada lateral), dizemos que a relagao

() = f(t,x) (2.1)

¢ uma equacao diferencial funcional com retardamento em D e denominamos esta

equacao por EDFR.

A equacao (2.1) é um tipo bem geral de equacao que engloba por exemplo as

equacoes diferenciais ordinarias, quando r = 0:
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e as equagoes integro-diferenciais

i) = /O o(t,0,2(t + 6))d6.

—r
O problema de valor inicial para equacoes diferenciais funcionais com retardamento
é dado por
@(t) = f(t, z)
Te=¢

onde ¢ ¢ uma fungio conhecida definida em [—r, 0] com imagem em R™.

Exemplo 2.2. Como exemplo de EDFR consideremos o seguinte problema de valor
inicial.
(t) = —x(t — 1)
Tg = —t, —1<t<0

Em nosso exemplo observamos que z(t) depende de t e da fun¢ao z calculada no
instante t — 1. Neste tipo de equacao para a determinacao da solucao x, diferentemente
do que ocorre em uma EDO, nao dependemos apenas do conhecimento da solucao em
um instante o, mas sim do conhecimento da solugao em um certo intervalo anterior a
o. A condicao inicial agora é dada por uma fung¢do no intervalo [—r,0], ou seja, por
uma ¢ € C([—r,0],R™). Exibiremos a solu¢ao deste problema quando apresentarmos

o método de resolucao de EDFR por passos na se¢ao 2.2.1.

Definicao 2.3 (Solu¢ao da EDFR). Uma fung¢do x é uma solugao da equagdo (2.1) em
0 —r,0+ A) se existirc € R e A> 0 tais que v € C([o —r,0 + A),R"), (t,z;) € D
e x(t) satisfaz a equagdo (2.1) parat € (0,0 + A).

Definig¢ao 2.4 (Solugao da EDFR com valor inicial). Dados 0 € R, ¢ € C, dizemos
que x(o, ¢, f) € uma solugao da equagao (2.1) com valor inicial ¢ em o ou simplesmente

uma solug¢ao passando por (o,¢) se existir um A > 0 tal que x(o, ¢, f) € uma solugdo
da equacao (2.1) em [0 —r,0+ A) e x,(0, 0, f) = ¢.
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Passemos agora as nossas primeiras observagoes. Representadas pelos Lemas 2.5 e
2.6.

Lema 2.5. Se x € C([oc —r,0 + a],R™) entdo a fungao

hy :lo,0+a] — C([—r,0],R")

t — he(t) = 2
€ uma funcdao continua de t, onde o > 0.
Demonstragao. Referéncia [4]. O

Lema 2.6. Se 0 € R, ¢ € C sdo dados, e f(t,¢) € continua, entdo encontrar uma

solug@o da equagao (2.1) com condicao inicial (0, ¢) é equivalente a resolver a equagdo

integral
Ty = ¢
t (2.2)
x(t) = ¢(0) —l—/ f(s,xs)ds, t>o.
Demonstragao. Referéncia [4]. O

2.2 Existéncia e unicidade de solucao

Para provar a existéncia de uma solu¢do passando por (o, ¢) € R x C, consideramos
um « > 0 e todas as fungoes = definidas em [0 —r, 0+ a] que sdo continuas e coincidem
com ¢ em [0 —7, 0], isto &, z, = ¢. Os valores destas fun¢ées em [0, 0 + o sdo restritos
a classe de z tais que |z(t) — ¢(0)| < B para t € [0,0 + a]. O operador usual T" obtido
da correspondente equagao integral é definido e entdo mostraremos que « e 5 podem
ser escolhidos de tal forma que T transforma esta classe nela mesma e é completamente
continuo. Entao, o Teorema do Ponto Fixo de Shauder implica na existéncia.

Verifiquemos primeiro alguns resultados preliminares que serao tteis no decorrer

deste capitulo. Para qualquer (o,¢) € R x C, seja b€ C([o — r,00),R™) definida por

o = b, o(t+ o) = ¢(0), t > 0. (2.3)
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Figura 2.2: Grafico de ®, paran = 1.

Suponha que x é uma solu¢ao da equagao (2.1) passando por (o, ¢). Se z(t+0) =

o(t+ o)+ y(t), t = —r, entdo derivando temos

T(t+o0)=¢t+o0)+yt)
Como ¢(t + o) = ¢(0). Segue que
y(t) = fL’(t + 0-) = f(t + g, mt-HT) = f(t + g, ggt-l—a + yt)
Integrando de 0 a t fica
[itsrds = [ s+ 06000+ us.
0 0

Pelo Teorema Fundamental do Calculo

Mﬂ—%®:41@+m@w+%ﬂ&

Onde y(0) = z(0) — ¢(0) = 0. Logo y satisfaz

Yo =10

t
y(t) = / f(o+ 8, ¢ors +ys)ds, t>0.
0

Por outro lado, se y é uma solucao desta equacao, entao obtemos a solucao x da

(2.4)

equagao (2.1) por esta transformagao. Consequentemente, achar uma solugao de (2.1)
é equivalente a achar um « > 0 e uma fungdo y € C([—r,a],R") tal que a equagao
(2.4) é satisfeita para 0 < t < a.

Se V & um subconjunto de R x C, entao C'(V,R") é a classe de todas as fungoes
f:V — R"™ que sao continuas e C°(V,R") C C(V,R") é um subconjunto das fungoes
limitadas e continuas de V em R". O espago C°(V,R") torna-se um espago de Banach

COINl a norma

1fllv = sup |f(t ¢)l (2.5)
(t,p)eV
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Figura 2.3: Grafico de x e 6, paran = 1.

Para quaisquer reais « e 8 definimos

Ia:[(]?a]? BB:‘WGCi ||¢H <6}7

(2.6)
Ala, B) ={y € C([-r,a],R") 1 yo =0, y: € B, t € I,}.

Lema 2.7. Suponha que Q C R x C ¢ aberto, W C Q é compacto e f° € C(Q,R") ¢
dada. Entao eriste uma vizinhanga V C Q de W tal que f° € C°(V,R"), existe uma
vizinhanga U C CO(V,R") de f° e constantes positivas M, o e 3 tais que

|f(o,0)| < M para (0,¢0) €V e feU. (2.7)

Além disso, para qualquer (0°,¢°) € W, temos (0° +t,y; + dgos) € V para t € I,
ey € Ala, f).

Demonstragao. Referéncia [4]. O

Lema 2.8. Suponha Q C R x C aberto, W C Q compacto e f° € C(Q,R") dada, as

vizinhancas U e V e as constantes M, «, [ sdo as obtidas no Lema 2.7. Se
T:WxUx Ala, ) — C([—r,a],R")
0, te[-r0],

(0,6, f.y)(H) = i
fo f(O' + S, ¢O’+S + ys)dS? t € [Om

entdo T € conlinua e existe um conjunto compacto K em C([—r,al,R™) tal que
T:WxUx Ala, ) — K.
Além disso, se Ma < [ entao
T:WxUx Ala, ) — A(a, B).

Demonstracao. Referéncia [4].
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Teorema 2.9 (Existéncia). Suponha que Q é um subconjunto aberto em R x C' e
e C(Q,R"). Se (0,9) € Q, entio existe uma soluc¢io da equacao diferencial com
retardamento EDFR(f°) passando por (o,¢). De forma mais geral, se W C Q ¢
compacto e fO € C(Q,R") € dado, entdo existe uma vizinhanga V C Q de W tal que
2 e CUV,R™), emiste uma vizinhanga U C CO(V,R™) de f° e um o > 0 tal que para
qualquer (o,¢) € W, f € U, eziste uma solucao z(o, ¢, f) da EDFR(f) passando por

(0,0) que existe em [0 — 1,0 + a].

Demonstrag¢ao. Para a prova da primeira parte do teorema consideremos W = {(o, ¢)},

um ponto dnico, logo compacto. Pelo Lema 2.8 podemos definir

T:WxUx A(a, ) — C([-r,a],R")
0, tel-r0],

T(Ua ¢7 f7 y)<t) - ' B
f(] f(O' + S7¢a+s + ys> dS, tel,,

sendo T continua. Além disso, sendo M«a < 3 temos
T:WxUx A(a, ) — Ala, B).
Consideremos agora a aplicacao

T(o,¢,f°,-) : Ao, ) — C([-r,a],R")
y— T(0, 9, f,y)(t)

Queremos mostrar que A(cq, ) é limitado, fechado e convexo, e ainda que
G=T(0,0,f""): Ala, B) — A, B)

¢ completamente continuo. E entao poderemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de

Schauder para concluir a prova do teorema.

a) Temos que A(a, 3) é limitado. De fato seja y € A(a, 3), entao
Yt € Bﬂ; Vtel,

o que implica que
‘yt’<ﬁ7 VtE[or

Logo,
lw(0)| < B, Vtel,, 0€|-r0]
ly(t+0)| < B, com —r<t+6<a
ly(s)] < B, com —r<s<a,
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o que implica em

Iyl <8, Vye Al,p).

Portanto A(cq, 8) ¢ limitado.

b) Mostremos agora que A(a, ) é fechado em C([—r,a],R"). Seja (y'), i =
1,2,3,... uma sequéncia em A(a,3) convergente, isto é, y* — y em C([—r,a, R"),
mostraremos que y € A(a, ). De fato como y* — y entao dado € > 0 existe ng € N

tal que n > ng implica em
ly" —yll <e = [y"(t) —y(t)] <e.
Em particular para n = ng, temos
ly" —yll <e = ¥ @) —y@)| <e.
Assim
wol = 1o — w6 + 0" < lyo — vl + 106" = lyo — | + 0 < [y —y™| <&,

logo |yo| < €, e fazendo ¢ — 0 implica em |yo| < 0, entdo yy = 0.

Agora,
el = ye — v + 9| < ye — wi°1 + [ <y — 9™+ |y°] < e+ 8,

fazendo ¢ — 0 implica em |y,| < 5, VYVt € I,.
Portanto y; € Bg para todo t € I,, o que implica que y € A(a, §) e temos que
A(a, p) é fechado em C([—r, o], R"™).

¢) Vamos mostrar que A(a,3) é convexo. Queremos provar que, se y' e y* €
A(a, B), entdo "o segmento" (1 —a)y' + ay® V a € [0, 1] esta contido em A(«, 3).

De fato, fixando um a em [0, 1], temos
(1= a)y" +ay®)(0) = (1 — a)y")(0) + (ay*)(0) = (1 — a)y'(0) + ay*(#) = 0+ 0 =0,

pois y' e y? € A(a, 8) para —r < 0 < 0. Logo ((1 — a)y' + ay?)o = 0.
Também,
(1= a)y' +ay®)| = |(1 — a)y; + ayi| < |1 —ally;| + lal|y7|
<(1-a)f+af=p—-aB+af=p.

Logo,
(1 —a)y' + ay?); € Bs, Vt € I,.
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Assim,
Vael01], (1-a)y +ay’ € Ala, ).

E portanto A(«, ) é convexo.

d) Mostremos agora que
G=T(0,¢.1" ) Ala, B) — Ao, B)

é completamente continuo. Ou seja, que G é continuo e que para todo conjunto K C
A(a, B), temos que G(K) é relativamente compacto.

Temos pelo Lema 2.8 que T é continuo e portanto que T'(a, ¢, f°,+) é continuo.

Desta forma se tomarmos A C A(«, 3) limitado resta provar que T'(c, ¢, f°(A)) tem
fecho compacto. Para tanto devemos mostrar que G(A) é limitado e equicontinuo, e
entao utilizar o Teorema 1.16.

i) G(A) é limitado. Seja y € A, definimos

G: A(O'/)B) — A(ayﬁ)
y— G(y)

tal que

O’ te [—T, 0]7
f(ffo(‘7+57<lgo+s+ys) ds, tel,,

Pelo Lema 2.7 temos que (0 + s, 0,45 +ys) € V para s € [0,a] e y € A(a, ), e

t
g/
0

ds</ M ds = aM,
0

temos ainda por (2.7) que

Gy)(®)] = /0 FO(0 + 8, boss +ys)ds (0 + 8, 0oss +ys)| ds

(0%
</
0

onde M nao depende de y e portanto G(A) ¢ limitada.

FO0 + 8, Pors + Ys)

ii) G(A) é equicontinuo. De fato, dado £ > 0 existe 6 = 7 tal que se |t — ¢ <0

entao

G)(H) - Gly)(q)] = / FO0 + 5, Bore + yo)ds — / "0+ 5, Gors + y)ds

g /
0

ds < M ds
:M|t—q|<M5:M%:5,

f0<‘7 + s, $a+s + yS)

0

para todo y € A, logo G(A) é equicontinuo.
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Assim por (i) e (ii) e aplicando o Teorema de Arzela-Ascoli, temos que G(A) ¢é
compacto.
Logo,
G =T(e,6,f°,) : Ao, ) — Ala, B),

é completamente continuo.

Assim pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder existe y € A(«, 5) tal que

T(o, ¢, f*,y)(t) =y(t), Vte|-ral

E como pelo Lema 2.6 encontrar y é equivalente a resolver

= fOt, x
£, s,
Ty = (b
Temos que existe solugdo para (2.8), isto é, existe solu¢ao da EDFR(f°). O

Teorema 2.10 (Dependéncia Continua). Suponha 2 C R x C aberto, (0°,¢°) € Q,
2 e C(URY), e 2° uma solugio da EDFR(f°) passando por (c°,¢°) que existe e é

tinica sobre [0 — r,b]. Seja WY C Q um conjunto compacto definido por
WO ={(t,2}) : t € [0°,b]}

e seja VO uma vizinhanca de W° onde f° € limitada. Se (oF,¢%, f¥), k = 1,2, ...
satisfaz oF — o, ¢F — ¢°, e |f¥ — fOlyo — 0 quando k — oo, entdo existe um k°
tal que a EDFR(f*) para k > k° ¢ tal que cada solucio x* = x*(o®, ¢*, f*) passando
por (o, @) existe em [o* —1,b] e 2% — 29 uniformemente em [0° —r,b]. Uma vez que
toda z* pode ndo ser definida em [0 —r,b], por z* — 20 uniformemente em [o® —r, b],
queremos dizer que para todo € > 0, existe um ki(g) tal que x*(t), k > ky(e), € definido

em [0 —r +¢,b], e 2¥ — 20 uniformemente em [0° —r +¢,b).
Demonstragao. Referéncia [4]. O

Teorema 2.11 (Unicidade). Suponha Q um conjunto aberto em R x C, f:Q — R"
continua, e f(t, ) lipschitziana em ¢ em cada conjunto compacto em 2. Se (o, ¢) € €,

entdo existe uma solu¢ao unica da equagao (2.1) passando por (o, ).

Demonstracao. Definindo I, = [0,a] e B = {¢ € C : ||¢|| < B}. Suponha que
existam duas solugoes = e y da Equagdo (2.1) sobre [0 — r,0 + a] com z, = ¢ = y,.

Logo,
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entao

5(0) — 9(6) = S0, 20 — £(t),
integrando em relacdo a t
[ = iteids = [ 1765, = .t
+10) = 0) = v(0)+9(0) = [ 12) = F(s, )1
o) -9 = [ o) = flolds, 130

To — Yo = 0.

Seja k a constante de Lipschitz de f(¢,¢) em cada compacto que contém as traje-
torias {t, 2}, {t,u}, t € I,.
Escolhendo & tal que ka < 1, temos que para t € I = [0, al,

() ~ y(t)| = < [ 1fsim) = f(splds

/ F(s, ) — F(s )]s

t
</ k|x3—y8|d5<k/ sup |zs — ys|ds = k|t — o| sup |zs — ys|-

o o<s<t o<s<t

Como t, o € I temos que |t — 0| < @, assim

lz(t) —y(t)] < kasup vy —ys| < sup |z, —ys| < sup  |z(t) — y(1)].

o<s<t o<s<t telo—r,0+a]

Assim,
z(t) =y(t), Vtelo—ro+al

Provemos agora a unicidade em z,y : [0 —r,0 + a]. Se @ = « temos x = y em
o —r,0+al.

Se & < «, tomamos ¢/ =0+ a e ¢ =z, = y,,. Entdo supomos que existam duas
solucoes.

Seja k' a constante de Lipschitz de f(t,¢’) em cada compacto que contenha as
trajetorias {t,z:}, {t,u:}, t € I,.

Escolhemos @ tal que k'a < 1, entao aplicando raciocinio anélogo ao anterior tere-
mos

x(t) =y(t) parat € [0’ —r, 0’ +a|=[c+a—r,oc+a+a
Da mesma forma se @ + & = « temos z = y em [0 —r,0 + a]. Se a+ a < a,

tomamos 0" =oc+a+ae ¢’ =x,n =y, E assim sucessivamente.

Como « é finito temos um nimero finito de passos. E desta forma concluimos a

demonstragao. O
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2.3 Meétodo de resolucao de EDFR por passos

Mostraremos a seguir a solucao para o exemplo 2.2 e o respectivo grafico. Para
tanto, introduziremos o método de resolucao conhecido como método de resolucao por
passos. Nesta introducao as EDFR’s faremos apenas uma apresentacao simplificada
deste método de resolugdo. Maiores detalhes podem ser encontrados na referéncia [5].

Para retardos discretos em um intervalo finito, o problema de valor inicial para
EDFR pode geralmente ser resolvido usando-se o método por passos. Consideremos a

seguinte equagao escalar
(t) = f(t,x(t),z(t —r)), t>=o, r=constante > 0. (2.9)

Seja f : R x C' — R™ uma funcao continua e localmente lipschitziana.
Dada uma funcao inicial ¢ para (2.9) em [0 — r, o], assumimos que esta é continua.
Se t € [0,0 +r] entdo t —r € [0 —r,0]. Consequentemente a EDRF (2.9) se torna
a EDO
(t) = f(t,z(t), ot — 1)), o<t<o+r.

Resolvendo esta equacao com a condigdo inicial z(0) = ¢(o), obtemos a solugao
requerida em [0, 0 + r|. Em particular o valor (o + ) esta definido.

Se agora, o +71 < t < o+2r, entdo t—r € [0,0+7], e temos que z(t —r) é conhecida
a partir do passo anterior. Consequentemente para o +r < t < o + 2r (2.9) torna-se
novamente uma EDO, que pode ser resolvida com o valor inicial x(o + r), definindo a
solugdo x em [0 + 7,0 + 2r].

Agora consideremos o intervalo [0 + 2r, o + 3r| e assim sucessivamente. Obtendo
desta forma a solucao para valores arbitrariamente grandes de ¢.

No entanto antes de prosseguirmos com o exemplo, cabe uma observacao importante
sobre este método e o proximo método a ser descrito. Se a EDO obtida for nao-linear
entao nem sempre teremos a solucao desta definida em todo o R. Logo para que exista
solucao, a solucao maxima da EDO deve estar definida em cada passo em um intervalo

maior ou igual ao do retardo r.
Exemplo 2.12. Retomemos o problema de valor inicial

() = —a(t — 1)

Aplicando o método por passos temos que:

Se t € [0,1] entdo t — 1 € [—1,0] e assim:
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H=-o(-1) _ [in=t-1

2(0) =¢(0) 2(0) =0

Resolvendo este PVT obtemos z(t) = £ (t* — 2t).

Sete[l,2] entdo t —1 € [0,1] e assim:

() = — 2t — 1) ﬂﬂ:—;ﬂ—%+$
1 = 1
z(l)=-3 (1) = - 3

Resolvendo este PVI obtemos z(t) = & (—t* 4 6t> — 9t +1). E assim sucessiva-
mente usamos a solucao obtida para cada intervalo no intervalo seguinte.

E interessante ressaltar que como em cada passo a equacio (2.9) & convertida em
uma EDO, podemos aplicar métodos para solucao nimerica como Runge -Kutta por
exemplo para obtermos a solucao das EDO’s. Mas a cada passo serd necessario também
fazer a interpolacao dos pontos para obtermos a equacao a ser usada no passo seguinte.

Uma abordagem para evitarmos a necessidade de interpola¢ao na solu¢ao numérica
de (2.9) é conhecida como método de passos de Bellman, o qual passaremos a descrever
a seguir.

Consideremos como no método anterior a equagao (2.9) com retardo r constante e
uma funcao inicial ¢ para (2.9) em [0 —7, 0], assumimos aqui também que ¢ é continua.

No primeiro intervalo [0, 0 + r] a EDFR (2.9) se torna a EDO
#(t) = f(t,2(t), ¢(t — 1))
z(0) = ¢(o).
No segundo intervalo [0+ r, o + 2r] podemos definir z1(t) = z(t —r) e z2(t) = x(t),
e entdo podemos escrever a EDFR (2.9) como um sistema bidimensional de EDO’s
) = f(t —rau(t), ot — 2r))
o(t) = f(t, 2a(t), 21(1))

Em geral, no intervalo [0 + (k — 1)r, 0 + kr] podemos escrever a EDFR (2.9) como

o sistema k-dimensional de EDQO’s

ZEZ(t) = f(t - (k’ - i)’l“, $i<t>,xi_1(t)), 1= 1,2, ceey k
ri(c+(k—=1r)=x(c+ (i —1r), i=1,2,...,

Lk
onde temos xo(t) = ¢(t — kr) e z;(t) = x(t — (k—di)r), i =1,2,...,k.
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Exemplo 2.13. Aplicando o método de passos de Bellman ao exemplo 2.12 temos:

Para t € [0,1] entdo t — 1 € [—1,0] e assim:

i(t) =t —1
z(0) =0

Resolvendo este PVI obtemos z(t) = & (2 — 2t).

Para t € [1,2] entao t — 1 € [0, 1] e assim:

1 (t) =t — 2
To(t) = — %(ﬁ — 4t +3)
z1(1) =0

Resolvendo este sistema obtemos a5(t) = ¢ (—t* 4 6t> — 9t + 1). E desta forma a
cada passo vamos construindo os sistemas de EDO’s dos quais obtemos a solugao para

o respectivo intervalo do nosso PVI com EDFR.

Independente do método por passos escolhido obteremos para t € [—1, 5] a solugao:

(— ¢, —1<t<0
1

5 —=2t), 0<t<1
1

6(—t3+6t2—9t+1), 1<t<2

rW=91 ., .,

ﬂ(t—12t+48t—68t+20), 2<t<3
1

ﬁ(—t5+20t4—1501t3+510t?—7451ﬁ+343), 3<t<4
1

—— (t° — 30¢> + 360t — 2180> + 6900¢* — 10614¢ 4 6154) , 4 <t <5

,
-3
DO
)
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x

N =

N I=

Figura 2.4: Grafico de x para t € [—1,5].

Existem duas caracteristicas inerentes a solucao das EDFR’s que gostariamos de
comentar. A primeira diz respeito ao fato de que, diferentemente do que ocorre para
EDO onde a solucao = é continuamente diferenciavel, em geral para a solugao = da
EDFR a derivada a direita @(0)*, ndo ¢ igual a derivada a esquerda (o)~ = ¢(0)” e
consequentemente a solucao x nao é conectada suavemente a funcao inicial ¢ no ponto

o, onde somente a continuidade C° pode ser assegurada. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.14. Vamos alterar a condicao inicial do problema do exemplo 2.12 para o

seguinte problema de valor inicial
(t) = —z(t—1)
zo =1, -1 <t<0.

Aplicando o método de passos, obtemos a seguinte solugao para t € [—1, 3]:

¢

1 -1<¢t<0
1—t 0<t<1

(t* — 4t + 3) 1<t<2

(—t°+ 9t =24t +17)  2<t<3

[ NIl NN

\
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[ 1 1 > t

Figura 2.5: Gréafico da solugao de @(t) = —z(t — 1) para t € [—1, 3].

Podemos observar que ©(0)~ = 0 e #(0)* = —1, ou seja, a fungdo x nao possui

derivada em t = 0.

A segunda caracteristica diz respeito a interseccao dos graficos das solugoes de uma

EDFR e a unicidade da solugdao. Analisemos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.15. Consideremos o seguinte problema de valor inicial:

. T
(t) = —x (t - —)
2 (2.10)
xo = cos(t), -5 <t<0.
Pelos teoremas anteriores sabemos que este problema tem solucao e que ela é tinica.

Alterando a condigao inicial da equagao (2.10) para obtermos o seguinte problema:
™

#(t) = —x (t - —)
2 (2.11)
xg = —sen(t), -5 <t <0,
temos da mesma forma que este problema tem solucao e que ela é tnica. Agora plotando

as solugoes de (2.10) e (2.11) num mesmo grafico obtemos a figura 2.6.

X

A

\

Figura 2.6: Solugdes de i(t) = —z (t — Z).
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Fazendo ¢t — oo teremos infinitas intersecgoes entre a solugao de (2.10) e a solugao
de (2.11). Se estivéssemos tratando de solu¢oes para uma EDO, onde varidssemos a
condicao inicial como fizemos aqui para a EDFR, o fato de termos interseccoes entre as
solucoes implicaria na auséncia de unicidade para a solucao do PVI. Pois poderiamos
tomar cada ponto de interseccao como condi¢ao inicial do problema e desta forma
teriamos duas solucoes possiveis, o que de fato pelo Teorema de Existéncia e Unicidade
de Picard nao ocorre.

Mas em se tratando de EDFR as interseccoes, em pontos como ocorrem na figura
2.6, nao implicam na perda da unicidade da solucao, esta somente ocorreria se a in-
terseccao ou sobreposicao ocorresse em um intervalo que tivesse a medida igual a do
retardo, o que no exemplo acima significaria uma sobreposi¢ao de solugoes em um inter-
valo de medida igual a 7. Portanto de forma diferente do que ocorre para EDO’s para
EDFR’s podemos ter interseccoes entre as solucoes sem que isso represente a perda da

unicidade da solucao.



3 Oscilacoes

Comecaremos por definir e apresentar alguns resultados que usaremos em nosso
estudo introdutoério sobre oscilacoes em Equacoes Diferenciais Funcionais com Retar-
damento EDFR’s. Nosso intuito como nos capitulos anteriores serd fornecer a maioria
dos resultados necessarios ao estudo que se segue, a fim de que o leitor nao precise
neste momento recorrer a consulta de varias referéncias para leitura de nosso texto.
E como trata-se de uma introducao nao temos a intencao de trazer um tratamento
amplo sobre o tema, mas sim fornecer uma visao inicial para aqueles que estao tendo
um primeiro contato com as EDFR’s. E é claro, caso queiram, possam aprofundar seus

estudos através das referéncias dadas. A principal referéncia para este capitulo ¢ a [3].

3.1 Conceitos preliminares

Comecaremos definindo solugao oscilatoria e solugao positiva no futuro ou negativa

no futuro. Seja x uma funcdo continua definida em um intervalo infinito [a, 00).

Definicao 3.1. Dizemos que a funcao x oscila ou € oscilatéria se x tem zeros arbitra-
riamente grandes. Isto é, para todo b > a existe um ponto ¢ > b tal que x(c) = 0. Em
caso contrdrio x € chamada de nao oscilatoria. Isto €, x € nao oscilatoria se existe um

b > a tal que z(t) # 0 para t > b.

Como z é continua, se for nao oscilatéria, deve ser positiva no futuro ou negativa

no futuro.

Definicao 3.2. Dizemos que a funcdo x € positiva no futuro se existe um T € R tal
que x(t) € positiva para todo t > T e dizemos que a fungdo x € negativa no futuro se

existe um T € R tal que x(t) € negativa para todo t > T.

O lema a seguir estabelece uma importante estimativa, aplicavel a desigualdade

envolvendo integrais, e serd utilizado na demonstracao do Teorema 3.7.
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Lema 3.3 (Desigualdade de Gronwall). Seja I = [to, T') um intervalo de nimeros reais

e suponha que

u(t) < c+/ v(s)u(s)ds parate I, (3.1)

to

onde
c€[0,00) eu,v € C (I,RY).

Entao

u(t) < coxp ( /t:v(s)ds) paratel. (3.2)

Demonstracao. Seja

Entao

Multiplicando por exp (— ftto v(s)ds), temos

exp (— /t tv(s)ds) U(t) — exp (- /t:v(s)ds> V(U (t) < exp (— /t:v(s)ds) u(t)e
% {exp (— /t:v(s)ds> U(t)} < exp (— /t:v(s)ds) (t)e.

Integrando de ty até ¢, obtemos

exp <— /t:v(s)ds> U < c /t: exp (— /tOTv(s)ds) o(r)dr
< c/t:% [— exp (— /tOTU(s)dsﬂ ar
el L)
U(t) < coxp (/t:v(s)ds) e

t
u(t) < cexp (/ U(s)ds) para t € I.
to

Logo,
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Como aplicaremos a Transformada de Laplace para obter as condi¢oes necessarias
e suficientes para a oscilacao das equacoes diferenciais que vamos estudar, apresentare-
mos alguns fatos sobre as transformadas de Laplace. Para uma abordagem mais ampla

sobre o assunto o leitor pode consultar a referéncia |7].

Defini¢ao 3.4 (Transformada de Laplace). Seja x : [0,00) — R uma funcgdo real. A
Transformada de Laplace de x(t) é denotada por L[z (t)] ou X (s) e € dada pela integral
IMpPropria

X(s) = /0 st ()t (3.3)

X (s) € definida para todos os valores da variavel complexa s para a qual a integral

impropria em (3.3) converge no sentido que

R
lim e Stx(t)dt,

R—o0 0

existe e ¢ finito.
Para uma dada funcao z(t), a integral em (3.3) comporta-se de acordo com uma

das trés maneiras seguintes:
(i) Converge para todos os niimeros complexos s.
(ii) Diverge para todos os nimeros complexos s.

(iii) Existe um nimero real oy tal que a integral em (3.3) converge para todo s com

Re s > 0( e diverge para todo s com Res < oy.

Quando (ii7) ocorre, o nimero oy é chamado de abscissa de convergéncia de X (s).
Quando (i) ocorre, dizemos que a abscissa de convergéncia de X(s) é o9 = —o0.
Finalmente quando (ii) ocorre, dizemos que a abscissa de convergéncia de X(s) é
09 = +00. Por exemplo, a abscissa de convergéncia das transformadas de Laplace das
fungoes e, €3, e’ sdo respectivamente —o00,3 e + oo.

O seguinte lema estabelece condicoes suficientes para a existéncia da Transformada

de Laplace.

Lema 3.5. Seja x € C([0,00),R) e suponha que existam constantes M e « tais que
lz(t)] < Me**  para t > 0. (3.4)

Entao a abscissa de convergéncia oy da Transformada de Laplace X (s) de x(t)
satisfaz

oy < Q.
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Além disso, X (s) existe e é uma funcdo analitica' de s para Res > oy.

Demonstracao. Podemos escrever

00 N 00
/ e a(t) dt = / e a(t) dt —i—/ e *x(t) dt.
0 0 N

Como |z(t)| < Me™, segue que

/ e "ta(t) dt </ le "tz (t)| dt < / e "te™ M dt < M/ e~ (=t gy
N N N 0

R
M
lim M [ e (=9t gt —

R—o0 0 S —

, para s > q.

Logo [;~ e *'x(t) dt converge para todo s > a.
0

Teorema 3.6. Seja x € C([0,00),RT) e assuma que a abscissa de convergéncia oy da
Transformada de Laplace X (s) de x(t) € finita. Entdo X (s) tem uma singularidade no

ponto s = og. De forma mais precisa, existe uma sequéncia
Sp =0 +13, paran=1,2,3, ...
tal que

a, = oo paran > 1, hm a, = 0, hm Bn=0¢e lim |X(s,)| = co.
n—oo

A demonstra¢do do Teorema 3.6 pode ser encontrada na referéncia [7].

Teorema 3.7. Considere o sistema linear auténomo com retardamento
() + Qo (t +ZQZ ot —7;) =0, (3.5)

assuma que 0s coeficientes (Q; sao matrizes reais m X m e 0s retardos T; sao numeros
positivos. Seja x(t) uma solucao da equagao (3.5) em [0,00). Entao existem constantes

positivas M e o tais que

|z(t)]| < Me*,  parat > 0. (3.6)

! Diz-se que uma funcio f é analitica numa regidao R C C se ela é derivavel em cada ponto de R;

f € analitica num ponto 2y se f é analitica numa regido contendo zg, por exemplo, numa vizinhanga
Vs (20)-
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Demonstracao. Seja r = max{r,...,7,}. Integrando a equacao (3.5) de 0 até ¢ obte-
mos
Qox(s) + Z Qix(s — Tl)] ds = 0, ou seja,

/Ot:is(s)ds + /Ot 2

z(t) = x(0) — /0 [Qox(s) + Z Qiz(s — 7})] ds

Fazendo

u(t) = max [|lz(s)|| parat> -,

b= Z 1Qsll, ¢ = [=(0)].
1=0

Entao u(t) ¢ uma funcdo continua ndo decrescente e

le@)] < O] + /
/ 1Qollu(s +Z||@z||u ]

t
:c+B/ u(s) ds, t=0.
0

1Qollll=(s)II + Z 1Qil[l|x(s — n)l!] ds

Consequentemente,
t
u(t) < c+B/ u(s) ds, t>=0.
0
E pelo Lema 3.3 temos que
u(t) < ceP.

O que demonstra que as solucoes das equacoes diferenciais lineares autonomas com

retardamento sao exponencialmente limitadas. O

Logo, como toda solucao z(t) de uma equagao diferencial linear auténoma com re-
tardamento como (3.5) satisfaz (3.6), pelo Lema 3.5 a Transformada de Laplace X (s)

de z(t) existe para Res > a.
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Lema 3.8.

(i) Seja x € C([—7,00),R) e seja 0g < 00 a abscissa de convergéncia da Transfor-
mada de Laplace X (s) de x(t). Entao a Transformada de Laplace de x(t — 1)

tem a mesma abscissa de convergéncia e

0

Liz(t—71)] = /000 e Stx(t —7) dt =e X (s) + e_ST/ e x(t) dt,

—T

para todo s com Res > oy.

(ii) Seja x € C'([0,00),R) e seja 09 < oo a abscissa de convergéncia da Transfor-
mada de Laplace X (s) de x(t). Entdo a Transformada de Laplace de &(t) tem a

mesma abscissa de convergéncia e

Liz(t)] = / e a(t) dt = sX(s) — x(0),
0
para todo s com Res > oy.

Demonstracao.

(i) Fazendo a substituicdo u =t — 7 obtemos

/ e Szt —71) dt = / ey (u) du
0 _

T

0 00
:/ e g () du+/ e (u) du
0

-7

0 )
= 687—/ e *x(u) du+ e”/ e *z(u) du.
0

—T

Fazendo v =t

o0 0 e8]
/ e Szt —71) dt = e”/ e a(t) dt + e”/ e a(t) dt
0 - 0

(ii) Integrando por partes obtemos

/O h e i(t) dt = lim le_Sta:(t)‘R] +s /0 " e a(t) dt

R—o0 0

= —2(0) + s X (s).
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Lema 3.9. Sejam p e T constantes positivas. Seja x(t) uma solugao positiva no futuro

da desigualdade diferencial com retardamento
x(t) + px(t — 1) < 0. (3.7)
e seja y(t) uma solugdo positiva no futuro da desigualdade diferencial com avango
y(t) —py(t+7) >0 (3-8)

Entao para t suficientemente grande,

x(t — 1) < Ba(t), (3.9)
(b +7) < By(t (310
onde A
5=y

Demonstragao. Provaremos (3.9). A prova de (3.10) ¢ similar e sera omitida. Assuma
que to é tal que x(t) > 0 para t > to — 7 e x(t) satisfaz (3.7) para t > t,. Dado
s > tp + 7 integramos os dois lados de (3.7) de s até s+ 7/2 e usando o fato de que x

é decrescente para t > ty achamos
x(s+71/2) —x(s)+ (pr/2)x(s — 7/2) <0
ou
(p7/2)x(s —7/2) < x(s) para s>=to+T. (3.11)

Para qualquer ¢ > t; + 37/2 aplicamos (3.11) para s = ¢t — 7/2 e para s = t, e
achamos

(pr/2)x(t —7) < z(t—7/2) e (pr/2)x(t —71/2) < z(t).

A afirmacdo (3.9) segue da combinacao destas desigualdades. ]

Lema 3.10. Seja v(t) uma funcdao positiva e continuamente diferencidvel em algum
intervalo [tg, 00). Assuma que ezistem nuimeros positivos A e « tais que para t sufici-
entemente grande,

0(t) <0 e v(t—a) < Av(t) (3.12)

0(t) =20 e v(t+a) < Av(t). (3.13)

Seja

A={A>0:0(t)+ \v(t) <0 para t suficientemente grande} se (3.12) ocorre,
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ou
A={A>0:—0(t) + M(t) <0 para t suficientemente grande} se (3.13) ocorre.

Entao A>1e¢

In A
A= —¢&A.
o= ¢

Demonstra¢ao. Vamos provar o lema quando (3.12) ocorre. O caso quando (3.13)

ocorre é similar e serd omitido. Assuma que \g € A. Entao

d

7 [ v(t)] = e [o(t) + Aov(t)] < 0, para ¢ suficientemente grande,

o que implica que a fungio e*!v(t) ¢ decrescente no futuro. Consequentemente para t
suficientemente grande,

Myt — o) > eM(t),

assim
v(t — ) > eM(t) = ™o (t) = Au(t),

logo (3.12) ndo esta satisfeita e a prova do lema esta completa. ]

3.2 Oscilacoes de EDFR’s lineares escalares

Vamos estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para que ocorram oscilagoes

nas solucoes da equacao diferencial linear auténoma com retardamento
B(t) + Y pia(t—m) =0, (3.14)
i=1

onde os coeficientes p; sao nimeros reais e os retardos 7; s2o nlimeros reais nao negati-

A

vos. Supondo que z(t) = e é uma solugao de (3.14), obtemos a equagao caracteristica

associada

A+ Zpie”\” = 0. (3.15)
=1

Temos o seguinte resultado fundamental para a oscilacao de todas as solugoes da

equagao (3.14).
Teorema 3.11. Assuma que
pER e >0 para 1=1,2,...,n. (3.16)
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Toda solugio da equagio (3.14) oscila.
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(i) A equagao caracteristica (3.15) nao tem raizes reais.

Demonstra¢ao. A prova que (i) = (ii) é elementar. Isto porque se a equagdo carac-
teristica (3.15) tiver uma raiz real Ao entdo e serd uma solugao ndo oscilatoria da
equagao (3.14).
A prova que (i7) = (i) faz uso da Transformada de Laplace e do Teorema 3.6.
Assuma por contradi¢do que (i) ocorra e que a equacao (3.14) tenha uma solucao

positiva no futuro z(¢). Como a equacao (3.14) é autéonoma assumimos que

xz(t) >0 para t > —7 onde 7= max 7.
1<i<n

Claramente 7 > 0, caso contrario a equacgao (3.15) teria uma raiz real. Pelo Teorema

3.7 sabemos que existem constantes positivas M e p tais que
lz(t)| < Met, t>—7.
Entao a Transformada de Laplace
X(s) = /OO e "tz (t)dt, (3.17)
0

existe para Res > u. Seja op a abscissa de convergéncia de X (s), isto ¢, 0o = inf{o €
R: X (o) existe}. Entao para qualquer ¢ = 1,2,...,n, a Transformada de Laplace de

x(t — 7;) existe e tem abscissa de convergéncia oy. Além disso pelo Lema 3.8
/ e i(t) dt = sX(s) —x(0), Res> oy
0

eparat=1,2,...,n

oo 0
/ e ot — 1) dt = e X (s) + 6_5”/ e *z(t) dt, Re s> oy.
0

—T;

Consequentemente tomando a Transformada de Laplace da equagao (3.14) obtemos
F(s)X(s) =®(s), Res> oy (3.18)

onde

F(s)=s+ Zpie_s” (3.19)

d(s) = z(0) — Z pie”*T / | e~ (t) dt. (3.20)

Claramente, F(s) e ®(s) sdao fungoes inteiras?. Além disso por hipotese, F(s) # 0
para todo real s. Segue de (3.18) que
P(s)

X(S) = W>

Re s > oy. (3.21)

2Chama-se funcdo inteira a toda funcdo que é analitica em todo o plano complexo.
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Afirmamos que op = —oo. Pois, supondo que nao, entao og > —oo e pelo Teorema
3.6 o ponto s = 0( ¢ uma singularidade do quociente ®(s)/F(s). Mas este quociente

nao tem singularidades no eixo real (o numerador e o denominador sio fungoes inteiras

e por hipotese o denominador nao tem zero real). Entao oy = —oo e (3.21) fica
o
X(s) = %, para todo s € R. (3.22)

Pode-se ver agora que a medida que s — —oo, por valores reais, (3.22) leva a uma
contradi¢do, pois X (s) e F(s) s@o sempre positivas enquanto ®(s) torna-se negativa
no futuro. A positividade de X (s) segue de (3.17) e do fato que z(¢) > 0 para todo
t > 0. A positividade de F(s) segue de (3.19) e do fato que F(c0) = 00 e que a equagao
caracteristica nao tem raizes reais. Sem perda de generalidade podemos assumir que os
retardos na equagao (3.14) sdo distintos e que os coeficientes p; sdo diferentes de zero.

Seja 7;, um retardo maximo na equagao (3.14). Entdo o coeficiente correspondente

pi, > 0, pois de outra forma lim,, . F'(s) = —o0 e o termo dominante em (3.20),
quando s — —o0, é p,,e *7o. Claramente lim,, ., ®(s) = —oo. Assim a prova estd
completa. O]

A prova do Teorema 3.11 faz uso do fato de que as solucoes da equacao diferencial
com retardamento sao limitadas exponencialmente. Mas quando 7; € R nao sabemos
se suas solucoes sao limitadas exponencialmente. Embora nao possamos provar este

problema em geral, podemos estabelece-lo no seguinte caso especial.

Teorema 3.12. Considere a equacao diferencial
T(t)+px(t—7)=0 (3.23)

onde

p, T € R.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) Toda solugao da equagao (3.23) oscila.

(1) A equacdo caracteristica
Ape =0 (3.24)

nao tem raizes reais.
Demonstragao. A prova de que (a) = (b) é 6bvia. Mostraremos que (b) = (a). Seja

F(A) = A+ pe. Como F()\) ndo tem raizes reais, segue que 7 # 0. E temos os

seguintes casos:



Oscilagoes de EDFR’s lineares escalares 67

Caso 1: 7 < 0. Como F(—o0) = —o0, segue que F(0) = p < 0. Entao F(co) =
—00 e como a equacao (3.24) ndo tem raizes reais segue que existe uma constante

positiva m tal que
Ape ™ < —m para AER. (3.25)

Suponha que a equagao (3.23) tem uma solucao xz(t) positiva no futuro. Entao
#(t) = —px(t — 1) > 0. Definimos o conjunto

A={A>0:—&(t)+ Az(t) < 0 para t suficientemente grande} .

Claramente 0 € A e A é um subintervalo de RT. Vamos mostrar que A tem as
seguintes propriedades contraditorias:

(P;) Existem nameros positivos A\; e Ay tais que
MEAN e X ¢ A.

(P) A€ A= X+ m € A onde m é definido como em (3.25).
Observe que x(t) é crescente e entao @(t) + px(t) > 0, o que implica que —p € A.
A partir do Lema 3.10 e da equacao (3.23) segue que
In|4 2
= /]
—7
Vejamos a prova de (P). Seja A € A e defina ¢(t) = e z(t). Entao b =
—e M[—i(t) + Az(t)] = 0 o que mostra que ¢(t) é crescente. Agora

—&(t) + A+ m)x(t) = px(t — 1) + (A +m)z(t)
= po(t — 7)eM) 4 (A +m)p(t)eM
< o) (pe + A+ m)
< ¢(H)eM (—=m +m)
=0.

Logo (A +m) € A e a prova do teorema esta completa para este caso.

Caso 2: 7 > 0. A prova segue do Teorema 3.11.
O

De posse deste resultado podemos agora analisar a equagao que tem sido utilizada

ao longo deste texto.

Exemplo 3.13. Consideremos a equacao com retardo

T =—z(t—1). (3.26)
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Queremos determinar valores para o retardo 7 que garantam a existéncia de solugoes
oscilatorias.

A equagdo caracteristica de (3.26) é dada por

h(A) = A+e M =0. (3.27)

Derivando (3.27) temos
h(\) =1—7e =0.

Assim,

In(re ) = In(1)
In(7) +In(e ) =0

A= T

-
E uma vez que, limy oo A+ e =00 e limy_,_oo A + 7
(ln7> Int ., In7 1

hl—)=—+4e " =—+

T T T T’

= 00 segue que

é ponto de minimo global.

Note que a condicao para nao termos raizes reais para a equacgao caracteristica
(3.27) & que
InT 1

— 4+ ->0.
T T

Logo para termos solucoes oscilatorias devemos encontrar 7 satisfazendo

Int 1
—4+->0
T T
InT 1
T T
6lnT > 6_1
T>e L.

Entdo para todo retardo 7 > e~! ndo teremos raizes reais para a equacdo caracte-

ristica (3.27). E, portanto, pelo Teorema 3.11 toda solugdo da equagao (3.26) oscila
quando 7 > e L.

Vejamos nas figuras 3.1 e 3.2 os graficos que ilustram este comportamento.
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X X
\ J
1k 1
0 : - > t 0 : : > t
5 10 5 10
—1} -1
_1 _ 1
(a) 7= 5 (b) 7= e
Figura 3.1: Gréaficos de solu¢oes nao oscilatorias da equagao & = —z(t — 7).
X X
\ J
1k 1

Figura 3.2: Gréaficos de solucoes oscilatorias da equagao & = —x(t — 7).
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