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Resumo

Sincronizagao em sistemas dinamicos nao-lineares, sobretudo em sistemas caoticos,
¢ campo de pesquisa de diversas areas do conhecimento, tais como Engenharia Mecanica
e Engenharia Elétrica, Biologia, Fisica, entre outras. De maneira simplificada, dois entes
sincronizam se, depois de certo tempo, eles apresentam comportamento semelhante ou ocor-
rem ao mesmo tempo. O som e imagem em um filme é um exemplo deste fenomeno em
nosso cotidiano. Nos estudos de sincronizagao incluem-se estudos de sistemas dinamicos
continuos, governados por equagoes diferenciais ou estudos de sistemas dinamicos discretos,
também chamados de mapas. Mapas correspondem, em geral, a discretizacoes de equacoes
diferenciais ordinarias e sao amplamente utilizadas para modelar sistemas fisicos devido,
sobretudo, a sua facilidade de manuseio computacional. E suficiente fazermos iteragoes a
partir de condigoes iniciais dadas para conhecermos as trajetérias do sistema. Esse trabalho
de conclusao de curso baseia-se no estudo do mapa identificado como ”Mapa de Rede de
Zaslavsky”. O modelo de mapa de rede de Zaslavsky é um resultado da combinacao do
movimento de uma particula em movimento em um campo magnético constante e uma onda
eletrostatica propagando-se perpendicularmente ao campo magnético. Além do interesse
nas particularidades do mapa citado, havia o objetivo o aprofundamento de conceitos da
dinamica nao-linear, como pontos de equilibrio, estabilidade linear, estabilidade nao-linear,

bifurcagoes e caos.

Palavras-Chave: Sincronizacao. Dinamica nao-linear. Mapa de Rede de Zaslavsky.



Abstract

Synchronization in nonlinear dynamical systems, especially in chaotic systems, is field
of research in several areas of knowledge, such as Mechanical Engineering and Electrical
Engineering, Biology, Physics, among others. In simple terms, two systems are synchronized
if after a certain time, they have similar behavior or occurring at the same time. The
sound and image in a film is an example of this phenomenon in our daily lives. The studies
of synchronization include studies of continuous dynamic systems, governed by differential
equations or studies of discrete time dynamical systems, also called maps. Maps correspond,
in general, discretizations of differential equations and are widely used to model physical
systems, mainly due to its ease of computational. It is enough to make iterations from given
initial conditions for knowing the trajectories of system. This completion of course work
based on the study of the map called ”Zaslavksy Web Map”. The Zaslavksy Web Map is a
result of the combination of the movements of a particle in a constant magnetic field and a
wave electrostatic propagating perpendicular to the magnetic field. Apart from interest in
the particularities of this map, there was objective the deepening of concepts of nonlinear

dynamics, as equilibrium points, linear stability, stability non-linear, bifurcation and chaos.

Keywords: Synchronization. Nonlinear Dynamics. Zaslavksy Web Map.
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Capitulo 1

Introducao

Nesse capitulo introduziremos alguns conceitos basicos que foram necesséarios para o

desenvolvimeno da pesquisa.

1.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico é definido como um conjunto de objetos agrupados por al-
guma interagao ou interdependéncia, de modo que existam relacoes de causa e efeito nos
fendmenos que ocorrem com os elementos desse conjunto. Classificamos um sistema como
dinamico quando as grandezas que caracterizam tais objetos evoluem no tempo. Um oscila-

dor harmonico é um exemplo de um sistema dinamico.

O modelo matematico de um dado sistema nao é unico, isto é, um sistema pode ser
representado por diferentes modelos dependendo da analise que se deseja fazer. Um sistema
dinamico pode ser representado matematicamente por equacoes diferenciais ou de diferencas,

através das quais buscamos obter informagoes sobre o estado em que se encontrara o sistema
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no tempo [1].

1.2 Sistemas Dinamicos Continuos

Se o tempo varia continuamente e o sistema é governado por equagoes diferenciais,

temos o chamado sistema dinamico continuo.

Um exemplo de equacao diferencial é

dz 1
— =- (1.1)
dat =z
a solucao dessa equagao pode ser encontrada analiticamente, e sua solugao serd uma funcao

z(t) com uma constante de integragdo que pode ser avaliada a partir de uma condigao inicial

2(0) = 2.

As equagoes diferenciais desempenham um papel muito importante na ciéncia. Muitos
problemas conduzem a uma ou vérias equacoes diferenciais que devem ser resolvidas, porém,
nem sempre a solucao é facil de ser encontrada. Por exemplo, no caso de um péndulo
simples, constituido por uma particula de massa m suspensa por meio de um fio inextensivel

de comprimento [ e de massa desprezivel, a equacao de movimento associada é
ml6+mgsinf =0 (1.2)

onde g ¢é a aceleracao da gravidade e 6 é o angulo de deslocamento da massa suspensa m. A
equagao diferencial 1.2 envolve uma uma fun¢do nao-linear (sin#), e conseqiientemente em

sua solugao deve ser aplicada uma abordagem através de integrais elipticas [2].

Um sistema dinamico governado por equagoes em que as varidveis dependentes (e suas
derivadas se o sistema for continuo) s6 aparecem em combinagoes aditivas de suas primeiras

poténcias é dito linear. Quando o sistema nao pode ser apenas descrito com tais combinacoes
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apenas, temos um sistema dinamico nao-linear. O comportamento de um sistema nao-linear
apresenta uma dinamica mais rica que os de sistemas lineares. As equagoes diferenciais

nao-lineares sao mais dificeis de analisar e nao existem técnicas gerais de resolucao.

1.3 Sistemas Dinamicos Discretos

Um sistema dinamico é dito discreto quando a evolucao desse sistema é governada
por equacoes de diferencas, também chamadas mapas. Essas equacoes sao férmulas de

recorréncia, pois estabelecem uma relacao entre termos de uma sequéncia, que denotamos

por z; = {20, 21, 22, -+, Zt }-

Um exemplo de equacao de diferencas é

zir1 = pz(l — 2p) (1.3)

a que é conhecida por mapa logistico.

A equacao 1.3 implica que para cada valor de ¢ entre zero e infinito é possivel deter-

minar um termo de ordem t + 1, a partir de uma condi¢ao inicial zg = ¢ e do parametro

L.

Assim, o estado de um sistema dinamico discreto s6 muda durante os instantes
to,t1,ts, ..., onde t é sempre um numero inteiro positivo. No intervalo de tempo entre dois

desses instantes, o estado permanece constante [4].

Uma forma grafica de representar a evolucao de um sistema consiste em desenhar um
ponto para cada passo na sequéncia, com abscissa igual ao indice t e ordenada igual a z;. Os

sistemas discretos também sao chamados de mapas.
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Os sistemas dinamicos nao-lineares discretos serao objetos de estudo desse trabalho.
Mais precisamente, o Mapa de Rede de Zaslavsky. Nas se¢oes seguintes, desenvolveremos as

ferramentas necessarias ao estudo deste sistema.

1.4 Sistemas autonomos e Espacos de Fase

Dada uma equacao diferencial, como por exemplo,

= f(2) (L4)

nesse tipo de equacao diferencial, em que a funcao f nao depende do tempo, é chamada de

equacao diferencial autonoma.

Um sistema dinamico autonomo, de primeira ordem é um sistema caracterizado por
uma varidvel dependente do tempo, z(t), que designamos por variavel de estado, e por uma
equacao diferencial autonoma de primeira ordem, que define a evolucao da variavel de estado,

a partir de uma condicao inicial [5].

Os pontos fixos de um sistema dinamico continuo, de primeira ordem, sao os pontos
onde a primeira derivada da variavel de estado é nula. Nesses pontos o estado do sistema
permanece constante. O retrato de fase de um sistema dinamico ¢ um esboco do fluxo de
diregbes, mostrando os pontos fixos e algumas solugoes que podem comegar ou terminar

nesses pontos [6].

As equacgoes diferenciais de segunda ordem sao autonomas quando nao dependem
explicitamente do tempo. Essas equacoes podem ser reduzidas a duas equagoes diferenciais,

de primeira ordem. A forma geral de uma equacao autonoma de segunda ordem é

" +pi'+qx=F (1.5)



1. Introducao )

se introduzirmos a variavel y = 2, temos o seguinte sistema de duas equacoes diferenciais

lineares de primeira ordem:

y = f(t) — py — qn

O espaco de fases desse sistema é o plano y x z, formado pelas duas variaveis de

estado.

Assim, é possivel transformar um equacao diferencial de ordem n em um sistema de

n equagoes diferenciais de primeira ordem.

Para o caso do péndulo simples, apresentado na equagao (1.2) temos

6 = » = [0,
g = —Tsind = g(0¢)

Em geral nao é possivel obter solugoes analiticas para tais sistemas de equacgoes di-
ferenciais. Muitas vezes, quando uma solucao é encontrada, ela é tao complicada que fica
dificil interpreta-la e compreender as suas principais propriedades. Porém, no caso discreto,
¢é necessario apenas iterarmos o sistema a partir de condigoes iniciais dadas para conhecermos

as trajetdrias no espaco de fases.

Uma vez que um sistema discreto é determinado por uma forma de recorréncia, torna-
se interessante, sempre que possivel, representar um sistema continuo (regido por equagoes
diferenciais) por um sistema discreto, no qual podemos, através de métodos numéricos,
identificar caracteristicas importantes de suas solucoes. Tal procedimento é conhecido como
discretizagdo e se aplica tanto a equagoes diferenciais lineares como a nao-lineares. Porém,

é nos sistemas nao-lineares que o estudo qualitativo é mais interessante [3].
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1.5 Mapa de Rede de Zaslavsky

O modelo de mapa de rede de Zaslavsky é um resultado da combinac¢ao do movimento
de uma particula em movimento em um campo magnético constante e uma onda eletrostatica

propagando-se perpendicularmente ao campo magnético.

A equagao de movimento é dada por

K - t
i+ wir = —w?r Cos T Z ) (T — n) (1.6)

m=—0Q

onde wy é a frequéncia de oscilacao do campo elétrico e K é um parametro adimensional e

joga o papel de amplitude da perturbacao.

A discretizagao da equagao diferencial que rege esse movimento, apresentada em [7],

nos fornece o seguinte mapa:

Unt1 = (u, + K senw,) cos a + v, sen « (1.7)

Uns1 = —(u, + K senv,) sen a + v, cos

onde foram introduzidas as seguintes variaveis:



Capitulo 2

Propriedades do Mapa de Rede de
Zaslavsky

A partir do mapa apresentado na secao 1.5, daremos inicio a investigacao das propri-
edades desse mapa, bem como a relacao de depéndencia entre as caracteristicas dos mapas
e os parametros envolvidos. A fim de aprimorar a programagao computacional e cédlculo
numérico, foram realizadas diversas reproducoes de mapas para diferentes parametros K e «
das equagoes (1.7), que correspondem a amplitude de perturbacao e a ordem de ressonancia,

respectivamente.

2.1 Ordem de ressonancia

Fixando um valor para o parametro de amplitude K e para as condigoes iniciais
(ug,vo) fornecidas ao sistema, podemos obter conclusoes sobre as propriedades da ordem de

ressonancia do mapa variando o parametro «.
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O parametro que representa a ordem de ressonancia é dado por

2
oa=— qgeN q>3 (2.1)
q
Uma tnica condicao inicial resulta em uma tnica trajetéria no espaco de fases. Para

obter conclusoes qualitativamente a partir de espacos de fases sao necessarias diversas tra-

jetorias, isso implica fornecer ao sistema um conjunto de condigoes iniciais.

As condigdes iniciais ¢, podem ser escolhidas num intervalo [a, b] como sendo:

a—>b

¢, = a-+nh n =
onde h representa o passo dado entre cada condicao inicial.

A seguir sao apresentados espacos de fase para K = 1.0 e condigOes iniciais de u
contidas no intervalo [—4w, 47| e v contidas no intervalo [—4m,47]. Em ambos os casos
o passo escolhido foi h = m/4. Isso resulta em 32 condigoes iniciais em cada espaco de
fases. Para cada condigao inicial, foram realizadas 1000 iteragoes. Através de um software
graficador “plotamos” todos esses pontos a fim de obter o espaco de fases. Alterando g de

acordo com (2.1), obtivemos diferentes valores para as ordens de ressonancia.

Figura 2.1: Espaco de fases para K=1.0 e q=3



2. Propriedades do Mapa de Rede de Zaslavsky 9

Vemos a partir do espago de fases anterior que é dificil associar o valor do parametro
g as caracteristicas do sistema. KEsse problema foi contornado, usando outras cores para
representar o conjunto de iteragoes para duas condigoes iniciais, assim como no espago de

fases da figura 2.2.
Dessa forma, fomos levados a seguinte hipotese:

O parametro q indica o numero de regioes fechadas visitadas por uma condi¢ao inicial.
Em outras palavras, uma condi¢do inicial (ug, vy) visita q regioes fechadas representadas pelos
pontos azuis, uma outra condi¢ao inicial (vy,v1), visita q regioes fechadas representadas pelos

pontos vermelhos.

A fim de comprovar essa hipotese, realizamos esse procedimento de diferenciar duas
condigoes iniciais sobre o espago de fases para outros valores de «, ou seja, outros valores de

q. Isso é mostrado nos espacos de fases das figuras 2.3, 2.4 e 2.5.

Figura 2.2: Espaco de fases para K=1.0 e q=3 Figura 2.3: Espaco de fases K=1.0 e q=4

As regioes fechadas acima mencionadas sao as regides regulares do espacgo de fases.
Nessas regioes o sistema nao exibe comportamento cadtico. As regides em preto no espaco de
fases indicam a existéncia de caos. Na secao 3.1 serd exposta uma importante relacao entre

condigbes iniciais em regides regulares (e/ou cadticas) e a evolugdo temporal do sistema.
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Figura 2.4: Espaco de fases K=1.0 e q=5 Figura 2.5: Espaco de fases para K=1.0 e q=6

Portanto, a andlise dos espagos de fases das figuras 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 sugere que a
hipdtese inicial esta correta. Pois claramente, existe uma dependéncia entre o valor de g e
o numero de regioes regulares visitadas. Porém, essa dependéncia nao é observada quando
as condicoes iniciais sao dadas dentro da regiao regular que contém a origem do espaco de
fases. E possivel observar essa situacao na figura 2.6, nesse caso ¢ = 5 e apenas 1 regiao

regular foi visitada.

Figura 2.6: Espaco de fases para K=1.0 e q=5
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2.2 Amplitude de Perturbacao

De maneira anédloga ao que foi feito no estudo das ordens de ressonancia, fornecemos
condicoes iniciais ao sistema para um valor fixado ¢. Variando o parametro K, é possivel

observar as variagoes no espaco de fases devido a mudanca desse parametro.

A seguir sao apresentados espacos de fase para ¢ = 4.0 e condicOes iniciais de u

contidas no intervalo [—4m, 47| e v contidas no intervalo [—4m, 47]. Em ambos os casos o

passo escolhido foi h = /4.

Figura 2.8: Espago de fases K=1.5 e q=4

Figura 2.9: Espaco de fases K=1.7 e q=4 Figura 2.10: Espaco de fases K=2.0 e q=4

Da analise dos espagos de fases das figuras 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 observa-se que o valor de
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K estda relacionado com quao cadtico é o sistema. Para K = 1.0 o sistema é pouco cadtico,
sendo o espago de fases praticamente dominado por regides regulares. Ja para k = 2.0
¢ notado o aumento da regiao cadtica, bem como a diminui¢ao do tamanho das regioes
regulares. O aumento do parametro K causa a completa destruicao do espago de fases. Foi
verificado ainda que o sinal de K nao altera o espaco de fases, ou seja, obtemos o mesmo

espaco de fases fazendo, por exemplo, K =1.5e K = —1.5.



Capitulo 3

Dinamica no Mapa de Rede de

Zaslavsky

Vimos no capitulo anterior que aplicando iteracoes sucessivas a partir de uma condicao
inicial, obtemos uma sequéncia de pontos sobre o espaco de fases. Definimos essa seqiiencia

de pontos como a orbita gerada a partir da condigao inicial dada.

Uma vez que o sistema dinamico discretizado é autonomo, as sucessivas iteracoes
efetuadas representam a evolugao temporal do sistema. A fim de verificar o comportamento

da evolucao temporal de uma condicao inicial, foram realizadas os seguintes estudos.

3.1 Regiao Regular x Regiao Cadtica

Ap6s varias combinagoes entre os parametros K e ¢, foi escolhido para estudo o espaco
de fases correspondente aos parametros K = 1.5 e ¢ = 4, esse espaco de fases é mostrado

na figura 3.1. E visivel a semelhancia entre o espago de fases e uma rede de pesca, onde as
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regioes regulares equivalem as células, e a regiao cadtica a rede propriamente dita.

Figura 3.1: Espaco de fases para K=1.5 e q=4

E possivel notar ainda a existéncia de curvas isoladas no interior das células, essas
regioes nao sao uniformemente preenchidas e apresentam um padrao muito complexo. Tais

regioes denominados ilhas e sub-ilhas.

Na secao 2.1 foi utilizado o artificio de representar com outra cor as iteracoes cor-
respondentes a uma condicao inicial. Naquela situacao, todas as condigoes iniciais foram
dadas dentro de regioes regulares, pois buscava-se obter uma dependéncia entre o nimero
de regioes regulares e a ordem de ressonancia do sistema. Esse mesmo artificio foi aqui em-
pregado buscando visualizar a evolucao temporal de uma condicao inicial na regiao cadtica.
Para isso, foram escolhidas 2 condigbes iniciais localizadas na regido cadtica ((0.4,3.1) e
(3.1,6.2)), e suas respectivas evolugbes plotadas sobre o espago de fases. A figura 3.2 mostra

os resultados.

E interessante observar que todos os pontos iterados a partir de condigoes iniciais

na regiao cadtica continuam na regiao cadtica independentemente do tempo transcorrido
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Figura 3.2: Evolucao de duas condicoes iniciais localizadas

na regiao caotica

(nimero de iteragoes efetuadas). Vimos na se¢ao (2.1) que condigoes iniciais em regides re-

gulares, vistavam apenas outras regioes regulares correspondentes em ordem de ressonancia.

Desta forma, concluimos que uma condi¢ao inicial dada numa regiao, permanece
nessa regiao nao importando quantas iteragoes sejam dadas. Na figura 3.3 temos as iteracoes
para as condigoes iniciais (—2.7,—1.3), (0.5,5.25), localizadas na regiao cadtica, e (m,27),

(0.5, 3.0), localizadas na regiao regular.

3.2 Evolucao Temporal das Variaveis Relevantes

Na segao anterior, determinamos se uma condicao inicial estava na regiao cadtica
(ou regular), plotando as iteragoes sucessivas dessa condi¢do sobre o espago de fases. Se

o conjunto de pontos visitassem as regioes fechadas, sabiamos que a condicao inicial havia
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Figura 3.3: Evolugao de condicoes iniciais localizadas na regiao cadtica e na regiao

regular

sido dada na regiao regular. De modo andlogo, quando o conjunto de pontos viajava sobre

a regiao caotica, sabiamos que a condigao inicial havia sido dada na regiao cadtica.

Apresentamos aqui, uma maneira de verificar se uma condigao inicial pertence a regiao
regular ou cadtica, sem que seja necesséario construir o espago de fases do sistema dinamico.
O estudo consiste em analisar separadamente a evolucao das variaveis em funcao do tempo,

ou seja, a maneira com que as variaveis evoluem através das iteragoes.

Foi estudado o sistema dinamico com as varidveis K = 1.5 e ¢ = 4. Escolhendo-se
arbitrariamente duas condigoes iniciais, como por exemplo (3.0,6.0) e (2.0,2.0), desejava-se
saber a quais regioes pertencem essas condic¢oes iniciais. A seguir representamos as evolugoes

temporais das variaveis u x ¢ e v x ¢ das duas condicoes iniciais.

As evolugoes u x i, v x ¢ da condigao inicial (3.0,6.0) apresentou resultados comple-
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tamente diferentes das evolugoes u x i, v x i para a condicdo inicial (2.0,2.0). No primeiro
caso é possivel observar um comportamento totalmente irregular para as variaveis u e v
com o passar do tempo, sugerindo que essas varidaveis podem, a principio, assumir qualquer
valor. Ja no segundo caso, é notavél a regularidade das variaveis u e v, indicando que essas
variaveis podem apenas assumir valores compreendidos dentro de certos intervalos. Obser-
vando a figura 3.3, vemos que as condigoes iniciais que possuem uma sequéncia de pontos

confinadas dentro de um intervalo, sao as condigoes iniciais dadas em regioes regulares, e
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que as condicoes iniciais cuja sequéncia de pontos nao apresenta este tipo de restricao sao

as condicoes iniciais dadas na regiao cadtica.

Sendo assim, podemos determinar se uma condicao inicial pertence a regiao cadtica

ou a regiao regular, observando a evolucao temporal das variaveis separadamente.

3.3 Perturbacao do Sistema Dinamico

De acordo com a equagao (1.6), que descreve o movimento de um oscilador afetado
por impulso periédico, definimos na secao 2.2 que o parametro K representava a amplitude

dessa perturbacao.

Foi estudada, além dessa perturbacao periddica, um perturbagao constante devido a
inser¢ao de uma parametro 5 no mapa (1.7). Em fisica experimental a existéncia de inter-
feréncias gerados por sinais eletromagnéticos ou interagoes mecanicas e vibragoes provocam
flutuagoes nas medidas fornecidas pelos instrumentos de medigao. O intuito desse estudo foi
observar as alteracoes provocadas por uma perturbacao constante a qual o mapa foi subme-
tido visando uma maior semelhanca com a realidade. O Mapa de Rede de Zaslavsky com

essa perturbacgao constante é dado por

Upt1 = (u, + K senw,) cosa + [v, sen « (3.1)

Ups1 = —(u, + K senv,) sen a + [v, cos «

O mapa anterior possui perturbacao constante pois a cada iteracao as expressoes de

recorréncia de u,, e v, sao alteradas pelo parametro f3.

Na auséncia da perturbacao constante, temos 5 = 1. Alterando [ por um incremento

Ap se obtém uma perturbacao presente em todas as iteracoes do sistema dinamico, onde o
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parametro de perturbagao é dado por 5 =14 Ap.

Foram estudadas as conseqtiencias dessa pertubacao constante atribuindo diferentes
valores para AfS. Nas figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 é mostrado o efeito desse incremento sobre
o sistema dinamico, com parametros K = 0.08 e ¢ = 5 e realizando 1000 iteragoes para
condigbes iniciais v contidas no intervalo [—20,20] e v contidas no intervalo [—20, 20], com

passo h = 2.

30

25

20

154

Figura 3.9: Espaco de fases Af = 1.107*

304
25
20"

15 i

Figura 3.10: Espaco de fases A3 = 1.1073 Figura 3.11: Espaco de fases A3 = 1.1072

Foi observado que o sistema dinamico é extremamente sensivel a esse tipo de per-
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turbacao, pois uma pequena alteracao no valor de AS gera espacos de fases completamente

diferentes.

3.4 Efeitos da Perturbacao no Mapa de Rede de Zas-

lavsky

Vimos na secao anterior que o insercao de uma perturbagao no sistema dinamico
provoca profundas alteracoes na dinamica do sistema e por consequéncia em seus respec-
tivos espacos de fases. Sendo assim, dada uma mesma condicao inicial para dois sistemas
dinamicos idénticos, porém com perturbacoes diferentes, espera-se que apés um nimero n

de iteragoes, a sequéncia de pontos para cada sistema seja diferente.

Esse comportamento foi analisado através da comparagao dos valores das variaveis
u e v entre um sistema A nao perturbacao (A = 0) e um sistema B, perturbado por
AB = 1.1078. O sistema A foi considerado com sistema de referéncia. Fixamos os valores
de K = 1.5 e ¢ = 4 para ambos os sistemas. Abritrariamente foram fornecidas 3 condigoes
iniciais (1.0,2.0), (2.0,4.0) e (3.0,6.0) para cada sistema, e para cada uma dessas condigoes

iniciais foram realizadas 200 iteracoes. Os resultados sao mostrados na tabela 3.1.

AB =0 AB=1.10"8
Condigao Inicial U200 V200 U200 V200
(1.0,2.0) 3.90894741007 | -4.28931346116 | 3.90894675193 | -4.28931565696
(2.0,4.0) 2.69496536565 | -5.41279162563 | 2.69496640923 | -5.41279141952
(3.0,6.0) -0.571008956747 | -1.86716062046 | 0.976776800156 | -9.28039904530

Tabela 3.1: Dados comparativos entre sistema perturbado e nao perturbado

Da andlise da tabela 3.1 é possivel notar que as condigoes iniciais (1.0,2.0), (2.0,4.0)
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quase nao sofrem alteragoes com a perturbagao, entretanto a condicao inicial (3.0,6.0) mostra
resultados completamente diferentes apds 200 iteragoes. Essa nao concordancia entre as 3
condicoes iniciais nos levou a investigar a localizacao dessas condigoes iniciais sobre o espaco
de fases. Foi determinado se as condigoes iniciais pertenciam a regiao cadtica ou a regiao
regular usando o método da secao 3.2. Os gréficos das figuras 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16 e

3.17 mostram as evolugoes temporais das variaveis u e v para cada condi¢ao inicial.

—— 1 - T - T T 1 T T T 1 — 7T T 1 * T T T 1T T 1T T T T "~ 1T ™ 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

iteragoes iteracBes
Figura 3.12: Gréfico de u x i, (1.0,2.0) Figura 3.13: Gréfico de v x 4, (1.0,2.0)

L e e B L m e m S s S E e e e e | L e e S I m e m e e LN E s s
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

iteragbes iteracbes
Figura 3.14: Grafico de u x 4, (2.0,4.0) Figura 3.15: Gréfico de v x 7, (2.0,4.0)

Dos graficos das figuras 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16 e 3.17 verifica-se que condigoes
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Figura 3.16: Gréfico de u x 4, (3.0,6.0) Figura 3.17: Gréfico de v x 7, (3.0,6.0)

iniciais (1.0,2.0), (2.0,4.0) estao localizadas em regides regulares, enquanto que a condigao

inicial (3.0,6.0) estd localizada na regido cadética.
Dessa forma, fomos levados a seguinte hipotese:

Condigoes iniciais dadas nas regioes requlares sofrem pequenas alteracoes devido a
perturbagao constante aplicada ao sistema, e que condigoes iniciais dadas na regiao caotica

sofrem grandes alteracoes.

Para verificar esta hipdtese, foram checadas nao apenas 3 condicoes inicais, mas sim

um grande conjunto. Foi escolhido para estudo o espaco de fases da figura 2.9.

O conjunto de condicoes iniciais testado foi definida da seguinte forma: variando u
de [0,50] com passo de 0.01 sendo v = 2, essa condi¢oes iniciais sao representadas pela linha
da figura 3.18, que é uma ampliacao do espaco de fases apresentado na figura 2.9. Essas
condicoes iniciais foram fornecidas ao sistemas A e B. Apods 200 iteragoes comparou-se
os valores das varidveis u e v entre os dois sistemas, de modo andlogo a tabela 3.1. As
condigoes iniciais que apresentaram um desvio menor ou igual a 0.001 foram consideradas

como nao alteradas pela perturbacio, ou seja, se |ugh, — ulfy] < 0.001 e |vap, — v&,| < 0.001
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Figura 3.18: Linha de condigoes iniciais v = 2

a perturbacao nao é pronunciada nessa condicao inicial. Quando isso acontecia, a condi¢ao

inicial era plotada sobre a ampliacao espaco de fases da figura 2.9, mostrada na figura 3.19.

Figura 3.19: Condicoes iniciais que nao sao sofrem grandes al-

teracoes devido a perturbacao

Observando a figura 3.19, é possivel notar que a linha de condigoes iniciais tornou-se

descontinua sobre a regiao preta. Portanto, condigoes iniciais dadas em regides regulares



3. Dindmica no Mapa de Rede de Zaslavsky 24

sofrem alteragoes muito pequenas (< 0.001) devido a perturbagdes quando comparadas com
condigoes iniciais dadas na regiao cadtica. Até mesmo as pequenas sub-ilhas contidas dentro
da regiao cadtica nao apresentam alteragoes pronunciadas. Isso mostra que a hipétese feita
anteriormente é plausivel. Posteriormente, na se¢ao (6.6) sera mostrado que uma perturbagao
pode levar algumas trajetorias regulares para o comportamento cadtico, resultando em

transporte no espaco de fases.



Capitulo 4

Sincronizacao no Mapa de Rede de

Zaslavsky

Sincronizacao é um fendmeno onde dois ou mais sistemas interagem entre si, resul-

tando em uma simultaneidade entre as caracteristicas desses sistemas [8].

O relato cientifico mais antigo sobre sincronizacao data de 1657, quando Christian
Huygens estudou o movimento de dois péndulos oscilando na mesma base de madeira. Ele
observou que apos transcorrido um periodo de tempo os péndulos passavam a oscilar em fase,
isto é, acabavam por acertar o ritmo das suas oscilagoes. Atualmente esse comportamento

pode ser observado em diversos campos da ciéncia [9].

Sejam A e B dois sistemas dinamicos desconectados, ou seja, sem nenhuma espécie
de interacao. Se de alguma forma A passa a interferir em B (vice-versa), dizemos que os

sistemas estao acoplados, sendo esse acoplamento representado por uma funcao T.

A fim de estudar as possiveis propriedades da sincronizacao, foi tomado como base

nesses estudos dois sistemas dinamicos idénticos ao representado pelo Mapa de Rede de
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Zaslavsky. Sejam A e B os seguintes sistemas, respectivamente:

U1 = (ua, + K senva,) cos @ + va, sen o (4.1)
Vapy1 = —(ua, + K senwvay,) sen o + vay, cos o .
ubyy1 = (ub, + K senwvb,) cos a + vb, sen « (42)
vb,11 = —(ub, + K senvb,) sen o + vb,, cos « .

de modo que (uag,vag) seja a condigao inicial do sistema A, e (uby,vby) a condigao inicial
do sistema B, nao existindo nenhum tipo de interacao entre A e B. Foram definidos dois
acoplamentos T} = C(vb,, — va,,) e Ty = C(va, — vb,), sendo T} o acoplamento do sitema A

e Ty o acoplamento do sistema B. C é chamada constante de acoplamento.

Uma vez determinado 77 e T5, os mapas foram reescritos como:

Upt1 = (ua, + K senva,) cos a + va, sen a + C(vb,, — vay,) (43)
Vi1 = —(ua, + K senva,) sen a + va,, cos « '
ubny1 = (ub, + K senwb,) cos a + vb, sen a + C(va,, — vby,) (4.4)

Vb1 = —(ub, + K senvb,,) sen o + vb,, cos «

Vale ressaltar que a escolha dos acoplamentos 77 e Ty foi arbitraria, bem como a

forma com que os sistemas foram acoplados.

A partir dos mapas (4.3) e (4.4) foi possivel analisar o comportamento de cada sistema

através das evolugoes temporais das variaveis (ua,, ub,) x t, (va,,vb,) x t.

4.1 Regimes de Sincronizacao

Os acoplamentos dos sistemas podem ser classificados como unidirecionais ou bidire-

cionais. O acoplamento é unidirecional quando um dos sistemas evolui livremente e impoe
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sua dinamica sobre um outro sistema, esse tipo de acoplamento é chamado “mestre-escravo”.
Por outro lado, quando existe uma interagao mutua entre os sistemas, temos o acoplamento

bidirecional [10]. Portanto, o acoplamento utilizado em (4.3) e (4.4) é do tipo bidirecional.

Uma vez que os sistemas se encontram acoplados, é possivel vizualizar os regimes de

sincronizacao em fase, contrafase, sincronizacao completa e incompleta.

4.1.1 Sincronizacao em fase

Quando acoplamos dois sistemas que inicialmente evoluiam sem nenhum contato, a
dindmica do(s) sistema(s) se altera(m). Se o acoplamento for suficientemente forte para
causar modificagoes, tal que eventos comuns entre os sistemas passem a OCoOrrer a0 mesmo
tempo, temos uma sincronizacao em fase. Como exemplo, na figura 4.1 é representado o

regime de sincronizacao em fase para duas variaveis quaisquer.

Figura 4.1: Sincronizagao em fase
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4.1.2 Sincronizagao em contra-fase

Se apds acoplados, os sistemas apresentem uma regularidade oposta entre eventos
comuns, a sincronizacao é em contra-fase. Como exemplo, na figura 4.2 é representado o

regime de sincronizagao em contra-fase para duas variaveis quaisquer.

Figura 4.2: Sincronizagao em contra-fase

4.1.3 Sincronizacao completa

Sendo os sistemas A e B idénticos, é possivel comparar os valores das variaveis dos
dois sistemas, como por exemplo, as variaveis ua,, ub, dos mapas (4.3) e (4.4). Se o médulo
da diferenca entre os mddulos dessas varidveis for nula, a sincronizacao ¢ dita completa.
A sincronizagao completa pode ser em fase ou contra-fase. Como exemplo, na figura 4.3 é

representado o regime de sincronizagao completa e em fase para duas variaveis quaisquer.
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Figura 4.3: Sincronizagao completa e em fase

4.1.4 Sincronizacao incompleta

Um outro regime de sincronizagao acontece quando acoplamos dois sistemas
dindmicos. Se o médulo da diferenca entre os médulos das varidveis ua,, ub, ( ou va,,vb,)
dos mapas (4.3) e (4.4) se tornar constante, a sincronizacao ¢ dita incompleta. A sincro-
nizacao incompleta pode ser em fase ou contra-fase [8]. Na figura 4.4 é representado o regime

de sincronizacao incompleta e em fase para duas variaveis quaisquer.

Figura 4.4: Sincronizagao incompleta e em fase
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4.2 Analise do Regime de Sincronizacao

Acoplando dois mapas de Redes de Zaslavsky idénticos , definidos em (4.3) e (4.4),
denotadas como sistema A e sistema B, obtivemos resultados que dependem das condicoes

iniciais (uag, vag) e (ubgy,vby) e da constante de acoplamento C.

Em cada instante, calculando a diferenca entre as variaveis correspondentes, obtive-
mos A, = [lua,| — |ub,|| e A, = ||va,| — |vb,||, com isso foi possivel verificar se os sistemas
sincronizavam quando ¢t — oco. E ainda, comparando a evolucao temporal de ua,, e ub,, va,

e vb,, foi possivel classificar a sincronizacao quanto a fase.

Se A, - 0e A, — 0, quando t — oo, temos o regime de sincronizacao completa
para as variaveis u e v. Analisando a evolugao temporal das varidveis numa mesma iteracao

verificamos se a sincronizacao é em fase ou em contra-fase.

Quando A, — cte e A, — cte, quando t — oo 0s sistemas sincronizam, porém,
a sincronizacao nao é completa para as varidaveis u e v. Assim como na primeira situacao,
determinamos se a sincronizacao é em fase ou em contra-fase analisando a evolugao temporal

das variaveis [9].

No caso de sistemas dinamicos bidimensionais como o Mapa de Rede de Zaslavsky;,
as variaveis u e v podem apresentar regimes diferentes de sincronizacao para um mesmo
parametro de acoplamento C'. As variaveis v podem entrar em sincronismo completo e em

contra fase enquanto que as variaveis u© podem nao sincronizar, por exemplo.

Qualquer outra situacao para A, e A, foi encarada como nao sincronizacao quando

t — oo.
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4.3 Resultados

Para o estudo da sincronizacao dos Mapa de Rede de Zaslavsky foram escolhidas
as condigoes iniciais, (3.0,5.0) e (2.0,1.7), e fornecidas aos sistemas A e B, mostrado nas

equagoes (4.3) e (4.4) , respectivamente.

O parametro C' foi escolhido como sendo 0.1. Os parametros ¢ e K sao comuns a
ambos os sistemas e valem ¢ = 4 e K = 1.5. As condi¢Oes inicias e o parametros foram

escolhidos arbitrariamente.

Realizando iteracoes para ambos os sistemas obtivemos as evolugoes temporais das

variaveis (ua,,ub,) x t, (va,,vb,) x t, mostradas nas figuras (4.5) e (4.6).

Figura 4.5: Grafico de u x ¢ Figura 4.6: Grafico de v x t

Usando a andlise descrita na se¢ao (4.2) calculamos as diferengas A, e A, para cada

iteragao, a evolugao dessas diferengas é mostrada na figura (4.7).

Analisando a figura (4.7) concluimos que as diferencas entre as varidveis, A, e A, de-
crescem com o transcorrer do tempo, indicando que, depois de aproximadamente 70 iteracoes,

uazy = ubyy e vary & vbyy , ou seja, os sistemas A e B se encontram sincronizados. Nesse
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Figura 4.7: Grafico de A x t

caso a sincronizagao é dita completa em u e v. Através das figuas (4.5) e (4.6) concluimos

que a sincronizagao é em fase.

Portanto, para dois Mapas de Rede de Zaslavsky, tal como em (4.3) e (4.4), com
condigoes iniciais (3.0,5.0) e (2.0,1.7), e com parametros ¢ =4, K = 1.5 e C' = 0.1 ocorre a

sincronizacao completa e em fase apds 70 iteracoes.

Mantendo as condicoes iniciais e os parametros ¢ e K, e alterando o parametro de
acoplamento C' para 0.5, obtivemos as evolugbes temporais das varidveis (ua,,ub,) x t,

(van,vb,) x t, mostradas nas figuras (4.8) e (4.9).

Calculando as diferengas A, e A, para cada iteracdo obtivemos a evolucao dessas

diferencgas, que é mostrada na figura (4.10).

Analisando a figura (4.10) concluimos que para C=0.5 as varidveis u sincronizam-se
de forma completa e em fase muito rapidamente, enquanto que as variaveis v nao apresentam

sincronismo. Apesar de representamos apenas um pequeno intervalo de iteracoes na figura
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Figura 4.8: Grafico de u x ¢ Figura 4.9: Grafico de v x t

Figura 4.10: Gréfico de A x ¢

(4.10), foram realizadas mais de 2000 iteragoes nao se observando nenhuma tendéncia a

sincronizac¢ao das variaveis v.

Alterando o parametro de acoplamento C para 1.0, obtivemos as evolugoes temporais

das varidveis (ua,, ub,) x t, (va,,vb,) x t, mostradas nas figuras (4.11) e (4.12).
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Figura 4.11: Gréafico de u x t Figura 4.12: Gréafico de v x t

Calculando as diferencas A, e A, para cada iteracao obtivemos a evolucao dessas

diferengas, que é mostrada na figura (4.13).

AU

_ C=1.0
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, \
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0 20 40 60 80 100 120 140 160

iteracao

Figura 4.13: Gréfico de A x ¢
Analisando as figura (4.13) concluimos que as diferengas entre as varidveis, A, e

A, nao apresentam nenhum dos comportamentos descritos na se¢ao (4.1.3) ou (4.1.4), ou

seja, a sincronizacao nao é completa e nem incompleta para nenhuma das varidveis, logo,
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dizemos que os sistemas nao entram em sincronismo para C=1.0. Novamente, apesar de estar
representado na figura (4.13) apenas um pequeno intervalo de iteragoes, foram realizadas
mais de 2000 iteracoes nao se observando nenhuma tendéncia a sincronizagao das variaveis

uewv.

Alterando o parametro de acoplamento C' para 1.5, obtivemos as evolucoes temporais

das varidveis (uay,, ub,) x t, (va,,vb,) x t, mostradas nas figuras (4.14) e (4.15).

Figura 4.14: Gréafico de u x t Figura 4.15: Grafico de v x ¢

Calculando as diferengas A, e A, para cada iteracao obtivemos a evolucao dessas

diferencas, que é mostrada na figura (4.16).

Analisando a figura (4.16) concluimos que para C=1.5 as varidveis u e v sincronizam-
se de forma completa apds 110 iteragoes. Através das evolugoes temporais das figuras (4.14)
e (4.15) classificamos o regime de sincronizagao como sendo em contra-fase. Portanto, para

C=1.5 as variaveis u e v sincronizam-se de forma completa e em contra-fase.

Portanto, os Mapas de Rede de Zaslavsky podem apresentar sincronizacao depen-
dendo do valor do parametro de acoplamento C'. Nessa secao foram apresentados alguns dos

possiveis regimes de sincronizacao encontrados durante o estudo desse mapa.
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Figura 4.16: Gréfico de A x ¢

4.4 Regioes de sincronizacao

Na secao anterior foi mostrado que dois Mapas de Rede de Zaslavsky sincronizavam-se
apds um numero n de iteracoes dependendo do parametro de acoplamento C'. Foram fixadas
duas condigoes iniciais e variando o parametro de acoplamento C' determinamos se ocorria

a sincronizagao entre os mapas.

Concluimos, através da figura (4.7), que as condigoes iniciais (3.0,5.0) e (2.0,1.7)
resultavam na sincronizacao dos mapas, quando C' = 0.1. A partir desse resultado fomos

levados as seguintes questoes:

As condigoes iniciais (3.0,5.0) e (2.0 + Au, 1.7 + Av) também resultam em algum
regime de sincronizagao entre os mapas quando Au e Av sao pequenos? E quando Au e Av

sao grandes?

Para responder essas perguntas procedemos da seguinte maneira: Fixando o
parametro de acoplamento C' = 0.1 e a condigao inicial do sistema A em (3.0,5.0), var-

remos a regiao delimitada por —10 < v < 10 e —10 < v < 10 em intervalos de 0.05, tomando
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esses pontos como as condicoes iniciais do sistema B. Assim, para cada uma dessas condicoes
iniciais do sistema B verificamos se ocorria a algum regime de sincronizagao com a condi¢ao

inicial do sistema A.

Com todas as condigoes iniciais do sistema B que sincronizaram com o sistema A
construimos o espago de condigoes iniciais mostrado na figura (4.17).

10
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Figura 4.17: Condicoes iniciais do sistema B que sincronizam

com o sistema A

A regido escura da figura (4.17) indica as condigdes iniciais fornecidas ao sistema
B que resultam em sincronizacao com o sistema A. Se uma condicao inicial escolhida na
regiao clara da figura (4.17) for fornecida ao sistema B nao serd observado nenhum regime

de sincronizacao com o sistema A.

Portanto, analisando a figura (4.17) podemos saber quais condigoes iniciais do sistema

B resultam em sincroniza¢ao com o sistema A, cuja condigao inicial é (3.0,5.0).



Capitulo 5

Ruido no Mapa de Rede de Zaslavsky

Na segao (3.3) consideramos que (3 assumia o mesmo valor em todas as iteragdes. Isso
foi realizado através de um incremento A adicionado de 1. Essa perturbagao foi chamada
de perturbagao constante, e o seu efeito foi mostrado nas figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11. Além da
perturbacao de valor constante, foi estudado o efeito de uma perturbagao cujo valor variava
no tempo. Essa perturbacao foi chamada de perturbacao aleatoria e se assemelha a um ruido.

Isso foi possivel variando o valor do incremento AfS a cada iteragao realizada no mapa.

A escolha do valor de Af a cada iteracao foi feita baseada em uma seqiiéncia de
nimeros aleatorios ;. Para tal procedimento, foi desenvolvido um algoritmo que gerava um
valor randomico ~ a cada iteracao. Tal algoritmo fez o papel de um sorteador de niimeros.

Com isso estudamos a resposta do sistema frente a uma perturbacao randomica.

O algoritmo implementado gerou valores aleatérios no intervalo [0, 1]. Esse intervalo
nao era aplicadvel as nossas necessidades uma vez que o estudo da segao (3.3) indicou que
o sistema era muito sensivel a grandes perturbacgoes. Isso foi corrigido da seguinte forma:

sendo «y o valor sorteado dentro do intervalo [0, 1], multiplicou-se tal valor por um fator de
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reducao H. Assim, A assumiu um valor diferente em cada iteracao realizada

A figura (5.1) mostra uma seqiiéncia de valores aleatérios gerado pelo algoritmo em

funcao das iteragoes.

1,25
1,00 - . A * .
075 . .

0,50 . . e ‘
0,25 . ‘ .

0,00 . . .

-0,25 . , . , . , . , .

Figura 5.1: Valores de 7 sorteados

Para que fosse possivel comparar os efeitos da perturbacao aleatoria com os efeitos
da perturbacao constante foi necessario caracterizar a seqiiéncia aleatoria. Isso foi feito
calculando a média entre os valores da seqiiéncia. Na figura (5.1) o valor médio entre os
pontos sorteados tende a 0,5 quando o numero de sorteios tende ao infinito. Assim, podemos
nos referir a seqiiéncia da figura (5.1) como a seqiiéncia de média 0,5. Usando esse algoritmo

de sorteio, criamos seqiiéncias com médias diferentes de 0,5 através de “transformacoes ” do
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tipo:

AB; = H.(¢ + o) (5.2)

onde ¢ e ¢ sao escolhidos de forma a transformar a média da sequéncia num valor desejado,

~ é o valor do numero sorteado no intervalo [0,1], e H um fator de redugao. Por exemplo,

para ¢ = —1 e p = 3 é gerada uma sequéncia de média 0, como mostra a figura (5.2)
Lk K
05" . .....'. . ., - . .
- 0'0‘.-. . e . ... .. .. .., tett '
059 | °. . . . . . .
1,0 .. R e T . -

Figura 5.2: Valores de 7 sorteados

Dispondo de seqiiéncias com valores médios conhecidos foi possivel comparar o efeito
de perturbacoes devido a um Apf; aleatério com relacao a um Apf; constante. Essa com-

paracao foi realizada da seguinte forma:

e Definimos um sistema A , o qual serviu de controle para as nossas comparacoes. Esse

sistema nao possui perturbagao constante e nem perturbacao aleatéria, AS = 0, entao
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g =1

ua;+1 = (ua; + K senwva;) cos o + va; sen «v (5.3)

va;+ 1 = —(ua; + K senwa;) sen a + va; cos a

e Definimos um sistema B , o qual possui perturbagao constante controlada por um

parametro AfS = constante, entao =1+ AfS = 1+ constante;

ub;1 = (ub; + K senvb;) cos a + Pub; sen « (5.4)

vbiy1 = —(ub; + K senwvb;) sen o + Sob; cos «

e Escolhemos o valor da perturbacao fixa AS = constante que queriamos estudar;

e Definimos um sistema C , o qual possui perturbacao aleatoria controlada por um

parametro aleatorio Ag;, onde §; = 1+ AS;;

uci1 = (uc; + K senwvc;) cos o + fyve; sen a (5.5)

veir1 = —(uc; + K senve;) sen a + fve; cos a

e Escolhemos uma transformacao do tipo (5.2) de forma que a sequéncia aleatéria resul-

tante possuisse um valor médio igual a AS do sistema B;

e Definiu-se arbitrariamente os valores dos parametros de controle K, () bem como um

numero ¢ de iteragoes. Esses parametros foram fornecidos ao trés sistemas;

e Foi escolhida uma condigao inicial ug, vg comum aos trés sistemas;
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e As variaveis semelhantes dos sistemas foram comparadas a cada iteracao em relacao

ao sistema de controle A da seguinte forma:
Aub; = ub; — ua; Auc; = uc; — ua; (5.6)
Avb; = vb; — va; Ave; = ve; — va; (5.7)
e Os resultados das comparagoes anteriores foram plotados em relagao o tempo 1.
Como exemplo, as figuras (5.3) e (5.4) mostram a comparacao entre os trés sistemas

onde K=1.5, Q=4.0, i=1000, uo=2.0, v9=3.0, A = 5.107°, uma sequéncia aleatéria de

média 0,5 e um fator de reducio H = 1.1074.

- aleatoria - aleatoria
- fixa - ' - fixa

Au

T 1 1
800 1000 0 200 400 800 1000

Figura 5.3: Grafico de Au xt Figura 5.4: Grafico de Av x t

Como exemplo, as figuras (5.5) e (5.6) mostram a comparacao entre os trés sistemas
onde K=1.5, Q=4.0, i=1000, uy=6.0, v9=6.0, AS = 5.107°, uma sequéncia aleatéria de

média 0.5 e um fator de reducao H = 1.107%.

A justificativa para a escolha do fator de reducao H = 1.107* se d4 através de fato
de que a comparacao dos efeitos entre um ruido e uma pertubacao constante s6 tem sentido

quando ambas as perturbacoes possuem a mesma intensidade. Sendo o valor médio do ruido
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Figura 5.5: Grafico de Au x t

Av

0,15

0,10

0,05

aleatoria
fixa

T T T T 1
200 400 600 800 1000

Figura 5.6: Grafico de Av x t

igual a 0.5, ¢ H = 1.10™%, cujo produto é equivalente a intensidade da perturbacao constante

escolhida, A3 = 5.107°.

Os graficos das figuras (5.3), (5.4),(5.5) e (5.6) indicam que o sistema com perturbagao

constante B apresenta uma divergéncia mais rapida em relagao ao sistema de controle A do

que o sistema com perturbacao aleatéria C, ou seja, o efeito da perturbagao se pronuncia

mais rapidamente quando a perturbagao empregada é do tipo constante.

Portanto, foi concluido que se existe o interesse em perturbar um sistema, a per-

turbagao que oferece resultado mais rapidamente é a perturbacao constante.



Capitulo 6

Periodicidade de Perturbacao

Na secao anterior foram mostrados os resultados provocados por perturbacoes fixas
e aleatérias. Durante o estudo de tais resultados foi encontrada uma particularidade nao
esperada que despertou grande interesse. Essa particularidade, a qual denoninamos “Perio-

dicidade de Perturbagao” sera descrita detalhadamente no decorrer dessa secao.

6.1 Consideracoes Sobre as Perturbacoes

Dados dois sistemas idénticos (diferindo apenas pelo valor de AJ) como os apresenta-
dos nas equagoes (5.3) e (5.4), com condigao inicial e parametros comum a ambos os sistemas,
era esperado que as trajetérias divergissem com o passar do tempo. As figuras (6.1) e (6.2)
mostram as comparacoes Aub; = ub; — ua; e Avb; = vb; — va;, para A = 0 no sistema A e

AB = 5.107° no sistema B.

As figuras (6.1) e (6.2) sugerem que Aub; e Avb; assumem valores cada vez maiores

com o passar do tempo. Assim, fomos levados a seguinte hipétese:

Uma perturbagao fiza provoca uma divergéncia entre a trajetoria do sistema nao per-
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Figura 6.1: Grafico de Au x t Figura 6.2: Grafico de Av xt
turbado A e a trajetoria do sistema perturbado B, e essa divergéncia é crescente no tempo.

Porém, foi verificada uma estranha caracteristica que discorda de nossa hipdtese.
Durante o estudo, arbitrariamente convencionou-se que relizar 1000 iteracoes era suficiente
para observar o comportamento da divergéncia das trajetorias, e que nas iteracoes seguintes

o comportamento seria mantido. Porém, isso nao foi observado.

6.2 Analise da Divergéncia Depois de Muitas Iteracoes

Considerando os mesmos parametros e condigao inicial que originaram os gréaficos
das figuras (6.1) e (6.2), realizamos um nimero muito grande de iteragoes, resultando num

comportamento inesperado. As figuras (6.3) e (6.4) ilustram o ocorrido

Observando as figuras (6.3) e (6.4), concluimos que a hipétese anterior ¢ incorreta. A
divergéncia é crescente até um ponto maximo e em seguida a divergéncia tende a um valor

minimo, e depois novamente a um maximo, indicando um comportamento repetitivo.
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Figura 6.3: Grafico de Au xt Figura 6.4: Grafico de Av x t

Dessa forma, claramente a divergéncia entre as trajetorias nao é crescente no tempo
como era esperado. O comportamento encontrado foi chamado de “Periodicidade de Per-
turbacao”, e intitula esse capitulo. Observando as figuras (6.3) e (6.4) vemos que nao existe
exatamente um periodo caracteristico, ou seja, a distancia entre dois maximos consecutivos

nao é fixa.

6.3 Periodicidade com Perturbacao Aleatdria

Na secao anterior foi mostrada a existéncia de um comportamento “periédico” para a
diferenca entre as varidveis semelhantes de um sistema nao perturbado e um nao perturbado.
Naquela situacao a perturbacao empregada no estudo foi uma perturbacgao fixa, do tipo
B =1+ cte. Nessa secao sera mostrado que o mesmo ocorre empregando uma perturbagao

aleatoria.

Novamente consideramos dois sistemas idénticos, com condicao inicial e parametros
comum a ambos os sistemas. Foi escolhida uma sequéncia aleatéria cujo valor médio era

igual a perturbagao do tipo constante da segao anterior. As figuras (6.5) e (6.6) mostram as
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comparacoes Aub; = ub;—ua; e Avb; = vb;—va;, para A = 0 no sistema A e ABmeqg = 5.107°

no sistema B.

354 - aleatoria 3.5 - aleatoria

Au
Av
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Figura 6.5: Grafico de Au x t Figura 6.6: Grafico de Av x ¢

Da andlise das figuras (6.5) e (6.6) concluimos que o comportamento “periédico”
nao ¢ devido ao tipo de perturbagao empregado, tanto uma perturbagao constante quanto
uma perturbagao aleatoria conduzem a resultados semenlhantes. O tipo de perturbacao
empregada apenas modifica a rapidez com que o comportamento “periédico” acontece. Ou
seja, de acordo com as figuras (6.3) e (6.4) vemos que o primeiro pico maximo quando a
perturbagao é constante ocorre por volta de 2900 iteragoes, enquanto que empregando uma

perturbagao constante o mesmo pico maximo sé acontece por volta de 4000 iteragoes.

6.4 Estudo da Periodicidade

Na secao anterior foi mostrado que o comportamento “periédico” acontece indepen-

dentemente do tipo de perturbagao empregada. O objetivo dessa segao ¢ analisar a relacao
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entre os parametros e o comportamento “periddico”.

Vimos que os graficos de Au x ¢ daquela secao sao muito semelhantes aos graficos de

Av x 1, por isso, de agora em diante serao apresentados apenas os graficos de Au x 1.

Primeiramente, desejava-se conhecer qualitativamente a relagao entre a intensidade da
perturbagao A (ou AfS,,eq 00 caso aleatdrio ) e o comportamento “periédico” da comparagao
entre as variaveis semelhantes de dois sistemas. Para tal estudo foram escolhidos os valores
dos parametros como K = 1.5 e @ = 4.0, e uma condi¢ao inicial (2.0,3.0) comum a ambos os
sistemas. O sistema A nao foi perturbado (5 = 1) e o sistema B recebeu uma perturbagao
constante de diferentes intensidades (6 = 1 + AJ). As figuras (6.7), (6.8), (6.9) e (6.10)

mostram o comportamento de Au em funcao do niimero de iteracao para diferentes AS.

Figura 6.7: Grafico para A = 5.1077 Figura 6.8: Grafico para A3 = 1.107°

Analisando as figuras (6.7), (6.8), (6.9) e (6.10) concluimos que a intensidade da
perturbagao nao modifica o valor maximo de Awu, ou seja, o distanciamento maximo entre
as trajetérias (picos dos gréficos) independe do valor de AfS. Foi também observado que

quanto maior a perturbacao mais rapido o comportamento “periédico” aparece.

Uma vez que a intensidade da perturbacao nao alterou a maxima distancia entre as

trajetérias, fomos levados a acreditar que o distanciamento méximo estava relacionado com
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Figura 6.9: Grafico para AS = 5.107° Figura 6.10: Grafico para AS = 1.107°

a condicao inicial fornecida aos sistemas. Isso foi verificado mantendo fixa a intensidade
da perturbagao e variando-se a condica@o inicial. As figuras (6.11), (6.12), (6.13) e (6.14)
mostram o comportamento de Au em fungao do niimero de iteracao para diferentes condi¢oes

iniciais.

Figura 6.11: Gréfico para (ug, v9)=(0.5,0.5) Figura 6.12: Grafico para (ug,v9)=(1.5,0.1)

Nas figuras (6.11), (6.12), (6.13) e (6.14) vemos que o afastamento méximo entre
as trajetérias esta diretamente ligado a condicao inicial fornecida aos sistemas. Julgou-se

interessante conhecer a localizacao dessas condigoes iniciais sobre o espago de fases, e isso é
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Figura 6.13: Gréfico para (ug, v9)=(6.0,6.0) Figura 6.14: Gréfico para (ug, vo)=(-4.0,3.0)
mostrado na figura (6.15).

Comparando a localizacao das condigoes iniciais sobre o espaco de fases com a ampli-
tude maxima de separacao entre trajetérias observou-se que as condicoes iniciais que levam
a um maior distanciamento sao aquelas localizadas nas maiores curvas invariantes dentro
das regioes regulares. A condigao inicial (1.5,0.1) representada em azul na figura (6.15) esta
localizada dentro de uma pequena ilha, de modo que a excursao maxima entre a trajetéria
nao perturbada e a trajetéria perturbada é menor que no caso (0.5,0.5), representada em

vermelho.

Portanto, concluimos que a perturbacao do Mapa de Rede de Zaslavsky produz um
comportamento nao esperado que consiste na aproximacao e afastamento entre a trajetéria
perturbada e a trajetoria nao perturbada. Foi verificado que o afastamento maximo entre
as trajetérias nao depende da intensidade da perturbacao, mas da condicao inicial, e que
o distanciamento méaximo é tanto maior quanto a curva invariante do espaco de fases que

contém a condicao inicial.
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Figura 6.15: Exemplo de condigoes iniciais de maximo distanciamento

6.5 Periodicidade de Perturbacao no Mapa de Chiri-

kov

As conclusées da secao (6.4) despertaram o interesse sobre o comportamento
“periodico” encontrado na perturbagao do Mapa de Rede de Zaslavsky. Restava saber se esse
comportamento era uma caracteristica estritamente particular desse mapa ou era encontrada
em outros mapas. Para sanar essa curiosidade foi aplicado no Mapa de Chirikov exatamente
o mesmo estudo usado no Mapa de Rede de Zaslvsky, ou seja, consideramos dois sistemas
idénticos com os mesmo parametros e condigoes iniciais, diferindo apenas no valor de 5. O

sistema nao perturbado possui § = 1 e o sistema perturbado possui 7 = 1 + cte.
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6.5.1 Mapa de Chirikov

O mapa mais amplamente estudado é o Mapa de Chirikov, ou ainda mapa Padrao.
Originalmente descrevia um modelo de interacao de um plasma com um campo magnético,
mas seu modelo ¢é aplicado em outros processos dinamicos como o movimento de particulas

carregadas em aceleradores, e péndulos sem gravidade [11]. O Mapa de Chirikov é dado por

Uiyl = Ui + Vig1 (6.1)

Vir1 = U; + Ksenu;

onde k é um parametro adimensional que controla a intensidade da nao linearidade. A figura

(6.16) mostra o espago de fases do Mapa de Chirikov para k = 1.

Figura 6.16: Sincronizacao em fase
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6.5.2 Perturbagao no Mapa de Chirikov

Foram definidos dois sistemas idénticos, A e B

UG = UG; + Vi (6.2)

Va1 = va; + kP, senua;

Ubi+1 = Ubl + Ubi_;,_l (63)
vbi11 = vb; + K sen ub;
No sistema A o parametro [, = 1, esse sistema serviu de controle. Para o sistema B

o parametro 3, = 1 + 1.1072 foi escolhido arbitrariamente. Assim como na segao (5) foram

definidas as seguintes comparacoes

Au; = ub; — ua; Av; = vb; — va; (6.4)

As iteragdes para as comparacoes (6.4) sao mostradas nas figuras (6.17) e (6.14).

35

AV

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
i i

Figura 6.17: Gréfico de Au x t Figura 6.18: Grafico de Av x t

Analisando as figuras (6.17) e (6.14) concluimos que a aproximagao e afastamento

entre a trajetéria perturbada e a trajetéria nao perturbada que ocorria no Mapa de Rede
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de Zaslavsky também ocorre do Mapa de Chirikov. Portanto, aparentemente essa pode ser

uma caracteristica geral também presente em outros mapas.

6.6 Mudanca de Regiao Regular para Regiao Cadtica

Vale ressaltar que o comportamento “periédico” observado tanto no mapa de Zas-
lavsky quanto no mapa de Chirikov, ocorre apenas para condigoes iniciais dentro das regioes

regulares ou sobre as curvas invariantes do espaco de fase.

Condigoes iniciais localizadas no mar de caos resultam em trajetérias diferentes muito

rapidamente, fazendo com que Au e Av “explodam”.

Durante os estudos foi notado que para algumas condicoes iniciais na regiao regu-
lar, Au e Av também crescem indefinidamente apdés um certo nimero de iteracoes. Essas
condigoes iniciais situam-se muito proximas da fronteira entre uma regiao regular e o mar

de caos.

Nas figuras (6.19), (6.20) e (6.21), (6.22) vemos o crescimento de Au e Av para duas

dessas condigoes iniciais.

Foi observado que o comportamento “peridédico” se extingue em um determinado
momento, indicando que a trajetétia do sistema perturbado escapa da regiao regular para o
mar de caos, enquanto que a trajetoria do sistema nao perturbado continua sobre uma curva

invariante da regiao regular. Na literatura, esse comportamento é denominado stickiness

12].

Dessa forma, é possivel concluir que uma trajetoria inicialmente regular pode apre-
sentar comportamento cadtico devido uma perturbacao, como por exemplo um ruido. Essa

transicao entre as regioes é conhecida como transporte no espaco de fases, sendo possivel
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Figura 6.19: Gréfico de Au x ¢ Figura 6.20: Grafico de Av x t

Figura 6.21: Gréfico de Au x t Figura 6.22: Grafico de Av x t

facilitar ou dificultar esse comportamento através da intensidade da perturbacao e pela ca-

oticidade do sistema, como mostrado nas figuras



Capitulo 7

Expoentes de Lyapunov

Expoente de Lyapunov é um conjunto de niimeros que sao utilizados como um método
para detectar a presenca do caos em sistemas dinamicos, este expoente fornece uma medida
sensitiva as condigoes iniciais. O expoente de Lyapunov tem sido um dos diagnoésticos mais

utilizados na andlise de sistemas dinamicos cadticos.

7.1 Expoentes de Lyapunov

Num sistema unidimensional de tempo discreto (Mapas 1-d) o expoente de Lyapunov

¢ definido considerando um mapa da seguinte forma

Sejam duas condigoes iniciais Xy e Xy + AXy. Adimitindo que depois de uma iteragao a
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nova distancia é AX;, e que AX; é dado por
(AX;)? = (F(Xo+ AXy) — F(Xp))* + (AXp)? (7.2)
e que se o distanciamento entre as trajetérias se da de forma exponencial, temos

|AX1| = €A|AX0|. (73)

Entao A mede a taxa exponencial de expansao da distancia A X, até a distancia AX;

como resultado de uma unica iteracao.

Uma vez que AX é muito pequeno quando comparado com F(Xy+ AXy) — F (X)),

a eq. (7.2) pode ser reescrita como

AX) ~ F(Xo + AXo) — F(Xp). (7.4)

Assim temos que

|F(Xo + AXo) — F(Xo)| = [AXole* (7.5)

Iterando o mapa N vezes tem-se que |FN(Xy + AXy) — FN(Xy)| = |AXo|eM, que
pode ser reescrita como

1

=L FN(Xo + AXg) — FN(X,)

A Xy

. (7.6)

Considerando uma distancia inicial infinitesimal (AXy, — 0) e que depois de um

nimero infinito de iteragoes (N — 00), temos

. . 1 FN(XO—i—AXO)—FN(XO)
A= 1\}1—{20 A%&O N n AXy

. (7.7)

Lembrando a definicao de derivada, temos o expoente caracteristico de Lyapunov do

mapa.
.1
A

dFN (X)

— (7.8)

X=Xo
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Aplicando a regra da cadeia para o calculo dessa derivada, obtem-se que

dFN(X)|  _ dF(X) dF(X) AF(X)

dX dX dX dX

Xo XN-1 XN_2 Xo

Assim, \ pode ser calculado pela expressao

N-1 N-1
.1 dF(X) .1 dF(X)
A= lim —In —_— = lim — In (7.9)
N—oo N jljo dX xox, Nooe N ]Z:; dX X=X,
ou ainda N
. ]- — /

A= lim Zolnyp (X)]xx, (7.10)

j:

Isto nos da uma medida quantitativa da estabilidade do sistema, permitindo observar
como a distancia entre condicoes iniciais distintas convergem ou divergem no tempo. Quando
o expoente de Lyapunov é negativo, as condigdes iniciais convergem para o atrator (no caso
dissipativo) e indica que a orbita estd sobre uma superficie invariante (no caso conservativo),
e nesse caso o sistema nao é sensivel as condigoes iniciais. Quando o expoente é positivo, o
sistema apresenta comportamento cadtico, ou seja, ocorre o aumento da distancia entre os
pontos iniciais em virtude da iteracao. Quando o expoente de Lyapunov é nulo, o sistema

esta no limite dos casos anteriores, e é conhecido como ponto de bifurcacao [13].

A fungao F' que define o mapa depende em geral de um parametro de controle pu.
Entao, o valor de A dependera desse parametro. Ao construir o grafico de A\ em funcao de
i pode-se identificar para quais valores de p tem-se dependéncia em relagao as condicoes

iniciais (A > 0) e , portanto, saber em quais condigdes o sistema é caético.

Uma outra maneira de reescrever a equacao (8.10) pode ser feita considerando que

dF(X) , F(Xo+ AXy) — F(Xo)
X | (kg AX, (7.11)
e que portanto
dF(X)|  _ . _FX;+AX)) - F(X))
i X__F(Xﬂxj_ AX, (7.12)
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Através da relagao (8.4) conclui-se que

AX,
FUX) |y = =it 7.13
(X)x, AX, (7.13)

Entao, o expoente de Lyapunov de uma mapa unidimensional é dado por

(7.14)

N—-1
. 1 AXj+1
A—J&E%ONZJ,O ln'A—Xj

X=X,

A generalizacao para o caso bidimensional é feita considerando um mapa dado por

Xpi = F(X,Y)
Yoo = G(X,Y)

A matriz jacobiana desse mapa é

OF OF

a b oF  OF

J = = S o
c d X oy

A divergéncia entre as trajetérias é dada agora por AR = /(AX)2 + (AY)2, logo

um dos expoentes de Lyapunov é

M= lim =S I Al (7.15)
N=voo N =0 AR e xom)
onde AR,y = /IAX; 112 + (AV;1) ¢ AR; = /(AX, 7 § (AY,)2.
Aplicando no mapa o conceito de derivada total do Calculo, temos
AXip = AX]-% + AY}% (7.16)
AY; 1 = AX"% + AY]%
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Substituindo os elementos da matriz Jacobiana nas equacgoes anteriores temos

A}/;'-‘rl = CA)(J + dAY}

Assim AR, pode ser reescrito como

AR = /(aAX; + DAY, + (cAX; + dAY))? (7.18)

Substituindo (8.18) e ARj = /(AX;)? 4+ (AY;)? em (8.15), temos

(aAX; + bAY; AX; + dAY;)?
M= lim LS | V(0AXS HAY)) + (CAX; + dAY)) (7.19)
B N NS OEINAE
Multiplicando e dividindo o argumento do logaritmo natural por AX; temos
0@+ bRE) + (e +d)?
= lim — Z In : - (7.20)
Vo N 1+ (527
Fazendo AYJ“ nas equagoes de (8.17) temos
AY;_4
AY. S AY. a+bAXJ
A, = A I A = S — : 7.21
j+1 AX g J AX, c—i—dA;” 11 ( )
O expoente de Lyapunov fica entao determinado por
(a+ bA + (c+dA;)?
n = Jim o Zl (A])Q (7:22)
onde Ay
a+ b
= — gt (7.23)
c+dsEt
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Os coeficientes a, b, ¢ e d correspondem aos elementos da matraiz Jacobiana.

Uma vez que o mapa em questao ¢ um mapa bidimensional, sao necessarios dois
expoentes de Lyapunov para caracterizar o comportamento do mapa. O primeiro expoente
de Lyapunov é dado por (8.22), o segundo expoente pode ser determinado em fungao do

primeiro através de

Ay = In|ad — be| — N\ (7.24)

Se a condicao inicial escolhida para o calculo do expoente de Lyapunov situar-se em
uma regiao regular, nao havera uma divergéncia entre trajetorias, e portanto, a determinacao
do expoente de Lyapunov perde o sentido. Para contornar esse problema, é necessario
escolher um conjunto de condicoes iniciais, calcular os expoentes de Lyapunov para cada uma
dessas condigoes iniciais e realizar uma média entre os valores dos expoentes de Lyapunov

13].

Para determinar os expoentes de Lyapunov de um sistema bidimensional foi desen-

volvido um algoritmo como segue:

Atribuir o valor de interesse para o parametro de controle;

e Impor um valor muito pequeno para as distancias inicias AX, e AY;. Em nossos

calculos foram usadas distancias iniciais igual a 10719;
e Escolher uma condicao inicial X e Yy dentre um conjunto sobre o espaco de fases;

e Iterar o mapa muitas vezes (por exemplo, 100000), determinando em cada iteragao o

valor de Aj;;

e Determinar o valor de A\; e \o;
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e Escolher outra condicao inicial e repetir os passos anteriores;

e)\2

e Calcular o valor médio \;

med med

7.2 Expoentes de Lyapunov no Mapa de Rede de Zas-
lavsky

O Mapa de Rede de Zaslavsky apresentado na equagao (1.7) é um mapa bidimensional,

e portanto, existem dois expoentes de Lyapunov.

O Mapa de Rede de Zaslasvky é controlado por dois parametros, K e q. No capitulo
(2), verificou-se que K é responsavel pelo grau de caoticidade do sistema, e que ¢ é a ordem
de ressonancia. A alteracao no valor de ¢ ocasionou a completa modificacao do espaco de
fases devido a variagao do nimero de regioes regulares. Assim, o estudo dos expoentes de

Lyapunov foi realizado variando K e mantendo ¢ constante.

As figuras (7.1), (7.2), (7.3) e (7.4) mostram os dois expoentes de Lyapunov do Mapa

de Rede de Zaslavsky para K variando no intervalo [0.0,5.0], com diferentes valores de g.

O comportamento cadtico é caracterizado pela divergéncia exponencial de tajetorias
vizinhas. Isso acontece quando hé pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o que

implica dependéncia sensivel com as condigoes iniciais.

Nas figuras (7.1), (7.2), (7.3) e (7.4) é possivel notar que A\; = —\y. Esse resultado é

correto uma vez que o mapa em questao é conservativo.

Considerando inicialmente um elemento de area Sy, apds algumas iteragoes temos
um novo elemento de area S;. Se o sistema apresenta dependéncia sensivel das condi¢oes

iniciais, entdo, S; = Spe*e*?. No caso de um sistema conservativo, S; = Sy, implicando que
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0,5+ 0,5+

044 % 044" h

044 04
-0'5 T T T T T T T T T 1 -0’5 T T T T T T T T T 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0 35 4,0 4,5 5,0 0,0 0,5 1,0 15 2,0 25 3,0 35 4,0 4,5 5,0
Figura 7.1: Expoentes de Lyapunov ¢ = 3 Figura 7.2: Expoentes de Lyapunov ¢ =5

-0'5 T T T T T T T T T 1 -0’5 T T T T T T T T T \\l
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0 35 4,0 4,5 5,0 0,0 0,5 1,0 15 2,0 25 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0
Figura 7.3: Expoentes de Lyapunov ¢ =7 Figura 7.4: Expoentes de Lyapunov ¢ = 10
)\1 - —)\2.

Através das figuras (7.1), (7.2), (7.3) e (7.4), nota-se que a intensidade dos expoentes
é crescente em relacao ao parametro K, isso confirma a conclusdo dada na sec¢éo (2.2), onde

foi observado que o parameto K estd intimamente ligado com a caoticidade do sistema.

E possivel notar também que para alguns valores de K, ambos os expoentes se anu-

lam. Nessa situacao, temos os pontos de bifurcacao. Os pontos de bifurcacao indicam o
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“momento” em que ocorre a transicao da regularidade para o caos. Porém, no Mapa de
Rede de Zaslavsky, o ponto de bifurcacao indica o valor do parametro K no qual ocorre a
inversao dos expontes, pois imediatamente antes do ponto de bifurcacao o sistema ja era

cadtico.



Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho de conclusao de curso, primeiramente foi realizada uma revisao bi-
bliografica abordando alguns conceitos fundamentais da dinamica nao-linear como a classi-
ficacao de um sistema dinamico, existéncia de pontos fixos e espagos de fase. Usando esses
conceitos, posteriormente foram estudadas as propriedades da dinamica cadtica de um sis-
tema dinamico que representa o movimento de uma particula em um campo magnético
constante com uma onda eletromagnética propagando-se perpendicularmente ao campo

magnético, conhecido como Mapa de Rede de Zaslavsky.

Através da observacao do espaco de fases do mapa, foi possivel concluir que o niimero
de regioes regulares visitadas por uma condicao inicial localizada em uma dessas regioes
regulares, corresponde numericamente ao valor do parametro de ressonancia  do mapa.
Outra interessante conclusao corresponde ao fato de que o tamanho das regides regulares
depende da intensidade da perturbacao K. Para pequenos valores de K o espaco de fases
¢ dominado por regioes regulares, as quais diminuem com o aumento de K. Em outras

palavras, é possivel exercer controle sobre a caoticidade do sistema.

Com a classificacao do espaco de fases em regioes regulares e cadticas foi observado

que as iteradas das condigoes iniciais permanecem nessas regioes, nunca adentrando em ou-
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tra regiao de comportamento diferente. Em outras palavras, os pontos iterados a partir de
uma condi¢ao inicial localizada na regiao regular permanecem nessa regiao independente-
mente do tempo transcorrido, e vice-versa. Posteriormente foi verificado que a insercao de
uma perturbacao no sistema faz com que uma condicao inicial localizada na interface das
regioes cadtica e regular escape para o mar de caos. Esse comportamento é conhecido como
transporte no espaco de fases, podendo ser controlado pela intensidade da perturbagao e

pelo parametro K do mapa.

Com relacao a sincronizacao do mapa, foi realizado uma breve revisao bibliografica
abordando os principais regimes de sincronizacao e as classificacao quanto ao tipo de acopla-
mento. Apds testes e observagoes foi escolhida uma forma de acoplamento que seria estudada
(eq. (4.3) e (4.4)). Com isso observou-se que dois Mapas de Rede de Zaslavsky acoplados
podem exibir regimes de sincronizacao completa e em fase, ou completa em contra-fase,
dependendo da intensidade do acoplamento imposto. Também foram encontradas algumas

situagoes onde nao se observou nenhuma e evidéncia de sincronizagao.

Através da insercao de uma pequena perturbacdo constante (segdes 3.3 e 3.4),
observou-se que o mapa em questao é extremamente sensivel frente a variagoes nos
parametros de controle. Na literatura, é bem difundido que esse tipo de comportamento
¢ uma evidéncia para a existéncia de caos. Estendendo o estudo das perturbagoes para outro
tipo de interferéncia, foi possivel concluir que uma perturbagao aleatéria (ruido) provoca efei-
tos menos pronunciados que uma perturbacao constante, mesmo tendo as duas perturbacoes

a mesma intensidade.

Um resultado inesperado foi encontrado durante o estudo envolvendo perturbagoes.
Era esperado que a divergéncia entre as trajetérias perturbada e nao perturbada fosse cres-
cente no tempo, de modo que apds muitas iteragoes seria observada um grande afastamento
entre as trajetérias. Porém, foi observado uma espécie de comportamento “periédico”, no

qual, as trajetorias se afastam e se aproximam com uma certa regularidade. Esse compor-
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tamento também foi observado no mapa de Chirikov, indicando que essa regularidade no
afastamento e na aproximacao das trajetérias nao é uma particularidade do Mapa de Rede

de Zaslavsky, e conseqiientemente pode ser observada em outros modelos.

Finalmente foi implementado um algoritmo para o célculo dos expoentes de Lyapunov
do Mapa de Rede de Zaslavsky, o qual forneceu uma ilustracao do comportamento do sistema
em funcao da intensidade da perturbacao K. Observou-se que por se tratar de um mapa

conservativo os expoentes possuem mesmo modulo e sinais contrarios.

Portanto, o Mapa de Rede de Zaslavsky apresenta uma dinamica muito rica. Isso
possibilitou o estudo de transporte, estudo dos efeitos de perturbagoes e a sincronizacao de

dois mapas.
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