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Câmpus de S~ao Jos�e do Rio Preto Instituto de Biociências,

Letras e Ciências Exatas

Gabriele Albano Barrera

Alguns aspectos da Teoria de Singularidades com
aplica�c~oes na Topologia e Geometria

S~ao Jos�e do Rio Preto
2018



Gabriele Albano Barrera

Alguns aspectos da Teoria de
Singularidades com aplica�c~oes na

Topologia e Geometria

Disserta�c~ao apresentada como parte dos requisitos

para a obten�c~ao do t��tulo de Mestre em Matem�atica

junto ao programa de P��s-Gradua�c~ao em Matem�atica,

do Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas

da Universidade Estadual Paulista \J�ulio de Mesquita
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Resumo

O objetivo da disserta�c~ao �e estudar a equivalência de contato, ou K-equivalência, intro-

duzida por John Mather como ferramenta da teoria de Singularidades para classi�car seus

objetos. Mostraremos como a equivalência de contato est�a relacionada com a Geometria

e a Topologia. Com a Geometria, atrav�es do estudo do contato entre pares de certas

subvariedades em R
n. Com a Topologia, atrav�es da vers~ao topol�ogica da K-equivalência,

a chamada C0-K-equivalência, observando que o grau �e um invariante completo no caso

de germes de aplica�c~oes f : (Rn; 0)! (Rn; 0).

Palavras chaves: K-equivalência; equivalência de contato.



Abstract

The goal of this work is to study the notion of contact equivalence, or K-equivalence,

introduced by John Mather in the Singularity theory. We will show how the contact

equivalence is related to Geometry and Topology. With the Geometry through the study

of the contact between pairs of certain submanifolds in Rn. With the Topology through

the topological version of K-equivalence, the called C0-K-equivalence, observing that the

degree is a complete invariant in the case of map germs f : (Rn; 0)! (Rn; 0).

Keywords: K-equivalence; equivalence of contact.
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Introdu�c~ao

Em todas as �areas da Matem�atica, buscamos trabalhar com objetos e com maneiras

de classi�c�a-los. Na teoria de Singularidades, os objetos com os quais trabalhamos s~ao os

germes de aplica�c~oes e germes de conjuntos, devido o estudo ser local. Podemos classi�car

tais germes atrav�es de rela�c~oes de equivalência apropriadas. Para germes de aplica�c~oes

(diferenci�aveis), a principal classi�ca�c~ao refere-se �a A-equivalência, ou seja, rela�c~ao de

equivalência dada por mudan�cas de coordenadas (difeomor�smos) na fonte e na meta do

germe.

No entanto, o estudo da A-classi�ca�c~ao �e r��gido, por se tratar de difeomor�smos. Para

reduzir o problema da A-classi�ca�c~ao dos germes de aplica�c~oes diferenci�aveis para um

problema mais \trat�avel", John Mather [6] introduziu a no�c~ao de equivalência de contato,

ou K-equivalência. A vantagem �e que, para germes est�aveis, a A-classi�ca�c~ao reduz-se �a

K-classi�ca�c~ao, que por sua vez pode ser caracterizada de uma maneira alg�ebrica. Neste

contexto, a K-classi�ca�c~ao torna-se importante.

O trabalho est�a dividido em quatro cap��tulos.

O Cap��tulo 1 consiste numa base para os estudos que ser~ao desenvolvidos nos demais

cap��tulos. Come�camos de�nindo variedades e suas propriedades. Como o nosso estudo �e

local utilizamos a linguagem de germes. De�nimos o que consiste num germe de aplica�c~ao

diferenci�avel entre duas variedades e apresentamos algumas propriedades. Em seguida,

introduzimos o conceito de a�c~ao de grupos agindo em variedades, pois atrav�es da a�c~ao

podemos de�nir uma rela�c~ao de equivalência entre os germes. Na parte �nal do cap��tulo,

de�nimos os grupos de Mather e as rela�c~oes de equivalência de nosso interesse dadas a

partir deles.

O Cap��tulo 2 �e inteiramente dedicado ao estudo da equivalência de contato, ou K-

equivalência. Apresentamos suas propriedades e invariantes, que s~ao cl�assicos na Teoria de

Singularidades. O objetivo do cap��tulo �e apresentar ferramentas para decidir quando dois
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germes s~ao ou n~ao K-equivalentes. Apresentamos resultados de classi�ca�c~ao, mostrando

como a K-equivalência contribui no estudo da A-equivalência. Al�em disso, uma caracte-

riza�c~ao alg�ebrica da K-equivalência �e dada, o que a torna de certa forma mais manej�avel

que a A-equivalênica. Esta caracteriza�c~ao alg�ebrica �e feita via os ideais das fun�c~oes

coordenadas ou tamb�em a partir de uma multiplica�c~ao matricial (por exemplo, Proposi�c~ao

2.9).

O Cap��tulo 3 �e baseado no artigo de James Montaldi [8]. Ele nos traz uma vis~ao

geom�etrica da K-equivalência que pode ser medida atrav�es do tipo de contato entre certas

subvariedades do Rn. O principal resultado �e o Teorema de Montaldi (Teorema 3.2).

No Cap��tulo 4, introduzimos a vers~ao topol�ogica da K-equivalência, chamada de

equivalência de contato topol�ogica ou, simplesmente, C0-K-equivalência. Este cap��tulo

�e baseado no bel��ssimo artigo de Takashi Nishimura [9]. O principal resultado mostra

que o grau �e um invariante completo para a C0-K-equivalência de germes de (Rn; 0) em

(Rn; 0).
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Cap��tulo 1

Motiva�c~ao e preliminares

Por que estudar teoria de Singularidades?

Esta quest~ao �e o ponto de partida de nossa motiva�c~ao para este trabalho. Sabemos

do C�alculo em v�arias vari�aveis, que dada uma aplica�c~ao diferenci�avel (que em nosso caso

signi�ca C1), f : Rn ! R
p, podemos de�nir sua diferencial em um ponto x0 2 R

n,

dfx0 : Rn ! R
p, como sendo a transforma�c~ao linear cuja matriz com rela�c~ao �as bases

canônicas do Rn e do Rp, �e a matriz jacobiana de f em x0. Se x0 �e um ponto regular de

f , segue que o posto da matriz jacobiana de f em x0 �e m�aximo se n 6= p, ou, no caso em

que n = p, temos que o determinante da matriz jacobiana de f em x0 �e n~ao nulo.

Desta forma, se x0 �e um ponto regular de f : Rn ! R
p temos os seguintes casos:

� Se n = p, ent~ao det(Jac f(x0)) 6= 0 e, portanto, dfx0 : R
n ! R

n �e um isomor�smo.

� Se n > p, ent~ao o posto da matriz jacobiana de f em x0 �e p (m�aximo poss��vel).

� Se n < p, ent~ao o posto da matriz jacobiana de f em x0 �e n (m�aximo poss��vel).

Podemos de�nir, de maneira natural, a seguinte rela�c~ao de equivalência no conjunto

das aplica�c~oes diferenci�aveis de Rn em R
p:

De�ni�c~ao 1.1. Duas aplica�c~oes f; g : Rn ! R
p s~ao ditas A-equivalentes se existirem

difeomor�smos h : Rn ! R
n e k : Rp ! R

p tais que

f = k � g � h�1:
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Neste caso, denotamos a A-equivalência entre f e g por

f � g:

Esta �e uma rela�c~ao de equivalência natural para aplica�c~oes diferenci�aveis, pois preserva

v�arias propriedades importantes das aplica�c~oes.

Relembrando os principais teoremas do C�alculo Avan�cado, podemos descrever o com-

portamento local de uma fun�c~ao diferenci�avel f : Rn ! R
p em uma vizinhan�ca de um

ponto regular x0, a menos de A-equivalência, a partir da seguinte an�alise:

� Se n = p, vimos que dfx0 : R
n ! R

n �e um difeomor�smo. Pelo Teorema da Aplica�c~ao

Inversa, segue que f �e um difeomor�smo local. Em outras palavras, segue que existe

f�1 (o qual tamb�em �e um difeomor�smo) tal que f �f�1 = idRn , onde idRn denota a

aplica�c~ao identidade do Rn. Note que podemos reescrever a express~ao f �f�1 = idRn

por

idRn � f � f
�1 = idRn :

Isso nos diz que numa vizinhan�ca de x0 podemos a�rmar que f �e A-equivalente a

aplica�c~ao identidade do Rn, ou seja, f � idRn .

� Se n > p, como o posto da matriz jacobiana de f : Rn ! R
p em x0 �e p, segue do

Teorema da Forma Local das Submers~oes que existe um difeomor�smo h de�nido

numa vizinhan�ca de x0 em R
n tal que f �h�1 �e uma proje�c~ao. Novamente, note que

podemos reescrever a a�rma�c~ao anterior colocando-a na forma,

idRp � f � h
�1 = projec~ao:

Em outras palavras, numa vizinhan�ca de x0 temos que f �e A-equivalente a uma

proje�c~ao.

� Se n < p, como o posto da matriz jacobiana de f : Rn ! R
p em x0 �e n, segue

do Teorema da Forma Local das Imers~oes, que existe um difeomor�smo k de�nido

numa vizinhan�ca de f(x0) em R
p tal que k � f �e uma inclus~ao. De modo an�alogo ao

que �zemos nos itens anteriores, podemos reescrever na forma

k � f � id�1
Rn

= inclus~ao:
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Portanto, isso nos diz que f �e A-equivalente a uma inclus~ao.

Desta an�alise acima �ca claro que o comportamento local de uma aplica�c~ao dife-

renci�avel f : Rn ! R
p na vizinhan�ca de um ponto regular est�a totalmente descrito. Ent~ao

�e natural perguntar o que acontece com as aplica�c~oes diferenci�aveis numa vizinhan�ca de

um ponto que n~ao �e regular. �E neste contexto que surge a teoria de Singularidades.

Como nosso estudo ser�a local, introduziremos o conceito de germes e de�niremos, de

modo an�alogo, a A-equivalência entre dois germes de aplica�c~oes diferenci�aveis. E da��

veremos qual o papel que a equivalência de contato desempenhar�a frente ao problema da

A-classi�ca�c~ao.

Observe que apresentamos nossa motiva�c~ao baseado nas aplica�c~oes diferenci�aveis de�-

nidas em espa�cos euclidianos. No entanto, a teoria de Singularidades tem um car�ater

mais geral e pode ser desenvolvida no contexto mais amplo, das variedades diferenci�aveis.

Embora neste trabalho iremos nos restringir apenas aos espa�cos euclidianos ou algumas

de suas subvariedades (como no Cap��tulo 2 onde abordaremos o aspecto geom�etrico da K-

equivalência) iremos introduzir de forma mais precisa na se�c~ao a seguir algumas de�ni�c~oes

e propriedades da teoria de variedades diferenci�aveis, num contexto mais geral, uma vez

que existem na natureza objetos importantes semelhantes �as superf��cies e que n~ao est~ao

contidos em espa�cos euclidianos.

1.1 Variedades

Seja M um espa�co topol�ogico.

De�ni�c~ao 1.2. Um sistema de coordenadas locais em M �e um homeomor�smo

� : U ! �(U), onde U � M e �(U) � Rm s~ao abertos. Chamamos ' = ��1 : �(U)! U

de carta local. Dizemos que m �e a dimens~ao de � : U ! �(U).

De�ni�c~ao 1.3. Um atlas de dimens~ao m sobre M �e uma cole�c~ao A de sistemas de

coordenadas locais � : U ! R
m em M cujos dom��nios cobrem M . Os dom��nios U dos

sistemas de coordenadas � 2 A s~ao chamados vizinhan�cas coordenadas de A.

De�ni�c~ao 1.4. Dados os sistemas de coordenadas locais � : U ! R
m e ' : V ! R

m em

M , tais que U \ V 6= ;, cada ponto p 2 U \ V tem coordenadas �i = �i(p) no sistema �
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e coordenadas 'i = 'i(p) no sistema '. A correspondência

(�1(p); :::; �m(p))$ ('1(p); :::; 'm(p))

estabelece um homeomor�smo  �' = ' � ��1 : �(U \ V ) ! '(U \ V ), chamado de

mudan�ca de coordenadas.

De�ni�c~ao 1.5. Um atlas A �e diferenci�avel de classe Ck (k > 1) se todas as mudan�cas

de coordenadas  �', com �; ' 2 A, s~ao aplica�c~oes de classe Ck. Escreve-se ent~ao A 2 Ck.

Seja A um atlas de dimens~ao m e de classe Ck sobre M . Um sistema de coordenadas

z : W ! R
m em M diz-se admiss��vel relativamente a A se, para todo sistema de

coordenadas locais � : U ! R
m pertencente a A, com U \ W 6= ;, as mudan�cas de

coordenadas  �z e  z� s~ao de classe Ck.

Um atlas A de dimens~ao m e classe Ck, sobre M , diz-se m�aximo quando cont�em

todos os sistemas de coordenadas locais que s~ao admiss��veis em rela�c~ao a A. Todo atlas

de classe Ck em M pode ser ampliado, de modo �unico, at�e se tornar um atlas m�aximo de

classe Ck: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admiss��veis.

De�ni�c~ao 1.6. Uma variedade diferenci�avel de dimens~ao m e classe Ck �e um par

ordenado (M;A), onde M �e Hausdor�, com base enumer�avel e A �e um atlas m�aximo de

dimens~ao m e classe Ck sobre M .

Exemplo 1.7. Considere no espa�co euclidiano Rm o atlas A contendo o �unico sistema de

coordenadas � = idRm : Rm ! R
m. �E claro que A �e um atlas de classe C1 e dimens~ao m

em R
m. 2

Exemplo 1.8. Considere a esfera padr~ao S2 com a topologia induzida pela topologia

usual do R3. Temos que U = S2 � f(0; 0; 1)g e V = S2 � f(0; 0;�1)g s~ao abertos nessa

topologia. Considerando os sistemas de coordenadas (U; �) e (V; '), onde

�(x; y; z) =
1

1� z
(x; y) e '(x; y; z) =

1

1 + z
(x; y);

podemos veri�car que S2 �e uma variedade diferenci�avel de dimens~ao 2. 2

Exemplo 1.9. Um polinômio f(x1; :::; xn) �e dito homogêneo de grau d se satisfaz

f(tx1; :::; txn) = tdf(x1; :::; xn):
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Denotamos por Hd(n; p) o conjunto de todos os polinômios homogêneos de grau d de Rn

em R
p. O conjunto Hd(n; p) �e uma variedade diferenci�avel. 2

Outros exemplos menos triviais de variedades diferenci�aveis s~ao os espa�cos projetivos

e as variedades Grassmanianas. Tais exemplos n~ao est~ao contidos em espa�cos euclidianos.

A grosso modo, a de�ni�c~ao que apresentamos acima de variedades diferenci�aveis nos diz

que estes objetos se comportam como uma superf��cie, s�o que n~ao precisa estar contida em

um espa�co euclidiano.

Como neste texto nosso interesse �e por objetos que s~ao subconjuntos de algum espa�co

euclidiano RN , iremos reescrever a de�ni�c~ao de variedades neste contexto. Alguns textos

utilizam a palavra superf��cies de dimens~ao m em R
N , mas aqui continuaremos chamando

de variedades.

Seja X � R
n um subconjunto qualquer. Uma vizinhan�ca aberta de x 2 X �e um

conjunto da forma U \X onde x 2 U .

De�ni�c~ao 1.10. Sejam X e Y subconjuntos de Rn e Rp, respectivamente. Dizemos que

f : X ! Y �e uma aplica�c~ao diferenci�avel (isto �e, de classe C1) se para todo x 2 X

existir uma vizinhan�ca aberta U de x em R
n e uma aplica�c~ao diferenci�avel F : U ! R

p

tal que F = f em U \X. Dizemos que f �e um difeomor�smo se f �e bijetora e f e f�1

s~ao diferenci�aveis. Neste caso, dizemos que X e Y s~ao difeomorfos.

De�ni�c~ao 1.11. Uma parametriza�c~ao (de dimens~ao n) de um conjunto X � R
j �e

uma aplica�c~ao diferenci�avel � : V ! R
j, com V um conjunto aberto em R

n para o qual

�(V ) = X e a aplica�c~ao � : V ! �(V ) �e um difeomor�smo.

Dizemos que N � R
k �e uma variedade diferenci�avel de dimens~ao n se todo

x 2 N admite uma vizinhan�ca aberta U \N , com U um aberto do Rk contendo x, e uma

parametriza�c~ao n-dimensional � : V ! R
k com �(V ) = U \N .

Convencionaremos aqui que a nota�c~ao Nn indica que N tem dimens~ao n.

Exemplo 1.12. Qualquer conjunto aberto N � R
n �e uma variedade diferenci�avel de

dimens~ao n (em particular o pr�oprio Rn �e uma variedade). Aqui, dado x 2 N considere o

aberto U = Rn, e ent~ao a inclus~ao N ! R
n �e uma parametriza�c~ao de U \N de dimens~ao

n. 2

Exemplo 1.13. Qualquer subespa�co vetorial N � Rk de dimens~ao n (como espa�co ve-

torial) �e uma variedade diferenci�avel de dimens~ao n. De fato, dado x 2 N tome U = R
k

13



e ent~ao qualquer aplica�c~ao linear Rn ! R
k com imagem N ser�a uma parametriza�c~ao

n-dimensional de U \N . 2

Teorema 1.14. Sejam M � Rj e N � Rk variedades diferenci�aveis de dimens~oes m e

n, respectivamente. Ent~ao, M � N � Rj+k �e uma variedade diferenci�avel de dimens~ao

m+ n.

De�ni�c~ao 1.15. Seja Nn � Rk uma variedade diferenci�avel. Uma subvariedade difer-

enci�avel de N �e uma variedade Mm � R
k tal que M � N . Dizemos que n � m �e a

codimens~ao de M em N .

De�ni�c~ao 1.16. Sejam Nn � R
k uma variedade diferenci�avel, x 2 N e � : U ! R

k

uma parametriza�c~ao de uma vizinhan�ca aberta relativa de x em N tal que �(0) = x.

De�nimos o espa�co tangente a N em x como sendo a imagem da diferencial d�0(R
n)

e o denotamos por TxN .

Observemos que TxN est�a bem de�nido, isto �e, independe da escolha de �. De fato,

seja  : V ! R
k outra parametriza�c~ao aberta relativa de x em N tal que  (0) = x.

Podemos supor  (V ) = �(U) (diminuindo U e V se necess�ario). Seja h =  �1 � �,

temos assim que d�0(R
n) = d 0(dh0(R

n)), da�� d�0(R
n) � d 0(R

n). Da mesma forma se

g =  �1 �  , obtemos d 0(R
n) � d�0(R

n).

O espa�co tangente TxN de N � Rk �e um subespa�co vetorial de Rk de mesma dimens~ao

n que N .

H�a uma outra maneira de caracterizar o espa�co tangente TxN , como o conjunto de

todos os vetores velocidades de curvas em N que no tempo zero passam por x. Ou seja,

TxN = fv = �0(0) j� : (��; �)! N curva em N com �(0) = xg:

A maneira como o espa�co tangente a uma variedade varia nos permite entender como

�e a geometria (diferencial) da variedade. Al�em disso, o espa�co tangente �e importante

pois ele nos permite introduzir a no�c~ao de diferencial de uma aplica�c~ao diferenci�avel num

ponto, sem que o dom��nio seja necessariamente apenas um conjunto aberto.

Sejam Mm � Rp e Nn � Rq variedades diferenci�aveis e f : M ! N uma aplica�c~ao

diferenci�avel. Seja x 2 M e coloque y = f(x). O fato de f ser diferenci�avel requer que

existam W � R
p vizinhan�ca aberta de x e F : W ! R

q uma aplica�c~ao diferenci�avel
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tais que f = F em W \M . �E claro que a diferencial de F em x �e a aplica�c~ao linear

dFx : Rp ! R
q. A�rmamos que dFx necessariamente aplica TxM no espa�co tangente

TyN .

Proposi�c~ao 1.17. A partir das hip�oteses acima temos que dFx(TxM) � TyN .

Demonstra�c~ao: Sejam � : U ! R
p e  : V ! R

q parametriza�c~oes de vizinhan�cas

abertas relativas de x em M e y em N respectivamente, tais que �(0) = x,  (0) = y.

Tomando U su�cientemente pequeno podemos supor �(U) � W e que (f ��)(U) �  (V ).

Ent~ao g : U ! V dada por g =  �1 � f � � �e uma aplica�c~ao diferenci�avel bem de�nida.

Como f coincide com F nesta vizinhan�ca, obtemos ent~ao g =  �1 � F � �. Derivando,

podemos obter dFx(d�0(R
m)) � d 0(R

n). Logo dFx(TxM) � TyN . 2

A restri�c~ao da aplica�c~ao linear dFx : Rp ! R
q ao conjunto TxM , a qual escrevemos

dfx : TxM ! TyN , chamamos de diferencial de f em x.

Observe que dfx n~ao depende da escolha de F . No caso particular em que M e N s~ao

subconjuntos abertos de Rp e Rq, respectivamente, a diferencial dfx coincide com a no�c~ao

usual de diferencial de f do C�alculo Avan�cado.

De�ni�c~ao 1.18. Sejam V um espa�co vetorial e U;W � V subespa�cos vetoriais. Dizemos

que U e W se intersectam transversalmente se U +W = V .

De�ni�c~ao 1.19. Sejam N1 e N2 duas subvariedades de N e x 2 N1 \ N2. Dizemos que

N1 e N2 se intersectam transversalmente em x quando TxN1 e TxN2 se intersectam

transversalmente em TxN . Dizemos que N1 e N2 se intersectam transversalmente

em N quando se intersectam transversalmente em todo x 2 N1 \N2.

De�ni�c~ao 1.20. Sejam f : N ! P uma aplica�c~ao diferenci�avel e Q uma subvariedade

diferenci�avel de P . De�nimos o gr�a�co de f pelo conjunto

graf f = f(x; f(x))jx 2 Ng:

Dizemos que f �e transversal a Q se o gr�a�co de f e N �Q se intersectam transver-

salmente em N � P .

Proposi�c~ao 1.21. Sejam f : N ! P uma aplica�c~ao diferenci�avel e Q uma subvariedade

de P . Ent~ao f �e transversal a Q se, e somente se,

dfx(TxN) + TyQ = TyP
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para todo x 2 N tal que f(x) = y 2 Q.

Proposi�c~ao 1.22. Sejam f : N ! P uma aplica�c~ao difernci�avel e Q uma subvariedade

de P de dimens~ao q, tais que f �e transversal a Q. Ent~aoM = f�1(Q) �e uma subvariedade

diferenci�avel de N de mesma codimens~ao que Q, ou vazio. Al�em disso, se x 2 N �e tal

que y = f(x) 2 Q, ent~ao TxM = (dfx)
�1(TyQ).

Note que o resultado acima �e uma generaliza�c~ao de um cl�assico resultado da Geometria

Diferencial de superf��cies em R
3, no qual garante que imagem inversa de um valor regular

caracteriza uma superf��cie regular. Vejamos como �ca a de�ni�c~ao de valor regular no

contexto de variedades diferenci�aveis.

De�ni�c~ao 1.23. Sejam f : N ! P uma aplica�c~ao diferenci�avel e y 2 P . Dizemos que y

�e valor regular de f se f for transversal a fyg. Se x 2 N �e tal que f(x) n~ao �e valor

regular de f ent~ao dizemos que x �e ponto cr��tico de f e f(x) �e chamado de valor

cr��tico.

Observa�c~ao 1.24. Seja f como na De�ni�c~ao 1.23 e Im f o conjunto imagem de f . Se y

n~ao pertence a imagem de f , ent~ao y �e valor regular.

Teorema 1.25. (Teorema de Sard) Seja f : N ! P uma aplica�c~ao diferenci�avel. O

conjunto dos valores cr��ticos de f tem medida nula.

1.2 Germes e jatos

Como nosso estudo ser�a local, usaremos a no�c~ao de germes. Os resultados dessa se�c~ao

podem ser encontrados em [5].

Sejam Nn e P p variedades diferenci�aveis e x 2 N . Consideremos o conjunto das

aplica�c~oes diferenci�aveis de�nidas numa vizinhan�ca de x 2 N com valores em P . Neste

conjunto vamos introduzir uma rela�c~ao de equivalência. Sejam f : U ! P e g : V ! P

neste conjunto. Dizemos que f �e equivalente a g se existir uma vizinhan�ca W de x em

N tal que f jW = gjW .

De�ni�c~ao 1.26. As classes de equivalência s~ao chamadas de germes de aplica�c~oes

diferenci�aveis em x.

Nota�c~ao: f : (N; x)! (P; y), onde y = f(x). Dizemos que N �e a fonte do germe e

P �e meta do germe.
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De�ni�c~ao 1.27. Se f : N ! P for um difeomor�smo local em x, dizemos que a classe

de equivalência de f �e um germe de difeomor�smo.

De�ni�c~ao 1.28. O posto de um germe f : (N; x) ! (P; y) �e o posto da diferencial

dfx : TxN ! TyP . Se o posto de f for igual �a dimens~ao de N dizemos que f �e um germe

de uma imers~ao. Se o posto de f for igual �a dimens~ao de P dizemos que f �e um

germe de uma submers~ao. Dizemos que f �e singular se posto de f �e menor que

minfdim N; dim Pg.

Uma singularidade de uma aplica�c~ao diferenci�avel f : N ! P �e um ponto

x 2 N tal que o germe f em x �e singular.

Observa�c~ao 1.29. O posto independe do representante do germe.

Estamos interessados neste trabalho em estudar germes de aplica�c~oes diferenci�aveis

f : (N; x) ! (R; y). Tomando uma parametriza�c~ao de N em x, podemos supor N = R
n

e x = 0. De�nimos o conjunto dos germes de fun�c~oes por

"n = ff : (Rn; 0)! R j f 2 C1g:

O conjunto "n tem estrutura de anel local. Denotamos porMn o �unico ideal maximal

de "n, formado pelos germes de fun�c~oes f tais que f(0) = 0. Ou seja,

Mn = ff 2 "n j f(0) = 0g:

O lema seguir �e importante para a demonstra�c~ao de alguns resultados que enunciare-

mos durante o decorrer de nosso trabalho.

Lema 1.30. (Lema de Hadamard) [5] Seja U uma vizinhan�ca convexa de 0 em R
n,

e seja f uma fun�c~ao de classe Cr de�nida sobre U � Rq que se anula em 0� Rq. Ent~ao

existem fun�c~oes f1; :::; fn, de classe C
r�1, de�nidas em U�Rq tais que f = x1f1+:::+xnfn,

onde x1; :::; xn s~ao fun�c~oes coordenadas em R
n.

Proposi�c~ao 1.31. O conjunto Mn �e um ideal gerado pelos monômios xi, i = 1; :::; n,

onde xi(x) = xi s~ao germes das proje�c~oes xi : (R
n; 0)! R.

Demonstra�c~ao. Seja f 2 Mn. Aplicando o Lema de Hadamard para o caso q = 0,

temos que existem f1; :::; fn tais que f = x1f1 + :::+ xnfn e, assim, f 2 hx1; :::; xni. Logo

Mn � hx1; :::; xni.
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Por outro lado, seja f 2 hx1; :::; xni, ou seja, f = x1f1+ :::+xnfn. Temos que f 2Mn

pois f(0) = 0f1 + :::+0fn = 0. Logo hx1; :::; xni � Mn e, portanto,Mn = hx1; :::; xni. 2

De�ni�c~ao 1.32. Dado f 2 "n, para cada n 2 N de�nimos o k-jato de f (denota-se

jkf(0)) como sendo o desenvolvimento de Taylor de um representante de f de ordem k

no ponto 0. Isto �e,

jkf(0) =
kX

j�j=0

1

�!

@j�jf

@x�
(0)x�

onde � = (�1; :::; �n), j�j = �1 + :::+ �n, �! = (�1!):::(�n!) e x
� = x�11 � � �x

�n
n .

Podemos tamb�em de�nir o jato in�nito de f como sendo

j1f(0) =
1X

j�j=0

1

�!

@j�jf

@x�
(0)x�:

Exemplo 1.33. O 3-jato de f : (R2; 0)! R �e dado por:

j3f(0) =
3X

j�j=0

1

�!

@j�jf

@x�
(0)x�

= f(0) +
1

1!

�
@f

@x1
(0)x1

�
+

1

2!

�
@2f

@x21
(0)x21 + 2

@2f

@x1@x2
(0)x1x2 +

@2f

@x22
(0)x22

�
+
1

3!

�
@3f

@x31
(0)x31 + 3

@3f

@x21@x2
(0)x21x2 + 3

@3f

@x1@x22
(0)x1x

2
2 +

@3f

@x32
(0)x32

�
:

2

Exemplo 1.34. Encontremos os k-jatos de f(x; y) = x3 + xy � y2.

j1f(0) = f(0) + @f

@x
(0)x+ @f

@y
(0)y = 0 + 0x+ 0y = 0.

j2f(0) = j1f(0) + 1
2!

�
@2f

@x2
(0)x2 + 2 @2f

@x@y
(0)xy + @2f

@y2
(0)y2

�
= 1

2
(2xy � 2y2) = xy � y2.

j3f(0) = j2f(0)+ 1
3!

�
@3f

@x3
(0)x3 + 3 @3f

@x2@y
(0)x2y + 3 @3f

@x@y2
(0)xy2 + @3f

@y3
(0)y3

�
= xy� y2+x3.

j4f(0) = j3f(0) + 0 = x3 + xy � y2 = f(x; y).

Note que jkf(0) = f(x; y) para todo k > 3. Isso ocorre pois f �e um polinômio �nito

e, portanto, seu desenvolvimento de Taylor �e ele mesmo. 2

De�ni�c~ao 1.35. Mk
n =Mn : : :Mn, k vezes, k 2 N?.
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A proposi�c~ao a seguir �e imediata, pois como vimos Mn �e um ideal gerado pelos

monômios xi, i = 1; : : : ; n:

Proposi�c~ao 1.36. Mk
n = hx

� j� = (�1; : : : �n); j�j = ki.

Seja

Fkn =

�
f 2 "n j

@j�jf

@x�
(0) = 0; para j�j � k � 1

�
:

Proposi�c~ao 1.37. Mk
n = F

k
n .

De�ni�c~ao 1.38. Seja R = fh : (Rn; 0)! (Rn; 0) jh �e um germe de difeomor�smog:

Observe que R com a opera�c~ao usual de composi�c~ao tem estrutura de grupo.

Se ao inv�es de germes de fun�c~oes estivermos interessados em germes de aplica�c~oes

diferenci�aveis do tipo f : (Rn; 0)! (Rp; 0), denotamos o conjunto de todos os germes de

aplica�c~oes diferenci�aveis de (Rn; 0) em (Rp; 0) por "n;p. Este conjunto tem estrutura de

"n-m�odulo. Note que "n;1 = "n.

De�ni�c~ao 1.39. Seja

A = f(h; k) jh : (Rn; 0)! (Rn; 0); k : (Rp; 0)! (Rp; 0) germes de difeomorfismosg:

Observe que A com a opera�c~ao usual de composi�c~ao tamb�em tem estrutura de grupo.

Os grupos R e A ser~ao usados para de�nir importantes rela�c~oes de equivalência nos

conjuntos dos germes "n e "n;p, respectivamente. Veremos mais adiante que eles fazem

parte dos chamados grupos de Mather.

1.3 A�c~ao de grupos

De�ni�c~ao 1.40. Uma a�c~ao de um grupo G em uma variedade M �e uma aplica�c~ao

' : G�M !M , denotada por '(g; x) = gx tal que para todo x 2M e g; h 2 G, tem-se:

i) 1x = x, onde 1 �e o elemento neutro de G;

ii) (gh)x = g(hx).

A de�ni�c~ao acima induz uma rela�c~ao de equivalência � em G da seguinte forma:

x; y 2M s~ao equivalentes (e denotamos x � y) se existe g 2 G tal que y = gx.
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De fato,

i) Para todo x 2M , existe 1 2 G onde 1x = x. Portanto, x � x.

ii) Para todo x; y 2 M , se x � y ent~ao existe g 2 G tal que y = gx. Logo, g�1y = x.

Portanto, existe g�1 2 G tal que x = g�1y, ou seja, y � x.

iii) Para todo x; y; z 2 M tais que x � y e y � z, temos ent~ao que existem g1; g2 2 G

tais que x = g1y e y = g2z. Logo, x = g1(g2z) = (g1g2)z, com g1g2 2 G. Portanto x � z,

e vale a transitividade.

Denotaremos o conjunto das classes de equivalência de x (ou seja o conjunto dos

elementos y de M tais que existe g 2 G satisfazendo y = gx) por

Gx = fgx j g 2 Gg

e chamaremos este conjunto de �orbita de x.

Proposi�c~ao 1.41. Duas classes de equivalência como as acima s~ao disjuntas ou iguais.

Demonstra�c~ao: Sejam x1 e x2 2M , com x1 6= x2, e G um grupo. Vamos considerar

as �orbitas Gx1 e Gx2.

Vamos mostrar que Gx1 \Gx2 = ;.

Suponha que existe y 2M , tal que y 2 Gx1 \Gx2. Assim,

y 2 Gx1 ) y = g1x1 e y 2 Gx2 ) y = g2x2:

Ent~ao,

g1x1 = g2x2 ) x1 = (g�11 g2)x2 ) x1 2 Gx2:

Assim,Gx1 = Gx2

Portanto, as �orbitas coincidem, de onde conclui-se que duas �orbitas ou coincidem ou

s~ao iguais. 2

Exemplo 1.42. Considere o grupo G = Gl(n) das matrizes invers��veis n � n, e seja

M = R
n. Considere a a�c~ao ' : G �M ! M dada por (A; x) 7! A � x, onde A 2 Gl(n).

As �unicas classes de equivalência neste caso s~ao f0g e Rn � f0g.

De fato, tome 0 2 Rn. Para todo A 2 G, temos que A � 0 = 0. Logo, G0 = f0g �e uma

classe de equivalência.
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Agora, considere Gx outra classe de equivalência. Assim, Gx � Rn � f0g pois x 6= 0

e o resultado segue da proposi�c~ao anterior.

Agora, basta mostrar o outro lado da inclus~ao. Mostremos para n = 2, pois para n

qualquer pode ser feito de maneira an�aloga.

Seja (x0; y0) 6= (0; 0). Vamos supor, sem perda de generalidade, que x0 6= 0.

Assim,

G(x0; y0) =

( 
a b

c d

!
�

 
x0

y0

!
; ad� bc 6= 0

)
=

f(ax0 + by0; cx0 + dy0); ad� bc 6= 0g:

Tome (u; v) 2 R2 � f(0; 0)g e considere o sistema

(
ax0 + by0 = u

cx0 + dy0 = v
Ent~ao:

� Se u = 0 e v 6= 0, basta tomar a =
�y0
x0

, b = 1, c =
v

x0
e d = 0.

� Se u 6= 0 e v = 0, basta tomar a =
u

x0
, b = 0, c =

�y0
x0

e d = 1.

� Se u; v 6= 0, basta tomar a =
u� y0
x0

, b = 1, c =
v

x0
e d = 0.

Ou seja, o sistema tem solu�c~ao para quaisquer (u; v) 6= (0; 0).

Logo, (u; v) 2 G(x0; y0) e, portanto, R
2 � f(0; 0)g � G(x0; y0).

E, assim, o resultado segue. 2

De�ni�c~ao 1.43. Um grupo de Lie �e um grupo G (multiplicativo) que �e uma variedade

e as opera�c~oes de multiplica�c~ao e invers~ao s~ao diferenci�aveis.

Exemplo 1.44. O grupo G = Gl(n) �e um grupo de Lie.

De fato, considere A 2 G. Como A �e uma matriz invers��vel, segue que det(A) 6= 0.

Vamos identi�car o conjunto das matrizes reais n�n com R
n�n e considerar a fun�c~ao

cont��nua f : Rn�n ! R de�nida por f(A) =det(A).

Como f0g �e fechado em R, temos que R� f0g �e aberto.

Como f �e cont��nua, ent~ao f�1(R� f0g) = G �e aberto. Portanto G �e uma variedade.

Agora, note que a multiplica�c~ao de matrizes �e uma aplica�c~ao polinomial, e, portanto,

diferenci�avel. A opera�c~ao de invers~ao �e uma aplica�c~ao racional com denominador n~ao

nulo, j�a que det(A) 6= 0. Dessa forma, tamb�em �e diferenci�avel.

Portanto, podemos concluir que Gl(n) �e um grupo de Lie. 2
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Proposi�c~ao 1.45. O produto cartesiano de grupos de Lie tamb�em �e um grupo de Lie.

Demonstra�c~ao: Sejam G e H grupos de Lie.

Como ambos s~ao variedades (vamos supor de dimens~ao m e n, respectivamente), dado

um ponto (x; y) 2 G � H, existem ' : U ! G e � : V ! H, com U � Rm e V � Rn,

cartas de x em G e de y em H. Logo, basta de�nirmos a carta � : U � V ! G�H, dada

por �(u; v) = ('(u); �(v)), o que nos garante que G�H �e variedade.

Como por hip�otese a multiplica�c~ao �e diferenci�avel em ambos os grupos, temos que as

aplica�c~oes

f1 : G�G ! G e f2 : H �H ! H

(g1; g2) 7! g1:g2 (h1; h2) 7! h1:h2

s~ao diferenci�aveis.

Portanto, a aplica�c~ao

f : (G�H)� (G�H) ! G�H

(g1; h1)� (g2; h2) 7! (g1:g2; h1:h2)

�e diferenci�avel.

As invers~oes em G e H que s~ao dadas por

i1 : G ! G e i2 : H ! H

g 7! g�1 h 7! h�1

s~ao diferenci�aveis por hip�otese.

Portanto, a opera�c~ao invers~ao em G�H de�nida por

i : G�H ! G�H

(g; h) 7! (g�1; h�1)

tamb�em �e diferenci�aveis.

Logo, G�H �e um grupo de Lie. 2

De�ni�c~ao 1.46. Uma a�c~ao de um grupo de Lie G em uma variedade M �e uma

a�c~ao ' : G�M !M , onde ' �e suave.
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Exemplo 1.47. Considere a variedade H2(2; 1) formada pelos polinômios homogêneos

de grau 2, de R2 em R. A a�c~ao

' : Gl(2)�H2(2; 1) ! H2(2; 1)

(M; f) 7! f �M�1

�e uma a�c~ao de um grupo de Lie em uma variedade.

De fato, considere

M =

 
a b

c d

!
e f = f(x; y) = �x2 + �xy + 
y2:

Temos que

M�1 =
1

ad� bc

 
d �b

�c a

!
:

Assim,

M�1(x; y) =
1

ad� bc

 
d �b

�c a

!
:

 
x

y

!
=

�
dx� by

ad� bc
;
�cx+ ay

ad� bc

�
:

Ent~ao,

f �M�1(x; y) = f

�
dx� by

ad� bc
;
�cx+ ay

ad� bc

�
= �

�
dx� by

ad� bc

�2

+ �

�
(dx� by)(�cx+ ay)

(ad� bc)2

�
+ 


�
�cx+ ay

ad� bc

�2

:

Portanto, f �M�1 �e uma fun�c~ao polinomial, ou seja, ' �e diferenci�avel. 2

Proposi�c~ao 1.48. Seja ' : [Gl(n)�Gl(p)]�Hd(n; p)! Hd(n; p) de�nida por

'((H;K); f) = K � f �H�1:

A aplica�c~ao ' �e uma a�c~ao de um grupo de Lie em uma variedade.

Demonstra�c~ao: Pela Proposi�c~ao 1.45 temos que Gl(n) � Gl(p) �e um grupo de Lie.
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Considere 1 = (idRn ; idRp). Assim,

1f = idRp � f � idRn = f:

Al�em disso, sejam g = (H1; K1); h = (H2; K2) 2 Gl(n)�Gl(p). Logo,

(gh)f = (H1 �H2; K1 �K2)f

= (K1 �K2) � f � (H1 �H2)
�1

= K1 �K2 � f �H
�1
2 �H

�1
1

= K1 � (K2 � f �H
�1
2 ) �H�1

1

= K1 � ((H2; K2)f) �H
�1
1

= (H1; K1)((H2; K2)f) = g(hf):

Como ' �e uma composi�c~ao de aplica�c~oes diferenci�aveis, ela tamb�em �e diferenci�avel.

Portanto, ' �e uma a�c~ao de um grupo de Lie em uma variedade. 2

1.3.1 Espa�co tangente a uma �orbita

Em geral, as �orbitas de uma a�c~ao de um grupo de Lie em uma variedade s~ao subvar-

iedades imersas e n~ao subvariedades propriamente ditas. Mas, se supormos que as �orbitas

s~ao subvariedades, o seguinte resultado descreve o espa�co tangente a uma �orbita:

Teorema 1.49. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade e ' : G �M ! M uma

a�c~ao de um grupo de Lie em uma variedade. Suponha que as �orbitas desta a�c~ao s~ao

subvariedades de M . Ent~ao, para qualquer x 2M a aplica�c~ao 'x : G! Gx, de�nida por

'x(g) = gx �e uma submers~ao.

Demonstra�c~ao: De in��cio, vamos mostrar que 'x tem posto constante para todo

h 2 G. Para isso, basta mostrar que o posto dessa aplica�c~ao em h �e o mesmo que em

1 2 G, onde 1 �e o elemento neutro de G.

Considere os difeomor�smos:

� : G ! G e  : Gx ! Gx

g 7! hg y 7! hy
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Assim temos o seguinte diagrama:

G
'x
! Gx

� # #  

G
'x
! Gx

Aplicando a regra da cadeia temos:

T1G
d('x)1
! T1Gx

d�1 # # d x

ThG
d('x)h
! ThGx

Como � e  s~ao difeomor�smos, elas possuem posto m�aximo. Assim, podemos concluir

que o posto de 'x em 1 2 G e em h 2 G �e o mesmo para todo h 2 G.

Falta garantir que 'x �e submers~ao em algum ponto de G.

O Teorema de Sard garante que existe pelo menos um valor regular na imagem de 'x,

pois o conjunto de valores cr��ticos na imagem da aplica�c~ao tem medida nula.

Portanto, 'x �e uma submers~ao. 2

Observa�c~ao 1.50. Da demonstra�c~ao anterior temos que o espa�co tangente a uma �orbita

Gx em x, denotado por TxGx, �e dado pela imagem da diferencial d('x)1 : T1G ! TxM .

Ou seja,

TxGx = d('x)1(T1G):

A seguir, temos um exemplo onde aplicamos o Teorema 1.49 para calcular o espa�co

tangente a uma �orbita Gf , onde f 2 Hd(n; p) e G = Gl(n)�Gl(p).

Exemplo 1.51. Considere a variedadeM = Hd(n; p) e o grupo de Lie G = Gl(n)�Gl(p).

Ent~ao,

TfGf =

�
@f

@xi
xj

�
+ h(0; :::; fj; :::0)i;

onde na segunda parcela da soma de ideais todas as componentes fj de f , j 2 f1; :::; pg,

aparecem em todas as entradas.

De fato, segue do Teorema 1.49, que TfGf = d('f )1(T1G), onde 'f : G ! Gf �e

de�nida por (H;K) 7! K � f �H�1.
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De�na In = idRn e Ip = idRp .

Assim,

d('f )1(T(In;Ip)(Gl(n)�Gl(p))) = d('f )1(TInGl(n)� TIpGl(p))

= d('f )1(TInGl(n)� f0gp)� d('f )(f0gn � TIpGl(p)):
:

De�nimos agora as aplica�c~oes � : Gl(n)! Gf tal que �(H) = f �H e  : Gl(p)! Gf

tal que  (K) = K � f .

Sabemos que o espa�co tangente de Gl(n) em In pode ser caracterizado por

TInGl(n) = fv = �0(0) j� : (�"; ")! Gl(n) com �(0) = Ing;

onde � �e diferenci�avel.

Considere agora �ij a matriz onde o elemento na linha i e coluna j �e 1 e as outras

entradas �e zero.

Seja �ij : (�"; ")! Gl(n) o caminho dado por

t 7! In + t�ij:

Note que �0ij(t) = �ij, para todo t e �ij(0) = In.

Vamos agora calcular d�In(�
0(0)):

d�In(�
0(0)) = (� � �ij)

0(0) =
d

d t
(f � (In + t�ij))

0(x1; :::; xn) =

d

d t
f(x1; :::; txj + xi; :::; xn) =

@f

@xi
(x1; :::; xn)xj:

Portanto, d('f )1(TInGl(n)) =

�
@f

@xi
xj

�
.

Como Gl(p) �e um aberto no conjunto das matrizes p � p, Mp(R), temos TIpGl(p) =

Mp(R).

Podemos ver tamb�em que f�ijgij �e uma base para Mp(R). Disso e do fato que  �e

linear, temos que

d 1(TIpGl(p)) =  (�ij)ij = h(0; :::; fj; :::; 0)i:
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Portanto,

TfGf =

�
@f

@xi
xj

�
+ h(0; :::; fj; :::; 0)i

como quer��amos. 2

Exemplo 1.52. Aplicando o exemplo anterior, podemos calcular TfGf para

f(x; y) = x2y

em H3(2; 1).

Como
@f

@x
= 2xy e

@f

@y
= x2, ent~ao

TfGf =

�
@f

@x
x;
@f

@x
y;
@f

@y
x;
@f

@y
y

�
+ hx2yi

= h2x2y; 2xy2; x3; x2yi+ hx2yi

= hx2y; 2xy2; x3i:

2

Observa�c~ao 1.53. Em Hd(n; p), quando p = 1, temos TfGf =

�
@f

@xi
xj

�
.

De fato, seja f : Rn ! R, com f 2 Hd(n; 1). Sabemos, pela f�ormula de Euler para

polinômios homogêneos que podemos escrever

f =
1

d

X @f

@xi
xi:

Ent~ao, hfi � h
@f

@xi
xji.

Portanto, TfGf =

�
@f

@xi
xj

�
.

Exemplo 1.54. Considere a a�c~ao de G = Gl(n) em M = Hd(n; 1) de�nida por (H; f) 7!

f �H�1. Vamos determinar todas as �orbitas de M para d = 1.

Como p = 1, temos TfGf =
D
@f

@xi
xj

E
. Al�em disso, como f 2 H1(n; 1), temos que

f = a1x1 + :::+ anxn.

Logo, TfGf = ha1x1; :::; a1xn; :::; anx1; :::; anxni = hx1; :::; xni = H1(n; 1).
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Considere os seguintes conjuntos:

N+
i := ff 2 H1(n; 1); ai > 0g e N�

i := ff 2 H1(n; 1); ai < 0g;

onde i 2 f1; :::; ng:

Assim, identi�camos cada conjunto N+
i e N�

i com semiplanos abertos de Rn. Logo,

N+
i e N�

i s~ao abertos de H1(n; 1) e, portanto,

TfN
+
i = TfN

�
i = H1(n; 1) = TfGf:

Considere fi(x1; :::; xn) = xi e f i(x1; :::; xn) = �xi.

Note que fi � f i, uma vez que, tomando h(x1; :::; xi; :::; xn) = (x1; :::;�xi; :::; xn),

temos fi � h = f i. Logo Gfi = Gf i.

Analogamente, g(x1; :::; xn) = xi � f(x1; :::; xn) = xj, basta tomar

h(x1; :::; xi; :::; xj; :::; xn) = (x1; :::; xj; :::; xi; :::; xn):

Logo, podemos concluir que s�o existem duas �orbitas, G0 e Gf , onde f 6= 0. 2

O resultado a seguir �e muito utilizado em problemas de classi�ca�c~ao das �orbitas de

uma determinada rela�c~ao de equivalência. Novamente usaremos a hip�otese de que as

�orbitas s~ao subvariedades.

Lema 1.55. (Lema de Mather) Seja ' uma a�c~ao de um grupo de Lie G em uma

variedade M e seja N uma subvariedade conexa de M . Ent~ao N est�a contida em uma

�unica �orbita se, e somente se:

i) TyN � TyGy, para todo y 2 N ;

ii) dimTyGy �e constante para todo y 2 N .

Demonstra�c~ao: ()) Vamos supor que N est�a contida em uma �unica �orbita. Ou

seja, suponha N � Gx para algum x 2M . Ent~ao TyN � TyGx.

Como y 2 N e N � Gx, segue que y 2 Gx. Logo, y 2 Gx \ Gy. Como duas �orbitas

s~ao iguais ou disjuntas, temos Gx = Gy. Assim, TyGx = TyGy.

Portanto, TyN � TyGy, para todo y 2 N .
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J�a vimos que o seguinte diagrama comuta.

T1G
d('x)1
! TxGx

d�1 # # d x

ThG
d('x)h
! ThGx

onde � e  s~ao difeomor�smos como j�a apareceram antes no Teorema 1.49 e 'x �e sub-

mers~ao. Ent~ao, temos

dim d('x)1(T1G) = dim d('x)h(ThG):

Logo, dim TxGx =dim ThxGhx.

Como N � Gx, temos que se y 2 N , ent~ao y = hx para algum h 2 G. Assim, dim

TxGx = dim TyGy, para todo y 2 N , ent~ao dim TyGy �e constante, para todo y 2 N .

(() Temos que N =
[
y2N

(Gy \N). Note que esta uni~ao �e disjunta pois as �orbitas s~ao

disjuntas.

Logo, como N �e conexa, basta mostrarmos que Gy \N �e aberta.

Considere a aplica�c~ao ' : G�N !M e o seguinte diagrama:

G�N
'
! M

� # #  

G�N
'
! M

Assim temos

d'(g;x) : TgG� TxN ! T'(g;x)M

e

d'(1;y)(T1G� TyN) = d'(1;y)(T1G� f0g) + d'(1;y)(f0g � TyN) = TyGy + TyN:

Mas, como hip�otese, TyN � TyGy, para todo y, segue que d'(1;y)(T1G�TyN) = TyGy.

Se considerarmos dim TyGy = k, conclu��mos que d'(1;y) tem posto k, para todo y 2 N .

Considere agora g0 2 G. Queremos mostrar que dim d'(g0;y)(T(g0;y)(G�N)) = k, para

todo g0 2 G.
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Considere o seguinte diagrama

G�N
'
! M

� # # �

G�N
'
! M

onde � e � s~ao difeomor�smos.

Usando o mesmo argumento que anteriormente, temos

dim d'(g0;y)(T(g0;y)G�N) = dim d'(1;y)(T(1;y)G�N) = k;

e assim est�a provado ii).

Agora, queremos mostrar que Gy \N �e aberto em N .

Seja z 2 Gy \ N , ou seja, z = gy, para algum g 2 G. Considere tamb�em � : U !

G � N uma parametriza�c~ao de uma vizinhan�ca de (g; y), onde U �e aberto de Rl, com

l = dim G � N , de modo que �(0) = (g; y). Considere tamb�em � : V � Rm ! M uma

parametriza�c~ao de uma vizinhan�ca de z = gy 2M , com �(0) = gy.

Como � e � s~ao difeomor�smos, segue que H = ��1 � ' � � : U ! V tem posto

constante igual ao posto de ', ou seja, k.

Do Teorema do Posto, temos que existem difeomor�smos � e � tais que:

�(x1; :::; xk; :::; xl) = � � ��1 � ' � � � �(x1; :::; xk; :::; xl) = (x1; :::; xk; 0; :::; 0):

Note que z 2 '(�(U)). Pela estrutura do cartesiano G�N , temos que '(�(U)) cont�em

uma parte da �orbita de gy em uma vizinhan�ca de z.

Analisando o diagrama

G�N
'
! M

� " " �

U � Rl
H
! V � Rm

� " " �

U � Rl
�
! V � Rm

podemos concluir que '(�(U)) tem dimens~ao k. Como gy tamb�em tem dimens~ao k,

conclu��mos que Gy e '(�(U)) coincidem em uma vizinhan�ca de z.
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Seja W um aberto contido nessa vizinhan�ca tal que z 2 W e fW = W \N . �E imediato

que W �e aberto em M e fW � Gy \N , concluindo a demonstra�c~ao. 2

Exemplo 1.56. Sejam ft : (R
2; 0)! R; ft(x; y) = x3 + y4 + ty8 e N = fftjt 2 Rg.

Temos que N �e um conjunto conexo.

Podemos escrever ft(x; y) = a1+ a2x+ a3y+ a4x
2+ a5xy+ a6y

2+ a7x
3+ a8x

2y+ :::+

a14xy
3+a15y

4+a16x
5+ :::+a44xy

7+a45y
8, onde ai = 0, para i 6= f7; 15; 45g; a7 = a15 = 1

e a45 = t, t 2 R.

Assim, cada ft, t 2 R, �e um polinômio de grau menor ou igual a 8 em x e y. Logo,

N � P8(2;R) (espa�co dos polinômios).

Sabemos que dimRP8(2;R) = 45.

Logo, em R
45, consideremos o espa�co a�m

V = f(0; 0; :::; 0; 1; 0; :::; 0; 1; 0; :::; 0; t)jt 2 Rg;

onde as coordenadas de valor 1 ocupam as posi�c~oes 7 e 15 da 45-upla de V .

Temos que dimRV = 1 e, portanto, V �e isomorfo a R.

Seja � : R ! R
45 tal que �(t) = ft. Como � �e cont��nua e R conexo, segue que a

imagem de � �e o espa�co a�m V que �e isomorfo a R. Portanto, N �e conexo.

Al�em disso, ft(x; y) = x3 + y4 + ty8 = x3 + y4(1 + ty4) = x3 + (y 4

p
1 + ty4)4 =

g � '(x; y),onde g(x; y) = x3 + y4 e '(x; y) = (x; y 4

p
1 + ty4) �e um difeomor�smo local.

Logo, ft pertence �a mesma �orbita de g, para todo t 2 R, ou seja, N est�a contida em

uma �unica �orbita e podemos aplicar o Lema de Mather. Aqui est�a impl��cita a equivalência:

f � g , 9h 2 R j f = g � h;

Segue que N est�a contida em uma �unica �orbita. onde a variedade �e P8(2;R) e o grupo �e

R. 2

1.4 Grupos de Mather

J�a vimos na Se�c~ao 1.2 a de�ni�c~ao dos grupos R e A. Estes grupos fazem parte dos

chamados grupos de Mather. Os grupos de Mather, cl�assicos na Teoria de Singularidades,

s~ao os seguintes:
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� R �e o grupo dos germes de difeomor�smos de (Rn; 0), ou seja,

R = fh : (Rn; 0)! (Rn; 0) jh �e germe de difeomorfismog:

� L �e o grupo dos germes de difeomor�smos de (Rp; 0), ou seja,

L = fk : (Rp; 0)! (Rp; 0) j k �e germe de difeomorfismog:

� A �e o produto direto R�L, ou seja,

A = f(h; k) jh 2 R e k 2 Lg:

� K = fH = (h; �); onde h 2 R, H �e um germe de difeomor�smo em (Rn�Rp; 0) dado

por H(x; y) = (h(x); �(x; y)) onde � : (Rn � Rp; 0)! (Rp; 0) satisfaz �(x; 0) = 0g.

� C = fH = (h; �) 2 K, com h = idRng.

Embora os grupos de Mather na realidade n~ao sejam grupos de Lie e "n;p n~ao seja uma

variedade diferenci�avel no sentido que de�nimos aqui, �e poss��vel seguir o modelo �nito

de grupos de Lie agindo em variedades e de�nir objetos que s~ao chamados de espa�cos

tangentes �as �orbitas dos germes em "n;p, com respeito a a�c~ao de um destes grupos.

Assim, considerando o que j�a foi visto na Se�c~ao 1.3, e considerando inicialmente os

germes de fun�c~oes diferenci�aveis (isto �e, germes em "n) de�nimos a seguinte a�c~ao

' : R� "n ! "n

(h; f) 7! hf := f � h�1:

Esta a�c~ao gera uma rela�c~ao de equivalência que particiona o conjunto "n em �orbitas.

Denotaremos tais �orbitas por Rf . A rela�c~ao de equivalência em quest~ao �e de�nida da

seguinte forma:

De�ni�c~ao 1.57. Dizemos que dois germes f; g : (Rn; 0) ! (R; 0) s~ao R-equivalentes,

se existir um germe de difeomor�smo h : (Rn; 0)! (Rn; 0) tal que f = g � h�1.

Nota�c~ao: f
R
� g.
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Seguindo o que �zemos na Se�c~ao 1.3.1 para obten�c~ao do espa�co tangente a uma �orbita

proveniente de uma a�c~ao de um grupo de Lie em uma variedade diferenci�avel, nossa ideia

aqui �e reproduzir as ideias no modelo �nito e de�nir o espa�co tangente a uma R-�orbita,

isto �e,

TfRf = d('f )1(T1R):

Para isso vamos determinar d('f )1(T1R) = Im(d('f )1).

Note que aqui 1 = idRn e podemos escrever T1R = f�0(0) j� = 1+ t�; � 2 "n;ng. Pela

Regra da Cadeia, temos

d('f )1(�
0(0)) = ('f � �)

0(0) = �1
@f

@x1
+ :::+ �n

@f

@xn
;

onde �i s~ao as coordenadas de �, i = 1; : : : n.

Assim,

Im(d('f )1) = f�1
@f

@x1
+ :::+ �n

@f

@xn
; � 2 "0n;ng:

Seja J(f) o ideal jacobiano de f em "n, gerado pelas derivadas parciais de f , isto �e,

J(f) = h
@f

@x1
; :::;

@f

@xn
i:

Como cada �i 2Mn, i = 1; :::; n, temos que Im(d('f )1) �e o produto dos ideaisMn e

J(f).

Assim, de�niremos o espa�co tangente da seguinte forma:

De�ni�c~ao 1.58. O espa�co tangente �a �orbita de f 2 "n segundo a a�c~ao do grupo R �e

de�nido porMnJ(f).

Nota�c~ao: TfRf =MnJ(f):

Observa�c~ao 1.59. Na Observa�c~ao 1.53, vimos que quando M = Hd(n; 1) e G = Gl(n)�

Gl(1), o espa�co tangente TfGf =
D
@f

@xi
xj

E
=
D
@f

@xi

E
:hxji = J(f)Mn.

A partir dos grupos de Mather podemos de�nir, de modo an�alogo, as outras rela�c~oes

de equivalência envolvendo estes grupos, ou seja, L, A, K e C equivalências.

Dentre essas rela�c~oes de equivalência, a mais natural para estudar os germes de fun�c~oes

sob a �otica da Teoria de Singularidades cl�assica �e a R-equivalência, enquanto para estudar

os germes de aplica�c~oes em "n;p �e a A-equivalência:
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De�ni�c~ao 1.60. Dizemos que dois germes f; g : (Rn; 0)! (Rp; 0) s~ao A-equivalentes,

se existirem germes de difeomor�smos h : (Rn; 0) ! (Rn; 0) e k : (Rp; 0) ! (Rp; 0) tais

que f = k � g � h�1.

Nota�c~ao: f
A
� g.

Existem muitos textos/artigos da Teoria de Singularidades que estudam as propriedades,

invariantes, espa�cos tangentes e classi�ca�c~oes com respeito a R e a A- equivalências (ver

por exemplo, [5, 13]).

No entanto, o problema de determinar se dois germes s~aoA-equivalentes n~ao �e f�acil. No

intuito de reduzir este problema para um problema mais \manej�avel", John Mather intro-

duziu tamb�em o grupo de contato K. Por meio do grupo K de�niremos a K-equivalência,

que nos ajudar�a nesta tarefa. O pr�oximo cap��tulo desta disserta�c~ao �e dedicado a este

estudo.
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Cap��tulo 2

O Grupo K e a K-equivalência

Seja K = fH = (h; �); onde h 2 R e H �e um germe de difeomor�smo em (Rn �Rp; 0)

dado por H(x; y) = (h(x); �(x; y)), com � : (Rn � Rp; 0)! (Rp; 0) tal que �(x; 0) = 0g.

O grupo K age em "n;p da seguinte maneira:

' : K � "n;p ! "n;p

(H; f) 7! Hf := � � (idRn ; f) � h
�1

A partir desta a�c~ao podemos de�nir a equivalência de contato por:

De�ni�c~ao 2.1. Dizemos que os germes f; g : (Rn; 0) ! (Rp; 0) s~ao K-equivalentes se

existir H 2 K tal que g = Hf . Em outras palavras, se existirem germes de difeomor�smos

H : (Rn � Rp; 0) ! (Rn � Rp; 0) e h : (Rn; 0) ! (Rn; 0) tais que o seguinte diagrama �e

comutativo:

(Rn; 0)
(idRn ;f)
! (Rn � Rp; 0)

�n! (Rn; 0)

h # H # h #

(Rn; 0)
(idRn ;g)
! (Rn � Rp; 0)

�n! (Rn; 0)

onde idRn : (Rn; 0) ! (Rn; 0) �e o germe de identidade no (Rn; 0) e �n : (Rn � Rp; 0) !

(Rn; 0) �e o germe de proje�c~ao.

Nota�c~ao: g
K
� f .
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Segue da de�ni�c~ao acima que H atua no gr�a�co de f aplicando-o no gr�a�co de g, pois

H(x; f(x)) = (h(x); g(h(x)):

Proposi�c~ao 2.2. Se f; g : (Rn; 0) ! (Rp; 0) s~ao A-equivalentes, ent~ao eles s~ao K-

equivalentes.

Demonstra�c~ao: Se f e g s~ao A-equivalentes ent~ao existem germes de difeomor�smos

h : (Rn; 0)! (Rn; 0) e k : (Rp; 0)! (Rp; 0) tais que g = k � f � h�1.

Tomemos ent~ao H : (Rn � Rp; 0)! (Rn � Rp; 0) de�nida por

H(x1; :::; xn; xn+1; :::; xn+p) = (h(x1; :::; xn); k(xn+1; :::; xn+p)):

Assim, H pode ser escrita na forma H = (h; �) com �(x; x) = k(x), onde x =

(x1; :::; xn) e x = (xn+1; :::; xn+p).

Al�em disso,

H(x; 0) = (h(x); k(0)) = (h(x); 0)

e

H(x; f(x)) = (h(x); k(f(x))) = (h(x); g(h(x))):

Portanto, g
K
� f . 2
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Observa�c~ao 2.3. Observe que f e g s~ao R-equivalentes, ent~ao eles s~ao A-equivalentes.

Assim, o seguinte resultado segue como um corol�ario imediato da Proposi�c~ao anterior.

Corol�ario 2.4. Se f; g : (Rn; 0)! (Rp; 0) s~aoR-equivalentes, ent~ao eles s~ao K-equivalentes.

Uma das vantagens de se trabalhar com a K-equivalência �e que ela possui algumas car-

acteriza�c~oes que facilitam os c�alculos para decidir se dois germes s~ao ou n~ao equivalentes.

A proposi�c~ao a seguir fornece caracteriza�c~ao da K-equivalência atrav�es dos gr�a�cos dos

germes.

Proposi�c~ao 2.5. Sejam f; g : (Rn; 0) ! (Rp; 0). Ent~ao f
K
� g se, e somente se, existe

H 2 K tal que H(graf(f)) = graf(g).

Demonstra�c~ao: Se f
K
� g segue da de�ni�c~ao que H(graf(f)) = graf(g).

Por outro lado, suponha que existe H 2 K tal que H(graf(f)) = graf(g).

Como H 2 K segue que H = (h; �) com �(x; 0) = 0. Logo temos as duas partes do

diagrama comutativo da De�ni�c~ao de K-equivalência. Portanto g
K
� f . 2

Observa�c~ao 2.6. A K-equivalência n~ao implica necessariamente na A-equivalência.

Exemplo 2.7. Considere os germes f(x) = (x2; 0) e g(x) = (x2; x3), de (R; 0) em (R2; 0).

Neste caso, f
K
� g, pois basta tomarmos os difeomor�smos h(x) = x e H(x; y; z) =

(x; y; z + xy).

Suponhamos que existam germes de difeomor�smos h : (R; 0)! (R; 0) e k : (R2; 0)!

(R2; 0) tais que g � h = k � f .

Logo, temos k(Im f � f0g) = Im g � f0g, onde Im f �e o conjunto imagem da f .

Como k �e cont��nua, pois �e difeomor�smo, e Im f�f0g �e conexa, temos k(Im f�f0g)

conexa. Mas, k(Im f � f0g) = Im g � f0g �e desconexo. Portanto, um absurdo. Logo os

germes n~ao s~ao A-equivalentes. 2
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De�ni�c~ao 2.8. Dois germes f e g s~ao ditos C-equivalentes quando s~ao K-equivalentes

via (h;H), onde h = idRn �e a aplica�c~ao identidade do Rn.

Obviamente que C-equivalência implica em K-equivalência.

O pr�oximo resultado nos fornece um crit�erio alg�ebrico para f e g serem C-equivalentes

e, consequentemente, K-equivalentes. Denotaremos o ideal em "n gerado pelas compo-

nentes de f = (f1; :::; fp) por If ou hf1; : : : ; fpi.

Proposi�c~ao 2.9. Dados germes f; g : (Rn; 0)! (Rp; 0), temos que as seguintes a�rma�c~oes

s~ao equivalentes.

i) Os germes f e g s~ao C-equivalentes;

ii) Os ideais If e Ig s~ao iguais;

iii) Existe uma matriz p� p invers��vel (uij) com entradas em "n, tal que fi =
P
uijgj;

para todo 1 6 i 6 p.

Demonstra�c~ao: i) ) ii) Suponhamos que f e g sejam C-equivalentes.

Assim, existe um germe de difeomor�smo H para o qual H(x; g(x)) = (x; f(x)) com

H(x; y) = (x; �(x; y)), onde �(x; 0) = 0.

Como �(x; 0) = 0, segue que cada componente �1; :::; �p de � satisfaz �i(x; 0) = 0. Pelo

Lema de Hadamard podemos escrever

�i(x; y) =

pX
j=1

yj�ij(x; y);

com �ij fun�c~oes diferenci�aveis.

Assim, para y = g(x),

fi(x) = �i(x; g(x)) =

pX
j=1

gj(x)�ij(x; g(x)) =

pX
j=1

gj(x)aij(x);

i = 1; :::; p.

Portanto, fi =

pX
j=1

aijgj, i = 1; :::; p, e ent~ao If � Ig.

Analogamente mostramos que Ig � If .

Portanto, If = Ig.
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ii) ) iii) Suponhamos If = Ig, ent~ao podemos escrever

gi =

pX
j=1

aijfj e fi =

pX
j=1

bijgj;

onde aij e bij 2 "n, i = 1; :::; p.

Para cada x 2 Rn, sejam Ax e Bx matrizes reais p � p com entradas aij(x) e bij(x),

respectivamente.

Segue da �Algebra Linear, que podemos obter uma matriz real C0, p � p, tal que

U0 = C0(I � A0B0) + B0 �e invers��vel. Al�em disso, a matriz Ux = C0(I � AxBx) + Bx

tamb�em �e invers��vel para x pr�oximo de 0.

Sejam uij as entradas de Ux. Da��, fi =

pX
j=1

uijgj, i = 1; :::; p, como quer��amos.

iii)) i) Suponhamos que exista uma matriz invers��vel p� p, (uij), com a propriedade

de iii).

Vamos de�nir o germe � : (Rn � Rp; 0) ! (Rp; 0) com as componentes dadas por

�i(x; y) =

pX
j=1

yjuij(x), para todo i = 1; :::; p.

Note que �(x; 0) = 0. Agora de�na o germe H : (Rn � Rp; 0) ! (Rn � Rp; 0) por

H(x; y) = (x; �(x; y)). A matriz jacobiana de H �e dada por

Jac(H) =

 
In�n 0n�p

�p�n (uij)p�p

!

onde In�n �e a matriz identidade e �p�n �e uma matriz p� n.

Assim, como det(Jac(H(0; 0))) 6= 0, H �e um difeomor�smo.

Por constru�c~ao, �i(x; g(x)) = fi(x), �(x; g(x)) = f(x) e H(x; g(x)) = (x; f(x)) o que

implica que f e g s~ao C-equivalentes. 2

Exemplo 2.10. Considere novamente os germes f(x) = (x2; 0) e g(x) = (x2; x3).

J�a vimos que f
K
� g. Al�em disso, como utilizamos h = idRn , na verdade provamos que

estes germes s~ao f
C
� g.

Pela Proposi�c~ao 2.9 poder��amos chegar a essa mesma conclus~ao sem necessitar explic-
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itar o difeomor�smo que realiza a C-equivalência. De fato, basta notar que neste exemplo

If = hx
2i = hx2; x3i = Ig;

e, portanto, f
C
� g. 2

Exemplo 2.11. Considere o germe f : (R; 0)! (R; 0) tal que

@f

@x
(0) = 0; :::;

@kf

@xk
(0) = 0 e

@k+1f

@xk+1
(0) 6= 0

onde @if

@xi
(0) representa a i-�esima derivada de f em 0. Pelo Lema de Hadamard, f(x) =

xk+1g(x) para algum g : (R; 0)! (R; 0) com g(0) 6= 0.

Como g �e invers��vel em "1, ent~ao hfi = hx
k+1i. Portanto, f

C
� xk+1 e, consequente-

mente, f
K
� xk+1. 2

Exemplo 2.12. Os germes f(x; y) = (x2; y2) e g(x; y) = (x2+ y2; xy) s~ao A-equivalentes

mas n~ao s~ao C-equivalentes.

De fato, tome h(x; y) = (x+ y; x� y) e k(x; y) = (2x+2y; x� y) germes de difeomor-

�smos.

Temos

(
g(h(x; y)) = g(x+ y; x� y) = (2x2 + 2y2; x2 � y2)

k(f(x; y)) = k(x2; y2) = (2x2 + 2y2; x2 � y2)

Portanto, g � h = k � f , ou seja, g
A
� f e portanto g

K
� f .

Mas, note que xy n~ao pertence ao ideal hx2; y2i = If .

Assim, If 6= Ig. Logo f
C
� g. 2

Proposi�c~ao 2.13. O germe f �e K-equivalente a g se, e somente se, existe um germe

invers��vel h : (Rn; 0)! (Rn; 0) para o qual f � h
C
� g.

Demonstra�c~ao. ()) Suponha f
K
� g. Ent~ao existe um par de germes de difeomor-

�smos eh e eH, com eH = (eh; e�) e tal que e�(x; 0) = 0 e eH(x; f(x))) = (eh(x); g(eh(x)).
Considere h = eh�1 e H(x; y) = (x; �(x; y)) com �(x; y) = e�(h(x); y). Ent~ao, H �e um

germe de difeomor�smo com a identidade na componente do Rn, �(x; 0) = e�(x; 0) = 0 e

H(x; f � h(x)) = (x; �(x; f(h(x)))) = (x; e�(h(x); f(h(x))) = (x; g(x)):
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Portanto, f � h
C
� g. A �ultima igualdade veio do fato de que, como

eH � (idRn ; f) = (idRn ; g) � eh;
ent~ao eH(x; f(x)) = (eh(x); g(eh(x)), ou seja,

e�(x; f(x)) = g(eh(x))) e�(h(x); f(h(x))) = g(eh(h(x))) = g(x):

(() Suponha (f � h)
C
� g. Ent~ao existe um germe de difeomor�smo H, H(x; y) =

(x; �(x; y)), com �(x; 0) = 0 e tal que H(x; f � h(x)) = (x; g(x)).

De�na eH = (h�1; �). Ent~ao, h�1 e eH �e um par de germes de difeomor�smo que satisfaz

eH � (idRn ; f) � h = (h�1; �) � (idRn ; f) � h = (idRn ; � � f � h) = (idRn ; g):

Portanto f
K
� g. 2

De�ni�c~ao 2.14. Sejam I e J dois ideias em "n. Dizemos que I e J s~ao isomorfos

quando existe um isomor�smo ' : "n ! "n, tal que '(I) = J .

De�ni�c~ao 2.15. Sejam I e J dois ideias em "n. Dizemos que I e J s~ao isomor�-

camente induzidos quando existe um isomor�smo h� : "n ! "n, para algum germe

invers��vel h : (Rn; 0)! (Rn; 0), onde h�(f) = f � h, tal que h�(I) = J .

Proposi�c~ao 2.16. Dois germes f e g s~ao K-equivalentes se, e somente se, If e Ig s~ao

isomor�camente induzidos.

Demonstra�c~ao: ()) Suponhamos que f
K
� g. Ent~ao existe um germe invers��vel

h : (Rn; 0)! (Rn; 0) para o qual f � h
C
� g.

Ent~ao temos que If�h = Ig. Assim, cada componente fi � h de f � h se escreve da

seguinte forma: fi � h =

pX
j=1

aijgj, com aij 2 "n; i = 1; :::; p.

Vamos mostrar que h�(If ) = Ig.

Por de�ni�c~ao de h�, temos que h�(fi) = fi � h. Ent~ao h
�(fi) =

pX
j=1

aijgj 2 Ig, uma vez

que aijgj 2 Ig. Assim, h�(If ) � Ig.
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Agora, seja k 2 Ig. Como Ig = If�h, segue que k 2 If�h. Logo

k =

pX
i=1

ai(fi � h)

= a1(f1 � h) + :::+ ap(fp � h)

= h�(a1f1) + :::+ h�(apfp) = h�(a1f1 + :::+ apfp)

= h�(

pX
i=1

aifi) 2 h
�(If ):

Assim Ig � h�(If ) e, portanto, h
�(If ) = Ig.

(() Suponhamos que If e Ig s~ao isomor�camente induzidos, ou seja, existe um iso-

mor�smo induzido h� : "n ! "n para algum germe invers��vel h : (Rn; 0)! (Rn; 0), o qual

h�(If ) = Ig.

Logo If�h = Ig, e assim f � h
C
� g. Da��, pela proposi�c~ao anterior, f

K
� g. 2

O grupo K pode ser visto como o produto semi-direto dos grupos R e C. Desta forma,

o espa�co tangente a uma K-�orbita pode ser de�nido da seguinte maneira:

De�ni�c~ao 2.17. Seja f : (Rn; 0)! (Rp; 0). O espa�co tangente ao grupo K em f �e

de�nido por

TfK :=MnJ(f) + f ?(mp) � "n;p

onde f ?(mp) � "n;p �e o m�odulo formado por p c�opias do ideal gerado pelas fun�c~oes coorde-

nadas de f = (f1; : : : ; fp). Quando n~ao �xamos a origem, de�nimos o espa�co tangente

estendido de K em f por

TfKe := J(f) + f ?(mp) � "n;p:

Recorde que J(f) denota o ideal jacobiano de f .

A K-codimens~ao de f �e de�nida como a dimens~ao (como R-espa�co vetorial) do

quociente
Mn � "n;p
TfK

e a Ke-codimens~ao de f �e de�nida como a dimens~ao do quociente

"n;p
TfKe

.

Muitas vezes a classe dos germes que estudamos �e a daqueles que podem ser representa-

dos pelo seu polinômio de Taylor de alguma ordem. A linguagem b�asica para isto envolve

o conceito de determina�c~ao �nita. Muitos trabalhos s~ao dedicados �a caracteriza�c~ao da
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determina�c~ao �nita e outros buscam encontrar estimativas para a ordem de determina�c~ao,

com respeito �as v�arias rela�c~oes de equivalência. Como neste cap��tulo estamos interessados

particularmente no grupo K, introduzimos o conceito de germes K-�nitamente determi-

nados. Para os outros grupos de Mather a de�ni�c~ao �e an�aloga. A referência b�asica para

este assunto �e [13].

De�ni�c~ao 2.18. Um germe f : (Rn; 0) �! (Rp; 0) �e r-K-determinado se para todo

germe g : (Rn; 0) �! (Rp; 0) com jrf(0) = jrg(0) ent~ao f �e K-equivalente a g.

Se f �e r-K-determinado para algum r <1, ent~ao f �e K-�nitamente determinado

ou K-�nito e r (o menor poss��vel) �e o grau de determina�c~ao de f .

A propriedade de K-determina�c~ao �nita �e aberta, ou seja, se consideramos

f : (Rn+1; 0) ! (Rp; 0) com f(0; t) = 0 e f(x; 0) = f0(x) um germe K-�nito, ent~ao

ft : (R
n; 0)! (Rp; 0) �e K-�nito para todo t su�cientemente pequeno.

Os teoremas de determina�c~ao �nita permitem que classi�ca�c~oes de germes possam ser

realizadas. A seguir reproduzimos alguns dos principais crit�erios e estimativas para a

K-determina�c~ao �nita dos germes de aplica�c~oes diferenci�aveis.

Teorema 2.19. (Crit�erio In�nitesimal para Determina�c~ao Finita [13]) S~ao equivalentes:

a) f �e K-�nitamente determinado;

b) a K-codimens~ao de f �e �nita;

c) a Ke-codimens~ao de f �e �nita.

O teorema a seguir �e um resultado devido a Mather e Tougeron (ver [11], [12]) e

estabelece que a categoria dos germes K-�nitamente determinados �e ampla.

Teorema 2.20. Germes de aplica�c~ao s~ao K-�nitamente determinados em geral.

Os resultados a seguir apresentam caracteriza�c~oes e invariantes conhecidos para a

K-equivalência.

Teorema 2.21. (Mather [7]) Sejam f; g : (Rn; 0) �! (Rp; 0) germes K-�nitamente deter-

minados. Ent~ao, f �e K-equivalente a g se, e somente se, as R-�algebras locais Q(f) = "n
If

e Q(g) = "n
Ig

s~ao isomorfas.
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Exemplo 2.22. Considere os germes em uma vari�avel real f(x) = x e g(x) = x3. Clara-

mente as R-�algebras locais Q(f) e Q(g) n~ao s~ao isomorfas, pois apresentam dimens~oes

diferentes como R-espa�cos vetoriais. Al�em disso, pela De�ni�c~ao 2.17, as K-codimens~oes

tamb�em s~ao diferentes. 2

O teorema a seguir mostra a importância da K-equivalência no problema inicial da

classi�ca�c~ao de germes de aplica�c~oes diferenci�aveis:

Teorema 2.23. (Mather [7]) Sejam f; g : (Rn; 0) �! (Rp; 0) germes est�aveis. Ent~ao, f

�e A-equivalente a g se, e somente se, eles s~ao K-equivalentes.

Aqui a no�c~ao de estabilidade signi�ca, a grosso modo, que todo germe su�cientemente

pr�oximo a f tem uma estrutura parecida com a de f (isto �e, pequenas perturba�c~oes de

f n~ao alteram o tipo \diferenci�avel" do germe). Em outras palavras, f �e est�avel se

existe uma vizinhan�ca V de f (na topologia C1 - Whitney) tal que para todo g 2 V , g �e

A-equivalente a f .
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Cap��tulo 3

Contato entre subvariedades

Neste cap��tulo daremos uma aplica�c~ao da equivalência de contato em termos da ideia

de contato entre dois pares de subvariedades. Este cap��tulo �e baseado na referência [8].

De�nimos o tipo de contato entre subvariedades de maneira bem intuitiva:

De�ni�c~ao 3.1. Dizemos que dois pares de germes de subvariedades na origem em R
n,

(X1; Y1) e (X2; Y2), têm o mesmo tipo de contato se existe um germe de difeomor�smo

H : (Rn; 0)! (Rn; 0) tal que H(X1) = X2 e H(Y1) = Y2.

Denotaremos o tipo de contato entre as subvariedades X e Y por K(X; Y ).

Nosso objetivo �e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.2. (Montaldi [8]) Para i = 1; 2, sejam gi : (Xi; xi) ,! (Rn; 0) germes de

imers~ao e fi : (R
n; 0) ! (Rp; 0) germes de submers~ao, com Yi = f�1i (0). Ent~ao (X1; Y1)

e (X2; Y2) têm o mesmo tipo de contato se, e somente se, f1 � g1
K
� f2 � g2.

O seguinte exemplo nos d�a uma no�c~ao de como queremos aplicar esse teorema.

Exemplo 3.3. Sejam g1(x) = (x; x2); g2(x) = (x; x3), f1(x; y) = y e f2(x; y) = y. Neste

caso, temos

f1 � g1(x) = x2 e f2 � g2(x) = x3:

Note que hx2i 6= hx3i e, pela Proposi�c~ao 2.9, temos que f1 � g1 e f2 � g2 n~ao s~ao

K-equivalentes.

Portanto, os pares (X1; Y1) e (X2; Y2), onde X1 = Im(g1), X2 = Im(g2), Y1 = f�11 (0)

e Y2 = f�12 (0), n~ao têm o mesmo tipo de contato. 2

45



Mas, antes de demonstrarmos esse teorema, precisamos de alguns resultados preli-

minares.

De�ni�c~ao 3.4. Dado g : Rn ! R
p, de�nimos um desdobramento de g como sendo

uma aplica�c~ao G : Rn�Rr ! R
p�Rr dada por G(x; z) = ( eG(x; z); z), com eG(x; 0) = g(x).

O espa�co Rr �e chamado de espa�co de parâmetros.

Sejam g : (X; x) ,! (Rn; 0) um germe de imers~ao e f : (Rn; 0)! (Rp; 0) um germe de

submers~ao, com Y = f�1(0). Chamamos f � g de aplica�c~ao de contato entre X em Y .

Proposi�c~ao 3.5. ([8]) Sejam f; g : (Rn; 0)! (Rp; 0) dois germes de aplica�c~oes cont��nuas

e sejam F;G : (Rn�Rr; 0)! (Rp�Rr; 0) desdobramentos de f e g, respectivamente. Se

f e g s~ao K-equivalentes, ent~ao F e G s~ao K-equivalentes.

Lema 3.6. (Lema de Simetria [8]) Sejam X e Y germes de subvariedades de Rn em

0. Sejam g1 : (X; x) ,! (Rn; 0) e g2 : (Y; y) ,! (Rn; 0) germes de imers~ao e f1 : (R
n; 0)!

(Rq; 0) e f2 : (Rn; 0) ! (Rp; 0) germes de submers~ao, com X = f�12 (0) e Y = f�11 (0).

Ent~ao f1 � g1 e f2 � g2 s~ao K-equivalentes.

Demonstra�c~ao: Considere o seguinte diagrama comutativo,

(X; x)
�
�! (Rq; 0)

g1 # "

(Rn; 0)
�=(f1;f2)
�! (Rq � Rp; (0; 0))

g2 " #

(Y; y)
 
�! (Rp; 0)

onde �(x) = (f1(x); f2(x)), � = f1 � g1,  = f2 � g2 e as aplica�c~oes de�nidas em (Rq �

R
p; (0; 0)) s~ao as aplica�c~oes proje�c~oes �obvias. .

Agora, se expressamos Rn como Rn ' X�Rp ent~ao podemos assumir que g(x) = (x; 0)

e f2(x; z) = z (o que �e poss��vel desde que f2 � g1 = 0). Assim,

�(x; z) = (f1(x; z); z) e �(x; 0) = (f1 � g1(x); 0):

Portanto � pode ser visto como um desdobramento de �.

A suspens~ao de � �e dada por b�(x; z) = (�(x); z).
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Ent~ao b� tamb�em pode ser vista como um desdobramento (trivial) de �.

Portanto � e b� s~ao K-equivalentes.

Analogamente, podemos mostrar que � �e K-equivalente �a suspens~ao b de  . Logo, �

�e K-equivalente a  . 2

Corol�ario 3.7. Para qualquer par de germes de subvariedades do Rn, a K-classe de

contato independe da escolha da aplica�c~ao de contato. Depende apenas dos germes de

subvariedades.

Lema 3.8. ([8]) Seja a um inteiro positivo e sejam X 0
i = Xi � R

a, Y 0
i = Yi � f0g

subvariedades em R
n�Ra. Ent~ao K(X1; Y1) = K(X2; Y2) se, e somente se, K(X 0

1; Y
0
1) =

K(X 0
2; Y

0
2).

Lema 3.9. ([8]) Sejam Xi; Yi; gi; fi como no lema anterior, i = 1; 2. Sejam a; b inteiros

positivos. Considere os germes de subvariedades de Rn � Ra na origem:

X 0
i = Xi � R

a � f0g e Y 0
i = Yi � f0g � R

b:

Sejam g0i germes de imers~ao com imagem X 0
i e f

0
i germes de submers~ao com conjunto

de zeros Y 0
i . Ent~ao, f

0
1 � g

0
1 e f 02 � g

0
2 s~ao K-equivalentes se, e somente se, f1 � g1 e f2 � g2

s~ao K-equivalentes.

Demonstra�c~ao: Pelo Corol�ario 3.7, podemos escolher g0i e f
0
i sem afetar a K-classe

das aplica�c~oes composi�c~ao. Ent~ao, fazemos a seguinte escolha:

g0i(x; u) = (gi(x); u; 0) e f 0i(y; u; v) = (fi(y); u):

Portanto f 0i � g
0
i(x; u) = (fi � gi(x); u) e ent~ao a a�rma�c~ao segue. 2

Demonstra�c~ao do Teorema 3.2: ()) Esta implica�c~ao �e a mais direta e n~ao utiliza

os resultados anteriores. Seja H um difeomor�smo de Rn aplicando X1 e Y1 em X2 e

Y2, respectivamente. Note que H restrito a X1 �e difeomor�smo sobre X2 e, portanto,

existe um difeomor�smo h : X1 ! X2 tal que H � g1 = g2 � h. Temos tamb�em que

(f2 �H)�1(0) = f�11 (0), ent~ao pelo Lema de Hadamard podemos escrever

(f2 �H)(y) =

pX
i=1

f1i(y)ai(y);
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onde f1 = (f11; :::; f1p) e para cada i, ai(y) 2 R
p.

Agora, f2 � H �e uma submers~ao e ent~ao tem posto m�aximo p, o que implica que a

matriz [a1(y); :::; ap(y)]p�p �e invers��vel.

De�na � : Rn � Rp ! R
p por

�(y; z) =

pX
i=1

ziai(y);

e �0 : X � Rp ! R
p por

�0(x; z) = �(g1(x); z):

Ent~ao

�0(x; f1 � g1(x)) = f2 � g2 � h(x):

Portanto, f1 � g1 e f2 � g2 s~ao K-equivalentes.

(() Vamos tratar primeiro do caso de mesma dimens~ao e depois usaremos os lemas

para estender o resultado.

Suponha dim Xi =dim Yi = k. Queremos expressar cada Xi como sendo o gr�a�co

de uma aplica�c~ao �i : R
k ! R

p e Yi como o gr�a�co de uma aplica�c~ao nula de Rk em

R
p. Para isso, escolha coordenadas no Rn tais que f1(x1; :::; xn) = (xk+1; :::; xn), portanto

Y1 = R
k � f0g.

Escolha um subespa�co V1 de dimens~ao p, transversal a X1 e Y1 e escreva R
n = Y1�V1.

Seja � : Rn ! Y1 a proje�c~ao na primeira coordenada. Ent~ao �jX1
: X1 ! Y1 �e

um difeomor�smo que induz um sistema de coordenadas em X1. Com respeito a essas

coordenadas, Y1 �e o gr�a�co da aplica�c~ao nula de Rk em R
p e X1 �e o gr�a�co da aplica�c~ao

f1 � g1.

Uma constru�c~ao an�aloga pode ser feita entre X2 e Y2. Ent~ao, qualquer difeomor�smo

H : Rk � Rp ! R
k � Rp preservando o gr�a�co da aplica�c~ao nula e levando o gr�a�co de

f1 � g1 no gr�a�co de f2 � g2 �e ent~ao um difeomor�smo aplicando X1 em X2 e Y1 em Y2, o

que conclui a prova no caso de mesma dimens~ao.

No caso onde dim Xi 6= dim Yi, podemos excluir os casos de dimens~ao menor que Rd,

onde d �e a diferen�ca entre as dimens~oes, para dar X 0
i e Y

0
i em R

n�Rd e de�nir de maneira

apropriada g0i e f
0
i .
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Temos a seguinte correspondência:

K(X; Y )
(a)
! K(f � g)

(d) " (c) #

K(X 0; Y 0)
(b)
 K(f 0 � g0)

onde (a) foi provado em ()); (b) segue de ((); (c) segue do Lema 3.8 e (d) segue do Lema

3.9 ((a) = (d); (b) = 0 para dim Y > dim X e (b) = (d); (a) = 0 para dim Y < dim X).2
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Cap��tulo 4

Equivalência de contato topol�ogica

A menos de men�c~ao contr�aria, este cap��tulo �e baseado no artigo do Takashi Nishimura

[9].

Nosso objetivo neste cap��tulo �e relacionar a equivalência de contato com uma aplica�c~ao

na Topologia. Para isso, de�niremos a equivalência de contato topol�ogica e mostraremos

como essa rela�c~ao de equivalência est�a relacionada com ingredientes da Topologia, como

�e o caso do grau.

Para isso, vamos introduzir algumas no�c~oes preliminares.

De�ni�c~ao 4.1. Sejam X e Y espa�cos topol�ogicos e f; g : X ! Y aplica�c~oes cont��nuas.

Dizemos que f �e homot�opica a g se existir uma aplica�c~ao cont��nua H : X � I ! Y

tal que, para todo x 2 X, tem-se H(x; 0) = f(x) e H(x; 1) = g(x), onde I = [0; 1]. A

aplica�c~ao H �e chamada de homotopia entre f e g.

Para cada t 2 I �xo, temos uma aplica�c~ao cont��nua Ht : X ! Y dada por Ht(x) =

H(x; t). A cole�c~ao (Ht)t2I �e uma fam��lia de fun�c~oes cont��nuas.

Observa�c~ao 4.2. A rela�c~ao de homotopia �e uma rela�c~ao de equivalência no conjunto de

todas as fun�c~oes f : X ! Y cont��nuas.

De fato, s~ao v�alidas as seguintes propriedades:

� Re
exiva: Para toda fun�c~ao f : X ! Y cont��nua, a aplica�c~ao H : X � I ! Y dada

por H(x; t) = f(x), �e uma homotopia entre f e f .
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� Sim�etrica: Seja H : X�I ! Y uma homotopia entre f e g. De�nindo K : X�I !

Y por K(x; t) = H(x; 1� t) obtemos uma homotopia entre g e f .

� Transitiva: Sejam H : X � I ! Y uma homotopia entre f e g e K : X � I ! Y

uma homotopia entre g e h. De�nimos L : X � I ! Y como

L(x; t) =

(
H(x; 2t) se t 2 [0; 1

2
]

K(x; 2t� 1) se t 2 [1
2
; 1]

E f�acil ver que a aplica�c~ao L �e uma homotopia entre f e h. Box

Antes de apresentarmos exemplos, veremos alguns resultados sobre homotopia de

aplica�c~oes.

Proposi�c~ao 4.3. Sejam f; g : X ! Y aplica�c~oes constantes, tais que f(x) = p e g(x) = q,

para todo x 2 X. As aplica�c~oes f e g s~ao homot�opicas se, e somente se, p e q pertencem

a mesma componente conexa por caminhos do espa�co Y .

Demonstra�c~ao: Suponha que f e g s~ao homot�opicas por uma homotopiaH : X�I !

Y tal que H(x; 0) = f(x) e H(x; 1) = g(x). Seja x0 2 X �xado. De�nimos um caminho

� : I ! Y tal que �(t) = H(x0; t), para todo t 2 I e temos �(0) = p e �(1) = q. Segue

que p e q pertencem a mesma componente conexa por caminhos de Y .

Reciprocamente se p e q pertencem a mesma componente conexa por caminhos de

Y , ent~ao existe um caminho � : I ! Y tal que �(0) = p e �(1) = q. De�nimos uma

homotopia H : X � I ! Y tal que H(x; t) = �(t), para todo (x; t) 2 X � I. Assim, para

todo x 2 X, H(x; 0) = f(x) e H(x; 1) = g(x) e portanto f e g s~ao homot�opicas. 2

Proposi�c~ao 4.4. Sejam f1; f2 : X ! Y , g1; g2 : Y ! Z cont��nuas. Se f1 �e homot�opica a

f2 e g1 �e homot�opica a g2, ent~ao g1 � f1 e g2 � f2 s~ao homot�opicas.

Demonstra�c~ao: Por hip�otese, existem homotopiasH1 : X�I ! Y tal queH1(x; 0) =

f1(x) e H1(x; 1) = f2(x), para todo x 2 X, e H2 : Y � I ! Z tal que H2(y; 0) = g1(y) e

H2(y; 1) = g2(y), para todo y 2 Y .

De�nimos uma aplica�c~ao K : X�I ! Z por K(x; t) = H2(H1(x; t); t). Essa aplica�c~ao

�e cont��nua pois H1 e H2 s~ao e temos

K(x; 0) = H2(H1(x; 0); 0) = H2(f1(x); 0) = g1(f1(x)) = (g1 � f1)(x)
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e

K(x; 1) = H2(H1(x; 1); 1) = H2(f2(x); 1) = g2(f2(x)) = (g2 � f2)(x):

Portanto, (g1 � f1)(x) e (g2 � f2)(x) s~ao homot�opicas. 2

Exemplo 4.5. Considere E um espa�co vetorial normado, Y � E e f; g : X ! Y

aplica�c~oes cont��nuas.

Suponhamos que para todo x 2 X o segmento de reta

[f(x); g(x)] = f(1� t)f(x) + t:g(x)jt 2 Ig

esteja contido em Y .

Ent~ao f �e homot�opica a g pois

H(x; t) = (1� t)f(x) + tg(x);

com x 2 X e t 2 I, �e uma homotopia entre f e g.

A aplica�c~ao H assim de�nida �e chamada de homotopia linear. Em particular, se

Y = E, quaisquer aplica�c~oes cont��nuas f; g : X ! E s~ao homot�opicas. Disso segue ent~ao

que toda aplica�c~ao cont��nua f : X ! E �e homot�opica �a aplica�c~ao constante nula. 2

Exemplo 4.6. Seja E um espa�co vetorial normado e considere f; g : X ! E � f0g

aplica�c~oes cont��nuas. Se jjf(x)�g(x)jj < jjf(x)jj, para todo x 2 X, ent~ao f �e homot�opica

a g.

Pelo exemplo anterior basta mostrar [f(x); g(x)] � E � f0g, para todo x 2 X.

De fato, se 0 2 [f(x); g(x)] para algum x 2 X ent~ao existe t0 2 I tal que 0 =

(1� t0)f(x) + t0g(x) e seque que jjf(x)jj = jjf(x)� g(x)jj o que contradiz a hip�otese.

Portanto temos f homot�opica a g. 2

Exemplo 4.7. Seja Sn � Rn+1 a esfera unit�aria n-dimensional. Dadas duas aplica�c~oes

cont��nuas f; g : X ! Sn , se f(x) 6= �g(x) para todo x 2 X, ent~ao f �e homot�opica a g.

De fato, nestas condi�c~oes 0 n~ao pertence ao segmento de reta [f(x); g(x)] para todo

x 2 X, e podemos de�nir H : X � I ! Sn por

H(x; t) =
(1� t)f(x) + g(x)

jj(1� t)f(x) + g(x)jj
:

Claramente H �e uma homotopia entre f e g. 2
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De�ni�c~ao 4.8. Dizemos que dois germes f; g : (Rn; 0) ! (Rp; 0) s~ao topologica-

mente K-equivalentes (ou C0-K-equivalentes) se existirem germes de homeomor�smos

h : (Rn; 0) ! (Rn; 0) e H : (Rn � Rp; 0) ! (Rn � Rp; 0) satisfazendo a propriedade

H(Rn � f0g) = Rn � f0g e tais que o seguinte diagrama comuta

(Rn; 0)
(idRn ;f)
! (Rn � Rp; 0)

�n! (Rn; 0)

h # H # h #

(Rn; 0)
(idRn ;g)
! (Rn � Rp; 0)

�n! (Rn; 0)

onde idn : (R
n; 0)! (Rn; 0) �e a aplica�c~ao identidade do Rn e �n : (R

n �Rp; 0)! (Rn; 0)

�e a proje�c~ao canônica.

Em particular, temos que f e g s~ao C0-C-equivalentes, quando h acima �e a identidade.

Nota�c~ao: f
C0�K
� g.

De maneira an�aloga podemos de�nir as no�c~oes de C0-A-equivalência e C0-R-equivalência.

Basta substituirmos a palavra \difeomor�smo" por \homeomor�smo" nas respectivas

de�ni�c~oes.

A C0-K-equivalência �e a vers~ao topol�ogica da K-equivalência estudada no Cap��tulo 2.

Exemplo 4.9. Considere os germes em uma vari�avel, f(x) = x e g(x) = x3.

Tomando os homeomor�smos h = id : (R; 0) ! (R; 0) e H : (R � R; 0) ! (R � R; 0)

dado por H(x; y) = (x; y3) temos que f e g s~ao C0-C-equivalentes e, portanto, C0-K-

equivalentes. 2

Observa�c~ao 4.10. Claramente, se f e g s~ao K-equivalentes, ent~ao f e g s~ao C0-K-

equivalentes, entretanto a rec��proca n~ao �e verdadeira.

Exemplo 4.11. Considere os mesmos germes dados no Exemplo 4.9. Estes germes s~ao

C0-K-equivalentes, mas n~ao s~ao K-equivalentes, uma vez que If = hxi 6= hx
3i = Ig. 2

Do mesmo modo como antes, continuamos interessados na classe dos germes que po-

dem ser representados pelo seu polinômio de Taylor de alguma ordem. Assim, introduzi-

mos o conceito de C0-K-determina�c~ao �nita. No caso complexo, Wall [13] provou que

germes C0-K-�nitos s~ao tamb�em K-�nitos. Mas a classe dos germes C0-K-�nitos cont�em

estritamente a classe dos germes K-�nitos, no caso real. Por isso, em muitos resultados
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adotamos a C0-K-determina�c~ao �nita para classi�car nossos objetos. Os aspectos b�asicos

da Teoria de Singularidades que dizem respeito ao estudo da C0-K-determina�c~ao s~ao bem

conhecidos e para maiores detalhes citamos como referência [13].

De�ni�c~ao 4.12. Um germe f : (Rn; 0) �! (Rp; 0) �e r-C0-K-determinado se para todo

germe g : (Rn; 0) �! (Rp; 0) com jrf(0) = jrg(0) ent~ao f �e C0-K-equivalente a g.

Se f �e r-C0-K-determinado para algum r, ent~ao f �e C0-K-�nitamente determinado ou

C0-K-�nito e r (o menor poss��vel) �e o grau de determina�c~ao de f .

Uma propriedade interessante dos germes C0-K-�nitos �e a seguinte:

Proposi�c~ao 4.13. [10] Seja f : (Rn; 0)! (Rp; 0), n > p, um germe r-C0-K-determinado.

Ent~ao existe um germe g, com jrg(0) = jrf(0), K-�nito e C0-K-equivalente a f .

Um crit�erio (geom�etrico) para a C0-K-determina�c~ao �nita de germes de aplica�c~ao na

categoria anal��tico real �e a seguinte:

Proposi�c~ao 4.14. [13] O germe f �e C0-K-�nitamente determinado se, e somente se,

( f�1(0) \ �f )� f0g = ; como germes, onde �f �e o conjunto singular de f .

Observa�c~ao. A implica�c~ao

C0-K-�nitamente determinado ) ( f�1(0) \ �f )� f0g = ;

�e sempre verdadeira, mesmo o germe n~ao sendo anal��tico real.

Ao contr�ario do que ocorre com o grupo K, a propriedade de C0-K-determina�c~ao

�nita n~ao �e necessariamente aberta, isto �e, deforma�c~oes arbitrariamente pr�oximas de um

germe C0-K-�nitamente determinado podem n~ao ser C0-K-�nitamente determinadas. Por

exemplo, considere o germe f : (R2; 0)! (R; 0) dado por

f(x; y) = (x2 + y2)2:

Como f�1(0) = f0g, ( f�1(0)\�f )� f0g = ; e, portanto, C0-K-�nitamente determi-

nado. Mas a deforma�c~ao de f dada por f"(x; y) = (x2+ y2� "x)2 n~ao �e C0-K-�nitamente

determinada para " pr�oximo de zero, pois ( f�1" (0) \ �f" )� f0g 6= ;.

Alguns invariantes conhecidos para a K-equivalência, como a K-codimens~ao e os

s��mbolos de Boardman (ver [5]), n~ao s~ao invariantes para a C0-K-equivalência. Al�em

54



disso, outros poss��veis candidatos como, por exemplo, R-�algebra local, a multiplicidade e a

C0-K-determina�c~ao �nita, tamb�em n~ao s~ao invariantes para a C0-K-equivalência. Veja os

exemplos a seguir.

Exemplo 4.15. Considere os germes f(x) = x e g(x) = x3. Vimos no Exemplo 4.9

que f e g s~ao C0-K-equivalentes. Claramente as R-�algebras locais Q(f) e Q(g) n~ao s~ao

isomorfas, pois apresentam dimens~oes diferentes como R-espa�cos vetoriais. Logo estes

objetos n~ao s~ao invariantes para a C0-K-equivalência. 2

Exemplo 4.16. Considere f(x; y) = xy e g(x; y) = xy3. Estes germes s~ao C0-A-equiva-

lentes (e portanto, C0-K-equivalentes). Al�em disso, f �e C0-K-�nito (pois f�1(0) \ �f =

f0g) mas o mesmo n~ao ocorre com g, pois g�1(0)\�g = f(x; 0)jx 2 Rg 6= (0; 0). Portanto,

a C0-K-determina�c~ao �nita n~ao �e um invariante para a C0-K-equivalência. 2

Exemplo 4.17. A propriedade do germe ser n~ao singular, n~ao �e um invariante para a

C0-K-equivalência. De fato, considere os germes f; g : (R3; 0)! (R2; 0), dados por

f(x; y; z) = (x; y) e g(x; y; z) = (x; y3):

O germe f �e n~ao singular, f e g s~ao C0-K-equivalentes, mas g �e singular. 2

Na tentativa de buscar invariantes para a C0-K-equivalência, Takashi Nishimura [9]

foi o primeiro a encontrar um invariante completo. Este invariante �e apenas para o caso

equidimensional (isto �e, n = p).

O lema e o teorema a seguir s~ao ferramentas fundamentais para a demonstra�c~ao do

principal resultado deste cap��tulo, o Teorema 4.23.

Lema 4.18. Sejam f; g : U ! R
p aplica�c~oes cont��nuas onde U �e uma vizinhan�ca da

origem em R
n. Suponha que exista uma fam��lia de aplica�c~oes cont��nuas Ft : U ! R

p,

t 2 [0; 1], tal que as seguintes condi�c~oes s~ao satisfeitas

i) F0 = f e F1 = g ou g = (g1; :::; gp�1;�gp);

ii) F�1
t (0) = f�1(0) para todo t 2 [0; 1];

iii) para qualquer t 2 [0; 1], o vetor Ft(x) n~ao pertence ao conjunto f�F0(x)j� < 0g,

para qualquer x 2 U � f�1(0).

Ent~ao, Ft �e C
0-K-equivalente a Ft0, quaisquer que sejam t; t0 2 [0; 1]. Em particular,

f �e C0-K-equivalente a g.
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Demonstra�c~ao: Faremos a prova em etapas.

Passo 1. Fixe t 2 [0; 1]. Vamos construir uma fam��lia de homeomor�smos ehx : Rp !
R
p dada por ehx(y) = �x(jjyjj)y dependendo continuamente das vari�aveis x de U , onde

�x : R+ ! R �e uma fun�c~ao cont��nua da norma jjyjj (6= 0).

De acordo com a rela�c~ao entre jjF0(x)jj e jjFt(x)jj para x 2 U , temos três casos:

Caso I: jjF0(x)jj = jjFt(x)jj.

Neste caso, tome �x(jjyjj) = 1 para todo y 2 Rp�f0g. Note que o caso x 2 F�1
0 (0) =

F�1
t (0) est�a incluso neste caso.

Caso II: 0 < jjFt(x)jj < jjF0(x)jj.

Neste caso, tome �x da seguinte maneira:

�x(jjyjj) =

8>><>>:
jjFt(x)jj
jjF0(x)jj

se 0 < jjyjj 6 jjF0(x)jj;
2(jjFt(x)jj�jjF0(x)jj)

jjyjj
+ 2(jjF0(x)jj�jjFt(x)jj)

jjF0(x)jj
se jjF0(x)jj 6 jjyjj 6 2jjF0(x)jj;

1 se 2jjF0(x)jj 6 jjyjj:

Caso III: 0 < jjF0(x)jj < jjFt(x)jj.

Neste caso, tome �x da seguinte maneira:

�x(jjyjj) =

8>><>>:
jjFt(x)jj
jjF0(x)jj

se 0 < jjyjj 6 jjF0(x)jj;
2jjFt(x)jj(jjFt(x)jj�jjF0(x)jj)

2jjFt(x)jj�jjF0(x)jj
1
jjyjj

+ jjFt(x)jj
2jjFt(x)jj�jjF0(x)jj

se jjF0(x)jj 6 jjyjj 6 2jjFt(x)jj;

1 se 2jjFt(x)jj 6 jjyjj:

Se tomarmos a fun�c~ao cont��nua �x como acima, ent~ao ehx �e um homeomor�smo para

todo x 2 U . Al�em disso, podemos ver que ehx depende continuamente de x 2 Rn.

Passo 2. Construa tamb�em outra fam��lia de homeomor�smos hx : R
p ! R

p depen-

dendo continuamente de x 2 U .

De acordo com a rela�c~ao entre ehx(F0(x)) e Ft(x) para x 2 U , temos dois casos:

Caso I: ehx(F0(x)) = Ft(x).

Neste caso, tome hx como a aplica�c~ao identidade.

Caso II: ehx(F0(x)) 6= Ft(x).
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Observe que, neste caso, temos jjehx(F0(x))jj = jjFt(x)jj > 0 pela constru�c~ao de ehx.
Pela condi�c~ao iii) sobre Ft e a forma de ehx, temos que os vetores ehx(F0(x)) e Ft(x) do R

p

s~ao linearmente independentes sobre R.

Considere Vx = R � fehx(F0(x))g � R � Ft(x).

Seja �x o ângulo entre ehx(F0(x)) e Ft(x), que �e determinado exclusivamente no intervalo

(0; �). Usando o ângulo �x, constru��mos uma fun�c~ao angular �x : R+ [ f0g ! R da

seguinte maneira:

�x(s) =

8><>:
�x se 0 6 s 6 jjFt(x)jj;

� �x
jjFt(x)jj

s+ 2�x se jjFt(x)jj 6 s 6 2jjFt(x)jj;

0 se 2jjFt(x)jj 6 s:

Decomponha Rp na soma direta Rp = Vx � eVx.
Dê ao espa�co vetorial de dimens~ao 2 Vx a orienta�c~ao a qual o isomor�smo linear

L : R2 ! Vx da forma L(�!e1 ) = ehx(F0(x)) e L(
�!e2 ) = Ft(x) induz para Vx de R

2 a orienta�c~ao

padr~ao. Usando a fun�c~ao angular acima �x, constru��mos a aplica�c~ao hx : Vx�eVx ! Vx�eVx
dada por

hx(y1; y2) = (��x(jjy1jj)(y1); y2);

onde ��x(jjy1jj) �e a aplica�c~ao rota�c~ao de ângulo �x(jjy1jj), isto �e,

��x(jjy1jj) =

 
cos(�x(jjy1jj)) �sen(�x(jjy1jj))

sen(�x(jjy1jj)) cos(�x(jjy1jj))

!
:

Ent~ao segue que hx �e um homeomor�smo para todo x 2 U e depende continuamente

de x.

Passo 3. Do Passo 1 e do Passo 2, temos

hx � ehx � F0(x) = Ft(x)

para todo x 2 U . De�na a aplica�c~ao H : U � Rp ! U � Rp como

H(x; y) = (x; hx � ehx(y)):
Ent~ao, pelos Passos 1 e 2, H �e bijetora e cont��nua. Pelo Teorema da Invariância do
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Dom��nio, H �e um homeomor�smo. Da constru�c~ao, o par de aplica�c~oes (id;H) satisfaz a

condi�c~ao de (h;H) na de�ni�c~ao de C0-K-equivalência.

Portanto, Ft e Ft0 s~ao C
0-K-equivalentes para todo t; t0 2 [0; 1].

Desde que g e g = (g1; :::; gp�1;�gp) s~ao trivialmente A-equivalentes, podemos concluir

que f e g s~ao C0-K-equivalentes. 2

Para provar o teorema principal tamb�em precisamos do seguinte resultado devido a

T. Fukuda:

Teorema 4.19. (Fukuda [3]) Seja n 6= 4. Ent~ao, para qualquer conjunto semialg�ebrico

W de Jr(n; n), existe um inteiro s, dependendo apenas de n e r, e um subconjunto semi-

alg�ebrico fechado
P

W de (�sr)
�1(W ) com codimens~ao > 1 tais que para qualquer aplica�c~ao

diferenci�avel f : Rn ! R
n com jsf(0) 2 (�sr)

�1(W )�
P

W , existe um n�umero positivo "0

tal que para qualquer n�umero " com 0 < " 6 "0 temos:

i) O conjunto f�1(Sn�1" ) �e uma subvariedade diferenci�avel sem bordo, que �e homeo-

morfa a esfera unit�aria padr~ao Sn�11 ;

ii) A restri�c~ao f : f�1(Dn
" )! Dn

" �e C0-A-equivalente ao cone

c(f) : f�1(Sn�1" )� [0; "]=f�1(Sn�1" )� f0g ! Sn�1" � [0; "]=Sn�1" � f0g;

da restri�c~ao f : f�1(Sn�1" )! Sn�1" , de�nido por c(f)(x; t) = (f(x); t).

iii) A aplica�c~ao f : f�1(Sn�1" ) ! Sn�1" �e topologicamente est�avel (resp. C1-est�avel

nas boas dimens~oes de Mather).

Um germe f para o qual existe "0 e um representante f satisfazendo i) e ii) �e chamado

de topologicamente de tipo cone.

O conjunto dos germes �nitamente determinados satisfaz a hip�otese do Teorema 4.19.

Ent~ao, em termos pr�aticos, podemos dizer que se um germe �e �nitamente determinado

ent~ao ele admite uma estrutura do tipo cone, como mostra o teorema.

De�ni�c~ao 4.20. Dada uma aplica�c~ao diferenci�avel f : Rn ! R
n e um valor regular y de

f , de�nimos o grau diferenci�avel da aplica�c~ao f em y por

grau(f; y) =
X

x2f�1(y)

sinal(det Jac f(x));
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onde sinal(?) =

(
1 se ? > 0;

�1 se ? < 0:

O grau de f independe do valor regular escolhido, ent~ao denotaremos grau(f; y) apenas

por grau(f).

Exemplo 4.21. Considere a aplica�c~ao f : R2 ! R
2 dada por f(x; y) = (x2 � y2; 2xy).

Note que det Jac f(x; y) = 4x2+4y2. Assim segue que o ponto (0; 0) �e o �unico ponto

singular de f . Da��, dado " > 0, o ponto (0; ") �e um ponto regular de f e f(0; ") = (�"2; 0)

�e um valor regular de f .

Portanto, f�1(�"2; 0) = f(0; "); (0;�")g. Com isso temos

grau(f) =
X

(x;y)2f�1(�"2;0)

sinal(det Jac f(x; y)) = 1 + 1 = 2:

2

Observa�c~ao 4.22. 1. Dadas duas aplica�c~oes f e g, temos

grau(f � g) = grau(f) � grau(g):

De fato, sabemos que

Jac (f � g) = Jac (f) � Jac (g):

Assim,

det Jac (f � g) = det Jac (f) � det Jac (g):

Ent~ao,

grau(f � g) =
X

x2f�1(y)

sinal(det Jac (f � g)

= (
X

x2f�1(y)

sinal(det Jac (f))) � (
X

x2f�1(y)

sinal(det Jac (g)))

= grau(f) � grau(g):

2. Na pr�atica usaremos o grau diferenci�avel que �e mais f�acil de calcular, devido nossas

aplica�c~oes serem de classe C1. No entanto, o grau topol�ogico pode ser de�nido de uma
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forma mais geral usando apenas argumentos topol�ogicos, para aplica�c~oes cont��nuas. No

caso diferenci�avel, estas no�c~oes de grau (diferenci�avel e topol�ogico) coincidem.

O teorema a seguir, principal resultado desse cap��tulo, mostra que o valor absoluto do

grau �e um invariante completo para a C0-K-equivalência, no caso equidimensional:

Teorema 4.23. (Nishimura [9]) Sejam f; g : (Rn; 0)! (Rn; 0) germes C0-K-�nitamente

determinados e n 6= 4. Ent~ao, f e g s~ao C0-K-equivalentes se, e somente se, jgrau(f)j =

jgrau(g)j.

Demonstra�c~ao: ()) Esta �e a implica�c~ao mais trivial. Suponhamos que f; g :

(Rn; 0) ! (Rn; 0) s~ao C0-K-equivalentes. Ent~ao existe um germe de homeomor�smo

h : (Rn; 0) ! (Rn; 0) e uma fam��lia de germes de homeomor�smos Hx(R
n; 0) ! (Rn; 0)

(x 2 Rn) tais que Hx(f(x)) = g(h(x)).

Seja Ft : (R
n; 0)! (Rn; 0), com t 2 [0; 1], uma homotopia da forma

Ft(x) = H(1�t)x(f(x)):

Ent~ao temos que F0(x) = Hx(f(x)) e F1(x) = H0(f(x)). Como f �e um germe C0-K-

�nitamente determinado, ent~ao f�1(0) = f0g como germe. Al�em disso,H(1�t)x : (R
n; 0)!

(Rn; 0) �e um germe de homeomor�smo para todo t 2 [0; 1] e x 2 Rn, portanto F�1
t (0) =

f0g. Assim, a no�c~ao de grau est�a bem de�nida para todo Ft.

Como F0(x) e F1(x) s~ao homot�opicas, temos

grau(F0) = grau(F1):

Al�em disso,

jgrau(f)j = j � 1jjgrau(f)j

= jgrau(H0)jjgrau(f)j

= jgrau(H0 � f)j

= jgrau(F1)j

= jgrau(F0)j

= jgrau(g � h)j

= jgrau(g)jjgrau(h)j

= jgrau(g)j:
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(() Para essa parte da demonstra�c~ao, vamos usar o Teorema 4.19 e o Lema 4.18.

Suponha que jgrau(f)j = jgrau(g)j. Como por hip�otese f (resp. g) �e um germe C0-

K-�nitamente determinado, ent~ao pelo Teorema 4.19, existe um germe de aplica�c~ao ef :

R
n ! R

n (resp. eg) topologicamente do tipo-cone e tal que f e ef (resp. g e eg) s~ao

C0-K-equivalentes.

Logo, da hip�otese jgrau(f)j = jgrau(g)j, segue pelo que j�a mostramos (condi�c~ao ())),

que jgrau( ef)j = jgrau(eg)j.
Vamos considerar algum representante de ef (resp. eg), mas continuaremos usando a

mesma nota�c~ao ef (resp. eg) para esse representante.

Segue do Teorema 4.19 i) que existe um homeomor�smo

�f : S
n�1
"0
! ef(Sn�1"0

) (resp: �g : S
n�1
"0
! eg(Sn�1"0

)):

Agora de�na a aplica�c~ao F : Sn�1"0
! Sn�1"0

por

F (x) = ef � �f (x) (resp: G(x) = eg � �g(x)):
Como �f (resp. �g) �e um homeomor�smo, temos

jgrau(F )j = jgrau( ef j
ef�1(Sn�1

"0
))j

(resp: jgrau(G)j = jgrau(egj
eg�1(Sn�1

"0
))j):

Seja c( ef) (resp. c(eg)) o cone de

ef : ef�1(Sn�1"0
)! Sn�1"0

(resp: eg : eg�1(Sn�1"0
)! Sn�1"0

):

Temos,

jgrau( ef j
ef�1(Sn�1

"0
))j = jgrau(c(

ef))j
(resp: jgrau(egj

eg�1(Sn�1
"0

))j = jgrau(c(eg))j):
Pela parte ii) do Teorema 4.19 e pelo que j�a mostramos (condi�c~ao ())),segue que

jgrau(c( ef))j = jgrau( ef)j e jgrau(c(eg))j = jgrau(eg)j:
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Usando as igualdades obtidas anteriormente, podemos concluir que

jgrau(F )j = jgrau(G)j:

Pelo Teorema do Grau de Brouwer, temos que existe uma homotopiaHt : S
n�1
"0
! Sn�1"0

(t 2 [0; 1]) tal que H0 = F e H1 = G ou G.

Considere c(Ht) : S
n�1
"0
� [0; 1]=Sn�1"0

� f0g ! Sn�1"0
� [0; 1]=Sn�1"0

� f0g o cone desta

homotopia, ou seja, c(Ht)(x; s) = (Ht(x); s). Ent~ao,

c(H0) = c(F ) e c(H1) = c(G) ou c(G);

e ainda

c(Ht)
�1(0) = f0g para todo t 2 [0; 1]:

Identi�que, de forma canônica, o conjunto Sn�1"0
� [0; 1]=Sn�1"0

� f0g com o disco Dn
"0
.

Como c(Ht) �e o cone de Ht, pela compacidade do intervalo [0; 1] segue que existe um

subconjunto �nito ft0; t1; :::; tkg de [0; 1] tal que 0 = t0 < ::: < tk = 1 e para qualquer

inteiro i com 0 6 i 6 k � 1 e qualquer t 2 [ti; ti+1], o vetor c(Ht)(x) n~ao pertence ao

conjunto f�c(Hti)(x)j� 2 R�g para todo x 2 Dn
"0
.

Logo, pelo Lema 4.23, c(F ) e c(G) s~ao C0-K-equivalentes.

Visto que o cone c(�f ) (resp. c(�g)) �e um homeomor�smo, c(F ) e c( ef) (resp. c(G) e
c(eg)) s~ao C0-R-equivalentes.

Portanto, deduzimos que:

f
C0�K
� ef C0�A

� c( ef) C0�R� c(F )
C0�K
� c(G)

C0�R
� c(eg) C0�A� eg C0�K

� g:

Logo, f e g s~ao C0-K-equivalentes. 2

Exemplo 4.24. Sejam f; g : (R2; 0)! (R2; 0) dadas por

f(x; y) = (x2; y2) e g(x; y) = (x2 � y2; 2xy);

germes C0-K-�nitamente determinados.

Como jgrau(f)j = 0 6= 2 = jgrau(g)j, segue do Teorema 4.23 que estes germes n~ao s~ao

C0-K-equivalentes. 2
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Observa�c~ao 4.25. 1. A hip�otese de C0-K-determina�c~ao �nita no Teorema 4.23 �e fun-

damental para que o grau das aplica�c~oes esteja bem de�nido, pois ela acarreta que

f�1(0) = f0g.

2. Aqui reproduzimos a vers~ao original do resultado de Nishimura, excluindo a

condi�c~ao n 6= 4. Esta restri�c~ao devia-se na �epoca �a Conjectura de Poincar�e que ainda era

um problema em aberto.

4.1 Considera�c~oes Finais

Com rela�c~ao ao estudo da equivalência de contato topol�ogica, outros resultados surgiram

complementando o caso n~ao equidimensional. Inicialmente, Costa [1] provou que para

germes �nitamente determinados f : (Rn; 0) ! (Rp; 0) com n < p, existe apenas uma

classe de C0-K-equivalência. Assim, o interesse maior se voltaria ao caso em que n > p.

A hip�otese fundamental para o caso n � p, feito por Nishimura e Costa, �e a de que

f admite uma estrutura cônica, fato este baseado no Teorema 4.19. Na verdade aqui

usamos a vers~ao do Teorema de Fukuda para o caso de interesse n = p. Mas o resultado

de Fukuda no qual �e baseado o Teorema 4.19 do artigo [3] vale para o caso n � p. H�a

ainda outro resultado de Fukuda para o caso n > p, o qual pode ser encontrado em [4].

No entanto, para n > p, Fukuda n~ao deixa expl��cita a estrutura cônica.

Costa e Nuno-Ballesteros [2] adaptaram a constru�c~ao de Fukuda dada no Teorema

4.19 de tal modo que agora a aplica�c~ao restri�c~ao

f : f�1(Sn�1" )! Sn�1"

chamada (link de f) n~ao era mais requerida est�avel (como no item iii) do Teorema 4.19.

Os autores provaram que o link est�a bem de�nido a menos de homotopia e sua classe de

homotopia �e usada para determinar a C0-K-classe de f . Os resultados obtidos em [2] por

Costa e Nuno-Ballesteros generalizam os resultados parciais de Nishimura [9] e de Costa

[1].
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