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Resumo

O objetivo da dissertacao é estudar a equivaléncia de contato, ou K-equivaléncia, intro-
duzida por John Mather como ferramenta da teoria de Singularidades para classificar seus
objetos. Mostraremos como a equivaléncia de contato estd relacionada com a (Geometria
e a Topologia. Com a Geometria, através do estudo do contato entre pares de certas
subvariedades em R". Com a Topologia, através da versao topolégica da K-equivaléncia,
a chamada C°-K-equivaléncia, observando que o grau é um invariante completo no caso
de germes de aplicacoes f : (R",0) — (R",0).

Palavras chaves: K-equivaléncia; equivaléncia de contato.



Abstract

The goal of this work is to study the notion of contact equivalence, or K-equivalence,
introduced by John Mather in the Singularity theory. We will show how the contact
equivalence is related to Geometry and Topology. With the Geometry through the study
of the contact between pairs of certain submanifolds in R”. With the Topology through
the topological version of K-equivalence, the called C°-K-equivalence, observing that the
degree is a complete invariant in the case of map germs f : (R",0) — (R",0).

Keywords: K-equivalence; equivalence of contact.
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Introducao

Em todas as dreas da Matematica, buscamos trabalhar com objetos e com maneiras
de classificd-los. Na teoria de Singularidades, os objetos com os quais trabalhamos sao os
germes de aplicagoes e germes de conjuntos, devido o estudo ser local. Podemos classificar
tais germes através de relagoes de equivaléncia apropriadas. Para germes de aplicagoes
(diferencidveis), a principal classificacao refere-se a A-equivaléncia, ou seja, relacao de
equivaléncia dada por mudangas de coordenadas (difeomorfismos) na fonte e na meta do
germe.

No entanto, o estudo da A-classificacao é rigido, por se tratar de difeomorfismos. Para
reduzir o problema da A-classificacdo dos germes de aplicagoes diferenciaveis para um
problema mais “tratdvel”, John Mather [6] introduziu a nogao de equivaléncia de contato,
ou K-equivaléncia. A vantagem é que, para germes estaveis, a A-classificacao reduz-se a
K-classificacao, que por sua vez pode ser caracterizada de uma maneira algébrica. Neste
contexto, a K-classificacao torna-se importante.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos.

O Capitulo 1 consiste numa base para os estudos que serao desenvolvidos nos demais
capitulos. Comecamos definindo variedades e suas propriedades. Como o nosso estudo é
local utilizamos a linguagem de germes. Definimos o que consiste num germe de aplicacao
diferencidvel entre duas variedades e apresentamos algumas propriedades. Em seguida,
introduzimos o conceito de acao de grupos agindo em variedades, pois através da acao
podemos definir uma relagdo de equivaléncia entre os germes. Na parte final do capitulo,
definimos os grupos de Mather e as relacoes de equivaléncia de nosso interesse dadas a
partir deles.

O Capitulo 2 é inteiramente dedicado ao estudo da equivaléncia de contato, ou K-
equivaléncia. Apresentamos suas propriedades e invariantes, que sao classicos na Teoria de

Singularidades. O objetivo do capitulo é apresentar ferramentas para decidir quando dois



germes sao ou nao K-equivalentes. Apresentamos resultados de classificagdo, mostrando
como a K-equivaléncia contribui no estudo da A-equivaléncia. Além disso, uma caracte-
rizagao algébrica da -equivaléncia é dada, o que a torna de certa forma mais manejavel
que a A-equivalénica. FEsta caracterizacao algébrica é feita via os ideais das funcgoes
coordenadas ou também a partir de uma multiplicagao matricial (por exemplo, Proposi¢ao
2.9).

O Capitulo 3 é baseado no artigo de James Montaldi [8]. Ele nos traz uma visao
geométrica da K-equivaléncia que pode ser medida através do tipo de contato entre certas
subvariedades do R™. O principal resultado ¢ o Teorema de Montaldi (Teorema 3.2).

No Capitulo 4, introduzimos a versao topoldgica da K-equivaléncia, chamada de
equivaléncia de contato topoldgica ou, simplesmente, C%-K-equivaléncia. Este capitulo
é baseado no belissimo artigo de Takashi Nishimura [9]. O principal resultado mostra

que o grau é um invariante completo para a C°-K-equivaléncia de germes de (R",0) em
(R™,0).



Capitulo 1

Motivacao e preliminares

Por que estudar teoria de Singularidades?

Esta questao é o ponto de partida de nossa motivagao para este trabalho. Sabemos
do Célculo em vérias variaveis, que dada uma aplicacao diferencidvel (que em nosso caso
significa C*), f : R® — RP, podemos definir sua diferencial em um ponto z, € R",
dfz, : R* — RP, como sendo a transformacao linear cuja matriz com relagao as bases
canonicas do R" e do RP, é a matriz jacobiana de f em xy. Se xy ¢ um ponto regular de
f, segue que o posto da matriz jacobiana de f em xy é maximo se n # p, ou, no caso em
que n = p, temos que o determinante da matriz jacobiana de f em xg é nao nulo.

Desta forma, se g ¢ um ponto regular de f : R” — RP temos os seguintes casos:

e Se n = p, entao det(Jac f(zy)) # 0 e, portanto, df,, : R” — R" é um isomorfismo.
e Se n > p, entdo o posto da matriz jacobiana de f em xy é p (maximo possivel).

e Se n < p, entdo o posto da matriz jacobiana de f em zy é n (maximo possivel).

Podemos definir, de maneira natural, a seguinte relacao de equivaléncia no conjunto

das aplicacoes diferenciaveis de R™ em RP:

Definicao 1.1. Duas aplicacioes f,g : R" — RP sdao ditas A-equivalentes se existirem
difeomorfismos h : R® — R" e k : RP — RP tais que

f=kogoh™.



Neste caso, denotamos a A-equivaléncia entre f e g por
f~g

Esta é uma relacao de equivaléncia natural para aplicacoes diferencidveis, pois preserva
varias propriedades importantes das aplicacoes.

Relembrando os principais teoremas do Célculo Avancado, podemos descrever o com-
portamento local de uma funcao diferenciavel f : R” — RP em uma vizinhanca de um

ponto regular zy, a menos de A-equivaléncia, a partir da seguinte andlise:

e Sen = p, vimos que df,, : R” — R" é um difeomorfismo. Pelo Teorema da Aplicagao
Inversa, segue que f é um difeomorfismo local. Em outras palavras, segue que existe
71 (o qual também ¢ um difeomorfismo) tal que fo f~! = idgn, onde idg. denota a
aplicacdo identidade do R™. Note que podemos reescrever a expressio fo f~! = idgn
por

idgn o fo f7 = idgn.

Isso nos diz que numa vizinhanca de zy podemos afirmar que f é A-equivalente a

aplicacao identidade do R", ou seja, f ~ idgn.

e Se n > p, como o posto da matriz jacobiana de f : R — RP em xzq é p, segue do
Teorema da Forma Local das Submersoes que existe um difeomorfismo /n definido
numa vizinhanca de zy em R” tal que foh~! é uma projecdo. Novamente, note que

podemos reescrever a afirmacgao anterior colocando-a na forma,

idgs o f o ™' = projecao.
Em outras palavras, numa vizinhanca de x, temos que f é A-equivalente a uma
projecao.

e Se n < p, como o posto da matriz jacobiana de f : R — RP em x( ¢ n, segue
do Teorema da Forma Local das Imersoes, que existe um difeomorfismo k definido
numa vizinhanca de f(zy) em RP tal que ko f é uma inclusao. De modo andlogo ao

que fizemos nos itens anteriores, podemos reescrever na forma
ko foidy = inclusdo.
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Portanto, isso nos diz que f é A-equivalente a uma inclusao.

Desta andlise acima fica claro que o comportamento local de uma aplicacao dife-
renciavel f : R" — RP na vizinhanca de um ponto regular esta totalmente descrito. Entao
¢ natural perguntar o que acontece com as aplicagoes diferencidveis numa vizinhanca de
um ponto que nao é regular. E neste contexto que surge a teoria de Singularidades.

Como nosso estudo serd local, introduziremos o conceito de germes e definiremos, de
modo andlogo, a A-equivaléncia entre dois germes de aplica¢oes diferencidveis. E dai
veremos qual o papel que a equivaléncia de contato desempenhara frente ao problema da
A-classificacao.

Observe que apresentamos nossa motivacao baseado nas aplicacoes diferenciaveis defi-
nidas em espacos euclidianos. No entanto, a teoria de Singularidades tem um cardter
mais geral e pode ser desenvolvida no contexto mais amplo, das variedades diferencidveis.
Embora neste trabalho iremos nos restringir apenas aos espacos euclidianos ou algumas
de suas subvariedades (como no Capitulo 2 onde abordaremos o aspecto geométrico da K-
equivaléncia) iremos introduzir de forma mais precisa na secao a seguir algumas definigoes
e propriedades da teoria de variedades diferencidveis, num contexto mais geral, uma vez
que existem na natureza objetos importantes semelhantes as superficies e que nao estao

contidos em espagcos euclidianos.

1.1 Variedades

Seja M um espaco topoldgico.

Definicao 1.2. Um sistema de coordenadas locais em M é um homeomorfismo
X :U = x(U), onde U C M e x(U) C R™ sdo abertos. Chamamos ¢ = x':x(U) = U

de carta local. Dizemos que m é a dimensao de x : U — x(U).

Definicao 1.3. Um atlas de dimensio m sobre M ¢é uma colecio A de sistemas de
coordenadas locais x : U — R™ em M cujos dominios cobrem M. Os dominios U dos

sistemas de coordenadas x € A sao chamados vizinhangas coordenadas de A.

Definicao 1.4. Dados os sistemas de coordenadas locais x : U - R™ e : V — R™ em
M, tais que UNV # 0, cada ponto p € UNV tem coordenadas x' = x'(p) no sistema x
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e coordenadas ' = ¢'(p) no sistema @. A correspondéncia

estabelece um homeomorfismo ¢y, = o x ' : x(UNV) = oUNV), chamado de

mudanca de coordenadas.

Definigao 1.5. Um atlas A é diferencidvel de classe C* (k > 1) se todas as mudangas

de coordenadas 1y, com x,¢ € A, sio aplicagées de classe C*. Escreve-se entao A € C*.

Seja A um atlas de dimensao m e de classe O sobre M. Um sistema de coordenadas
z : W — R™ em M diz-se admissivel relativamente a A se, para todo sistema de
coordenadas locais y : U — R™ pertencente a A, com U NW # (), as mudancas de
coordenadas v, e 1, sdo de classe C*.

Um atlas A de dimensdo m e classe C*, sobre M, diz-se maximo quando contém
todos os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a A. Todo atlas
de classe C* em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar um atlas maximo de

classe C*: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 1.6. Uma variedade diferencidvel de dimensio m e classe C* é um par
ordenado (M, A), onde M é Hausdorff, com base enumerdvel e A é um atlas mdzimo de

dimensdo m e classe C* sobre M.

Exemplo 1.7. Considere no espaco euclidiano R o atlas A contendo o tinico sistema de
coordenadas x = idgm : R — R™, E claro que A ¢ um atlas de classe C* e dimensio m
em R™. a

Exemplo 1.8. Considere a esfera padrao S? com a topologia induzida pela topologia
usual do R3. Temos que U = S? — {(0,0,1)} e V = 5% — {(0,0,—1)} sao abertos nessa

topologia. Considerando os sistemas de coordenadas (U, ¢) e (V, ¢), onde

o(x,y,2) = (z,9),

(z,9) e ¢(z,y,2) =

1—2z2 1+ 2

podemos verificar que S? é uma variedade diferencidvel de dimensao 2. a

Exemplo 1.9. Um polinémio f(z1,...,z,) é dito homogéneo de grau d se satisfaz

fltwy, . tey) = t4f (2, ..., 2).

12



Denotamos por H¢(n,p) o conjunto de todos os polindmios homogéneos de grau d de R"

em RP. O conjunto H%(n,p) é uma variedade diferencidvel. O

Outros exemplos menos triviais de variedades diferenciaveis sao os espagos projetivos
e as variedades Grassmanianas. Tais exemplos nao estao contidos em espagcos euclidianos.
A grosso modo, a definicao que apresentamos acima de variedades diferenciaveis nos diz
que estes objetos se comportam como uma superficie, s6 que nao precisa estar contida em
um espaco euclidiano.

Como neste texto nosso interesse é por objetos que sao subconjuntos de algum espaco
euclidiano RY, iremos reescrever a definicdo de variedades neste contexto. Alguns textos
utilizam a palavra superficies de dimensao m em RY, mas aqui continuaremos chamando
de variedades.

Seja X C R™ um subconjunto qualquer. Uma vizinhanca aberta de x € X é um

conjunto da forma U N X onde x € U.

Definicao 1.10. Sejam X e Y subconjuntos de R" e RP, respectivamente. Dizemos que
f: X =Y éuma aplicacao diferencidvel (isto é, de classe C™) se para todox € X
existir uma vizinhanca aberta U de x em R™ e uma aplicacdo diferencidvel F': U — RP
tal que F = f em UNX. Dizemos que f é um difeomorfismo se f ¢é bijetora e f e f~1

sao diferencidveis. Neste caso, dizemos que X e Y sdo difeomorfos.

s

Defini¢do 1.11. Uma parametrizacdo (de dimensio n) de um conjunto X C RI ¢
uma aplicacdo diferencidvel ¢ : V. — RI, com V um conjunto aberto em R para o qual
(V) =X e a aplicagao ¢ : V — ¢(V') é um difeomorfismo.

Dizemos que N C R*¥ é uma variedade diferencidvel de dimensdo n se todo
xz € N admite uma vizinhanca aberta UN N, com U um aberto do R¥ contendo x, e uma

parametriza¢io n-dimensional ¢ : V — RF com (V) =UNN.
Convencionaremos aqui que a notacdo N™ indica que N tem dimensdo n.

Exemplo 1.12. Qualquer conjunto aberto N C R" é uma variedade diferenciavel de
dimensao n (em particular o préprio R™ é uma variedade). Aqui, dado = € N considere o
aberto U = R"”, e entao a inclusao N — R” é uma parametrizacao de U N N de dimensao
n. O

Exemplo 1.13. Qualquer subespaco vetorial N C R¥ de dimensio n (como espaco ve-

torial) é uma variedade diferencidvel de dimensao n. De fato, dado z € N tome U = R*
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e entdo qualquer aplicacdo linear R* — R* com imagem N serd uma parametrizacio
n-dimensional de U N N. O

Teorema 1.14. Sejam M C R e N C R* variedades diferencidveis de dimensdes m e
n, respectivamente. Entdo, M x N C RIT* ¢ uma variedade diferencidvel de dimensdo

m—+n.

Definicao 1.15. Seja N* C R* uma variedade diferencidvel. Uma subvariedade difer-
encidvel de N ¢é uma variedade M™ C RF tal que M C N. Dizemos que n —m € a

codimensao de M em N.

Definicdo 1.16. Sejam N" C RF uma variedade diferencidvel, x € N e ¢ : U — R*
uma parametrizagio de wma vizinhanga aberta relativa de x em N tal que ¢(0) = x.
Definimos o espago tangente a N em x como sendo a imagem da diferencial dgo(R™)

e o denotamos por T, N.

Observemos que T, N esta bem definido, isto é, independe da escolha de ¢. De fato,
seja ¢ : V — RF outra parametrizagao aberta relativa de x em N tal que ¢(0) = z.
Podemos supor (V) = ¢(U) (diminuindo U e V se necessdrio). Seja h = ! o ¢,
temos assim que dgg(R") = diyo(dho(R™)), dai dpe(R™) C dipg(R™). Da mesma forma se
g ="' o1, obtemos diy(R") C dpo(R™).

O espaco tangente T, N de N C R* é um subespaco vetorial de R¥ de mesma dimensao
n que N.
H&4 uma outra maneira de caracterizar o espago tangente T, N, como o conjunto de

todos os vetores velocidades de curvas em N que no tempo zero passam por x. Ou seja,
T.N={v=da(0)]|a:(—€€) = N curva em N com a(0) = z}.

A maneira como o espago tangente a uma variedade varia nos permite entender como
é a geometria (diferencial) da variedade. Além disso, o espaco tangente é importante
pois ele nos permite introduzir a no¢ao de diferencial de uma aplicacao diferencidvel num
ponto, sem que o dominio seja necessariamente apenas um conjunto aberto.

Sejam M™ C RP e N™ C R? variedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacao
diferencidvel. Seja x € M e coloque y = f(x). O fato de f ser diferencidvel requer que

existam W C RP vizinhanca aberta de x ¢ F' : W — R? uma aplicacao diferencidvel
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tais que f = F em W N M. E claro que a diferencial de F' em x é a aplicacao linear
dF, : RP — R?. Afirmamos que dF, necessariamente aplica T, M no espaco tangente
T,N.

Proposicao 1.17. A partir das hipdteses acima temos que dF,(T,M) C T,N.

Demonstracao: Sejam ¢ : U — RP e ¢ : V — R? parametrizagoes de vizinhancas
abertas relativas de z em M e y em N respectivamente, tais que ¢(0) = =z, ¥(0) = v.
Tomando U suficientemente pequeno podemos supor ¢(U) C W e que (fo@)(U) C (V).
Entdao g : U — V dada por ¢ = ¢! o f o ¢ é uma aplicacao diferencidvel bem definida.
Como f coincide com F nesta vizinhanca, obtemos entdao g = 1! o F' o ¢. Derivando,
podemos obter dF,(dgo(R™)) C dipg(R™). Logo dF,(1T,M) C T,N. 0

A restricao da aplicacao linear dF, : R? — R? ao conjunto T, M, a qual escrevemos
dfy : TpyM — T, N, chamamos de diferencial de f em x.

Observe que df, nao depende da escolha de F'. No caso particular em que M e N sao
subconjuntos abertos de RP e RY, respectivamente, a diferencial df, coincide com a nocao

usual de diferencial de f do Céalculo Avancado.

Definicao 1.18. Sejam V um espaco vetorial e U W C V subespacos vetoriais. Dizemos

que U e W se intersectam transversalmente se U+ W =V.

Definicao 1.19. Sejam N; e Ny duas subvariedades de N e x € Ny N Ny. Dizemos que
Ni e Ny se intersectam transversalmente em v quando T,N, e T, Ny se intersectam
transversalmente em T, N. Dizemos que N1 e Ny se intersectam transversalmente

em N quando se intersectam transversalmente em todo x € N; N Ns.

Definicao 1.20. Sejam f : N — P uma aplicacao diferencidvel e ) uma subvariedade

diferencidvel de P. Definimos o grdfico de f pelo conjunto

graf f={(z, f(x))|lz € N},

Dizemos que [ € transversal a () se o grdfico de f e N X Q) se intersectam transver-

salmente em N x P.

Proposicao 1.21. Sejam f : N — P uma aplicacio diferencidvel e () uma subvariedade

de P. Entao f € transversal a Q) se, e somente se,
df.(IuN) +1,Q =1T,P
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para todo x € N tal que f(z) =y € Q.

Proposicao 1.22. Sejam f: N — P uma aplicacdo diferncidvel e QQ uma subvariedade
de P de dimensao q, tais que [ € transversal a Q. Entio M = f~1(Q) ¢ uma subvariedade

diferencidvel de N de mesma codimensdo que 2, ou vazio. Além disso, se x € N € tal
que y = f(z) € Q, entao T,M = (df,)""(T,Q).

Note que o resultado acima é uma generalizacao de um cléssico resultado da Geometria
Diferencial de superficies em R3, no qual garante que imagem inversa de um valor regular
caracteriza uma superficie regular. Vejamos como fica a definicao de valor regular no

contexto de variedades diferencidveis.

Definicao 1.23. Sejam f: N — P uma aplicacdo diferencidvel e y € P. Dizemos que y
¢ valor regular de [ se f for transversal a {y}. Se x € N € tal que f(x) ndo € valor
reqular de f entdo dizemos que x € ponto critico de f e f(x) é chamado de valor

critico.

Observacao 1.24. Seja f como na Definicao 1.23 e I'm f o conjunto imagem de f. Se y

nao pertence a imagem de f, entao y ¢é valor regular.

Teorema 1.25. (Teorema de Sard) Seja f: N — P uma aplica¢ao diferencidvel. O

congunto dos valores criticos de f tem medida nula.

1.2 Germes e jatos

Como nosso estudo serd local, usaremos a nocao de germes. Os resultados dessa secao
podem ser encontrados em [5].

Sejam N"™ e PP variedades diferenciaveis e x € N. Consideremos o conjunto das
aplicacoes diferenciaveis definidas numa vizinhanca de x € N com valores em P. Neste
conjunto vamos introduzir uma relacao de equivaléncia. Sejam f: U - Peg:V — P
neste conjunto. Dizemos que f é equivalente a ¢ se existir uma vizinhanca W de x em

N tal que fly = glw.

Definicao 1.26. As classes de equivaléncia sdo chamadas de germes de aplicagoes
diferencidveis em x.
Notagao: f: (N,z) = (P,y), onde y = f(x). Dizemos que N é a fonte do germe e

P ¢ meta do germe.
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Definicao 1.27. Se f : N — P for um difeomorfismo local em x, dizemos que a classe

de equivaléncia de f é um germe de difeomorfismo.

Defini¢ao 1.28. O posto de um germe [ : (N,z) — (P,y) é o posto da diferencial
dfy : TuN — T, P. Se o posto de f for igual a dimensdo de N dizemos que f € um germe
de uma itmersao. Se o posto de [ for igual a dimensao de P dizemos que f € um
germe de uma submersao. Dizemos que [ é singular se posto de f € menor que
min{dim N,dim P}.

Uma singularidade de uma aplica¢cao diferencidvel f : N — P é um ponto

x € N tal que o germe f em x € singular.
Observacao 1.29. O posto independe do representante do germe.

Estamos interessados neste trabalho em estudar germes de aplicacoes diferencidveis
f:(N,z) = (R,y). Tomando uma parametrizacao de N em z, podemos supor N = R™

e z = (. Definimos o conjunto dos germes de funcoes por
en={f:(R",0) > R|feC™}

O conjunto ¢, tem estrutura de anel local. Denotamos por M,, o tinico ideal maximal

de ¢, formado pelos germes de fun¢oes f tais que f(0) = 0. Ou seja,
M, ={f €e,|f(0) =0}.

O lema seguir é importante para a demonstragao de alguns resultados que enunciare-

mos durante o decorrer de nosso trabalho.

Lema 1.30. (Lema de Hadamard) [5] Seja U uma vizinhanga conveza de 0 em R”,
e seja [ uma funcdo de classe C" definida sobre U x R? que se anula em 0 X R?. Entdo
existem funcoes fi, ..., fn, de classe C™ 1, definidas em U xR tais que f = x1fi+...+Tp fn,

onde X1, ..., T, $ao funcgoes coordenadas em R™.

Proposicao 1.31. O conjunto M,, é um ideal gerado pelos monomios x;, © = 1,....n,

onde x;(x) = x; sdo germes das projegées x; : (R",0) — R.

Demonstracao. Seja f € M,,. Aplicando o Lema de Hadamard para o caso ¢ = 0,
temos que existem fi, ..., f, tais que f = z1f1 + ... + 2, fn €, assim, f € (21, ..., 2, ). Logo

M, C <£L’17 ,:L’n>
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Por outro lado, seja f € (xy,...,x,), ou seja, f = x1f1+...+ 2, f,. Temos que f € M,
pois f(0) =0f; +...+0f, = 0. Logo (1, ...,x,) C M, e, portanto, M,, = (xq,...,x,). O

Defini¢ao 1.32. Dado f € ¢, para cada n € N definimos o k-jato de [ (denota-se

k£(0)) como sendo o desenvolvimento de Taylor de um representante de f de ordem k

no ponto 0. Isto €,
k
| 19°f
30y =) === (0)2°

al x>
la|=0

onde a = (1, ...,), o] = a1 + ... + ay, al = (a!)...(ay,!) e x* =2 - x8n,

Podemos também definir o jato infinito de f como sendo
0

1 Ialf
ZJ

Exemplo 1.33. O 3-jato de f: (R% 0) — R ¢ dado por:

lal
210 = Y 22 o

a0 a! 0z®
of 1 [0°f 9 f 92
= JO)+1 (8_:1:1( ) 1) + o <8_:1:§(0) T axla$2(0)$1$2+3—:@(0) ;
1 (0°f 0% f ) 0*f A
+ (a z(0) +38x%a (0)x1x2+3axlax%(0) 172+ 5 3(0) 2)

Exemplo 1.34. Encontremos os k-jatos de f(z,y) = 23 + 2y — 3°.
71 £(0) = £(0) + ZL(0)x + 5L (0)y = 0+ 0 + Oy = 0.
F2F(0) = 51 F(0) + (gmg(o)x +2.2L(0)zy + M(o)yz) = L(2zy — 2?) = 2y — o
. . 3
72 £(0) = 72£(0) + 4 3 (W(O)x +3 6)3y(0)x Y+ 33wy (0)zy? + g—y{,,f(())y?’) = zy —y? + 2.
JU0) =72£(0) +0 =2 + 2y — y* = f(z,y).
Note que j*f(0) = f(z,y) para todo k > 3. Isso ocorre pois f é um polinémio finito
e, portanto, seu desenvolvimento de Taylor é ele mesmo. a

Definigao 1.35. M¥ = M,,... M, k vezes, k € N*.
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A proposi¢ao a seguir ¢ imediata, pois como vimos M, é um ideal gerado pelos

monoémios z;, t = 1,...,n:
Proposi¢ao 1.36. MF = (22| a = (a1,... ), |a| = k).
Seja

olelf
o

}“ﬁ:{feg” (0) =0, para|a|§k—1}.

Proposigao 1.37. MF = FF.
Definig¢ao 1.38. Seja R = {h: (R",0) — (R™,0) | h é um germe de difeomorfismo}.

Observe que R com a operacao usual de composicao tem estrutura de grupo.

Se ao invés de germes de funcoes estivermos interessados em germes de aplicacoes
diferencidveis do tipo f : (R",0) — (R”,0), denotamos o conjunto de todos os germes de
aplicacoes diferencidveis de (R”,0) em (RP,0) por &,,. Este conjunto tem estrutura de

ep-modulo. Note que ¢, 1 = &,.

Definicao 1.39. Seja
A=A{(h, k)| h:(R",0)— (R",0), k: (RP,0) = (RP,0) germes de difeomor fismos}.

Observe que A com a operacgao usual de composi¢ao também tem estrutura de grupo.
Os grupos R e A serao usados para definir importantes relacoes de equivaléncia nos
conjuntos dos germes ¢, e €,,, respectivamente. Veremos mais adiante que eles fazem

parte dos chamados grupos de Mather.

1.3 Acao de grupos

Definicao 1.40. Uma acao de um grupo G em uma variedade M ¢é uma aplicagao
¢:Gx M — M, denotada por ¢(g,x) = gx tal que para todo x € M e g, h € G, tem-se:

i) lx =z, onde 1 € o elemento neutro de G
ii) (gh)x = g(hzx).

A defini¢ao acima induz uma relagdo de equivaléncia ~ em G da seguinte forma:

x,y € M sao equivalentes (e denotamos z ~ y) se existe g € G tal que y = gz.
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De fato,

i) Para todo x € M, existe 1 € G onde 1z = x. Portanto, = ~ z.

ii) Para todo =,y € M, se  ~ y entdo existe g € G tal que y = gx. Logo, g~'y = .
Portanto, existe ¢~ € G tal que x = ¢~ 'y, ou seja, y ~ z.

iii) Para todo x,y,z € M tais que x ~ y e y ~ z, temos entao que existem ¢, g € G
tais que x = g1y e y = g2z. Logo, x = ¢1(g22) = (g192)z, com g1go € G. Portanto x ~ z,

e vale a transitividade.

Denotaremos o conjunto das classes de equivaléncia de z (ou seja o conjunto dos

elementos y de M tais que existe g € G satisfazendo y = gz) por
Gz ={gx|g € G}

e chamaremos este conjunto de érbita de z.
Proposicao 1.41. Duas classes de equivaléncia como as acima sao disjuntas ou tguais.

Demonstracao: Sejam z; e x5 € M, com x; # x5, € G um grupo. Vamos considerar
as Orbitas Gy e Gxo.
Vamos mostrar que Gz, N Gy = ().

Suponha que existe y € M, tal que y € Gx; N Gzy. Assim,
yeGr=y=qg11 e y€Gry=y= gots.

Entao,
_ _ (-1 a
Q1T = a2 = Ty = (9; g2)72 = 71 € G
Assim,Gx1 = Gy
Portanto, as érbitas coincidem, de onde conclui-se que duas érbitas ou coincidem ou

sao iguais. O

Exemplo 1.42. Considere o grupo G = Gl(n) das matrizes inversiveis n X n, e seja
M = R". Considere a agdo ¢ : G x M — M dada por (A,z) — A -z, onde A € Gl(n).
As tnicas classes de equivaléncia neste caso sao {0} e R” — {0}.

De fato, tome 0 € R™. Para todo A € G, temos que A -0 = 0. Logo, GO = {0} é uma

classe de equivaléncia.
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Agora, considere Gz outra classe de equivaléncia. Assim, Gx C R® — {0} pois z # 0
e o resultado segue da proposicao anterior.

Agora, basta mostrar o outro lado da inclusdo. Mostremos para n = 2, pois para n
qualquer pode ser feito de maneira analoga.

Seja (xg, yo) # (0,0). Vamos supor, sem perda de generalidade, que 4 # 0.

G(%;yo):{(z Z) '(500 );ad—bc#O}:

{(azo + byo, cxo + dyo); ad — be # 0}

Assim,

) ] axo + by = u
Tome (u,v) € R? — {(0,0)} e considere o sistema 0T oo
cxo+ dyy = v
Entao:
—Yo v
e Seu=0ewv#0, bastatomara= ——,b=1,c=—ed=
T T
u Yo
e Seu#0ewv=0,bastatomara = —,b=0,c=—"—ed=
o Lo
° Seu,v#O,bastatomara:u_yo,bzl,c:iedzo.
i o

Ou seja, o sistema tem solugao para quaisquer (u,v) # (0,0).
Logo, (u,v) € G(z9, o) e, portanto, R* — {(0,0)} C G(xg,yo).

E, assim, o resultado segue. u

Defini¢ao 1.43. Um grupo de Lie é um grupo G (multiplicativo) que é uma variedade

e as operacoes de multiplicacao e inversao sao diferencidveis.

Exemplo 1.44. O grupo G = Gl(n) é um grupo de Lie.

De fato, considere A € G. Como A é uma matriz inversivel, segue que det(A) # 0.

Vamos identificar o conjunto das matrizes reais n x n com R™*" e considerar a funcao
continua f : R™™ — R definida por f(A) =det(A).

Como {0} é fechado em R, temos que R — {0} é aberto.

Como f é continua, entdo f~'(R — {0}) = G é aberto. Portanto G ¢ uma variedade.

Agora, note que a multiplicacao de matrizes é uma aplicacao polinomial, e, portanto,
diferenciavel. A operacao de inversao é uma aplicacao racional com denominador nao
nulo, ja que det(A) # 0. Dessa forma, também é diferencidvel.

Portanto, podemos concluir que GI(n) é um grupo de Lie. a
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Proposicao 1.45. O produto cartesiano de grupos de Lie também é um grupo de Lie.

Demonstracao: Sejam GG e H grupos de Lie.

Como ambos sao variedades (vamos supor de dimensao m e n, respectivamente), dado
um ponto (z,y) € G x H, existem ¢ : U - Ge¢:V = H, comU C R"e V C R,
cartas de x em GG e de y em H. Logo, basta definirmos a carta y : U x V — G x H, dada
por x(u,v) = (¢(u), p(v)), o que nos garante que G x H é variedade.

Como por hipétese a multiplicacao é diferencidvel em ambos os grupos, temos que as

aplicacoes

fi: GxG — G e fo: HxH — H
(91792) = g1.92 (hl,h2) = hy.hy

sao diferencidveis.

Portanto, a aplicacao

f: (GxH)x(GxH) — G x H
(g1,h1) X (92, h2) = (91.92, h1.ho)

é diferencigvel.

As inversoes em G e H que sao dadas por

iliG—> G e ing—} H
g — gt h w ht

sao diferencidveis por hipdtese.

Portanto, a operacao inversao em G x H definida por

i1: GxH — GxH
(9,h) — (g7 h7")

também ¢é diferencigveis.

Logo, G x H é um grupo de Lie. O

Definicao 1.46. Uma acao de um grupo de Lie G em uma variedade M ¢ uma

agao ¢ : G X M — M, onde ¢ € suave.
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Exemplo 1.47. Considere a variedade H?(2,1) formada pelos polinomios homogéneos
de grau 2, de R? em R. A acao

p: GI2)x HX(2,1) — H*2,1)
(M, f) — foM™!

¢ uma acao de um grupo de Lie em uma variedade.

De fato, considere

M = ( ¢ Z) e [=f(z,y) = ax® + fry + vy,
(&

Temos que

Assim,

_ 1 d —b x dr — by —cx + ay
M = : = :
(z,9) ad—bc(—c a ) (y) (ad—bc7 ad—bc)

Entao,

dex —by —cx+ ay
-1 _
J oM™ () _f<ad—bc’ ad—bc)

_ (dz—by 2 (dx — by)(—cx + ay) —cr +ay\’
_a<ad—bc> +5( (ad — bc)? >+7< ad—bc> '

Portanto, f o M1 é uma funcao polinomial, ou seja, ¢ é diferencidvel. a

Proposigao 1.48. Seja ¢ : [Gl(n) x Gl(p)] x H%(n,p) — H%(n,p) definida por
p((HK),f) =Ko foH".

A aplicagao ¢ € uma acdo de um grupo de Lie em uma variedade.

Demonstracao: Pela Proposicdo 1.45 temos que Gl(n) x Gl(p) é um grupo de Lie.
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Considere 1 = (idgn, idgy). Assim,
].f = ZdRp o) f s} ian = f
Além disso, sejam g = (Hy, K1), h = (Hs, K3) € Gl(n) x Gl(p). Logo,

(gh)f = (HioHy,Ki0Ks)f
= (K10 Ks)o fo(HioH,) !
=K oKyofoHy " oH*
= Kyo(KyofoH, Y oH*
= Ko ((Hy, Ky)f) o H!
= (Hy, K1)((Hy, Ko) f) = g(hf).

Como ¢ é uma composicao de aplicagoes diferencidveis, ela também é diferencidvel.

Portanto, ¢ é uma acao de um grupo de Lie em uma variedade. O

1.3.1 Espaco tangente a uma orbita

Em geral, as érbitas de uma acao de um grupo de Lie em uma variedade sao subvar-
iedades imersas e nao subvariedades propriamente ditas. Mas, se supormos que as orbitas

sao subvariedades, o seguinte resultado descreve o espaco tangente a uma érbita:

Teorema 1.49. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade e ¢ : G X M — M uma
acao de um grupo de Lie em uma variedade. Suponha que as orbitas desta agao sao
subvariedades de M. Entao, para qualquer x € M a aplicacdo ¢, : G — Gz, definida por

v.(g) = gz é uma submersao.

Demonstracao: De inicio, vamos mostrar que ¢, tem posto constante para todo
h € G. Para isso, basta mostrar que o posto dessa aplicacao em h é o mesmo que em
1 € GG, onde 1 é o elemento neutro de G.

Considere os difeomorfismos:

0: G - G e v: Gx = Gz
g — hg y — hy
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Assim temos o seguinte diagrama:

G 5 Gx
0 L
G B Gx
Aplicando a regra da cadeia temos:
nG Y 16a
do | L dy,

1,6 " 16

Como 6 e vy sao difeomorfismos, elas possuem posto maximo. Assim, podemos concluir
que o posto de ¢, em 1 € G e em h € G é 0o mesmo para todo h € G.

Falta garantir que ¢, é submersao em algum ponto de G.

O Teorema de Sard garante que existe pelo menos um valor regular na imagem de ¢,,
pois o conjunto de valores criticos na imagem da aplicagao tem medida nula.

Portanto, ¢, é uma submersao. a

Observacao 1.50. Da demonstracao anterior temos que o espaco tangente a uma 6rbita
Gz em z, denotado por T,Gz, é dado pela imagem da diferencial d(¢,) : TG — T, M.
Ou seja,

T:Gx = d(¢:)1 (T G).

A seguir, temos um exemplo onde aplicamos o Teorema 1.49 para calcular o espaco
tangente a uma 6rbita Gf, onde f € H%(n,p) e G = Gl(n) x Gl(p).

Exemplo 1.51. Considere a variedade M = H%(n,p) e o grupo de Lie G = GI(n) x Gl(p).

Entao,
)
T;Gf = <aa‘];xj> +((0, ..., fj,...0)),

onde na segunda parcela da soma de ideais todas as componentes f; de f, j € {1,...,p},

aparecem em todas as entradas.

De fato, segue do Teorema 1.49, que TG f = d(¢s)1(11G), onde s : G — Gf é
definida por (H,K) — Ko fo H™ '
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Defina I,, = idgn € I, = idgo.

Assim,

(@)1 (Tir,..1,)(GL(n) X Gl(p)))

()1 (T1,Gl(n) x T1,Gl(p))

d(pyf .
d(pp)1(Tr, GL(n) x {0},) x d(¢r)({0}n x T1,Gl(p))-

Definimos agora as aplicacoes ¢ : Gl(n) — G f tal que ¢(H) = foH ey : Gl(p) — Gf
tal que Y(K) =Ko f.

Sabemos que o espaco tangente de Gl(n) em I, pode ser caracterizado por
T1,Gl(n) ={v=XN(0) |\ : (—&,&) = Gl(n) com \0) = 1I,},

onde A ¢ diferencidvel.
Considere agora A;; a matriz onde o elemento na linha 7 e coluna j é 1 e as outras
entradas é zero.

Seja \;; : (—,¢) = Gl(n) o caminho dado por

Note que \{;(t) = Ajj, para todo t e Aj;(0) = I,.
Vamos agora calcular d¢;, (X (0)):

d

dor, (N(0)) = (90 4)'(0) = = (f o (Lo +1Ay)) (21, . 2a) =
%f(xl, e 8T Ty ey Ty) = ga]:: (T1,y e, Tn) T

Portanto, d(y ;) (Ty, Gi(n)) = <ﬁ >

alL’i i
Como Gl(p) é um aberto no conjunto das matrizes p x p, M,(R), temos T7,Gl(p) =
M,(R).
Podemos ver também que {A;;};; é uma base para M,(R). Disso e do fato que 1 é

linear, temos que

dy (T7,GU(p)) = Y(Ayg)iy = (0, .., f1, .., 0)).
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Portanto,

0
T,Gf = <a£$j> +{(0, .., f3,-,0))

como queriamos. O

Exemplo 1.52. Aplicando o exemplo anterior, podemos calcular TG f para

flz,y) =2y
em H?(2,1).
Como % =2xy e % = 22, entdo
ox oy

of of of 0
165 = (e 0 0 8+ )

= (20%y, 2ay”, 2%, 2%y) + (a%y)
= (2%, 2zy%,2%).

0
Observagao 1.53. Em H%(n,p), quando p = 1, temos TG f = <8f xj>.
€T

De fato, seja f : R* — R, com f € H%n,1). Sabemos, pela férmula de Euler para

polinomios homogéneos que podemos escrever
1 of
= - — ;.

0
Entao, (f) C (%x])

of
Portanto, TyG f = <8_xz%>
Exemplo 1.54. Considere a a¢io de G = Gl(n) em M = H%(n, 1) definida por (H, f)
fo H ! Vamos determinar todas as érbitas de M para d = 1.
Como p = 1, temos T;Gf = <%x]~>. Além disso, como f € H!'(n,1), temos que
f =Xy + ... +apx,.

Logo, TrGf = (@121, ey Q1 Ty, vy A1y ooy Qpy) = (T, ooy ) = H (0, 1).

27



Considere os seguintes conjuntos:
Nt :={fe€ H(n,1);a; >0} e N7 :={f € H'(n,1);a; < 0},

onde i € {1,...,n}.
Assim, identificamos cada conjunto N;" e N com semiplanos abertos de R™. Logo,
N;" e N; sao abertos de H'(n,1) e, portanto,

TyN} =TyN; = H'(n,1) = T;Gf.

Considere fi(z1,...,1,) = x5 € f;(21, .0, Tn) = —1;.
Note que fi ~ f;, uma vez que, tomando h(zy, ..., Ts, ..., Tn) = (L1, .y —Ti, ey Tn),
temos f; o h = f;. Logo Gfi = Gf..

Analogamente, g(x1, ..., T,) = &; ~ f(x1,...,x,) = z;, basta tomar
(@15 ey Ty oy Ty ooy ) = (T4, 000, Ty o, Ty ey T).

Logo, podemos concluir que s6 existem duas orbitas, GO e Gf, onde f # 0. O

O resultado a seguir é muito utilizado em problemas de classificacao das dérbitas de
uma determinada relacao de equivaléncia. Novamente usaremos a hipdtese de que as

orbitas sao subvariedades.

Lema 1.55. (Lema de Mather) Seja ¢ uma ac¢ao de um grupo de Lie G em uma
variedade M e seja N uma subvariedade conexa de M. FEntao N estd contida em uma
unica orbita se, e somente se:

i) T,N C T,Gy, para todo y € N;

i) dimT,Gy € constante para todo y € N.

Demonstracao: (=) Vamos supor que N estd contida em uma tnica érbita. Ou
seja, suponha N C Gz para algum x € M. Entao T,N C T,Gx.

Como y € N e N C Gz, segue que y € Gx. Logo, y € Gx N Gy. Como duas érbitas
sao iguais ou disjuntas, temos Gx = Gy. Assim, T,Gz = T,Gy.

Portanto, T,N C T,Gy, para todo y € N.
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J& vimos que o seguinte diagrama comuta.

d(ipz )1

TlG — TmGZE
do, | b dpy
ThG d(ﬁ)h ThGZE

onde 6 e i sao difeomorfismos como ji apareceram antes no Teorema 1.49 e ¢, é sub-

mersao. Entao, temos
dim d(¢, )1 (T1G) = dim d(p,)n(ThG).

Logo, dim T,Gx =dim T},Ghx.
Como N C Gz, temos que se y € N, entao y = hx para algum h € G. Assim, dim
T,Gx = dim T,Gy, para todo y € N, entao dim T,,Gy é constante, para todo y € N.

(<) Temos que N = U (GyN N). Note que esta uniao é disjunta pois as érbitas sao
yeN
disjuntas.

Logo, como N é conexa, basta mostrarmos que Gy N N é aberta.

Considere a aplicacao ¢ : G X N — M e o seguinte diagrama:

GxN 5 M
01 Ly
GxN &5 M

Assim temos
d(p(gJ) : TgG X TxN — T(p(gJ)M

dQD(l,y) (TlG X TyN) = ng(Ly) (TlG X {0}) + ng(Ly)({O} X TyN) = TyGy + TyN.

Mas, como hipétese, T,N C T,Gy, para todo y, segue que doq 4, (T1G xT,N) = T,Gy.

Se considerarmos dim T),Gy = k, concluimos que dy, 4y tem posto k, para todoy € N.

Considere agora go € G. Queremos mostrar que dim de(g, (14 (G X N)) = k, para
todo g9 € G.
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Considere o seguinte diagrama

GxN 5 M
al 15
GxN &% M

onde « e (§ sao difeomorfismos.

Usando o mesmo argumento que anteriormente, temos
dim dp(go,y) (Tgo) G X N) = dimdip(r,y) (T(1,)G X N) = £,

e assim esta provado ii).

Agora, queremos mostrar que Gy N N é aberto em N.

Seja z € Gy N N, ou seja, z = gy, para algum ¢g € (. Considere também x : U —
G x N uma parametrizagio de uma vizinhanga de (g,y), onde U é aberto de R!, com
[ = dim G x N, de modo que x(0) = (g,y). Considere também ¢ : V' C R™ — M uma
parametrizacao de uma vizinhanca de z = gy € M, com &(0) = gy.

Como x e & sao difeomorfismos, segue que H = £ topoyx : U — V tem posto
constante igual ao posto de ¢, ou seja, k.

Do Teorema do Posto, temos que existem difeomorfismos ¥ e & tais que:

Ty oy Tpy ooy ty) = E0E LopoxoX(Ty, ey Ty oy 1) = (T4, 00y Ty, 0, .., 0).

Note que z € p(x(U)). Pela estrutura do cartesiano G x N, temos que ¢(x(U)) contém
uma parte da orbita de gy em uma vizinhanca de z.

Analisando o diagrama

GxN & M

x T (RS
UcR & vcere
X1 3

UcCR 5% VcR™

podemos concluir que ¢(x(U)) tem dimensdo k. Como gy também tem dimensdo k,

concluimos que Gy e ¢(x(U)) coincidem em uma vizinhanga de z.
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Seja W um aberto contido nessa vizinhanca tal que z € W e W = WNN. E imediato
que W ¢é aberto em M e W C Gy N N, concluindo a demonstracao. a

Exemplo 1.56. Sejam f; : (R?,0) = R, fi(z,y) = 2> +y* +ty® e N = {fi]t € R}.

Temos que N é um conjunto conexo.

Podemos escrever fi(x,y) = a1 + asx + asy + a4x?® + asry + agy? + ayx® + agx®y + ... +
a2y + a1yt + arex° + ...+ agury” + assy®, onde a; = 0, para i # {7,15,45}, ay = a15 = 1
eays =t, t€R.

Assim, cada f;, t € R, é um polinomio de grau menor ou igual a 8 em = e y. Logo,
N C P4(2,R) (espaco dos polinémios).

Sabemos que dimpP5(2, R) = 45.

Logo, em R*’, consideremos o espaco afim
V = {(0,0,...,0,1,0,...,0,1,0, ..., 0,4)|t € R},

onde as coordenadas de valor 1 ocupam as posicoes 7 e 15 da 45-upla de V.

Temos que dimgV =1 e, portanto, V' é isomorfo a R.

Seja ¢ : R — R* tal que ¢(t) = f;. Como ¢ é continua e R conexo, segue que a
imagem de ¢ é o espaco afim V' que é isomorfo a R. Portanto, N é conexo.

Além disso, fi(z,y) = 2% +yt + 18 = 23 + (1 + ty?) = 23 + (y/1+tyh)? =
gop(x,y)onde g(z,y) = 2° + yt e p(x,y) = (x,y/1 + ty*) é um difeomorfismo local.

Logo, f; pertence a mesma 6rbita de g, para todo £ € R, ou seja, N estd contida em

uma unica 6rbita e podemos aplicar o Lema de Mather. Aqui estd implicita a equivaléncia:

f~g&TheR | f=goh,

Segue que N estd contida em uma unica 6rbita. onde a variedade é Ps(2,R) e o grupo é
R. O

1.4 Grupos de Mather

J& vimos na Secao 1.2 a definicao dos grupos R e A. Estes grupos fazem parte dos
chamados grupos de Mather. Os grupos de Mather, classicos na Teoria de Singularidades,

sao os seguintes:
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e R é o grupo dos germes de difeomorfismos de (R™,0), ou seja,

R ={h:(R",0) = (R",0)|h é germe de difeomor fismo}.

L é o grupo dos germes de difeomorfismos de (R?,0), ou seja,

L=A{k:(RPF,0)— (RP,0) |k é germe de difeomor fismo}.

A é o produto direto R x L, ou seja,

A={(hk)|heReke L}

K ={H = (h,0),onde h € R, H é um germe de difeomorfismo em (R" x RP, 0) dado
por H(z,y) = (h(x),0(x,y)) onde 6 : (R” x RP,0) — (RP,0) satisfaz 6(z,0) = 0}.

e C={H=(h,0) € K, com h =idgn}.

Embora os grupos de Mather na realidade nao sejam grupos de Lie e €, , nao seja uma
variedade diferencidvel no sentido que definimos aqui, é possivel seguir o modelo finito
de grupos de Lie agindo em variedades e definir objetos que sao chamados de espacos
tangentes as 6rbitas dos germes em ¢, ,, com respeito a acao de um destes grupos.

Assim, considerando o que ja foi visto na Secao 1.3, e considerando inicialmente os

germes de fungoes diferencidveis (isto é, germes em ¢,,) definimos a seguinte acao

p: RXe, — &,
(h,f) +~ hf:=foh™"

Esta acao gera uma relagao de equivaléncia que particiona o conjunto &, em orbitas.
Denotaremos tais Orbitas por Rf. A relacao de equivaléncia em questao é definida da

seguinte forma:

Defini¢ao 1.57. Dizemos que dois germes f,g : (R",0) — (R,0) sao R-equivalentes,
se existir um germe de difeomorfismo h : (R™,0) — (R™,0) tal que f = goh™ L.

Notacgao: f S qg.
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Seguindo o que fizemos na Secao 1.3.1 para obtencao do espaco tangente a uma 6rbita
proveniente de uma acao de um grupo de Lie em uma variedade diferenciavel, nossa ideia
aqui é reproduzir as ideias no modelo finito e definir o espaco tangente a uma R-6rbita,
isto é,

TyRf = d(e)i(TiR).
Para isso vamos determinar d(¢y)1(TiR) = Im(d(¢f)1)-
Note que aqui 1 = idg» € podemos escrever TR = {N(0) | A = 1+1t¢, ¢ € ¢, ,,}. Pela

Regra da Cadeia, temos

vy iy . Of of
Al N (O) = (0 0 AV (0) = b1 + o+ Gu
onde ¢; sao as coordenadas de ¢, i =1,...n.
Assim,
of of 0
I = — 4 .. — X
mld(p)) = (b4t i, G e el )
Seja J(f) o ideal jacobiano de f em e, gerado pelas derivadas parciais de f, isto é,
_,0f af
HE) = (s )

Como cada ¢; € M,,, i =1, ...,n, temos que Im(d(yy)1) é o produto dos ideais M,, e
J(f).

Assim, definiremos o espaco tangente da seguinte forma:
Definicao 1.58. O espaco tangente a orbita de f € ¢, sequndo a a¢do do grupo R é
definido por My, J(f).

Notagao: TyRf = M, J(f).

Observagao 1.59. Na Observagao 1.53, vimos que quando M = H%(n,1) e G = Gl(n) x
Gl(1), o espago tangente T)G f = <g—£x]~> = <g—£_> {x;) = J(f)M,.

A partir dos grupos de Mather podemos definir, de modo andlogo, as outras relacoes
de equivaléncia envolvendo estes grupos, ou seja, £, A, K e C equivaléncias.

Dentre essas relacoes de equivaléncia, a mais natural para estudar os germes de fungoes
sob a 6tica da Teoria de Singularidades cldssica é a R-equivaléncia, enquanto para estudar

os germes de aplicagoes em ¢, , é a A-equivaléncia:
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Defini¢ao 1.60. Dizemos que dois germes f,g: (R",0) — (RP,0) sdo A-equivalentes,
se existirem germes de difeomorfismos h : (R",0) — (R",0) e k : (RP,0) — (R, 0) tais
que f=kogoh™.

Notacgao: f 2 qg.

Existem muitos textos/artigos da Teoria de Singularidades que estudam as propriedades,
invariantes, espacos tangentes e classificacoes com respeito a R e a A- equivaléncias (ver
por exemplo, [5, 13]).

No entanto, o problema de determinar se dois germes sao A-equivalentes nao é facil. No
intuito de reduzir este problema para um problema mais “manejavel”, John Mather intro-
duziu também o grupo de contato K. Por meio do grupo K definiremos a K-equivaléncia,
que nos ajudara nesta tarefa. O proximo capitulo desta dissertacao ¢ dedicado a este

estudo.
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Capitulo 2
O Grupo K e a K-equivaléncia

Seja K = {H = (h,0), onde h € R e H é um germe de difeomorfismo em (R" x R?,0)
dado por H(z,y) = (h(z),0(z,y)), com 6 : (R" x RP,0) — (RP,0) tal que #(x,0) = 0}.

O grupo K age em ¢, da seguinte maneira:

p: KXeéenp — €np
(H,f) w— Hf:=00 (idgn, f)oh?

A partir desta acdo podemos definir a equivaléncia de contato por:

Defini¢ao 2.1. Dizemos que os germes f,g: (R",0) — (RP,0) sao K-equivalentes se
existir H € IC tal que g = H f. Em outras palavras, se existirem germes de difeomorfismos
H:(R"xRP0) - (R" xRP,0) e h: (R*,0) — (R™,0) tais que o sequinte diagrama é

comutativo:

(R™,0) "D (Rex RP,0) ™ (R”,0)
hl H hl
R, 0) "9 (Rr X RP,0) T (R",0)
onde idgn : (R",0) — (R™,0) é o germe de identidade no (R",0) e m, : (R" x R?,0) —
(R™,0) € o germe de projecado.

Notacao: ¢ L f.
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Segue da definicao acima que H atua no grafico de f aplicando-o no gréfico de g, pois

Rﬂ

Proposigao 2.2. Se f,g : (R",0) — (RP,0) sao A-equivalentes, entao eles sio K-

equivalentes.

Demonstracao: Se f e g sao A-equivalentes entao existem germes de difeomorfismos
h:(R"0) = (R",0) ek : (RP,0) = (R?,0) tais que g=ko foh L
Tomemos entao H : (R x RP,0) — (R™ x R?,0) definida por

H(xh <oy s Tt 1y +ovs xn—&-p) = (h(:El, oo In)7 k(xn—l—la ey xn-l—p))'

Assim, H pode ser escrita na forma H = (h,0) com 0(x,Z) = k(T), onde z =

(15 0y Tp) € T = (Tpg1y ooy Tpgp)-
Além disso,
H(z,0) = (h(z), k(0)) = (h(z),0)

Portanto, ¢ L f. a
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Observacao 2.3. Observe que f e g sao R-equivalentes, entao eles sao A-equivalentes.

Assim, o seguinte resultado segue como um coroldrio imediato da Proposicao anterior.
Coroldrio 2.4. Se f, g : (R",0) — (RP,0) sao R-equivalentes, entao eles sido K-equivalentes.

Uma das vantagens de se trabalhar com a K-equivaléncia é que ela possui algumas car-
acterizagoes que facilitam os calculos para decidir se dois germes sdao ou nao equivalentes.
A proposicao a seguir fornece caracterizacao da K-equivaléncia através dos gréaficos dos

germes.

Proposigao 2.5. Sejam f,g : (R*,0) — (RP,0). Entdo f L g se, e somente se, existe
H € K tal que H(graf(f)) = graf(g).

Demonstracao: Se f L g segue da definicao que H(graf(f)) = graf(g).
Por outro lado, suponha que existe H € K tal que H(graf(f)) = graf(g).
Como H € K segue que H = (h,0) com 0(z,0) = 0. Logo temos as duas partes do

diagrama comutativo da Definicao de C-equivaléncia. Portanto g X f. a

Observacao 2.6. A K-equivaléncia ndao implica necessariamente na A-equivaléncia.
Exemplo 2.7. Considere os germes f(z) = (2%,0) e g(z) = (22, 2%), de (R,0) em (R?,0).

Neste caso, f L g, pois basta tomarmos os difeomorfismos h(z) = = e H(z,y,2) =
(2,y,2 + xy).

Suponhamos que existam germes de difeomorfismos A : (R,0) = (R,0) e & : (R?,0) —
(R%,0) tais que goh =ko f.

Logo, temos k(Im f — {0}) = Im g — {0}, onde Im f é o conjunto imagem da f.

R R
Im g — {0}

Im f — {0}

Como k é continua, pois é difeomorfismo, e I'm f —{0} é conexa, temos k(Im f—{0})
conexa. Mas, k(Im f —{0}) = Im g — {0} é desconexo. Portanto, um absurdo. Logo os

germes nao sao A-equivalentes. a
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Definicao 2.8. Dois germes f e g sdo ditos C-equivalentes quando sio K-equivalentes
via (h, H), onde h = idgn € a aplica¢io identidade do R™.

Obviamente que C-equivaléncia implica em IC-equivaléncia.
O préximo resultado nos fornece um critério algébrico para f e g serem C-equivalentes

e, consequentemente, K-equivalentes. Denotaremos o ideal em ¢, gerado pelas compo-
nentes de f = (f1,..., fp) por Iy ou (f1,..., fp).

Proposigao 2.9. Dados germes f,g : (R",0) — (RP,0), temos que as sequintes afirmag¢oes
sao equivalentes.

i) Os germes f e g sao C-equivalentes;

i) Os ideais Iy e I, sio iguais;

ii) Existe uma matriz p X p inversivel (u;;) com entradas em e, tal que f; = u;j9;,

para todo 1 < ¢ < p.

Demonstracao: i) = ii) Suponhamos que f e g sejam C-equivalentes.

Assim, existe um germe de difeomorfismo H para o qual H(z, g(x)) = (z, f(z)) com
H(z,y) = (2,0(x,y)), onde §(z,0) = 0.

Como 6(z,0) = 0, segue que cada componente 6y, ..., 8, de 8 satisfaz ;(x,0) = 0. Pelo

Lema de Hadamard podemos escrever
p
ei(l‘: y) = Z yjeij(l‘: y);
j=1

com 0;; funcoes diferencidveis.

Assim, para y = g(z),
P p
filx) = 0:(x, 9(2) = Y 9;(@)035(x, 9(2)) = Y _ g;(w)ay(x),
7=1 7j=1
1=1,..,p.
P
Portanto, f; = Zaijgj, t=1,..,p, e entao Iy C I,.
7j=1

Analogamente mostramos que Iy C .

Portanto, Iy = I,.
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ii) = iii) Suponhamos Iy = I, entdo podemos escrever

p

P
9i = Zaijfj e fi= Zbijgj7
j=1 j=1
onde a;; e bjj €e,,1=1,...,p.

Para cada r € R", sejam A, e B, matrizes reais p x p com entradas a;;(z) e b;;(z),
respectivamente.

Segue da Algebra Linear, que podemos obter uma matriz real Cy, p x p, tal que
Up = Co(I — AgBy) + By ¢é inversivel. Além disso, a matriz U, = Cy(I — A, B,) + B,

também é inversivel para x proximo de 0.
p
Sejam u;; as entradas de U,. Dal, f; = Zuijgj, 1=1,...,p, como querfamos.
7=1
iii) = 1) Suponhamos que exista uma matriz inversivel p x p, (u;;), com a propriedade
de iii).
Vamos definir o germe 6 : (R” x RP,0) — (RP,0) com as componentes dadas por
P
Oi(x,y) = Zyjuij(x), para todo i =1, ..., p.
j=1

Note qu; 6(x,0) = 0. Agora defina o germe H : (R" x RP,0) — (R™ x R?,0) por
H(z,y) = (z,0(x,y)). A matriz jacobiana de H é dada por

In n O’n
Jac(H) = ( 8 P )
fpxn (Uij)pxp
onde I, é a matriz identidade e *,,, ¢ uma matriz p x n.

Assim, como det(Jac(H(0,0))) # 0, H é um difeomorfismo.

Por construgao, 0;(z, g(z)) = fi(z), 0(z,g(z)) = f(z) e H(z,g(z)) = (z, f(z)) o que
implica que f e g sao C-equivalentes. a
Exemplo 2.10. Considere novamente os germes f(z) = (z%,0) e g(z) = (22, z*).

Ja vimos que f L g. Além disso, como utilizamos h = idr~, na verdade provamos que
estes germes sao f N g.

Pela Proposicao 2.9 poderiamos chegar a essa mesma conclusao sem necessitar explic-
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itar o difeomorfismo que realiza a C-equivaléncia. De fato, basta notar que neste exemplo
Iy = <$2> = <x27x3> = I,
c
e, portanto, f ~ g. O

Exemplo 2.11. Considere o germe f : (R, 0) — (R,0) tal que

af B 8kf B ak+1f
%(0) =0,.., @(0) =0 e Okl 0)#0

g;{(O) representa a i-ésima derivada de f em 0. Pelo Lema de Hadamard, f(z) =

¥ +1g(x) para algum g : (R, 0) — (R,0) com g(0) # 0.
Como ¢ é inversivel em ¢, entdao (f) = (z¥T1). Portanto, f £z

K
mente, f ~ zF*1 O

onde

k+1 e, consequente-

Exemplo 2.12. Os germes f(z,y) = (22, y?) e g(z,y) = (2® + y?, vy) sdo A-equivalentes
mas nao sao C-equivalentes.

De fato, tome h(z,y) = (z+y,z —y) e k(z,y) = (22 + 2y, z — y) germes de difeomor-
fismos.
g(h(z,y)) = g(z +y,2 —y) = (227 + 2%, 2 — y?)
k(f(2,y) = k(2?,y7) = (22° + 2¢%, 2% — 3?)

Portanto, go h =k o f, ou seja, ¢ 2 f e portanto g X f.

Temos

Mas, note que zy nao pertence ao ideal (z?, y?) = I;.
Assim, Iy # I,. Logo f 5 qg. O

Proposicao 2.13. O germe [ € K-equivalente a g se, e somente se, existe um germe

inversivel h : (R",0) — (R™,0) para o qual foh £ g.

Demonstracao. (=) Suponha f L g. Entao existe um par de germes de difeomor-
fismos i e H, com H = (h,8) e tal que 8(z,0) = 0 e H(z, f(z))) = (h(z), g(h(z)).
Considere h = h™! e H(z,y) = (z,0(z,y)) com 0(z,y) = 0(h(z),y). Entdo, H é um

germe de difeomorfismo com a identidade na componente do R”, 6(x,0) = 0(x,0) =0 e

H{(z, f o h(x)) = (x,0(z, f(h(2)))) = (z,0(h(x), f(h(z))) = (2, g(2)).
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Portanto, foh N g. A dltima igualdade veio do fato de que, como

_E[O (idR"7f) = (ian7g) 0%7

entdo H(z, f(z)) = (h(z), g(h(z)), ou seja,

0(z, f(x)) = g(h(z)) = 0(h(x), f(h(x))) = g(h(h(z))) = g(x).

(<) Suponha (f o h) £ g. Entdo existe um germe de difeomorfismo H, H(z,y) =
(r,0(x.)), com 0(x,0) = 0 ¢ tal aue H(z, f o h(z)) = (z, g(x)).

Defina H = (h ™!, 6). Entdo, h ! e H é um par de germes de difeomorfismo que satisfaz

H o (idgn, f) o h = (h"1,0) o (idgn, f) o h = (idgn, 0 o f o h) = (idgn, g).
K
Portanto f ~ g. O

Definicao 2.14. Sejam I e J dois ideias em €,. Dizemos que I e J sdo isomorfos

quando eziste um isomorfismo ¢ : €, — €y, tal que p(I) = J.

Definicao 2.15. Sejam I e J dois ideias em ¢,. Dizemos que I e J sdo isomorfi-

camente induzidos quando existe um isomorfismo h* : €, — &,, para algum germe

inversivel h : (R™,0) — (R™,0), onde h*(f) = f oh, tal que h*(I) = J.

Proposicao 2.16. Dois germes [ e g sio K-equivalentes se, e somente se, Iy e 1, sdo

wsomorficamente induzidos.

Demonstragao: (=) Suponhamos que f X g. Entao existe um germe inversivel
h:(R™0) — (R" 0) para o qual foh £ qg.
Entao temos que Iy, = I;. Assim, cada componente f; o h de f o h se escreve da
p
seguinte forma: f; o h = Zaijgj, com a;; € €y, 1 =1,...,p.
7j=1
Vamos mostrar que h*([y) = I,.

p
Por defini¢ao de h*, temos que h*(f;) = fioh. Entao h*(f;) = Zaijgj € I,, uma vez
j=1

que a;;g; € I,. Assim, h*(I;) C I,.
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Agora, seja k € I;. Como Iy = I, segue que k € Ifop. Logo

p

k =Y aifioh)
i=1
=ai(fioh)+..+ay(fyoh)
= h*(alfl) + ...+ h*(apfp) = h*(alfl + ...+ apfp)
p
i=1
Assim I, C h*(Iy) e, portanto, h*(Iy) = I,.
(<) Suponhamos que Iy e I, sao isomorficamente induzidos, ou seja, existe um iso-
morfismo induzido h* : £, — &, para algum germe inversivel i : (R™,0) — (R",0), o qual
h* (]f) = 1I,.

Logo Ifop, = 14, € assim foh £ g. Dal, pela proposicao anterior, f X qg. a

O grupo K pode ser visto como o produto semi-direto dos grupos R e C. Desta forma,

0 espaco tangente a uma /C-6rbita pode ser definido da seguinte maneira:

Definig¢ao 2.17. Seja f: (R™,0) — (R?,0). O espago tangente ao grupo K em f ¢
definido por
TiK == MpJ(f) + f*(mp) - €nyp

onde f*(my) -enyp € 0 médulo formado por p copias do ideal gerado pelas fungoes coorde-
nadas de f = (f1,..., fp). Quando nao firamos a origem, definimos o espago tangente

estendido de K em f por
Tf}Ce = J(f) + f*(mp) *Enp-

Recorde que J(f) denota o ideal jacobiano de f.

A K-codimensdo de f ¢ definida como a dimensao (como R-espaco vetorial) do

. - € . ~ , . . - .
quociente % Kn’p e a Ke-codimensao de f ¢ definida como a dimensao do quociente
Enp !

/K.

Muitas vezes a classe dos germes que estudamos é a daqueles que podem ser representa-
dos pelo seu polindmio de Taylor de alguma ordem. A linguagem basica para isto envolve

o conceito de determinacao finita. Muitos trabalhos sao dedicados a caracterizacao da
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determinacao finita e outros buscam encontrar estimativas para a ordem de determinacao,
com respeito as varias relacoes de equivaléncia. Como neste capitulo estamos interessados
particularmente no grupo K, introduzimos o conceito de germes K-finitamente determi-
nados. Para os outros grupos de Mather a definicdo é analoga. A referéncia basica para

este assunto é [13].

Defini¢ao 2.18. Um germe f : (R",0) — (R?,0) é r-K-determinado se para todo
germe g : (R™,0) — (RP,0) com j" f(0) = j7g(0) entdo f é K-equivalente a g.
Se f ér-KC-determinado para algum r < oo, entao f € KC-finitamente determinado

ou K-finito e r (o menor possivel) é o grau de determinacgdo de f.

A propriedade de K-determinacao finita é aberta, ou seja, se consideramos
[ (R 0) — (RP,0) com f(0,¢) = 0 e f(x,0) = fo(z) um germe K-finito, entdo
fi : (R™,0) — (RP,0) é K-finito para todo ¢ suficientemente pequeno.

Os teoremas de determinacao finita permitem que classificacoes de germes possam ser
realizadas. A seguir reproduzimos alguns dos principais critérios e estimativas para a

K-determinacao finita dos germes de aplicacoes diferencidveis.

Teorema 2.19. (Critério Infinitesimal para Determinacao Finita [13]) Sao equivalentes:
a) [ é K-finitamente determinado;
b) a K-codimensao de f € finita;
¢) a Ke-codimensao de f € finita.

O teorema a seguir é um resultado devido a Mather e Tougeron (ver [11], [12]) e

estabelece que a categoria dos germes K-finitamente determinados é ampla.
Teorema 2.20. Germes de aplicagcao sao K-finitamente determinados em geral.

Os resultados a seguir apresentam caracterizacoes e invariantes conhecidos para a

K-equivaléncia.

Teorema 2.21. (Mather [7]) Sejam f, g : (R",0) — (RP,0) germes K-finitamente deter-
minados. Entao, f € K-equivalente a g se, e somente se, as R-dlgebras locais Q(f) = %
eQ(g) = EI—Z sdo isomorfas.
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Exemplo 2.22. Considere os germes em uma varidvel real f(z) = z e g(z) = z*. Clara-
mente as R-algebras locais Q(f) e Q(g) nao sao isomorfas, pois apresentam dimensoes
diferentes como R-espacos vetoriais. Além disso, pela Definicao 2.17, as K-codimensoes

também sdo diferentes. O

O teorema a seguir mostra a importancia da K-equivaléncia no problema inicial da

classificacao de germes de aplicagoes diferencidveis:

Teorema 2.23. (Mather [7]) Sejam f, g : (R",0) — (RP,0) germes estdveis. Entdo, f

¢ A-equivalente a g se, e somente se, eles sio K-equivalentes.

Aqui a nocao de estabilidade significa, a grosso modo, que todo germe suficientemente
préximo a f tem uma estrutura parecida com a de f (isto é, pequenas perturbacgoes de
f nao alteram o tipo “diferencidvel” do germe). Em outras palavras, f é estdvel se
existe uma vizinhanca V' de f (na topologia C* - Whitney) tal que para todo g € V, g é

A-equivalente a f.

44



Capitulo 3
Contato entre subvariedades

Neste capitulo daremos uma aplicacao da equivaléncia de contato em termos da ideia
de contato entre dois pares de subvariedades. Este capitulo ¢ baseado na referéncia [8].

Definimos o tipo de contato entre subvariedades de maneira bem intuitiva:

Definicao 3.1. Dizemos que dois pares de germes de subvariedades na origem em R”,
(X1,Y1) e (Xo,Y3), tém o mesmo tipo de contato se existe um germe de difeomorfismo
H:(R"0) — (R",0) tal que H(X,) = Xy e H(Y}) = Y.

Denotaremos o tipo de contato entre as subvariedades X eY por K(X,Y).

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.2. (Montaldi [8]) Para i = 1, 2, sejam g; : (X;,z;) — (R™,0) germes de
imersdo e f; : (R®,0) — (RP,0) germes de submersdo, com Y; = f; '(0). Entdo (X1,Y})

. 4 K
e (Xo,Y3) tém o mesmo tipo de contato se, e somente se, fi o g ~ fa0 go.
O seguinte exemplo nos da uma nocao de como queremos aplicar esse teorema.

Exemplo 3.3. Sejam gl(x) = (ZL‘7ZB2)7g2(ZE) = (ZE,JL‘3)7 fl(x7y) =ye fQ(I,y) =Y. Neste
caso, temos

fiogi(z) =2 e fyog(x)=2".

Note que {(x?) # (z®) e, pela Proposigao 2.9, temos que f; o g; e fo 0 g» nao sao
K-equivalentes.
Portanto, os pares (X1,13) e (Xa,Y2), onde Xy = Im(gy), Xa = Im(ga). ¥i = £ (0

e Yy = f,1(0), ndo tém o mesmo tipo de contato. O
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Mas, antes de demonstrarmos esse teorema, precisamos de alguns resultados preli-

minares.

Definicao 3.4. Dado g : R® — RP, definimos um desdobramento de g como sendo
uma aplicacao G : R"xR" — RPxXR" dada por G(z,z) = (CNJ(x,z), z), com é(x,()) = g(x).

O espaco R" é chamado de espaco de pardmetros.

Sejam ¢ : (X, z) — (R™,0) um germe de imersao e f : (R",0) — (R”,0) um germe de

submersao, com Y = f~1(0). Chamamos f o g de aplica¢ido de contato entre X em Y.

Proposigao 3.5. ([8]) Sejam f,g: (R",0) — (RP,0) dois germes de aplicagies continuas
e sejam F,G : (R" x R",0) — (R x R",0) desdobramentos de f e g, respectivamente. Se

f e g sao K-equivalentes, entao F' e G sao K-equivalentes.

Lema 3.6. (Lema de Simetria [8]) Sejam X e Y germes de subvariedades de R™ em
0. Sejam g, : (X, z) = (R",0) e go: (Y,y) = (R™,0) germes de imersdo e f, : (R",0) —
(R%,0) e fo : (R*,0) — (RP,0) germes de submersio, com X = f;(0) e Y = f;(0).

Entao fi0g1 e fo0 gy sdo K-equivalentes.

Demonstracao: Considere o seguinte diagrama comutativo,

(X,z) -5 (RY,0)
g1 )

R, 0) U (R RP,(0,0))
g2 1 1

vy (R”,0)

onde x(z) = (fi(2), fo(x)), ¢ = fio g1, ¥ = fo0go e as aplicacoes definidas em (R? X
R?, (0,0)) sao as aplicagbes projegoes ébvias. .
Agora, se expressamos R” como R” ~ X xRP entdo podemos assumir que g(z) = (z,0)

e fo(z,2) = z (0 que é possivel desde que fy 0 g; = 0). Assim,

X(%,Z) = (fl(xaz)7z) € X(%,O) - (fl Ogl(x)70)‘

Portanto y pode ser visto como um desdobramento de ¢.
A suspensao de ¢ é dada por qg(ac, 2) = (¢(x), 2).
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Entdo ¢ também pode ser vista como um desdobramento (trivial) de ¢.
Portanto x e q/g sao IC-equivalentes.
Analogamente, podemos mostrar que y é K-equivalente a suspensao 12 de 9. Logo, ¢

é K-equivalente a 1. O

Corolario 3.7. Para qualquer par de germes de subvariedades do R", a K-classe de
contato independe da escolha da aplicacao de contato. Depende apenas dos germes de

subvariedades.

Lema 3.8. ([8]) Seja a um inteiro positivo e sejam X] = X; x R*, Y/ = Y; x {0}
subvariedades em R™ x R®. Entao K(X,,Y]) = K(X3,Y3) se, e somente se, K(X],Y]) =
K(X5,Y5).

Lema 3.9. ([8]) Sejam X;,Y;, gi, f; como no lema anterior, i = 1,2. Sejam a, b inteiros

positivos. Considere os germes de subvariedades de R™ x R® na origem:
X =X;xR*x {0} e Y/ =Y;x{0}xR

Sejam g; germes de imersao com imagem X! e f! germes de submersdo com conjunto
de zeros Y. Entdo, f{o g} e f50 g} sio K-equivalentes se, e somente se, fiogy € f2 0 go

sao K-equivalentes.

Demonstracao: Pelo Coroldrio 3.7, podemos escolher g, e f/ sem afetar a K-classe

das aplicagoes composicao. Entao, fazemos a seguinte escolha:
g;(Lu) :(gz(x),u,()) € fz,(y7uav): (fl(y)7u)
Portanto f! o gi(xz,u) = (f; 0 gi(z),u) e entdo a afirmagao segue. O

Demonstracao do Teorema 3.2: (=) Esta implicacdo é a mais direta e ndo utiliza
os resultados anteriores. Seja H um difeomorfismo de R™ aplicando X; e Y] em X, e
Y5, respectivamente. Note que H restrito a X; é difeomorfismo sobre X, e, portanto,
existe um difeomorfismo h : X; — X5 tal que H o g1 = ¢ o h. Temos também que

(f2 0 H)71(0) = £71(0), entdo pelo Lema de Hadamard podemos escrever

(foo H)(y) = qu(y)ai(y)7
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onde f1 = (fi1,..., f1p) € para cada i, a;(y) € RP.

Agora, fo o H é uma submersao e entao tem posto maximo p, o que implica que a
matriz [a1(y), ..., ap(y)]pxp ¢ inversivel.

Defina # : R* x R? — RP por

0y, 2) = Zziai(y),

e : X xRP — RP por
0 (x,2) = 0(g1(x), 2).
Entao

0'(x, frogi(x)) = fa0g20h(x).
Portanto, fi 0 g1 e fy 0 g9 sao K-equivalentes.

(<) Vamos tratar primeiro do caso de mesma dimensao e depois usaremos os lemas
para estender o resultado.

Suponha dim X; =dim Y; = k. Queremos expressar cada X; como sendo o grafico
de uma aplicacdo ¢; : R¥ — RP e Y; como o grafico de uma aplicacdo nula de R* em
RP. Para isso, escolha coordenadas no R" tais que fi(x1,...,2,) = (Tg11, .., Tn), POrtanto
Y; = RF x {0}.

Escolha um subespaco V) de dimensao p, transversal a X; e Y e escreva R" = Y] x V.

Seja m : R™ — Y] a projecao na primeira coordenada. Entdo 7|y, : X7 — Y; é
um difeomorfismo que induz um sistema de coordenadas em X;. Com respeito a essas
coordenadas, Y; ¢ o grafico da aplicacdo nula de R*¥ em R? e X, é o grafico da aplicacio
fiog.

Uma construgao andloga pode ser feita entre Xy e Y5. Entao, qualquer difeomorfismo
H : RF x R? — R* x R? preservando o grafico da aplicacio nula e levando o grafico de
f1 0 g1 no grafico de f5 0 g5 é entdo um difeomorfismo aplicando X; em X5 e Y] em Y5, o
que conclui a prova no caso de mesma dimensao.

No caso onde dim X; # dim Y, podemos excluir os casos de dimensdo menor que R?,
onde d ¢é a diferenca entre as dimensdes, para dar X! e Y em R™ x R? e definir de maneira

apropriada g; e f/.
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Temos a seguinte correspondéncia:

KX, Y) Y K(foy)
(d) 1 (o)}
K(x.Y) ¥ K(fog)

onde (a) foi provado em (=); (b) segue de (<); (c) segue do Lema 3.8 e (d) segue do Lema
3.9 ((a) = (d), (b) =0paradim Y > dim X e (b) = (d), (a) = 0 paradim Y < dim X).O
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Capitulo 4
Equivaléncia de contato topolégica

A menos de mencao contraria, este capitulo é baseado no artigo do Takashi Nishimura
[9].

Nosso objetivo neste capitulo ¢ relacionar a equivaléncia de contato com uma aplicacao
na Topologia. Para isso, definiremos a equivaléncia de contato topolégica e mostraremos
como essa relacao de equivaléncia estd relacionada com ingredientes da Topologia, como
¢ o caso do grau.

Para isso, vamos introduzir algumas nocoes preliminares.

Definicao 4.1. Sejam X e Y espacgos topologicos e f,qg : X — Y aplicacdes continuas.
Dizemos que f é homotdpica a g se existir uma aplicagao continua H : X x I — Y
tal que, para todo x € X, tem-se H(x,0) = f(z) e H(z,1) = g(x), onde I = [0,1]. A

aplicacao H ¢ chamada de homotopia entre f e g.

Para cada t € I fixo, temos uma aplicacao continua Hy : X — Y dada por H,(z) =

H(z,t). A cole¢do (Hy)ier ¢ uma familia de fungoes continuas.

Observacao 4.2. A relacao de homotopia é uma relacao de equivaléncia no conjunto de
todas as funcoes f : X — Y continuas.

De fato, sao validas as seguintes propriedades:

e Reflexiva: Para toda funcao f : X — Y continua, a aplicacao H : X x I — Y dada
por H(x,t) = f(z), é uma homotopia entre f e f.
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e Simétrica: Seja H : X x I — Y uma homotopia entre f e g. Definindo K : X x I —
Y por K(z,t) = H(x,1 — t) obtemos uma homotopia entre g e f.

e Transitiva: Sejam H : X X [ — Y uma homotopia entre fege K : X x I =Y

uma homotopia entre g e h. Definimos L : X x I — Y como

Lo f) = H(x,2t) se tel0,3]
(1) = K(z,2t—1) se tel[i 1]

E facil ver que a aplicacao L é uma homotopia entre f e h. Bozx

Antes de apresentarmos exemplos, veremos alguns resultados sobre homotopia de

aplicacoes.

Proposigao 4.3. Sejam f,g: X — Y aplicagoes constantes, tais que f(x) = p e g(z) = ¢,
para todo v € X. As aplicacoes [ e g sdo homotdpicas se, e somente se, p e q pertencem

a mesma componente conexa por caminhos do espaco Y.

Demonstragao: Suponha que f e g sao homotdpicas por uma homotopia H : X X1 —
Y tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x). Seja xp € X fixado. Definimos um caminho
a: I — Y tal que a(t) = H(xo,t), para todo t € I e temos «(0) = p e a(l) = ¢q. Segue
que p e ¢ pertencem a mesma componente conexa por caminhos de Y.

Reciprocamente se p e ¢ pertencem a mesma componente conexa por caminhos de
Y, entdo existe um caminho o : I — Y tal que «(0) = p e a(l) = ¢. Definimos uma
homotopia H : X x I =Y tal que H(z,t) = a(t), para todo (x,t) € X x I. Assim, para
todo z € X, H(x,0) = f(z) e H(x,1) = g(z) e portanto f e g sao homotdpicas. O

Proposigao 4.4. Sejam f1, fo: X =Y, g1,92 : Y — Z continuas. Se f; é homotdpica a

fa e g1 € homotdpica a go, entdo g1 o f1 e go 0 fo sdo homotopicas.

Demonstracao: Por hipétese, existem homotopias Hy : X xI — Y tal que Hy(z,0) =
fi(z) e Hi(z,1) = fo(x), para todo z € X, e Hy: Y x I — Z tal que Hy(y,0) = ¢1(y) e
Hs(y,1) = go(y), para todo y € Y.

Definimos uma aplicagdo K : X x I — Z por K (z,t) = Hy(Hy(z,t),t). Essa aplicacao

¢é continua pois H, e Hy sao e temos

K(x,0) = Hy(Hy(x,0),0) = Ha(f1(),0) = g1(fi(2)) = (g1 0 f1) ()
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K(x,1) = Hy(Hy(z,1),1) = Ha(f2(), 1) = g2(fa(2)) = (g2 0 fo)(2).
Portanto, (g1 o f1)(x) e (g2 o f2) () sdo homotdpicas. O

Exemplo 4.5. Considere £ um espaco vetorial normado, ¥ C Fe f,g : X = Y
aplicacoes continuas.

Suponhamos que para todo x € X o segmento de reta

[f (@), g(x)] = {(1 = 1) f(z) + t.9(z)[t € I}

esteja contido em Y.

Entao f é homotdpica a ¢ pois
H(z, 1) = (1 - )f(2) + tg(a),

com x € X et € I, é uma homotopia entre f e g.
A aplicacdo H assim definida é chamada de homotopia linear. Em particular, se
Y = E, quaisquer aplicac¢oes continuas f,g: X — F sao homotdpicas. Disso segue entao

que toda aplicacao continua f: X — E é homotopica a aplicacao constante nula. O

Exemplo 4.6. Seja E um espaco vetorial normado e considere f,g : X — E — {0}
aplicagoes continuas. Se ||f(z) —g(x)|| < ||f(x)]], para todo x € X, entdo f é homotdpica
ag.

Pelo exemplo anterior basta mostrar [f(z), g(z)] C E — {0}, para todo z € X.

De fato, se 0 € [f(x),g(z)] para algum z € X entdo existe t5 € I tal que 0 =
(1 —to)f(x) + tog(x) e seque que ||f(x)|| = ||f(z) — g(x)|| o que contradiz a hipdtese.

Portanto temos f homotopica a g. a

Exemplo 4.7. Seja S C R""! a esfera unitdria n-dimensional. Dadas duas aplicagoes
continuas f,g: X — S™ | se f(z) # —g(x) para todo z € X, entdao f é homotdpica a g.
De fato, nestas condigdes 0 ndo pertence ao segmento de reta [f(z), g(z)] para todo

z € X, e podemos definir H : X x I — S” por

H(z,t) =

Claramente H é uma homotopia entre f e g. a
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Definicao 4.8. Dizemos que dois germes f,g : (R",0) — (RF,0) sio topologica-

mente K-equivalentes (ou C°-K-equivalentes) se existirem germes de homeomorfismos

h: (R",0) — (R",0) e H: (R" x R?,0) — (R" x RP,0) satisfazendo a propriedade

H(R"™ x {0}) = R" x {0} e tais que o sequinte diagrama comuta

(&7, 0) "D (R RE0) T3 (R?,0)
hl H| hl

(R™,0) "9 (Re X RP,0) ™ (R",0)

onde id,, : (R™,0) — (R™,0) € a aplicacdo identidade do R" e m, : (R" x RP,0) — (R™,0)
€ a projecao canonica.

Em particular, temos que f e g sao C°-C-equivalentes, quando h acima é a identidade.

0_
Notacgao: f ¢ g.

De maneira analoga podemos definir as nocdes de C’-A-equivaléncia e C°-R-equivaléncia.
Basta substituirmos a palavra “difeomorfismo” por “homeomorfismo” nas respectivas
definicoes.

A C'-K-equivaléncia é a versao topolédgica da K-equivaléncia estudada no Capitulo 2.

Exemplo 4.9. Considere os germes em uma variavel, f(z) = z e g(z) = z*.

Tomando os homeomorfismos h = id : (R,0) — (R,0) e H : (R xR,0) — (R x R, 0)
dado por H(z,y) = (z,7®) temos que f e g sao C’-C-equivalentes e, portanto, C%-K-

equivalentes. O

Observacao 4.10. Claramente, se f e g sdo K-equivalentes, entdo f e ¢ sio C’-K-

equivalentes, entretanto a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 4.11. Considere os mesmos germes dados no Exemplo 4.9. Estes germes sao

C°-K-equivalentes, mas nao sao K-equivalentes, uma vez que Iy = (z) # (2*) = I,. O

Do mesmo modo como antes, continuamos interessados na classe dos germes que po-
dem ser representados pelo seu polinomio de Taylor de alguma ordem. Assim, introduzi-
mos o conceito de C’-K-determinagao finita. No caso complexo, Wall [13] provou que
germes C’-K-finitos sdo também K-finitos. Mas a classe dos germes C°-K-finitos contém

estritamente a classe dos germes K-finitos, no caso real. Por isso, em muitos resultados
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adotamos a C°-K-determinacao finita para classificar nossos objetos. Os aspectos bésicos
da Teoria de Singularidades que dizem respeito ao estudo da C°-K-determinacao sao bem

conhecidos e para maiores detalhes citamos como referéncia [13].

Defini¢ao 4.12. Um germe f : (R",0) — (R?,0) ¢ r-C°-K-determinado se para todo
germe g : (R",0) — (R?,0) com 5" f(0) = j7g(0) entdo f é C°-K-equivalente a g.
Se f ér-C°-K-determinado para algum r, entdo f é C°-K-finitamente determinado ou

C°-K-finito e r (o menor possivel) é o grau de determinacdo de f.
Uma propriedade interessante dos germes C°-K-finitos é a seguinte:

Proposigao 4.13. [10] Seja [ : (R™,0) — (RP,0), n > p, um germe r-C°-K-determinado.
Entao existe um germe g, com j"g(0) = 57 f(0), K-finito e C°-K-equivalente a f.

Um critério (geométrico) para a C°-K-determinagao finita de germes de aplicagao na

categoria analitico real é a seguinte:

Proposigao 4.14. [13] O germe [ é C°-K-finitamente determinado se, e somente se,
(fHO)NXf) — {0} =0 como germes, onde Xf € o conjunto singular de f .

Observacao. A implicacao
C%-K-finitamente determinado = (f~'(0)NXf) — {0} =0

¢ sempre verdadeira, mesmo o germe nao sendo analitico real.

Ao contrario do que ocorre com o grupo K, a propriedade de C°-K-determinacao
finita nao é necessariamente aberta, isto é, deformagoes arbitrariamente préximas de um
germe C%-K-finitamente determinado podem néao ser C’-K-finitamente determinadas. Por

exemplo, considere o germe f : (R? 0) — (R,0) dado por
f(z,y) = (@® + )"

Como f1(0) = {0}, (f1(0)NXf)— {0} =0 e, portanto, C°-K-finitamente determi-
nado. Mas a deformagao de f dada por f.(z,y) = (2 +y* — ex)? nao é C*-K-finitamente
determinada para ¢ proximo de zero, pois ( [71(0)NXf. ) — {0} # 0.

Alguns invariantes conhecidos para a K-equivaléncia, como a K-codimensao e os

simbolos de Boardman (ver [5]), ndo sdo invariantes para a C°-K-equivaléncia. Além
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disso, outros possiveis candidatos como, por exemplo, R-algebra local, a multiplicidade e a
CY-K-determinacao finita, também nao sao invariantes para a C°-K-equivaléncia. Veja os

exemplos a seguir.

Exemplo 4.15. Considere os germes f(z) = z e g(z) = 2*. Vimos no Exemplo 4.9

que f e g sao C%-K-equivalentes. Claramente as R-dlgebras locais Q(f) e Q(g) nao sio
isomorfas, pois apresentam dimensoes diferentes como R-espagos vetoriais. Logo estes

objetos nao sao invariantes para a C’-K-equivaléncia. O

Exemplo 4.16. Considere f(z,y) = zy e g(x,y) = zy®. Estes germes sao C’-A-equiva-
lentes (e portanto, C’-K-equivalentes). Além disso, f é C°-K-finito (pois f~1(0) N Xf =
{0}) mas o mesmo nao ocorre com g, pois g~ (0)NEg = {(z,0)|z € R} # (0,0). Portanto,

a C-K-determinacao finita nao ¢ um invariante para a C°-K-equivaléncia. O

Exemplo 4.17. A propriedade do germe ser nao singular, ndo é um invariante para a

C’-K-equivaléncia. De fato, considere os germes f, g : (R 0) — (R?0), dados por

flx,y,2) = (v,9) e glz,y,2) = (x,9°).
O germe f é ndo singular, f e g sao C°-K-equivalentes, mas g é singular. O

Na tentativa de buscar invariantes para a C°-K-equivaléncia, Takashi Nishimura [9]
foi o primeiro a encontrar um invariante completo. Este invariante é apenas para o caso
equidimensional (isto é, n = p).

O lema e o teorema a seguir sao ferramentas fundamentais para a demonstracao do

principal resultado deste capitulo, o Teorema 4.23.

Lema 4.18. Sejam f,g : U — RP aplicacoes continuas onde U é uma vizinhanca da
origem em R™. Suponha que exista uma familia de aplicacoes continuas Fy; : U — RP,
t € [0,1], tal que as sequintes condi¢des sao satisfeitas

iVFo=feFi=g0ug= (91, 9p-1,—0p);

i) F7H0) = f71(0) para todo t € [0,1];

i11) para qualquer t € [0, 1], o vetor Fy(x) nao pertence ao conjunto {aFy(x)|a < 0},
para qualquer x € U — f71(0).

Entio, F; ¢ C°-K-equivalente a Fy, quaisquer que sejam t,t' € [0,1]. Em particular,

f é CV-K-equivalente a g.
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Demonstragao: Faremos a prova em etapas.

Passo 1. Fixe t € [0,1]. Vamos construir uma familia de homeomorfismos Iyt RP —
RP dada por h,(y) = a,(||y||)y dependendo continuamente das varidveis z de U, onde
a; : Ry — R é uma fungdo continua da norma ||y|| (# 0).

De acordo com a relacao entre ||Fy(z)|| e ||Fi(x)|| para x € U, temos trés casos:
Caso I: [|Fo(z)[| = [[Fr(@)]]-

Neste caso, tome a(||y||) = 1 para todo y € R? — {0}. Note que o caso z € F; '(0) =

F71(0) estd incluso neste caso.
Caso II: 0 < ||Fy(2)|| < ||[Fo(z)]]-

Neste caso, tome «, da seguinte maneira:

) se 0<lyll < IR@,
20| Fe(x)||—||Fo(x 2(||Fo{x)||—||Ft(x
ae(|lyl]) = (1F( )|\‘\y”\\ o(z)|)) + (! o(||}!(m\)l“t( W) g [Fo(2)]] < [lyl| < 2l|Fo()]],
1 se 2| Fo(z)|] < [yll-
Caso III: 0 < ||Fy(x)|| < [|F(2)]]-
Neste caso, tome «, da seguinte maneira:
Ll se 0 <|lyl| < [|Fo(=)]],
Qﬁ%(?)‘)‘l\(llF( M=lFo@)]) 1 [[Ft(@)]]
aI(”y") = t2|\Ft(I)|t|*||Fo(I)(\)\ Tyl + W se ||FO(='I7)|| < ||y|| < 2||Ft(x)||a
1 se 2||[Fy(z)|] < [lyll-

Se tomarmos a funcao continua o, como acima, entao h, é um homeomorfismo para

todo x € U. Além disso, podemos ver que %I depende continuamente de z € R".

Passo 2. Construa também outra familia de homeomorfismos h, : R? — RP depen-
dendo continuamente de xz € U.

De acordo com a relagio entre h,(Fy(z)) e Fy(z) para z € U, temos dois casos:
Caso I: hy(Fy(z)) = Fy(x).
Neste caso, tome h, como a aplicacdo identidade.

Caso II: hy(Fy(z)) # Fi(x).

26



Observe que, neste caso, temos ||hz(Fy(z))|| = ||F,(z)|| > 0 pela construgio de h,.
Pela condicdo iii) sobre F} e a forma de hy,, temos que os vetores h,(Fy(z)) e Fy(z) do R?
sao linearmente independentes sobre R.

Considere V, = R - {hy(Fo(2))} ® R - Fy(x).

Seja 0, 0 Angulo entre hy (Fy()) e Fy(x), que é determinado exclusivamente no intervalo
(0,7). Usando o angulo 6,, construimos uma fun¢ao angular ©, : R, U {0} — R da

seguinte maneira:

6, se 0 < s < ||Fi(2)]],
0u(5) = § s + 20 se IR < 5 < 2RI
0 se 2||Fy(x)|] < s.

Decomponha R? na soma direta R =V, ¢ ‘N/m

Dé ao espaco vetorial de dimensao 2 V, a orientacao a qual o isomorfismo linear
L :R% — V, daforma L(e]) = ho(Fy(z)) e L(e3) = F,(z) induz para V, de R? a orientacao
padrio. Usando a funcao angular acima ©,, construimos a aplicacio h,, : Vxea‘N/x — Vxea‘N/x

dada por

hx(yb yQ) - (¢®w(\|y1|\)(yl)> y2)7

onde ¢o, ||y, ¢ a aplicagao rotacao de angulo ©,(||y1]]), isto é,

b _ ( cos(Og(|[11l]))  —sen(Oz(|[y1]])) ) .
(D =X sen@. () cosO@u(||yal)

Entdo segue que h, é um homeomorfismo para todo z € U e depende continuamente

de x.
Passo 3. Do Passo 1 e do Passo 2, temos
hy 0 by 0 Fy(z) = Fy(x)
para todo x € U. Defina a aplicacao H : U x R? — U x RP como

H(z,y) = (x, hy 0 hy(y)).

Entao, pelos Passos 1 e 2, H ¢é bijetora e continua. Pelo Teorema da Invariancia do
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Dominio, H ¢ um homeomorfismo. Da construgao, o par de aplicagoes (id, H) satisfaz a
condi¢ao de (h, H) na defini¢do de C°-K-equivaléncia.

Portanto, F} e Fy sao C-K-equivalentes para todo ¢, € [0, 1].

Desde que g e g = (g1, ---, gp—1, —Gp) S0 trivialmente A-equivalentes, podemos concluir

que f e g sao CY-K-equivalentes. O

Para provar o teorema principal também precisamos do seguinte resultado devido a
T. Fukuda:

Teorema 4.19. (Fukuda [3]) Seja n # 4. FEntdo, para qualquer conjunto semialgébrico
W de J"(n,n), existe um inteiro s, dependendo apenas de n e r, e um subconjunto semi-
algébrico fechado Y, de (wf) 1 (W) com codimensdo > 1 tais que para qualquer aplicagio
diferencidvel f : R" — R™ com j*f(0) € (wf)~* (W) — 3, existe um nimero positivo &g

tal que para qualquer nimero € com 0 < € < &g lemos:

i) O conjunto f~1(S"1) € uma subvariedade diferencidvel sem bordo, que é homeo-

morfa a esfera unitdria padrdo ST *;

i) A restrigio f: f~H(D") — D" é C°-A-equivalente ao cone
o(f)  f7HSETY) x [0,e]/F7H(SE7Y) x {0} — S27H x [0,¢e]/S27 x {0},

da restrigao f: f7H(SPY) — S definido por o f)(x,t) = (f(x),t).

i) A aplicagao f : f71(S™ 1) — S"1 € topologicamente estdvel (resp. C™-estdvel
nas boas dimensoes de Mather).
Um germe f para o qual existe ey e um representante [ satisfazendo i) e ii) € chamado

de topologicamente de tipo cone.

O conjunto dos germes finitamente determinados satisfaz a hipdotese do Teorema 4.19.
Entao, em termos praticos, podemos dizer que se um germe ¢é finitamente determinado

entao ele admite uma estrutura do tipo cone, como mostra o teorema.

Definicao 4.20. Dada uma aplicacao diferencidvel f : R™ — R"™ e um valor regular y de

f, definimos o grau diferencidvel da aplicacao [ em y por

grau(f,y) = Z sinal(det Jac f(z)),

zef~1(y)
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1 se *>0;
-1 se x<0.

onde sinal(x) = {

O grau de f independe do valor regular escolhido, entao denotaremos grau(f,y) apenas

por grau(f).

Exemplo 4.21. Considere a aplicacao f : R? — R? dada por f(z,y) = (22 — 42, 22y).
Note que det Jac f(z,y) = 422 + 4y*. Assim segue que o ponto (0,0) é o tinico ponto
singular de f. Dai, dado £ > 0, o ponto (0,£) é um ponto regular de f e f(0,¢) = (—¢%,0)
¢ um valor regular de f.
Portanto, f~!(—&2,0) = {(0,¢), (0, —¢)}. Com isso temos

grau(f) = Z sinal(det Jac f(z,y)) =1+1=2.
(zy)ef H(—e20)

Observacao 4.22. 1. Dadas duas aplicacoes f e g, temos
grau(f o g) = grau(f) - grau(g).
De fato, sabemos que

Jac (f o g) = Jac (f) - Jac (g).

Assim,
det Jac (f og) = det Jac (f) - det Jac (g).

Entao,

grau(fog) = Z sinal(det Jac (f o g)

zef'(y)
= ( Z sinal(det Jac (f))) - ( Z sinal(det Jac (g)))
zef~H(y) zef~H(y)

= grau(f) - grau(g).

2. Na pratica usaremos o grau diferencidvel que é mais facil de calcular, devido nossas

aplicacoes serem de classe C'*°. No entanto, o grau topoldgico pode ser definido de uma
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forma mais geral usando apenas argumentos topolégicos, para aplicagoes continuas. No

caso diferencidvel, estas nocoes de grau (diferencidvel e topoldgico) coincidem.

O teorema a seguir, principal resultado desse capitulo, mostra que o valor absoluto do

grau é um invariante completo para a C’-K-equivaléncia, no caso equidimensional:

Teorema 4.23. (Nishimura [9]) Sejam f, g : (R",0) — (R™,0) germes C°-K-finitamente
determinados e n # 4. Entao, f e g sio C*-K-equivalentes se, e somente se, |grau(f)| =

lgrau(g)|.

Demonstragao: (=) Esta é a implicacdo mais trivial. Suponhamos que f,g :
(R",0) — (R™,0) sdo C’-K-equivalentes. Entdo existe um germe de homeomorfismo
h: (R"0) — (R™"0) e uma familia de germes de homeomorfismos H,(R",0) — (R",0)
(x € R™) tais que H,(f(z)) = g(h(z)).

Seja £y : (R",0) = (R",0), com t € [0, 1], uma homotopia da forma

Fi(r) = Hu g (f(2)).

Entdo temos que Fy(x) = Hy(f(z)) e Fi(z) = Ho(f(z)). Como f é um germe C°-K-
finitamente determinado, entdo f~'(0) = {0} como germe. Além disso, H(i_s, : (R™,0) —
(R”,0) é um germe de homeomorfismo para todo t € [0,1] e z € R", portanto F; *(0) =
{0}. Assim, a nocao de grau estd bem definida para todo F;.

Como Fy(z) e Fi(x) sdo homotdpicas, temos
grau(Fy) = grau(Fy).

Além disso,

lgrau(f)| = [+ 1lgrau(f)]
= lgrau(Ho)llgrau(f)]



(<) Para essa parte da demonstragdo, vamos usar o Teorema 4.19 e o Lema 4.18.
Suponha que |grau(f)| = |grau(g)|. Como por hipdtese f (resp. ¢) é um germe C°-
K-finitamente determinado, entao pelo Teorema 4.19, existe um germe de aplicacao f :
R™ — R" (resp. ¢) topologicamente do tipo-cone e tal que f e ]7 (resp. ¢ e g) sdo
CO-K-equivalentes.

Logo, da hipétese |grau(f)| = |grau(g)|, segue pelo que ja mostramos (condi¢ao (=)),

que |grau(f)| = |grau(g)|.
Vamos considerar algum representante de f (resp. g¢), mas continuaremos usando a

mesma notacdo f (resp. §) para esse representante.

Segue do Teorema 4.19 i) que existe um homeomorfismo

¢ SETL = F(SITY) (resp. ¢ STt — G(SITY).
Agora defina a aplicagao F' : S7~' — S~ por

F(z) = fogs(x) (resp. G(z) = go ¢g(x)).

Como ¢ (resp. ¢4) é um homeomorfismo, temos
lgrau(F)| = |grau(f| gu-1))]

(resp. lgrau(G)| = lgrau(Gly 1 (sn1)))-

Seja c(f) (resp. ¢(g)) o cone de

Fof i sm ) — 8™t (resp. g: g H(S™Y) — Snh.

Temos,
lgrau(Fl71sp)| = lgrau(e(F))|
(resp. lgrau(glg-1(sp1)| = lgrau(c(g))l).

Pela parte ii) do Teorema 4.19 e pelo que ji mostramos (condigao (=)),segue que

lgrau(c(f))| = lgrau(f)] e |grau(c(g))| = |grau(g)|-
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Usando as igualdades obtidas anteriormente, podemos concluir que
|grau(F)| = |grau(G)|.

Pelo Teorema do Grau de Brouwer, temos que existe uma homotopia H; : Sgo_l — Sgo_l
(t €[0,1]) tal que Hy= F e H; = G ou G.

Considere ¢(Hy) : S271 % [0,1]/527" x {0} — S271 % [0,1]/S27" x {0} o cone desta
homotopia, ou seja, c(Hy)(x,s) = (Hy(z),s). Entao,

c(Hy) = c(F) e c¢(Hy) =c(G) ou ¢(G);

e ainda
c(H;)™'(0) = {0} para todo t € [0,1].

Identifique, de forma canénica, o conjunto S~' x [0,1]/S~! x {0} com o disco DZ..
Como ¢(H;) é o cone de Hy, pela compacidade do intervalo [0, 1] segue que existe um
subconjunto finito {tg,1,...,%x} de [0,1] tal que 0 = ty < ... < tx = 1 e para qualquer
inteiro 7 com 0 < i < k — 1 e qualquer ¢ € [t;,t;41], 0 vetor ¢(H;)(z) ndo pertence ao
conjunto {ac(Hy,)(r)|a € R_} para todo x € D..

Logo, pelo Lema 4.23, ¢(F) e ¢(G) sao C°-K-equivalentes.

Visto que o cone c(¢f) (resp. ¢(¢,)) é um homeomorfismo, ¢(F) e o(f) (resp. ¢(G) e
c(g)) sao C°~R-equivalentes.

Portanto, deduzimos que:
f cox J?C?;A () CO-R o(F) ok «(G) CO-R (@) cO-A gc(’;’C "
Logo, f e g sao C’-K-equivalentes. O
Exemplo 4.24. Sejam f, g : (R? 0) — (R? 0) dadas por
fla,y) = (2% y") e glz,y) = (2* — y*, 2y),

germes C°-K-finitamente determinados.
Como |grau(f)| =0 # 2 = |grau(g)|, segue do Teorema 4.23 que estes germes nao sao

CO-K-equivalentes. O
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Observacao 4.25. 1. A hipdtese de C’-K-determinacio finita no Teorema 4.23 ¢é fun-

damental para que o grau das aplicacoes esteja bem definido, pois ela acarreta que
f710) = {0}

2. Aqui reproduzimos a versao original do resultado de Nishimura, excluindo a
condicao n # 4. Esta restricao devia-se na época a Conjectura de Poincaré que ainda era

um problema em aberto.

4.1 Consideracoes Finais

Com relacao ao estudo da equivaléncia de contato topoldgica, outros resultados surgiram
complementando o caso nao equidimensional. Inicialmente, Costa [1] provou que para
germes finitamente determinados f : (R",0) — (RP,0) com n < p, existe apenas uma
classe de C'-K-equivaléncia. Assim, o interesse maior se voltaria ao caso em que n > p.

A hipétese fundamental para o caso n < p, feito por Nishimura e Costa, é a de que
f admite uma estrutura conica, fato este baseado no Teorema 4.19. Na verdade aqui
usamos a versao do Teorema de Fukuda para o caso de interesse n = p. Mas o resultado
de Fukuda no qual é baseado o Teorema 4.19 do artigo [3] vale para o caso n < p. Ha
ainda outro resultado de Fukuda para o caso n > p, o qual pode ser encontrado em [4].
No entanto, para n > p, Fukuda nao deixa explicita a estrutura conica.

Costa e Nuno-Ballesteros [2] adaptaram a construcdo de Fukuda dada no Teorema

4.19 de tal modo que agora a aplicacao restricao
fopist oS!

chamada (link de f) nao era mais requerida estdvel (como no item iii) do Teorema 4.19.
Os autores provaram que o link estd bem definido a menos de homotopia e sua classe de
homotopia ¢ usada para determinar a C%-K-classe de f. Os resultados obtidos em [2] por

Costa e Nuno-Ballesteros generalizam os resultados parciais de Nishimura [9] e de Costa

[1].
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