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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os polinômios ortogonais em várias variáveis com
relação a um funcional linear, L e suas propriedades análogas às dos polinômios ortogo-
nais em uma variável, tais como: a relação de três termos, a relação de recorrência de
três termos, o teorema de Favard, os zeros comuns e a cubatura gaussiana. Além disso,
apresentamos um método para gerar polinômios ortonormais em duas variáveis e alguns
exemplos.

Palavras-chave: Polinômios ortogonais em várias variáveis, zeros comuns de polinô-
mios ortogonais em várias variáveis, fórmula de cubatura gaussiana.



Abstract

The aim here is to study the orthogonal polynomials in several variables with respect
to a linear functional, L. Also, to study its properties analogous to orthogonal polyno-
mials in one variable, such as the three term relation, the three term recurrence relation,
Favard’s theorem, the common zeros and Gaussian cubature. A method to generating
orthonormal polynomials in two variables and some examples are presented.

Keywords: Orthogonal polynomials in several variables, common zeros of orthogonal
polynomials in several variables, Gaussian cubature formula.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria de polinômios ortogonais na reta real tem vasta aplicação em todos os tipos
de problemas da Matemática Pura e Ciências Aplicadas. Esses polinômios satisfazem
diversas propriedades interessantes, como a relação de recorrência de três termos, o po-
linômio de grau n possui todos os seus zeros reais, distintos e dentro do intervalo de
ortogonalidade, que caracteriza um resultado muito importante para as fórmulas de qua-
dratura Gaussianas, além do entrelaçamento dos zeros de polinômios ortogonais de graus
consecutivos.

Esse estudo é de verificar quais propriedades e resultados são extensões dos polinômios
ortogonais em uma variável. Porém, durante este trabalho percebemos que muitas dessas
estruturas se tornam complexas como, por exemplo, os zeros, que no caso de duas variáveis
podem ser curvas algébricas, e essas estruturas são mais complicadas no caso de mais
variáveis.

A seguir apresentamos, brevemente, os conteúdos dos capítulos desta dissertação, que
foi baseada nos textos de Dunkl e Xu [5] e Krall e Sheffer [11].

No Capítulo 2 apresentamos algumas propriedades e definições sobre matrizes, descre-
vemos também algumas definições e resultados dos polinômios ortogonais, como a fórmula
de recorrência de três termos, Teorema de Favard, zeros dos polinômios e fórmulas de qua-
dratura Gaussiana. Por fim, apresentamos alguns polinômios clássicos.

No Capítulo 3 apresentamos as definições de polinômios ortogonais em várias va-
riáveis e notações necessárias para essas definições. Além disso, apresentamos algumas
propriedades sobre estes polinômios e os análogos à relação de três termos e ao Teorema
de Favard.

No Capítulo 4 estudamos a extensão das propriedades das funções pesos pares dos
polinômios ortogonais em uma variável, denotadas por integrais centralmente simétricas,
e estendemos também as matrizes de Jacobi e os núcleos reprodutores. Apresentamos um



2

teorema sobre a condição necessária e suficiente para um sistema de polinômios em várias
variáveis que satisfaz a relação de recorrência ser um sistema de polinômios ortogonais.

No Capítulo 5 descrevemos a definição de zero comum para polinômios ortogonais em
várias variáveis e suas propriedades, por exemplo, que os zeros comuns dos polinômios
ortogonais são pontos do Rd, distintos e dois polinômios ortogonais não tem zeros comuns
em comum. Apresentamos a fórmula de cubatura Gaussiana e seus teoremas relacionados
com os zeros comuns dos polinômios ortogonais em várias variáveis.

Finalmente, no Capítulo 6, apresentamos os exemplos conhecidos como produto tensor,
um método para gerar polinômios ortogonais em duas variáveis dado por Koornwinder
[10] e alguns polinômios gerados por ele, além de exemplos das matrizes coeficientes da
relação de três termos.



Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo veremos alguns assuntos preliminares importantes para a compreensão
do trabalho. Esses assuntos são referentes a definições de corpo, resultados sobre matrizes,
pois os coeficientes que acompanham o vetor polinomial coluna ou o vetor monomial
coluna são matrizes, e sobre os polinômios ortogonais na reta real.

2.1 Álgebra linear

Nesta seção veremos alguns pré-requisitos importantes para o decorrer deste trabalho.
As demonstrações serão omitidas, pois são bem conhecidas na literatura como em Horn
e Johnson [8], Callioli [2], Coelho e Lourenço [4] e Lima [12].

Definição 2.1.1. Um conjunto não vazio K é um corpo se em K pudermos definir duas

operações, denotadas por +(adição) e ·(multiplicação), satisfazendo as seguintes proprie-

dades:

(A1) a+ b = b+ a, ∀a, b ∈ K (propriedade comutativa).

(A2) a+ (b+ c) = (a+ b) + c, ∀a, b, c ∈ K (propriedade associativa).

(A3) Existe um elemento em K, denotado por 0 e chamado de elemento neutro da adição,

que satisfaz 0 + a = a+ 0 = a, ∀a ∈ K.

(A4) Para cada a ∈ K, existe um elemento em K, denotado por −a e chamado de oposto

de a (ou inverso aditivo de a), tal que a+ (−a) = (−a) + a = 0.
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(M1) a · b = b · a, a, b ∈ K (propriedade comutativa).

(M2) a · (b · c) = (a · b) · c, a, b, c ∈ K (propriedade associativa).

(M3) Existe um elemento em K, denotado por 1 e chamado de elemento neutro da mul-

tiplicação, tal que 1 · a = a · 1 = a, a ∈ K.

(M4) Para cada elemento não nulo, a ∈ K, existe um elemento em K, denotado por a−1

e chamado de inverso multiplicativo de a, tal que a · a−1 = a−1 · a = 1.

(D) (a+ b) · c = a · c+ a · b, ∀a, b, c ∈ K (propriedade distributiva).

Apresentamos a seguir alguns resultados sobre matrizes.

Definição 2.1.2. Uma matriz quadrada N ∈ Rn×n é definida positiva se, para todo

x ∈ Rn não-nulo,

xTNx > 0.

Proposição 2.1.3. Seja N uma matriz quadrada inversível. Então,

a) se N é simétrica, sua inversa também é simétrica,

b) sua transposta também é inversível.

Proposição 2.1.4. Se N é uma matriz quadrada com detN ̸= 0, então

N−1 =
1

detN
adj(N),

onde adj(N) é a matriz adjunta de N .

Proposição 2.1.5. Se N é uma matriz simétrica, então seus autovalores são reais.

Proposição 2.1.6. N é uma matriz definida positiva se, e somente se, sua inversa é

definida positiva.

Definição 2.1.7. Duas matrizes quadradas M e N são simultaneamente diagonalizáveis

se existe uma única matriz quadrada S, tal que S−1MS e S−1NS são ambas matrizes

diagonais.

Proposição 2.1.8. Sejam M e N matrizes quadradas de mesma ordem e diagonalizáveis.

Então, M e N comutam se, e somente se, elas são simultaneamente diagonalizáveis.
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Definição 2.1.9. Seja N ∈ Rm×n. O posto de N é o número máximo de linhas, ou

colunas, linearmente independentes dessa matriz.

Definição 2.1.10. A matriz N ∈ Rm×n tem posto completo quando seu posto é igual ao

min {m,n}.

Proposição 2.1.11. Suponha que N é uma matriz de dimensão m× n, então

(1.) posto(N) ≤ min(m,n);

(2.) posto(NTN) = posto(NNT ) = posto(N) = posto(NT );

(3.) se N é uma matriz quadrada (m = n), então N é inversível se, e somente se, N

tem posto n, isto é, A tem posto completo;

(4.) se M é uma matriz qualquer de dimensão n× k, então

posto(NM) ≤ min{postoN, postoM};

(5.) se M é uma matriz de dimensão n×k com posto n, então posto(NM) = posto(N);

(6.) se M é uma matriz de dimensão l×m com posto m, então posto(MN) = posto(N).

A seguir apresentaremos uma desigualdade muito importante sobre posto, a desigual-
dade de posto de Sylvester.

Proposição 2.1.12. Se N é uma matriz de dimensão m× n e M é de dimensão n× k,

então posto(N) + posto(M)− n ≤ posto(NM).

Teorema 2.1.13. M ∈ Rn×n é simétrica se, e somente se, existe uma matriz ortogonal

O ∈ Rn×n e uma matriz diagonal D ∈ Rn×n tal que N = OTDO.

2.2 Polinômios ortogonais em uma variável

Nesta seção veremos uma breve apresentação dos polinômios ortogonais na reta real.
As demonstrações serão omitidas mas são facilmente encontradas em textos clássicos como
os de Chihara [3] e Szegő [15], ou, ainda, em Ismail [9].
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Definição 2.2.1. Seja {µn}∞n=0 uma sequência de números reais e seja L um funcional

linear definido no espaço vetorial dos polinômios por

L(xn) = µn, n = 0, 1, 2, . . .

L(απ1(x) + βπ2(x)) = αL(π1(x)) + βL(π2(x))

para todo α, β ∈ R e π1(x), π2(x) polinômios.

Os números µn são chamados de momentos de ordem n e L é dito funcional de mo-

mento determinado pela sequência de momentos {µn}∞n=0.

Definição 2.2.2. Uma sequência {pn(x)}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios or-

togonais com respeito a um funcional de momento L se, para todo n e m inteiros não-

negativos,

a) pn(x) é um polinômio de grau exatamente n,

b) L(pm(x)pn(x)) = 0 para m ̸= n,

c) L(p2n(x)) ̸= 0.

Como
{
xk
}∞
k=0

é uma base para o espaço dos polinômios, então temos que os polinômios
ortogonais podem ser escritos como

pn(x) = knx
n + kn−1x

n−1 + kn−2x
n−2 + . . .+ k1x+ k0,

onde dizemos que kn é o coeficiente do termo de maior grau do polinômio ortogonal pn(x).

Teorema 2.2.3. Seja {pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais com respeito

a L. Então, todo polinômio π(x) de grau n pode ser escrito como combinação linear dos

polinômios ortogonais até grau n, isto é,

π(x) =
n∑

k=0

ckpk(x),

onde ck =
L(π(x)pk(x))

L(p2n(x))
, k = 0, 1, . . . , n.

Teorema 2.2.4. Sejam L um funcional linear e {pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios.

Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) {pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais.

(b) L(xmpn(x)) = 0 se m < n e L(xnpn(x)) = κn, onde κn ̸= 0, n = 0, 1, 2, . . ..
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(c) L(π(x)pn(x)) = 0 se grau(π(x)) < n.

Se {pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais e satisfazem a condição adi-
cional L(p2n(x)) = 1, então {pn(x)}∞n=0 é chamada de uma sequência de polinômios orto-
normais e denotamos por {p̃n(x)}∞n=0. Uma sequência de polinômios ortogonais, {pn(x)},
tal que os pn(x) são mônicos, é chamada sequência de polinômios ortogonais mônicos e
será denotada por {p̄n(x)}.

Teorema 2.2.5. Seja L um funcional de momento e seja {pn(x)}∞n=0 uma sequência de

polinômios ortogonais. Então

(i) p̃n(x) =
pn(x)

(L(p2n(x)))
1
2

formam uma sequência de polinômios ortonormais,

(ii) p̄n(x) = k−1
n pn(x), onde kn é o coeficiente do termo de maior grau de pn(x), formam

uma sequência de polinômios ortogonais mônicos.

Definição 2.2.6. Seja {µn}∞n=0 uma sequência de momentos. Definimos o determinante

de Hankel por

∆n = det


µ0 µ1 · · · µn

µ1 µ2 · · · µn+1

...
... . . . ...

µn µn+1 · · · µ2n


Teorema 2.2.7. Seja L um funcional de momento determinado pela sequência de mo-

mentos {µn}∞n=0. Então, existe uma sequência de polinômios ortogonais se, e somente se,

∆n ̸= 0.

Definição 2.2.8. Um funcional de momento L é dito positivo definido se L(π(x)) > 0

para todo polinômio π(x) não identicamente nulo e não-negativo para todo x.

Definição 2.2.9. L é quase-definido se, e somente se, ∆n ̸= 0 para n ≥ 0.

Teorema 2.2.10. L é um funcional de momento definido positivo se, e somente se,

∆n > 0, para todo n ≥ 0.

Uma das propriedades mais importantes dos polinômios ortogonais é o fato de três
polinômios de graus consecutivos estarem conectados por uma relação simples.
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Teorema 2.2.11. Seja L um funcional de momento e seja {pn(x)}∞n=0 uma sequência de

polinômios ortogonais. Então, existem constantes αn, βn e γn tais que

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x), n = 0, 1, 2, . . . , (2.2.1)

onde definimos p−1(x) = 0 e p0(x) = γ0. Além disso,

αn =
L(xpn(x)pn+1(x))

L(p2n+1(x))
,

βn =
L(xp2n(x))

L(p2n(x))
,

γn = αn−1
L(p2n(x))

L(p2n−1(x))
.

Desse teorema obtemos a relação equivalente

pn+1(x) =

(
1

αn

x− βn

αn

)
pn(x)−

γn
αn

pn−1(x).

Caso os polinômios sejam ortonormais, temos a seguinte relação de recorrência de três
termos.

Teorema 2.2.12. Seja L um funcional de momento e seja {p̃n(x)}∞n=0 a sequência de

polinômios ortonormais. Então, existem constantes α̃n e β̃n tais que

xp̃n(x) = α̃np̃n+1(x) + β̃np̃n(x) + α̃n−1p̃n−1(x), n = 0, 1, 2, . . . , (2.2.2)

onde definimos p̃−1(x) = 0 e p̃0(x) = α̃−1.

O próximo teorema afirma que qualquer sequência de polinômios que satisfaz a relação
(2.2.1) é uma sequência de polinômios ortogonais. Este teorema recebe o nome de Teorema
de Favard em homenagem a J. Favard que o enunciou em 1935.

Teorema 2.2.13. Sejam {αn}∞n=0, {βn}∞n=0 e {γn}∞n=0 sequências arbitrárias de números

reais e seja {pn(x)}∞n=0 definida pela relação de recorrência de três termos

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x), n = 0, 1, 2, . . . ,

p−1(x) = 0, p0(x) = γ0. (2.2.3)

Então, existe um único funcional de momento L tal que

L(1) = 1, L(pm(x)pn(x)) = 0, para m ̸= n, n,m = 0, 1, 2, . . . .
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Definição 2.2.14. Um funcional de momento é simétrico se todos os momentos ímpares

são iguais a zero.

Teorema 2.2.15. Seja {p̄n(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com

respeito ao funcional quase-definido L. Então, seguem as equivalências:

(i) L é simétrico.

(ii) p̄n(−x) = (−1)np̄n(x), n ≥ 0.

(iii) Na relação de recorrência de três termos, βn = 0 para todo n ≥ 1.

A seguir, apresentamos a identidade de Christoffel-Darboux para polinômios ortogo-
nais mônicos.

Teorema 2.2.16. Se {p̄n(x)}∞n=0 satisfaz

p̄n(x) = (x− β̄n)p̄n−1(x)− γ̄np̄n−2(x), n = 1, 2, 3, . . .

p̄−1(x) = 0, p̄0(x) = 1.

com λn ̸= 0 para n ≥ 1. Então,
n∑

k=0

p̄k(x)p̄k(u)

γ̄1γ̄2 · · · γ̄k+1

= γ̄1γ̄2 · · · γ̄n+1
p̄n+1(x)p̄n(u)− p̄n(x)p̄n+1(u)

x− u
. (2.2.4)

No Teorema 2.2.16, caso os polinômios sejam ortonormais, então a identidade de
Christoffel-Darboux é da forma

n∑
k=0

p̃k(x)p̃k(u) =
k̃n

k̃n+1

p̃n+1(x)p̃n(u)− p̃n(x)p̃n+1(u)

x− u
. (2.2.5)

Teorema 2.2.17. A seguinte fórmula confluente de (2.2.4) é válida
n∑

k=0

p̄2k(x)

γ̄1γ̄2 · · · γ̄k+1

= γ̄1γ̄2 · · · γ̄n+1

p̄′n+1(x)p̄n(x)− p̄′n(x)p̄n+1(x)

x− u
. (2.2.6)

Definição 2.2.18. Os polinômio núcleos são definidos, a partir do polinômios ortonor-

mais, da seguinte forma

Kn(x, u) =
n∑

k=0

p̃k(x)p̃k(u).

Teorema 2.2.19. Seja L um funcional definido positivo e seja z0 um número real arbi-

trário. Então,

[Kn(z0, z0)]
−1 = minL[|π2(x)|],

onde o mínimo é sobre todos os polinômios de grau no máximo n e π(z0) = 1.
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Um resultado muito interessante sobre os polinômios ortogonais diz respeito a seus ze-
ros que satisfazem muitas propriedades. Apresentamos a seguir alguns deles pertencentes
ao suporte de L.

Teorema 2.2.20. Os zeros dos polinômios ortogonais pn(x), n ≥ 1, são reais e distintos.

Ordenando os zeros de pn(x) de forma crescente e os denotando por xn,i, para i =

1, 2, . . . , n, então podemos enunciar o seguinte teorema sobre o entrelaçamento dos zeros
dos polinômios ortogonais.

Teorema 2.2.21. Os zeros de pn(x) e pn+1(x) se entrelaçam, isto é,

xn+1,i < xn,i < xn+1,i+1, i = 1, 2, . . . , n. (2.2.7)

Um resultado importante sobre os zeros dos polinômios ortogonais é a fórmula de
quadratura Gaussiana.

Teorema 2.2.22. Seja L um funcional definido positivo. Então, existem números an,1,

an,2, . . . , an,n tais que, para todo polinômio π(x) de grau no máximo 2n− 1,

L(π(x)) =
n∑

k=1

an,kπ(xn,k).

Os números an,k, k = 1, . . . , n, são todos positivos e satisfazem a condição
n∑

k=1

an,k = µ0.

2.2.1 Polinômios ortogonais clássicos

Veremos, agora, os polinômios ortogonais clássicos que serão úteis no último capítulo
dessa dissertação. Para isso, necessitamos de algumas definições preliminares.

Definição 2.2.23. O símbolo de Pochhammer é definido para todo x ∈ K, onde K é um

corpo, por

(x)0 = 1, (x)n =
n∏

i=1

(x+ i− 1), para n = 1, 2, 3, . . . .

Uma forma recursiva para esta definição é (x)0 = 1 e (x)n+1 = (x)n(x + n) para
n = 1, 2, 3, . . . .

Definição 2.2.24. A função Gama é definida a partir da integral de Euler de segunda

espécie, para x ∈ C e Re(x) > 0, como

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt.



2.2. Polinômios ortogonais em uma variável 11

Dessa definição, obtemos propriedade de recorrência a seguir.

Propriedade 2.2.25. Para x ∈ C e Re(x) > 0, temos que a função Gama satisfaz

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Definição 2.2.26. A função Beta é definida, para x, y ∈ C, Re(x) > 0 e Re(y) > 0, pela

integral de Euler de primeira espécie

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt.

A função Beta pode ser escrita em termos da função Gama.

Teorema 2.2.27. Para x, y ∈ C, Re(x) > 0 e Re(y) > 0, temos

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Polinômios de Jacobi

Os polinômios de Jacobi são ortogonais no intervalo [−1, 1] com relação à função peso
(1 − x)α(1 + x)β, α, β > −1, α, β,∈ R. Esses polinômios serão denotados por P

(α,β)
n e

satisfazem∫ 1

−1

P (α,β)
n (x)P (α,β)

m (x)(1− x)α(1 + x)βdx =

0, se m ̸= n,

2α+β+1Γ(α+n+1)Γ(β+n+1)
(α+β+2n+1)n!Γ(α+β+n+1)

̸= 0, se m = n.
(2.2.8)

Os polinômios ortonormais de Jacobi são dados por

P̃ (α,β)
n (x) =

(
(α + β + 2n+ 1)n!Γ(α + β + n+ 1)

2α+β+1Γ(α+ n+ 1)Γ(β + n+ 1)

)1/2

P (α,β)
n (x).

A relação de recorrência de três termos dos polinômios ortonormais de Jacobi é

xP̃ (α,β)
n (x) = αnP̃

(α,β)
n+1 (x) + βnP̃

(α,β)
n (x) + αn−1P̃

(α,β)
n−1 (x),

onde P̃
(α,β)
−1 (x) = 0, P̃ (α,β)

0 (x) =
(
2α+β+1B(α + 1, β + 1)

)−1/2 e
αn =

(
(α + n+ 1)(β + n+ 1)(n+ 1)(α + β + n+ 1)

(α + β + 2n+ 1)(α + β + 2n+ 3)

)1/2
2

(α + β + 2n+ 2)
,

βn =
(β2 − α2)

(α+ β + 2n)(α + β + 2n+ 2)
.
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Os polinômios ortogonais no intervalo [0, 1] com relação a função peso (1 − x)αxβ,
podem ser escritos em função dos polinômios de Jacobi, pois se aplicarmos a mudança de
variável x → y+1

2
em (2.2.8), obtemos

∫ 1

0

P (α,β)
n (2x− 1)P (α,β)

m (2x− 1)(1− x)αxβdx =

0, se m ̸= n,

Γ(α+n+1)Γ(β+n+1)
(α+β+2n+1)n!Γ(α+β+n+1)

̸= 0, se m = n.

Nesse caso, os polinômios ortonormais são dados por

P̃ (α,β)
n (2x− 1) =

(
(α+ β + 2n+ 1)n!Γ(α + β + n+ 1)

Γ(α + n+ 1)Γ(β + n+ 1)

)1/2

P (α,β)
n (2x− 1).

A relação de recorrência de três termos, para esses polinômios, é dada por

xP̃ (α,β)
n (2x− 1) = αnP̃

(α,β)
n+1 (2x− 1) + βnP̃

(α,β)
n (2x− 1) + αn−1P̃

(α,β)
n−1 (2x− 1),

onde P̃
(α,β)
−1 (2x− 1) = 0, P̃ (α,β)

0 (2x− 1) = (B(α + 1, β + 1))−1/2 e
αn =

(
(α + n+ 1)(β + n+ 1)(n+ 1)(α + β + n+ 1)

(α + β + 2n+ 1)(α + β + 2n+ 3)

)1/2
1

(α + β + 2n+ 2)
,

βn =

(
(β2 − α2)

2(α + β + 2n+ 2)(α + β + 2n)
+

1

2

)
.

Polinômios de Gegenbauer

Os polinômios que são ortogonais com relação a função peso (1− x2)λ−1/2 em [−1, 1],
são conhecidos como polinômios de Gegenbauer. Esses polinômios são denotados por
G

(λ)
n (x) e satisfazem

∫ 1

−1

G(λ)
n (x)G(λ)

m (x)(1− x2)λ−1/2dx =

0, se m ̸= n,

22λ−1Γ(n+2λ)
(λ+n)n!

(
Γ(λ+1/2)
Γ(2λ)

)2
̸= 0, se m = n.

Os polinômios ortonormais de Gegenbauer são dados por

G̃(λ)
n (x) =

(
(λ+ n)n!

22λ−1Γ(n+ 2λ)

)1/2
Γ(2λ)

Γ(λ+ 1/2)
G(λ)

n (x).

A sua relação de recorrência de três termos por

xG̃(λ)
n (x) =

1

2

(
(n+ 1)(n+ 2λ)

(n+ λ)(n+ λ+ 1)

)1/2

G̃
(λ)
n+1(x) +

1

2

(
n(n+ 2λ− 1)

(n+ λ− 1)(n+ λ)

)1/2

G̃
(λ)
n−1(x),

onde G̃
(λ)
−1(x) = 0 e G̃

(λ)
0 (x) =

(
λΓ(2λ)
22λ−1

)1/2
1

Γ(λ+1/2)
.
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Polinômios de Hermite

Os polinômios de Hermite são ortogonais em R com relação a função peso e−x2 . Os
polinômios de Hermite serão denotados por Hn e satisfazem∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e

−x2

dx =

0, se m ̸= n,

2nn!
√
π ̸= 0, se m = n.

Os polinômios ortonormais de Hermite são dados por

H̃n(x) = (2nn!
√
π)−1/2Hn(x).

Sua relação de recorrência de três termos é

xH̃n(x) =

(
n+ 1

2

)1/2

H̃n+1(x) +
(n
2

)1/2
H̃n−1(x),

onde H̃−1(x) = 0 e H̃0(x) = (
√
π)−1/2.

Polinômios de Laguerre

Os polinômios ortogonais no intervalo R+ = {x : x ≥ 0} com relação a função peso
xαe−x, α > −1, e denotados por L

(α)
n , satisfazem∫ ∞

0

L(α)
n (x)L(α)

m (x)xαe−xdx =

0, se m ̸= n,

Γ(α + n+ 1)n! ̸= 0, se m = n.

Os polinômios ortonormais de Laguerre são dados por

L̃(α)
n (x) = (Γ(α + n+ 1)n!)−1/2L(α)

n (x).

A relação de recorrência de três termos dos polinômios ortonormais de Laguerre é

xL̃(α)
n (x) = −(n+ 1)(α + n+ 1)1/2L̃

(α)
n+1(x) + (2n+ α+ 1)L̃(α)

n (x)− n(α + n)1/2L̃
(α)
n−1(x),

onde L̃
(α)
−1 (x) = 0 e L̃

(α)
0 (x) = (Γ(α + 1))−1/2.

Polinômios de Legendre

Os polinômios de Legendre são ortogonais com relação a função peso 1 no intercalo
[−1, 1]. Esses polinômios são denotados por P

(0)
n (x), pois é um caso particular dos po-

linômios de Jacobi com α = β = 0, e satisfazem∫ 1

−1

P (0)
n (x)P (0)

m (x)dx =

0, se m ̸= n,

2
2n+1

̸= 0, se m = n.



Os polinômios ortonormais de Legendre são dados por

P̃ (0)
n =

(
2n+ 1

2

)1/2

P (0)
n .

A relação de recorrência de três termos dos polinômios ortonormais de Legendre é

xP̃ (0)
n = ((2n+ 3)(2n+ 1))−1/2 (n+ 1)P̃

(0)
n+1(x) + ((2n+ 1)(2n− 1))−1/2 nP̃

(0)
n−1(x),

onde P̃
(0)
−1 (x) = 0 e P̃

(0)
0 (x) = 2−1/2.

Polinômios de Chebyshev de 1a Espécie

Os polinômios de Chebyshev de 1a Espécie são ortogonais com relação a função peso
(1− x2)−1/2 no intercalo [−1, 1]. Esse polinômios serão denotados por Tn(x) e satisfazem

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
1√

1− x2
dx =


0, se m ̸= n,

π, se m = n = 0,

π
2
, se m = n > 0.

Os polinômios ortonormais de Chebyshev de 1a Espécie são dados por

T̃0(x)(π)
−1/2T0(x) e T̃n(x) =

(
2

π

)1/2

Tn(x) se n > 0.

A relação de recorrência de três termos dos polinômios ortonormais de Chebyshev de
1a Espécie é

xT̃n(x)
1

2
T̃n+1(x) +

1

2
T̃n−1(x),

onde T̃−1(x) = 0 e T̃0(x) = (π)−1/2.

Polinômios de Chebyshev de 2a Espécie

Os polinômios de Chebyshev de 2a Espécie são ortogonais com relação a função peso
√
1− x2 no intervalo [−1, 1]. Esses polinômios serão denotados por Ũn(x) e satisfazem

∫ 1

−1

Un(x)Um(x)
√
1− x2dx =

0, se m ̸= n,

π
2
, se m = n.

Os polinômios ortonormais de Chebyshev de 2a Espécie são dados por

Ũn(x) =

(
2

π

)1/2

Un(x).
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A relação de recorrência de três termos dos polinômios ortonormais de Chebyshev de
2a Espécie é da forma

xŨn(x) =
1

2
Ũn+1(x) +

1

2
Ũn−1(x),

onde Ũ−1(x) = 0 e Ũ0(x) =

(
2

π

)1/2

.



Capítulo 3

Polinômios em Várias Variáveis

Nesse capítulo vemos algumas definições necessárias para o estudo dos polinômios
ortogonais em várias variáveis e as propriedades decorrentes dessas definições. Apresenta-
mos também os polinômios construídos por meio de matrizes de momentos, a relação de
três termos para polinômios ortogonais em várias variáveis e o Teorema de Favard para
várias variáveis. Esse estudo foi baseado nos textos de Dunkl e Xu [5] e Krall e Sheffer
[11].

3.1 Notações

Iniciemos com algumas notações para polinômios em várias variáveis e algumas defi-
nições importantes para o bom entendimento do trabalho.

Denotamos por N0 o conjunto dos inteiros não-negativos. Um multi-índice α é dado
por α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd

0, onde Nd
0 é o conjunto das d-uplas cujas componentes pertencem

a N0. Definimos a norma do multi-índice α por

|α| = α1 + . . .+ αd.

Para os multi-índices α, β ∈ Nd
0, definimos δα,β = δα1,β1 . . . δαd,βd

, onde δαi,βi
é o delta de

Kronecker, isto é

δα,β =

1, se αi = βi para todo 1 ≤ i ≤ d,

0, se αi ̸= βi para algum 1 ≤ i ≤ d.

Sejam x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd e α ∈ Nd
0. Então, um monômio xα é definido pelo produto

xα = xα1
1 . . . xαd

d ,
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onde x1, . . . , xd são as variáveis e o número |α| é o grau total do monômio xα.

Exemplo 3.1.1. No caso d = 2, se x = (x, y), um monômio com o multi-índice α = (h, k)

é dado por xα = xhyk e seu grau total é |α| = h+ k.

Desse modo, um polinômio P em d variáveis é uma combinação linear dos monômios,

P (x) =
∑
α

cαxα,

onde cada coeficiente cα é uma constante que depende somente do multi-índice α e per-
tence a um corpo K, onde K usualmente é o conjunto dos números racionais Q, dos
números reais R ou dos números complexos C.

O grau do polinômio é o maior grau total dos monômios. Denotamos por Πd o conjunto
dos polinômios de d variáveis e por Πd

n o conjunto dos polinômios de d variáveis e grau no
máximo n.

Exemplo 3.1.2. ara d = 2, um exemplo de polinômio é

P (x, y) = 3x2y2 − 4

27
x3 + 2x2y − xy2 + 11x2 − 8xy − 7y2 + 13x− 2y +

1

6
,

cujo grau é 4.

Definição 3.1.3. Um polinômio é homogêneo se todos os seus monômios têm o mesmo

grau total e denotamos o conjunto dos polinômios homogêneos de grau n em d variáveis

por Pd
n, isto é,

Pd
n =

P : P (x) =
∑
|α|=n

cαxα

 .

Assim, todo polinômio em Πd pode ser escrito como combinação linear de polinômios
homogêneos. Para P ∈ Πd

n,

P (x) =
n∑

k=1

∑
|α|=k

cαxα.

Exemplo 3.1.4. Um exemplo de polinômio homogêneo de grau 3 em 3 variáveis é

P (x, y, z) = 3x3 + y3 − 2z3 −
√
2x2z +

2

5
xy2 + xyz.

Definição 3.1.5. Um polinômio mônico é aquele que possui um único termo mônico de

maior grau.
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Denotemos por P̄n um polinômio mônico de grau n. Então, este polinômio é da
seguinte forma:

P̄n(x) = xα +Qn−1(x),

onde |α| = n e Qn−1 ∈ Πd
n−1.

Denotemos por rdn a dimensão de Pd
n. Observe que {xα : |α| = n} é uma base de Pd

n e,

assim, rdn = #{α ∈ Nd
0 : |α| = n}. De

1

1− t
=

∞∑
n=0

tn, segue que

1

(1− t)d
=

(
∞∑
n=0

tn

)d

=

(
∞∑

n1=0

tn1

)(
∞∑

n2=0

tn2

)
. . .

(
∞∑

nd=0

tnd

)

=
∞∑
n=0

∑
|α|=n

1

 tn =
∞∑
n=0

rdnt
n.

Por outro lado, pela expansão em série de Taylor, temos

1

(1− t)d
=

∞∑
n=0

(d)n
n!

tn =
∞∑
n=0

d(d+ 1) . . . (d+ n− 1)

n!
tn

=
∞∑
n=0

(
n+ d− 1

n

)
tn.

Comparando os coeficientes de tn das duas séries, concluímos que

rdn = dimPd
n =

(
n+ d− 1

n

)
.

Note que #
{
α ∈ Nd

0 : |α| ≤ n
}
= #

{
α ∈ Nd+1

0 : |α| = n
}
. De fato, podemos reescre-

ver o segundo conjunto como α1 + α2 + . . .+ αd = n− αd+1. Assim, como 0 ≤ αd+1 ≤ n,
segue a igualdade. Portanto,

dimΠd
n =

(
n+ d

n

)
.

Definição 3.1.6. A ordem lexicográfica adotada aqui é dada por xα < xβ se |α| < |β|

ou se |α| = |β| e a primeira componente não-nula de α − β é positiva, onde α − β =

(α1 − β1, α2 − β2, . . . , αd − βd).

Exemplo 3.1.7. No caso d = 2, a ordem lexicográfica nas variáveis x, y é

1 < x < y < x2 < xy < y2 < . . . < xn < xn−1y < . . . < yn < . . . .

De acordo com a definição da ordem lexicográfica, temos que x < y2, pois a norma do

multi-índice do primeiro monômio, α = (1, 0), é menor que a norma do multi-índice do

segundo monômio, β = (0, 2). Além disso, x2y2 < xy3, pois como α = (2, 2) e β = (1, 3),

temos |α| = |β| e a primeira componente não-nula de α − β = (2, 2) − (1, 3) = (1,−1) é

positiva.
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Há outras maneiras de se definir ordem lexicográfica, como, por exemplo a ordem
lexicográfica definida por xα < xβ se a primeira componente da diferença α− β = (α1 −
β1, . . . , αd − βd) é positiva. Mas, esta ordem não preserva a ordem natural do grau total
do monômio. De fato, para d = 2 note que x2y3 < xy pois α− β = (2− 1, 3− 1) = (1, 2).
Contudo, |α| > |β|. Por isso, usamos a ordem lexicográfica da Definição 3.1.6.

3.2 Polinômios ortogonais

Denotamos por rn, em vez de rdn, a dimensão de Pd
n quando d estiver subentendido.

Uma sequência s : Nd
0 7→ R pode ser escrita da forma s = (sα)α∈Nd

0
.

Definição 3.2.1. Para cada sequência s = (sα)α∈Nd
0
, seja Ls o funcional linear definido

em Πd por

Ls(xα) = sα, α ∈ Nd
0, (3.2.1)

onde sα é uma constante real que depende somente do multi-índice α. Chamamos Ls de

funcional de momento definido pela sequência s.

Sejam os elementos do conjunto
{
α ∈ Nd

0 : |α| = n
}

arranjados da forma
α(1), α(2), . . . , α(rdn), de acordo com a ordem lexicográfica.

Definição 3.2.2. Para cada n ∈ N0, seja Xn o vetor monomial coluna

Xn = (xα)|α|=n =
(
xα(1)

, . . . ,xα(rn)
)T

, (3.2.2)

isto é, Xn é um vetor cujos elementos são os monômios xα, com |α| = n arranjados na

ordem lexicográfica.

Exemplo 3.2.3. O vetor monomial coluna, no caso d = 2, é da forma

Xn = (xn, xn−1y, xn−2y2, . . . , xyn−1, yn)T .

Definição 3.2.4. Para k, j ∈ N0 definimos o vetor de momentos sk e o momento matricial

s{k}+{j} por

sk = Ls(Xk) e s{k}+{j} = Ls(Xk(Xj)T ), (3.2.3)

ou seja, o vetor de momento sk é definido aplicando-se o funcional linear em cada compo-

nente do vetor monomial coluna e o momento matricial s{k}+{j} é definido aplicando-se o
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funcional linear em cada componente da matriz Xk(Xj)T . Pela definição, s{k}+{j} é uma

matriz de dimensão rdk × rdj , cujos elementos são Ls(xα+β) para |α| = k e |β| = j.

Exemplo 3.2.5. No caso d = 2, o vetor de momentos é dado por

sk = Ls(Xk) = Ls((x
k, xk−1y, xk−2y2, . . . , xyk−1, yk)T )

= (Ls(x
k),Ls(x

k−1y),Ls(x
k−2y2), . . . ,Ls(xy

k−1),Ls(y
k))T

= (s(k,0), s(k−1,1), s(k−2,2), . . . , s(1,k−1), s(0,k))

e o momento matricial s{k}+{j} por

s{k}+{j} = Ls(Xk(Xj)T )

= Ls((x
k, xk−1y, . . . , yk)T (xj, xj−1y, . . . , yj))

=


Ls(x

k+j) Ls(x
k+j−1y) · · · Ls(x

kyj)

Ls(x
k+j−1y) Ls(x

k+j−2y2) · · · Ls(x
k−1yj+1)

...
... . . . ...

Ls(x
jyk) Ls(x

j−1yk+1) · · · Ls(y
k+j)



=


s(k+j,0) s(k+j−1,1) · · · s(k,j)

s(k+j−1,1) s(k+j−2,2) · · · s(k−1,j+1)

...
... . . . ...

s(j,k) s(j−1,k+1) · · · s(0,k+j)

 .

Definição 3.2.6. Para cada n ∈ N0, definimos a matriz de momentos, Mn,d, por

Mn,d =
(
s{k}+{j}

)n
k,j=0

e ∆n,d = detMn,d. (3.2.4)

Os elementos da matriz de momentos são Ls(xα+β) para |α| ≤ n e |β| ≤ n.

Exemplo 3.2.7. Para d = 2 e n = 2 temos que a matriz de momentos é dada por:
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M2,2 =
(
s{k}+{j}

)2
k,j=0

=


s{0}+{0} s{0}+{1} s{0}+{2}

s{1}+{0} s{1}+{1} s{1}+{2}

s{2}+{0} s{2}+{1} s{2}+{2}



=


Ls(1) Ls(1(X1)T ) Ls(1(X2)T )

Ls((X1)1) Ls((X1)(X1)T ) Ls((X1)(X2)T )

Ls((X2)1) Ls((X2)(X1)T ) Ls((X2)(X2)T )



=



Ls(1) Ls(x) Ls(y) Ls(x
2) Ls(xy) Ls(y

2)

Ls(x) Ls(x
2) Ls(xy) Ls(x

3) Ls(x
2y) Ls(xy

2)

Ls(y) Ls(xy) Ls(y
2) Ls(x

2y) Ls(xy
2) Ls(y

3)

Ls(x
2) Ls(x

3) Ls(x
2y) Ls(x

4) Ls(x
3y) Ls(x

2y2)

Ls(xy) Ls(x
2y) Ls(xy

2) Ls(x
3y) Ls(x

2y2) Ls(xy
3)

Ls(y
2) Ls(xy

2) Ls(y
3) Ls(x

2y2) Ls(xy
3) Ls(y

4)



=



s(0,0) s(1,0) s(0,1) s(2,0) s(1,1) s(0,2)

s(1,0) s(2,0) s(1,1) s(3,0) s(2,1) s(1,2)

s(0,1) s(1,1) s(0,2) s(2,1) s(1,2) s(0,3)

s(2,0) s(3,0) s(2,1) s(4,0) s(3,1) s(2,2)

s(1,1) s(2,1) s(1,2) s(3,1) s(2,2) s(1,3)

s(0,2) s(1,2) s(0,3) s(2,2) s(1,3) s(0,4)


Note que a matriz Mn,d é simétrica. De fato,

MT
n,d =

((
s{k}+{j}

)n
k,j=0

)T
=
(
sT{j}+{k}

)n
j,k=0

=
((

Ls

(
Xj(Xk)T

)T))n
j,k=0

=
(
Ls

(
Xk(Xj)T

))n
k,j=0

=
(
s{k}+{j}

)n
k,j=0

= Mn,d.

Por simplicidade denotaremos, a partir de agora, Ls por L.

Definição 3.2.8. Dizemos que P é um polinômio ortogonal de grau n com respeito ao

funcional de momento L, se P é um polinômio e L(PQ) = 0 para todo polinômio Q de

grau menor ou igual a n− 1.

Denotamos por Vd
n o espaço de polinômios ortogonais de grau exatamente n, isto é,

Vd
n =

{
P ∈ Πd

n : L(P,Q) = 0,∀Q ∈ Πd
n−1

}
. (3.2.5)

A dimensão de Vd
n é a mesma de Pd

n. Daí, é natural usar um multi-índice para indexar o
elemento de uma base ortogonal de Vd

n.
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Podemos ainda considerar os monômios {xα : α ∈ Nd
0} como base de Πd, ordená-los de

acordo com a ordem lexicográfica e, pelo processo de ortogonalização de Gram-Schimidt,
gerar uma base que é mutuamente ortogonal com respeito a L. Porém, como não é natural
ordenar o conjunto {α ∈ Nd

0 : |α| = n}, iremos considerar a ortogonalidade somente em
relação aos polinômios de grau menor, isto é, polinômios de mesmo grau são ortogonais a
polinômios de grau menor, porém podem não ser ortogonais entre si.

Definição 3.2.9. Um funcional linear de momento L é definido positivo se

L(P 2) > 0, ∀P ∈ Πd, P ̸= 0.

Também dizemos que a sequência {sα} é definida positiva quando L o é.

Se P =
∑
α

aαxα é um polinômio em Πd, então L(P ) =
∑
α

aαsα. Em termos da

sequência s, para L ser definido positivo é necessário que∑
α,β

aαaβsα+β > 0,

onde α + β = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αd + βd), para cada sequência a = (aα)α∈Nd
0

em que
aα = 0 para um número finitos de α.

Definição 3.2.10. Um funcional linear L definido em Πd é quase-definido se existe uma

base B ∈ Πd tal que, para qualquer P,Q ∈ B,

L(PQ) = 0, se P ̸= Q e L(P 2) ̸= 0.

Note que um funcional linear L definido positivo é quase-definido, porém quase-
definido não implica em definido positivo.

Definição 3.2.11. Denotamos por Pn o vetor polinomial coluna definido por

Pn = (P n
α )|α|=n = (P n

α(1) , P
n
α(2) , . . . , P

n
α(rn))

T , (3.2.6)

onde {P n
α }|α|=n é uma sequência de polinômios em Πd

n e α(1), α(2), . . . , α(rn) são os ele-

mentos de {α ∈ Nd
0 : |α| = n} arranjados na ordem lexicográfica.

Exemplo 3.2.12. Um vetor polinomial coluna em duas variáveis, d = 2, e de grau 3 é

dado por

P3 =


P 3
(3,0)

P 3
(2,1)

P 3
(1,2)

P 3
(0,3)

 =


2x3 + 4x2y − x2 + 3y + 2

5

5x3 + 2x2y + y3 − y2 + x− 7y + 6

4x2y + 8xy2 + 4x− 9
8
y + 6

x2y − y3 + 4xy − x+ 8y

 .
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Definição 3.2.13. Seja L um funcional de momento. Uma sequência de polinômios

{P n
α : |α| = n, n ∈ N0}, P n

α ∈ Πd
n, é ortogonal com respeito a L se

L(XmPT
n ) = 0, m < n e L(XnPT

n ) = Sn, (3.2.7)

onde Sn é uma matriz inversível de ordem rdn.

Por simplicidade dizemos que o vetor polinomial coluna Pn, que satisfaz (3.2.7), é
um polinômio ortogonal com respeito a L. O conjunto formado pelos polinômios ortogo-
nais, {Pn}∞n=0 é chamado sistema de polinômios ortogonais. Note que, pela definição de
polinômios ortogonais,

L(XmPT
n ) = 0 ⇐⇒ L(xβP n

α ) = 0, |α| = n, |β| = m.

Definição 3.2.14. Um vetor polinomial coluna é mônico se todos os seus elementos Pα

são polinômios mônicos.

Para simplificar, chamamos de polinômio mônico o vetor da definição anterior e o
denotamos por P̄n.

Veremos a seguir algumas consequências imediatas da definição de polinômios ortogo-
nais.

Proposição 3.2.15. Sejam L um funcional de momento e {Pn} um sistema de polinômios

ortogonais com relação a L. Então, {P0,P1, . . . ,Pn} forma uma base para Πd
n.

Dem.: Sejam aT
0 P0 + aT

1 P1 + . . .+ aT
nPn = 0, onde ai ∈ Rri e a aplicação

L(Xk(aT
0 P0 + aT

1 P1 + . . .+ aT
nPn)

T ).

Assim, para k = 0, temos

0 = L(X0(aT
0 P0 + aT

1 P1 + . . .+ aT
nPn)

T ) = L(X0PT
0 )a0 = S0a0.

Pela definição de polinômios ortogonais, como S0 é inversível, segue que a0 = 0. Para
k = 1, como a0 = 0, segue

0 = L(X1(aT
0 P0 + aT

1 P1 + . . .+ aT
nPn) = L(X1PT

0 )a0 + L(X1PT
1 )a1 = S1a1.

Como S1 é inversível, temos que a1 = 0. Analogamente, para k = 2, 3, . . . , n, obtemos
ak = 0. Portanto, {P0,P1, . . . ,Pn} é linearmente independente e forma uma base para
Πd

n. �
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O polinômio ortogonal Pn pode ser escrito em função dos vetores Xk como

Pn = Gn,nXn +Gn,n−1Xn−1 + . . .+Gn,0X0, (3.2.8)

onde Gn,i são matrizes coeficientes de dimensão rdn× rdi e Gn = Gn,n é chamada de matriz
coeficiente do termo de maior grau de Pn.

Proposição 3.2.16. Seja {Pn} um sistema de polinômios ortogonais com respeito a L.

Então, a matriz coeficiente do termo de maior grau Gn é inversível.

Dem.: Pela Proposição 3.2.15, existe uma matriz G′
n tal que

Xn = G′
nPn +Qn−1,

onde Qn−1 é um vetor cujas componentes pertencem a Πd
n−1. Mas, de (3.2.8), temos que

Xn = G′
n(GnXn +Gn,n−1Xn−1 + . . .+Gn,0X0) +Qn−1 = G′

nGnXn +Q′
n−1

e comparando as componentes Xn, segue que G′
nGn = I. Portanto, Gn é inversível. �

Proposição 3.2.17. Seja Pn o polinômio ortogonal com relação a L. Então, a matriz

Hn = L(PnPT
n ) é inversível e simétrica.

Dem.: Como Hn = L(PnPT
n ) = GnL(XnPT

n ) = GnSn, que é inversível pela definição de Sn

e pela Proposição 3.2.16, obtemos

HT
n =

(
L(PnPT

n )
)T

= L
((

PnPT
n

)T)
=
(
L(PnPT

n )
)
= Hn.

Portanto, Hn é simétrica. �

Teorema 3.2.18. Sejam L um funcional de momento quase-definido e {Pn} um sistema

de polinômios. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. Os polinômios são ortogonais de acordo com a Definição 3.2.13.

2. Os polinômios satisfazem

L(PmPT
n ) =

0, se n ̸= m

Hn, se n = m

,

cuja matriz Hn é inversível.
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Dem.: Mostremos que (1) implica (2). De (3.2.8) segue que L(PmPT
n ) = 0 caso m < n

e L(PnPT
n ) = Hn. Portanto, basta mostrar que L(PmPT

n ) = 0 caso m > n, pois, da
Proposição 3.2.17, segue que Hn é inversível.

Da Definição 3.2.13 temos L(Pm(Xn)T ) = 0, m > n, então

L(PmPT
n ) = L(Pm(GnXn + . . .+Gn,0X0)T )

= L(Pm(Xn)T )GT
n + . . .+ L(Pm(X0)T )GT

n,0 = 0.

Por fim, provemos que (2) implica (1). Pela Proposição 3.2.15, segue que

L(XmPT
n ) = L((MmPm +Mm−1Pm−1 + . . .+M0P0)PT

n )

=
m∑
i=0

MiL(PiPT
n ). (3.2.9)

Caso m < n, segue L(XmPT
n ) = 0. Caso n = m, temos L(XnPT

n ) = MnHn, onde Mn

é inversível. De fato, fazendo uma demonstração semelhante à da Proposição 3.2.16, de
(3.2.8) temos Pn = GnXn +Qn−1, onde Qn−1 é um vetor cujas componentes pertencem a
Πd

n−1. Mas, de (3.2.9), obtemos Pn = GnMnPn+Q′
n−1 e, portanto, Mn é inversível. Logo,

L(XnPT
n ) = Sn é inversível. �

Do Teorema 3.2.18 temos outra definição para polinômios ortogonais.

Definição 3.2.19. Seja L um funcional de momento. Um sistema de polinômios, {Pn},

é ortogonal se

L(PmPT
n ) = 0, n ̸= m, e L(PnPT

n ) = Hn,

onde Hn é inversível de ordem rdn.

Definição 3.2.20. Seja L um funcional de momento. Um sistema de polinômios orto-

gonais mônicos, {P̄n}, é definido por

L(P̄nP̄T
m) =

0, n ̸= m

H̄n, n = m

, (3.2.10)

onde H̄n é inversível e P̄n é um polinômio mônico.

Proposição 3.2.21. Se {Pn} é um sistema de polinômios ortogonais, então P̄n = G−1
n Pn

forma um sistema de polinômios ortogonais mônicos.
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Dem.: Provemos que {P̄n} é um sistema de polinômios ortogonais mônicos.

L(P̄nP̄T
m) = L(G−1

n Pn(G
−1
m Pm)

T ) = G−1
n (L(PnPT

m))(G
−1
m )T .

Logo,

L(P̄nP̄T
m) =

0, n ̸= m

G−1
n Hn(G

−1
m )T , n = m

,

onde G−1
n Hn(G

−1
m )T é inversível pelas Proposições 2.1.3 e 3.2.16. Por (3.2.8), temos

P̄n = G−1
n Pn = G−1

n (GnXn +Gn,n−1Xn−1 + . . .+Gn0X0)

= Xn +G−1
n Gn,n−1Xn−1 + . . .+G−1

n Gn0X0.

Portanto, {P̄n} é um sistema de polinômios ortogonais mônicos. �

Lema 3.2.22. Sejam L um funcional de momento e {Pn} um sistema de polinômios

ortogonais com respeito a L. Então, Pn é unicamente determinado pela matriz Sn.

Dem.: Suponha que existam Pn e P∗
n que satisfazem a condição de ortogonalidade de

(3.2.7) com respeito ao mesmo Sn. Sejam Gn e G∗
n as matrizes coeficientes dos termos de

maior grau de Pn e P∗
n, respectivamente. Pela Proposição 3.2.15, {P0, . . . ,Pn} forma uma

base de Πd
n e, portanto, existem Ci : r

d
n × rdi tais que

P∗
n = CnPn + Cn−1Pn−1 + . . .+ C0P0.

Assim, multiplicando ambos os lados da equação acima, à direita, por PT
k e aplicando o

funcional de momento L, segue, da definição de polinômios ortogonais, que

0 = L(P∗
nPT

k ) = CkL(PkPT
k ) = CkHk, 0 ≤ k ≤ n− 1.

Da Proposição 3.2.17, temos Ck = 0 para 0 ≤ k ≤ n − 1. Portanto, P∗
n = CnPn. Agora,

comparando os coeficientes de Xn segue que G∗
n = CnGn, ou seja, Cn = G∗

nG
−1
n . Então,

P∗
n = G∗

nG
−1
n Pn e ,assim,

Sn = L(XnP∗T
n ) = L(Xn(G∗

nG
−1
n Pn)

T ) = L(XnPT
n )(G

∗
nG

−1
n )T = Sn(G

∗
nG

−1
n )T .

Portanto, G∗
nG

−1
n = I e Pn = P∗

n. �

Teorema 3.2.23. Seja L um funcional de momento. Um sistema de polinômios ortogo-

nais em várias variáveis existe se, e somente se,

∆n,d ̸= 0, n ∈ N0,

onde ∆n,d é definido em (3.2.4).
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Dem.: De (3.2.8) e da notação s{k}+{j} em (3.2.3), temos

L(XkPT
n ) = L(Xk(GnXn +Gn,n−1Xn−1 + . . .+Gn,0X0)T )

= s{k}+{n}G
T
n + s{k}+{n−1}G

T
n,n−1 + . . .+ s{k}+{0}G

T
n,0.

Para k = 0, 1, . . . , n, obtemos

s{0}+{0}G
T
n,0 + s{0}+{1}G

T
n,1 + . . .+ s{0}+{n}G

T
n = L(X0PT

n ) = 0,

s{1}+{0}G
T
n,0 + s{1}+{1}G

T
n,1 + . . .+ s{1}+{n}G

T
n = L(X1PT

n ) = 0,

...

s{n}+{0}G
T
n,0 + s{n}+{1}G

T
n,1 + . . .+ s{n}+{n}G

T
n = L(XnPT

n ) = Sn.

Assim, da definição de Mn,d em (3.2.4), segue o sistema de equações lineares

Mn,d


GT

n,0
...

GT
n,n−1

GT
n

 =


0
...
0

Sn

 . (3.2.11)

Mostremos a condição necessária. Se um sistema de polinômios ortogonais existe, então,
pelo Lema 3.2.22, para todo Sn existe exatamente um Pn. Portanto, o sistema de equações
(3.2.11) tem uma única solução, o que implica que Mn,d é inversível e, então, ∆n,d ̸= 0.

Por outro lado, se ∆n,d ̸= 0, então para cada matriz Sn em (3.2.11), há uma única solu-

ção {Gn,0, Gn,1, . . . , Gn}. Seja Pn =
n∑

k=0

Gn,kXk. Então (3.2.11) é equivalente a L(XkPT
n ) =

0, k < n, e L(XnPT
n ) = Sn. �

Lema 3.2.24. Se L é definido positivo, então o determinante ∆n,d > 0.

Dem.: Suponha que L seja definido positivo. Seja a um auto-vetor da matriz Mn,d

correspondente ao auto-valor λ. Então, aTMn,da = λ||a||2. Por outro lado, seja a =

(a0, a1, . . . , an) tal que aj ∈ Rrj e, assim, p(x) =
n∑

j=0

aT
j Xj. Portanto, como Ls é definido

positivo,

0 < Ls(p
2) = Ls

((
n∑

j=0

aT
j Xj

)(
n∑

i=0

aT
i Xi

))

= Ls

( n∑
j=0

aT
j Xj

)(
n∑

i=0

aT
i Xi

)T


=
n∑

j=0

n∑
i=0

aT
j Ls

(
Xj
(
Xi
)T) ai = aTMn,da.
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Logo, λ > 0. Como todos os auto-valores são positivos e Mn,d é simétrica, então, pelo
Teorema 2.1.13, ∆n,d = det(Mn,d) = det(OTDnO) = det(Dn) > 0, onde O é uma matriz
ortogonal e Dn é a matriz diagonal cujos elementos são os auto-valores de Mn,d. �

O corolário a seguir é consequência do Teorema 3.2.23 e do Lema 3.2.24.

Corolário 3.2.25. Se L é um funcional de momento definido positivo, então existe um

sistema de polinômios ortogonais com respeito a L.

Definição 3.2.26. Seja L um funcional de momento. Uma sequência de polinômios

{P n
α : |α| = n, n ∈ N0}, P n

α ∈ Πd
n, é ortonormal com respeito a L se

L(P n
αP

m
β ) = δα,β.

Em notação vetorial, a equação acima torna-se

L(PmPT
n ) = 0, m ̸= n, e L(PnPT

n ) = Irn , (3.2.12)

onde Irn é a matriz identidade de ordem rn.

Teorema 3.2.27. Se L é um funcional de momento definido positivo, então existe uma

base ortonormal com respeito a L.

Dem.: Pelo Corolário 3.2.25, existe uma base de polinômios ortogonais Pn com respeito
a L. Seja Hn = L(PnPT

n ). Para qualquer vetor não-nulo a, P = aTPn é um polinômio
não-nulo pela Proposição 3.2.15. Por isso, aHnaT = L((aTPn)(PT

na)) = L(P 2) > 0,
o que mostra que Hn é uma matriz definida positiva. Pela Proposição 3.2.17 e pelo
Teorema 2.1.13, segue que Hn = OTDnO, onde O é uma matriz ortogonal e Dn é a
matriz diagonal formada pelos auto-valores. Denotamos por H

1
2
n = OTD

1
2
nO a matriz raiz

quadrada positiva de Hn, onde D
1
2
n é a matriz diagonal formada pelas raízes quadradas

dos auto-valores. Assim, Hn = H
1
2
nH

1
2
n e det

(
H

1
2
n

)
̸= 0. Seja então Qn =

(
H

1
2
n

)−1

Pn.
Então,

L(QnQT
n ) =

(
H

1
2
n

)−1

L
(
PnPT

n

) (
H

1
2
n

)−1

=
(
H

1
2
n

)−1

Hn

(
H

1
2
n

)−1

= I,

o que mostra que os elementos de Qn formam uma base ortonormal com respeito a L. �
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3.3 Polinômios ortogonais definidos a partir de matri-

zes de momento

Seja L um funcional de momento definido positivo. Para cada n ∈ N0, seja Mn,d a
matriz de momentos de L como definido em (3.2.4). Então, pelo Lema 3.2.24, Mn,d tem
determinante positivo. Pela Definição 3.2.6, cada linha de Mn,d é determinada por um
multi-índice e a linha com o índice α pode ser escrita com relação a Xk da forma(

L (xα) ,L
(
xαXT

)
, . . . ,L

(
xα (Xn)T

))
= L

(
xα
(
1,XT , . . . , (Xn)T

))
. (3.3.1)

Primeiramente, definimos o polinômio ortogonal monomial em termos da matriz de mo-
mentos. Para cada α ∈ N0, |α| = n, denotemos por Mα(x) a matriz obtida de Mn−1,d

adicionando-se uma linha abaixo e uma coluna a direita da matriz Mn−1,d. A linha é dada
por

(
1,XT , . . . , (Xn−1)

T
)

e a coluna por
(
L(xα),L(xαXT ), . . . ,L(xαXn−1)T

)T , e adicio-
namos o elemento xα no canto inferior direito para tornar a matriz quadrada, ou seja,

Mα(x) =



1 · · · L(X0(Xn−1)T ) L(xα)

L(X1(X0)T ) · · · L(X1(Xn−1)T ) L(xαX1)
... . . . ...

...
L(Xn−1(X0)T ) · · · L(Xn−1(Xn−1)T ) L(xαXn−1)

1 · · · (Xn−1)T xα


.

Então, definimos o polinômio P n
α por

P n
α (x) =

detMα(x)
∆n−1,d

. (3.3.2)

Teorema 3.3.1. Os polinômios P n
α definidos em (3.3.2) são polinômios ortogonais mô-

nicos com relação a L.

Dem.: Expandindo-se o determinante de acordo com a última linha, vemos que os P n
α

assim definidos são polinômios mônicos, P n
α (x) = xα+Qn−1(x), onde Qn−1 ∈ Πd

n−1. Além
disso, multiplicando-se Pα(x) por xβ com |β| ≤ n− 1,

L(xβP n
α (x)) = L

(
xβ

(
detMα(x)
∆n−1,d

))
=

L
(
xβ detMα(x)

)
∆n−1,d

.

Agora,

xβ detMα = det



1 · · · L(X0(Xn−1)T ) L(xα)

L(X1(X0)T ) · · · L(X1(Xn−1)T ) L(xαX1)
... . . . ...

...
L(Xn−1(X0)T ) · · · L(Xn−1(Xn−1)T ) L(xαXn−1)

xβ · · · (xβXn−1)T xα+β


.
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Portanto, aplicando L à última linha, esta linha coincide com alguma linha acima e,
consequentemente, L(xβP n

α (x)) = 0. �
Definiremos a seguir uma sequência de base ortonormais em termos das matrizes de

momentos. Para isso, seja L um funcional de momento definido positivo e, para α ∈ Nd
0

com |α| = n, definimos M̃α(x) como a matriz obtida de Mn,d, em (3.2.4), substituindo-se
a linha (3.3.1) do índice α por

(
1,XT , . . . , (Xn)T

)
, ou seja, com α(1), α(2), . . . , α(rn) sendo

os elementos de {α ∈ Nd
0 : |α| = n} arranjados na ordem lexicográfica, temos que se

α = α(j) para algum 1 ≤ j ≤ rn, então

M̃α(x) =



1 L(X0(X1)T ) · · · L(X0(Xn)T )
...

... . . . ...
L(Xn−1(X0)T ) L(Xn−1(X1)T ) · · · L(Xn−1(Xn)T )

L(xα(1)
(X0)T ) L(xα(1)

(X1)T ) · · · L(xα(1)
(Xn)T )

...
... . . . ...

L(xα(j−1)
(X0)T ) L(xα(j−1)

(X1)T ) · · · L(xα(j−1)
(Xn)T )

1 XT · · · (Xn)T

L(xα(j+1)
(X0)T ) L(xα(j+1)

(X1)T ) · · · L(xα(j+1)
(Xn)T )

...
... . . . ...

L(xα(rn)
(X0)T ) L(xα(rn)

(X1)T ) · · · L(xα(rn)
(Xn)T )



. (3.3.3)

Assim, definimos o polinômio P̃ n
α ∈ Πd

n por

P̃ n
α (x) =

det M̃α(x)
∆n,d

, α ∈ Nn
0 e |α| = n. (3.3.4)

Com uma análise análoga à feita no teorema anterior, obtemos

L(xβP̃ n
α ) =

0, se |β| ≤ n− 1,

δα,β, se |β| = n.
(3.3.5)

Então,
{
{P̃ n

α }|α|=n

}∞

n=0
é uma sequência de polinômios ortogonais com respeito a L.

Seja M−1
n,d(|α| = n) a submatriz de M−1

n,d = (mα,β)|α|,|β|≤n, que consiste dos elementos
mα,β cujos índices satisfazem a condição |α| = |β| = n. De (2.1.4), os elementos de
M−1

n,d(|α| = n) são os cofatores dos elementos de L(Xn(Xn)T ) de Mn,d. Como Mn,d é
positiva definida, então, pela Proposição 2.1.6, M−1

n,d também é definida positiva. Segue,
então, que M−1

n,d(|α| = n) é positiva definida.

Teorema 3.3.2. Seja L um funcional de momento definido positivo. Então, os polinômios

Pn =
(
M−1

n,d(|α| = n)
)− 1

2 P̃n = GnXn + . . . (3.3.6)

são polinômios ortonormais com respeito a L e Gn é definida positiva.
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Dem.: Pela definição de M̃α(x) em (3.3.3), expandindo o determinante sobre a linha(
1,XT , . . . , (Xn)T

)
, obtemos

det M̃α(x) =
∑
|β|=n

Cα,βxβ +Qn−1
α , Qn−1

α ∈ Πd
n−1,

onde Cα,β é o cofator do elemento L(xαxβ) em Mn,d, isto é, adj(Mn,d) = (Cα,β)|α|,|β|≤n.
Portanto, como adj(Mn,d) = ∆n,dM

−1
n,d, podemos escrever

P̃n =
1

∆n,d

∆n,dM
−1
n,d(|α| = n)Xn +Qn−1 = M−1

n,d(|α| = n)Xn +Qn−1.

Segue, de (3.3.5), que L(XnP̃T
n ) = Irn e L(QP̃T

n ) = 0 e, por isso,

L(P̃nP̃T
n ) = M−1

n,d(|α| = n).

Logo, L(PnPT
n ) = I e entãoo Pn é ortonormal. Além disso,

Gn =
(
M−1

n,d(|α| = n)
) 1

2 . (3.3.7)

Portanto, Gn é definida positiva. �

Proposição 3.3.3. Se P̃n é ortonormal com relação a L, então para qualquer matriz

ortogonal On de ordem rdn, os polinômios P∗
n = OnP̃n também são ortonormais.

Dem.: De fato,

L(P∗
n(P∗

m)
T ) = L(OnP̃n(OmP̃m)

T ) = OnL(P̃nP̃T
m)O

T
m =

0, n ̸= m,

Irdn , n = m.

�

Teorema 3.3.4. Seja L definido positivo e seja Qn
α uma sequência de polinômios ortogo-

nais com respeito a L. Então, existe uma matriz ortogonal On tal que Qn = OnPn, onde

Pn são os polinômios ortonormais definidos em (3.3.6). Além disso, a matriz coeficiente

do termo de maior grau G∗
n de Qn satisfaz G∗

n = OnGn, onde Gn é a matriz definida

positiva dada em (3.3.7). Mais ainda,

(detGn)
2 =

∆n−1,d

∆n,d

(3.3.8)

Dem.: Pela Proposição 3.2.15, temos que Qn = OnPn + . . .+O0P0. Multiplicando-se por
PT
k à direita e aplicando L, segue que Ok = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1. Logo, Qn = OnPn. Como

Pn e Qn são ortonormais, temos

I = L(QnQT
n ) = L(OnPn(OnPn)

T ) = OnO
T
n .
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Portanto, On é uma matriz ortogonal. Comparando as matrizes coeficientes do termo de
maior grau de Qn = OnPn e Pn segue que G∗

n = OnGn. A igualdade (3.3.8) segue de
(3.3.7) e do resultado sobre os menores da matriz inversa em [8], isto é,

(detGn)
2 = detG2

n = det(M−1
n,d(|α| = n)) =

detM−1
n,d(1 ≤ |α| ≤ n− 1)

∆n,d

=
∆n−1,d

∆n,d

�

Neste teorema, detGn pode ser visto como uma extensão do coeficiente do termo de
maior grau kn dos polinômios ortogonais em uma variável.

3.4 Relação de três termos

A relação de recorrência de três termos é uma importante propriedade dos polinômios
ortogonais de uma variável e há o análogo à essa relação para os polinômios de várias
variáveis, que toma a forma de vetor-matriz. Seja L um funcional de momento, os po-
linômios ortogonais com respeito ao funcional L serão denotados por Pn, os polinômios
ortonormais serão denotados por P̃n e Hn = L(PnPT

n ).

Teorema 3.4.1. Para n ≥ 0, existem únicas matrizes An,i : r
d
n × rdn+1, Bn,i : r

d
n × rdn, e

Cn,i : r
d
n × rdn−1, tais que

xiPn = An,iPn+1 +Bn,iPn + Cn,iPn−1, 1 ≤ i ≤ d, (3.4.1)

onde P−1 = 0 e C−1,i = 0. Além disso,
An,iHn+1 = L(xiPnPT

n+1),

Bn,iHn = L(xiPnPT
n ),

An,iHn+1 = HnC
T
n+1,i.

(3.4.2)

Dem.: Como xiPn é um vetor cujas componentes são polinômios de grau n + 1, pela
Proposição 3.2.15, ele pode ser escrito como combinação linear de polinômios ortogonais.
Assim, existem matrizes Mk,i tais que

xiPn = Mn+1,iPn +Mn,iPn + . . .+M0,iP0.



3.4. Relação de três termos 33

Multiplicando ambos os lados à direita por PT
k e aplicando L, segue que Mk,iHk =

L(xiPnPT
k ). Pela ortogonalidade e pela Proposição 3.2.17, obtemos Mk,i = 0, k =

0, 1, . . . , n− 2. Portanto,

xiPn = An,iPn+1 +Bn,iPn + Cn,iPn−1.

De fato, An,iHn+1 = L(xiPnPT
n+1), Bn,iHn = L(xiPnPT

n ) e Cn,iHn−1 = L(xiPnPT
n−1). Logo,

basta mostrar que An,iHn+1 = HnC
T
n+1,i,

An,iHn+1 = L(xiPnPT
n+1) =

(
L
((

xiPnPT
n+1

)T))T
=

(
L
(
xiPn+1PT

n

))T
= (Cn+1,iHn)

T

= HT
nC

T
n+1,i,

pois da Proposição 3.2.17, Hn é simétrica. �

Para os polinômios ortonormais P̃n, Hn = I, segue a seguinte relação de três termos.

Teorema 3.4.2. Para n ≥ 0, existem únicas matrizes An,i : r
d
n × rdn+1 e Bn,i : r

d
n × rdn,

tais que

xiP̃n = An,iP̃n+1 +Bn,iP̃n + AT
n−1,iP̃n−1, 1 ≤ i ≤ d, (3.4.3)

onde P̃−1 = 0 e A−1,i = 0. Além disso, as matrizes Bn,i, 1 ≤ i ≤ d, são simétricas.

Dem.: Segue, do teorema anterior, que (3.4.3) é válido. Basta mostrar que Bn,i é simétrica.
De fato,

Bn,i = L(xiP̃nP̃T
n ) = (L((xiP̃nP̃T

n )
T ))T = (L(xiP̃nP̃T

n ))
T = BT

n,i.

�

As matrizes coeficientes da relação de três termos satisfazem várias propriedades. Ve-
jamos algumas, seja Gn a matriz coeficiente do termo de maior grau de Pn (ou P̃n), como
anteriormente definida. Comparando o maior coeficiente de ambos os lados de (3.4.1),
obtemos

An,iGn+1 = GnLn,i, (3.4.4)

onde Ln,i são matrizes de dimensão rdn × rdn+1 definidas por

Ln,iXn+1 = xiXn. (3.4.5)
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Exemplo 3.4.3. No caso de duas variáveis, d = 2, temos que os vetores monomiais co-

luna são Xn+1 = (xn+1, xny, xn−1y2, . . . , x2yn−1, xyn, yn+1) e Xn = (xn, xn−1y, . . . , xyn−1, yn).

Assim, as matrizes Ln,i são dadas por

Ln,1 =


1 0 0

. . . ...

0 1 0

 e Ln,2 =


0 1 0
... . . .

0 0 1

 .

Definição 3.4.4. Dadas as matrizes N1, . . . , Nd de mesma dimensão p × q, definimos a

matriz junção N por

N = (NT
1 , . . . , N

T
d )

T , N : dp× q. (3.4.6)

Com essa definição, consideramos as matrizes Ln =
(
LT
n,1, . . . , L

T
n,d

)T e An =
(
AT

n,1, . . . , A
T
n,d

)T
de dimensão drdn × rdn+1. A seguir, demonstraremos algumas propriedades das matrizes
Ln, Ln,i, An e An,i.

Proposição 3.4.5. Para cada i, 1 ≤ i ≤ d, as matrizes Ln,i satisfazem a equação

Ln,iL
T
n,i = I. Além disso,

postoLn,i = rdn, 1 ≤ i ≤ d, e postoLn = rdn+1.

Dem.: Por definição, cada linha de Ln,i contém exatamente um elemento igual a um e os
demais são iguais a zero. Por esta razão, Ln,iL

T
n,i = I e, pela Proposição 2.1.11, segue que

postoLn,i = rdn. Agora, sejam

Nn =
{
α ∈ Nd

0 : |α| = n
}

e Nn,i =
{
α ∈ Nd

0 : |α| = n, αi ̸= 0
}
,

e consideremos a = (aα)α∈Nn um vetor de dimensão rdn+1. Então, Ln,i pode ser vista como
uma aplicação que projeta a na restrição em Nn+1,i, isto é, Ln,ia = a

∣∣
Nn+1,i

. Para provar
que Ln tem posto completo, devemos mostrar que se Lna = 0, então a = 0. De fato, pela
definição de Ln, temos que, se Lna = 0, então Ln,ia = 0, 1 ≤ i ≤ d. Do fato de Ln,i ser
uma projeção e

∪
iNn,i = Nn, Ln,ia = 0 implica que a = 0. �

Teorema 3.4.6. Para n ≥ 0 e 1 ≤ i ≤ d,

postoAn,i = postoCn+1,i = rdn. (3.4.7)

Além disso, para as matrizes junção An e CT
n ,

postoAn = rdn+1 = postoCn+1 = rdn+1. (3.4.8)
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Dem.: Da relação (3.4.4) e do fato de Gn ser inversível, segue que

An,i = GnLn,iG
−1
n+1.

Assim, das Proposições 2.1.11 e 3.4.5, temos

postoAn,i = postoLn,i = rdn.

Como Hn é inversível, pela equação (3.4.2), An,iHn+1 = HnC
T
n+1,i, e, da Proposição 2.1.11,

segue que postoCn+1,i = rdn.
Vamos provar, agora, (3.4.8). De An,iGn+1 = GnLn,i implica, pela notação de matriz

junção, que AnGn+1 = diag{Gn, . . . , Gn}Ln, onde diag{Gn, . . . , Gn} é de ordem drdn.
Como Gn é inversível, segue que diag{Gn, . . . , Gn} é inversível. Das Proposições 3.4.5 e
2.1.11 segue que postoAn = rdn+1. Além disso, da terceira equação de (3.4.2) obtemos
AnHn+1 = diag{Hn, . . . , Hn}CT

n+1, onde diag{Hn, . . . , Hn} é uma matriz de ordem drdn, e,
como Hn é inversível, temos postoCn+1 = postoAn = rdn+1. �

Portanto, pelo teorema anterior, segue que a matriz An tem posto completo, e, assim,
An tem uma inversa generalizada DT

n , escrita como

DT
n =

(
DT

n,1, . . . , D
T
n,d

)
, rdn+1 × drdn,

onde DT
n,i : r

d
n+1 × rdn, ou seja,

DT
nAn =

d∑
n=1

DT
n,iAn,i = I. (3.4.9)

Note que a matriz D que satisfaz (3.4.9) não é única. De fato, seja A uma matriz de
dimensão s× t, s > t. Considere postoA = t, e seja a decomposição em valores singulares
de A dada por

A = W T

[
D

0

]
U,

onde D : t×t é uma matriz diagonal inversível, W : s×s e U : t×t são matrizes unitárias.
Então, a matriz DT definida por

DT = UT (D−1, D1)W,

onde D1 : s × t pode ser qualquer matriz, satisfaz DTA = I. A matriz DT é chamada
de inversa generalizada de A. Caso D1 = 0, então a matriz DT é a única matriz inversa
generalizada, conhecida como inversa generalizada de Moore-Penrose, que é denotado por
A+ (veja Ben-Israel e Greville [1]).

A seguir obtemos uma generalização da relção de recorrência de três termos com a
matriz generalizada DT

n .



3.5. Teorema de Favard 36

Teorema 3.4.7. Seja DT
n uma inversa generalizada de An. Então, existem matrizes

En : rdn+1 × rdn e Fn : rdn+1 × rdn−1 tais que

Pn+1 =
d∑

i=1

xiD
T
n,iPn + EnPn + FnPn−1, (3.4.10)

onde
d∑

i=1

DT
n,iBn,i = −En e

d∑
i=1

DT
n,iC

T
n,i = −Fn.

Dem.: Multiplicando a relação de três termos (3.4.3) por DT
n,i e somando para i = 1, . . . , d,

obtemos
d∑

i=1

DT
n,iAn,iPn+1 =

d∑
i=1

DT
n,i(xiPn −Bn,iPn − Cn,iPn−1)

e, portanto, como DT
n é uma inversa generalizada de An,

Pn+1 =
d∑

i=1

xiD
T
n,iPn +

d∑
i=1

(−DT
n,iBn,i)Pn +

d∑
i=1

(−DT
n,iC

T
n,i)Pn−1.

Portanto, (3.4.10) vale com
d∑

i=1

DT
n,iBn,i = −En e

d∑
i=1

DT
n,iC

T
n,i = −Fn. �

A equação (3.4.10) é análoga à relação de recorrência de três termos para polinômios
ortogonais em uma variável. Porém, vale ressaltar que, no caso de várias variáveis, a
relação de três termos implica na relação de recorrência de três termos, porém a relação
de recorrência de três termos não implica na relação de três termos, como no caso de
polinômios ortogonais em uma variável, ou seja, se escolhermos matrizes An,i, Bn,i e Cn,i e
usarmos (3.4.10) para gerar uma sequência de polinômios, esses polinômios em geral não
satisfazem a relação de três termos.

3.5 Teorema de Favard

Os próximos teoremas são para várias variáveis um análogo ao Teorema de Favard em
uma variável. O Teorema de Favard para várias variáveis fornece uma condição necessária
e suficiente para que um sistema de polinômios sejam ortogonais ou ortonormais.

Teorema 3.5.1. Seja {Pn}∞n=0 = {P n
α : |α| = n, n ∈ N0},P0 = 1, um sistema arbitrário

de polinômios de Πd. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1.) Existe um funcional linear L que é quase-definido em Πd e que torna {Pn}∞n=0 um

sistema de polinômios ortogonais em Πd.
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(2.) Para n ≥ 0, 1 ≤ i ≤ d, existem matrizes An,i, Bn,i e Cn,i tais que

(a) os polinômios Pn satisfazem a relação de três termos (3.4.1),

(b) as matrizes da relação de três termos (3.4.1) satisfazem as condições de posto

(3.4.7) e (3.4.8).

Dem.: Dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.6 obtemos que a afirmação (1) implica (2). Para provar
que (2) implica (1), primeiro provamos que o sistema {Pn} forma uma base de Πd. Para
isso é suficiente mostrar que a matriz coeficiente do termo de maior grau, Gn, de Pn é
inversível.

Provemos, por indução sobre n, que Gn é inversível. Para n = 0, temos, por hipótese,
que P0 = 1. Então, G0 = 1 e é inversível. Agora, suponha que Gn é inversível e, então,
uma vez que Pn satisfaz a relação de três termos, comparando as matrizes coeficientes de
Xn+1 de ambos os lados da igualdade, segue que An,iGn+1 = GnLn,i, 1 ≤ i ≤ d. Assim,
AnGn+1 = diag{Gn, . . . , Gn}Ln, onde a matriz diag{Gn, . . . , Gn} é de ordem drdn, que
tem a matriz Gn na diagonal principal. Portanto, diag{Gn, . . . , Gn} é inversível. Das
Proposições 2.1.11 e 3.4.5 temos que postoAnGn+1 = posto diag{Gn, . . . , Gn}Ln = rdn+1.
Das Proposições 2.1.11 e 2.1.12, e de (3.4.8), segue que

postoGn+1 ≥ postoAnGn+1 ≥ postoAn + postoGn+1 − rdn+1 = postoGn+1.

Então, postoGn+1 = postoAnGn+1 = rdn+1. Portanto, da Proposição 2.1.11 temos que
Gn+1 é inversível.

Assim, {Pn} é uma base de Πd. Então, podemos definir o funcional linear L em Πd

por
L(1) = 1, L(Pn) = 0, n ≥ 1.

Agora, provemos, por indução, que

L(PkPT
j ) = 0, k ̸= j. (3.5.1)

Seja n ≥ 0 um inteiro. Suponha que (3.5.1) vale para quaisquer k e j tais que 0 ≤ k ≤ n

e j > k. Como na demonstração de (3.4.10), usa-se somente a relação de três termos e o
fato do postoAn = rdn+1. Segue, de (a) e (b), que (3.4.10) vale para Pn. Portanto, para
l > n+ 1, segue, da hipótese de indução, que

L(Pn+1PT
l ) = L

((
d∑

i=1

xiD
T
n,iPn + EnPn + FnPn−1

)
PT
l

)

= L

(
d∑

i=1

xiD
T
n,iPnPT

l

)
= L

(
d∑

i=1

DT
n,iPnxiPT

l

)

= L

(
d∑

i=1

xiD
T
n,iPn(Al,iPl+1 +Bl,iPl + Cl,iPl−1)

T

)
= 0,
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o que completa a indução.
Por fim, provemos que Hn = L(PnPT

n ) é inversível, para assim provar que {Pn} é uma
base ortogonal com relação ao funcional linear L. Para n = 0 segue da definição que
H0 = L(P0PT

0 ) = L(1) = 1. Logo H0 é inversível. Suponha que Hn seja inversível. De
(3.5.1) e da demonstração da relação de três termos, segue que An,iHn+1 = HnC

T
n+1,i e,

assim,

AnHn+1 = diag{Hn, . . . , Hn}CT
n+1. (3.5.2)

Então, diag{Hn, . . . , Hn} é inversível e, por (b) e da Proposição 2.1.11,

postoAnHn+1 = posto(diag{Hn, . . . , Hn}CT
n+1) = rdn+1.

Mas, da hipótese (b) e das Proposições 2.1.11 e 2.1.12, temos

postoHn+1 ≥ posto(AnHn+1) ≥ postoAn + postoHn+1 − rdn+1 = postoHn+1.

Portanto, segue que postoHn+1 = posto(AnHn+1) = rdn+1 e, pela Proposição 2.1.11, temos
que Hn+1 é inversível. Isto completa a indução e, assim, {Pn} é uma base ortogonal com
relação a L.

Assim, juntamente com a Proposição 3.2.17 obtemos que Hn é simétrica e inversível.
Logo, existem matrizes Mn e Dn tais que Hn = MnDMT

n e Dn é diagonal. Para Qn =

M−1
n Pn, obtemos

L(QnQT
n ) = M−1

n L(PnPT
n )(M

−1
n )T = Dn.

Isto prova que L define um funcional linear quase-definido em Πd. �

Se os polinômios do teorema acima satisfazem (3.4.3) em vez de (3.4.1), então eles são
polinômios ortonormais com relação a um funcional linear definido positivo.

Teorema 3.5.2. Seja {Pn}∞n=0 = {P n
α : |α| = n, n ∈ N0},P0 = 1, um sistema arbitrário

de polinômios de Πd. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1.) Existe um funcional linear L que é definido positivo em Πd e que torna {Pn}∞n=0

uma base ortonormal em Πd.

(2.) Para n ≥ 0, 1 ≤ i ≤ d, existem matrizes An,i e Bn,i tais que

(a) os polinômios Pn satisfazem a relação de três termos (3.4.3),

(b) as matrizes da relação de três termos (3.4.3) satisfazem as condições de posto

(3.4.7) e (3.4.8).



3.5. Teorema de Favard 39

Dem.: Dos Teoremas 3.4.2 e 3.4.6 segue que (1) implica (2).
Provemos que (2) implica (1). Do Teorema 3.5.2, temos que existe um funcional li-

near L quase-definido com relação ao qual {Pn}∞n=0 é uma base ortogonal em Πd. Assim,
basta provar que este funcional linear é definido positivo e torna {Pn}∞n=0 uma base or-
tonormal em Πd, ou seja, Hn é a matriz identidade. Provemos, inicialmente, que {Pn}
é ortonormal. Por indução provemos que Hn = Irdn , onde Irdn é a matriz identidade de
ordem rdn. Temos que H0 = L(P0PT

0 ) = L(1) = 1. Suponha, agora, que Hn = Irdn . Então,
diag{Hn, . . . , Hn} = Idrdn e, como CT

n+1 = An, a equação (3.5.2) pode ser escrita como
AnHn+1 = An. Da condição de posto (3.4.8), existe DT

n , a inversa generalizada de An.
Isto implica que Hn+1 é a matriz identidade, o que completa a prova de indução e mostra
que {P}∞n=0 é uma base ortonormal em Πd com relação ao funcional L.

Provemos, agora, que L define um funcional linear definido positivo. Assim, seja P

um polinômio não nulo de grau n. Então, P pode ser escrito como P = aT
nPn+ . . .+aT

0 P0

e, desse modo,

L
(
P 2
)

= L
((

aT
nPn + . . .+ aT

0 P0

) (
aT
nPn + . . .+ aT

0 P0

)T)
= L

((
aT
nPn + . . .+ aT

0 P0

) (
PT
nan + . . .+ PT

0 a0

))
= aT

nL(PnPT
n )an + . . .+ aT

0L(P0PT
0 )a0

= ∥an∥2 + . . .+ ∥a0∥2 > 0.

Isto conclui a prova do teorema. �

Vale ressaltar, do Teorema de Favard em várias variáveis (Teorema 3.5.1), que a relação
de três termos e a condição de posto caracterizam a ortogonalidade. Porém, extrair
informações essenciais dos polinômios ortogonais a partir da relação de três termos é mais
complicado, pois os coeficientes de (3.4.1) e (3.4.3) são matrizes e eles são únicos a menos
de uma matriz similar.



Capítulo 4

Propriedades dos Polinômios

Ortogonais em Várias Variáveis

Neste capítulo estudamos algumas propriedades dos polinômios ortogonais em várias
variáveis que são extensões das propriedades de polinômios ortogonais em uma variá-
vel, mas com uma complexidade maior, como, por exemplo, as dos zeros de polinômios
ortogonais em várias variáveis. Para mais detalhes veja Dunkl e Xu [5].

4.1 Integrais centralmente simétricas

Seja L um funcional linear definido positivo. Nesta seção estamos interessados em
exemplos de L que sejam representados como integrais de uma função peso não-negativa
com momentos finitos, isto é, L(f) =

∫
f(x)W (x)dx. Nesses casos referimo-nos a função

W como função peso. Esta seção é similar àquela dos polinômios ortogonais de uma
variável com relação a uma função peso par.

Definição 4.1.1. Seja Ω ⊂ Rd o suporte compacto da função peso W . Então, W é

centralmente simétrica se

x ∈ Ω ⇒ −x ∈ Ω e W (x) = W (−x).

Um funcional linear L é centralmente simétrico se

L(xα) = 0, α ∈ Nd, |α| é um número ímpar.
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Note que se L é expresso como a integral com relação a função peso W , então as duas
definições são equivalentes.

Lema 4.1.2. Se as matrizes coeficientes Bn,i da relação de três termos são nulas para

n ≥ 0 e 1 ≤ i ≤ d, então os polinômios de grau ímpar só têm componentes monomiais de

grau ímpar e os polinômios de grau par só têm componentes monomiais de grau par.

Dem.: Provemos por indução a afirmação. Para n = 0, temos que P0 = 1 = x0
i que só

possui monômios de grau par. Para n = 1, temos, da relação de recorrência (3.4.10), que
P1 =

∑d
i=1 xiD

T
0,i, o que implica que não há termos constantes nas componentes de P1

e só há monômios de grau ímpar. Agora, como Bn,i = 0 para n ≥ 0, 1 ≤ i ≤ d, então,
da relação de recorrência (3.4.10), En = 0 para n ≥ 0. Suponha, por indução, que P2n−1

só tem monômios de grau ímpar e P2n só tem monômios de grau par. Da relação de
recorrência (3.4.10), obtemos

P2n+1 =
d∑

i=1

xiD
T
2nP2n − FnP2n−1, que só tem monômios de grau ímpar e

P2n+2 =
d∑

i=1

xiD
T
2n+1P2n+1 − FnP2n, que só tem monômios de grau par,

o que completa a demonstração. �

Um funcional centralmente simétrico tem uma estrutura relativamente simples que
nos permite obter mais informações sobre a estrutura de polinômios ortogonais. Iniciare-
mos com um teorema que conecta os funcionais centralmente simétricos com as matrizes
coeficientes da relação de três termos.

Teorema 4.1.3. Seja L um funcional linear definido positivo e sejam Bn,i, 1 ≤ i ≤ d,

n ≥ 0, as matrizes coeficientes em (3.4.3) dos polinômios ortogonais com respeito a L.

Então, L é centralmente simétrico se, e somente se, Bn,i = 0, para todo n ∈ N0 e

1 ≤ i ≤ d.

Dem.: Provemos, inicialmente, a condição necessária. Suponha que L seja centralmente
simétrico. Provemos, por indução, que Bn,i = 0. De (3.4.2),

B0,i = L(xiP0PT
0 ) = L(xi) = 0.

Suponha que Bk,i = 0 para 0 ≤ k ≤ n − 1 e 1 ≤ i ≤ d e provemos que Bn,i = 0. Pela
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definição de Bn,i e da relação de recorrência (3.4.10),

Bn,i = L(xiPnPT
n ) = L(xi(

d∑
j=1

DT
n−1,j(xjPn−1 − AT

n−2,jPn−2))

×(
d∑

k=1

DT
n−1,k(xkPn−1 − AT

n−2,kPn−2))
T )

=
d∑

j=1

d∑
k=1

L(xiD
T
n−1,j(xjPn−1 − AT

n−2,jPn−2)

×(xkPn−1 − AT
n−2,kPn−2)

TDn−1,k).

Note que, pelo Lema 4.1.2, a componente (xjPn−1 − AT
n−2,jPn−2)(xkPn−1 − AT

n−2,kPn−2)
T

tem somente somas de monômios de grau par. Portanto, o que está no funcional linear
L são somas de monômios de grau ímpar. Desse modo, como L é centralmente simétrico
segue que Bn,i = 0, o que completa a indução.

Por outro lado, suponha que Bn,i = 0, para n ≥ 0 e provemos, por indução, que
L(xα) = 0, se |α| = ímpar. Assim, mostremos que L(xα) = 0, se |α| = 1. De fato, temos
0 = B0,i = L(xiP0PT

0 ) = L(xi). Suponha que L(xα1
1 . . . xαd

d ) = 0 para |α| = α1+ . . .+αd =

2k − 1, k = 1, . . . , n e, provemos que L(xα) = 0, para |α| = 2n + 1. De (3.4.2) e (3.4.3),
para 1 ≤ j, k ≤ d,

0 = An−1,jBn,iA
T
n−1,k = An−1,jL(xiPnPT

n )A
T
n−1,k

= L(xiAn−1,jPn(An−1,kPn)
T )

= L(xi(xjPn−1 − AT
n−2,jPn−2)(xkPn−1 − AT

n−2,kPn−2)
T )

= L(xixjxkPn−1PT
n−1)− L(xixjPn−1PT

n−2)An−2,k

−AT
n−2,jL(xixkPn−2PT

n−1) + AT
n−2,jL(xiPn−2PT

n−2)An−2,k.

Pelo Lema 4.1.2 e pela hipótese de indução, segue que L(xixjPn−1PT
n−2) = 0 e

L(xixkPn−2PT
n−1) = 0, pois são polinômios que só têm monômios de grau ímpar até 2n−1.

Além disso, L(xiPn−2PT
n−2) = Bn−2,i = 0. Portanto, L(xixjxkPn−1PT

n−1) = 0. Multipli-
cando L(xixjxkPn−1PT

n−1) à esquerda e à direita por An−2,l e AT
n−2,m, respectivamente,

temos para 1 ≤ l,m ≤ d, obtemos

0 = L(xixjxkPn−1PT
n−1) = An−2,lL(xixjxkPn−1PT

n−1)A
T
n−2,m

= L(xixjxkAn−2,lPn−1(An−2,mPn−1)
T )

= L(xixjxk(xlPn−2 − AT
n−3,lPn−3)(xmPn−2 − AT

n−3,mPn−3)
T )

= L(xixjxkxlxmPn−2PT
n−2)− L(xixjxkxlPn−2PT

n−3)An−3,m

−AT
n−3,lL(xixjxkxmPn−3PT

n−2) + AT
n−3,lL(xixjxkPn−3PT

n−3)An−3,m.
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Analogamente, segue do Lema 4.1.2 e da hipótese de indução, que
0 = L(xixjxkxlxmPn−2PT

n−2). Multiplicando à esquerda e à direita por Ap,q e AT
p,r, respec-

tivamente, para 1 ≤ q, r ≤ d e p = n − 3, . . . , 1 e usando o mesmo argumento segue que
L(xα1

1 . . . xαd
d ) = 0, com α1 + . . .+ αd = 2n− 1, o que completa a indução. �

Do Lema 4.1.2 e do teorema anterior podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.4. Seja L um funcional linear centralmente simétrico. Então, um polinô-

mio ortogonal de grau n com respeito a L é uma soma de monômios de grau par, se n for

par, e uma soma de monômios de grau ímpar, se n for ímpar.

Se um funcional linear L ou a função peso W não forem centralmente simétricos, mas
tornam-se centralmente simétrico através de uma transformação linear não-singular, então
os polinômios ortogonais têm estrutura semelhante ao caso de centralmente simétricos.
Porém, os coeficientes Bn,i da relação de três termos não serão nulos. Eles devem satisfazer
a seguinte condição de comutatividade, que sugere a seguinte definição.

Definição 4.1.5. Se as matrizes coeficientes Bn,i da relação de três termos satisfazem

Bn,iBn,j = Bn,jBn,i, 1 ≤ i, j ≤ d, n ∈ N0, (4.1.1)

então o funcional linear L ou o função peso W é quase-centralmente simétrico.

Uma vez que a condição Bn,i = 0 implica (4.1.1), então centralmente simétrico implica
em quase-centralmente simétrico.

Teorema 4.1.6. Seja W uma função peso definida em Ω ⊂ Rd. Suponha que W seja

centralmente simétrica sob uma transformação linear não-singular

u 7→ x, x = Tu + a, detT > 0, x,u, a ∈ Rd.

Então, W é quase-centralmente simétrica.

Dem.: Sejam W ∗(u) = W (Tu + a) e Ω∗ = {u : x = Tu + a,x ∈ Ω}. Denotemos por
P̃n os polinômios ortonormais associados a W . Então, usando a mudança de variáveis
x → Tu + a, temos∫

Ω

P̃n(x)P̃m(x)W (x)dx =

∫
Ω∗

P̃n(Tu + a)P̃T
m(Tu + a)W (Tu + a) detTdu.

Assim, os polinômios ortonormais com respeito a W ∗ são dados por P∗(u) =
√
detT P̃n(Tu+

a). Mostremos que as matrizes coeficientes Bn,i(W ) associadas a W são quase-centralmente
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simétricas. De (3.4.2), fazendo a mudança de variáveis x → Tu + a, obtemos

Bn,i(W ) =

∫
Ω

xiP̃n(x)P̃T
n (x)W (x)dx

=

∫
Ω∗

(
d∑

j=1

tijuj + aj

)
P∗
n(u)P∗T

n (u)W ∗(u)du

=
d∑

i=1

tij

∫
Ω∗

ujP∗
n(u)P∗T

n (u)W ∗(u)du

+ai

∫
Ω∗

P∗
n(u)P∗T

n (u)W ∗(u)du

=
d∑

i=1

tijBn,j(W
∗) + aiI.

Por hipótese, W ∗ é centralmente simétrica em Ω∗, o que, pelo Teorema 4.1.3, implica que
Bn,i(W

∗) = 0. Portanto, Bn,i(W ) = aiI implica que Bn,i(W ) satisfaz (4.1.1). Logo, W é
quase-centralmente simétrica. �

4.2 Matrizes de Jacobi em blocos

A seguir apresentamos um teorema que nos fornece uma condição de comutatividade
para os polinômios ortogonais em várias variáveis.

Teorema 4.2.1. Seja {P̃n} uma sequência de polinômios ortonormais que satisfazem a

relação de três termos (3.4.3). Então, as matrizes coeficientes satisfazem as relações de

comutatividade

Ak,iAk+1,j = Ak,jAk+1,i,

Ak,iBk+1,j +Bk,iAk,j = Ak,jBk+1,i +Bk,jAk,i, (4.2.1)

AT
k−1,iAk−1,j +Bk,iBk,j + Ak,iA

T
k,j = AT

k−1,jAk−1,i +Bk,jBk,i + Ak,jA
T
k,i,

para i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ d, e k ≥ 0, onde A−1,i = 0.

Dem.: Pelo Teorema 3.5.2, existe um funcional linear L com relação ao qual {P̃k} é
ortonormal. Assim, da relação de três termos (3.4.3), temos

L(xixjP̃kP̃T
k+2) = L(xiP̃kxjP̃T

k+2) = L[(Ak,iP̃k+1 +Bk,iP̃k + AT
k−1,iP̃k−1)

×(Ak+2,jP̃k+3 +Bk+2,jP̃k+2 + AT
k+1,jP̃k+1)

T ]

= Ak,iAk+1,j.
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Por outro lado,

L(xixjP̃kP̃T
k+2) = L(xjP̃kxiP̃T

k+2) = L[(Ak,jP̃k+1 +Bk,jP̃k + AT
k−1,jP̃k−1)

×(Ak+2,iP̃k+3 +Bk+2,iP̃k+2 + AT
k+1,iP̃k+1)

T ]

= Ak,jAk+1,i.

Portanto, temos a primeira igualdade.
A segunda igualdade segue de L(xixjP̃kP̃T

k+1). De fato,

L(xixjP̃kP̃T
k+1) = L(xiP̃kxjP̃T

k+1) = L[(Ak,iP̃k+1 +Bk,iP̃k + AT
k−1,iP̃k−1)

×(Ak+1,jP̃k+2 +Bk+1,jP̃k+1 + AT
k,jP̃k)

T ]

= Ak,iBk+1,j +Bk,iAk,j.

Além disso,

L(xixjP̃kP̃T
k+1) = L(xjP̃kxiP̃T

k+1) = L[(Ak,jP̃k+1 +Bk,jP̃k + AT
k−1,jP̃k−1)

×(Ak+1,iP̃k+2 +Bk+1,iP̃k+1 + AT
k,iP̃k)

T ]

= Ak,jBk+1,i +Bk,jAk,i.

Por fim, a terceira igualdade segue de

L(xixjP̃kP̃T
k ) = L(xiP̃kxjP̃T

k ) = L[(Ak,iP̃k+1 +Bk,iP̃k + AT
k−1,iP̃k−1)

×(Ak,jP̃k+1 +Bk,jP̃k + AT
k−1,jP̃k−1)

T ]

= Ak,iA
T
k,j +Bk,iBk,j + AT

k−1,iA
T
k−1,j

e

L(xixjP̃kP̃T
k ) = L(xjP̃kxiP̃T

k ) = L[(Ak,jP̃k+1 +Bk,jP̃k + AT
k−1,jP̃k−1)

×(Ak,iP̃k+1 +Bk,iP̃k + AT
k−1,iP̃k−1)

T ]

= Ak,jA
T
k,i +Bk,jBk,i + AT

k−1,jA
T
k−1,i.

Portanto, todas as igualdades estão demonstradas. �

As matrizes de Jacobi em uma variável, J , são definidas através dos coeficientes da
relação de recorrência de três termos dos polinômios ortogonais. Para polinômios em
várias variáveis, também temos o análogo à matriz de Jacobi.

Definição 4.2.2. Suponha que as matrizes coeficientes da relação de três termos (3.4.1)

satisfazem as condições de posto (3.4.7) e (3.4.8), e as condições de comutatividade (4.2.1).
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Definimos a matriz de Jacobi em blocos como a família de matrizes tri-diagonais em bloco

Ji, 1 ≤ i ≤ d, dadas por

Ji =


B0,i A0,i 0

AT
0,i B1,i A1,i

AT
1,i B2,i

. . .

0
. . . . . .

 , 1 ≤ i ≤ d. (4.2.2)

Definição 4.2.3. Para cada n ∈ N0 fixo, definimos a i-ésima matriz de Jacobi em bloco

truncada, através das matrizes coeficientes da relação de três termos (3.4.3), como

Jn,i =



B0,i A0,i 0 · · · 0

AT
0,i B1,i A1,i · · · 0
... . . . . . . . . . ...

0 · · · AT
n−3,i Bn−2,i An−2,i

0 · · · 0 AT
n−2,i Bn−1,i


, 1 ≤ i ≤ d.

Note que Jn,i é uma matriz quadrada de ordem N = dimΠd
n−1.

4.3 Propriedades da relação de três termos

A relação de recorrência em várias variáveis não é tão forte quanto em uma variá-
vel. Isso decorre da relação de recorrência não implicar a relação de três termos, pois
o problema é que a matriz DT

n não é a única inversa à esquerda de An. Porém AnD
T
n

geralmente não é igual à identidade. Assim, devemos compreender melhor o espaço núcleo
de I −AnD

T
n . A relação de recorrência não implica no Teorema de Favard sem acréscimo

de condições.
Discutiremos essas condições através de polinômios ortonormais, pois caso seja de um

sistema de polinômios ortogonais, {Pn}, pela demonstração do Teorema 3.2.27, temos que

P̃n =
(
H

1
2
n

)−1

Pn é uma sequência de polinômios ortonormais.
Serão necessárias algumas condições e definições. Iniciemos com uma definição.

Definição 4.3.1. Para qualquer sequência de matrizes N1, . . . , Nd, onde cada Ni é de

dimensão s× t, definimos a matriz junção ΞN como segue. Seja Ξi,j, 1 ≤ i, j ≤ d, i ̸= j,

a matriz em blocos definida por

Ξi,j = (· · · 0NT
j · · · −NT

i 0 · · · ), Ξi,j : t× ds,
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isto é, os únicos elementos em blocos não-nulos são as matrizes NT
j no i-ésimo bloco e

−NT
i no j-ésimo bloco. Assim, a matriz ΞN é definida a partir das matrizes Ξi,j como

blocos em ordem lexicográfica de {(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ d},

ΞN = [ΞT
1,2|ΞT

1,3| . . . |ΞT
d−1,d].

A matriz ΞN é de dimensão ds×
(
d
2

)
t.

O próximo lema segue imediatamente da definição de ΞN .

Lema 4.3.2. Seja Y = (Y T
1 , . . . , Y T

d )T , Yi ∈ Rs. Então, ΞT
NY = 0 se, e somente se,

NT
i Yj = NT

j Yi, 1 ≤ i < j ≤ d.

Por definição, ΞAn e ΞAT
n

são matrizes de dimensões diferentes. De fato, como An,i :

rdn × rdn+1 e AT
n,i : r

d
n+1 × rdn então,

ΞAn : drdn ×
(
d

2

)
rdn+1 e ΞAT

n
: drdn+1 ×

(
d

2

)
rdn.

Necessitamos encontrar os postos dessas duas matrizes. Para isso, como anteriormente,
da relação (3.4.4) precisamos compreender melhor as matrizes ΞLn e ΞLT

n
, onde as matrizes

Ln,i são definidas por (3.4.5).

Lema 4.3.3. Para n ∈ N0 e 1 ≤ i < j ≤ d, Ln,iLn+1,j = Ln,jLn+1,i.

Dem.: De (3.4.5) segue que, para qualquer x ∈ Rd,

Ln,iLn+1,jXn+2 = Ln,ixjXn+1 = xjLn,iXn+1 = xjxiXn = xixjXn

= xiLn,jXn+1 = Ln,jxiXn+1 = Ln,jLn+1,iXn+2.

Tomando as derivadas parciais com respeito às componentes de x na identidade acima,
segue que (Ln,iLn+1,j − Ln,jLn+1,i)ek = 0 para todo ek da base de Rrn+2 . Portanto, segue
a identidade desejada. �

Lema 4.3.4. Para d ≥ 2 e n ≥ 1, posto ΞLT
n
= drdn+1 − rdn+2.

Dem.: Vamos provar que a dimensão do espaço nulo de ΞT
LT
n

é igual a rdn+2. Seja Y =

(Y T
1 , . . . , Y T

d )T ∈ Rdrn+1 , onde Yi ∈ Rrn+1 . Considere a equação homogênea em drdn+1

variáveis ΞT
LT
n
Y = 0, que, pelo Lema 4.3.2, é equivalente a

Ln,iYj = Ln,jYi, 1 ≤ i < j ≤ d. (4.3.1)

Há exatamente um elemento igual a 1 em cada linha de Ln,i e o posto de Ln,i é rdn. Lembra-
mos Nn =

{
α ∈ Nd

0 : |α| = n
}

e, para cada 1 ≤ i ≤ d, Nn,i =
{
α ∈ Nd

0 : |α| = n e αi ̸= 0
}
.
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Seja µ(N) o número de elementos do conjunto N. Contando o número de soluções inteiras
de |α| = n, isto mostra que µ(Nn) = rdn e µ(Nn,i) = rdn−1. Lembrando que Ln,i é uma
projeção de Nn em Nn,i. Fixamos a correspondência um a um entre os elementos Nn e os
elementos de um vetor em Rrn , e escrevemos Yi

∣∣
Nn+1,j

= Ln,jYi. O sistema da equações
lineares (4.3.1) pode ser escrito como

Yi

∣∣
Nn+1,j

= Yj

∣∣
Nn+1,i

, 1 ≤ i < j ≤ d. (4.3.2)

Estes produzem
(
d
2

)
rdn equações em drdn+1 variáveis em Y , mas nem todos eles são inde-

pendentes. Para quaisquer inteiros distintos i, j e k,

Yi

∣∣
Nn+1,j∩Nn+1,k

= Yj

∣∣
Nn+1,i∩Nn+1,k

,

Yi

∣∣
Nn+1,k∩Nn+1,j

= Yk

∣∣
Nn+1,i∩Nn+1,j

,

Yj

∣∣
Nn+1,k∩Nn+1,i

= Yk

∣∣
Nn+1,j∩Nn+1,i

.

Assim, há exatamente µ(Nn+1,j ∩Nn+1,k) = rdn−1 equações repetidas entre estes três siste-
mas de equações. Contando todas as combinações dos três sistemas gerados em (4.3.2),
temos

(
d
3

)
rdn−1 equações. Contudo, entre elas algumas são contadas mais de uma vez. Re-

petindo o argumento anterior para quatro sistemas distintos gerados pelas equações em
(4.3.1), temos que há µ(Nn,i∩Nn,j∩Nn,k) = rdn−2 equações repetidas. Há

(
d
4

)
combinações

de quatro sistemas diferentes de equações. Então precisamos considerar cinco sistemas de
equações e assim por diante. Desta maneira, segue que há(

d

3

)
rdn−1 −

(
d

4

)
rdn−2 + · · ·+ (−1)d+1rdn−d+2 =

d∑
k=3

(−1)k+1

(
d

k

)
rdn−k+2

equações repetidas em (4.3.2). Então, entre as
(
d
2

)
rdn equações de (4.3.1), o número de

equações independentes é(
d

2

)
rdn −

d∑
k=3

(−1)k+1

(
d

k

)
rdn−k+2 =

d∑
k=2

(−1)k
(
d

k

)
rdn−k+2.

Como a dimensão do espaço nulo é igual ao número de variáveis menos o número de
equações independentes, e como há drdn+1 variáveis, temos que

dim{núcleoΞT
LT
n
} = drdn+1 −

d∑
k=2

(−1)k
(
d

k

)
rdn−k+2 =

d∑
k=1

(−1)k+1

(
d

k

)
rdn−k+2 = rdn+2,

onde a última igualdade segue da soma de Chu-Vandermonde. Portanto, posto ΞLT
n
=

drdn+1 − dim{núcleoΞT
LT
n
} = drdn+1 − rdn+2. �
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Lema 4.3.5. Para d ≥ 2 e n ≥ 1, posto ΞLn = drdn − rdn−1

Dem.: Como no lema anterior, provemos que a dimensão do espaço nulo de ΞLn é rdn−1.

Para Y = (Y T
1 , . . . , Y T

d )T ∈ Rdrdn onde Yi ∈ Rrn . Considere a equação homogênea ΞT
Ln
Y =

0. Pelo Lema 4.3.2, esta equação é equivalente ao sistema de equações lineares

LT
n,iYj = LT

n,jYi, 1 ≤ i < j ≤ d. (4.3.3)

Usando Nn e Nn,i da demonstração do lema anterior. Note que LT
n,iYj é um vetor em Rrn+1 ,

com as coordenadas que correspondem à Nn,i iguais às de Yj e as demais coordenadas são
zeros. Assim, a equação (4.3.3) implica que os elementos de Yj são não nulos somente
onde eles correspondem à Nn,j ∩ Nn,i em LT

n,iYj, isto é, (LT
n,iYj)

∣∣
Nn,i∩Nn,j

, e os elementos
não nulos de Yi são (LT

n,jYi)
∣∣
Nn,i∩Nn,j

. Além disso, estes dois vetores são iguais. Como para
qualquer X ∈ Rrn+1 , Ln−1,jLn,iX = X

∣∣
Nn,i∩Nn,j

, que segue de Ln−1,iLn,jXn+1 = xixjXn−1,
do fato de Ln,iL

T
n,i = I,

(LT
n,iYj)

∣∣
Nn,i∩Nn,j

= Ln−1,jLn,i(L
T
n,iYj) = Ln−1,jYj = Yj

∣∣
Nn−1,j

.

Entretanto, os elementos não nulos de Yi e Yj satisfazem Yi

∣∣
Nn−1,i

= Yj

∣∣
Nn−1,j

, 1 ≤ i < j ≤
d. Assim, há exatamente µ(Nn−1,i) = rdn−1 variáveis independentes na solução de (4.3.3).
Isto é, a dimensão do espaço nulo de ΞT

Ln
é rdn−1. �

Desses dois lemas segue o posto de ΞAn e ΞAT
n
.

Proposição 4.3.6. Sejam An,i as matrizes coeficientes da relação de três termos. Então,

posto ΞAn = drdn − rdn−1 e posto ΞAT
n
= drdn+1 − rdn+2.

Dem.: De (3.4.4) e da definição de ΞN , segue que

ΞAn diag{Gn+1, . . . , Gn+1} = diag{Gn, . . . , Gn}ΞLn ,

onde as matrizes diagonais em blocos da esquerda são de ordem
(
d
2

)
rdn+1, e as da direita de

ordem drdn × drdn. Como Gn e Gn+1 são ambas inversíveis, então estas matrizes em bloco
são inversíveis. Portanto, posto ΞAn = posto ΞLn . Assim, segue a primeira igualdade.
Analogamente, temos que ΞAT

n
diag{Gn+1, . . . , Gn+1} = diag{Gn, . . . , Gn}ΞLT

n
e, assim,

posto ΞAT
n
= posto ΞLT

n
. �

O próximo lema envolve o espaço núcleo de I − AnD
T
n .

Lema 4.3.7. Sejam {An,i} as matrizes coeficientes da relação de três termos (3.4.1) e DT
n

a inversa à direita de An definida em (3.4.9). Então, Y = (Y T
1 , . . . , Y T

d )T , com Yi ∈ Rrn,

pertence ao espaço nulo de I −AnD
T
n se, e somente se, An−1,iYj = An−1,jYi, 1 ≤ i, j ≤ d,

ou, equivalentemente, ΞT
AT

n−1
Y = 0.
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Dem.: Seja a decomposição em valores singulares de An e DT
n como em (3.4.9). An e Dn

são ambos de mesma dimensão drdn × rdn+1. Segue que

I − AnD
T
n = I −W T

(
Λ

0

)
UUT (Λ−1,Λ1)W = W T

(
0 −ΛΛ−1

0 I

)
W,

onde I é a matriz identidade de ordem drdn − rdn+1, daí segue que o posto(I − AnD
T
n ) =

drdn − rdn+1. Por isso,

dim{núcleo(I − AnD
T
n )} = drdn − posto (I − AnD

T
n ) = rdn+1.

Como DT
nAn = I, segue que (I−AnD

T
n )An = An−An = 0, que implica que as colunas de

An formam uma base para o espaço nulo de I − AnD
T
n . Portanto, se (I − AnD

T
n )Y = 0,

então existe um vetor c tal que Y = Anc. Mas pela primeira condição de comutatividade
em (4.2.1) é equivalente a ΞT

AT
n−1

An = 0, isto segue que ΞT
AT

n−1
Y = 0. Por outro lado,

suponha ΞT
AT

n−1
Y = 0. Pela Proposição 4.3.6,

dim{núcleoΞT
AT

n−1
} = drdn − posto ΞT

AT
n−1

= rdn+1.

De ΞT
AT

n−1
Y = 0 segue que as colunas de An formam uma base do núcleo de ΞT

AT
n−1

.
Portanto, existe um vetor d tal que Y = And, que por, DT

nAn = I, implica que (I −
AnD

T
n )Y = 0. �

A seguir enunciamos o teorema sobre a relação de recorrência ser equivalente a um
sistema de polinômios ortonormais com algumas condições adicionais.

Teorema 4.3.8. Seja {Pk}∞k=0 definido por (3.4.10). Então, existe um funcional linear

definido positivo, L, com relação ao qual {Pk}∞k=0 uma base ortonormal em Πd se, e so-

mente se, Bn,i são simétricos, An,i satisfazem a condição de posto (3.4.7), e essas matrizes

coeficientes satisfazem as condições de comutatividade (4.2.1).

Dem.: A condição suficiente já foi provada anteriormente. Mostremos, então, a condição
necessária. Suponha que {Pk}∞k=0 seja definido recursivamente por (3.4.10) e que as ma-
trizes An,i e Bn,i satisfaçam a condição de posto (3.4.7) e as condições de comutatividade
(4.2.1). Provemos que esses polinômios satisfazem a relação de três termos. Desse modo,
pelo Teorema 3.5.2, segue a implicação. Provemos por indução. Para n = 0, como P0 = 1

e P−1 = 0, então

P1 =
d∑

i=1

DT
0,ixi −

d∑
i=1

DT
0,iB0,1. (4.3.4)
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Como A0 e D0 são ambas matrizes d×d e DT
0 A0 = I, segue que A0D

T
0 = I, o que implica

que A0,iD
T
0,j = δi,j. Portanto, multiplicando por A0,j à esquerda em ambos os membros

de (4.3.4), obtemos
A0,jP1 = xj −B0,j = xjP0 −B0,jP0.

Suponha que

Ak,jPk+1 = xjPk −Bk,jPk − AT
k−1,jPk−1, 0 ≤ k ≤ n− 1. (4.3.5)

Agora, mostremos que esta equação vale para k = n. Para isso, provemos que

An,jPn+1 = xjPn −Bn,jPn − AT
n−1,jPn−1 +Qn−2,j, (4.3.6)

onde as componentes do Qn−2,j são elementos de Πd
n−2 e Qn−2,j ∈ Rrj . Como cada

componente de Pn é um polinômio de grau no máximo n, podemos escrever

Pn = Gn,nXn +Gn,n−1Xn−1 +Gn,n−2Xn−2 + . . . ,

para algumas matrizes Gn,k, e novamente denotaremos Gn,n por Gn. Logo, como Pn+1 é
definido pela relação de recorrência (3.4.10) e expandindo o lado esquerdo de (4.3.6) em
componentes de Xk, lembrando que Ln,iXn+1 = xiXn, temos

An,jPn+1 = An,j

(
d∑

i=1

xiD
T
n,iPn + EnPn + FnPn−1

)

= An,j

d∑
i=1

xiD
T
n,i

(
GnXn +Gn,n−1Xn−1 +Gn,n−2Xn−2 + . . .

)
−An,j

d∑
i=1

DT
n,iBn,i

(
GnXn +Gn,n−1Xn−1 +Gn,n−2Xn−2 + . . .

)
−An,j

d∑
i=1

DT
n,iA

T
n−1,i

(
Gn−1Xn−1 +Gn−1,n−2Xn−2 + . . .

)
=

(
An,j

d∑
i=1

DT
n,iGnLn,i

)
Xn+1 (4.3.7)

+

[
An,j

d∑
i=1

DT
n,i (Gn,n−1Ln−1,i −Bn,iGn)

]
Xn

+

[
An,j

d∑
i=1

DT
n,i

(
Gn,n−2Ln−2,i −Bn,iGn,n−1 − AT

n−1,iGn−1

)]
Xn−1 + . . . .
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Agora, expandindo o lado direito de (4.3.6) em componentes de Xk, segue que

xjPn −Bn,jPn − AT
n−1,jPn−1 +Qn−2,j

= xj(GnXn +Gn,n−1Xn−1 +Gn,n−2Xn−2 + . . .)

−Bn,j(GnXn +Gn,n−1Xn−1 +Gn,n−2Xn−2 + . . .)

−AT
n−1,j(Gn−1Xn−1 +Gn,n−2Xn−2 + . . .) + . . .

= (GnLn,j)Xn+1 + (Gn,n−1Ln−1,j −Bn,jGn)Xn (4.3.8)

+(Gn,n−2Ln−2,j −Bn,jGn,n−1 − AT
n−1,jGn−1)Xn−1 + . . . .

Comparando (4.3.7) e (4.3.8) é suficiente mostrar que os três maiores coeficientes na
expansão são iguais. Assim, precisamos estabelecer An,j

∑d
n,i D

T
n,iXn,i = Xn,j, 1 ≤ i ≤ d,

onde Xn,j é uma das seguintes matrizes:

Xn,j =


Qn,j = GnLn,j,

Rn,j = Gn,n−1Ln−1,j −Bn,jGn,

Sn,j = Gn,n−2Ln−2,j −Bn,jGn,n−1 − AT
n−1,jGn−1.

(4.3.9)

Retomando a notação da matriz junção de (3.4.6), podemos escrever as igualdades acima
de forma mais compacta, (I−AnD

T
n )Xn. Desse modo, as equações que precisamos mostrar

são
AnD

T
nQn = Qn, AnD

T
nRn = Rn e AnD

T
nSn = Sn.

Continuamos provando que as colunas de Qn, Rn e Sn pertencem ao espaço nulo de
I − AnD

T
n . Mas, pelos Lemas 4.3.7 e 4.3.2, se reduzem a mostrar que

An−1,iQn,j = An−1,jQn,i,

An−1,iRn,j = An−1,jRn,i,

An−1,iSn,j = An−1,jSn,i.

(4.3.10)

Para demonstrar esta afirmação, note que, se fizermos k = n−1 em (4.3.5) e compararmos
os coeficiente de Xn, Xn−1 e Xn−2 dos dois lados da igualdade, fornecem, respectivamente,

An−1,jGn = Gn−1Ln−1,j,

An−1,jGn,n−1 = Gn−1,n−2Ln−2,j −Bn−1,jGn−1,

An−1,jGn,n−2 = Gn−1,n−3Ln−3,j −Bn−1,jGn−1,n−2 − AT
n−2,jGn−2.

(4.3.11)

Demonstremos, a seguir, cada igualdade de (4.3.10). A primeira igualdade segue da
primeira igualdade de (4.3.11) e do Lema 4.3.3,

An−1,iQn,j = An−1,iGnLn,j = Gn−1Ln−1,iLn,j = Gn−1Ln−1,jLn,i

= An−1,jGnLn,i = An−1,jQn,i.
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A segunda igualdade segue das duas primeiras igualdade de (4.3.11), do Lema 4.3.3 e da
segunda condição de comutatividade (4.2.1) com k = n− 1,

An−1,iRn,j = An−1,i(Gn,n−1Ln−1,j −Bn,jGn)

= An−1,iGn,n−1Ln−1,j − An−1,iBn,jGn

= (Gn−1,n−2Ln−2,i −Bn−1,iGn−1)Ln−1,j − An−1,iBn,jGn

= Gn−1,n−2Ln−2,iLn−1,j −Bn−1,iGn−1Ln−1,j + An−1,iBn,jGn

= Gn−1,n−2Ln−2,jLn−1,i −Bn−1,iAn−1,jGn − An−1,iBn,jGn

= Gn−1,n−2Ln−2,jLn−1,i − (Bn−1,iAn−1,j + An−1,iBn,j)Gn

= Gn−1,n−2Ln−2,jLn−1,i − (An−1,jBn,i +Bn−1,jAn−1,i)Gn

= An−1,jRn,i.

Por fim, a última igualdade de (4.3.10) segue de (4.3.11), do Lema 4.3.3 e da segunda
e terceira condições de comutatividade (4.2.1) com k = n− 1,

An−1,iSn,j = An−1,i(Gn,n−2Ln−2,j −Bn,jGn,n−1 − AT
n−1,jGn−1)

= An−1,iGn,n−2Ln−2,j − An−1,iBn,jGn,n−1 − An−1,iA
T
n−1,jGn−1

= (Gn−1,n−3Ln−3,i −Bn−1,iGn−1,n−2 − AT
n−2,iGn−2)Ln−2,j

−An−1,iBn,jGn,n−1 − An−1,iA
T
n−1,jGn−1

= Gn−1,n−3Ln−3,iLn−2,j −Bn−1,iGn−1,n−2Ln−2,j

−AT
n−2,iGn−2Ln−2,j − An−1,iBn,jGn,n−1 − An−1,iA

T
n−1,jGn−1

= Gn−1,n−3Ln−3,jLn−2,i −Bn−1,i(An−1,jGn,n−1 +Bn−1,jGn−1)

−AT
n−2,i(An−2,jGn−1)− An−1,iBn,jGn,n−1 − An−1,iA

T
n−1,jGn−1

= Gn−1,n−3Ln−3,jLn−2,i − (Bn−1,iAn−1,j + An−1,iBn,j)Gn,n−1

−(Bn−1,iBn−1,j + AT
n−2,iAn−2,j + An−1,iA

T
n−1,j)Gn−1

= An−1,jSn,i.

Portanto, temos (4.3.6). Em particular, de (4.3.5) e (4.3.6), obtemos que

Ak,iGk+1 = GkLk,i, 0 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ d, (4.3.12)

e, como An,i satisfaz a condição de posto, implica que Gn+1 é inversível, como na prova do
Teorema 3.5.1. Para completar a demonstração, devemos mostrar que Qn−2,i = 0. Temos,
de (4.3.6), que

Qn−2,j = An,jPn+1 − (xjPn −Bn,jPn − AT
n−1,jPn−1). (4.3.13)
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Agora, multiplicando por DT
n,j e somando para j = 1, . . . , d, segue, de DT

nAn = I e da
relação de recorrência de três termos (3.4.10), que

d∑
j=1

DT
n,jQn−2,j =

d∑
j=1

DT
n,jAn,jPn+1 − Pn+1 = 0. (4.3.14)

Por outro lado, multiplicando (4.3.13) por An−1,i à esquerda, segue, de (4.3.5), que

An−1,iQn−2,j = An−1,iAn,jPn+1 − xjAn−1,iPn + An−1,iBn,jPn

+An−1,iA
T
n−1,jPn−1

= An−1,iAn,jPn+1 − xj(xiPn−1 −Bn−1,iPn−1 − AT
n−2,iPn−2)

+An−1,iBn,jPn + An−1,iA
T
n−1,jPn−1

= An−1,iAn,jPn+1 − xixjPn−1

+Bn−1,i(An−1,jPn +Bn−1,jPn−1 + AT
n−2,jPn−2)

+AT
n−2,i(An−2,jPn−1 +Bn−2,jPn−2 + AT

n−3,jPn−3)

+An−1,iBn,jPn + An−1,iA
T
n−1,jPn−1

= −xixjPn−1 + An−1,iAn−1,jPn+1

+(An−1,iBn,j +Bn−1,iAn−1,j)Pn

+(An−1,iA
T
n−1,j +Bn−1,iBn−1,j + AT

n−2,iAn−2,j)Pn−1

+(AT
n−2,iBn−2,j +Bn−1,iA

T
n−2,j)Pn−2 + AT

n−2,iA
T
n−3,jPn−3,

o que, pela condição de comutatividade (4.2.1) e lembrando que Bn,i é simétrica, implica
que

An−1,iQn−2,j = An−1,jQn−2,i. (4.3.15)

De (4.3.12), temos An−1,i = Gn−1Ln−1,iG
−1
n . Portanto, (4.3.15) é equivalente a Ln−1,iXj =

Ln−1,jXi, com Xi = G−1
n Qn−2,i. Definimos X como um vetor que satisfaz Ln,iX = Xi.

Em outras palavras, recorrendo a notação usado na prova do Lema 4.3.4, X é definido
como um vetor que satisfaz X

∣∣
Nn,i

= Xi. Como N = ∪Nn,i e

X
∣∣
Nn,i∩Nn,j

= Ln−1,iLn,jX = Ln−1,iXj = Ln−1,jXi = X
∣∣
Nn,j∩Nn,i

,

vemos que X está bem definido. Desse modo, temos que Qn, dado por Qn = Gn+1X, é
bem definido. Assim, por (4.3.12), segue que

Ln,iX = Xi ⇒ Ln,iG
−1
n+1Qn = G−1

n Qn−2,i

⇒ G−1
n An,iQn = G−1

n Qn−2,i

⇒ An,iQn = Qn−2,i.

Logo, usando (4.3.14) e o fato que DT
nAn = I, obtemos Qn = 0. �
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4.4 Soluções gerais da relação de três termos

Nesta seção discutiremos mais uma diferença entre polinômios ortogonais de uma e
de várias variáveis. No caso de uma variável, pelo Teorema de Favard e a relação de três
termos, os polinômios ortogonais podem ser considerados como a solução da equação de
diferenças,

akyk+1 + bkyk + ak−1yk−1 = xyk, k ≥ 1,

onde ak > 0 e as condições iniciais são dadas por y0 = 1, y1 = a−1
0 (x− b0). Sabemos que

a equação de diferenças tem outras soluções que satisfazem a condição inicial y0 = 0 e
y1 = a−1

0 . As componentes da solução, denotada por qk, são costumeiramente chamados
de polinômios associados ou polinômios de segunda espécie. Juntas, essas duas soluções
compartilham de muitas propriedades interessantes e {qn} desempenha um papel impor-
tante em áreas como o problema de momentos, teoria espectral das matrizes de Jacobi e
frações contínuas.

No caso de várias variáveis, pela relação de três termos (3.4.3), podemos considerar
os polinômios ortogonais em várias variáveis como solução das equações de diferenças de
finitos multi-parâmetros

xiYk = Ak,iYk+1 +Bk,iYk + AT
k−1,iYk−1, 1 ≤ i ≤ d, k ≥ 1, (4.4.1)

onde Bk,i são matrizes simétricas e Ak,i satisfazem as condições de posto (3.4.8) e (3.4.7),
com valores iniciais

Y0 = a, Y1 = b, a ∈ R, b ∈ Rd. (4.4.2)

Mas, ao procurar outras soluções linearmente independentes de (4.4.1) que podem ser
definidas como os polinômios associados em várias variáveis, encontramos que não há tal
solução além do sistema de polinômios ortogonais.

Teorema 4.4.1. Se as equações de diferenças de multi-parâmetros (4.4.1) têm solução

P = {Pk}∞k=0 para os valores iniciais

Y ∗
0 = 1, Y ∗

1 = A−1
0 (x−B0), (4.4.3)

então todas as outras soluções de (4.4.1) e (4.4.2) são múltiplas de Pn com a possível

excessão da primeira componente. Mais precisamente, se Y = {Yk}∞k=0 é solução de

(4.4.1) e (4.4.2), então Yk = hPk para todo k ≥ 1, onde h é uma função independente de

k.
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Dem.: Por hipótese e pelo Teorema de Favard (Teorema 3.5.2), temos que Pn = {Pk}∞k=0

forma uma sequência de polinômios ortonormais. Portanto, as matrizes coeficientes de
(4.4.1) satisfazem as condições de comutatividade (4.2.1). Suponha que uma sequência
de vetores {Yk} satisfaz (4.4.1) e os valores iniciais (4.4.2). Para a equação (4.4.1),

Ak,iYk+1 = xiYk −Bk,iYk − AT
k−1,iYk−1, 1 ≤ i ≤ d. (4.4.4)

Multiplicando Ak,jYk+1 à esquerda por Ak−1,i e Ak,iYk+1 à esquerda por Ak−1,j, segue, da
primeira condição de comutatividade (4.2.1) e de (4.4.4) que

Ak−1,i(xjYk −Bk,jYk − AT
k−1,jYk−1)

= Ak−1,j(xiYk −Bk,iYk − AT
k−1,iYk−1), (4.4.5)

para 1 ≤ i, j ≤ d, e k ≥ 1. Em particular, no caso k = 1 temos uma relação entre Y0 e
Y1, que, pela segunda equação de (4.2.1) com k = 0 e o fato de que A0,iA

T
0,j e B0,i são

números, pode ser reescrita como

A0,i(xjY1 −B1,jY1 − AT
0,jY0) = A0,j(xiY1 −B1,iY1 − AT

0,iY0)

xjA0,iY1 − A0,iB1,jY1 − A0,iA
T
0,jY0 = xiA0,jY1 − A0,jB1,iY1 − A0,jA

T
0,iY0

xjA0,iY1 − A0,iB1,jY1 = xiA0,jY1 − A0,jB1,iY1

(xi −B0,i)A0,jY1 = (xj −B0,j)A0,iY1. (4.4.6)

Contudo, como xi e xj são variáveis independentes, Y1 só pode ser função de x. Além
disso, tem que satisfazer A0,iY1 = (xi − bi)h(x), onde h é uma função de x. Substituindo
esta última equação na equação em (4.4.6), obtemos que bi = B0,i. No caso h(x) = 1

corresponde a solução do polinômio ortogonal P. Como DT
0 = A−1

0 , de (4.4.3) segue que

Y1 =
d∑

i=1

DT
0,i(xi −B0,i)h(x) = A−1

0 (x−B0)h(x) = h(x)P1.

Portanto, usando a inversa à esquerda, DT
k , de Ak em (3.4.9), vemos que toda solução de

(4.4.1) satisfaz

Yk+1 =
d∑

i=1

DT
k,ixiYk − EkYk − FkYk−1, (4.4.7)

onde Ek e Fk são definidos como em (3.4.10). Consequentemente, para k = 1,

Y2 =
d∑

i=1

DT
1,i(xiI −B1,i)h(x)P1 − F1Y0

=

(
d∑

i=1

DT
1,i(xiI −B1,i)h(x)P1 − F1h(x)P0

)
+ F1h(x)P0 − F1Y0

= h(x)P2 + F1 (h(x)− Y0) .
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Como Pn é solução da equação (4.4.1) com as condições iniciais (4.4.3), segue, de (4.4.5)
com k = 2, que

A1,i(xjP2 −B2,jP2 − AT
1,jP1) = A1,j(xiP2 −B2,iP2 − AT

1,iP1).

Multiplicando esta equação por h(x) e subtraindo de (4.4.5) com k = 2, concluímos, das
fórmulas para Y1 e Y2, que

A1,i(xjY2 − B2,jY2 − AT
1,jY1)− A1,ih(x)(xjP2 −B2,jP2 − AT

1,jP1)

= A1,i((xjI −B2,j)Y2 − (xjI −B2,j)P2h(x))− AT
1,jY1 + AT

1,jP1h(x)

= A1,i((xjI −B2,j)(h(x)P2 + F1(h(x)− Y0)− h(x)P2))

= A1,i(xjI −B2,j)F1(h(x)− Y0).

Analogamente, obtemos

A1,j(xiY2 −B2,iY2 − AT
1,iY1)− A1,jh(x)(xiP2 −B2,iP2 − AT

1,iP1)

= A1,j(xiI −B2,i)F1(h(x)− Y0).

Portanto, segue que

A1,i(xjI −B2,j)F1(h(x)− Y0) = A1,j(xiI −B2,i)F1(h(x)− Y0).

Se Y0 = h(x), então segue, de (4.4.7) e Y1 = h(x)P1, que Yk = h(x)Pk para todo k ≥ 0.
Agora, suponha que h(x) ̸= Y0. Logo, h(x) − Y0 é um número não nulo e, então, da
fórmula anterior,

A1,i(xjI −B2,j)F1 = A1,j(xiI −B2,i)F1.

Contudo, como xi e xj são variáveis independente, podemos concluir que para manter
essa igualdade é necessário que A1,iF1 = 0, o que implica, por DT

nAn = 1, F1 = 0. Assim,
obtemos da fórmula para Y2 que Y2 = h(x)P2. Portanto, por (4.4.7), Yk = h(x)Pk para
todo k ≥ 1, o que conclui a demonstração. �

4.5 Núcleos reprodutores e série ortogonal de Fourier

Seja L(f) =
∫
fdµ um funcional linear definido positivo, onde dµ é uma medida

de Borel não-negativa com momentos finitos. Seja {P̃ n
α } uma sequência de polinômios

ortonormais com respeito a L. Para qualquer função f em L2(dµ), podemos considerar a
série ortogonal de Fourier com respeito a {P̃ n

α },

f ∼
∞∑
n=0

∑
|α|=n

anα(f)P̃
n
α com anα(f) =

∫
f(x)P̃ n

α (x)dµ.
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Contudo, as bases de polinômios ortonormais não são únicas e a série de Fourier, de fato,
é independente de uma base particular. De fato, usando a notação vetorial P̃n, a definição
acima de série de Fourier pode ser escrita como

f ∼
∞∑
n=0

aT
n (f)P̃n, onde an(f) =

∫
f(x)P̃n(x)dµ. (4.5.1)

Além disso, relembrando que Vd
n denota o espaço dos polinômios ortogonais de grau exata-

mente n como em (3.2.5), segue, da ortonormalidade, que a expansão pode ser considerada
como

f ∼
∞∑
n=0

projVd
n
f, onde projVd

n
f = aT

n (f)P̃n.

Denotaremos o operador projeção projVd
n
f por Pn(f). Em termos de uma base ortonormal,

podemos escrever como

Pn(f ;x) =
∫

f(y)Pn(x,y)dµ(y), Pn(x,y) = P̃T
n (x)P̃n(y). (4.5.2)

O operador projeção é independente de uma base particular. De fato, pelo Teorema 3.3.4,
como duas bases ortonormais diferem por uma matriz ortogonal, é evidente de (4.5.2) que
Pn(f) depende de Vd

n e não de uma base particular de Vd
n. Definimos a n-ésima soma

parcial da expansão ortogonal de Fourier (4.5.1) por

Sn(f) =
n∑

k=0

aT
n (f)Pn =

∫
Kn(·,y)f(y)dµ, (4.5.3)

onde o núcleo Kn(·, ·) é definido por

Kn(x,y) =
n∑

k=0

∑
|α|=k

P k
α(x)P

k
α(y) =

d∑
k=0

Pk(x,y), (4.5.4)

que muitas vezes é chamado de n-ésimo núcleo reprodutor pela razões dadas na sub-seção
abaixo.

4.5.1 Núcleos reprodutores

Para a definição do núcleo reprodutor Kn não é necessário usar uma base ortonor-
mal, qualquer base ortogonal servirá. Além disso, a definição faz sentido para qualquer
funcional de momento.

Definição 4.5.1. Sejam L um funcional de momento e seja Pn um sistema de polinômios

ortogonais com respeito a L. Definimos o núcleo reprodutor Kn, em termos de Pn, como

Kn(x,y) =
n∑

k=0

PT
k (x)H

−1
k Pk(y), Hk = L(PkPT

k ).
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A seguir mostraremos que Kn não depende de uma base particular de Vd
k.

Teorema 4.5.2. Seja Vd
k, k ≥ 0, definido por meio do funcional de momento L. Então,

Kn(·, ·) depende somente de Vd
k e não de uma base particular de Vd

k.

Dem.: Seja Pk uma base de Vd
k. Se Qk é outra base, então existe uma matriz inversível

Mk, independente de x, tal que Pk(x) = MkQk(x). Sejam Hk(P) = L(PkPT
k ) e Hk(Q) =

L(QkQT
k ). Então,

H−1
k (P) =

(
L(PkPT

k )
)−1

=
(
L((MkQk) (MkQk)

T )
)−1

=
(
MkL(QkQT

k )M
T
k

)−1
=
(
MkHk(Q)MT

k

)−1

=
(
MT

k

)−1
H−1

k (Q)M−1
k .

Portanto,

PT
kH

−1
k (P)Pk = PT

k

[(
MT

k

)−1
H−1

k (Q)M−1
k

]
Pk

=
(
M−1

k Pk

)T
H−1

k (Q)
(
M−1

k Pk

)
= QT

kH
−1
k (Q)Qk,

o que conclui a demonstração. �

Assim, como a definição de Kn não depende de uma base em particular, portanto é
conveniente utilizar a base de polinômios ortonormais com relação ao funcional definido
positivo L. O próximo teorema justifica o nome de núcleo reprodutor.

Teorema 4.5.3. Seja L um funcional linear definido positivo em Πd. Então, para todo

P ∈ Πd
n,

P (x) = L(Kn(x, ·)P (·)).

Dem.: Seja Pn um sistema de polinômios ortogonais com relação a L e seja L(PnPT
n ) = Hn.

Para qualquer P ∈ Πd
n, podemos expandí-lo em termos da base {P0, . . . ,Pn} como

P (x) =
n∑

k=0

[ak(P )]TH−1
k Pk(x), com ak(P ) = L(PPk).

De fato, seja bk ∈ Rrk . Então, pela Proposição 3.2.15, temos

P (x) =
n∑

k=0

bT
k Pk(x).

Multiplicando por PT
l (x) à direita e aplicando L, segue que

L(P (x)PT
l (x)) = L

((
n∑

k=0

bT
k Pk(x)

)
PT
l (x)

)
= bT

l Hl.
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Portanto, pela Proposição 2.1.3 e tomando L(P (x)Pl(x)) = al(P ), segue o fato. Além
disso, como Kn é uma função escalar, temos

L(Kn(x, ·)P (·)) = L

(
n∑

k=0

PT
k (x)H

−1
k Pk(·)P (·)

)

= L

(
n∑

k=0

P (·)PT
k (·)H−1

k Pk(x)

)

=
n∑

k=0

L(PPk)
TH−1

k Pk(x) =
n∑

k=0

[ak(P )]TH−1
k Pk(x)

= P (x),

o que conclui a demonstração do teorema. �

Os núcleos reprodutores para polinômios ortogonais em uma variável têm uma fór-
mula compacta, chamada de fórmula de Christoffel-Darboux. O teorema a seguir é uma
extensão dessa fórmula para várias variáveis.

Teorema 4.5.4. Sejam L um funcional linear definido positivo e {Pk}∞k=0 um sistema de

polinômios ortogonais com respeito a L. Então, para qualquer inteiro n ≥ 0, x e y ∈ Rd,

Kn(x,y) =
n∑

k=0

PT
k (x)H

−1
k Pk(y)

=
[An,iPn+1(x)]TH−1

n Pn(y)− PT
n (x)H−1

n [An,iPn+1(y)]
xi − yi

, (4.5.5)

para 1 ≤ i ≤ d, onde x = (x1, . . . , xd) e y = (y1, . . . , yd).

Dem.: Pelo Teorema 3.4.1, o polinômio ortogonal Pn satisfaz a relação de três termos
(3.4.1). Vamos denotar∑

k = [Ak,iPk+1(x)]TH−1
k Pk(y)− PT

k (x)H
−1
k [Ak,iPk+1(y)].

Da relação de três termos (3.4.1),∑
k = [xiPk(x)−Bk,iPk(x)− Ck,iPk−1(x)]TH−1

k Pk(y)

−PT
k (x)H

−1
k [yiPk(y)−Bk,iPk(y)− Ck,iPk−1(y)]

= (xi − yi)PT
k (x)H

−1
k Pk(y)− PT

k (x)[B
T
k,iH

−1
k −H−1

k Bk,i]Pk(y)

−[PT
k−1(x)C

T
k,iH

−1
k Pk(y)− PT

k (x)H
−1
k Ck,iPk−1(y)].

Pela Proposição 3.2.17 e (3.4.2), ambas, Hk e Bk,iHk, são matrizes simétricas. Daí,
Bk,iHk = HkB

T
k,i, o que implica que BT

k,iH
−1
k = H−1

k Bk,i. Por isso, o segundo termo da
igualdade à direita é zero. Da terceira equação de (3.4.2),

Ak−1,iHk = Hk−1C
T
k,i ⇔ H−1

k−1Ak−1,i = CT
k,iH

−1
k .
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Por esta razão, o terceiro termo da igualdade à direita é dada por

−PT
k−1(x)H

−1
k−1Ak−1,iPk(y) + PT

k (x)A
T
k−1,iH

−1
k−1Pk−1(y) =

∑
k−1.

Assim, a expressão pode ser escrita como

(xi − yi)PT
k (x)H

−1
k−1Pk(y) =

∑
k −

∑
k−1.

Note que
∑

−1 = 0. De fato,∑
−1 = [A−1,iP0(x)]TH−1

−1P−1(y)− PT
−1(x)H

−1
−1 [A−1,iP0(y)] = 0,

pois P−1(·) = 0. Desse modo, somando esta identidade de 0 a n, obtemos a igualdade
(4.5.5). �

Corolário 4.5.5. Seja {Pk}∞k=0 como no Teorema 4.5.4. Então,

Kn(x,x) =
n∑

k=0

PT
k (x)H

−1
k Pk(x)

= PT
n (x)H

−1
n [An,i∂iPn+1(x)]− [An,iPn+1(x)]TH−1

n ∂iPn(x),

para i = 1, . . . , d, onde ∂i = ∂/∂xi denotada a derivada parcial com relação a xi.

Dem.: Como PT
n (x)H−1

n [An,iPn+1(x)] é uma função escalar, é igual à sua própria trans-
posta. Assim,

PT
n (x)H

−1
n [An,iPn+1(x)] = [An,iPn+1(x)]TH−1

n Pn(x).

Portanto, o numerador do lado direito da fórmula de Christoffel-Darboux pode ser escrito
como

[An,iPn+1(x)]TH−1
n [Pn(y)− Pn(x)]− PT

n (x)H
−1
n An,i[Pn+1(y)− Pn+1(x)].

O resultado segue, então, da fórmula do Teorema 4.5.4 fazendo yi → xi. �
Se P̃n são polinômios ortonormais, então a fórmula do Teorema 4.5.4 e o Corolário

4.5.5 valem com Hk = I. Seguem estes casos no teorema a seguir, que são facilmente
verificados.

Teorema 4.5.6. Seja P̃n um sistema de polinômios ortonormais. Então,

Kn(x,y) =
[An,iP̃n+1(x)]T P̃n(y)− P̃T

n (x)[An,iP̃n+1(y)]
xi − yi

, (4.5.6)

e

Kn(x,x) = P̃T
n (x)[An,i∂iP̃n+1(x)]− [An,iP̃n+1(x)]T∂iP̃n(x). (4.5.7)
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É interessante notar que, embora o lado direito da fórmula parece depender de i, o
lado esquerdo mostra que não depende.

Para uma variável, a função 1/Kn(x,x) é chamada, frequentemente, função de Chris-
toffel. Mantemos este nome para várias variáveis e definimos

Λn(x) = [Kn(x,x)]−1. (4.5.8)

Claramente esta função é positiva e, além disso, satisfaz a propriedade a seguir.

Teorema 4.5.7. Seja L um funcional linear definido positivo. Para um ponto arbitrário

x ∈ Rd,

Λn(x) = min{L[P 2] : P (x) = 1, P ∈ Πd
n},

isto é, o mínimo é tomado entre todos os polinômios P ∈ Πd
n sujeito à condição P (x) = 1.

Dem.: Como L é definido positivo, existe um sistema {P̃k} de polinômios ortonormais.
Se P é um polinômio de grau no máximo n, então P pode ser escrito em termos da base
ortonormal como

P (x) =
n∑

k=0

aT
k (P )P̃k(x), onde ak(P ) = L(P P̃k).

Das propriedades de ortonormalidade de P̃k, segue que

L
[
P 2
]

= L

[(
n∑

k=0

aT
k (P )P̃k

)(
n∑

l=0

aT
l (P )P̃l

)]

= L

[(
n∑

k=0

aT
k (P )P̃k

)(
n∑

l=0

P̃T
l al(P )

)]

=
d∑

k=0

d∑
l=0

aT
k (P )L(P̃kP̃T

l )al(P ) =
n∑

k=0

aT
k (P )ak(P ) =

n∑
k=0

∥ak(P )∥2

Se P (x) = 1, então, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1 = P (x) =
n∑

k=0

aT
k (P )P̃k(x) ≤

n∑
k=0

∥ak(P )∥
∥∥∥P̃k(x)

∥∥∥
≤

n∑
k=0

∥ak(P )∥2
n∑

k=0

∥∥∥P̃k(x)
∥∥∥2 = L[P 2]Kn(x,x),

onde a igualdade vale se, e somente se, ak(P ) = [Kn(x,x)]−1P̃k(x), o que conclui a
demonstração. �

O teorema afirma que a função Λn é solução de um problema extremo. Podemos
também tomar a fórmula do Teorema 4.5.7 como a definição da função de Christoffel.
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4.5.2 Série ortogonal de Fourier

Seja L um funcional linear definido positivo e HL o espaço de Hilbert de funções
de valores reais definido em Rd com produto interno ⟨f, g⟩ = L(fg). Então, o teorema
padrão do espaço de Hilbert aplica-se à na série de Fourier definida em (4.5.1).

Teorema 4.5.8. Sejam L um funcional linear definido positivo e f ∈ HL. Então, sobre

todos os polinômios P em Πd
n, o valor de

L
(
|f(x)− P (x)|2

)
será mínimo se, e somente se, P = Sn(f).

Dem.: Seja {P̃k} uma base ortonormal de Vk. Para qualquer P ∈ Πd
n, existem bk,

k = 1, . . . , n, tais que

P (x) =
n∑

k=0

bT
k P̃k(x)

e Sn(f) satisfaz a equação (4.5.3). Segue, do argumento padrão, que

0 ≤ L
(
|f − P |2

)
= L

(
f 2
)
− 2

n∑
k=0

bT
kL(f P̃k) +

n∑
k=0

n∑
j=0

bT
kL(P̃kP̃T

j )bj

= L
(
f 2
)
− 2

n∑
k=0

bT
k ak(f) +

n∑
k=0

bT
k bk

= L
(
f 2
)
−

n∑
k=0

aT
k (f)ak(f) +

n∑
k=0

[
aT
k (f)ak(f) + bT

k bk − 2bT
k ak(f)

]
= L

(
f 2
)
−

n∑
k=0

aT
k (f)ak(f) +

n∑
k=0

[
(ak(f)− bk)

T (ak(f)− bk)
]
.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz o terceiro termo do lado direito da igualdade é
não-negativo. Além disso, o valor de L

(
|f − P |2

)
é mínimo se, e somente se, bk = ak, ou

seja, P = Sn(f). �

No caso do mínimo ser atingido, temos a desigualdade de Bessel,
∞∑
k=0

aT
k (f)ak(f) ≤ L

(
|f |2
)
.

O próximo resultado segue do teorema padrão do espaço de Hilbert.

Teorema 4.5.9. Se Πd
n é denso em HL, então Sn(f) converge para f em HL e obtemos

a igualdade de Parserval
∞∑
k=0

aT
k (f)ak(f) = L

(
|f |2
)
.
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A definição da série ortogonal de Fourier não depende de uma base particular de Vd
n.

Se Pn é uma sequência de polinômios ortogonais, ao invés de ortonormais, então a série
de Fourier toma a forma

f ∼
∞∑
n=0

aT
n (f)H

−1
n Pn, an(f) = L(fPn), Hn = L(PT

nPn). (4.5.9)

A matriz inversa H−1
n é o que torna difícil encontrar a série ortogonal de Fourier usando

uma base ortogonal, ao invés de ortonormal.
Um método alternativo é usar um polinômio biortogonal para encontrar a série orto-

gonal de Fourier. Sejam Pn = {P n
α } e Qn = {Qn

α} dois sistemas de polinômios ortogonais
com respeito a L. Eles são biortogonais se L(P n

αQ
m
β ) = dαδα,β, onde dα é diferente de

zero. Se todos os dα são iguais a um, os dois sistemas são chamados de ortonormais. Se
P̃n e Q̃n são biortonormais, então o coeficiente da série ortogonal de Fourier em termos
de P̃n pode ser encontrados como segue

f ∼
∞∑
n=0

aT
n (f)P̃n, an(f) = L(fQ̃n),

isto é, os coeficientes de Fourier associados a P̃ n
α são dados por L(fQ̃n

α). A idéia de
usar polinômios biortogonais para estudar a expansão ortogonal de Fourier foi primeiro
aplicado no caso dos polinômios ortogonais clássicos na bola unitária e podem ser vistos
em [6].

Por fim, veremos um problema extremo para polinômios em várias variáveis. Seja Gn

a matriz coeficiente do termo de maior grau do vetor polinomial ortonormal P̃n como
anteriormente. Denotemos por ∥Gn∥ = maxx ̸=0

∥Gnx∥2
∥x∥2

a norma espectral de Gn. Assim,
∥Gn∥2 é igual ao maior autovalor de GnG

T
n .

Teorema 4.5.10. Seja L um funcional linear definido positivo. Então,

min
{
L(P 2) : P = aTXn + · · · ∈ Πd

n, ∥a∥2 = 1
}
= ∥Gn∥−2 .

Dem.: Como
{
P̃0, . . . , P̃n

}
forma uma base de Πd

n, podemos reescrever P como

P (x) = aTG−1
n P̃n + aT

n−1P̃n−1 + · · ·+ aT
0 P̃0.
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Para ∥a∥2 = 1, segue, da desigualdade de Bessel e de P (x) ser uma função escalar, que

L(P 2) ≥
n∑

k=0

aT
k (P )ak(P ) =

n∑
k=0

[
L(P P̃k)

]T [
L(P P̃k)

]
=

n∑
k=0

[
L
((

aTG−1
n P̃n + aT

n−1P̃n−1 + · · ·+ aT
0 P̃0

)
P̃T
k

)]
×
[
L
((

aTG−1
n P̃n + aT

n−1P̃n−1 + · · ·+ aT
0 P̃0

)
P̃T
k

)]T
= aTG−1

n

(
G−1

n

)T a + ∥an−1∥2 + · · ·+ ∥a0∥2

≥ aT
(
GT

nGn

)−1 a =
∥∥aTG−1

n

∥∥2 ≥ λmin,

onde λmin é o menor autovalor de (GT
nGn)

−1, que é igual ao inverso do maior autovalor de
GnG

T
n . Então, provamos que

L(P 2) ≥ ∥Gn∥−2 , P (x) = aTXn + · · · , ∥a∥ = 1.

Escolhendo a tal que ∥a∥ = 1 e aTG−1
n (G−1

n )
T a = λmin, vemos que o polinômio P =

aTG−1
n P̃n atinge o limite inferior. �

O teorema anterior mostra que ∥Gn∥ é também uma extensão natural do coeficiente
do termo de maior grau kn dos polinômios ortogonais em uma variável.



Capítulo 5

Zeros Comuns dos Polinômios

Ortogonais em Várias Variáveis e

Cubatura Gaussiana

5.1 Zeros comuns dos polinômios ortogonais em várias

variáveis

O n-ésimo polinômio ortogonal em uma variável tem exatamente n zeros reais e dis-
tintos, e estes zeros são os autovalores da matriz truncada de Jacobi, Jn. Este fato tem
importantes aplicações em fórmulas de quadratura para cálculo de integrais definidas.

Em geral, um zero de polinômio em duas variáveis pode ser um ponto ou uma curva
algébrica no plano. A estrutura dos zeros em várias variáveis são muito mais complexas.

Definição 5.1.1. Seja L um funcional linear definido positivo e P̃n = {P̃ n
α } um vetor

polinomial coluna ortonormal associado a L. Um zero comum de P̃n é um zero para todo

P̃ n
α , ou seja, um zero comum é um zero de todas as componentes polinomiais do vetor

polinomial coluna.

Definição 5.1.2. Dizemos que z é um zero simples de P̃n, se z é um zero de P̃n e pelo

menos uma derivada parcial de P̃n em z não se anula em z.

Agora, veremos duas propriedades simples dos zeros comuns.
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Teorema 5.1.3. Todos os zeros comuns de P̃n são distintos. Além disso, os zeros comuns

de P̃n são diferentes dos zeros comuns de P̃n−1.

Dem.: Da fórmula de Christoffel-Darboux do Teorema 4.5.4, temos
n−1∑
k=0

P̃T
n (x)P̃k(x) = P̃T

n−1(x)An−1,i∂iP̃n(x)− P̃T
n (x)A

T
n−1,i∂iP̃n−1(x),

onde ∂i = ∂/∂xi denota a derivada parcial com respeito a xi. Se z é um zero de P̃n, então

0 <
n−1∑
k=0

∥∥∥P̃k(z)
∥∥∥2 = n−1∑

k=0

P̃T
k (z)P̃k(z) = P̃T

n−1(z)An−1,i∂iP̃n(z).

Portanto, nem P̃n−1(z) nem ∂iP̃n(z) podem ser nulos. �

Definição 5.1.4. Dizemos que Λ = (λ1, . . . , λd)
T ∈ Rd é um autovalor junção de Jn,1, . . . ,

Jn,d, onde Jn,i é a matriz da Definição 4.2.3, se existe ϵ ̸= 0, ϵ ∈ RN , tal que Jn,iϵ = λiϵ

para i = 1, . . . , d. O vetor ϵ é chamado de autovetor junção associados a Λ.

Os zeros comuns de P̃n são caracterizados pelo próximo teorema.

Teorema 5.1.5. Um ponto Λ = (λ1, . . . , λd)
T ∈ Rd é um zero comum de P̃n se, e somente

se, é um autovalor junção de Jn,1, . . . , Jn,d. Além disso,
(
P̃T
0 (Λ), . . . , P̃T

n−1(Λ)
)T

é um

autovetor junção de Λ.

Dem.: Se P̃n(Λ) = 0, então segue da relação de três termos que

B0,iP̃0(Λ) + A0,iP̃1(Λ) = λiP̃0(Λ),

AT
k−1,iP̃k−1(Λ) +Bk,iP̃k(Λ) + Ak,iP̃k+1(Λ) = λiP̃k(Λ), 1 ≤ k ≤ n− 2,

AT
n−2,iP̃n−2(Λ) +Bn−1,iP̃n−1(Λ) = λiP̃n−1(Λ),

para 1 ≤ i ≤ d. Da definição de Jn,i, segue que

Jn,iϵ = λiϵ, ϵ =
(
P̃T
0 (Λ), . . . , P̃T

n−1(Λ)
)T

.

Então, Λ é o autovalor de Jn,i com o autovetor junção ϵ.
Por outro lado, suponha que Λ = (λ1, . . . , λd)

T é um autovalor de Jn,i e Jn,i tem um
autovetor junção para Λ. Queremos encontrar esse autovetor. Escrevendo
ϵ = (xT

0 , . . . ,xT
n−1), xj ∈ Rrj , como Jn,iϵ = λiϵ, segue que {xj} satisfaz a relação de

três termos.

B0,ix0 + A0,ix1 = λix0,

AT
k−1,ixk−1 +Bk,ixk + Ak,ixk+1 = λixk, 1 ≤ k ≤ n− 2, (5.1.1)

AT
n−2,ixn−2 +Bn−1,ixn−1 = λixn−1,
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para 1 ≤ i ≤ d. Mostremos que ϵ ̸= 0. De fato, suponha que x0 = 0. Então, segue, da
primeira equação da relação de três termos em (5.1.2), que A0,ix1 = 0, o que implica que
A0x1 = 0. Como A0 é uma matriz d× d e tem posto completo, temos que x1 = 0. Logo,
como x0 = 0 e x1 = 0, temos da próxima relação de três termos de (5.1.2), que A1,ix2 = 0.
Portanto, A1x2 = 0 e, como A1 tem posto completo, obtemos que x2 = 0. Continuando
este argumento, provamos que xi = 0 para 0 ≤ i ≤ n − 1. Portanto, temos que ϵ = 0, o
que contradiz o fato de ϵ ser um autovetor.

Agora, provaremos que xj = P̃j(Λ) para todo 0 ≤ j ≤ n. Suponha que x0 = 1 = P̃0 e
definimos xn ∈ Rrn como xn = 0. Portanto, a última equação da relação de três termos
em (5.1.2) pode ser escrita como

AT
n−2,ixn−2 +Bn−1,ixn−1 + An−1,ixn = λixn−1.

Logo, {xk}nk=0 e {P̃k(Λ)}nk=0 satisfazem a mesma relação de três termos. Então, construí-
mos {yk} = {P̃k(Λ)− xk}. Mas y0 = 0 e, usando o mesmo argumento anterior, obtemos
yk = 0, para 0 ≤ k ≤ n e, em particular, yn = P̃n(Λ) = 0, o que prova o teorema. �

Deste teorema seguem vários resultados interessantes.

Corolário 5.1.6. Todos os zeros comuns de P̃n são pontos pertencentes a Rd.

Dem.: Pela Proposição 2.1.5, como Jn,i são matrizes simétricas e os autovalores de ma-
trizes simétricas são reais, portanto os zeros comuns são de Rd. �

Corolário 5.1.7. Os polinômios ortogonais Pn têm no máximo N = dimΠd
n−1 zeros

comuns.

Dem.: Como Jn,i é uma matriz quadrada de ordem N = dimΠd
n−1, temos no máximo

esses números de autovetores. �

Vemos que estes corolários generalizam o caso de polinômios ortogonais em uma va-
riável, pois o n-ésimo polinômio ortogonal pn tem n = dimΠ1

n−1 zeros distintos. Veremos
alguns resultados que caracterizam quando Pn tem o número máximo de zeros comuns.

Lema 5.1.8. Sejam Jn,i as matrizes de Jacobi em bloco truncadas. Então, Jn,1, . . . , Jn,d

têm N dimΠd
n−1 autovetores linearmente independentes distintos se, e somente se,

Jn,1, . . . , Jn,d podem ser simultaneamente diagonalizáveis por uma matriz inversível.

Dem.: Mostremos a condição necessária. Se Jn,1, . . . , Jn,d têm N autovetores linearmente
independentes, x(1), . . . ,x(N), então a matriz S, cujas colunas são esses autovetores, é
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não-singular. Então,

S−1Jn,iS = S−1
[
Jn,ix(1) Jn,ix(2) · · · Jn,ix(N)

]
= S−1

[
λ
(i)
1 x(1) λ

(i)
2 x(2) · · · λ

(i)
N x(N)

]
= S−1

[
x(1) x(2) · · · x(N)

]
Λi = S−1SΛi = Λi,

onde Λi =


λ
(i)
1 0

. . .

0 λ
(i)
N

 e λ
(i)
j são os autovalores de Jn,i.

Agora, demonstremos a condição suficiente. Suponha que exista uma matriz S tal que
S−1Jn,iS = Λi para 1 ≤ i ≤ d e Λi é diagonal. Então, Jn,iS = SΛi. Daí, temos que a
j-ésima coluna de Jn,iS, isto é, Jn,i vezes a j-ésima coluna de S, é igual à j-ésima coluna
de SΛi, ou seja, a j-ésima diagonal de Λi vezes a j-ésima coluna de S. Logo, a j-ésima
coluna de S é um autovetor de Jn,i associado com a j-ésima diagonal de Λi. Como S é
não-singular, há N autovetores linearmente independentes. �

A partir desses lemas temos o teorema que caracteriza o número máximo de zeros
comuns de Pn.

Teorema 5.1.9. O polinômio ortogonal Pn tem N = dimΠd
n−1 zeros comuns reais e

distintos se, e somente se,

An−1,iA
T
n−1,j = An−1,jA

T
n−1,i, 1 ≤ i, j ≤ d. (5.1.2)

Dem.: Segue, do Teorema 5.1.5, que Pn tem N = dimΠd
n−1 zeros distintos se, e somente se,

Jn,1, . . . , Jn,d tem N = dimΠd
n−1 autovalores junção distintos, o que é equivalente a dizer

que Jn,1, . . . , Jn,d têm N autovetores linearmente independentes, uma vez que autovetores
associados a autovalores distintos são ortogonais. Assim, pelo Lema 5.1.8, temos que
Jn,1, . . . , Jn,d são simultaneamente diagonalizadas por uma matriz inversível. Porém, pelo
Lema 2.1.8, esta afirmação é equivalente a equação,

Jn,iJn,j = Jn,jJn,i,

para 1 ≤ i, j ≤ d. Logo, pela definição de Jn,i e pelas condições de comutatividade (4.2.1),
a equação acima é equivalente à condição

AT
n−2,iAn−2,j +Bn−1,iBn−1,j = AT

n−2,jAn−2,i +Bn−1,jBn−1,i.

Da terceira equação de (4.2.1), chegamos ao resultado desejado. �
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A condição (5.1.2) é trivial para polinômios ortogonais em uma variável, pois as ma-
trizes coeficientes, Ai = (ai), da relação de três termos para uma variável são escalares.
Mas, para várias variáveis, esta condição não é usualmente satisfeita, pois a multiplica-
ção matricial é não comutativa. Portanto, Pn usualmente não tem N = dimΠd

n−1 zeros
comuns. O próximo teorema, dá uma condição necessária para Pn ter o número máximo
de zeros comuns. Para isso, usaremos a notação ΞN da Definição 4.3.1.

Teorema 5.1.10. Se os polinômios ortogonais Pn têm N = dimΠd
n−1 zeros comuns reais

e distintos, então

posto
[
ΞT
Bn

Bn

]
= posto

[
ΞT
An−1

An−1

]
=

(
n+ d− 2

n

)
+

(
n+ d− 3

n− 1

)
.

Em particular, para d = 2 a condição torna-se

posto [Bn,1Bn,2 −Bn,2Bn,1] = posto
[
AT

n−1,1An−1,2 − AT
n−1,2An−1,1

]
= 2.

Dem.: Se Pn tem N = dimΠd
n−1 zeros comuns reais e distintos, então, pelo Teorema 5.1.9,

as matrizes An−1,i satisfazem a equação (5.1.2). Segue que a condição de comutatividade
(4.2.1) se reduz a

Bn,iBn,j −Bn,jBn,i = AT
n−1,jAn−1,i − AT

n−1,iAn−1,j,

que, usando o fato de Bn,i ser matriz simétrica, podemos escrever como
ΞT
Bn

Bn = ΞT
An−1

An−1. Usando a condição de posto (3.4.8), a Proposição 4.3.6 e a de-
sigualdade de posto da Proposição 2.1.12,

posto ΞT
Bn

Bn = posto ΞT
An−1

An−1 ≥ postoAn−1 + postoΞAn−1 − drdn−1

=
(
rdn
)
+
(
drdn−1 − rdn−2

)
− drdn−1 = rdn − rdn−2.

Para demonstrar o resultado desejado, mostremos a desigualdade contrária. Usando
a notação ΞN , a primeira equação em (4.2.1) pode ser escrito como ΞT

AT
n−1

An = 0.
Pela Proposição 4.3.6 e a condição de posto (3.4.8), segue que as colunas de An for-
mam uma base do espaço nulo de ΞT

AT
n−1

. Por outro lado, a condição (5.1.2) pode ser

escrito como ΞT
AT

n−1
(An−1,1| · · · |An−1,d)

T = 0, o que mostra que as colunas da matriz

(An−1,1| · · · |An−1,d)
T pertencem ao espaço nulo de ΞT

AT
n−1

. Portanto, existe uma matriz

Sn : rdn+1 × rdn−1 tal que (An−1,1| · · · |An−1,d)
T = AnSn. Daí, com a condição de posto

(3.4.7) e a Proposição 2.1.11, segue que

rdn−1 = posto (An−1,1| · · · |An−1,d)
T = postoAnSn

= min{postoAn, postoSn} ≤ postoSn ≤ rdn−1.
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Logo, postoSn = rdn−1. Usando a condição (5.1.2), mas substituindo n−1 por n, obtemos

ΞT
Bn+1

Bn+1Sn = −ΞT
An
AnSn = −ΞT

An
(An−1,1| · · · |An−1,d)

T = 0,

onde a última igualdade segue da primeira equação de (4.2.1). Portanto,

posto
[
ΞT
Bn+1

Bn+1

]
= rdn+1 − dim

(
núcleoΞT

Bn+1
Bn+1

)
≤ rdn+1 − postoSn = rdn+1 − rdn−1.

Logo, posto
[
ΞT
Bn

Bn

]
= rdn − rdn−2. Provemos, por fim, que

rdn − rdn−2 =

(
n+ d− 2

n

)
+

(
n+ d− 3

n− 1

)
.

De fato,

rdn − rdn−2 =

(
n+ d− 1

n

)
−
(
n+ d− 3

n− 2

)
=

(n+ d− 1)!

n!(d− 1)!
− (n+ d− 3)!

(n− 2)!(d− 1)!

=
(n+ d− 3)!

n!(d− 1)!
((n+ d− 1)(n+ d− 2)− n(n− 1))

=
(n+ d− 3)!

n!(d− 1)!
(n2 + 2nd− 2n+ d2 − 2d− n− d+ 2− n2 + n)

=
(n+ d− 3)!

n!(d− 1)!
(2nd− 2n− 2d+ d2 − d+ 2)

=
(n+ d− 3)!

n!(d− 1)!
(nd+ d2 − 2d− n− d+ 2 + dn− n)

=
(n+ d− 3)!

n!(d− 1)!
((n+ d− 2)(d− 1) + (d− 1)n)

=
(n+ d− 2)!

n!(d− 2)!
− (n+ d− 3)!

(n− 1)!(d− 2)!

=

(
n+ d− 2

n

)
+

(
n+ d− 3

n− 1

)
�

Se L é um funcional linear quase-centralmente simétrico, então temos que
posto[ΞT

Bn
Bn] = 0. De fato, segue do Lema 4.3.2 que

ΞT
Bn

Bn = 0 ⇔ Bn,iBn,j = Bn,jBn,i,

onde usamos o fato de Bn,i ser simétrica. Portanto, um corolário imediato do resultado
acima é o resultado a seguir.

Corolário 5.1.11. Se L é um funcional linear quase-centralmente simétrico, então Pn

não possui N = dimΠd
n−1 zeros comuns distintos.



5.2. Fórmulas de cubatura gaussianas 72

As implicações desses resultados serão discutidas a seguir, quando trataremos de uma
fórmula análoga à quadratura gaussiana para polinômios ortogonais em uma variável.

5.2 Fórmulas de cubatura gaussianas

Os polinômios ortogonais de uma variável são muito importantes para a teoria das
fórmulas da quadratura gaussianas.

Seja ω uma função peso definida em R. Uma fórmula de quadratura com respeito a
ω é uma soma ponderada de um número finito de valores da função que fornecem uma
aproximação para a integral definida

∫ b

a
f(x)ω(x)dx e o valor exato da integral para po-

linômios de um certo grau, que são chamados de grau de precisão da fórmula. As fórmulas
de quadratura com grau máximo de precisão são chamadas fórmulas de quadratura gaus-
sianas e têm grau 2n− 1 de precisão para fórmulas que usam n nós. Além disso, fórmulas
de quadratura gaussianas existem se, e somente se, os nós são zeros de um polinômio
ortogonal de grau n com respeito a ω. Como tal polinômio sempre tem n zeros distintos,
a fórmula de quadratura Gaussiana existe para cada função peso adequada.

Desse modo, estudaremos um análogo à fórmula de quadratura gaussiana em várias
variáveis, denominadas de fórmulas de cubatura gaussianas. A existência de tais fórmulas
dependem dos zeros comuns de polinômios ortogonais em várias variáveis.

5.2.1 Caracterização das fórmulas de cubatura gaussianas

Iniciaremos com a definição de fórmulas de cubatura de grau de precisão 2n− 1.

Definição 5.2.1. Seja L um funcional linear definido positivo. Uma fórmula de cubatura

de grau de precisão 2n− 1 com respeito a um funcional linear L é

In(f) =
N∑
k=1

λkf(xk), λk ∈ R, xk ∈ Rd, (5.2.1)

tal que L(f) = In(f) para todo f ∈ Πd
2n−1 e L(f ∗) ̸= In(f

∗) para pelo menos um f ∗ ∈ Rd
2n.

Os pontos xk são chamados de nós e os números λk são chamados de pesos da fórmula

de cubatura. Tal fórmula é chamada de mínima, se N , o número de nós, é mínimo. Se

uma fórmula de cubatura tem todos os pesos positivos, é chamada de cubatura positiva.

Estamos interessados na fórmula de cubatura mínima. Para identificar uma fórmula
de cubatura mínima, é necessário saber o número mínimo de nós. O próximo teorema nos



5.2. Fórmulas de cubatura gaussianas 73

fornece o menor limitante para o número de nós da fórmula de cubatura e fórmulas que
atingem o menor limitante são mínimas.

Teorema 5.2.2. O número de nós na fórmula de cubatura de grau de precisão 2n − 1

satisfaz M ≥ dimΠd
n−1.

Dem.: Seja N = dimΠd
n−1. Se uma fórmula de cubatura In com grau de precisão 2n− 1

tem menos que N = dimΠd
n−1 nós, então o sistema de equação lineares P (xk) = 0, onde

xk são os nós da fórmula de cubatura e P ∈ Πd
n−1, tem N = dimΠd

n−1 coeficientes de P

desconhecidos, mas menos de N = dimΠd
n−1 equações. Portanto, haverá pelo menos um

polinômio diferente do polinômio nulo P ∈ Πd
n−1 que anula todos os nós. Como a fórmula

tem de grau precisão 2n− 1, segue que L(P 2) = In(P
2) = 0, o que contradiz o fato de L

ser definido positivo. �
No caso de d = 1, o limitante inferior do teorema anterior é atingido pela fórmula de

quadratura gaussiana. Analogamente, definimos.

Definição 5.2.3. Uma fórmula de cubatura de grau de precisão 2n−1 com dimΠd
n−1 nós

é chamada de cubatura gaussiana.

O resultado principal desta seção é a caracterização da fórmula de cubatura gaussiana.
Iniciaremos com um lema básico de Mysovskikh [14] que detém a chave para a prova do
teorema principal desta seção e que é importante por si só. Precisaremos de uma definição
para enunciarmos o lema.

Definição 5.2.4. Uma hipersuperfície algébrica de grau m em Rd é o conjunto de zeros

de um polinômio de grau m de d variáveis.

Lema 5.2.5. Os pares de pontos distintos xk, 1 ≤ k ≤ N = dimΠd
n−1, em Rd não

pertencem a uma hipersuperfície de grau n − 1 se, e somente se, existem rdn polinômios

linearmente independentes de grau exatamente n, para os quais esses pontos são os zeros

comuns.

Dem.: O significado dos xk não pertencerem a uma hipersuperfície algébrica de grau n−1

é que a matriz, N×N , (xβ
k) é não singular, onde as colunas são arranjadas de acordo com

a ordem lexicográfica em {β : 0 ≤ |β| ≤ n − 1} e as linhas correspondem a 1 ≤ k ≤ N.

Portanto, podemos construir rdn polinômios

Qn
α = xα −Rα, |α| = n, Rα(x) =

∑
|β|≤n−1

Cα,βxβ ∈ Πd
n−1, (5.2.2)

com Rα satisfazendo
Rα(xk) = xα

k , 1 ≤ k ≤ N,
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para cada α fixado. Claramente, o conjunto dos polinômios Qn
α é linearmente independente

e a condição Qn
α(xk) = 0 é satisfeita.

Por outro lado, suponha que há rdn polinômios linearmente independentes Qn
α de grau

n que têm xk como zeros comuns. devido aos polinômios serem linearmente indepen-
dentes, podemos assumir que são da forma (5.2.2). Se os pontos xk pertencem a uma
hipersuperfície algébrica de grau n − 1, então a matriz Xn = (xβ

n), com 1 ≤ k ≤ N e
|β| ≤ n − 1, é singular. Suponha que postoXn = M − 1, com M ≤ N . Assuma que as
primeiras M−1 linhas desta matriz são linearmente independente. Para cada k definimos
um vetor Uk = (xβ

n)|β|≤n−1 ∈ RN . Então, U1, . . . , UM−1 são linearmente independentes
e existem escalares c1, . . . , cM−1, não todos nulos, tais que

∑M
k=1 ckUk = 0. Além disso,

considerando a primeira componente desta equação vetorial, que é formada apenas por
elementos 1, segue que pelo menos dois coeficientes ck são não-nulos. Assuma, então, que
c1 ̸= 0 e cM ̸= 0. Por (5.2.2), as equações Qn

α(xk) = 0 podem ser escritas como

xα
k −

∑
|β|≤n−1

Cα,βx
β
k = 0, |α| = n, 1 ≤ k ≤ N. (5.2.3)

Como o termo da soma pode ser escrito como CT
αUk, com Cα um vetor de RN , (5.2.3)

pode ser reescrita como
xα
k − CT

αUk = 0.

Multiplicando por ck e somando de 1 a M , obtemos

M∑
k=1

(
ckxα

k − ckC
T
αUk

)
= 0 ⇒

M∑
k=1

ckxα
k = CT

α

M∑
k=1

ckUk.

Segue, de
∑M

k=1 ckUk = 0, que
∑M

k=1 ckx
α
k = 0, |α| = n. Portanto,

∑M
k=1 ckxk,iUk = 0,

1 ≤ i ≤ d, onde usamos a notação xk = (xk,1, . . . , xk,d). Agora, multiplicando a equação∑M
k=1 ckUk = 0 por xM,i e, em seguida, subtraindo da equação

∑M
k=1 ckxk,iUk = 0, obtemos

M−1∑
k=1

ck(xk,i − xM,i)Uk = 0, 1 ≤ i ≤ d.

Como U1, . . . , UM−1 são linearmente independentes, segue que ck(xk,i − xM,i) = 0, 1 ≤
k ≤ M − 1, 1 ≤ i ≤ d. Como c1 ̸= 0, x1,i = xM,i para 1 ≤ i ≤ d. Portanto, x1 = xm, uma
contradição à hipótese de que os pontos são distintos. �

A existência da cubatura gaussiana de grau de precisão 2n − 1 é caracterizada pelos
zeros comuns dos polinômios ortogonais. O teorema seguinte foi primeiramente provado
por Mysovskikh [13], mas aqui apresentamos a demonstração dada em Dunkly e Xu [5].
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Teorema 5.2.6. Seja L um funcional linear definido positivo e seja Pn os polinômios

ortogonais correspondentes ao funcional L. Então, L admite uma fórmula de cubatura

gaussiana de grau de precisão 2n − 1 se, e somente se, Pn possui N = dimΠd
n−1 zeros

comuns.

Dem.: Suponha que Pn possui N zeros comuns. Pelo Teorema 5.1.3 e Corolário 5.1.6, to-
dos os zeros comuns são reais e distintos. Denotando esses zeros comuns por z1, z2, . . . , zN ,

da fórmula de Christoffel-Darboux (4.5.5) e da fórmula para Kn(x,x), segue que o po-
linômio lk(x) = Kn(x, zk)/Kn(zk, zk) satisfaz a condição lk(zj) = δk,j, 1 ≤ k, j ≤ N. De
fato, denotando ∂/∂xi por ∂i,

lk(x) =
Kn(x, zk)
Kn(zk, zk)

=
[An,iPn+1(x)]TH−1

n Pn(zk)− PT
n (x)H−1

n [An,iPn+1(zk)]
(x − zk)[PT

n (zk)H−1
n [An,i∂iPn+1(zk)]− [An,iPn+1(zk)]TH−1

n ∂iPn(zk)]

=
PT
n (x)H−1

n [An,iPn+1(zk)]− [An,iPn+1(x)]TH−1
n Pn(zk)

(x − zk)[[An,iPn+1(zk)]TH−1
n ∂iPn(zk)]

.

Assim, lk(zi) = 0 para i ̸= k e fazendo x → zk temos lk(zk) = 1. Como os polinômios
lk’s são de grau n− 1, eles servem como polinômios de interpolação fundamentais. Segue,
então, que

Ln(f ;x) =
N∑
k=1

f(xk)
Kn(x, zk)
Kn(zk, zk)

, Ln(f) ∈ Πd
n−1, (5.2.4)

é uma interpolação de Lagrange baseada em zk, isto é, Ln(f ; zk) = f(zk), 1 ≤ k ≤ N .
Note que Ln(f) é a única fórmula de interpolação de Lagrange, pois supondo que exista

outra fórmula de interpolação de Lagrange, L̃n(f ;x) ∈ Πd
n−1, tal que L̃n(f ; zk) = f(zk),

temos que Ln(f ;x) − L̃n(f ;x) ∈ Πd
n−1 e Ln(f ; zk) − L̃n(f ; zk) = 0. Disso, temos que os

zk, para 1 ≤ k ≤ N , pertencem a uma hipersuperfície algébrica de grau n− 1, o que, pelo
Lema 5.2.5, contradiz o fato de que Pn tem N zeros comuns. Então, pelo Teorema 4.5.3,
obtemos a fórmula

L[Ln(f)] = L

(
N∑
k=1

f(zk)
Kn(x, zk)
Kn(zk, zk)

)

=
N∑
k=1

Λkf(zk)L(Kn(x, zk)) =
N∑
k=1

Λkf(zk), (5.2.5)

onde Λk = [Kn(zk, zk)], que é uma fórmula de cubatura para L, exata para todos os
polinômios em Πd

n−1. Contudo, como Pn é ortogonal a Πd
n−1 e os nós são zeros de Pn,

segue que, para qualquer vetor a ∈ Rrn ,

L
(
aTPn

)
= 0 =

N∑
k=1

ΛkaTPn(zk).
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Como qualquer polinômio P ∈ Πd
n pode ser escrito como P = aTPn + R para algum a

com R ∈ Πd
n−1, então

L(P ) = L(R) =
N∑
k=1

ΛkR(zk) =
N∑
k=1

ΛkP (zk), ∀P ∈ Πd
n. (5.2.6)

Então, a fórmula de cubatura (5.2.5) é exata para todos os polinômios em Πd
n. Provemos

que é exata para todo polinômio pertencente a Πd
n+1. Sejam zk =

(
z
(k)
1 , z

(k)
2 , . . . , z

(k)
d

)
,

1 ≤ k ≤ N . Pela ortogonalidade e o fato de os zk serem os zeros de Pn, obtemos

L(xiaTPn) = 0 =
N∑
k=1

Λkz
(k)
i aTPn(zk), 1 ≤ i ≤ d.

Pela relação de recorrência de três termos (3.4.10) e como que a fórmula de cubatura vale
para Πd

n, segue que

L(aTPn+1) = L

(
aT

(
d∑

i=1

xiD
T
n,iPn + EnPn + FnPn−1

))

=
d∑

i=1

L
(
xiaTDT

n,iPn

)
+ L

(
aTEnPn

)
+ L

(
aTFnPn−1

)
=

d∑
i=1

N∑
k=1

Λnz
(k)
i aTDT

n,iPn(zk) +
N∑
k=1

ΛnaTEnPn(zk)

+
N∑
k=1

ΛnaTFnPn−1(zk)

=
N∑
k=1

ΛkaT

(
d∑

i=1

z
(k)
i DT

n,iPn(zk) + EnPn(zk) + FnPn−1(zk)

)

=
N∑
k=1

ΛkaTPn+1(zk).

Portanto, pelo mesmo argumento usado para mostrar (5.2.6), a fórmula de cubatura é
exata para polinômios em Πd

n+1. Claramente, podemos repetir o processo. Do fato, como
Pn(zk) = 0, da propriedade de ortogonalidade obtemos

L
(
xαaTPn

)
= 0 =

N∑
i=1

Λkzαka
TPn(zk),

onde |α| = 2. Logo, como a fórmula de cubatura vale para Πd
n+1, pela relação de recor-

rência (3.4.10) segue que
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L(aTPn+2) = L

(
aT

(
d∑

i=1

xiD
T
n+1,iPn+1 + En+1Pn+1 + Fn+1Pn

))

=
d∑

i=1

L

(
aTDT

n+1,ixi

(
d∑

j=1

xjD
T
n,jPn + EnPn + FnPn−1

))
+L

(
aT (En+1Pn+1 + Fn+1Pn)

)
=

d∑
i=1

d∑
j=1

L
(
xixjaTDT

n+1,iD
T
n,jPn

)
+

d∑
i=1

L
(
xiaTDT

n+1,i (EnPn + FnPn−1)
)

+L
(
aT (En+1Pn+1 + Fn+1Pn)

)
=

N∑
k=1

ΛkaT

(
d∑

i=1

d∑
j=1

z
(k)
i z

(k)
j DT

n+1,iD
T
n,jPn(zk)

)

+
N∑
k=1

ΛkaT

(
d∑

i=1

z
(k)
i DT

n+1,i(EnPn(zk) + FnPn+1(zk))

)

+
N∑
k=1

ΛkaT (En+1Pn+1(zk) + Fn+1Pn(zk))

=
N∑
k=1

ΛkaT

d∑
i=1

z
(k)
i DT

n+1,iPn+1(zk) + En+1Pn+1(zk)

+
N∑
k=1

ΛkaTFnPn(zk)

=
N∑
k=1

ΛkaTPn+2(zk).

Consequentemente, a fórmula de cubatura é válida para todo polinômio pertencente a
Πd

n+2. Pela ortogonalidade de Pn podemos repetir o processo para xα com |α| ≤ n − 1 e
concluir, assim, que a fórmula de cubatura (5.2.5) vale para todo polinômio em Πd

2n−1.
Por outro lado, suponha que uma fórmula de cubatura gaussiana existe e tem xk,

1 ≤ k ≤ N = dimΠd
n−1, como nós. Como L é definido positivo, pela demonstração do

Lema 5.2.5, estes nós não podem todos pertencer a uma hipersuperfície algébrica de grau
n − 1. Porém, haverá um Q ∈ Πd

n−1, não identicamente nulo, que se anula em todos os
nós, o que implicará que L(Q2) = 0. Pelo Lema 5.2.5, existem polinômios linearmente
independentes P n

j , 1 ≤ j ≤ rdn, que têm xk como zeros comuns. Pela fórmula de cubatura
gaussiana, para qualquer R ∈ Πd

n−1,

L(RP n
j ) =

N∑
k=1

Λk(RP n
j )(xk) = 0.



5.2. Fórmulas de cubatura gaussianas 78

Então, os polinômios P n
j são ortogonais a Πd

n−1 e podemos escrevê-los na forma (5.2.2).
�

Vale mencionar que a prova acima é similar à prova para a fórmula de quadratura
gaussiana.

O uso do polinômio interpolador conduz ao seguinte corolário.

Corolário 5.2.7. Uma fórmula de cubatura gaussiana que toma a forma (5.2.5), em

particular, é uma cubatura positiva.

Dem.: Seja f(x) = l2k(x) = K2
n(x, zk)/K

2
n(zk, zk), então f ∈ Πd

2n−2. Mas, L é definido
positivo, segue que

0 < L(l2k) =
N∑
k=1

Λkl
2
k(zk) = Λk,

para 1 ≤ k ≤ N , concluindo, assim, a prova. �

Da prova do Teorema 5.2.6, a fórmula de cubatura gaussiana (5.2.5) é obtida através
da integração do polinômio de interpolação de Lagrange Lnf em (5.2.5). Este processo
é similar ao caso de uma variável. Para polinômios de interpolação em uma variável,
sabemos que o polinômio de interpolação de Lagrange baseado em nós distintos sempre
existe e é único. O mesmo, contudo, não é verdade para polinômios de interpolação em
várias variáveis. Um exemplo típico é a interpolação em seis pontos pertencentes ao círculo
unitário x2 + y2 = 1, onde o polinômio p(x, y) = x2 + y2 − 1 se anula nos nós. Se P é
um polinômio de interpolação de grau 2 nesses nós, então P + ap, para qualquer número
a, também o é. Isto mostra que o polinômio interpolador de Lagrange, se existir, não é
único. Se os nós são zeros de uma fórmula de cubatura gaussiana, então eles admitem um
único polinômio de interpolação de Lagrange.

Teorema 5.2.8. Se xk, 1 ≤ k ≤ dimΠd
n−1, são os nós da fórmula de cubatura gaussiana,

então, para quaisquer dados {yi}, há um único polinômio P ∈ Pd
n−1 tal que P (xi) = yi,

1 ≤ i ≤ dimΠd
n−1.

Dem.: O polinômio de interpolação toma a forma de (5.2.4) com yi = f(xi). Se f(xi) = 0,
1 ≤ i ≤ dimΠd

n−1, então P (xi) = 0 e a fórmula de cubatura gaussiana mostra que
L(P 2) = In(P

2) = 0, o que implica que P = 0. �

Teorema 5.2.9. Seja L um funcional linear definido positivo e seja P̃n os polinômios

ortonormais correspondentes que satisfazem a relação de três termos (3.4.3) Então, a

fórmula de cubatura gaussiana existe se, e somente se, (5.1.2) vale.
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Dem.: Pelo Teorema 5.2.6, a fórmula de cubatura gaussiana vale se, e somente se, P̃n tem
N zeros comuns, o que, pelo Teorema 5.1.9, é equivalente a (5.1.2). �

O próximo corolário segue imediatamente do Corolário 5.1.11, pois este afirma que
(5.1.2) não vale para um funcional linear quase-centralmente simétrico.

Corolário 5.2.10. Um funcional linear quase-centralmente simétrico não admite uma

fórmula de cubatura gaussiana.

Em particular, não há fórmulas de cubatura gaussianas para função peso clássicas
simétricas e para a funções peso clássica na bola unitária, pois os funcionais lineares
definidos a partir das funções peso clássicas simétricas e na bola unitária são funcionais
quase-centralmente simétricos.



Capítulo 6

Exemplos

Iniciamos este capítulo com alguns exemplos bem simples de polinômios ortonormais
em várias variáveis, comumente conhecidos na literatura como produto tensor. Vemos
a seguir um método para gerar polinômios ortonormais em duas variáveis e exemplos
gerados por esse método, além de exemplos das matrizes coeficientes da relação de três
termos em duas variáveis.

O funcional linear, neste capítulo, é definido através de uma função peso W (x), ou
seja, o funcional linear é dado por L(F (x)G(x)) =

∫
F (x)G(x)W (x)dx.

6.1 Produto tensor

Seja α = (α1, . . . , αd) o multi-índice definido anteriormente. Definimos, a seguir, o po-
linômio ortonormal de grau n em d variáveis, denotado por Pα(x), através dos polinômios
ortonormais em uma variável, com |α| = n.

Sejam ωαk
(xk), 1 ≤ k ≤ d, funções pesos em (aαk

, bαk
) ⊂ R, respectivamente, onde

∞ ≤ aαk
< bαk

≤ ∞. Sejam pαk
os polinômios ortonormais em uma variável com relação

a função peso ωαk
(xk). Definimos o polinômio ortonormal de grau n em d variáveis como

Pα(x) = pα1(x1)pα2(x2) . . . pαd
(xd),

que é ortonormal com relação à função peso

W (x) = ωα1(x1)ωα2(x2) . . . ωαd
(xd),

no domínio R = (aα1 , bα1)× (aα2 , bα2)× · · · × (aαd
, bαd

).
A partir desse produto tensor podemos construir diversos polinômios ortonormais em

várias variáveis através dos polinômios ortonormais clássicos de Jacobi, Hermite, Laguerre,
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Gegenbauer, Legendre e Chebyshev. A seguir, vemos exemplos de polinômios ortonormais
em duas variáveis gerados por alguns dos polinômios clássicos. Denotamos por Pn−k,k(x, y)

cada componente do vetor polinomial coluna em duas variáveis de grau n.

Exemplo 6.1.1. Sejam o multi-índice α = (α1, α2), com α1+α2 = n e como d = 2 temos

que α1 = n− k e α2 = k. A função peso de Jacobi é dada por ωα1(x) = (1− x)α(1 + x)β

e a de Hermite por ωα2(y) = e−y2 , com α, β > −1. Portanto, a função peso do polinômio

ortonormal em duas variáveis é

W (x, y) = (1− x)α(1 + x)βe−y2 ,

no domínio R = (−1, 1) × (−∞,∞) e os polinômios ortonormais são dados em termos

dos polinômios ortonormais clássicos de Jacobi e Hermite, da forma

Pn−k,k(x, y) = P̃
(α,β)
n−k (x)H̃k(y).

Exemplo 6.1.2. Um outro exemplo é o caso dos polinômios ortonormais em duas va-

riáveis formados pelos polinômios ortonormais clássicos de Chebyshev de 1a espécie e

Laguerre,

Pn−k,k(x, y) = T̃n−k(x)L̃
(α)
k (y),

cuja função peso é dada por

W (x, y) =
yαe−y

√
1− x2

no domínio R = (−1, 1)× (0,∞), com α > −1.

Exemplo 6.1.3. Os polinômios ortonormais em duas variáveis deste exemplo são gerados

através dos polinômios ortonormais clássicos de Gegenbauer e Legendre. Assim sua função

peso é da forma,

W (x, y) = (1− x2)λ−1/2,

no domínio R = (−1, 1) × (−1, 1) e os polinômios ortonormais em duas variáveis são da

forma

Pn−k,k(x, y) = G̃
(λ)
n−k(x)P̃

(0)
k (y).
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6.2 Método de Koornwinder

Este método foi dado por Koornwinder [10] e gera polinômios ortonormais de duas
variáveis através de polinômios ortonormais de uma variável. Novamente denotamos por
Pn−k,k(x, y) cada componente do vetor polinomial coluna em duas variáveis de grau n.

Sejam ω1(x) uma função peso em (a, b) e ω2(y) uma função peso em (c, d). Seja ρ(x)

uma função positiva em (a, b) tal que ρ é um polinômio de grau 1 ou ρ é raiz quadrada de
um polinômio não-negativo de grau no máximo 2, e, nesse caso, assuma que c = −d > 0

e ω2(y) é uma função par em (−c, c).
Para cada k ∈ N0, seja

{
p̃
(k)
n

}∞

n=0
a sequência de polinômios ortonormais com respeito à

função peso ρ2k+1(x)ω1(x) e seja {q̃n} a sequência de polinômios ortonormais com respeito
a função peso ω2. Então, definimos o polinômio Pn−k,k(x, y) em duas variáveis por

Pn−k,k(x, y) = p̃
(k)
n−k(x) (ρ(x))

k q̃k

(
y

ρ(x)

)
, 0 ≤ k ≤ n. (6.2.1)

Os polinômios Pn−k,k(x, y) são de grau n. De fato, para o caso de ρ(x) ser um polinômio
de grau 1, claramente o polinômio Pn−k,k(x, y) é de grau n e, para o caso de ρ(x) ser raiz
quadrada de um polinômio não-negativo de grau no máximo 2, basta notar que q̃k(y) tem
a mesma paridade de k, uma vez que ω2(y) é par.

Os polinômios Pn−k,k(x, y) são ortonormais com respeito à função peso

W (x, y) = ω1(x)ω2(ρ
−1(x)y), (x, y) ∈ R, (6.2.2)

onde o domínio R é definido por

R = {(x, y) : a < x < b, cρ(x) < y < dρ(x)} . (6.2.3)

De fato, fazendo a mudança de variáveis z = ρ−1(x)y na integral, temos∫ ∫
R

Pn−k,k(x, y)Pm−j,j(x, y)W (x, y)dxdy

=

∫ b

a

∫ dρ(x)

cρ(x)

p̃
(k)
n−k(x)p̃

(j)
m−j(x)q̃k

(
y

ρ(x)

)
q̃j

(
y

ρ(x)

)
(ρ(x))k+j ω1(x)ω2

(
y

ρ(x)

)
dxdy

=

∫ b

a

p̃
(k)
n−k(x)p̃

(j)
m−j(x) (ρ(x))

k+j+1 ω1(x)dx

∫ d

c

q̃k(z)q̃j(z)ω2(z)dz = δn,mδk,j.

Vejamos alguns exemplos de polinômios ortonormais em duas variáveis gerados por
esse método.
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Exemplo 6.2.1. (Polinômios de Jacobi no quadrado) Sejam ω1(x) = (1−x)α1(1+x)β1 e

ω2(y) = (1− y)α2(1 + y)β2 em (−1, 1), e ρ(x) = 1. Portanto a função peso (6.2.2) é dada

por

W (x, y) = (1− x)α1(1 + x)β1(1− y)α2(1 + y)β2 (6.2.4)

no domínio R = (−1, 1) × (−1, 1). Os polinômios p̃
(k)
n−k(x) = P̃

(α1,β1)
n−k (x) e os polinômios

q̃k(y) = P̃
(α2,β2)
k (y), onde P̃

(αi,βi)
j são os polinômios ortonormais de Jacobi, então temos

que

Pn−k,k(x, y) = P̃
(α1,β1)
n−k (x)P̃

(α2,β2)
k (y) (6.2.5)

são polinômios ortonormais em duas variáveis no quadrado, vale notar que este exemplo

gerado pelo método de Koornwinder é um caso particular do produto tensor dado na

seção acima com o produto de dois polinômios ortonormais clássicos de Jacobi.

Exemplo 6.2.2. (Polinômios de Jacobi no disco unitário) Sejam ω1(x) = (1 − x2)µ−1/2

e ω2(y) = (1 − y2)µ−1/2 em (−1, 1), e ρ(x) = (1 − x2)1/2. Então, a função peso (6.2.2) é

da forma

W (x, y) = (1− x2)µ−1/2(1− (1− x)−1y2)µ−1/2 = (1− x2 − y2)µ−1/2 (6.2.6)

no domínio R = B2 = {(x, y) : x2 + y2 < 1}, p̃(k)n−k(x) = G̃
(µ+k+1/2)
n−k (x) e os polinômios

q̃k(y) = G̃
(µ)
k (y), onde G̃

(µ)
j são os polinômios ortonormais de Gegenbauer. Então, temos

que

Pn−k,k(x, y) = G̃
(µ+k+1/2)
n−k (x)((1− x2)1/2)kG̃

(µ)
k

(
y

(1− x2)1/2

)
(6.2.7)

são polinômios ortonormais em duas variáveis no disco unitário.

Exemplo 6.2.3. (Polinômios de Jacobi no triângulo) Sejam ω1(x) = xκ1−1/2(1−x)κ2+κ3−1

e ω2(y) = yκ2−1/2(1 − y)κ3−1/2 em (0, 1),e ρ(x) = 1 − x. Logo a função peso (6.2.2) é da

forma

W (x, y) = xκ1−1/2(1− x)κ2+κ3−1(1− x)κ2−1/2yκ2−1/2(1− (1− x)y)κ3−1/2

= xκ1−1/2yκ2−1/2(1− x− y)κ3−1/2 (6.2.8)

em R = T 2 = {(x, y) : x > 0, y > 0, 1− x− y > 0}, p̃(k)n−k(x) = P̃
(κ2+κ3+2k,κ1−1/2)
n−k (2x− 1)

e q̃k(x) = P̃
(κ3−1/2,κ2−1/2)
k (2x − 1), onde P̃

(α,β)
n (2x − 1) são os polinômios ortonormais de
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Jacobi. Portanto,

Pn−k,k(x, y) = P̃
(κ2+κ3+2k,κ1−1/2)
n−k (2x− 1)(1− x)kP̃

(κ3−1/2,κ2−1/2)
k

(
2y

1− x
− 1

)
, (6.2.9)

que são os polinômios ortonormais em duas variáveis no triângulo.

Exemplo 6.2.4. (Polinômios ortonormais em domínio parabólico) Seja ω1(x) = xa(1−x)b

em (0, 1), ω2(y) = (1− y2)a em (−1, 1) e ρ(x) =
√
x. Assim a função peso (6.2.2) é dada

por

W (x, y) = xa(1− x)b(1− x−1y2)a = (1− x)b(x− y2)a. (6.2.10)

O domínio R = {(x, y) : y2 < x < 1} é limitado por uma reta e uma parábola. Os

polinômios p̃
(k)
n−k(x) são dados por P̃

(b,a+k+1/2)
n−k (2x− 1) e q̃k(x) por G̃

(a+1/2)
k (x). Portanto,

os polinômios ortonormais Pn−k,k em (6.2.1) são dados por

Pn−k,k(x, y) = P̃
(b,a+k+1/2)
n−k (2x− 1)xk/2G̃

(a+1/2)
k (y/

√
x), (6.2.11)

onde P̃
(i,l)
j são os polinômios ortonormais de Jacobi e G̃

(µ)
k são os de Gegenbauer.

6.3 Exemplos de matrizes coeficientes da relação de

três termos

Apresentamos, aqui, exemplos das matrizes coeficientes da relação de três termos para
polinômios ortonormais clássicos em duas variáveis no quadrado e no triângulo. Neste
capítulo, o funcional L é escrito como uma integral com relação a função peso W .

6.3.1 Polinômios ortonormais clássicos no quadrado

Seja {p̃n}∞n=0 uma sequência de polinômios ortonormais com respeito à função peso ω

em [−1, 1], que satisfaz a relação de recorrência de três termos

xp̃n = anp̃n+1 + bnp̃n + an−1p̃n−1, n ≥ 0.

Seja W o produto das funções peso definido por W (x, y) = ω(x)ω(y). Uma base de
polinômios ortonormais é dada por

Pn−k,k(x, y) = p̃n−k(x)p̃k(y), 0 ≤ k ≤ n.
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Além disso,

An,1 = L(xPnPT
n+1) = L

x


Pn,0

Pn−1,1

...
P0,n


(
Pn+1,0 Pn,1 · · · P0,n+1

)


=


L(xPn,0Pn+1,0) L(xPn,0Pn,1) · · · L(xPn,0P0,n+1)

L(xPn−1,1Pn+1,0) L(xPn−1,1Pn,1) · · · L(xPn−1,1P0,n+1)
...

... . . . ...
L(xP0,nPn+1,0) L(xP0,nPn,1) · · · L(xP0,nP0,n+1)


e

An,2 =


L(yPn,0Pn+1,0) L(yPn,0Pn,1) · · · L(yPn,0P0,n+1)

L(yPn−1,1Pn+1,0) L(yPn−1,1Pn,1) · · · L(yPn−1,1P0,n+1)
...

... . . . ...
L(yP0,nPn+1,0) L(yP0,nPn,1) · · · L(yP0,nP0,n+1)

 .

Assim, devemos calcular L(xPn−j,jPn+1−l,l) e L(yPn−j,jPn+1−l,l) para 0 ≤ j ≤ n e
0 ≤ l ≤ n+ 1. Determinemos, inicialmente, L(xPn−j,jPn+1−l,l)

L(xPn−j,jPn+1−l,l) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

x(p̃n−j(x)p̃j(y))(p̃(n+1)−l(x)p̃l(y))ω(x)ω(y)dxdy

=

∫ 1

−1

xp̃n−j(x)p̃(n+1)−l(x)ω(x)dx

∫ 1

−1

p̃j(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

∫ 1

−1

(an−j p̃n−j+1(x) + bn−j p̃n−j(x) + an−k−1p̃n−k−1(x))p̃(n+1)−l(x)

×ω(x)dx

∫ 1

−1

p̃j(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

0, j ̸= l

an−j, j = l
.

Portanto,

An,1 =


an 0 0

. . . ...
0 a0 0

 .
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Agora, efetuemos L(yPn−j,jPn+1−l,l)

L(yPn−j,jPn+1−l,l) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

y(p̃n−j(x)p̃j(y))(p̃(n+1)−l(x)p̃l(y))ω(x)ω(y)dxdy

=

∫ 1

−1

p̃n−j(x)p̃(n+1)−l(x)ω(x)dx

∫ 1

−1

yp̃j(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

∫ 1

−1

p̃n−j(x)p̃(n+1)−l(x)ω(x)dx

∫ 1

−1

aj p̃j+1(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

0, j + 1 ̸= l

aj, j + 1 = l
.

Logo,

An,2 =


0 a0 0
... . . .

0 0 an

 .

Analogamente, de (3.4.2), temos

Bn,1 = L(xPnPT
n ) = L

x


Pn,0

Pn−1,1

...
P0,n


(
Pn,0 Pn−1,1 · · · P0,n

)


=


L(xPn,0Pn,0) L(xPn,0Pn−1,1) · · · L(xPn,0P0,n)

L(xPn−1,1Pn,0) L(xPn−1,1Pn−1,1) · · · L(xPn−1,1P0,n)
...

... . . . ...
L(xP0,nPn,0) L(xP0,nPn−1,1) · · · L(xP0,nP0,n)


e

Bn,2 =


L(yPn,0Pn,0) L(yPn,0Pn−1,1) · · · L(yPn,0P0,n)

L(yPn−1,1Pn,0) L(yPn−1,1Pn−1,1) · · · L(yPn−1,1P0,n)
...

... . . . ...
L(yP0,nPn,0) L(yP0,nPn−1,1) · · · L(yP0,nP0,n)

 .

Novamente, devemos calcular L(xPn−j,jPn−l,l) e L(yPn−j,jPn−l,l) para 0 ≤ j ≤ n e
0 ≤ l ≤ n.
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L(xPn−j,jPn−l,l) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

x(p̃n−j(x)p̃j(y))(p̃n−l(x)p̃l(y))ω(x)ω(y)dxdy

=

∫ 1

−1

x1p̃n−j(x)p̃n−l(x)ω(x)dx

∫ 1

−1

p̃j(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

∫ 1

−1

(an−j p̃n−j+1(x) + bn−j p̃n−j(x) + an−j−1p̃n−j−1(x))p̃n−l(x)ω(x)dx

×
∫ 1

−1

p̃j(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

0, j ̸= l

bn−j, j = l
.

Portanto,

Bn,1 =


bn 0

. . .

0 b0

 .

No outro caso, temos

L(yPn−j,jPn−l,l) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

y(p̃n−j(x)p̃j(y))(p̃n−l(x)p̃l(y))ω(x)ω(y)dxdy

=

∫ 1

−1

p̃n−j(x)p̃n−l(x)ω(x)dx

∫ 1

−1

yp̃j(y)p̃l(y)ω(y)dy

=

∫ 1

−1

p̃n−j(x)p̃n−l(x)ω(x)dx

×
∫ 1

−1

(aj p̃j+1(y) + bj p̃j(y) + aj−1p̃j−1(y))p̃l(y)ω(y)dy

=

0, j ̸= l

bj, j = l
.

Logo,

Bn,2 =


b0 0

. . .

0 bn

 .

Se ω é centralmente simétrico, então bk = 0 para 0 ≤ k ≤ n. Portanto, Bn,i = 0.
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6.3.2 Polinômios ortonormais clássicos no triângulo

Uma sequência de polinômios ortonormais no triângulo é da forma (6.2.9) e a função
peso é dada por (6.2.8). Alteramos a notação dos índices de κ = (κ1, κ2, κ3) para κ =

(α, β, γ). Assim, o polinômio e a função peso são das formas,

Pn−k,k = P̃
(β+γ+2k,α−1/2)
n−k (2x− 1)(1− x)kP̃

(γ−1/2,β−1/2)
k

(
2y

1− x
− 1

)
e

W (x, y) = xα−1/2yβ−1/2(1− x− y)γ−1/2

Para calcular as matrizes coeficientes precisamos, como no exemplo anterior, determi-
nar L(xPn−j,jP(n+1)−l,l), L(yPn−j,jP(n+1)−l,l), L(xPn−j,jPn−l,l) e L(yPn−j,jPn−l,l). Calcu-
lemos, inicialmente, An,1. Então,

L(xPn−j,jP(n+1)−l,l) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

xP̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)(1− x)j

×P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j

(
2y

1− x
− 1

)
P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
(n+1)−l (2x− 1)(1− x)l

×P̃
(γ−1/2,β−1/2)
l

(
2y

1− x
− 1

)
xα−1/2yβ−1/2(1− x− y)γ−1/2dydx.

Fazendo a mudança de variáveis y → (1− x)z, temos

L(xPn−j,jP(n+1)−l,l) =

∫ 1

0

xP̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
(n+1)−l (2x− 1)

×xα−1/2(1− x)j+l+β+γdx

×
∫ 1

0

P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
l (2z − 1)

×zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz.

Quando j ̸= l a integral com relação a z é igual a zero. Portanto, quando j = l, temos,
da relação de recorrência de três termos de P̃

(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1), que

L(xPn−j,jP(n+1)−j,j) =

aj, j = l

0, j ̸= l
,

onde aj =
(
4(β + γ + n+ j + 1)(α + n− j + 1/2)(n− j + 1)(|κ|+ n+ j + 1/2)

(|κ|+ 2n+ 1/2)(|κ|+ 2n+ 3/2)2(|κ|+ 2n+ 5/2)

)1/2

, para

1 ≤ j ≤ n.
Portanto,

An,1 =


a0 0 0

. . . ...
0 an 0

 .
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Agora, calculemos L(yPn−j,jP(n+1)−l,l) para determinar An,2. Como no cálculo anterior
vamos fazer a mudança de variáveis y → (1− x)z. Assim,

L(yPn−j,jP(n+1)−l,l) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

yP̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)(1− x)j

×P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j

(
2y

1− x
− 1

)
P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
(n+1)−l (2x− 1)(1− x)l

×P̃
(γ−1/2,β−1/2)
l

(
2y

1− x
− 1

)
xα−1/2yβ−1/2(1− x− y)γ−1/2dxdy

=

∫ 1

0

(1− x)P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
(n+1)−l (2x− 1)

×xα−1/2(1− x)j+l+β+γdx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
l (2z − 1)

×zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz.

Pelo Teorema 2.2.4, a integral com relação à variável z é igual a 0 se l+1 < j ou j < l−1.
Portanto, devemos calcular os outros casos. Iniciemos com l = j − 1. Denotando cj,j−1

para L(yPn−j,jPn−j+2,j−1), temos, para 1 ≤ j ≤ n, que

cj,j−1 =

∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j−2,α−1/2)
n−j+2 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
j−1 (2z − 1)zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz

=

∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j−2,α−1/2)
n−j+2 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
(
(γ + j − 1/2)(β + j − 1/2)j(β + γ + j − 1)

(β + γ + 2j − 2)(β + γ + 2j)

)1/2
1

β + γ + 2j − 1
.

Quando l = j temos, da relação de recorrência de três termos de P̃ (β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x−1)

e de P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1), denotando L(yPn−j,jPn−j+1,j) por dj,j para 0 ≤ j ≤ n, que

dj,j =

∫ 1

0

(1− x)P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j,α−1/2)
n−j+1 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz

=

(
(β + γ + n+ j + 1)(α + n− j + 1/2)(n− j + 1)(|κ|+ n+ j + 1/2)

(|κ|+ 2n+ 1/2)(|κ|+ 2n+ 5/2)

)1/2

×
(

(β − 1/2)2 − (γ − 1/2)2

(β + γ + 2j + 1)(β + γ + 2j − 1)
− 1

)
1

2(|κ|+ 2n+ 3/2)

Por fim, calculemos o caso l = j + 1. Denotando novamente L(yPn−j,jPn−j,j+1) por
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ej,j+1, temos, para 0 ≤ j ≤ n, que

ej,j+1 =

∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j+2,α−1/2)
n−j (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γ+2dx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
j+1 (2z − 1)zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz.

Fazendo a mudança de variáveis x → w+1
2

, do item 7 da subseção 7.391 de Gradshteyn
e Ryzhik [7], obtemos

ej,j+1 =

∫ 1

−1
P̃

(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (w)P̃

(β+γ+2j+2,α−1/2)
n−j (w)(1 + w)α−1/2(1− w)2j+β+γ+2dx

2|κ|+2j+5/2

×
(
(γ + j + 1/2)(β + j + 1/2)(j + 1)(γ + β + j)

(γ + β + 2j)(γ + β + 2j + 2)

)1/2
1

γ + β + 2j + 1

=

(
(γ + j + 1/2)(β + j + 1/2)(j + 1)(γ + β + j)(β + γ + n+ j + 2)

(γ + β + 2j)(γ + β + 2j + 2)(|κ|+ n+ j + 3/2)(|κ|+ n+ j + 1/2)

)1/2

×(β + γ + n+ j + 1)1/2

γ + β + 2j + 1

2|κ|+2j+3/2Γ(β + γ + n+ j + 3)(Γ(α + n− j + 1/2))2

((n− j)!)2Γ(|κ|+ 2n+ 7/2)(Γ(|κ|+ n+ j + 1/2))2

×Γ(|κ|+ 2n+ 1/2)Γ(β + γ + n+ j + 1)

(|κ|+ 2n+ 1/2)(|κ|+ 2n+ 5/2)
.

Assim, pelos coeficientes acima dados, temos a matriz da relação de três termos

An,2 =



d0,0 e0,1 0 0 · · · 0 0 0

c1,0 d1,1 e1,2 0 · · · 0 0 0

0 c2,1 d2,2 e2,3 · · · 0 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
0 0 0 0 · · · dn−1,n−1 en−1,n 0

0 0 0 0 · · · cn,n−1 dn,n en,n+1


.

Agora, calculemos as matrizes coeficiente Bn,1 e Bn,2. Para determinar Bn,1 devemos
obter L(xPn−j,jPn−l,l). Analogamente, fazendo a mudança de variáveis y → (1 − x)z,
obtemos

L(xPn−j,jPn−l,l) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

xP̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)(1− x)j

×P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j

(
2y

1− x
− 1

)
P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
n−l (2x− 1)(1− x)l

×P̃
(γ−1/2,β−1/2)
l

(
2y

1− x
− 1

)
xα−1/2yβ−1/2(1− x− y)γ−1/2dydx

=

∫ 1

0

xP̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
n−l (2x− 1)

×xα−1/2(1− x)j+l+β+γdx

×
∫ 1

0

P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
l (2z − 1)

×zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz.
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Caso j ̸= l, a integral com relação a z é igual a 0. Desse modo, basta fazer o caso j = l.
Logo,

L(xPn−j,jPn−j,j) =

∫ 1

0

xP̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)

×xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
∫ 1

0

P̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)

×zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz

=

(
(α− 1/2)2 − (β + γ + 2j)2

2(|κ|+ 2n+ 3/2)(|κ|+ 2n− 1/2)
+

1

2

)
.

Portanto,

Bn,1 =


b0 0

. . .

0 bn

 ,

onde bj =

(
(α− 1/2)2 − (β + γ + 2j)2

2(|κ|+ 2n+ 3/2)(|κ|+ 2n− 1/2)
+

1

2

)
, para 0 ≤ j ≤ n.

Por fim, calculemos Bn,2, ou seja, temos que obter L(yPn−j,jPn−l,l). Fazendo a mesma
mudança de variáveis, temos

L(yPn−j,jPn−l,l) =

∫ 1

0

(1− x)P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2l,α−1/2)
n−l (2x− 1)

×xα−1/2(1− x)j+l+β+γdx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
l (2z − 1)

×zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz.

Analogamente ao caso de An,2, temos que se l + 1 < j ou j < l − 1, a integral com
relação a z é igual a 0. Calculemos os outros casos.

Caso l = j − 1, denotando L(yPn−j,jPn−j+1,j−1) por fj,j−1, obtemos

fj,j−1 =

∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j−2,α−1/2)
n−j+1 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
j−1 (2z − 1)zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz

=

∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j−2,α−1/2)
n−j+1 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
(
(γ + j − 1/2)(β + j − 1/2)j(β + γ + j − 1)

(β + γ + 2j − 2)(β + γ + 2j)

)1/2
1

(β + γ + 2j − 1)
.
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No caso j = l, denotando gj,j para L(yPn−j,jPn−j,j), obtemos

gj,j =

∫ 1

0

(1− x)P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γdx

×
∫ 1

0

zP̃
(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)P̃

(γ−1/2,β−1/2)
j (2z − 1)zβ−1/2(1− z)γ−1/2dz

=
1

4

(
(β − 1/2)2 − (γ − 1/2)2

(β + γ + 2j + 1)(β + γ + 2j − 1)
+ 1

)
×
(

(β + γ + 2j)2 − (α− 1/2)2

(|κ|+ 2n+ 3/2)(|κ|+ 2n− 1/2)
+ 1

)
.

O último caso é quando l = j+1 e denotamos, agora, L(yPn−j,jPn−j−1,j+1) por hj,j+1.

hj,j+1 =

∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j+2,α−1/2)
n−j−1 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γ+2dx∫ 1

0

P̃
(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (2x− 1)P̃

(β+γ+2j+2,α−1/2)
n−j−1 (2x− 1)xα−1/2(1− x)2j+β+γ+2dx

=

∫ 1

−1
P̃

(β+γ+2j,α−1/2)
n−j (w)P̃

(β+γ+2j+2,α−1/2)
n−j−1 (w)(1 + w)α−1/2(1− w)2j+β+γ+2dx

2|κ|+2j+5/2

×
(
(γ + j + 1/2)(β + j + 1/2)(j + 1)(γ + β + n)

(γ + β + 2j)(γ + β + 2j + 2)

)1/2
1

γ + β + 2j + 1
.

Portanto, dos coeficientes calculados acima, temos a matriz

Bn,2 =



g0,0 h0,1 0 0 · · · 0 0 0

f1,0 g1,1 h1,2 0 · · · 0 0 0

0 f2,1 g2,2 h2,3 · · · 0 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
0 0 0 0 · · · gn−1,n−1 hn−1,n 0

0 0 0 0 · · · fn,n−1 gn,n hn,n+1


.
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Glossário

Rm×n - espaço vetorial das matrizes reais de dimensão m× n

(x)n - símbolo de Pochhammer
Γ(x) - função Gama
B(x) - função Beta
P

(α,β)
n (x) - polinômios ortogonais de Jacobi

P̃
(α,β)
n (x) - polinômios ortonormais de Jacobi

Hn(x) - polinômios ortogonais de Hermite
H̃n(x) - polinômios ortonormais de Hermite
L
(α)
n (x) - polinômios ortogonais de Laguerre

L̃
(α)
n (x) - polinômios ortonormais de Laguerre

G
(λ)
n (x) - polinômios ortogonais de Gegenbauer

G̃
(λ)
n (x) - polinômios ortonormais de Gegenbauer

P
(0)
n (x) - polinômios ortogonais de Legendre

P̃
(0)
n (x) - polinômios ortonormais de Legendre

Tn(x) - polinômios ortogonais de Chebyshev de 1a espécie
T̃n(x) - polinômios ortonormais de Chebyshev de 1a espécie
Un(x) - polinômios ortogonais de Chebyshev de 2a espécie
Ũn(x) - polinômios ortonormais de Chebyshev de 2a espécie
α - multi-índice
N0 - conjunto dos inteiros não-negativos
Nd

0 - conjunto das d-uplas inteiras não-negativas
δα,β - delta de Kronecker
x - d-upla real
xi - i-ésima variável de x

Rd - conjunto das d-uplas reais
xα - monômio em d variáveis
Πd - conjunto dos polinômios de d variáveis
Πd

n - conjunto dos polinômios de d variáveis de grau no máximo n

Pd
n - conjunto dos polinômios homogêneos de grau n em d variáveis



rdn - dimensão de Pd
n

Ls ou L - funcional linear de momento definido pela sequência s

sα - Ls(xα)

Xn - vetor monomial coluna de grau n

sk - vetor de momento
s{k}+{j} - momento matricial
Mn,d - matriz de momento
∆n,d - determinante da matriz Mn,d

Vd
n - espaço dos polinômios ortogonais de grau exatamente n

Pn - vetor polinomial coluna de grau n

P̄n - vetor polinomial mônico de grau n

P̃n - vetor polinomial ortonormal de grau n

Sn - L(XnPT
n )

Hn - L(PnPT
n )

Gn,i - matriz coeficiente
Gn ou Gn,n - matriz coeficiente líder
An,i, Bn,i e Cn,i - matrizes coeficiente da relação de três termos
Ln,i - A matriz que satisfaz Ln,iXn+1 = xiXn

An - matriz junção de {An,i}
Cn - matriz junção de {Cn,i}
Ln - matriz junção de {Ln,i}
DT

n - inversa generalizada de An

Ji - matriz de Jacobi em blocos
Jn,i - n-ésima matriz de Jacobi em blocos truncada
HL - espaço de Hilbert de funções de valores reais em definido Rd com

produto interno < f, g >= L(f, g)

Kn - n-ésimo núcleo reprodutor
Λn(x) - função de Christoffel
∂i - derivada parcial com relação a variável xi

z - zero comum do polinômio ortogonal em d variáveis
Λ - autovalor junção de Jn,1, . . . , Jn,d
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