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“Na maior parte das ciéncias,

uma geracao poe abaixo o que a outra construiu,

e 0 que a outra estabeleceu a outra desfaz.

Somente na Matematica é que cada geragao constroi
um novo andar sobre a antiga estrutura.”

Hermann Hankel



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os polindmios ortogonais em vérias variaveis com
relacao a um funcional linear, £ e suas propriedades analogas as dos polinémios ortogo-
nais em uma variavel, tais como: a relacao de trés termos, a relacao de recorréncia de
trés termos, o teorema de Favard, os zeros comuns e a cubatura gaussiana. Além disso,
apresentamos um método para gerar polindmios ortonormais em duas varidveis e alguns

exemplos.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais em vérias variaveis, zeros comuns de polino-

mios ortogonais em vérias variaveis, férmula de cubatura gaussiana.



Abstract

The aim here is to study the orthogonal polynomials in several variables with respect
to a linear functional, £. Also, to study its properties analogous to orthogonal polyno-
mials in one variable, such as the three term relation, the three term recurrence relation,
Favard’s theorem, the common zeros and Gaussian cubature. A method to generating

orthonormal polynomials in two variables and some examples are presented.

Keywords: Orthogonal polynomials in several variables, common zeros of orthogonal

polynomials in several variables, Gaussian cubature formula.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de polindmios ortogonais na reta real tem vasta aplicagdo em todos os tipos
de problemas da Matematica Pura e Ciéncias Aplicadas. Esses polindmios satisfazem
diversas propriedades interessantes, como a relagao de recorréncia de trés termos, o po-
linémio de grau n possui todos os seus zeros reais, distintos e dentro do intervalo de
ortogonalidade, que caracteriza um resultado muito importante para as formulas de qua-
dratura Gaussianas, além do entrelacamento dos zeros de polinomios ortogonais de graus
consecutivos.

Esse estudo é de verificar quais propriedades e resultados sao extensoes dos polinémios
ortogonais em uma variavel. Porém, durante este trabalho percebemos que muitas dessas
estruturas se tornam complexas como, por exemplo, os zeros, que no caso de duas variaveis
podem ser curvas algébricas, e essas estruturas sao mais complicadas no caso de mais
variaveis.

A seguir apresentamos, brevemente, os contetidos dos capitulos desta dissertagao, que
foi baseada nos textos de Dunkl e Xu [5] e Krall e Sheffer [11].

No Capitulo 2 apresentamos algumas propriedades e defini¢oes sobre matrizes, descre-
vemos também algumas defini¢oes e resultados dos polindmios ortogonais, como a féormula
de recorréncia de trés termos, Teorema de Favard, zeros dos polinémios e formulas de qua-
dratura Gaussiana. Por fim, apresentamos alguns polinémios classicos.

No Capitulo 3 apresentamos as definicoes de polindmios ortogonais em varias va-
ridveis e notacoes necessarias para essas definigoes. Além disso, apresentamos algumas
propriedades sobre estes polindmios e os andlogos a relacao de trés termos e ao Teorema
de Favard.

No Capitulo 4 estudamos a extensao das propriedades das fungoes pesos pares dos
polinémios ortogonais em uma variavel, denotadas por integrais centralmente simétricas,

e estendemos também as matrizes de Jacobi e os nucleos reprodutores. Apresentamos um
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teorema sobre a condi¢ao necessaria e suficiente para um sistema de polindmios em vérias
variaveis que satisfaz a relagao de recorréncia ser um sistema de polindmios ortogonais.

No Capitulo 5 descrevemos a definicao de zero comum para polindémios ortogonais em
varias variaveis e suas propriedades, por exemplo, que os zeros comuns dos polinémios
ortogonais sao pontos do R?, distintos e dois polinémios ortogonais nao tem zeros comuns
em comum. Apresentamos a féormula de cubatura Gaussiana e seus teoremas relacionados
com o0s zeros comuns dos polindbmios ortogonais em varias variaveis.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos os exemplos conhecidos como produto tensor,
um método para gerar polindmios ortogonais em duas variaveis dado por Koornwinder
[10] e alguns polinémios gerados por ele, além de exemplos das matrizes coeficientes da

relacao de trés termos.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo veremos alguns assuntos preliminares importantes para a compreensao
do trabalho. Esses assuntos sao referentes a defini¢coes de corpo, resultados sobre matrizes,
pois os coeficientes que acompanham o vetor polinomial coluna ou o vetor monomial

coluna sao matrizes, e sobre os polindmios ortogonais na reta real.
2.1 Algebra linear

Nesta secao veremos alguns pré-requisitos importantes para o decorrer deste trabalho.
As demonstracoes serao omitidas, pois sao bem conhecidas na literatura como em Horn
e Johnson [8], Callioli [2], Coelho e Lourenco [4] e Lima [12].

Definicao 2.1.1. Um conjunto nao vazio K é um corpo se em K pudermos definir duas
operagoes, denotadas por + (adi¢ao) e -(multiplicagao), satisfazendo as sequintes proprie-

dades:
(A1) a+b=b+a, Va,beK (propriedade comutativa).
(A2) a+ (b+c)=(a+b)+c, Va,b,ceK (propriedade associativa).

(A3) Existe um elemento em K, denotado por 0 e chamado de elemento neutro da adi¢ao,

que satisfaz 0 +a=a+0=a, VaeckK.

(A4) Para cada a € K, existe um elemento em K, denotado por —a e chamado de oposto

de a (ou inverso aditivo de a), tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.
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(M1) a-b=b-a, a,beK (propriedade comutativa).

(M2) a-(b-¢c)=(a-b)-¢c, a,bceK (propriedade associativa).

(M3) Eziste um elemento em K, denotado por 1 e chamado de elemento neutro da mul-
tiplicacao, tal que 1 -a=a-1=a, a€kK.

(M) Para cada elemento nao nulo, a € K, existe um elemento em K, denotado por a™!

L—gl.a=1.

e chamado de inverso multiplicativo de a, tal que a - a~
(D) (a+b)-c=a-c+a-b, Va,bceK (propriedade distributiva).

Apresentamos a seguir alguns resultados sobre matrizes.

Definicao 2.1.2. Uma matriz quadrada N € R™ "™ ¢é definida positiva se, para todo
x € R™ nao-nulo,

xI ' Nx > 0.
Proposicao 2.1.3. Seja N uma matriz quadrada inversivel. Entao,
a) se N € simétrica, sua inversa também € simétrica,
b) sua transposta também € inversivel.
Proposicao 2.1.4. Se N é uma matriz quadrada com det N #£ 0, entao
1 1

= detNadJ(N),

onde adj(N) € a matriz adjunta de N.
Proposigao 2.1.5. Se N é uma matriz simétrica, entdo seus autovalores sao reais.

Proposicao 2.1.6. N ¢ uma matriz definida positiva se, e somente se, sua inversa €

definida positiva.

Definicao 2.1.7. Duas matrizes quadradas M e N sao simultaneamente diagonalizdveis
se existe uma unica matriz quadrada S, tal que STYMS e STINS sdo ambas matrizes

diagonais.

Proposicao 2.1.8. Sejam M e N matrizes quadradas de mesma ordem e diagonalizdvesis.

Entao, M e N comutam se, e somente se, elas sao simultaneamente diagonalizdveis.
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Definicao 2.1.9. Seja N € R™ ™. O posto de N é o numero maximo de linhas, ou

colunas, linearmente independentes dessa matriz.

Definicao 2.1.10. A matriz N € R™*"™ tem posto completo quando seu posto € igual ao

min {m, n}.

Proposicao 2.1.11. Suponha que N € uma matriz de dimensao m X n, entdao
(1.) posto(N) < min(m,n);
(2.) posto(NTN) = posto(NNT) = posto(N) = posto(NT);

(3.) se N € uma matriz quadrada (m = n), entao N ¢é inversivel se, e somente se, N

tem posto n, isto €, A tem posto completo;

(4.) se M é uma matriz qualquer de dimensao n X k, entao

posto(NM) < min{posto N, posto M };

(5.) se M é uma matriz de dimensio n x k com posto n, entao posto(NM) = posto(N);

(6.) se M é uma matriz de dimensao | x m com posto m, entdo posto(MN) = posto(NV).

A seguir apresentaremos uma desigualdade muito importante sobre posto, a desigual-

dade de posto de Sylvester.

Proposicao 2.1.12. Se N é uma matriz de dimensao m x n e M é de dimensao n X k,

entdo posto(N) + posto(M) —n < posto(NM).

Teorema 2.1.13. M € R™*" ¢ simétrica se, e somente se, existe uma matriz ortogonal

O € R™" e uma matriz diagonal D € R™" tal que N = OT DO.

2.2 Polinémios ortogonais em uma variavel

Nesta secao veremos uma breve apresentagao dos polindémios ortogonais na reta real.
As demonstragoes serao omitidas mas sao facilmente encontradas em textos classicos como

os de Chihara [3] e Szeg6 [15], ou, ainda, em Ismail [9].
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Definicao 2.2.1. Seja {1, }02, uma sequéncia de nimeros reais e seja L um funcional

linear definido no espaco vetorial dos polinémios por

L(z") = p,, n=0,1,2,...

Llam(z) + pmy(r)) = al(m(z)) + BL(m(x))

para todo o, B € R e m(x), m2(x) polinémios.
Os numeros i, sao chamados de momentos de ordem n e L € dito funcional de mo-

mento determinado pela sequéncia de momentos {, 2.

Definicao 2.2.2. Uma sequéncia {p,(x)}2, € chamada de sequéncia de polinémios or-
togonais com respeito a um funcional de momento L se, para todo n e m inteiros nao-

neqativos,

a) pn(x) € um polinémio de grau exatamente n,
b) L(pm(x)pn(x)) = 0 para m # n,

¢) L(p(x)) # 0.

oo 4 o A . ~ v A .
Como {xk } L—o ¢ uma base para o espago dos polinoémios, entao temos que os polinomios

ortogonais podem ser escritos como
() = kpt"™ + k12" ko™ 2 L Ry + ko,
onde dizemos que k,, é o coeficiente do termo de maior grau do polindémio ortogonal p,(x).

Teorema 2.2.3. Seja {p,(z)}22, uma sequéncia de polindmios ortogonais com respeito
a L. Entao, todo polinémio w(z) de grau n pode ser escrito como combinagao linear dos

polindomios ortogonais até grau n, isto €,
n
() =) epr(),
k=0

L(m(x)pr(r))
L(p3(x))

Teorema 2.2.4. Sejam £ um funcional linear e {p,(z)}°°, uma sequéncia de polinémios.

onde ¢y = ,k=0,1,...,n.

Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
o o o .
(a) {pn(z)}5°y € uma sequéncia de polindmios ortogonais.

(b) L(x"pn(z)) =0 sem <n e L(x"py(T)) = Kn, onde Kk, #0, n=0,1,2,....
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(c) L(m(x)pn(z)) =0 se grau(m(z)) < n.

Se {pn(2)}5°, ¢ uma sequéncia de polinémios ortogonais e satisfazem a condigao adi-
cional £(p?(z)) = 1, entao {p,(x)}>°, é chamada de uma sequéncia de polinémios orto-
normais e denotamos por {p,(x)}:2,. Uma sequéncia de polinémios ortogonais, {p,(x)},
tal que os p,(x) sdo monicos, é chamada sequéncia de polindmios ortogonais monicos e

sera denotada por {p,(z)}.

Teorema 2.2.5. Seja £ um funcional de momento e seja {p, ()}, uma sequéncia de

polindomios ortogonais. Entao

(i) pn(x) = _pal@) formam uma sequéncia de polinémios ortonormais,

(L(p3(x)))>
(ii) pp(x) =k 1p.(z), onde k, € o coeficiente do termo de maior grau de p,(z), formam

uma sequéncia de polinémios ortogonais monicos.

Definicao 2.2.6. Seja {p,}5°, uma sequéncia de momentos. Definimos o determinante

de Hankel por

l’LO ll/l . e 'un
A, = det H1 o M2 fpga
HUn  HUn+1 " Hon

Teorema 2.2.7. Seja L um funcional de momento determinado pela sequéncia de mo-
mentos { i, }5° . Entao, existe uma sequéncia de polindmios ortogonais se, e somente se,

A, #0.

Defini¢ao 2.2.8. Um funcional de momento L é dito positivo definido se L(m(x)) > 0

para todo polinémio w(x) nao identicamente nulo e nao-negativo para todo x.
Definicao 2.2.9. £ ¢ quase-definido se, e somente se, A, # 0 para n > 0.

Teorema 2.2.10. £ ¢ um funcional de momento definido positivo se, e somente se,

A, > 0, para todo n > 0.

Uma das propriedades mais importantes dos polinémios ortogonais é o fato de trés

polinémios de graus consecutivos estarem conectados por uma relagao simples.
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Teorema 2.2.11. Seja £ um funcional de momento e seja {p,(z)}>2, uma sequéncia de

polinémios ortogonais. Entao, existem constantes ., B, € Vn tais que

l’pn(ﬂf) = Oénpn+1(x) =+ Bnpn(x) + f}/npn71<x>7 n = 07 17 27 tt (221)

onde definimos p_i(x) =0 e py(x) = 0. Além disso,

L(zpn()pnia(z))
L(p%wrl(x)) 7

L(xp;(x))

L(p2(x))’

v = o L(pa(z))

" LR (x)

n—1

O

ﬂn:

Desse teorema obtemos a relagao equivalente

Caso os polindmios sejam ortonormais, temos a seguinte relacao de recorréncia de trés

termos.

Teorema 2.2.12. Seja £ um funcional de momento e seja {p,(x)}5°, a sequéncia de

polinémios ortonormais. Entao, existem constantes av, e Bn tais que
xﬁn(x) = &nﬁn—l-l(x) + Bnﬁn<x> + &n—lﬁn—1($)7 n = 07 17 27 cee (222)

onde definimos p_1(xz) =0 e po(x) = a_;.

O préximo teorema afirma que qualquer sequéncia de polinomios que satisfaz a relacao
(2.2.1) é uma sequéncia de polinémios ortogonais. Este teorema recebe o nome de Teorema

de Favard em homenagem a J. Favard que o enunciou em 1935.

Teorema 2.2.13. Sejam {a, 22, {8,122 e {1}, sequéncias arbitrdrias de nimeros

reais e seja {p,(x)}22, definida pela relagdo de recorréncia de trés termos

.Tpn(.flf) = anpn+1($) + Bnpn(x) + fann—l(x)? n = Oa 17 27 R

p-i(z) = 0, po(z) = 7. (2.2.3)
Entao, existe um unico funcional de momento L tal que

L(1) =1, L(pm(z)pp(x)) =0, param#n, n,m=0,1,2,....
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Definicao 2.2.14. Um funcional de momento € simétrico se todos os momentos impares

$G0 1gUais G Zero.

Teorema 2.2.15. Seja {p,(x)}22, uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos com

respeito ao funcional quase-definido L. Entao, sequem as equivaléncias:
(i) L é simétrico.

(ii) pu(=z) = (=1)"Pn(x), 1 =0.

(111) Na relagdo de recorréncia de trés termos, 5, = 0 para todo n > 1.

A seguir, apresentamos a identidade de Christoffel-Darboux para polindémios ortogo-

nais monicos.

Teorema 2.2.16. Se {p,(x)}2, satisfaz

p'rL('I) = ($ - Bn)ﬁn—l(:ﬁ) - ’_)/nﬁn—Q(x)a n = 17 27 37 cee
]5,1(33') = 0, ]70(.1') = 1.
com A\, # 0 paran > 1. Entao,

~ e @)pe(w)  _ _ _ Da1(@)Pa(u) — ()P (u)
—— - = MNM72 " Tn+1 .
o 1727 Vel r—u

(2.2.4)

No Teorema 2.2.16, caso os polindmios sejam ortonormais, entao a identidade de

Christoffel-Darboux é da forma

S (@) = o Pt @) = Pol@)inia () (2.25)
k=0

knJrl r—u

Teorema 2.2.17. A seguinte formula confluente de (2.2.4) é vdlida

n

pr) D (@)pa(@) = P (%) Pnga (7)
ZT—’Yl’YZ"'fYn-i-l .
o 172 Tkl rT—u

(2.2.6)

Definicao 2.2.18. Os polinémio nicleos sao definidos, a partir do polindmios ortonor-

mais, da sequinte forma
K, (z,u) = Y pr()pr(u).
k=0

Teorema 2.2.19. Seja £ um funcional definido positivo e seja zy um numero real arbi-
trario. Entao,

Ko (20, 20)] " = min £[|7*(2)]],

onde o minimo € sobre todos os polindmios de grau no mdzimo n e mw(zp) = 1.
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Um resultado muito interessante sobre os polinomios ortogonais diz respeito a seus ze-
ros que satisfazem muitas propriedades. Apresentamos a seguir alguns deles pertencentes

ao suporte de L.

Teorema 2.2.20. Os zeros dos polindmios ortogonais p,(x), n > 1, sao reais e distintos.

Ordenando os zeros de p,(x) de forma crescente e os denotando por z,,, para i =
1,2,...,n, entao podemos enunciar o seguinte teorema sobre o entrelacamento dos zeros

dos polinémios ortogonais.

Teorema 2.2.21. Os zeros de p,(x) e pur1(x) se entrelagam, isto €,

Tpili < Tpg < Tntlitl, 1= ]., 2, o, N (227)

Um resultado importante sobre os zeros dos polinémios ortogonais ¢ a formula de

quadratura Gaussiana.

Teorema 2.2.22. Seja L um funcional definido positivo. Entao, existem nuimeros a1,

Un2y - -, Gny tais que, para todo polindmio m(x) de grau no mdximo 2n — 1,

n

L(m(x)) = Z A kT (T k)

k=1
n

Os nimeros a,, k =1,...,n, sao todos positivos e satisfazem a condigdao E Anle = Ho-
k=1

2.2.1 Polinémios ortogonais classicos

Veremos, agora, os polindmios ortogonais classicos que serao tteis no tltimo capitulo

dessa dissertacao. Para isso, necessitamos de algumas defini¢oes preliminares.

Definigao 2.2.23. O simbolo de Pochhammer € definido para todo x € K, onde K é um

corpo, por
()o=1, (), Ha:—i—z—l para n=1,2,3,....
1=1
Uma forma recursiva para esta definigdo é (z)g = 1 e (2)p41 = (2)n(z + n) para
n=1,2,3,....

Definigao 2.2.24. A funcao Gama € definida a partir da integral de Euler de sequnda

espécie, para x € C e Re(x) > 0, como

F(x):/ e Lt
0
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Dessa defini¢ao, obtemos propriedade de recorréncia a seguir.

Propriedade 2.2.25. Para z € C e Re(z) > 0, temos que a fungio Gama satisfaz
I(z+1) =al(x).

Definigao 2.2.26. A funcao Beta € definida, para x,y € C, Re(z) > 0 e Re(y) > 0, pela

tegral de Euler de primeira espécie

1
Blz,y) - / 11— 1)t
0
A funcao Beta pode ser escrita em termos da fungao Gama.

Teorema 2.2.27. Para x,y € C, Re(z) > 0 e Re(y) > 0, temos

I'()l'(y)

B =Tayy

Polinémios de Jacobi

Os polindmios de Jacobi sao ortogonais no intervalo [—1, 1] com rela¢ao a fungao peso

(1—2)(1+2)? a,8 > —1, a,3,€ R. Esses polinomios serdo denotados por Péa’ﬁ) e

satisfazem
1 0, sem #n,

[ PEP @R~ 2 4 e = . (228
1 24P D(ognt DI(B4nt1) #0, sem=n.

(a+B+2n+1)nT'(a+L+n+1)

Os polindémios ortonormais de Jacobi sao dados por

plod gy — (Lot B2+ Dalla+ 5+ nt DY pos
" O\ 20 (a+n+ DB +n+1) '

A relagao de recorréncia de trés termos dos polindémios ortonormais de Jacobi é

2P (1) = a, P (@) + B PP (x) + a1 PP (),

onde P97 (z) = 0, PP (x) = (22471 B(a + 1,8+ 1))/
. ((a+n+1)(ﬁ+n+1)(n+1)(a+ﬁ+n+1))1/2 9
" (04+25+22n+1)(a+5+2n—|—3) (a+B+2n+2)
—

677,:

(a+p+2n)(a+S+2n+2)
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Os polinémios ortogonais no intervalo [0,1] com relacao a funcdo peso (1 — x)%a?,
podem ser escritos em fungao dos polinomios de Jacobi, pois se aplicarmos a mudanga de

varidvel z — 221 em (2.2.8), obtemos

1 0, se m # n,
/ P@A) (2 — 1) PP (2 — 1)(1 — 2)%2Pdx = 7

0 I'(a+n4+1)T(B+n+1)
(a+B+2n+1)n!T (a+B+n+1)

# 0, se m = n.

Nesse caso, os polinémios ortonormais sao dados por

(a+B+2n+D)nl(a+B+n+1)\"? )
) Py

P - 1) = (
A relag@o de recorréncia de trés termos, para esses polinémios, é dada por
zPP (22 — 1) = oznPTEif)(Q 1) + B, PP (22 — 1) + ap_ 1P (2x - 1),

onde PP 2z —1) =0, PP (22— 1) = (Ba+ 1,8+ 1)) e

a _((a+n+1)(5+n+1>(n+1)<a+6+n+1)>”2 1
" (a+5+2n2+1)(a+ﬂ+2n+3) (a+B+2n+2)

B (B ) 1
b = (2(a+ﬂ+2n+2)(a+ﬁ+2n)+§)'

Polinémios de Gegenbauer

Os polinémios que sdo ortogonais com relacdo a funcdo peso (1 — 22)*~%/2 em [~1,1],
sao conhecidos como polindmios de Gegenbauer. Esses polindmios sao denotados por

el (x) e satisfazem

1 0, sem #n,
/ G (2)GNV(z)(1 — )M 2dx = 4

n m 222-1D(n42)) [ TO+1/2) )2 B
! Onynl ( T2\ ) 70, sem=n.

Os polinémios ortonormais de Gegenbauer sao dados por

N (A + n)n! 1/2 '(2)) )\
C(e) = (2% 1F(n+2/\)) mG;)(@'

A sua relacao de recorréncia de trés termos por

~(x 1 (n+1)(n+2X) 1/2~A 1 n(n+ 2\ — 1) 1/2~A
S0 =3 (G narn) e 3 (G omey) Ghe

) 3 1/2
onde G(_l)(l’) =0e Gé )(ac) = <25§2—1)) F(/\Jil/Q)'
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Polinémios de Hermite

« A . . ~ . ~ ~ _ 2
Os polinémios de Hermite sao ortogonais em R com relagao a fungao peso e ™ . Os

polindmios de Hermite serao denotados por H,, e satisfazem

o0 0, sem #n,
/ H,(2)H,,(z)e  dz = 4
—o0 2"nl\/m #0, sem =n.

Os polindmios ortonormais de Hermite sao dados por
fa(z) = (2" nIV/m) 2 H ().

Sua relagao de recorréncia de trés termos é

v, (z) = (” : 1)1/2 (@) + (3)" Haor ()

onde H_y(z) =0 e Hy(z) = (v/7)" /2.

Polinémios de Laguerre

Os polindmios ortogonais no intervalo Ry = {z : x > 0} com rela¢do a fungdo peso

()

“e™® «a > —1, e denotados por L, ’, satisfazem

e

o0 0, sem #n,
/ L (z) LY (z)z%e % dx = #
0 Fla+n+1)n! #£0, sem=n.
Os polinémios ortonormais de Laguerre sao dados por
L(x) = (T(a+n+ 1)n!) V2L ().

A relag@o de recorréncia de trés termos dos polindémios ortonormais de Laguerre é

L (@) = —(n+ V(e +n+ DY2LY (@) + @n+ a+ 1)L (z) — nla+n) 2L, (2),

n

onde [~/(_a1)(m) =0e¢ fz(()a)(x) = (D(a+1))712

Polinémios de Legendre

Os polinémios de Legendre sao ortogonais com relacgao a fungao peso 1 no intercalo
[—1,1]. Esses polinémios sao denotados por P (x), pois é um caso particular dos po-

lindmios de Jacobi com o = 3 = 0, e satisfazem

PO(2) PO (2)de =

2
1 7& =
1 O, sem n.

/1 0, sem#n,




Os polindémios ortonormais de Legendre sao dados por

1/2
50) (Qn—l— 1) PO,
n 2 n

A relagao de recorréncia de trés termos dos polindémios ortonormais de Legendre é

2P0 = ((2n+3)(2n + 1)) (n + )P, (2) + (2n + 1)(2n — 1)) > nP, (x),

n

onde ]5£01)(m) =0e péo)(x) =271/2,

Polinémios de Chebyshev de 1? Espécie

Os polinomios de Chebyshev de 1* Espécie sao ortogonais com relagao a fungao peso

(1 —2%)7'/2 no intercalo [—1, 1]. Esse polinomios serdo denotados por T},(z) e satisfazem

X 0, sem #n,
1
/ To(x) T () ——==dr = {71, sem=n=0,

1 -2

5, sem=mn>0.

Os polinémios ortonormais de Chebyshev de 1* Espécie sao dados por

2

. . 1/2
To(z)(m) Y?Ty(z) e Tn(z) = <%> T.(x) sen>0.

A relagao de recorréncia de trés termos dos polindémios ortonormais de Chebyshev de

1* Espécie é

Polinémios de Chebyshev de 22 Espécie

Os polinomios de Chebyshev de 2* Espécie sao ortogonais com relacao a fungao peso
V1 — 22 no intervalo [—1,1]. Esses polinomios serdo denotados por U, () e satisfazem
0, sem #n,

/1 Un(2)Up(2)V1 — 22dx =

se m = n.

s
2

Os polinémios ortonormais de Chebyshev de 2* Espécie sao dados por
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A relacao de recorréncia de trés termos dos polindémios ortonormais de Chebyshev de

2% Espécie é da forma



Capitulo 3

Polinbmios em Varias Variaveis

Nesse capitulo vemos algumas definigoes necessérias para o estudo dos polindmios
ortogonais em varias variaveis e as propriedades decorrentes dessas defini¢oes. Apresenta-
mos também os polindmios construidos por meio de matrizes de momentos, a relacao de
trés termos para polindémios ortogonais em véarias varidveis e o Teorema de Favard para
varias variaveis. Esse estudo foi baseado nos textos de Dunkl e Xu [5] ¢ Krall e Sheffer
[11].

3.1 Notacgoes

Iniciemos com algumas notagoes para polindémios em vérias varidveis e algumas defi-
ni¢oes importantes para o bom entendimento do trabalho.

Denotamos por Ny o conjunto dos inteiros nao-negativos. Um multi-indice a é dado
pora = (a,...,aq) € N¢ onde N¢ ¢ o conjunto das d-uplas cujas componentes pertencem

a Ny. Definimos a norma do multi-indice o por
|C¥| =aq+ ...+ ag.

Para os multi-indices «, 8 € N&, definimos o5 = 84,4, - - - 0ay 6,5 Onde Oy, 5, € 0 delta de

Kronecker, isto é

5 1, se a; = B; para todo 1 < i <d,
a,f —
0, se a; # [; para algum 1 < i <d.

Sejam x = (x1,...,24) € R?e a € N¢. Entao, um monémio x® ¢ definido pelo produto

o 01 Qg
X —;El ...J}d,



3.1. Notagoes 17

onde z1,...,Tq s@o0 as variaveis e o numero || é o grau total do monémio x*.

Exemplo 3.1.1. No caso d = 2, se x = (z,y), um monémio com o multi-indice o« = (h, k)

¢ dado por x* = z"y* e seu grau total é |a| = h + k.

Desse modo, um polindémio P em d variaveis ¢ uma combinagao linear dos monomios,

P(x) = Z CoaX®,

[e%

onde cada coeficiente ¢, é uma constante que depende somente do multi-indice a e per-
tence a um corpo K, onde K usualmente ¢ o conjunto dos ntmeros racionais Q, dos
numeros reais R ou dos niimeros complexos C.

O grau do polinémio é o maior grau total dos monémios. Denotamos por I1¢ o conjunto
dos polinémios de d variaveis e por I1¢ o conjunto dos polindomios de d varidveis e grau no

maximo n.

Exemplo 3.1.2. ara d = 2, um exemplo de polindmio é

4 1
P(z,y) = 32%y* — ﬁx?’ + 222y — xy? + 112 — Sxy — Ty* + 132 — 2y + 6’

cujo grau é 4.

Definicao 3.1.3. Um polinomio € homogéneo se todos os seus mondmios tém o mesmo

grau total e denotamos o conjunto dos polindomios homogéneos de grau n em d varidveis

d

por P, isto €,

PL={P:P(x)= Z CoX”

n

laj=n

Assim, todo polinomio em II? pode ser escrito como combinacao linear de polindémios

homogéneos. Para P € 114,

P(x) = Z Z CoaX®.

k=1 |a|=k

Exemplo 3.1.4. Um exemplo de polinomio homogéneo de grau 3 em 3 variaveis é
3 3 3 2 2 2
P(r,y,z) = 32° +y* — 22° —V2x 2t sy’ +ayz.

Definicao 3.1.5. Um polinémio monico é aquele que possui um unico termo monico de

maior grau.
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Denotemos por P, um polinémio monico de grau n. Entao, este polindémio é da

seguinte forma:
Pn(X) =x" + Qn71<x>7
onde |a| =ne Q,_; € 1_,.

Denotemos por 7¢ a dimensao de P4, Observe que {x® : |a| = n} é uma base de P? e,

1 o0
assim, r¢ = #{a € N¢ : |a] = n}. De T nz_ot", segue que

ot - (£ -(50)8) (&)

0
= f: (Z 1 t”:irgt”.
n=0

1 (D) y  ~=dd+1)...(d+n-1) ,
-7 > G -y A | k

|
n=0 n n=0 n
“(n+d—1
= (")
n=0 n
Comparando os coeficientes de t" das duas séries, concluimos que
n+d—1
rg:dimﬂ)g:( * >
n

Note que # {a eNd: |a| < n} =# {a e Nt : |af = n} De fato, podemos reescre-

ver o segundo conjunto como oy + as + ...+ ag =n — agy1. Assim, como 0 < agyq < n,

dim I1¢ = (n—l—d)‘

n

segue a igualdade. Portanto,

Definigao 3.1.6. A ordem lexicogrdfica adotada aqui é dada por x* < x se |a| < |8|
ou se |a] = |B| e a primeira componente nao-nula de o — 3 € positiva, onde o — 3 =

(a1 = Pr,00 = Ba, ..., 0q — Ba).

Exemplo 3.1.7. No caso d = 2, a ordem lexicogréafica nas variaveis x,y é

1

l<z<y<a’<zy<y’<..<a"<a"ly<..<y"<....

De acordo com a definicao da ordem lexicogréfica, temos que x < 32, pois a norma do
multi-indice do primeiro monémio, o = (1,0), é menor que a norma do multi-indice do
segundo mondémio, 3 = (0,2). Além disso, z%y* < xy?, pois como a = (2,2) e = (1, 3),
temos |a| = |f| e a primeira componente ndo-nula de o — f = (2,2) — (1,3) = (1, —1) ¢é

positiva.
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H& outras maneiras de se definir ordem lexicografica, como, por exemplo a ordem
lexicografica definida por x® < x” se a primeira componente da diferenca o — 3 = (a; —
B1,...,0q — Bg) € positiva. Mas, esta ordem nao preserva a ordem natural do grau total
do monoémio. De fato, para d = 2 note que z?y*> < zy poisa—f=(2—-1,3—-1) = (1,2).

Contudo, |a| > |5]. Por isso, usamos a ordem lexicografica da Definigao 3.1.6.

3.2 Polindbmios ortogonais

d

n’

Denotamos por 7, em vez de 7%, a dimensao de P¢ quando d estiver subentendido.

Uma sequéncia s : Nd — R pode ser escrita da forma s = (sa)aeNg.

Definicao 3.2.1. Para cada sequéncia s = (sa)aeNg, seja Lg o funcional linear definido

em 11 por
L4(xY) = 54, o€ NY, (3.2.1)

onde s, € uma constante real que depende somente do multi-indice ae. Chamamos L de

funcional de momento definido pela sequéncia s.

Sejam os elementos do conjunto {a € NZ:|a|=n} arranjados da forma

a® a@ ,a(’”g), de acordo com a ordem lexicografica.
Definicao 3.2.2. Para cada n € Ny, seja X o vetor monomial coluna
T
X" = (x")ja)=n = (x"‘m, L x ")) ) (3.2.2)

isto é, X" € um vetor cujos elementos sao os mondémios X*, com |a| = n arranjados na

ordem lexicogrdfica.

Exemplo 3.2.3. O vetor monomial coluna, no caso d = 2, é da forma

Definicao 3.2.4. Para k,j € Ny definimos o vetor de momentos sy e o momento matricial

S{k}+{j} Por
_ k _ k(T
S = LS(X ) € S{k}+{j} = LS(X (X ) ), (323)

ou seja, o vetor de momento s € definido aplicando-se o funcional linear em cada compo-

nente do vetor monomial coluna e o momento matricial Sgxy4 15y € definido aplicando-se o
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funcional linear em cada componente da matriz X*(X9)T. Pela definicao, S{k}+{j} € uma

matriz de dimensao i X r, cujos elementos sao Ly(x*P) para |a| =k e |6] = j.

Exemplo 3.2.5. No caso d = 2, o vetor de momentos é dado por

s, = £5(Xk) — Ls((.ilﬁk, xk—ly’ xk—2y2’ o ,a:yk_l, ykz>T)
= (Lo(2"), Lo(a" 1Y), L2 297), o Lol ), Lo(yF))T

= (S(k,0)7 S(k=1,1)5 S(k—=2,2)5 - -+ » S(1,k—1)» S(O,k))

e o momento matricial Sgx)4¢;) por

sppy = Ls(XFX)T)

- £s((xk7 xk_l% s ayk)T($j7 mj_l% s Jyj))

Ls(xk+]) Ls(xk+]’71y) “ e e Ls(xkyj)
B Ls(xk+j_1y) Ls($k+j_2y2) . Ls(xk_lyj+1)
Ls(xjyk) Ls(xj—lyk—H) . Ls(yk-i-j)
S(k+]70) 8(k+]_171) T S(kaj)
B S(k+j-1,1) S(k+j—2,2) " S(k-1,j+1)
S(5,k) SG-Lk+1) "7 S(0,k+j)

Definicao 3.2.6. Para cada n € Ny, definimos a matriz de momentos, M, 4, por
Mn,d = (S{k}Jr{j})ZJ.:O e An,d = det Mn,d- (3.2.4)
Os elementos da matriz de momentos sio L4(x?) para |a| < n e |B| < n.

Exemplo 3.2.7. Para d =2 e n = 2 temos que a matriz de momentos é dada por:
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S{0}+{0} S{o}+{1} S{0}+{2}

2 —_—
Mz = (S{k}+{j})k,jzo* S{i}+{0} S{1}+{1} S{1}+{2}
S{2H+{0}  S{2H+{1} S{2}+{2}

L4(1) LoXHT) LX)

= | L((XD1) L((XHEDHT) L ((XH(X2)T)
L((X2)1) L ((XH(EXHT) L ((X)(X2)T)
L1)  Lu(x)  Luly)  Lo(@®)  Lulzy)  Loy?)
Lo@) Lu(@%) Luwy) L) LuaPy)  Luay?)
| A Lslmy) Lu(y?) Lo(aty) Lozy®) L(y?)
(@) Lo(z?) Ls(a?y)  Ly(ah)  Li(@’y) Ls(2y?)

L

Lo(zy) Lo(@®y) Lo(zy?) Lo(z®y) Li(@®y?)  Li(zy?®)
L Lo(zy®)  Ls(y®) Ls(zy?) Ls(zy®)  Las(y?)
500) 51,0 SO 520 511) 502
510) S0 Sy 530) 51 512
S0.0) Sy S02) Se1 512 503)
S(20) 5(30) S@21) 540 SE1) S22

S(1,1)  S(2,1) S(1,2) S@3,1) S(2,2) S(1,3)

500,2) S(1,2) S(03) S(22) S(1,3) S5(04)

Note que a matriz M, 4 ¢ simétrica. De fato,

My = <(S{k}+{j}):,j:0>T - (S{Tj}+{k})zk:0 - ((L (Xj(Xk)T)T»

= (L (X)) im0 = (St3401) 1z = Mua-

n

5.k=0

Por simplicidade denotaremos, a partir de agora, £, por L.

Definicao 3.2.8. Dizemos que P é um polindmio ortogonal de grau n com respeito ao
funcional de momento £, se P é um polinémio e L(PQ) = 0 para todo polinémio Q) de

grau. menor ou igual a n — 1.
Denotamos por V¢ o espaco de polinémios ortogonais de grau exatamente n, isto ¢,
Vi={Pelll:L(P,Q)=0,vQ eI’ _,}. (3.2.5)

A dimensdo de V¢ ¢ a mesma de P?. Dai, é natural usar um multi-indice para indexar o

elemento de uma base ortogonal de V4.
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Podemos ainda considerar os monémios {x : o € N¢} como base de 1%, ordené-los de
acordo com a ordem lexicografica e, pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schimidt,
gerar uma base que ¢ mutuamente ortogonal com respeito a £. Porém, como nao é natural
ordenar o conjunto {a € N : |a| = n}, iremos considerar a ortogonalidade somente em
relacao aos polinomios de grau menor, isto é, polinémios de mesmo grau sao ortogonais a

polindmios de grau menor, porém podem nao ser ortogonais entre si.

Definicao 3.2.9. Um funcional linear de momento £ € definido positivo se
L(P?) >0, VP eI, P #0.

Também dizemos que a sequéncia {s,} € definida positiva quando L o é.

Se P = Zaax“ ¢ um polindomio em I1¢, entdo L(P) = Zaasa. Em termos da

o
sequéncia s, para £ ser definido positivo é necessario que

Z 0850+ > 0,
o,

onde o+ 8 = (a1 + P, 0 + Ba, ..., aq + B4), para cada sequéncia a = (aa)aeNg em que

a, = 0 para um numero finitos de a.

Definicao 3.2.10. Um funcional linear £ definido em T1¢ ¢ quase-definido se existe uma

base B € 11 tal que, para qualquer P,Q) € B,
L(PQ) =0, se P#Q e L(P?) #0.

Note que um funcional linear £ definido positivo é quase-definido, porém quase-

definido nao implica em definido positivo.
Definicao 3.2.11. Denotamos por P, o vetor polinomial coluna definido por
P, = (PM)jaj=n = (P, Py, PT )T, (3.2.6)

onde {P!}aj=n € uma sequéncia de polinémios em IIZ e aM a@ . al™) sio os ele-

mentos de {a € N¢ : |a| = n} arranjados na ordem lexicogrdfica.

Exemplo 3.2.12. Um vetor polinomial coluna em duas variaveis, d = 2, e de grau 3 é

dado por
Pl o) 20% + day — a® + 3y + 2
e _ Poy | [92°+22%y 4+’ —y* +2 - Ty +6
3 = =
Py ) 42%y + 8xy? 4+ 4z — 3y + 6

Pi 3 22y —y® + day — 1 + Sy
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Definicao 3.2.13. Seja L um funcional de momento. Uma sequéncia de polindmios

{P":|a| =n,n € Ny}, P e 114

¢, € ortogonal com respeito a £ se

L(X™PT) =0, m<n e LX'P)) =S5, (3.2.7)

onde S, € uma matriz inversivel de ordem r¢.

Por simplicidade dizemos que o vetor polinomial coluna P,, que satisfaz (3.2.7), é
um polinémio ortogonal com respeito a £. O conjunto formado pelos polindémios ortogo-
nais, {P,}>2, ¢ chamado sistema de polinomios ortogonais. Note que, pela definigao de

polinémios ortogonais,

LX"PT) =0 <= L(x°P") =0, la| =n, 1B = m.
Definicao 3.2.14. Um vetor polinomial coluna é monico se todos os seus elementos P,
sao polindmios monicos.

Para simplificar, chamamos de polindmio ménico o vetor da definicao anterior e o
denotamos por P,.
Veremos a seguir algumas consequéncias imediatas da definicao de polindmios ortogo-

nais.

Proposigao 3.2.15. Sejam L um funcional de momento e {P,,} um sistema de polinémios

ortogonais com relagio a L. Entao, {Py,Py,...,P,} forma uma base para 112,
Dem.: Sejam al Py +allP; + ...+ alP, =0, onde a; € R" e a aplicagao
L(XF(alPy+alP, + ... +alP,)").
Assim, para k = 0, temos
0=L(XalPy+alP, +...+alP,)") = L(X°P])ay = Spap.

Pela definicao de polindmios ortogonais, como Sy ¢é inversivel, segue que ag = 0. Para

k =1, como ay = 0, segue
0=L(XalPy+alP, +...+alP,) = L(X'P))ag + L(X'P])a; = S)a;.

Como S é inversivel, temos que a; = 0. Analogamente, para k = 2,3,...,n, obtemos
a, = 0. Portanto, {Pg,Py,...,P,} é linearmente independente e forma uma base para
I1e. O
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O polinémio ortogonal P, pode ser escrito em funcao dos vetores X* como
P, = GunX" + G X" 4+ G XY, (3.2.8)

onde G, ; sao matrizes coeficientes de dimensao rﬁ X rfl e Gy, = Gy, € chamada de matriz

coeficiente do termo de maior grau de P,,.

Proposicao 3.2.16. Seja {P,} um sistema de polindmios ortogonais com respeito a L.

Entao, a matriz coeficiente do termo de maior grau G, € inversivel.

Dem.: Pela Proposigao 3.2.15, existe uma matriz G}, tal que
X" =GPy +Qn,
onde Q,_; é um vetor cujas componentes pertencem a I1¢_,. Mas, de (3.2.8), temos que
X" =G (G X"+ G 1 X" 4+ A+ GroX) + Q1 =GLGX+Q,
e comparando as componentes X", segue que G, G,, = I. Portanto, G,, é inversivel. [

Proposicao 3.2.17. Seja P, o polindmio ortogonal com relagao a L. Entdo, a matriz

H, = L(P,PT) ¢ inversivel e simétrica.

Dem.: Como H,, = L(P,P!) = G,L(X"PT) = G,,S,, que & inversivel pela definigao de S,
e pela Proposicao 3.2.16, obtemos

HE = (£PPL)" = £ (PPE)") = (L(PPL)) = H,.
Portanto, H,, é simétrica. B

Teorema 3.2.18. Sejam L um funcional de momento quase-definido e {P,} um sistema

de polinomios. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. Os polinémios sao ortogonais de acordo com a Defini¢cao 3.2.13.

2. Os polinomios satisfazem

(B, BT — 0, sen#m

H,, sen=m

cuja matriz H, € inversivel.
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Dem.: Mostremos que (1) implica (2). De (3.2.8) segue que £(P,,PL) = 0 caso m < n
e L(P,PT) = H,. Portanto, basta mostrar que £(P,,PT) = 0 caso m > n, pois, da
Proposicao 3.2.17, segue que H,, ¢ inversivel.

Da Definigao 3.2.13 temos £(P,,(X")7) =0, m > n, entdo

L(P, P = L(P.(G. X"+ ...+ G, oX")T)
= L(P,(X"))GL +...+ L(Pu(X")")GL, =0.

Por fim, provemos que (2) implica (1). Pela Proposi¢ao 3.2.15, segue que

LX™PT) = L(MpPm + Mpo1Ppy + . .. + MPo)PT)

= zmj M;L(P;PT). (3.2.9)

=0

Caso m < n, segue L(X™PT) = 0. Caso n = m, temos L(X"PT) = M,H,, onde M,
é inversivel. De fato, fazendo uma demonstracao semelhante a da Proposicao 3.2.16, de
(3.2.8) temos P, = G, X" 4+ Q,,_1, onde Q,_1 é um vetor cujas componentes pertencem a
[1¢_,. Mas, de (3.2.9), obtemos P,, = G,,M,,P, +Q,_, e, portanto, M,, ¢ inversivel. Logo,
L(X"PT) = S, & inversivel. O

Do Teorema 3.2.18 temos outra definicao para polinémios ortogonais.

Definig¢ao 3.2.19. Seja £ um funcional de momento. Um sistema de polinomios, {P,},

€ ortogonal se

L(P,,PT) =0, n#m, e  L(P,PI)=H,,

onde H, € inversivel de ordem r¢.

Definicao 3.2.20. Seja £ um funcional de momento. Um sistema de polindmios orto-

gonais monicos, {P,}, ¢ definido por
) = , (3.2.10)

onde H, ¢ inversivel e P, é um polinémio monico.

Proposicao 3.2.21. Se {P,} ¢ um sistema de polinomios ortogonais, entio P, = G;'P,

forma um sistema de polinémios ortogonais monicos.
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Dem.: Provemos que {P,} é um sistema de polindmios ortogonais monicos.

LP.P,) = L(G,'Pu(G,Pn)") = G L(PP,) (G

Logo,
_ 0,n#m
L(P,PT) = 7 ;
G Ha (G n=m

onde G, 'H,(G,})T ¢ inversivel pelas Proposigoes 2.1.3 e 3.2.16. Por (3.2.8), temos

P, = G,'P, =G, (G, X"+ Grpni X"+ ...+ GpX?)
= X"+ G, 'Gpp X" 4+ GG X

Portanto, {IP,,} é um sistema de polinémios ortogonais monicos. U

Lema 3.2.22. Sejam L um funcional de momento e {P,} um sistema de polindémios

ortogonais com respeito a L. Entao, P, € unicamente determinado pela matriz S, .

Dem.: Suponha que existam P, e P; que satisfazem a condi¢ao de ortogonalidade de
(3.2.7) com respeito ao mesmo S,,. Sejam G, e G as matrizes coeficientes dos termos de
maior grau de P, e IP* | respectivamente. Pela Proposigao 3.2.15, {Py, ...,P,} forma uma

base de I1¢ e, portanto, existem Cj : r& x r¢ tais que
P =CoP, 4+ CraPry + ... + CoPy.

Assim, multiplicando ambos os lados da equagio acima, a direita, por PZ e aplicando o

funcional de momento £, segue, da definicao de polinémios ortogonais, que
0=L(PPL) = CLL(PPL) = CLHy, 0<k<n-—1.

Da Proposicao 3.2.17, temos Cj, = 0 para 0 < k < n — 1. Portanto, P! = C,,P,,. Agora,
comparando os coeficientes de X" segue que G¥ = C,,G,,, ou seja, C,, = GXG,’!. Entao,
P = GiG,'P, e ,assim,

Sn = LX) = L(XN(GGL'P,)T) = L(X'P)(GLGL )T = Su(GLGLY)T
Portanto, G:G,)! =1 e P, = P%. O

n

Teorema 3.2.23. Seja £ um funcional de momento. Um sistema de polindmios ortogo-

nais em vdrias varidveis existe se, e somente se,
An,d 7é 07 n e N07

onde A, 4 € definido em (3.2.4).
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Dem.: De (3.2.8) e da notacao sy} em (3.2.3), temos
LXFPTY = L(XMG, X"+ G X"+ 4 GroX9)T)
= S+ Gn T 801101 Gt T+ 500310} G-
Para k£ =0,1,...,n, obtemos
S{0}1{0} G o + S0+ (1} Gt + - - - S0y Gl = L(X°PL) =0,

()40} G + 8+ (Gt + - F 8y Gy = LX) =0,

Siny+0}Gno T Simy+(13Gny + -+ Snya(my G = L(X"P)) = S,

Assim, da defini¢ao de M,, 4 em (3.2.4), segue o sistema de equagoes lineares

Gl 0

Mog| = |=1"]. (3.2.11)
Gz;,n—l 0
GT S,

Mostremos a condigao necessaria. Se um sistema de polinémios ortogonais existe, entao,
pelo Lema 3.2.22, para todo S, existe exatamente um P,,. Portanto, o sistema de equacoes
(3.2.11) tem uma tnica solugdo, o que implica que M, 4 é inversivel e, entdao, A, 4 # 0.
Por outro lado, se A,, ; # 0, entdo para cada matriz S,, em (3.2.11), h& uma tnica solu-
n
¢ao {Gno,Gna,...,Gn}. SejalP, = Z Gnx X", Entao (3.2.11) é equivalente a £(XFPT) =

k=0
0, k <n,e L(X"PT)=5,. O

Lema 3.2.24. Se £ ¢ definido positivo, entao o determinante A, 4 > 0.

Dem.: Suponha que £ seja definido positivo. Seja a um auto-vetor da matriz M, 4

correspondente ao auto-valor A. Entdo, a’ M, 4a = Al|[a||?>. Por outro lado, seja a =

(ag,ay,...,a,) tal que a; € R e, assim, p(z) = Zanj. Portanto, como £ ¢ definido
=0

0 < Lip®) =L, ((i a;‘FXj) <i aiTXZ))

positivo,



3.2. Polinémios ortogonais 28

Logo, A > 0. Como todos os auto-valores sao positivos e M, 4 é simétrica, entao, pelo
Teorema 2.1.13, A, 4 = det(M,, 4) = det(O* D,,0) = det(D,,) > 0, onde O é uma matriz

ortogonal e D,, ¢ a matriz diagonal cujos elementos sao os auto-valores de M,, 4. O

O corolario a seguir é consequéncia do Teorema 3.2.23 e do Lema 3.2.24.

Corolario 3.2.25. Se £ € um funcional de momento definido positivo, entao existe um

sistema de polindmios ortogonais com respeito a L.

Definicao 3.2.26. Seja £ um funcional de momento. Uma sequéncia de polindmios

{P":|a| =n,n € Ny}, P e 114

n’

¢ ortonormal com respeito a L se
L(P(ZP[{‘) = 0o
Em notacao vetorial, a equacao acima torna-se

LP,PLY=0, m#n, e LPPH=1., (3.2.12)

n
onde I, € a matriz identidade de ordem r,,.

Teorema 3.2.27. Se L € um funcional de momento definido positivo, entao existe uma

base ortonormal com respeito a L.

Dem.: Pelo Corolario 3.2.25, existe uma base de polinémios ortogonais P,, com respeito
a L. Seja H, = L(P,PT). Para qualquer vetor nao-nulo a, P = a’P, ¢ um polinémio
nao-nulo pela Proposi¢do 3.2.15. Por isso, aH,a’ = £((a’P,)(PTa)) = L(P?) > 0,
o que mostra que H, é uma matriz definida positiva. Pela Proposicao 3.2.17 e pelo
Teorema 2.1.13, segue que H, = OTD,O, onde O é uma matriz ortogonal e D,, ¢ a
matriz diagonal formada pelos auto-valores. Denotamos por H, o OTD,%LO a matriz raiz
quadrada positiva de H,,, onde DT%L1 é a matriz di?gonal formada pelas raizes qulad_r?das
dos auto-valores. Assim, H, = Hj;H;} e det (HE) # 0. Seja entao Q,, = <HE> P,.
Entao,
—1

£(Q,Q7) = (H,%)lﬁ (P,PT) (H,%)l - (Hé)l H, (Hnl) _7

o que mostra que os elementos de Q,, formam uma base ortonormal com respeito a £. []
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3.3 Polindmios ortogonais definidos a partir de matri-

zes de momento

Seja £ um funcional de momento definido positivo. Para cada n € Ny, seja M, 4 a
matriz de momentos de £ como definido em (3.2.4). Entao, pelo Lema 3.2.24, M, 4 tem
determinante positivo. Pela Definicao 3.2.6, cada linha de M, 4 é determinada por um

multi-indice e a linha com o indice & pode ser escrita com relacido a X* da forma

(L (x*), L (x*XT) ..., L <xa (X”)T>> _y (xa (1,XT, . (X")T>> . (3.3.0)
Primeiramente, definimos o polindémio ortogonal monomial em termos da matriz de mo-
mentos. Para cada o € Ny, |a| = n, denotemos por M,(x) a matriz obtida de M,_14
adicionando-se uma linha abaixo e uma coluna a direita da matriz M,,_; 4. A linha é dada
por (1, Xt ..., (X"fl)T> e a coluna por (£(x*),L(x*XT),... ,L(XQX””)T)T, e adicio-

namos o elemento x“ no canto inferior direito para tornar a matriz quadrada, ou seja,

1 e AXOXTHT) L(x9)
LEIXOT) o LEXYXHT) L(xXY)
M, (x) = : . : :
LTI e LT ET) LX)
1 . (Xn—1)T s
Entao, definimos o polinémio P por
po(x) = et Malx) (3.3.2)
Ap14

Teorema 3.3.1. Os polinomios P definidos em (3.3.2) sao polindmios ortogonais mao-

nicos com relacao a L.

Dem.: Expandindo-se o determinante de acordo com a ultima linha, vemos que os P}
assim definidos sdo polinémios monicos, P*(x) = x*+Q,,_1(x), onde Q,_; € T1¢_,. Além

disso, multiplicando-se P,(x) por x” com 3| <n —1,

LxPP ) = £ (Xﬁ (degfi(;))) _ X (x? det Ma(x))_

An—l,d
Agora,
1 c L(XO(XHT £(x%)
LXNXOT) - LXIXHT) L(xeXY)
x? det M, = det : . : :
SO e BT TT) LX)

<P . (xXn )T X0 +B
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Portanto, aplicando £ a tltima linha, esta linha coincide com alguma linha acima e,
consequentemente, £(x” P (x)) = 0. O

Definiremos a seguir uma sequéncia de base ortonormais em termos das matrizes de
momentos. Para isso, seja £ um funcional de momento definido positivo e, para o € Ng
com |a| = n, definimos M, (x) como a matriz obtida de M,, 4, em (3.2.4), substituindo-se
a linha (3.3.1) do indice o por (1, )G (X”)T>, ou seja, com aM, a® .. al™) sendo
os elementos de {a € N¢ : |a|] = n} arranjados na ordem lexicogréfica, temos que se

a = al) para algum 1 < j < r,, entdo

1 LEOEXHT) - L(XOXM)T)
SR LEEDT) e LR
SV (XD LV ENT) o (X))
Vb= gy gty o gty | )
1 X7 (X
S EOT) LT EYT) e L (x)T)
ST £ e £ ()
Assim, definimos o polindémio ]53 € 114 por
~ _detMa(x) " B
Pl(x) = T’d, a € Nj e la| =n. (3.3.4)

Com uma anélise analoga a feita no teorema anterior, obtemos

- 0, se <n-—1,
L(xPP™) = i (3.3.5)
dap,  s€ |B] =n.

Entao, {{ﬁg}‘a|zn}j . ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais com respeito a L.
Seja Mn_7c1l<|a| = n) a submatriz de Mn_cll = (Ma,8)|al,|8|<n, que consiste dos elementos
Ma,p cujos indices satisfazem a condic¢do |a| = || = n. De (2.1.4), os elementos de
M,;Cll(]a| = n) sdo os cofatores dos elementos de L£(X"(X")T) de M, 4. Como M, ¢é
positiva definida, entdo, pela Proposigao 2.1.6, M, 511 também é definida positiva. Segue,

entao, que Mn_jl(|oz] = n) é positiva definida.
Teorema 3.3.2. Seja £ um funcional de momento definido positivo. Entao, os polindmios
1.
P, = (Mn_;(|a| = n)) 2P, =G X"+ ... (3.3.6)

sao polinémios ortonormais com respeito a L e G, € definida positiva.
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Dem.: Pela definicio de M, (x) em (3.3.3), expandindo o determinante sobre a linha
(1,XT,...,(X")T), obtemos

det M, (x) = Z Copx’ + Q71 QUlteld |,
|8|=n
onde C, g € o cofator do elemento £(x*x”) em M, 4, isto ¢, adj(M,.a) = (Cap)jal,8/<n-

Portanto, como adj(M,, 4) = An,dMn_Cll, podemos escrever

~ 1 . n _ n
By = o AuaMb(la] = X" + Qs = Ml(lal = X" + Q.
n,d

Segue, de (3.3.5), que L(X"PT) = I,, e L(QPT) = 0 e, por isso,

£(B,BT) = M7} (o] = ).
Logo, £L(P,PT) = I e entaoo IP, é ortonormal. Além disso,

G = (M Y(|a] = n))? . (3.3.7)
Portanto, G,, é definida positiva. O

Proposicao 3.3.3. Se P, ¢ ortonormal com relacio a £, entio para qualquer matriz

d

n’

ortogonal O,, de ordem rf, os polinémios P} = O,P,, também sao ortonormazs.

Dem.: De fato,

L(P:(P)T) = L(0PL(0nP)T) = 0,L(P,PL

m

JOT — 0, n#m,

La, n=m.

O

Teorema 3.3.4. Seja £ definido positivo e seja Q7 uma sequéncia de polindmios ortogo-
nais com respeito a L. Entao, existe uma matriz ortogonal O,, tal que Q,, = O,P,, onde
P,, sdo os polinémios ortonormais definidos em (3.3.6). Além disso, a matriz coeficiente
do termo de maior grau G} de Q,, satisfaz G} = O,G,, onde G, € a matriz definida

positiva dada em (3.3.7). Mais ainda,

A,
(det G,)? = —2=Ld (3.3.8)
An,d

Dem.: Pela Proposicao 3.2.15, temos que Q,, = O,P, + ...+ OyPy. Multiplicando-se por
Pg a direita e aplicando £, segue que Op = 0,0 < k < n — 1. Logo, Q, = O,P,. Como

P, e Q, sao ortonormais, temos

I =£(Q,Q) = £(0,P,(0,P,)") = 0,07,
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Portanto, O,, é uma matriz ortogonal. Comparando as matrizes coeficientes do termo de
maior grau de Q, = O,P, e P, segue que G} = O,G,. A igualdade (3.3.8) segue de

(3.3.7) e do resultado sobre os menores da matriz inversa em 8], isto &,

detMrzcll(l <la|<n-1)
An,al

(detG,)* = detG? = det(M;é(|a| =n)) =

Anfl,d
An,d

U

Neste teorema, det (G,, pode ser visto como uma extensao do coeficiente do termo de

maior grau k, dos polindmios ortogonais em uma variavel.

3.4 Relacao de trés termos

A relacao de recorréncia de trés termos é uma importante propriedade dos polindémios
ortogonais de uma variavel e ha o analogo a essa relagao para os polindmios de varias
variaveis, que toma a forma de vetor-matriz. Seja £ um funcional de momento, os po-
linébmios ortogonais com respeito ao funcional £ serao denotados por P, os polinomios

ortonormais sero denotados por P, e H, = L(P,PT).

; imi - cpd e pd ol d
Teorema 3.4.1. Para n > 0, existem tnicas matrizes A, ; @ 15 X Thq, Bng iy X 15, €
d

. pd -
Chitre X re_,, tais que

xz]P)n == An,iPn+1 + Bn,z]P)n + Cn,iPn—la 1 S 1 S d, (341)

ondeP_; =0eC_y; =0. Além disso,

¢

An,iHn+1 =0 (xiPn]P);];-q-l)?

— T
\

n

Dem.: Como z;IP, é um vetor cujas componentes sao polinomios de grau n + 1, pela
Proposigao 3.2.15, ele pode ser escrito como combinagao linear de polind6mios ortogonais.

Assim, existem matrizes M}, ; tais que

rilPp = Mpy1:Pn + My P + ... + Mo ;IPo.
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Multiplicando ambos os lados a direita por P! e aplicando £, segue que My ;Hy =
L(z;P,Pl). Pela ortogonalidade e pela Proposigao 3.2.17, obtemos M, = 0, k =
0,1,...,n — 2. Portanto,

xz]P)n = An,iPn—l—l + Bn,an + Cn,i]P)n—l-

De fato, An,z’Hn+1 = ,C(IZIP)TLPZ+1), BnﬂHn = L(IZPHPZ) € Cn,iHn—l = L(lenPZ:fl) LOgO,

_ T
basta mostrar que A, ;H,1 = H,Cp,

T
Apily = £(5CiPnP£+1) = (L ((xiPnPZH)T))
— (L (@PuiPT))" = (CryriHo)"

T ~T
Hn Cn+1,i7

pois da Proposicao 3.2.17, H,, é simétrica. U

Para os polinomios ortonormais P, H, = I, segue a seguinte relagao de trés termos.

: i : ol s pd cpd s pd
Teorema 3.4.2. Para n > 0, existem tinicas matrizes Ap; @ 15 X T € By oy X 1y,

tais que

xz@)n = An,i]pn—l-l + Bnﬂpn + AT Ipn—l, 1 S 1 S d, (343)

n—1,2
ondeP_; =0e Ay, =0. Além disso, as matrizes B,,;, 1 <i <d, sao simétricas.

Dem.: Segue, do teorema anterior, que (3.4.3) ¢ valido. Basta mostrar que B, ; ¢ simétrica.
De fato,
By = L(xP,PL) = (L((:P,PD))" = (L(2,P,PL))" = B .

[l

As matrizes coeficientes da relacao de trés termos satisfazem vérias propriedades. Ve-
jamos algumas, seja GG, a matriz coeficiente do termo de maior grau de P, (ou I@n), como
anteriormente definida. Comparando o maior coeficiente de ambos os lados de (3.4.1),

obtemos

AniGny1 = GnLn, (3.4.4)

d

d .
5 X 1ro4q definidas por

onde L,,; sao matrizes de dimensao r

L i X = 2, X", (3.4.5)
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Exemplo 3.4.3. No caso de duas varidveis, d = 2, temos que os vetores monomiais co-
) )
~ n+1 n+1 n n—1,,2 2, n—1 n ,n+l n n n—1 n—1 ,n
luna sao X" = ("t 2y, o™ y? o ety ey g ) e XM = (a2 y ey Yyt

Assim, as matrizes Ly, ; sao dadas por

1 0 0 01 0
Ln,l = € Ln,2 =
0 10 0 0 1
Definicao 3.4.4. Dadas as matrizes Ny, ..., Ng de mesma dimensao p X q, definimos a
matriz jung¢ao N por
N = (N{,...,NDT, N :dp xq. (3.4.6)
Com essa definigao, consideramos as matrizes L, = (LI ,,..., LT d)T eA, = (Al,,... AT d)T

de dimensao dr? x rl,,. A seguir, demonstraremos algumas propriedades das matrizes

Ln> Ln,ia An € An,i'
Proposicao 3.4.5. Para cada i, 1 < ¢ < d, as matrizes L,; satisfazem a equagdo
Ly Ly ;= 1. Além disso,

posto L, ; = TZ, 1<i<d, e posto L, = TZ_H.

Dem.: Por definicao, cada linha de L,,; contém exatamente um elemento igual a um e os
demais sao iguais a zero. Por esta razao, LM-LZJ- = [ e, pela Proposicao 2.1.11, segue que

posto L, ; = r?. Agora, sejam
N, ={aeN]:|a| =n} e Npi={a €N :|a] =n,a; #0},

e consideremos a = (a4 )aen, um vetor de dimensao r¢ ;. Entao, L,; pode ser vista como

uma aplicagdo que projeta a na restricao em N, ;, isto é, L, ;a = a‘N . Para provar
’ ’ n+1,i

que L, tem posto completo, devemos mostrar que se L,a = 0, entao a = 0. De fato, pela
defini¢ao de L,,, temos que, se L,a = 0, entao L, ;a = 0,1 < i < d. Do fato de L,,; ser
uma projegao e |J, N,,; = N, L, ,a = 0 implica que a = 0. O

Teorema 3.4.6. Paran >0 el <i<d,
posto A,,; = posto Cp41,; = T‘g. (3.4.7)
Além disso, para as matrizes juncao A, e CL,

posto A, =%, = postoCpyy =72, (3.4.8)
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Dem.: Da relagao (3.4.4) e do fato de G,, ser inversivel, segue que
ATZ,Y: — GnLnJG;_‘l_l.
Assim, das Proposicoes 2.1.11 e 3.4.5, temos

posto A, ; = posto L, ; = rd

n:

Como H,, é inversivel, pela equagao (3.4.2), A, ;H, 11 = HanJrLZ-, e, da Proposigao 2.1.11,
segue que posto Cyp1,; = 7.

Vamos provar, agora, (3.4.8). De A, ;G,+1 = GL,,; implica, pela notagdo de matriz
juncao, que A,G,,1 = diag{G,,...,G,}L,, onde diag{G,,...,G,} é de ordem drZ.
Como G, é inversivel, segue que diag{G,,,...,G,} é inversivel. Das Proposi¢oes 3.4.5 e
2.1.11 segue que posto A, = rfLH. Além disso, da terceira equacao de (3.4.2) obtemos
Ay H, iy = diag{H,, ..., H,}CT |, onde diag{H,, ..., H,} ¢ uma matriz de ordem dr¢, e,

como H,, é inversivel, temos posto C,, ;1 = posto 4,, = TZH. 0

Portanto, pelo teorema anterior, segue que a matriz A,, tem posto completo, e, assim,

A, tem uma inversa generalizada DT escrita como

Dl = (D},.....DL ), re xdry,
onde D, : v, | x ri, ou seja,
d
DIA,=> Dl A, =1 (3.4.9)
n=1

Note que a matriz D que satisfaz (3.4.9) nao é tnica. De fato, seja A uma matriz de
dimensao s x t, s > t. Considere posto A = t, e seja a decomposicao em valores singulares
de A dada por

A=wT U,

onde D : txt é uma matriz diagonal inversivel, W : s x s e U : t X t sa0o matrizes unitarias.

Entdo, a matriz D” definida por
DT =UT (D', D)W,

onde D, : s x t pode ser qualquer matriz, satisfaz DTA = I. A matriz DT é chamada
de inversa generalizada de A. Caso D; = 0, entao a matriz D? ¢ a tinica matriz inversa
generalizada, conhecida como inversa generalizada de Moore-Penrose, que é denotado por
AT (veja Ben-Israel e Greville [1]).

A seguir obtemos uma generalizagao da relcao de recorréncia de trés termos com a

matriz generalizada DI .



3.5. Teorema de Favard 36

Teorema 3.4.7. Seja DI uma inversa generalizada de A,. Entdo, evistem matrizes

- pd d .l d :
Eyrp o Xy e By org g Xry_y tais que

d
Poir =Y 2D} Py + EPy + Py, (3.4.10)
i=1
onde
d d
> DI'Byij=-E, e¢ Y DICl =-F,
i=1 i=1
Dem.: Multiplicando a relagao de trés termos (3.4.3) por Dg’i e somando parai = 1,...,d,
obtemos

d d
Z Daj;,iAn,i]P)nJrl = Z Dii(xipn - Bn,z'Pn - Cn,ipnfﬁ
i=1 i=1

e, portanto, como DI é uma inversa generalizada de A,

d d d
Poir =Y 2Dy P+ > (=D} Bui)Pu+ Y (=D} ,Cr )P, .
=1 1=1 =1
d d
Portanto, (3.4.10) vale com » DI B,;=—E, e » D}.Cl =—F,. 0
=1 i=1

A equagao (3.4.10) é analoga a relagao de recorréncia de trés termos para polindomios
ortogonais em uma variavel. Porém, vale ressaltar que, no caso de vérias variaveis, a
relacao de trés termos implica na relacao de recorréncia de trés termos, porém a relagao
de recorréncia de trés termos nao implica na relagao de trés termos, como no caso de
polinémios ortogonais em uma variavel, ou seja, se escolhermos matrizes A, ;, B, ; e Cy; €
usarmos (3.4.10) para gerar uma sequéncia de polindémios, esses polinémios em geral nao

satisfazem a relagao de trés termos.

3.5 Teorema de Favard

Os proximos teoremas sao para varias variaveis um anélogo ao Teorema de Favard em
uma variavel. O Teorema de Favard para vérias variaveis fornece uma condigao necessaria

e suficiente para que um sistema de polinomios sejam ortogonais ou ortonormais.

Teorema 3.5.1. Seja {P,}22, = {P? : |a] =n,n € No},Py = 1, um sistema arbitrdrio

de polinémios de 11?. Entdo, as sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(1.) Existe um funcional linear £ que ¢ quase-definido em 11¢ e que torna {P,}>°, um

sistema de polinomios ortogonais em 1.
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(2.) Paran >0, 1 <i<d, existem matrizes A, ;, B,; e Cy; tais que

(a) os polinomios P, satisfazem a relagao de trés termos (3.4.1),

(b) as matrizes da relagdao de trés termos (3.4.1) satisfazem as condigoes de posto

(3.4.7) e (3.4.8).

Dem.: Dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.6 obtemos que a afirmacdo (1) implica (2). Para provar
que (2) implica (1), primeiro provamos que o sistema {P,} forma uma base de II¢. Para
isso é suficiente mostrar que a matriz coeficiente do termo de maior grau, G, de P, é
inversivel.

Provemos, por inducao sobre n, que GG,, € inversivel. Para n = 0, temos, por hipotese,
que Py = 1. Entao, Gy = 1 e é inversivel. Agora, suponha que G,, é inversivel e, entao,
uma vez que P, satisfaz a relagao de trés termos, comparando as matrizes coeficientes de
X"*! de ambos os lados da igualdade, segue que ApiGryr = Gply;, 1 <@ < d. Assim,
A,Gn = diag{G,,...,G,}L,, onde a matriz diag{G,,...,G,} é de ordem drl, que
tem a matriz G, na diagonal principal. Portanto, diag{G,,...,G,} é inversivel. Das
Proposigoes 2.1.11 e 3.4.5 temos que posto A,,G, 11 = postodiag{G,,...,G,}L, = TﬁH.
Das Proposigoes 2.1.11 e 2.1.12, e de (3.4.8), segue que

posto G111 > posto A, G111 > posto A, + posto G — rfLH = posto G11.

Entao, posto G, 11 = posto A,,G,11 = rffﬂ. Portanto, da Proposicao 2.1.11 temos que
Gpi1 € inversivel.
Assim, {IP,} é uma base de II. Entdo, podemos definir o funcional linear £ em II¢
por
L(1) =1, L(P,) =0, n>1.
Agora, provemos, por inducao, que

L(P:PT) =0, k# j. (3.5.1)

Seja n > 0 um inteiro. Suponha que (3.5.1) vale para quaisquer k e j tais que 0 < k <n
e j > k. Como na demonstracao de (3.4.10), usa-se somente a rela¢ao de trés termos e o
fato do posto A, = ré ;. Segue, de (a) e (b), que (3.4.10) vale para P,,. Portanto, para
[ > n+ 1, segue, da hipotese de inducao, que

d
L(P, P]) = L (Z z; D} Py + B, P, + FnIP’n_1> IP,T)
=1

d d
= £ inDZ;iPnPlT) =L (Z Dl imM)
=1 =1

d
= 4 inDg,iPn(Al,iPl—H + B+ Ol,i]Pl—l)T> =0,

=1
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o que completa a inducao.
Por fim, provemos que H, = L£(P,PT) ¢é inversivel, para assim provar que {P,} é uma
base ortogonal com relagao ao funcional linear £. Para n = 0 segue da definicao que

Hy = L(PPY) = £(1) = 1. Logo Hy é inversivel. Suponha que H,, seja inversivel. De

(3.5.1) e da demonstracao da rela¢do de trés termos, segue que A, ;H,.1 = HnC,a_u e,

assim,
A, H, 1 = diag{H,,...,H,}C] . (3.5.2)
Entao, diag{H,, ..., H,} € inversivel e, por (b) e da Proposi¢ao 2.1.11,
posto A, H, 1 = posto(diag{H,,, ..., H,}CL ) =12,
Mas, da hipotese (b) e das Proposigoes 2.1.11 e 2.1.12, temos
posto H, .1 > posto(A, H,1) > posto A, + posto H, 1 — rfLH = posto H, 1.

Portanto, segue que posto H, 1 = posto(A, H,1+1) = rflLH e, pela Proposicao 2.1.11, temos
que H, 1 é inversivel. Isto completa a inducao e, assim, {P,} ¢ uma base ortogonal com
relacao a L.

Assim, juntamente com a Proposigao 3.2.17 obtemos que H,, é simétrica e inversivel.
Logo, existem matrizes M, e D, tais que H, = M,DM! e D,, ¢ diagonal. Para Q, =
M P, obtemos

L£(Q.Qy) = M L(PP, ) (M) = D

Isto prova que £ define um funcional linear quase-definido em II¢. O

Se os polindmios do teorema acima satisfazem (3.4.3) em vez de (3.4.1), entao eles sao

polindmios ortonormais com relagao a um funcional linear definido positivo.

Teorema 3.5.2. Seja {P,}22, = {P? : |a] =n,n € No},Py = 1, um sistema arbitrdrio

de polinémios de 11?. Entdo, as sequintes afirmacoes sio equivalentes:

1.) Eziste um funcional linear £ que é definido positivo em 11¢ e que torna {P,}°>
n=0

uma base ortonormal em I1%.
(2.) Paran >0, 1 <i<d, existem matrizes A, ; e By, tais que

(a) os polinomios P, satisfazem a relagao de trés termos (3.4.3),

(b) as matrizes da relagao de trés termos (3.4.3) satisfazem as condigoes de posto

(3.4.7) € (3.4.8).
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Dem.: Dos Teoremas 3.4.2 e 3.4.6 segue que (1) implica (2).

Provemos que (2) implica (1). Do Teorema 3.5.2, temos que existe um funcional li-
near £ quase-definido com relagao ao qual {I,}°°, ¢ uma base ortogonal em I1%¢. Assim,
basta provar que este funcional linear é definido positivo e torna {P,}° , uma base or-
tonormal em II%, ou seja, H, é a matriz identidade. Provemos, inicialmente, que {P,}
¢ ortonormal. Por indugao provemos que H, = [,4, onde I,s é a matriz identidade de
ordem 7¢. Temos que Hy = L(PyPL) = £(1) = 1. Suponha, agora, que H, = rd. Entao,
diag{H,, ..., H,} = Iga e, como C} |, = A,, a equagdo (3.5.2) pode ser escrita como
A.H,,1 = A,. Da condicao de posto (3.4.8), existe DI

n?

a inversa generalizada de A,.
Isto implica que H,;, ¢ a matriz identidade, o que completa a prova de indugao e mostra
que {P}°, é¢ uma base ortonormal em I1¢ com relacio ao funcional £.

Provemos, agora, que £ define um funcional linear definido positivo. Assim, seja P
um polinémio nao nulo de grau n. Entao, P pode ser escrito como P = alP, +...+alP,

e, desse modo,

C(P?) = £((@Pu+...+alPo) (alPu+...+a]P)")
= L((alP,+...+ajP) (Pla, +...+Pfag))
= a'L(P,PDa, + ... +a] L(PyP])ay
= Jau*+... + |lao]® > 0.

Isto conclui a prova do teorema. [l

Vale ressaltar, do Teorema de Favard em vérias variaveis (Teorema 3.5.1), que a relagao
de trés termos e a condigao de posto caracterizam a ortogonalidade. Porém, extrair
informacoes essenciais dos polindmios ortogonais a partir da relagao de trés termos é mais
complicado, pois os coeficientes de (3.4.1) e (3.4.3) sdo matrizes e eles sao tnicos a menos

de uma matriz similar.



Capitulo 4

Propriedades dos Polinémios

Ortogonais em Varias Variaveis

Neste capitulo estudamos algumas propriedades dos polinomios ortogonais em varias
varidveis que sao extensoes das propriedades de polindmios ortogonais em uma varia-
vel, mas com uma complexidade maior, como, por exemplo, as dos zeros de polinémios

ortogonais em vérias variaveis. Para mais detalhes veja Dunkl e Xu [5].
4.1 Integrais centralmente simétricas

Seja £ um funcional linear definido positivo. Nesta secao estamos interessados em
exemplos de £ que sejam representados como integrais de uma fungao peso nao-negativa
com momentos finitos, isto &, £(f) = [ f(x)W(x)dx. Nesses casos referimo-nos a fungao
W como funcao peso. Esta secao é similar aquela dos polinémios ortogonais de uma

variavel com relacao a uma funcao peso par.

Definicao 4.1.1. Seja Q C R? o suporte compacto da funcio peso W. Entao, W €

centralmente simétrica se
xel=-—xe) e W(x)=W(—x).
Um funcional linear £ € centralmente simétrico se

L(x%) =0, a € N4, la| € um nidmero impar.
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Note que se £ é expresso como a integral com relagao a fungao peso W, entao as duas

defini¢oes sao equivalentes.

Lema 4.1.2. Se as matrizes coeficientes B,,; da relagao de trés termos sao nulas para
n>0el<i<d, entao os polindmios de grau impar so tém componentes monomiais de

grau impar e os polindomios de grau par s6 tém componentes monomiais de grau par.

Dem.: Provemos por indugio a afirmagdao. Para n = 0, temos que Py = 1 = 2? que s6
possui monomios de grau par. Para n = 1, temos, da relagao de recorréncia (3.4.10), que
P, = 25:1 ZL‘Z'D({ ;» 0 que implica que nao ha termos constantes nas componentes de P,
e s6 h4 monodmios de grau impar. Agora, como B, ; = 0 paran > 0,1 < ¢ < d, entao,
da relagao de recorréncia (3.4.10), F, = 0 para n > 0. Suponha, por indugao, que Py, _;
s6 tem mondémios de grau impar e Py, s6 tem mondmios de grau par. Da relagao de
recorréncia (3.4.10), obtemos
d

Popiq = g miD2TnIP’2n — F, Py, 1, que s6 tem monomios de grau fmpar e
i=1

d
Popio = E a:iDzTn 11Pon1 — Py, que s6 tem mondmios de grau par,
i=1

0 que completa a demonstragao. [l

Um funcional centralmente simétrico tem uma estrutura relativamente simples que
nos permite obter mais informagoes sobre a estrutura de polindmios ortogonais. Iniciare-
mos com um teorema que conecta os funcionais centralmente simétricos com as matrizes

coeficientes da relacao de trés termos.

Teorema 4.1.3. Seja £ um funcional linear definido positivo e sejam B,;, 1 < i < d,
n > 0, as matrizes coeficientes em (3.4.3) dos polinémios ortogonais com respeito a L.
Entao, £ € centralmente simétrico se, e somente se, B,; = 0, para todo n € Ny e

1<i<d.

Dem.: Provemos, inicialmente, a condi¢ao necessaria. Suponha que £ seja centralmente

simétrico. Provemos, por indugao, que B, ; = 0. De (3.4.2),

Suponha que By, = 0para0 <k <n—-1el <i<d e provemos que B, ; = 0. Pela
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defini¢do de B,,; e da relacao de recorréncia (3.4.10),

d
Bn;, = L(zP,PT) = Z (@ Py — AL, Pyy))

=1
d

X (Z DZ—l,k (@kPp—1 — AZ—2,kPn—2>)T)

k=1

d
j=1 1

X (xk]pn—l - An_Q,kPn—Q)TDn—l,k)~

M&

L nl]( AZQ] 7’L2)

B
Il

Note que, pelo Lema 4.1.2, a componente (z;P,_; — AZ—Q,]‘

Pn—Q)(kan—l - Ag—Z,kPn—Q)T
tem somente somas de monomios de grau par. Portanto, o que estda no funcional linear
L sao somas de mondmios de grau impar. Desse modo, como £ é centralmente simétrico
segue que B, ; = 0, o que completa a indugao.

Por outro lado, suponha que B, ; = 0, para n > 0 e provemos, por indugao, que
L(x*) =0, se |a] = impar. Assim, mostremos que £(x*) = 0, se |a] = 1. De fato, temos
0 = Boy; = L(2PoPE) = L(x;). Suponha que £(z{" ... 25%) =0 para |a| = a1 +...+ag =
2k — 1,k =1,...,n e, provemos que L(x%) = 0, para |a| = 2n + 1. De (3.4.2) e (3.4.3),
para 1 < 7,k < d,

0 = An 1]B AT 1,k — An—l,j (ZE P ]P)T)An 1,k
- L(xiAn—l,an<An—1,kPn)T>
= L(wi(2 Pt — Ay_p ;Pa2)(@aPro1 — Ay_p 1 Pus)”)

= L(l‘il'jl'kpn_lpg_ ) — L(xixjpn—lpz:_Q)An—Q,k

n

Pelo Lema 4.1.2 e pela hipotese de indugao, segue que L(z;z,;P, 1PT ) = 0 e
L(zizp P, _oPL ) = 0, pois sao polindémios que s6 tém mondmios de grau impar até 2n— 1.
Além disso, £(x;P, 2Pl _,) = B,_5; = 0. Portanto, £(x;x;zxP,—1PL_;) = 0. Multipli-
cando L(z;x;x,P,_PT

) & esquerda e a direita por A, o; ¢ Al respectivamente,

n—1 n—2,m>

temos para 1 <[, m < d, obtemos

L(xizx,P,— 1IP ) = An_gylﬁ(xia:jkuPn_lP )AZ 9m
L(xx '.fIkan_Q’l]P)n_l(An_g,mpn_l)T>

L(zixjrp(ePp_g — Ag_?, Prs) (@ Pro — A£_37m]P’n,3)T)
L(xizjx,m2, Py QIP)n 9) — L(xixjxkxlIPn_ng_:,))An_gm

— Ay g L(2iwxpxmPosPL_o) + Al 5 L(2ix;24Pr—sPr_3) An—gm.
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Analogamente, segue do Lema 4.1.2 e da hipotese de inducdo, que
T

0= L(wiwjkalmeP’n,QIP’g_z). Multiplicando & esquerda e & direita por A4, , e AW, respec-
tivamente, para 1 < ¢,r < dep=n—3,...,1 e usando o mesmo argumento segue que
Lzt .. 25?) =0, com a; + ...+ ay =2n — 1, o que completa a inducao. O

Do Lema 4.1.2 e do teorema anterior podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.4. Seja L um funcional linear centralmente simétrico. Entdao, um polino-
mio ortogonal de grau n com respeito a L € uma soma de mondémios de grau par, sen for

par, e uma soma de mondmios de grau impar, se n for impar.

Se um funcional linear £ ou a funcao peso W nao forem centralmente simétricos, mas
tornam-se centralmente simétrico através de uma transformacao linear nao-singular, entao
os polindmios ortogonais tém estrutura semelhante ao caso de centralmente simétricos.
Porém, os coeficientes B, ; da relagao de trés termos nao serao nulos. Eles devem satisfazer

a seguinte condi¢ao de comutatividade, que sugere a seguinte definicao.

Definicao 4.1.5. Se as matrizes coeficientes By, ; da relagao de trés termos satisfazem
Bn,iBn,j = Bn,jBn,i7 1 S Z,j S d, n < No, (411)

entdo o funcional linear £ ou o fungao peso W € quase-centralmente simétrico.

Uma vez que a condi¢ao B,,; = 0 implica (4.1.1), entdo centralmente simétrico implica

em quase-centralmente simétrico.

Teorema 4.1.6. Seja W uma fungdo peso definida em Q C R Suponha que W seja

centralmente simétrica sob uma transformacao linear nao-singular
u— X, x =Tu+ a, detT > 0, x,u,a € R

Entao, W € quase-centralmente simétrica.

Dem.: Sejam W*(u) = W(Tu+a) e * = {u:x =Tu+a,x € Q}. Denotemos por
P, os polinébmios ortonormais associados a W. Entao, usando a mudanga de variaveis

X — Tu + a, temos
/ P, (%), (x) W (x)dx = / P, (Tu + a)PL (Tu + a)W (Tu + a) det Tdu.
Q *

Assim, os polinémios ortonormais com respeito a W* sao dados por P*(u) = vdet T’ ]fbn(T u+

a). Mostremos que as matrizes coeficientes B,, ;(W) associadas a W sao quase-centralmente
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simétricas. De (3.4.2), fazendo a mudanga de variaveis x — Tu + a, obtemos

B,,(W) = Lm,[@n(x)@g(x)W(x)dx
d
= /Q (Z tiju; + aj> P (w)P" (u)W*(u)du

d
= Ztij/ w;P: (0)P:T (w)W* (u)du
i=1 o
—i—ai/ P (u)PT (u) W™ (u)du
d
= thBn’](W*)‘i‘(lZ[
i=1

Por hipotese, W* é centralmente simétrica em €2*, o que, pelo Teorema 4.1.3, implica que
B,,i(W*) = 0. Portanto, B, ;(W) = a;I implica que B, ;(W) satisfaz (4.1.1). Logo, W &

quase-centralmente simétrica. O
4.2 Matrizes de Jacobi em blocos

A seguir apresentamos um teorema que nos fornece uma condigao de comutatividade

para os polindmios ortogonais em varias variaveis.

Teorema 4.2.1. Seja {I@n} uma sequéncia de polindmios ortonormais que satisfazem a
relagao de trés termos (3.4.3). Entao, as matrizes coeficientes satisfazem as relagoes de

comutatividade

ApiArsry = ApjAriri,
ApiBri1j + BiiAr; = ApjBitii + BrjAkg, (4.2.1)

Al Ak-1; + BriBrj + Ak,iAaj = A;;F_LjAk—Li + BijBii + Ak AL,

para i # 3,1 <4,7<d, ek >0, onde A_;; =0.

Dem.: Pelo Teorema 3.5.2, existe um funcional linear £ com relagao ao qual {}f”k} é

ortonormal. Assim, da relagao de trés termos (3.4.3), temos

L(in.ﬁfj]fpk]@z_w) = L(Qfl]fbkx]]pg_m) = L[(Ak7i]fpk+1 + Bkﬂ}fbk + Ag_Li]ka—l)
X (Apy2,;Pris + BrioPrio + Ag—&-l,j]?)k—&-l)T]
= Ak,iAk+1,j~
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Por outro lado,

L(wiwPiPl,s) = L(xPeriPly) = L[(AkiPris + BiyPr + Af_1 Pra)
X (Apy2.iPris + BrroiPria + Afﬂ,i]?’ml)q
= ApjApi,

Portanto, temos a primeira igualdade.

A segunda igualdade segue de L(xixj@klﬁ’;{ﬂ). De fato,

L(mixj@k@£+1) = L(leﬁ’k%ﬁbgﬂ) = L[(Ak:,i[pk+1 + Bk,i@k + AZ—l,z‘I@k—l)
X (Api1Prio + Bryr Pes + Aij@k)T]
= ApiBry1j + BriAg,.

Além disso,

L PPl ) = L(xPraPl ) = L[(AkPri1 + BiyPr + AL jPri)
X (Ak:+1,i]fnk+2 + Bk-&-l,i]fpk—i-l + A;}Fzﬁpk)T]
= Ay Byt + Bij Ak

Por fim, a terceira igualdade segue de

L(ZL‘Z{L‘]PkPg) = L(ZEZEDkIJI@g) = L[(Ak,i@k-i-l + Bk,z]]?pk + AZ—l,iPk—l)
X (Ak,j@k—i-l + Bk,j@k + Az,lyjﬂi)k—l)T]
= Ak,iAg,j + By B.; + Ag—l,iA{—l,j

L(:cl:cj]fbk]f"g) = L(:cjff”kleﬁ’f) = L[(Ak,jﬁplwrl -+ Bkyj]fpk + Azfl,j@)kfl)
X (ApiPrs1 + BrPe + ALy Pr1)”]
= AwjAL + BB+ Aiy j AL 1

Portanto, todas as igualdades estao demonstradas. 0

As matrizes de Jacobi em uma variavel, .J, sao definidas através dos coeficientes da
relacao de recorréncia de trés termos dos polindmios ortogonais. Para polindomios em

varias variaveis, também temos o anélogo a matriz de Jacobi.

Definigao 4.2.2. Suponha que as matrizes coeficientes da relagao de trés termos (3.4.1)

satisfazem as condigoes de posto (3.4.7) e (3.4.8), e as condi¢oes de comutatividade (4.2.1).



4.3. Propriedades da relagao de trés termos 46

Definimos a matriz de Jacobi em blocos como a familia de matrizes tri-diagonais em bloco

Ji, 1 < <d, dadas por

By, Ay, 0
Agl Bl,i Al,i .
J= |0 . 1<i<d (4.2.2)
Al; By; -
0

Definicao 4.2.3. Para cada n € Ny fizo, definimos a i-ésima matriz de Jacobi em bloco

truncada, através das matrizes coeficientes da relag¢io de trés termos (3.4.3), como

-BO,i Aoi 0 o 0 ]
Af; Bui A - 0
Jni=| : : , 1<i<d
0 - Al s, Bugi Ana;
0 -0 AT, By

Note que J,,; € uma matriz quadrada de ordem N = dimI1%_,.
4.3 Propriedades da relacao de trés termos

A relagao de recorréncia em vérias varidveis nao é tao forte quanto em uma varia-
vel. Isso decorre da relacao de recorréncia nao implicar a relagao de trés termos, pois
o problema ¢ que a matriz DI nao é a tnica inversa a esquerda de A,. Porém A,DZI
geralmente nao é igual a identidade. Assim, devemos compreender melhor o espago nucleo
de I — A, DI'. A relagao de recorréncia nao implica no Teorema de Favard sem acréscimo
de condigoes.

Discutiremos essas condigoes através de polindomios ortonormais, pois caso seja de um

sistema de polinémios ortogonais, {IP, }, pela demonstra¢ao do Teorema 3.2.27, temos que

1\ —1
P, = (Hﬁ) P, € uma sequéncia de polinémios ortonormais.
Serao necessérias algumas condicoes e defini¢oes. Iniciemos com uma definigao.
Definicao 4.3.1. Para qualquer sequéncia de matrizes Ny, ..., Ng, onde cada N; € de
dimensao s X t, definimos a matriz jungao =n como seque. Seja =5, 1 <1i,j <d, i # 7,

a matriz em blocos definida por

Ei,j:(mON-Tm—NZ-TO---), St xds,

J
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isto €, os unicos elementos em blocos nao-nulos sao as matrizes N]T no i-éstmo bloco e
—N[ no j-ésimo bloco. Assim, a matriz Ey € definida a partir das matrizes Z;; como

(2

blocos em ordem lexicogrdfica de {(i,7) : 1 <i < j <d},

— [r—T =T =T ] ]

N — :1’2 :4173 e :d—l,d

A matriz 2y € de dimensao ds X (g)t.

O proximo lema segue imediatamente da definigao de Zy.
Lema 4.3.2. Seja Y = (Y{,...,Y)T, Y; € R*. Entio, ZLY = 0 se, e somente se,
NIY; =NV, 1 <i<j<d.

Por definigao, =4, e ZE4r sao matrizes de dimensoes diferentes. De fato, como A, ; :

d o d T .,.d d ants
Th X Thay e Ay irny Xy, entao,

d d
= . g4 d = . J..d d
Za, dry x (2 Thi1 e Ear tdry g X s

Necessitamos encontrar os postos dessas duas matrizes. Para isso, como anteriormente,
da relagao (3.4.4) precisamos compreender melhor as matrizes =, e = LT, onde as matrizes

L, ; sao definidas por (3.4.5).

Lema 4.3.3. Paran € NO el <y <] < d, Ln,iLn+1,j = Ln,jLn+1,i-
Dem.: De (3.4.5) segue que, para qualquer x € R?,

n+2 __ n+1l __ n+1l __ n __ n
Ln,iLn+1,jX = Lnﬂ'l’jX = IjLn’iX = .TZj.YIiX = .CL’inX

_ n+1l n+1l n+2
= l‘iLn’jX = Ln,]$zX = Ln,jLn+1,iX .

Tomando as derivadas parciais com respeito as componentes de x na identidade acima,
segue que (Ly,iLyt1; — L jLnt1:)er = 0 para todo e, da base de R™+2. Portanto, segue
a identidade desejada. O

Lema 4.3.4. Parad > 2 en > 1, posto Zpr = drd  —rd .

) : < =T 4 d : _
Dem.: Vamos provar que a dimensao do espaco nulo de Zpr € igual a 15,,,. Seja Y =

(Y,...,Y)T € Ri+1 onde Y; € R™+. Considere a equagdo homogénea em dre_

variaveis E:LFTY =0, que, pelo Lema 4.3.2, é equivalente a
L,,Y; =L,,Y;, 1<i<y<d. (4.3.1)

Ha exatamente um elemento igual a 1 em cada linha de L,,; e o posto de L, ; & r,‘f. Lembra-
mos N, = {a € N§ : |a| =n} e, paracadal <i < d,N,; ={aeNg:|a|=nea; #0}.
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Seja 1(N) o niimero de elementos do conjunto N. Contando o nimero de solugdes inteiras

d
n—1-

de |a] = n, isto mostra que u(N,) = ré e p(N,;) = r Lembrando que L, ; é uma

projecao de N,, em N,, ;. Fixamos a correspondéncia um a um entre os elementos N,, e os

elementos de um vetor em R"™, e escrevemos Y; = L, ;Y;. O sistema da equagoes

Nnt1,5
lineares (4.3.1) pode ser escrito como

Y| 1<i<j<d. (4.3.2)

ntl,j J |Nn+1,i’

d ~ ., . ~ .
Estes produzem (2)7’z equagoes em dré , variaveis em Y, mas nem todos eles sao inde-

pendentes. Para quaisquer inteiros distintos ¢, j e k,

Y;| = Y]]
INp41,i N1,k I Np1,iMNp g1,

Y| = Yi|
UINpt1,5MNpg1,5 k Npt1,iMNp 1,5’

Y| = Y| :
1Ny 11,6MNp 41,4 k Np+1,;WNpt1,4
Assim, ha exatamente (N1 NN, 115) = 78, equagdes repetidas entre estes trés siste-

mas de equagdes. Contando todas as combinagoes dos trés sistemas gerados em (4.3.2),
d

temos (g) re_, equacoes. Contudo, entre elas algumas sao contadas mais de uma vez. Re-

petindo o argumento anterior para quatro sistemas distintos gerados pelas equagoes em
(4.3.1), temos que ha (N, ; NN, ;NN, 1) = re_, equagdes repetidas. Ha (Z) combinagoes
de quatro sistemas diferentes de equacgoes. Entao precisamos considerar cinco sistemas de

equacgoes e assim por diante. Desta maneira, segue que hé

d d & d
<3> a1 — <4> ra_g o+ <_1)d+1rg—d+2 = Z (—1)F+ (k) Tg—kn

k=3

equagoes repetidas em (4.3.2). Entao, entre as (g)rﬁ equagoes de (4.3.1), o nimero de

equagoes independentes é
d a d a d
(2> - Z (1) (k> Tg—kw - Z (1) (k‘> Tg—kﬂ-
k=3 k=2

Como a dimensao do espaco nulo é igual ao nimero de varidveis menos o ntumero de

equagoes independentes, e como héa drd 41 Vvariaveis, temos que

d d
. o d d
dlm{nucleozfg} = driﬂ - Z (—1)F <k) Tg—k+2 = Z (—1)F* <k:) Tg—k+2 = Tg+27

k=2 k=1

onde a tultima igualdade segue da soma de Chu-Vandermonde. Portanto, postoZpr =

d - cloo=T \ — ged  _ d
dry . — dlm{nucleouLZ} =dry | —Thio O
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Lema 4.3.5. Parad > 2 en > 1, postoZ,, = drg - rd_l

n
Dem.: Como no lema anterior, provemos que a dimensao do espago nulo de =y, é ¢ ;.
Para Y = (Y/,...,Y])T € R onde V; € R™. Considere a equacio homogénea =] Y =
0. Pelo Lema 4.3.2, esta equagao é equivalente ao sistema de equacoes lineares
LrY; =LY, 1<i<j<d. (4.3.3)

n,j
Usando N,, e N,, ; da demonstracao do lema anterior. Note que LZZYJ é um vetor em R"™+1,
com as coordenadas que correspondem a N, ; iguais as de Y e as demais coordenadas sao
zeros. Assim, a equagdo (4.3.3) implica que os elementos de Y; s@o nao nulos somente

onde eles correspondem a N, ; NN, ; em LTY: isto é, (LT-Y' , € 0s elementos

n,g* ) n,t J)‘Nﬂiﬁj\fnj

nao nulos de Y; sao (L ; . Além disso, estes dois vetores sao iguais. Como para

Yi) ’NmmNn,j
qualquer X € R+ L, ;;L,; X =X

do fato de Ly;L;.; =1,

. xntl — . . xn—1
No i, ¢ dUC SEgUe de Ly_1,;L, ;X 2w X",

(LniY5)

n,t

= Ln—l,jLn,z‘(LZ,iY') = Ln_1;Y; = YJ’|Nn_1j'

Nop, i N5

Entretanto, os elementos nao nulos de Y; e Y; satisfazem Y;-|N = YJ‘N o 1<i<y<
n—1,7 n—1,7

d. Assim, ha exatamente pu(N,,_1,;) = r¢_, varidveis independentes na solucio de (4.3.3).

Isto ¢, a dimensdo do espaco nulo de =% & rd_. U
n

Desses dois lemas segue o posto de 24, e Zyr.
Proposicao 4.3.6. Sejam A, ; as matrizes coeficientes da relagao de trés termos. Entao,

postoZ,, = dr? — r¢

= _ J.d d
w— Tno1 € POStOZyr =dry 1 — Ty,

Dem.: De (3.4.4) e da definigao de Zy, segue que
EAn diag{Gn+1, ceey Gn—i—l} = dlag{Gn, e 7Gn}ELna

onde as matrizes diagonais em blocos da esquerda sao de ordem (g) rd +1, € as da direita de
ordem dr,‘f X d'r’fl. Como G, e G, 1 sao ambas inversiveis, entao estas matrizes em bloco
sao inversiveis. Portanto, posto=,, = postoZ,, . Assim, segue a primeira igualdade.
Analogamente, temos que Z,r diag{Gpy1,...,Gni1} = diag{G,,...,Gp}Er e, assim,

posto Z4r = posto Zpr. O

O préximo lema envolve o espago ntcleo de I — A, DY

Lema 4.3.7. Sejam { A, ;} as matrizes coeficientes da relagio de trés termos (3.4.1) e DY
a inversa o direita de A, definida em (3.4.9). Entio, Y = (Y',...,Y])T, comY; € R™,
pertence ao espago nulo de I — A, DL se, e somente se, A,_1;Y; = An_1,;Y;, 1 <1i,j <d,

ou, equivalentemente, EET Y =0.

n—1
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Dem.: Seja a decomposigao em valores singulares de A4, ¢ DI como em (3.4.9). A, e D,

sao ambos de mesma dimensao dr? x ré ;. Segue que

A 0 —AA?
I—ADI =1 -W" UUT(A L, AW =T W,
0 0 I
onde I ¢ a matriz identidade de ordem drd — rd, |, daf segue que o posto(! — A,DI) =

d_,d :
dry, —ry- Por isso,

dim{ntcleo(I — A,DI)} = dr? — posto (I — A,DL) =rd_,.

Como DT A, = I, segue que (I — A,DI)A, = A, — A, = 0, que implica que as colunas de
A, formam uma base para o espago nulo de I — A, DT, Portanto, se (I — A,DI)Y =0,

entao existe um vetor ¢ tal que Y = A, c. Mas pela primeira condicao de comutatividade

em (4.2.1) é equivalente a 4, A, = 0, isto segue que Z'; Y = 0. Por outro lado,
n—1 n—1
suponha EiT Y = 0. Pela Proposicao 4.3.6,
n—1

. . =T _ d =T _ ,d
dlm{nucleoHAz:_l} = dr, — posto Ear | = Tog

T
AT

n—1

De EﬁT Y = 0 segue que as colunas de A, formam uma base do nucleo de =
n—1

Portanto, existe um vetor d tal que Y = A,d, que por, DT'A, = I, implica que (I —

A, DY = 0. O

A seguir enunciamos o teorema sobre a relacao de recorréncia ser equivalente a um

sistema de polinémios ortonormais com algumas condigoes adicionais.

Teorema 4.3.8. Seja {Py}2, definido por (3.4.10). Entdo, existe um funcional linear
definido positivo, £, com relagio ao qual {Py}2, uma base ortonormal em 11¢ se, e so-
mente se, By, ; sao simétricos, A, ; satisfazem a condi¢ao de posto (3.4.7), e essas matrizes

coeficientes satisfazem as condi¢oes de comutatividade (4.2.1).

Dem.: A condigao suficiente ja foi provada anteriormente. Mostremos, entao, a condicao
necessaria. Suponha que {P;}7°, seja definido recursivamente por (3.4.10) e que as ma-
trizes A, ; e B, satisfacam a condi¢@o de posto (3.4.7) e as condi¢oes de comutatividade
(4.2.1). Provemos que esses polinomios satisfazem a relagao de trés termos. Desse modo,
pelo Teorema 3.5.2, segue a implicagao. Provemos por indugao. Para n = 0, como Py =1

e P_; =0, entao

d d
Py = Z Dy = Z Dy, Bo,- (4.3.4)
=1 i=1
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Como Ay e Dy sao ambas matrizes d x d e DI Ay = I, segue que AgD! = I, o que implica
que Ao,iD()T, ; = 0;;. Portanto, multiplicando por Ay ; & esquerda em ambos os membros
de (4.3.4), obtemos

APy =2, — By; = z;Py — By ;Po.

Suponha que
Ak,ij—i-l = [L‘j]P)k - BkJ’]P)k - AZ—I,ij—l’ 0 S k S n — 1. (435)
Agora, mostremos que esta equagao vale para k = n. Para isso, provemos que
AnPoi1 = 2Py — Bp Py — AL Pry + Quoayj, (4.3.6)

onde as componentes do @Q,_; sdo elementos de II¢_, ¢ Q, o; € R%. Como cada

componente de P,, ¢ um polindmio de grau no méximo n, podemos escrever
n n—1 n—2
P, =GnnX" + G X" +GppoX" "4,

para algumas matrizes G, j, e novamente denotaremos G, ,, por G,. Logo, como P, 1 ¢
definido pela relagao de recorréncia (3.4.10) e expandindo o lado esquerdo de (4.3.6) em

componentes de X*, lembrando que L, ;X" = z,X", temos
d
AniPoy = A (Z x;DL P, + E,P, + Fn]P’n1>
— AMZ@ (GoX" 4 Gy XM 4 G o X2 4L
—AMZD ni (GoX" + G XM 4 Gl oX 2 41
AMZDZZAZ 1 (Gad X Gy o X2 4L

— (Aw > D,{,iGan) X (4.3.7)
=1

d
+ Aw’ Z Dz;,i (Gn,n—an—l,i - Bn,iGn) X"

Xn—l 4

d
+ An,j Z D7Tm (Gn,n—2Ln—2,i - Bn,iGn,n 1 AZ 1 ,LG )
=1




4.3. Propriedades da relagao de trés termos 52

Agora, expandindo o lado direito de (4.3.6) em componentes de X*, segue que

TjPn — B jPn — Agfl,jpnfl + Qn-2;
= x](Gan + Gn,n—]_Xn_l + Gn,n_QXn_2 —|— .. )
_anj (ann + Gn,n—lxn_l + Gn,n_gxn_Q +.. )
_Agfl,j(Gn—IXn_l + G o X2 )+

= (GnLy;) X"+ (Gupn-1Ln-1; — By ;G,)X" (4.3.8)
+(Gn,n—2Ln—2,j - Bn,jGn,n—l - Ag_lﬁjGn—l)Xn_l + ...
Comparando (4.3.7) e (4.3.8) ¢ suficiente mostrar que os trés maiores coeficientes na

T, . ) ) d .
expansao sao iguais. Assim, precisamos estabelecer A, ;> 0 . DI X, = X, ;, 1 <1i <d,

onde X, ; ¢ uma das seguintes matrizes:

Q’I’L7j = GnLn,j7
Xn,j = Rn,] = Gn,n—an—Lj — Bn,jGn; (439)
Sn,j = Gn,n—QLn_QJ — Bn,jGn,n—l — A5—1 G-

7‘7
Retomando a notagao da matriz juncao de (3.4.6), podemos escrever as igualdades acima
de forma mais compacta, (I — A, DT)X,. Desse modo, as equagoes que precisamos mostrar
sao
Continuamos provando que as colunas de @Q,, R, e S, pertencem ao espaco nulo de

I — A, DI, Mas, pelos Lemas 4.3.7 e 4.3.2, se reduzem a mostrar que

Anfl,iQn,j = Anfl,an,iv
Anfl,iRn,j = Anfl,jRn,lﬁ (4310)
Anflvisn’j = Anfl,an,i'

Para demonstrar esta afirmagao, note que, se fizermos k = n—1 em (4.3.5) e compararmos

os coeficiente de X", X"~ ! e X"~2 dos dois lados da igualdade, fornecem, respectivamente,

Anfl,jGn == ananfl,j}
An1jGnn1=Gn1n-2ln-2j— Bn1;Gn1, (4.3.11)
An—l,jGn,n—Z = Gn—l,n—?)Ln—S,j - Bn—l,jGn—l,n—Q - AT Gn—2-

n—2,j

Demonstremos, a seguir, cada igualdade de (4.3.10). A primeira igualdade segue da
primeira igualdade de (4.3.11) e do Lema 4.3.3,

An—l,iQn,j = An—l,iGnLn,j = Gn—an—l,iLn,j = Gn—an—l,jLn,i
= Anfl,jGnLn,i = Anfl,an,'LV
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A segunda igualdade segue das duas primeiras igualdade de (4.3.11), do Lema 4.3.3 e da

segunda condigao de comutatividade (4.2.1) com k =n — 1,

An—l,iRn,j

= Ay 1(Gpn-1Lln_1; — Bn;Gy)

= Ay 1:Gun1ln-1j — An1iBn;Gn

= (Gnotn-2ln-2i — Bn1:Gn1)Ln-1; — An-1,:Bn ;jGn

= Gnoanoln2iln1j— Bn1iGaaln_1;+ An1iBn;Gn
= Gnonolnojln1i— By 1:4n1;Gn — Ay 1:Bn;Gn
= Gpoin—2Ln—2;Ln_1,;— (Bn-1iAn_1, + An_1,Bn;)Gn

= Gpoipn-o2bn-ojln1;— (An-1;Bn; + Bn-1,;An-1:)Gy

= AR,

Por fim, a ultima igualdade de (4.3.10) segue de (4.3.11), do Lema 4.3.3 e da segunda

e terceira condi¢oes de comutatividade (4.2.1) com k =n — 1,

An—l,iSn,j

An—l,i(Gn,n—QLn—Q,j - Bn,jGn,n—l - AT Gn—l)

n—1,5

Anfl,iGn,nf2Lnf2,j - Anfl,iBn,jGn,nfl - Anfl,iAz:fl’janl
(anl,n%}LnfS,i - anl,ianl,an - Az:_gﬂ'anZ)Lanj
_An—l,iBn,jGn,n—l — An—lﬂAg—l,jGn—l
Gn—l,n—3Ln—3,iLn—2,j - Bn—l,iGn—l,n—QLn—2,j
—AZ_Qﬂ-anQLan,j - An—l,iBn,jGnmfl - Anfl,iAg—l,jGﬂfl

Gn-1n-3Ln_3;Ln—2; — Bn_1i(An-1,Gnn-1+ Bn-1,Gn-1)
—Al 5 i(An2;Gn1) — A 1B jGrn-1 — An—l,iAg_LjGn—l
Gnin-3Lln-3;Ln2i— (Ba-1iAn-1;+ An-1iBn;)Gnn
~(Bu-1iBn-1j + Ay g iAn—2j+ An1iA5 1 ) Goa

n—1,5
An—l,jsn,i~

Portanto, temos (4.3.6). Em particular, de (4.3.5) e (4.3.6), obtemos que

Ak,in’-i-l = GkLkJ', 0 S k S n, 1 S 1 S d, (4312)

e, como A, ; satisfaz a condigao de posto, implica que G4+ ¢ inversivel, como na prova do

Teorema 3.5.1. Para completar a demonstragao, devemos mostrar que Q,_2; = 0. Temos,

de (4.3.6), que

Qn—2,j = An,j]Pn—l—l — (IJPTL — Bn’j]PJn - AT Pn—l)- (4313)

nild
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T

o TA _
nj € somando para j = 1,...,d, segue, de D; A, = I e da

Agora, multiplicando por D

relagao de recorréncia de trés termos (3.4.10), que
d d
> DIQuay = Y DIA Py — Py =0. (4.3.14)
j=1 =1

Por outro lado, multiplicando (4.3.13) por A,,_1; & esquerda, segue, de (4.3.5), que

Ap1,iQnoy = Ap1i4n;Propr —2;A0 1Py + Ap_1:Bn ;P
-I—An—l,iAZ_l,an—l
= Ap-1,AnPos1 — 2j(@iPpoy — Buo1,Pay — ALy Pas)
+An-1iBnPn + Ap1, AL Py

n—1,j
= A1, AP — 2Py
+ By 1,i(An-1Pn 4 Buo1;Pno1 + Al Prs)
+AZ—2,i(An72,anfl + anljpnﬂ + AZ_?’JIED”*B)
+An-1,BnjPn 4+ Ap-1 AL Pay
= —xix;Pp o + Ap1iAn—1 jPri
+(Ap—1,Bn; + By1,An—1;)P,
+(An—1,i AT+ Bao1,iBno1; + ALy i An 0 )Pay

+ (AL B, o+ Bn—l,iAZ_Q,j)Pn—Q + AT AT P, s,

n—2,1 n—2,1* *"n—3,j

o que, pela condigao de comutatividade (4.2.1) e lembrando que B,,; é simétrica, implica

que

Ay 1, Qnzy = Ap_1,;Qna. (4.3.15)

De (4.3.12), temos A,,_1; = G,,_1L,_1,G,'. Portanto, (4.3.15) é equivalente a L,,_1,;X; =
Ly_1;X;, com X; = G’;IQ”,M. Definimos X como um vetor que satisfaz L,,; X = X,.
Em outras palavras, recorrendo a notacao usado na prova do Lema 4.3.4, X é definido

= X;. Como N =UN,; e

como um vetor que satistaz X|
n,i

Xly

n,imNn,j

- Ln—l,iLn,jX = Ln—l,in = Ln—l,in = X‘N

i (N7
vemos que X estd bem definido. Desse modo, temos que Q,,, dado por Q, = G, X, ¢é
bem definido. Assim, por (4.3.12), segue que
Ly X=X, = L,,G,11Q,=G,'Qu 0,
= GglAn,z‘Qn = Grjl@n—li
= A,:Q, = Q2.

Logo, usando (4.3.14) e o fato que DI A,, = I, obtemos Q,, = 0. O
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4.4 Solugoes gerais da relacao de trés termos

Nesta secao discutiremos mais uma diferenca entre polinémios ortogonais de uma e
de varias variaveis. No caso de uma variavel, pelo Teorema de Favard e a relacao de trés
termos, os polinémios ortogonais podem ser considerados como a solugao da equagao de
diferencas,

arYr+1 + by + ak-1Yk—1 = TYk, k>1,

onde a;, > 0 e as condigdes iniciais sio dadas por yo = 1, y1 = ag ' (z — by). Sabemos que
a equacao de diferengas tem outras solucoes que satisfazem a condigao inicial yg = 0 e
y1 = ag'. As componentes da solucdo, denotada por g, sdo costumeiramente chamados
de polinémios associados ou polinémios de segunda espécie. Juntas, essas duas solugoes
compartilham de muitas propriedades interessantes e {¢,} desempenha um papel impor-
tante em areas como o problema de momentos, teoria espectral das matrizes de Jacobi e
fragoes continuas.

No caso de varias variaveis, pela relacao de trés termos (3.4.3), podemos considerar
os polinémios ortogonais em varias variaveis como solugao das equagoes de diferencas de

finitos multi-parametros
2V = ApiYir1 + BeiYe + Al Vi1, 1<i<dk>1, (4.4.1)

onde By ; sdo matrizes simétricas e Ay ; satisfazem as condigoes de posto (3.4.8) e (3.4.7),

com valores iniciais
Yy =a,Y, =b, a€R,beRY (4.4.2)

Mas, ao procurar outras solugoes linearmente independentes de (4.4.1) que podem ser
definidas como os polinémios associados em varias variaveis, encontramos que nao ha tal

solucao além do sistema de polindmios ortogonais.

Teorema 4.4.1. Se as equagoes de diferencas de multi-parametros (4.4.1) tém solugdo

P = {Py}2, para os valores iniciais
Yy =1, Y= Ayt (z — By), (4.4.3)

entao todas as outras solugoes de (4.4.1) e (4.4.2) sao maltiplas de P,, com a possivel
excessao da primeira componente. Mais precisamente, se Y = {Yi}32, € solu¢io de
(4.4.1) e (4.4.2), entao Yy = hlP,, para todo k > 1, onde h é uma fungao independente de
k.
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Dem.: Por hipotese e pelo Teorema de Favard (Teorema 3.5.2), temos que P, = {P;}2,
forma uma sequéncia de polinémios ortonormais. Portanto, as matrizes coeficientes de
(4.4.1) satisfazem as condi¢oes de comutatividade (4.2.1). Suponha que uma sequéncia

de vetores {Y},} satisfaz (4.4.1) e os valores iniciais (4.4.2). Para a equagao (4.4.1),
Ak,iYk+1 = .’JEZY;.c - BkﬂYk - qu,iykfl? 1 S 1 S d. (444)

Multiplicando Ay ;Yi4+1 a esquerda por Ay_q,; e Ag ;Y41 a esquerda por Aj_; ;, segue, da

primeira condi¢do de comutatividade (4.2.1) e de (4.4.4) que

Ak—l,i(ﬂé’ij - Bk,ij - A;;F_l,ij—l)
= Apo1(@:Ye — BiiYe — Ap_1:Ye1), (4.4.5)

para 1 < 1,57 < d, e k > 1. Em particular, no caso k£ = 1 temos uma relacao entre Yj e
Y1, que, pela segunda equagao de (4.2.1) com k = 0 e o fato de que oniAOTJ- e By; sao

numeros, pode ser reescrita como

Ao,z‘(xjyl - Bl,jyl - AoT,on) = Ao,j (%’Y1 - B1,iY1 - Aai%)
JJjAo,iYi - AO,iBl,jYI - Ao,z‘A({jYO = Jiz‘Ao,le - Ao,jBl,z‘Yl - AO,jAai%
l"jAo,z'Yl - Ao,iBl,jyl = ﬂfiAo,jyl - AO,jBl,in
(x; — Boi)Ao ;Y1 = (z; — Boj)Ao:Y1. (4.4.6)

Contudo, como z; e x; sao varidveis independentes, Y; s6 pode ser fungao de x. Além
disso, tem que satisfazer Ap;Y7 = (x; — b;)h(x), onde h é uma fun¢ao de x. Substituindo
esta ultima equagdo na equagdo em (4.4.6), obtemos que b; = By,;. No caso h(x) =1

corresponde a solucdo do polindmio ortogonal P. Como DI = Aj*, de (4.4.3) segue que
d
Y1 =Y D{(x; — Boi)h(x) = A" (z — Bo)h(x) = h(x)P;.
i=1

Portanto, usando a inversa a esquerda, DY, de Ay em (3.4.9), vemos que toda solugao de
(4.4.1) satisfaz

d
Yig1 = Y _ Dl aiVi — Yy — FiYioy, (4.4.7)

i=1

onde Ej, e F}, sao definidos como em (3.4.10). Consequentemente, para k = 1,

d
Y = Y Diy(z:il — Bi)h(x)P) — Y,
=1

d
= (Z Dﬂ(le - BLi)h(X)Pl — Flh(X)Po) + Flh(X)PO - F1YE)
i=1

= h(x)Py + F1 (h(x) = Y0) .



4.5. Niicleos reprodutores e série ortogonal de Fourier o7

Como P, é solucao da equagao (4.4.1) com as condi¢oes iniciais (4.4.3), segue, de (4.4.5)

com k = 2, que
ALZ'(I]‘]PQ — BQJ‘]P)Q — A{]P1> = AL]' (ZL‘Z]P)Q — BQ’Z‘]P)Q — A{zpl)

Multiplicando esta equagao por h(x) e subtraindo de (4.4.5) com k = 2, concluimos, das

formulas para Y7 e Y5, que

Ari(z;Ys — Bo;Ys — AL Y1) — Aih(x) (2P — By Py — AT Py)
= Ayi((a;] — Byj)Ys — (2,1 — By j)Poh(x)) — A ;Y1 + Al P1h(x)
= Ai((2;] — Baj)(M(x)P2 + Fi(h(x) — Yo) — h(x)P))
= Avi(zil = Byj) Fi(h(x) = Yo).

Analogamente, obtemos

Al,j (leYz - BQ,iY2 - AlT,iyl) - Al,jh(x) (xiP2 - BZ,@'PZ - AlT,ipl)
= AL]' (.CEZ[ — BQ,Z'>F1 (h(X) — }/E))

Portanto, segue que
Al,i(mjj — BQJ)Fl(h(X) — }/E]) = Al,j(l.i[ — BQ,i)Fl (h(X) — }/b)

Se Yy = h(x), entao segue, de (4.4.7) e Y1 = h(x)Py, que Y, = h(x)P; para todo k > 0.
Agora, suponha que h(x) # Yy. Logo, h(x) — Yy ¢ um ntumero ndo nulo e, entdo, da
formula anterior,

Al,i(l’jj — BQ,j)Fl = Al,j(l’ij — BQ,z’)Fl.

Contudo, como z; e x; sao varidveis independente, podemos concluir que para manter
essa igualdade ¢ necessario que A;;F; = 0, o que implica, por D' A, =1, F; = 0. Assim,
obtemos da féormula para Y; que Yy = h(x)Py. Portanto, por (4.4.7), Yy = h(x)P; para

todo k£ > 1, o que conclui a demonstracgao. U

4.5 Nucleos reprodutores e série ortogonal de Fourier

Seja L(f) = [ fdp um funcional linear definido positivo, onde du ¢ uma medida
de Borel ndo-negativa com momentos finitos. Seja {P"} uma sequéncia de polinémios
ortonormais com respeito a £. Para qualquer funcao f em L?(du), podemos considerar a

série ortogonal de Fourier com respeito a { P},

PSS anNEr com al(f) = / F(x) PP (x)dp.

n=0 |a|=n
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Contudo, as bases de polinémios ortonormais nao sao tnicas e a série de Fourier, de fato,
é independente de uma base particular. De fato, usando a notagao vetorial P,,, a definicao

acima de série de Fourier pode ser escrita como
f~ S al(f)B, onde an(f) = / )P (x)dp. (4.5.1)
n=0

Além disso, relembrando que V¢ denota o espago dos polinémios ortogonais de grau exata-
mente n como em (3.2.5), segue, da ortonormalidade, que a expansao pode ser considerada

Ccomo

f~ projy.f, onde projysf =ap(f)P,.
n=0
Denotaremos o operador proje¢ao projya f por P, (f). Em termos de uma base ortonormal,

podemos escrever co1no

I%Um%=/f@WAxwmmm P,(x,y) = BT (x)Ba(y). (45.2)

O operador projecao ¢ independente de uma base particular. De fato, pelo Teorema 3.3.4,
como duas bases ortonormais diferem por uma matriz ortogonal, é evidente de (4.5.2) que
P, (f) depende de V¢ e nio de uma base particular de V. Definimos a n-ésima soma

parcial da expansao ortogonal de Fourier (4.5.1) por

&m=2£mmaﬁmmmwm (45.3)

onde o nucleo K, (-, ) é definido por

n d

K, (x,y) = Z Z Pg(X)Polj(Y) = ZPk(Xa Y); (4.5.4)

k=0 |o|=k k=0
que muitas vezes é chamado de n-ésimo ntucleo reprodutor pela razoes dadas na sub-secao

abaixo.

4.5.1 Ncleos reprodutores

Para a definicao do ntucleo reprodutor K,, nao é necessario usar uma base ortonor-
mal, qualquer base ortogonal servira. Além disso, a definicao faz sentido para qualquer

funcional de momento.

Definicao 4.5.1. Sejam £ um funcional de momento e seja IP,, um sistema de polinémios

ortogonais com respeito a L. Definimos o nicleo reprodutor K,,, em termos de P,,, como

K.(x,y) =Y PIx)H'Pu(y),  Hp=L(PP).
k=0
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A seguir mostraremos que K,, ndo depende de uma base particular de V¢,
Teorema 4.5.2. Seja V¢, k > 0, definido por meio do funcional de momento £. Entdo,
K, (-,-) depende somente de V¢ e nao de uma base particular de V¢.

Dem.: Seja P, uma base de V¢. Se Qj ¢ outra base, entdo existe uma matriz inversivel
M., independente de x, tal que Py(x) = MQy(x). Sejam Hy(P) = L(PyPY) e Hy(Q) =
L(Qk@{) Entéo,
—1 T\ L r\\
H'(B) = (L@P]) ™ = (L(04Q0) (M4Q)"))
= (ML@QQDM) " = (MH(QM]) ™
= (M]) HY Q)M

Portanto,
PLH (PP, = PL| (M) H (@M, P
= (M, 'B)" H Q) (M, 'By)
= QH(QQ,
o que conclui a demonstragao. 0]

Assim, como a definicao de K,, nao depende de uma base em particular, portanto é
conveniente utilizar a base de polindmios ortonormais com relagao ao funcional definido

positivo £. O proximo teorema justifica o nome de nucleo reprodutor.

Teorema 4.5.3. Seja £ um funcional linear definido positivo em 11¢. Entdo, para todo
Pelld,
P(x) = L(Kn(x,-)P()).

Dem.: Seja P, um sistema de polinémios ortogonais com relagao a £ e seja £(P,PL) = H,.

Para qualquer P € I1¢, podemos expandi-lo em termos da base {Py,...,P,} como
P(x) =Y _[ax(P)]"Hy 'Pi(x), com ay(P) = L(PPy).
k=0
De fato, seja b, € R"*. Entao, pela Proposicao 3.2.15, temos

n

P(x) =Y biPy(x).

k=0

Multiplicando por P¥(x) & direita e aplicando £, segue que

LPH)P/ (x)) = £ ((beﬂ%(xo Pf(X))

k=0

= b/ H,.
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Portanto, pela Proposi¢ao 2.1.3 e tomando £(P(x)P;(x)) = a;(P), segue o fato. Além

disso, como K,, é uma funcao escalar, temos

L(Ku(x,-)P() = L(ZP£<><> CP() )
= L(ip(-ﬂ@{ P (x )

_ ZL PP TH'Pe(z) = [ap(P)]" Hy, 'Py(x)
k=0
= P(x),

B
Il
o

o que conclui a demonstracao do teorema. 0

Os ntucleos reprodutores para polindmios ortogonais em uma varidvel tém uma for-
mula compacta, chamada de formula de Christoffel-Darboux. O teorema a seguir é uma

extensao dessa formula para varias variaveis.

Teorema 4.5.4. Sejam L um funcional linear definido positivo e {Py}32, um sistema de

polinémios ortogonais com respeito a L. Entdo, para qualquer inteiron >0, x ey € R?,

K,(x,y) = ZIP’T H'Py(y)

_ [An,i]PnJrl( x)|"H,, IPn(?__fﬂX)Hn_l[An,iPnH(yﬂ’ (4.5.5)

para 1 <1 <d, onde x = (x1,...,24) €y = (Y1,---,Ya)-

Dem.: Pelo Teorema 3.4.1, o polinomio ortogonal P, satisfaz a relacao de trés termos
(3.4.1). Vamos denotar

D k= (AP ()] Hy 'Prly) — PLOH  [ARPr (v)):
Da relagao de trés termos (3.4.1),
Dok = [#Pr(x) = BiPr(x) — CriPra (x)]" Hy 'Pi(y)
—P;, () 5 [4iPr(y) — BriPu(y) — CriPir(y)]
— (s — )P Paly) — PLOBLLH — Hy BPaly)
_[Pg—l(X)CIcT,in_l]Pk(y) — Pp (x)H ' CriProa(y))-
Pela Proposigao 3.2.17 ¢ (3.4.2), ambas, Hy e By,Hy, sdo matrizes simétricas. Dali,

By Hy = HkB,ZjZ-, o que implica que BkT’in_l = Hk_lBk,i. Por isso, o segundo termo da

igualdade a direita é zero. Da terceira equagao de (3.4.2),

T —1 T 77—1
A1, Hy, = Hkqu,Z- & H Ay, = Ck,in .
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Por esta razao, o terceiro termo da igualdade a direita é dada por
—P () H A aPr(y) + PLOAL H Peoa(y) = D et

Assim, a expressao pode ser escrita como

(i yz)PT( Zk;_Zk 1-

Note que ) 1 = 0. De fato,
> 1 =[A_LPo(x)]THP i (y) — PTy (x) H{[A_1Po(y)] = 0,

pois P_1(-) = 0. Desse modo, somando esta identidade de 0 a n, obtemos a igualdade
(4.5.5). U

Corolario 4.5.5. Seja {Py}2, como no Teorema 4.5.4. Entdo,

K,(x,x) = Z]P’T H'Py(x)

= PZ( VH, A i0iPrg1 (X)] — [AniPria (%)) H,, ' 0P, (%),

parai=1,...,d, onde 0; = 0/0x; denotada a derivada parcial com relagio a x;.

Dem.: Como PL(x)H,'[A, Pny1(x)] € uma fungao escalar, ¢ igual a sua propria trans-
posta. Assim,
Py (%) H,  [AniPr (%)) = [An P (x)]" H, ' P (x).

Portanto, o numerador do lado direito da férmula de Christoffel-Darboux pode ser escrito

[AniPr1 ()] Hy [P (y) = Po(x)] = Py (%) H, A i[Poia (y) — Poa (x)].

O resultado segue, entao, da féormula do Teorema 4.5.4 fazendo y; — ;. O
Se P, sdo polindmios ortonormais, entdo a formula do Teorema 4.5.4 e o Corolario
4.5.5 valem com Hj = I. Seguem estes casos no teorema a seguir, que sao facilmente

verificados.

Teorema 4.5.6. Seja P, um sistema de polinémios ortonormais. Entao,

K, (x.y) = [An,imﬂ(x)]mn(?: fg(x) [AniPria(y)] | (45.6)

Kn(X, X) = ]P)T(X) [Am@iIP’nH(x)] - [An,ipn+1 (X)]T&Pn(x) (457)

n
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E interessante notar que, embora o lado direito da féormula parece depender de i, o
lado esquerdo mostra que nao depende.
Para uma variavel, a fungao 1/K, (x,x) é chamada, frequentemente, fun¢ao de Chris-

toffel. Mantemos este nome para varias variaveis e definimos
Ay (x) = [Ku(x,x)] 71 (4.5.8)
Claramente esta fungao é positiva e, além disso, satisfaz a propriedade a seguir.

Teorema 4.5.7. Seja L um funcional linear definido positivo. Para um ponto arbitrdrio
x € RY,

A, (x) = min{L[P? : P(x)=1, P eI},
isto €, o minimo € tomado entre todos os polinémios P € 11¢ sujeito a condigio P(x) = 1.

Dem.: Como £ é definido positivo, existe um sistema {P;} de polinémios ortonormais.
Se P é um polinomio de grau no maximo n, entao P pode ser escrito em termos da base

ortonormal como

P(x) =) aj(P)Px(x), onde ay(P)=L(PPy).

Das propriedades de ortonormalidade de Py, segue que
L[P = & (Z a{(P)@k> (Z alT(P)@l>
L \ k=0 1=0
- o|(Satwn) ()
[ \ k=0 1=0

d

= Sl (P LEEa(P) = 3 al (Pa(P) = Y Jan(P)l*

k=0 =0

Se P(x) = 1, entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
L= P(x) =Y al(P)Pux) < Y llaw(P)]| [Be(x)|
k=0 k=0

< Sl Y o) = c1p s e,

onde a igualdade vale se, e somente se, ay(P) = [K,(x,x)]'Ps(x), 0 que conclui a

demonstracao. 0

O teorema afirma que a funcao A, é solucao de um problema extremo. Podemos

também tomar a férmula do Teorema 4.5.7 como a defini¢ao da fungao de Christoffel.
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4.5.2 Série ortogonal de Fourier

Seja £ um funcional linear definido positivo e H; o espaco de Hilbert de fungoes
de valores reais definido em R? com produto interno {f,g) = £(fg). Entao, o teorema

padrao do espago de Hilbert aplica-se a na série de Fourier definida em (4.5.1).

Teorema 4.5.8. Sejam L um funcional linear definido positivo e f € Hy. Entao, sobre

o valor de

£(1f(x) = P(x))

serd minimo se, e somente se, P = S, (f).

todos os polinémios P em T1%,

Dem.: Seja {P,} uma base ortonormal de V,. Para qualquer P € II¢, existem by,

k=1,...,n, tais que
P(x) =) biP(x)
k=0
e S,(f) satisfaz a equacdo (4.5.3). Segue, do argumento padrao, que
0 < L(f-PP)=¢ —221)% fPy) +ZZbTL (B,P1)b
k=0 j5=0
= L(f*)—2>_bra(f)+ Zb;-f by
k=0
= L) = _al(Nan(f) + Z af (Na(/) + biby — 2bfa (/)]
k=0

= (1) - Yl (D) + 3 ()~ b ()~ b))
k=0 k=0

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz o terceiro termo do lado direito da igualdade é
nao-negativo. Além disso, o valor de £ (|f - P|2) ¢ minimo se, e somente se, by, = a;, ou

seja, P = S,(f). 0

No caso do minimo ser atingido, temos a desigualdade de Bessel,

Zak <L(|f|)

O proximo resultado segue do teorema padrao do espaco de Hilbert.

Teorema 4.5.9. Se I1¢ ¢ denso em Hy, entao S,(f) converge para f em Hy e obtemos

a igualdade de Parserval

fja L(I1fF)

k=0
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A defini¢do da série ortogonal de Fourier ndo depende de uma base particular de V4.
Se P,, é uma sequéncia de polinémios ortogonais, ao invés de ortonormais, entao a série

de Fourier toma a forma
f~ ZaZ(f)Hn_lpm an(f) = L(ﬁpn)v H, = L(]P)Z]P)n)- (4~5~9)
n=0

A matriz inversa H, ! ¢ o que torna dificil encontrar a série ortogonal de Fourier usando
uma base ortogonal, ao invés de ortonormal.

Um método alternativo é usar um polindémio biortogonal para encontrar a série orto-
gonal de Fourier. Sejam P, = {P?} e Q, = {Q"} dois sistemas de polindmios ortogonais
com respeito a L. Eles sdo biortogonais se L(PyQf) = duda s, onde d, ¢ diferente de
zero. Se todos os d, sao iguais a um, os dois sistemas sao chamados de ortonormais. Se
P, e Q, sdo biortonormais, entao o coeficiente da série ortogonal de Fourier em termos

de P,, pode ser encontrados como segue
fNZag(f)I@m an(f) :L(f@n);
n=0

isto &, os coeficientes de Fourier associados a P? sdo dados por £(fQ"). A idéia de
usar polindmios biortogonais para estudar a expansao ortogonal de Fourier foi primeiro
aplicado no caso dos polindmios ortogonais classicos na bola unitaria e podem ser vistos
em [6].

Por fim, veremos um problema extremo para polindémios em varias variaveis. Seja G,

a matriz coeficiente do termo de maior grau do vetor polinomial ortonormal P, como

Gl
llzl

anteriormente. Denotemos por |G, | = max,.o a norma espectral de G,,. Assim,

|G,u|I” ¢ igual ao maior autovalor de G,GT .
Teorema 4.5.10. Seja £ um funcional linear definido positivo. Entao,

min {L(P?): P=a’X"+..- € II¢, |all,=1}=|G.|*.
Dem.: Como {]f”o, . ,]f”n} forma uma base de Hﬁ, podemos reescrever P como

P(x)=alG;'P, +al P, + --+alP,.

n—1
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Para ||al|, = 1, segue, da desigualdade de Bessel e de P(x) ser uma fungao escalar, que

n

C) 2 S alPaup) = 3 [2rRa] [eph]

k=0

= Z [L <<aTG;1]?’n +al P, 4+ agI@O) PZ)
k=0
a

3 3 N oN1T
x| ((a7C By +al_ By + -+ af By ) B ) |
_ _\T
= aTG (G at a4+ ol

n

(
> a’ (G:Gn)_la = ||aTG7_L1H2 > Amin;

onde A, € o menor autovalor de (GZGn)_l, que é igual ao inverso do maior autovalor de

G,GL. Entao, provamos que

L(PY) > |G, ™%, Pla)=a"X"+---, Ja|| =1

Escolhendo a tal que ||af| = 1 e a?G; (G4

) a = Apin, vemos que o polinémio P =

a” G 'P, atinge o limite inferior. O

O teorema anterior mostra que |G, || é também uma extensao natural do coeficiente

do termo de maior grau k,, dos polinomios ortogonais em uma varidvel.



Capitulo 5

Zeros Comuns dos Polinémios
Ortogonais em Varias Variaveis e

Cubatura (aussiana

5.1 Zeros comuns dos polindmios ortogonais em varias

variaveis

O n-ésimo polinémio ortogonal em uma variavel tem exatamente n zeros reais e dis-
tintos, e estes zeros sao os autovalores da matriz truncada de Jacobi, J,. Este fato tem
importantes aplicagdes em formulas de quadratura para calculo de integrais definidas.

Em geral, um zero de polindémio em duas varidveis pode ser um ponto ou uma curva

algébrica no plano. A estrutura dos zeros em vérias variaveis sao muito mais complexas.

Defini¢ao 5.1.1. Seja L um funcional linear definido positivo e P,, = {P?} um vetor
polinomial coluna ortonormal associado a L. Um zero comum de P, € um zero para todo
P, ou seja, um zero comum € um zero de todas as componentes polinomiais do vetor

polinomial coluna.

Definicdo 5.1.2. Dizemos que z é um zero simples de P,,, se z é um zero de P, e pelo

menos uma derivada parcial de P, em z nao se anula em z.

Agora, veremos duas propriedades simples dos zeros comuns.
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Teorema 5.1.3. Todos os zeros comuns de P, sao distintos. Além disso, 0s zeros comuns

de ]f”n sao diferentes dos zeros comuns de I@’n,l.

Dem.: Da férmula de Christoffel-Darboux do Teorema 4.5.4, temos
n—1 _ ~ ~ ~ _ ~
D PI(x)Pr(x) = Pl (x) Ay 0P, (x) — PL(x) AT 0P, 1 (%),
k=0

onde 0; = 0/0x; denota a derivada parcial com respeito a ;. Se z é um zero de Ip’n, entao

n—1
0<> Hﬁbk(z)
k=0

Portanto, nem P,_;(z) nem 9,P,(z) podem ser nulos. O

9 n—1 _ ~ _ ~
= P{(2)Pi(z) = P]_,(2)An_1,0P,(2).
k=0

Definigao 5.1.4. Dizemos que A = (A1, ..., \q)" € R? é um autovalor jungao de J,, 1, . . .,
In.d, onde J,; € a matriz da Definicao 4.2.3, se existe € # 0, € € RY, tal que Ini€ = M€

parat=1,...,d. O vetor e é chamado de autovetor jun¢ao associados a \.

Os zeros comuns de P, sao caracterizados pelo préoximo teorema.

Teorema 5.1.5. Um ponto A = (A, ..., )T € RY € um zero comum de I@n se, e somente
. - T
se, € um autovalor jungdo de Jy1,...,JJna. Além disso, <]P’g(A), . ,]P’Z_l(A)> é um

autovetor juncao de A.
Dem.: Se P, (A) = 0, entdo segue da relacio de trés termos que

B(]’Z‘EDO (A) + A(]’Z‘Ipl (A) - )\Z]P)()(A),
Az_LZ‘EDk—l(A) + Bk,z@k(A) + Ak,i]fpk;—&-l (A) = )\Z]P)k(A), 1 S ]{3 S n — 2,

Azfz,ﬂpn—z(/\) + Bp1,Pn1(A) = APni(A),
para 1 < i <d. Da defini¢ao de J, ;, segue que
- N T
Ini€ = N, €= (Pg(/\), . ,IP’Z_AA)) :

Entao, A ¢é o autovalor de J,,; com o autovetor juncao e.

Por outro lado, suponha que A = (A1,...,Ag)T ¢ um autovalor de J,,; e J,; tem um
autovetor juncao para A. Queremos encontrar esse autovetor. Escrevendo
e = (xp,...,%xL_ 1), x; € R, como J,;e = e, segue que {x;} satisfaz a relagao de

trés termos.

By ixo+ Apixi = A\iXo,
A;‘f_l’ixk_l + B]ka + Ak,ixk+1 = /\iXk, 1 S k S n — 2, (511)
AT

n72’ixn72+Bn71,ixnfl = ANiXp_1,
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para 1 < i < d. Mostremos que € # 0. De fato, suponha que x, = 0. Entao, segue, da
primeira equacao da relacdo de trés termos em (5.1.2), que Ap;x; = 0, o que implica que
Apx; = 0. Como Ay é uma matriz d X d e tem posto completo, temos que x; = 0. Logo,
como Xo = 0 e x; = 0, temos da proxima relacao de trés termos de (5.1.2), que A; ;x5 = 0.
Portanto, A;xs = 0 e, como A; tem posto completo, obtemos que x5 = 0. Continuando
este argumento, provamos que x; = 0 para 0 < ¢ < n — 1. Portanto, temos que € = 0, o
que contradiz o fato de € ser um autovetor.

Agora, provaremos que x; = ]laj (A) para todo 0 < j < n. Suponha que xg =1 = Py e
definimos x,, € R,,, como x,, = 0. Portanto, a tltima equacao da relagao de trés termos

em (5.1.2) pode ser escrita como

T _
An_zﬂ-xn,g + B_1iXn—1 + Ap—1%n = NiXpo1.

Logo, {xx}1_, e {Pr(A)}7_, satisfazem a mesma relacdo de trés termos. Entéo, construi-
mos {y,} = {Px(A) — x;}. Mas y, = 0 e, usando 0 mesmo argumento anterior, obtemos

v, =0, para 0 < k < n e, em particular, y, = ]@’n(A) = 0, o que prova o teorema. [

Deste teorema seguem varios resultados interessantes.

Corolario 5.1.6. Todos os zeros comuns de P, sio pontos pertencentes a RY.

Dem.: Pela Proposigao 2.1.5, como J,; sao matrizes simétricas e os autovalores de ma-

trizes simétricas sdo reais, portanto os zeros comuns sao de R 0
Corolario 5.1.7. Os polinémios ortogonais P, tém no mdzimo N = dimII¢ ;| zeros
comuns.

d

©_1, temos no maximo

Dem.: Como J,; ¢ uma matriz quadrada de ordem N = dimII

esses nameros de autovetores. O

Vemos que estes corolarios generalizam o caso de polinémios ortogonais em uma va-
., l . _AQS 1 A . l . d Hl d . t V
riavel, pois o n-ésimo polindémio ortogonal p,, tem n = dim I, ; zeros distintos. Veremos
alguns resultados que caracterizam quando P, tem o nimero méximo de zeros comuns.

Lema 5.1.8. Sejam J,; as matrizes de Jacobi em bloco truncadas. Entao, Jn1,...,Jnd

)

téem N dimII? | autovetores linearmente independentes distintos se, e somente se,

Inis .-, JIna podem ser simultaneamente diagonalizdveis por uma matriz inversivel.

Dem.: Mostremos a condi¢ao necessaria. Se J, 1, ..., J, 4 tém N autovetores linearmente

independentes, x(M, ... x™) entdo a matriz S, cujas colunas sdo esses autovetores, é
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nao-singular. Entao,

S neS = S ux D Jx® g, x™)]
= S AOx0 \Dx@ Agyxuw]
e I JC) R X(N)] A= SUSA; = A,
Ay 0
onde A; = e )\y) sao os autovalores de J,, ;.
0 AR

Agora, demonstremos a condicao suficiente. Suponha que exista uma matriz S tal que
S_IJM-S = A\; para 1 < i < d e A; é diagonal. Entao, J,;S = SA;. Dai, temos que a
j-ésima coluna de J,,;5, isto &, J,,; vezes a j-ésima coluna de S, ¢ igual a j-ésima coluna
de SA;, ou seja, a j-ésima diagonal de A; vezes a j-ésima coluna de S. Logo, a j-ésima
coluna de S é um autovetor de J,; associado com a j-ésima diagonal de A;. Como S ¢

nao-singular, ha N autovetores linearmente independentes. [l

A partir desses lemas temos o teorema que caracteriza o nimero méximo de zeros

comuns de P,,.

Teorema 5.1.9. O polinémio ortogonal P, tem N = dimII¢ | zeros comuns reais e

distintos se, e somente se,

Anfl,iAT

TL*].,]

= Ap_1,;AY 1<i,j<d. (5.1.2)

n—1,27

Dem.: Segue, do Teorema 5.1.5, que P,, tem N = dim I1¢_, zeros distintos se, e somente se,
Jnts- s dng tem N =dimII¢_ | autovalores juncao distintos, o que é equivalente a dizer
que Jp1,...,Jnq tém N autovetores linearmente independentes, uma vez que autovetores
associados a autovalores distintos sao ortogonais. Assim, pelo Lema 5.1.8, temos que
JIn1s .-, Jna sao simultaneamente diagonalizadas por uma matriz inversivel. Porém, pelo

Lema 2.1.8, esta afirmagao é equivalente a equagao,
Jn,ijn,j = Jn,jJn,ia

para 1 <1i,7 < d. Logo, pela definigao de J,,; e pelas condi¢oes de comutatividade (4.2.1),

a equacao acima é equivalente a condigao
Al Ay i+ By 1B =A A, 54 By_1,;Bn_1,
n—2,441n—2,j n—138Pn—-175 — {ip—-2 j4in—2; n—1,7Pn—-1;1-

Da terceira equagao de (4.2.1), chegamos ao resultado desejado. U
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A condigao (5.1.2) é trivial para polinémios ortogonais em uma variavel, pois as ma-
trizes coeficientes, A; = (a;), da rela¢do de trés termos para uma variavel sao escalares.
Mas, para varias variaveis, esta condi¢ao nao é usualmente satisfeita, pois a multiplica-
¢do matricial ¢ nao comutativa. Portanto, P, usualmente nio tem N = dimII¢_; zeros
comuns. O préximo teorema, déd uma condi¢ao necessaria para P, ter o niimero maximo

de zeros comuns. Para isso, usaremos a notacao =y da Definicao 4.3.1.

Teorema 5.1.10. Se os polinémios ortogonais P,, tém N = dim11¢_, zeros comuns reais

e distintos, entao

posto [Zp, Bu] = posto [Z4, | Ana] = (n o 2) + (n rel 3)-

n n—1

Em particular, para d = 2 a condi¢ao torna-se
pOStO [Bn,an,Z — Bman’ﬂ = pOStO [Az:—l,lAn*LQ — Ag;—l,QAn*Ll] = 2.

Dem.: Se P, tem N = dimI1¢_, zeros comuns reais e distintos, entdao, pelo Teorema 5.1.9,
as matrizes A,_;; satisfazem a equagao (5.1.2). Segue que a condi¢ao de comutatividade
(4.2.1) se reduz a

Bn,iBn,j - Bn,jBn,i - AT

n—1,7

An—l,i - AT

n—1,2

An—l,jv

que, usando o fato de B,; ser matriz simétrica, podemos escrever como
=5, Bn = E4 _ A,1. Usando a condi¢do de posto (3.4.8), a Proposi¢ao 4.3.6 e a de-
sigualdade de posto da Proposicao 2.1.12,

d

posto=} B, = postoZ} A, 1 > postoA,_; +postoZa, , —drl_,

= (7‘2) + (drfﬂffl — 7‘272) - drfﬁffl = TZ — rfhz.

Para demonstrar o resultado desejado, mostremos a desigualdade contraria. Usando

a notagdo Zy, a primeira equacao em (4.2.1) pode ser escrito como EZT A, = 0.

n—1

Pela Proposigao 4.3.6 e a condigdo de posto (3.4.8), segue que as colunas de A, for-

mam uma base do espaco nulo de ng_l Por outro lado, a condi¢ao (5.1.2) pode ser
escrito como ng,l (An_11] - |An_149)" = 0, 0 que mostra que as colunas da matriz
(Ap_ya|--- ‘An_l,d)T pertencem ao espacgo nulo de Ezf_l Portanto, existe uma matriz
S, : TZH x rd | tal que (A, 14| \An_l,d)T = A,S,. Dai, com a condi¢ao de posto
(3.4.7) e a Proposigao 2.1.11, segue que

rd | = posto(Ap_11| - |An_14)" = posto A,S,

d
n—1-*

= min{posto 4,, posto S,,} < posto S, <r
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Logo, posto S,, = re_,. Usando a condigao (5.1.2), mas substituindo n — 1 por n, obtemos
ngrl Bn—l—lSn = _EgnAnSn = _Egn (An—1,1| te |An—1,d)T = 07
onde a ultima igualdade segue da primeira equagao de (4.2.1). Portanto,

posto [ng an+1] = rd 41 — dim (m’lcleoEgnJr an+1)

d _d d
< 71 —postoS, =1, — 1 .

Logo, posto [Z% B,| = r? —rZ_,. Provemos, por fim, que

J d <n+d—2) <n+d—3)
T — Th—o = + :
n n—1
De fato,

PR (n+d—1) (n+d—3)
Tn = Th—o = -
n n—2

(n+d—1)  (n+d—3)
n(d—1) (n—2)l(d—1)

- %ﬁ%i%&m+d—nm+d—m—nm—n)

= %(#%—27&—2714—6?—2d—n—d+2—n2+n)
= %(2nd—2n—2d+d2—d+2)

= %(nd+d2—2d—n—d+2+dn—n)

_ %%§§%¥qn+d_au—1)ud—nm

(n+d—2)! (n+d—3)!
nl(d—2)  (n—1)(d—2)!

<n+d—2) (n+d—3)
= +
n n—1

Se L ¢ um funcional linear quase-centralmente simétrico, entao temos que

O

posto[=], B,] = 0. De fato, segue do Lema 4.3.2 que
=T
ZBan = O = Bn,iBn,j = Bn,jBn,ia

onde usamos o fato de B, ; ser simétrica. Portanto, um corolirio imediato do resultado

acima é o resultado a seguir.

Corolario 5.1.11. Se £ € um funcional linear quase-centralmente simétrico, entao P,

nao possui N = dim 1% | zeros comuns distintos.
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As implicagoes desses resultados serao discutidas a seguir, quando trataremos de uma

formula anédloga & quadratura gaussiana para polindémios ortogonais em uma variavel.
5.2 Foérmulas de cubatura gaussianas

Os polindmios ortogonais de uma varidvel sao muito importantes para a teoria das
formulas da quadratura gaussianas.

Seja w uma funcao peso definida em R. Uma férmula de quadratura com respeito a
w é uma soma ponderada de um numero finito de valores da fung¢ao que fornecem uma
aproximacao para a integral definida f; f(z)w(x)dx e o valor exato da integral para po-
lindbmios de um certo grau, que sao chamados de grau de precisao da féormula. As féormulas
de quadratura com grau maximo de precisao sao chamadas féormulas de quadratura gaus-
sianas e tém grau 2n — 1 de precisao para féormulas que usam n nés. Além disso, formulas
de quadratura gaussianas existem se, e somente se, os nos sao zeros de um polindémio
ortogonal de grau n com respeito a w. Como tal polinomio sempre tem n zeros distintos,
a formula de quadratura Gaussiana existe para cada fungao peso adequada.

Desse modo, estudaremos um analogo a féormula de quadratura gaussiana em vérias
variaveis, denominadas de férmulas de cubatura gaussianas. A existéncia de tais formulas

dependem dos zeros comuns de polindémios ortogonais em vérias variaveis.

5.2.1 Caracterizagao das formulas de cubatura gaussianas

Iniciaremos com a definicao de formulas de cubatura de grau de precisao 2n — 1.

Definicao 5.2.1. Seja £ um funcional linear definido positivo. Uma formula de cubatura

de grau de precisdao 2n — 1 com respeito a um funcional linear £ €
N
L(f)=> Mf(xx), MER,  x,€RY (5.2.1)
k=1

tal que L(f) = L,(f) para todo f € IS, | e L(f*) # L,(f*) para pelo menos um f* € RY,,.
Os pontos xX;, sao chamados de nds e os niumeros Ay sao chamados de pesos da formula
de cubatura. Tal formula € chamada de minima, se N, o nimero de nds, € minimo. Se

uma formula de cubatura tem todos os pesos positivos, € chamada de cubatura positiva.

Estamos interessados na formula de cubatura minima. Para identificar uma formula

de cubatura minima, é necessario saber o nimero minimo de nés. O préximo teorema nos
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fornece o menor limitante para o ntmero de nés da férmula de cubatura e féormulas que

atingem o menor limitante sao minimas.

Teorema 5.2.2. O numero de nds na formula de cubatura de grau de precisio 2n — 1

satisfaz M > dim I1¢_,.

Dem.: Seja N = dimII¢_,. Se uma férmula de cubatura I,, com grau de precisao 2n — 1
tem menos que N = dimII¢_, nés, entdo o sistema de equacao lineares P(x;) = 0, onde
X, sdo os nés da formula de cubatura e P € 11¢_,, tem N = dimII¢_, coeficientes de P
desconhecidos, mas menos de N = dimI1¢ | equagdes. Portanto, havera pelo menos um
polinémio diferente do polinémio nulo P € 11¢_, que anula todos os nés. Como a férmula
tem de grau precisiao 2n — 1, segue que £(P?) = I,,(P?) = 0, o que contradiz o fato de £
ser definido positivo. O

No caso de d = 1, o limitante inferior do teorema anterior é atingido pela férmula de

quadratura gaussiana. Analogamente, definimos.

Definigao 5.2.3. Uma férmula de cubatura de grau de precisao 2n—1 com dimI1¢_| nds

€ chamada de cubatura gaussiana.

O resultado principal desta secao é a caracterizacao da férmula de cubatura gaussiana.
Iniciaremos com um lema bésico de Mysovskikh [14] que detém a chave para a prova do
teorema principal desta secao e que é importante por si s6. Precisaremos de uma defini¢ao

para enunciarmos o lema.

Definicao 5.2.4. Uma hipersuperficie algébrica de grau m em R? € o conjunto de zeros

de um polinémio de grau m de d varidveis.

Lema 5.2.5. Os pares de pontos distintos x5, 1 < k < N = dimII¢ em R? ndo

n—1’
pertencem a uma hipersuperficie de grau n — 1 se, e somente se, existem rfL polindémios

linearmente independentes de grau exatamente n, para os quais esses pontos sao 0S zeros

comuns.

Dem.: O significado dos x; nao pertencerem a uma hipersuperficie algébrica de grau n—1
é que a matriz, N x N, (X’,f ) é nao singular, onde as colunas sao arranjadas de acordo com
a ordem lexicografica em {8 : 0 < || < n — 1} e as linhas correspondem a 1 < k < N.
Portanto, podemos construir r¢ polinémios

Qr=x"—Ra, la|=n  Ri(x)= Y Copx’clll, (5.2.2)
|8]<n—1

com R, satisfazendo
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para cada « fixado. Claramente, o conjunto dos polinémios ()7, ¢ linearmente independente
e a condi¢do Q7 (xy) = 0 é satisfeita.

Por outro lado, suponha que ha r¢ polinémios linearmente independentes Q" de grau
n que tém x; como zeros comuns. devido aos polindmios serem linearmente indepen-
dentes, podemos assumir que sdo da forma (5.2.2). Se os pontos x; pertencem a uma
hipersuperficie algébrica de grau n — 1, entdo a matriz X,, = (x2), com 1 < k < N e
|B] < n —1, é singular. Suponha que postoX,, = M — 1, com M < N. Assuma que as
primeiras M — 1 linhas desta matriz sao linearmente independente. Para cada k definimos
um vetor U = (x§)|ﬁ|§n,1 € RY. Entéo, U,...,Uy_1 sdo linearmente independentes
e existem escalares ci,...,cy 1, nao todos nulos, tais que Zkle Uy = 0. Além disso,
considerando a primeira componente desta equacao vetorial, que é formada apenas por
elementos 1, segue que pelo menos dois coeficientes ¢ s@o nao-nulos. Assuma, entao, que

c1 #0ecy #0. Por (5.2.2), as equagoes Q7 (x;) = 0 podem ser escritas como

Xp— Y Capxp=0, Jo|=n, 1<k<N. (5.2.3)
|Bl<n—1
Como o termo da soma pode ser escrito como C1 Uy, com C, um vetor de RY, (5.2.3)

pode ser reescrita como
x? — CTU, = 0.
Multiplicando por ¢ e somando de 1 a M, obtemos

M M M
(CkX(I: — CkCgUk) =0= Z ckxﬂ = Cg; ZCkUk
k=1 k=1 k=1
M M o M
Segue, de >~ cxUp = 0, que > ,_, axy = 0, |a| = n. Portanto, > ;,_, c;x3:Ux = 0,
1 <i < d, onde usamos a notagao x; = (T 1,...,%kq). Agora, multiplicando a equagao

M . . ~ M
> k1 cUr = 0 por ), e, em seguida, subtraindo da equagéo > ,_, ¢y, Uy = 0, obtemos

M-1
Z ce(xri — xai)Ux = 0, 1<i<d.
k=1
Como Uy,...,Up—; s@o linearmente independentes, segue que c¢x(zx,; — xp) = 0, 1 <
E<M-1,1<i<d. Comoc; #0, z1; =xpm,; para 1 <7 < d. Portanto, x; = x,,,, uma
contradicao & hipotese de que os pontos sao distintos. O

A existéncia da cubatura gaussiana de grau de precisao 2n — 1 é caracterizada pelos
zeros comuns dos polindmios ortogonais. O teorema seguinte foi primeiramente provado

por Mysovskikh [13], mas aqui apresentamos a demonstragao dada em Dunkly e Xu [5].
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Teorema 5.2.6. Seja £ um funcional linear definido positivo e seja P,, os polindmios
ortogonais correspondentes ao funcional L. FEntao, L admite uma formula de cubatura
gaussiana de grau de precisio 2n — 1 se, e somente se, P, possui N = dimII¢ | zeros

comuns.

Dem.: Suponha que P, possui N zeros comuns. Pelo Teorema 5.1.3 e Corolério 5.1.6, to-
dos os zeros comuns sao reais e distintos. Denotando esses zeros comuns por z, Zo, . . . , Zy,
da formula de Christoffel-Darboux (4.5.5) e da formula para K, (x,x), segue que o po-
linomio lx(x) = K,,(x, z;) /K, (zk, z) satisfaz a condigao l;(z;) = 6y, 1 < k,j < N. De
fato, denotando 0/dx; por 0;,
K, (x,2)
K, (2, zy)
[AniPr1 () H P (z1) — Py (%) H AP (21)]
(x = 2) [P7 (2 Hyy A i 0P (20)] — [An P (22) ] Hy 0P (2]
Py () H,, APt (zk)] — [An P ()] H P (i)
(x = 2&) [[AniPrsa (20)]" Hy O ()] '

lk(X)

Assim, I (z;) = 0 para i # k e fazendo x — z; temos l(zx) = 1. Como os polindmios
[x’s sao de grau n — 1, eles servem como polindmios de interpolagao fundamentais. Segue,

entao, que

Ln(f;X) = Zf(xk)m7 L (f) € HZ 1» (5'2'4)

¢ uma interpolagao de Lagrange baseada em zy, isto é, L,(f;zx) = f(zg), 1 <k < N.

Note que L, (f) é a tnica formula de interpolacao de Lagrange, pois supondo que exista
outra formula de interpolacdo de Lagrange, L, (f;x) € II?_ |, tal que L,(f;zx) = f(z1),
temos que Ly(f;x) — Ln(f;x) € I _| e L,(f;2) — Ln(f;2x) = 0. Disso, temos que os
zi, para 1 < k < N, pertencem a uma hipersuperficie algébrica de grau n — 1, o que, pelo
Lema 5.2.5, contradiz o fato de que P, tem N zeros comuns. Entao, pelo Teorema 4.5.3,
obtemos a férmula

CILL(f)] = (Zf (=, 2) )

Zk,Zk)
= ZAkf(Zk)L( n(x, 21)) ZAkf (zr), (5.2.5)

onde Ay = [K, (2, 2;)], que é uma formula de cubatura para £, exata para todos os
polinémios em I1¢_;. Contudo, como P, é ortogonal a I1¢ | e os noés sao zeros de P,

segue que, para qualquer vetor a € R™,

N
L ( ZkaIP’
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Como qualquer polinémio P € T1¢ pode ser escrito como P = a’lP, + R para algum a

com R €1l . entdo

L(P)=L(R) =) MR(z) =) AP(z), VPelIll. (5.2.6)

Entao, a formula de cubatura (5.2.5) é exata para todos os polindmios em I1¢. Provemos

que ¢ exata para todo polinomio pertencente a HfLH. Sejam z; = <z§ ), zék), . z((ik)>,

1 < k < N. Pela ortogonalidade e o fato de os z; serem os zeros de P,,, obtemos
L(z;aTP —O—ZAkz zp), 1<i<d.

Pela relagao de recorréncia de trés termos (3.4.10) e como que a formula de cubatura vale

para I1¢, segue que

d
L£@P,) = £ (aT (Z 2, D} P, + EP, + Fn]Pn_1>>
=1

= L (z:a" DL P,) + L (a"E,P,) + £ (a" F,P,_1)
=1

N N
Z Anzl(k) TDT n(Zr) + Z AnaTEnIP’n(zk)

=1 k=1

AkaT (Z (k Zk) + E P (Zk) + FnPn—l(Zk))

Portanto, pelo mesmo argumento usado para mostrar (5.2.6), a formula de cubatura é
exata para polindmios em IT¢ 41~ Claramente, podemos repetir o processo. Do fato, como

P,.(zx) = 0, da propriedade de ortogonalidade obtemos
N
L (xo‘aTPn) =0= ZAkzgaT]P’n(zk),
i=1

onde |a|] = 2. Logo, como a formula de cubatura vale para IIZ, |, pela relagao de recor-

réncia (3.4.10) segue que
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i=1

d
= > L ( a’ DI | (Z@DT P, + E,P, + F,P,_ 1))
=1
+£‘ (aT (En+1pn+1 + Fn+an))

_ 3y

L (z;za" DL, DY P
i=1 j=1

d
L(aTIP’n+2) = L (aT <Z xiDLMPnH + En+1pn+1 + Fn+1Pn>>

d
+ Z L (za" Dl (B.Py + F,Pyy))
i—1
+£ (a7 (Ep1Pri1 + Foa Pr))

N d d
- o (S0
k=1

i=1 j=1

+ZAka (ZZ n+11 (EnP(zx) + F, Pn+1<zk)))

+ Z Aka n+1]P)n+1 (Zk) + Fn_HIP (Zk))

= Z Aga® Z Zi(k)DZ;—&-l,iPnJrl(Zk) + Epi1Prya(zs)

k=1 i=1

N
+ ZAkaTFnIP’n(zk)

N
= Z AkaTIPn+2 (Zk) .
k=1

Consequentemente, a formula de cubatura é vélida para todo polinémio pertencente a
I1¢_,. Pela ortogonalidade de P, podemos repetir o processo para x* com |a| <n —1e
concluir, assim, que a formula de cubatura (5.2.5) vale para todo polindmio em 114, ;.
Por outro lado, suponha que uma férmula de cubatura gaussiana existe e tem xy,
1 <k <N =dimlIl?

Lema 5.2.5, estes nés nao podem todos pertencer a uma hipersuperficie algébrica de grau

¢ _1, como noés. Como L é definido positivo, pela demonstragao do

n — 1. Porém, havera um @ € II%_,, nao identicamente nulo, que se anula em todos os

n—1»
nos, o que implicara que £(Q?) = 0. Pelo Lema 5.2.5, existem polindmios linearmente
independentes P, 1 < j < rd, que tém x; como zeros comuns. Pela formula de cubatura

gaussiana, para qualquer R € I1¢_

L(RP!) = A(RP})(x;) = 0.
k=1
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Entao, os polinémios P} sao ortogonais a I1¢_, e podemos escrevé-los na forma (5.2.2).

O

Vale mencionar que a prova acima é similar & prova para a féormula de quadratura
gaussiana.

O uso do polinémio interpolador conduz ao seguinte corolério.

Corolario 5.2.7. Uma férmula de cubatura gaussiana que toma a forma (5.2.5), em

particular, € uma cubatura positiva.

Dem.: Seja f(x) = [}(x) = K2(x,2;)/K2(z, 1), entdao f € 114, ,. Mas, £ é definido

positivo, segue que

N
k=1

para 1 < k < N, concluindo, assim, a prova. U

Da prova do Teorema 5.2.6, a formula de cubatura gaussiana (5.2.5) é obtida através
da integracdo do polindémio de interpola¢do de Lagrange L, f em (5.2.5). Este processo
¢ similar ao caso de uma variavel. Para polindmios de interpolagao em uma variavel,
sabemos que o polinomio de interpolacao de Lagrange baseado em noés distintos sempre
existe e é tnico. O mesmo, contudo, nao é verdade para polinémios de interpolacao em
vérias variaveis. Um exemplo tipico é a interpolagao em seis pontos pertencentes ao circulo
unitario 22 + y? = 1, onde o polinémio p(x,y) = z* + y* — 1 se anula nos nés. Se P ¢
um polinémio de interpolacao de grau 2 nesses nos, entao P + ap, para qualquer ntimero
a, também o é. Isto mostra que o polinémio interpolador de Lagrange, se existir, nao é
Ginico. Se os nos sao zeros de uma férmula de cubatura gaussiana, entao eles admitem um

unico polindmio de interpolagao de Lagrange.

Teorema 5.2.8. Sex, 1 <k < dimII? |, sio 0s nds da formula de cubatura gaussiana,
entio, para quaisquer dados {y,}, hd um tinico polinomio P € P¢_| tal que P(x;) = y;,

1 <i<dimIl?_,.

Dem.: O polinémio de interpolagao toma a forma de (5.2.4) com y, = f(x;). Se f(x;) =0,

1 < i < dimI¢ |, entdao P(x;) = 0 e a féormula de cubatura gaussiana mostra que

L(P?) = I,(P?) =0, o que implica que P = 0. O
Teorema 5.2.9. Seja £ um funcional linear definido positivo e seja P, os polinémios
ortonormais correspondentes que satisfazem a relagiao de trés termos (3.4.3) Entdo, a

formula de cubatura gaussiana existe se, e somente se, (5.1.2) vale.
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Dem.: Pelo Teorema 5.2.6, a formula de cubatura gaussiana vale se, e somente se, P, tem

N zeros comuns, o que, pelo Teorema 5.1.9, é equivalente a (5.1.2). 0

O proximo corolario segue imediatamente do Corolario 5.1.11, pois este afirma que

(5.1.2) ndo vale para um funcional linear quase-centralmente simétrico.

Corolario 5.2.10. Um funcional linear quase-centralmente simétrico nao admite uma

formula de cubatura gaussiana.

Em particular, nao ha férmulas de cubatura gaussianas para fungao peso cléassicas
simétricas e para a fungoes peso classica na bola unitéria, pois os funcionais lineares
definidos a partir das fungoes peso classicas simétricas e na bola unitaria sao funcionais

quase-centralmente simétricos.



Capitulo 6

Exemplos

Iniciamos este capitulo com alguns exemplos bem simples de polinémios ortonormais
em varias varidveis, comumente conhecidos na literatura como produto tensor. Vemos
a seguir um método para gerar polinémios ortonormais em duas variaveis e exemplos
gerados por esse método, além de exemplos das matrizes coeficientes da relacao de trés
termos em duas varidveis.

O funcional linear, neste capitulo, ¢ definido através de uma func¢ao peso W (x), ou

seja, o funcional linear ¢ dado por L(F(x)G(x)) = [ F(x)G(x)W (x)dx.
6.1 Produto tensor

Seja a = (@, . .., og) o multi-indice definido anteriormente. Definimos, a seguir, o po-
linébmio ortonormal de grau n em d variaveis, denotado por P, (x), através dos polindémios
ortonormais em uma variavel, com |a| = n.

Sejam wy, (7x), 1 < k < d, fungdes pesos em (aq,,bq,) C R, respectivamente, onde
00 < g, < by, < 00. Sejam p,, 0s polindmios ortonormais em uma variavel com relacao

a fungdo peso wy, (xx). Definimos o polindémio ortonormal de grau n em d variaveis como

Fa(x) = Pa, (£1)Pas (22) - - - Pay (Ta),
que ¢é ortonormal com relacao a funcao peso
W(X) = Wa, (1) Way (22) . . . wa, (Ta),

no dominio R = (aay;bay) X (Qags bay) X -+ X (Aay, bay)-
A partir desse produto tensor podemos construir diversos polindmios ortonormais em

varias variaveis através dos polinomios ortonormais classicos de Jacobi, Hermite, Laguerre,
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Gegenbauer, Legendre e Chebyshev. A seguir, vemos exemplos de polinémios ortonormais
em duas variaveis gerados por alguns dos polindmios cléassicos. Denotamos por P,,_j x(x,y)

cada componente do vetor polinomial coluna em duas variaveis de grau n.

Exemplo 6.1.1. Sejam o multi-indice oo = (o, ), com v + g = n e como d = 2 temos
que a; =n —k e ag = k. A fungio peso de Jacobi é dada por wy, (z) = (1 — 2)%(1 + z)#
e a de Hermite por w,,(y) = e’ com a, § > —1. Portanto, a fungao peso do polinémio

ortonormal em duas varidveis é
W(z,y) = (1—2)*(1+z)’e ™,

no dominio R = (—1,1) x (—00,00) e os polindmios ortonormais sdo dados em termos

dos polinémios ortonormais classicos de Jacobi e Hermite, da forma
P — Pl V[T
e (T, y) = P00 () Hi(y).

Exemplo 6.1.2. Um outro exemplo é o caso dos polindmios ortonormais em duas va-
ridveis formados pelos polindmios ortonormais classicos de Chebyshev de 1* espécie e

Laguerre,

P x(z,y) = Tor(2) L (y),

cuja funcao peso é dada por
yte

V1—22

no dominio R = (—1,1) x (0,00), com o > —1.

W<:C7y) =

Exemplo 6.1.3. Os polinémios ortonormais em duas variaveis deste exemplo sao gerados
através dos polindmios ortonormais classicos de Gegenbauer e Legendre. Assim sua fungao

peso é da forma,

W(z,y) = (1 — )12

no dominio R = (—1,1) x (—1,1) e os polinémios ortonormais em duas variaveis sdo da

forma

Poii(z,y) = GV (2) B (y).
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6.2 Método de Koornwinder

Este método foi dado por Koornwinder [10] e gera polindmios ortonormais de duas
variaveis através de polindmios ortonormais de uma variavel. Novamente denotamos por
P, r(x,y) cada componente do vetor polinomial coluna em duas variaveis de grau n.

Sejam wy(x) uma fungao peso em (a,b) e we(y) uma fungado peso em (¢, d). Seja p(x)
uma fungao positiva em (a, b) tal que p é um polindmio de grau 1 ou p é raiz quadrada de
um polinémio nao-negativo de grau no méximo 2, e, nesse caso, assuma que ¢ = —d > 0
e wy(y) é uma fungao par em (—c,c).

Para cada k € Ny, seja { ]b“%k) }Oo . a sequéncia de polindmios ortonormais com respeito a
fungao peso p* 1 (x)w () e seja ?5,1} a sequéncia de polindmios ortonormais com respeito

a fungao peso wy. Entdo, definimos o polinémio P,_j x(x,y) em duas variaveis por

P ia(m,9) = 3, (2) (o))" (%) C0<k<n 62.1)

Os polinoémios P,_j x(x,y) sao de grau n. De fato, para o caso de p(x) ser um polinémio
de grau 1, claramente o polinémio P,_j x(x,y) é de grau n e, para o caso de p(x) ser raiz
quadrada de um polinémio nao-negativo de grau no maximo 2, basta notar que gx(y) tem
a mesma paridade de k, uma vez que wo(y) é par.

Os polinémios P, x(z,y) sdo ortonormais com respeito a fungao peso

W(z,y) = wi(@)wa(p (2)y), (v,y) ER, (6.2.2)

onde o dominio R é definido por
R={(z,y):a<x<b, cp(r)<y<dp(x)}. (6.2.3)

De fato, fazendo a mudanca de varidveis z = p~!(z)y na integral, temos

//Pnk,k(xay>Pm],](xay)W<:C7y)dxdy
R

et ()8 ) o )

k j j d
= / B (@)p9) (@) (p(a)* 7 wi () da / Gr(2)35(2)wa(2)dz = 61 .

Vejamos alguns exemplos de polindmios ortonormais em duas variaveis gerados por

esse método.
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Exemplo 6.2.1. (Polinémios de Jacobi no quadrado) Sejam w;(z) = (1 —x)*(1+2z)% e
wo(y) = (1 —y)*2(1 + )" em (—1,1), e p(z) = 1. Portanto a fungao peso (6.2.2) ¢ dada

por
W(z,y) = (1= 2) (1 +2)7 (1 - y)* (1 +y)*» (6.2.4)
no dominio R = (—1,1) x (—1,1). Os polindmios ﬁ,&k_)k(x) = PT(LTIC’BI)(.%) e os polinémios

ar(y) = P,ﬁ”’ﬁ 2)(y), onde ]5j(a"’5 " g0 os polinémios ortonormais de Jacobi, entdo temos

que

Pz, y) = P () Pl () (6.2.5)

sao polinémios ortonormais em duas variaveis no quadrado, vale notar que este exemplo
gerado pelo método de Koornwinder é um caso particular do produto tensor dado na

se¢ao acima com o produto de dois polindémios ortonormais cléssicos de Jacobi.

Exemplo 6.2.2. (Polinémios de Jacobi no disco unitdrio) Sejam wi(z) = (1 — x2)#~1/2
e wy(y) = (1 —32)* Y2 em (—1,1), e p(z) = (1 — 2%)Y/2. Entdo, a fungio peso (6.2.2) é

da forma
W(:Jc,y) _ (1 i a:Q)“_l/Q(l . (1 N x)_1y2)“_1/2 _ (1 2 y2)u—1/2 (6.2.6)

no dominio R = B? = {(z,y) : 22+ 42 < 1}, 37, (z) = G F/2(2) ¢ os polinomios
Gr(y) = CNJ,(C“ ) (y), onde C~¥§“ ) 580 os polinémios ortonormais de Gegenbauer. Entao, temos

que

- - y
Proaalea) = GEE V(- G0 (=t (6:27)

sao polinémios ortonormais em duas variaveis no disco unitario.
Exemplo 6.2.3. (Polinémios de Jacobi no tridngulo) Sejam w, (z) = z*171/2(1—g)ketr—1
e wy(y) =y V21 — y)=~12 em (0,1),e p(z) = 1 — z. Logo a fungio peso (6.2.2) é da
forma
W(.I‘,y) — Iﬁl—l/Q(l _ I)Hz-{-lig,—l(l - x)n2—1/2y.‘£2—1/2(1 _ (1 - x)y)ﬁg—l/Q
xn171/2y1€271/2(1 —r— y>li371/2 (628)

em R=T?={(x,y): 2 >0,y >0,1—2—y >0}, ﬁglk_)k(x) = Pé’?;ﬁﬁz}g’m*l/z)(Qx —1)

e Gp(z) = P22 (95 1) onde P (22 — 1) sdo os polindmios ortonormais de
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Jacobi. Portanto,

~S(ko+K K1— ~(k3— Ko— 2
Pnfk,k(l',y) _ P7’(L—2k;+ 3+2k, k1 1/2)<2x —1)(1- $)kP]§ 3—1/2,k2—1/2) <1_y _ 1) , (6.2.9)
— X

que sao os polindmios ortonormais em duas variaveis no triangulo.

Exemplo 6.2.4. (Polinémios ortonormais em dominio parabélico) Seja wy(x) = 2¢(1—x)°
m (0,1), wa(y) = (1 —y*)* em (—1,1) e p(z) = \/z. Assim a fungao peso (6.2.2) é dada

por
Wi(z,y) =21 —2)°1 — 279" = (1 — 2)°(z — y»)". (6.2.10)

O dominio R = {(z,y) : ¥* < < 1} ¢ limitado por uma reta e uma parabola. Os
polinomios ), (z) sdo dados por PP/ (22— 1) ¢ () por G\"T/? (x). Portanto,

os polindmios ortonormais P, em (6.2.1) sao dados por
Po_pi(,y) = PO 90 )b 2G ) (y )T, (6.2.11)

SGd) o . L) .
onde P;Z ) $80 os polinomios ortonormais de Jacobi e G;") sao os de Gegenbauer.

6.3 Exemplos de matrizes coeficientes da relacao de

trés termos

Apresentamos, aqui, exemplos das matrizes coeficientes da relagao de trés termos para
polinémios ortonormais classicos em duas varidveis no quadrado e no triangulo. Neste

capitulo, o funcional £ é escrito como uma integral com relacao a fungao peso W.

6.3.1 Polindmios ortonormais classicos no quadrado

Seja {pn}o2, uma sequéncia de polinémios ortonormais com respeito a fungao peso w

m [—1, 1], que satisfaz a relacdo de recorréncia de trés termos
TPp = anﬁn—l—l + bnﬁn + an-1Pp-1, n=>0.

Seja W o produto das fungbes peso definido por W(z,y) = w(z)w(y). Uma base de

polinémios ortonormais é dada por

Pn*k,k(%y) = pni(®)pr(y), 0<k<n.
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Além disso,

Pn,O
T Pnfl,l
Any = L(IPnPnH) =Lz . (Pn+1,0 Py - Po,n+1>
PO,n
£<$Pn,opn+1,0) L(xpn,OPn,l) T L(xpn,opo,nﬂ)
. L(IEPn—LanH,o) L(IPn—l,l-Pn,l) Tt L(xpn—l,lpo,n—i—l)
£<xP0,nPn+1,0) L(Ipo,npm) T L(SCPO,nPO,nH)
e
L(YPnoPri10)  L(yPuoPni) -+ L(yPuoPont1)
A L(ypn—1,1Pn+1,O) L(yPn—l,IPn,l) Tt L(ypn—1,1po,n+1)
n,2 — . . . .
L(yPO,nPn—i-l,O) L(yPO,nPn,l) T L(ypo,npo,nﬂ)

Assim, devemos calcular L(zP,—;;Pyt1-11) € L(yPo—j;Pot1-1;) para 0 < j < n e

0 <1< n+ 1. Determinemos, inicialmente, £(xP,_; ;jPyt1-11)

L@ Py Pasis)) — / 1 / @y ()5 () B2 () 0) o @)

_ / B (@B () ) / B ()P (v)dy

-1

1
= / (an—jPn—j1(x) + bp—jPp—j(x) + an—r—1Pn—k—1(2))Pn+1)—1()
1

xw(z)dx / 5,0 ()e()dy

1
0, j#l
an—j, j =1

Portanto,

an, 0 0
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Agora, efetuemos L(yP,—; i Prt1-1,)

L(yPr—jjPrnsi—1y) = / Y(Pr—j (2)D; () Dt 1)—1 (@)D (y) ) w () w(y ) dxdy

_ / B (B2 () (@) / 0B o)y
_ / B (@) By (@) () / ()P )y
_ jH+1#£1
J+1=1
Logo,
0 aop 0
Ao =
0 0 an,

Pn,O
T Pnfl,l
B,y = L@P,P) =Lz ) (Pn,(] P11 -+ Po,n>
PO,n
L(xpn,opn,o) L(xpn,ﬂpnfl,l) T L(xpn,opo,n)
. L(I-Pn—l,lpn,o) L<xpn—1,lpn—1,1> Tt L(xpn—l,lpo,n)
L<:CPO,nPn,O) L(:CPO,nPnfl,l) T L(SUPO,nPo,n)
e
ﬁ(ypn,opn,o) [J(yPn,OPn—l,l) s £<ypn,0P0,n)
B L(yPo—11Pno) L(yPo—11Pa11) -+ L(yPo11Pon)
n,2 — . . . .
L(yPO,nPn,O) L(yPO,nPn—l,l) ce £<yPO,nPO,n)

Novamente, devemos calcular L(zP,_; jP,—1;) ¢ L(yP,—;;jPn—1;) para 0 < j < n e
0<l<n.
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C(aPo i Por)) — / 1 / (s 55 0) (o)) ) 0)

-/ iy (@) / By
= [ a0+ by () + s ) (@)()

1

</ 53 ()5 ()

0,7 #1
bn—jaj =1

Portanto,

No outro caso, temos

C(yPr s Pors) = / 1 / 555 0)) a0 () )y

_ / s (o)) / B (1)) )y
_ /_ By ()@ @)

< / (@) + 37 0) + a7y a0 )y

0,j #1
bj,j=1
Logo,
bo 0
Bn,2 -
0 b,

Se w é centralmente simétrico, entao b, = 0 para 0 < k < n. Portanto, B,,; = 0.
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6.3.2 Polindmios ortonormais classicos no triangulo

Uma sequéncia de polindmios ortonormais no triangulo ¢ da forma (6.2.9) e a fungao
peso ¢ dada por (6.2.8). Alteramos a notagao dos indices de Kk = (k1, ko, K3) para Kk =
(ar, B,7). Assim, o polindmio e a func¢do peso sao das formas,

3 . S r-1/2.p 2
Pogy = PO (90 1) (1 — )PP (—1 - - 1) o

—1/2, B—1/2 -1/2
W(x,y) =2 P2y P21 =z =y
Para calcular as matrizes coeficientes precisamos, como no exemplo anterior, determi-

nar L(xPnfj,jP(n—H)—l,l)a £<ypnfj,jp(n+1)—l,l)7 L(mpnfj,jpnfl,l) € L(ypnfj,jpnfl,l)- Calcu-

lemos, inicialmente, A, ;. Entao,

C(@Po Py / / PP (90 1) (1 gy

1/2,6-1/2) pB++2a-1/2) :
xPV <1—:)3_ ) (+Sl (2x —1)(1 — x)

2
% P ’Y 1/2,8-1/2) (1_yx ) a— 1/2y,3 1/2(1 [L’—y)’y_l/2dyd$.

Fazendo a mudanca de variaveis y — (1 — x)z, temos

1 , . -
L(xpnfj,jp(n-i-l)—l,l) _ / xPTELjJ;“er%,a 1/2) (2$ _ 1)P((fj1'y)t?l, 1/2) (2$ _ 1)
0

an71/2<1 . x)jJrlJrBJr“/dx

1
" / POV (9, 1) PO-12-1D (5, )
0

J

x 2P 7V2(1 — 27 V2z,

Quando j # [ a integral com relagao a z é igual a zero. Portanto, quando j = [, temos,

et g, y)

da relagao de recorréncia de trés termos de , que

aj, ]:l
L(xPojiPiniy-55) = ‘ ,
0, j#lI

4(ﬁ+’y+n+j+1)(a+n—j+1/2)(n—j+1)(|n[~|—n+j+1/2))1/2 bara

dea; =
onde a; ( (|] +2n + 1/2)(|k| + 2n + 3/2)2(|k| + 2n + 5/2)
1<j<n.

Portanto,
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Agora, calculemos £(yP,—; j Pin+1)-1,) para determinar A, 5. Como no célculo anterior

vamos fazer a mudanca de variaveis y — (1 — x)z. Assim,

1 1—x )
[J(yPn—j,jP(n—i-l)—l,l) = / / yPﬁ?*%’o‘_l/?)@x _ 1)(1 _ l’)]
0 0

= (v—1/2,8-1/2) 2y 5(8+y+2l,a—1/2) !
<Pl (E _ 1) B 0, 1)(1 g

~ _ 2
><Pl(7 H2B) (—1 vy o 1) xa_1/2yﬁ_l/2(1 —T— y)v_l/ded?J
— T

— /0 1(1 — 3) PR (9 1) PR (95 1)
Xz V2 (1 — g)I Ty
" / " POTY2B) 9, 1) P20 9, )
Xzﬁo_l/Q(l — )72z,
Pelo Teorema 2.2.4, a integral com relacao a variavel z é igualaOsel+1 < jouyj <l—1.

Portanto, devemos calcular os outros casos. Iniciemos com [ = j — 1. Denotando c¢;;_;

para L(yP,_; i Pn_ji2j-1), temos, para 1 < j < n, que

1 ) B ‘ |
Cj,j*l = /O Pé:ﬁ;'Y‘FQJ,afl/z)(Qx o 1)P756_4j*l;2j*2,a71/2) (2]} . 1)3}0[71/2(1 B x)2.7+5+7dx

1
~(y—1/2,8—1/2 ~(y—1/2,—1/2 _ _
X/o POV (g, ) PO (9, 1) BN 12,

n—j n—j+2

X<W+j—vmW+4—1ﬂnw+v+j—w)“ !
(B+7+2 =2)(B+7+2)) By+2-1

1
— / ]5('8+7+2j’a_1/2)(2x — 1)1’5(6+7+2j_2’a_1/2)(2x — 1)x0‘_1/2(1 - x)2j+ﬁ+7dx
0

Quando [ = j temos, da relacao de recorréncia de trés termos de ﬁﬁ J]fng o1/ 2)(2x— 1)

e de ]%(7_1/2’ﬁ_1/2)(22 — 1), denotando L(yP,—;;Pn—j+1) por d;; para 0 < j <n, que

1 ' . ' |
dj,j = / (1 _ x)PéliJ;’Y+2j,afl/2)(2x . 1) Tgﬁjylir2j,afl/2)(2x - 1)xa71/2<1 _ x)2j+5+'7dx
0

1
X /0 sz(’Y—l/Zﬂ—l/?)(Qz . 1)Pj(’y—1/2,,3—1/2)(2z . 1)2”6_1/2(1 . 2)7_1/2612

_ (@+v+n+j+nm+n—j+umm—j+num+n+j+um)m
(|| +2n+ 1/2)(|k| + 2n + 5/2)
X( (B=1/2)* — (y = 1/2)? ‘Q 1
B+r+2i+)(B+v+2-1) 2(|k| + 2n + 3/2)

Por fim, calculemos o caso [ = j + 1. Denotando novamente L£(yP,_;;P,_j 1) por
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€j.j+1, temos, para 0 < 7 < n, que

1
ejis1 = /0 PT(L/f-jij’Y—&-QJ,a—l/Q)(Qx N 1)P,E€—;7+2]+2’a_1/2)(2x _ 1)wa_1/2(1 B :E)2j+ﬁ+7+2dl‘

127121 — 27124z

1
~(y—1/2,8—1/2 ~(y—1/2,8—1/2
X/o LPOTV2A) g, 1) POTYZAD (g,

Fazendo a mudanca de variaveis x — “’T“, do item 7 da subsegao 7.391 de Gradshteyn
e Ryzhik [7], obtemos

f_11 pr(/iwj%v+2j,a—1/2) (w>]57§€‘;7+2j+2,a—1/2) (w)(1 + w)*~V2(1 — w)¥+8+7+24y

Cij+1 = k[ +25+5/2
x ((7+j+1/2)(ﬁ+j+1/2)(j+1)(7+B+j))1/2 !
(v +B+2)) (v + 6 +2) +2) yHA+2j+1

< (VI +YQB+i+ /DG + D +B+)B+r+n+4+2) )”2
(v +B8+27)(v+B+25 +2)(|s[ +n+7+3/2) (k| +n+j+1/2)
By ntj+ DVZAERI(B 4yt j 4 3)(D(atn - j+1/2))°
Y+B+27+1  ((n =)0k +2n + 7/2)(T(|&] +n + 7 + 1/2))?
D(|s| +2n+1/2)T(B+v+n+j+1)
(|| +2n + 1/2)(|k| + 2n + 5/2)

Assim, pelos coeficientes acima dados, temos a matriz da relacao de trés termos

do,o €0,1 0 0 0
cio dig e 0 0
T R
0 0 0 dnfl,nfl €n—1,n 0
0 0 0 Cn,n—1 dn,n €n,n+1

Agora, calculemos as matrizes coeficiente B,,; e B, . Para determinar B, ; devemos
obter L(zP,_;;jP,_1;). Analogamente, fazendo a mudanca de variaveis y — (1 — z)z,

obtemos

1 1-x ) )
L(@PyjiPoy) = / / g PR YD 90 1)(1 — z)
0 Jo

1—=x

o PO-1/28-1/2) ( 2y
J

11—z

y plwl/z,ﬁl/z)( 2y

- 1) PPLem2 00 _ 1)(1 — z)!

1) wa’l/Qy'B’l/Q(l —z—y) " YV2dydx

1 . ~
— / xprgéjj’y+2j,afl/2) (21. _ 1>P7E€<li”}’+21,a71/2) (21. o 1)
0
X$a71/2(1 . x)j+l+ﬁ+’ydx
1
~(y—1/2,8—1/2 ~(y—1/2,8—1/2
X/o POV (g, )12 (g, )

xZPH2(1 = )72,
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Caso j # [, a integral com relagdo a z é igual a 0. Desse modo, basta fazer o caso j = I.

Logo,
1
L(xPy j;P0 ) = / w PR (g 1) PUETERRATYD) (90 1)
0
an—l/Q(l — z) ¥y
1
p(v—1/2,8-1/2) p(v—1/2,6-1/2)
X /0 P; (22 —1)P; (22 —1)
x2P712(1 = )7 V2dy
B (@ =1/2)* = (B+ v +2j)° 1
2(|k| +2n+3/2)(|k| +2n—1/2)  2)°
Portanto,
bo 0
lgnJ = )
0 by,

—1/2)% — 24)? 1
ondebj:( (@ /2) (B+7+2j) +—>,para0§j§n.
2(|k| 4+ 2n 4+ 3/2)(|k| +2n —1/2) 2
Por fim, calculemos B, 2, ou seja, temos que obter £(yP,_;;P,—;;). Fazendo a mesma

mudanca de variaveis, temos

n—j —

L(yP_;iPot)) = /1<1 —2) ~(ﬁ+~y+2j,a—1/2)<2x —1) ~7§Bl+v+2z,a—1/2)<2x —1)
Xoxa1/2(1 )ity
y / LPOTRE g, ) poriR g,
><zﬂo_1/2(1 — 27724z,
Analogamente ao caso de A, 5, temos que se [ +1 < j ou j <! — 1, a integral com

relacao a z ¢ igual a 0. Calculemos os outros casos.

Caso | = j — 1, denotando L(yP,_;;P,—j+1,-1) por f;;_1, obtemos
1 ' i | |
Jrmt = / PRt (9 — 1) PIEITHTROTD (9 — 1)20 72 (1 — )Wy
0

1
5(v—1/2,8—1/2 5(7—1/2,8—1/2 _ -
></0 ZP]-(7 /2.8 /)(22—1)Pj(11 / /)(22—1)zﬁ V2(1 — 2)12d2

n—j+1

x((’Vﬂ'—1/2>(ﬁ+j—1/2)j(5+7+j—1)>1/2 |
(B+v+25—2)(B+7+2)) i i3 -1

1 . ~ . .
- / PR ent) (9 )PP IRITROTD) (90 1)V (1 — )Ty
0




6.3. Exemplos de matrizes coeficientes da relacao de trés termos 92

No caso j = [, denotando g; ; para L(yP,_; jFP,—j;), obtemos

9ij = / (1 )P(/B+’Y+2jo¢ 1/2)(21._ 1) 755';74-2]04 1/2)(2 o 1)1,04—1/2(1 _:L_)2j+ﬁ+ydx

X

1
/ ; j( V28212 (9 ) POV (9, 1) 8121 1,
0

_ 1( (8-1/2)* = (y—1/2) 1)

A\NB+Hy+27+1)(B+y+2j—1)
X( (B+7+2))* = (@ —1/2)" 1)
(|k] + 2n+3/2)(|k| +2n — 1/2) '

O ultimo caso é quando [ = j+ 1 e denotamos, agora, L(yP,—; ;i Po_j_1j+1) POr hjji1.

1
hjj PR (90 — 1) BT RIR2OT) (95 )0 V(1 — )2y

HN

[P e g ) BT D 20— 1)t (1 )Y

11 Néﬁjﬂ-?j,a—l/?) (w) p(B+7+2j+2,a-1/2) (w)(1 + w)a—l/?(l _ w)23’—&—[3-~-'y—|-2daC

—

o — —J n—j—1
- Olk|+2j+5/2
X<W+j+umw+j+umu+nw+ﬁ+m>m !
(Y+B+25)(v+B+25+2) Y+ B+2j+1
Portanto, dos coeficientes calculados acima, temos a matriz
_90,0 hop 0 o .- 0 0 |
fio 11 hig O 0
By = 0 f2.,1 92.,2 h?,S
0 0 0 0 0 On—1n-1 hn—l,n 0
L 0 T fn,nfl 9nn hn,nJrl_
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(Glossario

Rmxn - espago vetorial das matrizes reais de dimensao m x n
() - simbolo de Pochhammer

[(x) - funcao Gama

B(x) - funcao Beta

pie?) (x) - polindmios ortogonais de Jacobi

pled) (x) - polinémios ortonormais de Jacobi

H,(x) - polinémios ortogonais de Hermite

H,(z) - polinémios ortonormais de Hermite

L (x) - polinémios ortogonais de Laguerre

LY (x) - polindmios ortonormais de Laguerre

M (x) - polinémios ortogonais de Gegenbauer

7 (x) - polindmios ortonormais de Gegenbauer

pY (x) - polinémios ortogonais de Legendre

p ) (x) - polindmios ortonormais de Legendre

T, (z) - polinémios ortogonais de Chebyshev de 1* espécie
To(x) - polindémios ortonormais de Chebyshev de 1* espécie
Uy (z) - polindmios ortogonais de Chebyshev de 2% espécie
Un(x) - polinémios ortonormais de Chebyshev de 2% espécie
a - multi-indice

Ny - conjunto dos inteiros nao-negativos

Nd - conjunto das d-uplas inteiras nao-negativas

O3 - delta de Kronecker

X - d-upla real

T - {-ésima variavel de x

R4 - conjunto das d-uplas reais

x“ - mondmio em d variaveis

I - conjunto dos polindmios de d variaveis

¢ - conjunto dos polindmios de d varidveis de grau no maximo n

Ppd - conjunto dos polindmios homogéneos de grau n em d variaveis



Lg,ou L
Sa

Xn

Sk
S{k}+{s}
Mn,d
An,d

vd

dimensao de P4

funcional linear de momento definido pela sequéncia s
L(x)

vetor monomial coluna de grau n

vetor de momento

momento matricial

matriz de momento

determinante da matriz M,, 4

espaco dos polindmios ortogonais de grau exatamente n
vetor polinomial coluna de grau n

vetor polinomial monico de grau n

vetor polinomial ortonormal de grau n

L(X"PTY

£ (PP

matriz coeficiente

matriz coeficiente lider

matrizes coeficiente da relacao de trés termos

A matriz que satisfaz L, ;X" = 2, X"

matriz jungao de {A,;}

matriz jungao de {C,,;}

matriz juncao de {L,;}

inversa generalizada de A,

matriz de Jacobi em blocos

n-ésima matriz de Jacobi em blocos truncada

espaco de Hilbert de funcoes de valores reais em definido R¢ com
produto interno < f,g >= L(f,g)

n-ésimo nucleo reprodutor

fungao de Christoffel

derivada parcial com relacao a variavel x;

zero comum do polinémio ortogonal em d variaveis

autovalor juncao de J,, 1,..., Jnq
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