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RESUMO

Este trabalho aborda um tema recorrente em implementações práticas de sistemas de

controle automático, que é a falha de medição dos sensores. Considerou-se que o ve-

tor de estado dispońıvel para a realimentação, denominado xM(t), apresenta incertezas

politópicas, relacionadas às falhas nos sensores. Uma das contribuições desse trabalho

é a representação adequada em espaço de estados de um sistema linear e invariante no

tempo utilizando xM(t) e supondo as incertezas de medição invariantes no tempo. Com

esta descrição, é proposto um procedimento de projeto de controle chaveado que garante a

estabilidade do sistema controlado, com uma taxa de decaimento (β ) mı́nima previamente

especificada. É apresentado um teorema que diminui a norma do controlador, para assim

evitar problemas de saturação e uma forma de escolher outros vértices do politopo para

diminuir o conservadorismo do sistema. Resultados teóricos e de simulações comprovam

que o controlador chaveado proposto é menos conservativo do que o controlador tradi-

cional com apenas um único ganho. Esse trabalho aborda também uma proposta para o

projeto de um controlador que garante a estabilidade e uma taxa de decaimento mı́nima

para o sistema controlado, mesmo que as falhas nos sensores variem no tempo. Ambos

os projetos de controle são baseados em desigualdades matriciais lineares (do inglês, Lin-

ear Matrix Inequalities - LMIs) e utilizam uma função de Lyapunov do tipo quadrática.

Análises teóricas, resultados de simulações e implementações práticas no controle de um

sistema 2D ball balancer confirmam a eficiência dos dois métodos propostos.

Palavras-chave: Falha do sensor. Controle confiável. Controle chaveado. Desigualdades

Matriciais Lineares (LMIs). Controle robusto.



ABSTRACT

This work addresses a recurring subject in practical implementations of automatic con-

trol systems, which is the sensor measurement failure. Thus, the state vector available for

feedback, denominated xM(t), presents polytopic uncertainties. One of the contributions

of this work is an adequate state space representation of a linear time-invariant system

using xM(t), considering that the measurement uncertainties are time-invariant. Then,

using this representation, is proposed a design procedure of a switched control that en-

sures the stability with a given minimum decay rate (β ) of the controlled system. It is

also shown a theorem that decreases the controller’s norm to avoid saturation problems

and it is demonstrated how to choose the polytope’s vertices to decrease the system’s

conservativeness. A theoretical analysis and simulation results show that the proposed

switched control procedure offers less conservative conditions than that provided by using

the classical controller with only one gain. This work also presents a controller design

that ensures the stability, with a given minimum decay rate, of the controlled system,

even if the sensor failure varies in time. Both control designs are based on linear matrix

inequalities (LMIs) and use a quadratic Lyapunov function. A practical implementation

for controlling a 2D ball balancer system confirms the efficiency of both proposed methods.

Keywords: Sensor fault. Reliable control. Switched control. Linear Matrix Inequalities

(LMIs). Robust control.
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Figura 2 Planta esquemática do 2D ball balancer na direção x. . . . . . . . . . . 26

Figura 3 Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a
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uσx e a falha γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito

por (71) e (92). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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1 INTRODUÇÃO

O projeto de controle tolerante a falhas é uma área importante de pesquisa relacionada

ao projeto de controle com realimentação, pois tem o propósito de garantir segurança

e confiabilidade ao sistema realimentado, apesar da ocorrência de falhas. Um sistema

de controle consiste de sensores, compensadores e atuadores, além de um objeto a ser

controlado. Em geral, os sensores são propensos a apresentar falhas mais frequentemente

do que atuadores ou compensadores (YANG; YE, 2008). As caracteŕısticas dos sensores

podem mudar ao longo do tempo de modo que pode haver uma falha parcial ou total

(LIU; CAO; SHI, 2013), o que pode degradar o desempenho ou até mesmo destruir a

estabilidade dos sistemas controlados.

Portanto, é necessário considerar as posśıveis falhas nos sensores e/ou atuadores para

aumentar a confiabilidade do sistema. Um sistema de controle projetado para tolerar

falhas de atuadores ou sensores, dentro de um subconjunto pré-especificado de todos os

atuadores ou sensores, mantendo as propriedades desejadas do sistema de controle, será

chamado de sistema de controle confiável (MINQING, 2009; VEILLETTE; MEDANIC;

PERKINS, 1992).

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas técnicas de controle confiável, modelando

as incertezas dos sensores como funções incertas parametrizáveis (DONG; YANG, 2015;

MINQING, 2009; WANG; JIN; WANG, 2011; YANG; WANG; SOH, 2000, 2001; ZHU

et al., 2015), ou como uma entrada exógena, minimizada por norma H∞ (BOUATTOUR

et al., 2009; FENG; SHUO; MIN, 2015; YANG; YE, 2008). Há também métodos que

garantem a confiabilidade do sistema utilizando um sensor auxiliar para verificar se há

falha no sensor principal e compensando essa falha utilizando técnicas baseadas em lógica

fuzzy (QIU et al., 2010; OUDGHIRI et al., 2007).

Uma das contribuições desse trabalho foi propor uma representação adequada em es-

paço de estados do sistema linear, que descreve a dinâmica do vetor de estado medido,

denominado xM(t). Considerou-se que os sensores apresentam erros de medição incertos,

mas invariantes no tempo. Utilizando essa representação, foi proposto um novo pro-

cedimento para projetar um controlador chaveado que garante a estabilidade do sistema

controlado, e ainda uma taxa de decaimento mı́nima. O projeto foi baseado em desigual-
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dades matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix Inequalities - LMIs) e uma função de

Lyapunov do tipo quadrática.

Optou-se em realizar o projeto de controle chaveado através da realimentação de

estado xM(t), pois como visto em Souza et al. (2013, 2014a), Oliveira et al. (2014), as

LMIs utilizadas no controle chaveado para encontrar os ganhos são menos conservadoras

do que as clássicas que utilizam apenas um ganho de realimentação do vetor de estado

(BOYD et al., 1994). A representação e o projeto desse sistema de controle chaveado foram

apresentados em Buzetti et al. (2015). Resultados teóricos e de simulações comprovam

que o controlador chaveado proposto é menos conservativo do que o controlador tradicional

com apenas um único ganho.

Um problema da representação do sistema em função de xM é o fato de levar em

consideração que a falha não varia no tempo, assim o controlador projetado utilizando

essa representação não garante a estabilidade do sistema no caso em que a falha varia no

tempo. É posśıvel projetar controladores com distúrbios nos sensores (aditivos) variantes

no tempo estimando o valor dos estados (BOUATTOUR et al., 2010; BRAHIM et al.,

2016; FARKOUS; TISSIR, 2016; LI; ZHU, 2015), ou considerando esse distúrbio como

uma entrada exógena minimizada por norma H2/H∞.

Esse trabalho apresenta um projeto de controle que garante a estabilidade do sistema

para o caso em que houverem falhas multiplicativas variantes no tempo nos sensores, asse-

gurando uma taxa de decaimento mı́nima. As condições de estabilidade são encontradas

em função de xM(t). As condições de projeto são descritas através de LMIs e uma função

de Lyapunov do tipo quadrática. Esses resultados foram publicados na forma de um artigo

(BUZETTI et al., 2016).

O trabalho ainda apresenta uma aplicação em bancada, no controle de um sistema 2D

ball balancer (QUANSER, 2008), utilizando os controladores projetados com dois métodos

propostos, considerando falha na leitura do ângulo θ(t), e consequentemente na estimação

de θ̇(t), para demonstrar a eficácia do método. Utilizou-se o software MatLab/Simulinkr

para a aplicação da lei de controle durante a implementação prática e a linguagem do

YALMIP, com o solver LMILab, para resolver as LMIs.

Ao longo desse trabalho foram utilizadas as seguintes notações: (·)T indica a trans-

posição de um vetor ou matriz. O śımbolo (∗) denota genericamente cada bloco simétrico

de uma LMI. O conjunto Kr é composto pelos r primeiros números inteiros positivos,

{1,2, . . . ,r}. Para facilitar a leitura deste artigo, considere que os elementos incertos ρ(t),
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λ (t) e α(t) são representados por ρ , λ e α , e pertencem aos conjuntos

Λρ =

{

ρ ∈ R
r : ρk ≥ 0,

r

∑
k=1

ρk = 1

}

, (1)

Λλ =

{

λ ∈ R
r : λl ≥ 0,

r

∑
l=1

λl = 1

}

, (2)

Λα =

{

α ∈ R
s : αi ≥ 0,

s

∑
i=1

αi = 1

}

, (3)

respectivamente, para r vértices do politopo, s = r2, k, l ∈Kr e i ∈Ks, sendo que

s

∑
i=1

αi =
r

∑
k=1

r

∑
l=1

ρkλl = 1,

α1 = ρ1λ1, α2 = ρ1λ2, . . . ,αr = ρ1λr,

αr+1 = ρ2λ1, αr+2 = ρ2λ2, . . . ,α2r = ρ2λr,
...

αr2 = ρrλ1, . . . ,αs = ρrλr. (4)

1.1 Definição do Problema

Considere o sistema linear descrito por:

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) (5)

sendo x(t) ∈ R
n o vetor de estado, u(t) ∈ R

m a entrada de controle, A ∈ R
n×n e B ∈ R

n×m.

Suponha a possibilidade de existir uma falha na medição das variáveis de estado

xM(t). Esta falha no sensor pode se manifestar como um efeito multiplicativo ou aditivo,

que podem ocorrer simultaneamente ou não (ACKERMANN, 1984).

Esse trabalho aborda apenas o caso em que a falha do sensor se manifesta através

do efeito multiplicativo, ou seja, o sinal de cada sensor possui um ganho γ(t), que por

simplicidade é representado por γ , sendo que γ ∈R
n. Esse ganho γ é variante no tempo e

pertence ao conjunto

∆1=
{

γ = [γ1 γ2 ... γn]
T ∈R

n : 0< γp(0)≤ γp ≤ γp(1), γp(1)≥ 1, p ∈K
n} , (6)

sendo que γp(0) e γp(1) representam, respectivamente, os valores mı́nimos e máximos dos

ganhos dos sensores.

Note que, o vetor de estado x(t) não está dispońıvel para a realimentação. No entanto,
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tem-se acesso ao vetor de estado medido, denominado xM(t), sendo seus elementos xpM(t)=

γpxp(t), p ∈Kn.

Dessa forma, a partir de (1), considere uma matriz diagonal que relaciona o vetor de

estado x(t) com o vetor de estado medido xM(t), dada por:

Γz=
r

∑
k=1

ρkΓak=
r

∑
k=1

ρk diag [γ1(a1) . . .γn(an)], (7)

sendo r = 2f , f é o número de termos independentes que possuem incertezas, γ j(a j) =

γ j(0) = γ j(1) = 1 para todas variáveis de estado que não possuem incertezas, (a1, . . . ,an) =

dec2bin( j−1), j ∈Kr, ap ∈ {0,1} e p ∈Kn, tal que

xM(t) = Γzx(t). (8)

A função dec2bin representa a mudança da base decimal para binária. A Tabela 1

exemplifica o uso da função dec2bin para f = 2. Note que de (6), os valores máximos e

mı́nimos dos parâmetros incertos γp, p ∈ Kn, formam a diagonal da matriz Γ j, j ∈ Kr.

Por sua vez a matriz Γ j representa cada um dos vértices do politopo, formados através

de todas as combinação posśıveis dos valores máximos e mı́nimos de γp, p ∈Kn.

Tabela 1 - Exemplo da Função dec2bin: (a1, a2) = dec2bin( j−1).

j j−1 dec2bin( j−1) a1 a2 γ1(a1) γ2(a2)

1 0 00 0 0 min min
2 1 01 0 1 min max
3 2 10 1 0 max min
4 3 11 1 1 max max

Fonte: Elaboração do autor.

A partir de (3), considere a seguinte matriz diagonal

Γ−1
z =

r

∑
l=1

λlΓ−1
bl =

r

∑
l=1

λl diag
[

γ−1
1 (b1) . . .γ−1

n (bn)
]

, (9)

sendo r = 2f , (b1, . . . ,bn) = dec2bin(i−1), i ∈ Kr, bp ∈ {0,1} e p ∈ Kn. A partir de (6),

note que γ−1 pertence ao conjunto

∆2=
{

γ−1∈R
n :0<γp(1)

−1≤γ−1
p ≤γp(0)

−1, γp(0)
−1 ≥ 1, p ∈K

n}.
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Observação 1. No modelo de falha de sensores considerado, quando γp(0) = γp(1) = 1,

para todo p ∈ Kn, então xM(t) = x(t) o que corresponde ao caso normal, sem possibili-

dade de falhas. Quando γp(0) 6= γp(1), pode-se ter uma falha parcial no sensor que mede

a variável de estado xp(t), também considerado como a degradação do sensor (YANG;

WANG; SOH, 2000).

Para o restante do desenvolvimento do trabalho, é necessário fazer uma última definição,

considerando (3), (7) e (9):

Az =
s

∑
i=1

αiAi =
s

∑
i=1

αiΓaiAΓ−1
bi =

r

∑
k=1

r

∑
l=1

ρkλlΓakAΓ−1
bl ,

Bz =
s

∑
i=1

αiBi =
s

∑
i=1

αiΓaiB=
r

∑
k=1

r

∑
l=1

ρkλlΓakB, (10)

sendo s = 22 f .

Observação 2. Nas equações (7), (9) e (10) utilizou-se o ı́ndice a em Γak e Γai, e o

ı́ndice b em Γ−1
bl e Γ−1

bi , porque em alguns vértices do politopo Γ−1
bi 6= Γ−1

ai .

Nos caṕıtulos seguintes serão apresentados projetos de controle para sistemas com

incertezas no vetor de estado medido xM(t).
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2 PROJETO DE CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO COM FALHAS
INVARIANTES NO TEMPO NOS SENSORES

Nesse Caṕıtulo será demonstrado como projetar o controle chaveado em um sistema

com incertezas invariantes no tempo no vetor de estado medido xM, descrito em (7) e (8).

Para projetar o controlador é necessário primeiro descreve o sistema em função de xM.

2.1 Representação em espaço de estados utilizandoxM(t)

A lei de controle chaveada utilizada é dada por:

u(t) =−Kσ xM(t), (11)

sendo que o ganho Kσ (t) será definido posteriormente. Então o sistema realimentado dado

em (5) e (11) pode ser representado por:

ẋ(t) = Ax(t)−BKσ xM(t). (12)

Observe que o sistema dado em (12) representa ẋ(t) em função de x(t) e xM(t) e que

no projeto do sistema de controle seria conveniente se essa representação fosse em função

de ẋ(t) e x(t) ou de ẋM(t) e xM(t). Esse problema motivou a elaboração de um estudo para

obter uma nova descrição de (12) e uma solução é apresentada no Teorema 1 .

Teorema 1. O sistema linear e invariante no tempo descrito em (5), com a lei de controle

dada em (11) considerando (8), sendo que Γz é uma matriz diagonal incerta definida em

(7), mas invariante no tempo, pode ser representado por:

ẋM(t) = (Az −BzKσ )xM(t), (13)

sendo que Az e Bz foram definidas em (10).



2.2 Controle Chaveado 21

Prova: Considere o sistema dado em (5), a lei de controle dada em (11) e a matriz

com os parâmetros constantes mas incertos Γz, tal que

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)

= AΓ−1
z Γzx(t)−BKσ xM(t)

=
(

AΓ−1
z −BKσ

)

xM(t), (14)

pois xM(t) = Γzx(t).

Multiplicando (14) por Γz à esquerda, tem-se que

Γzẋ(t) =
(

ΓzAΓ−1
z −ΓzBKσ

)

xM(t), (15)

então a partir de (7) e (9), para xM(t) = Γzx(t) e sendo Γz constante, o sistema (15) pode

ser reescrito como

ẋM(t) =
(

ΓzAΓ−1
z −ΓzBKσ

)

xM(t),

=

(

r

∑
k=1

r

∑
l=1

ρkλlΓakAΓ−1
bl −

r

∑
k=1

ρkΓakBKσ

)

xM(t). (16)

Considerando que ∑r
l=1λl = 1 e (10), então a equação (16) pode ser escrita como

ẋM(t) =

{

r

∑
k=1

r

∑
l=1

ρkλl
(

ΓakAΓ−1
bl

)

−
(

r

∑
l=1

λl

)(

r

∑
k=1

ρkΓakBKσ

)}

xM(t),

=
r

∑
k=1

r

∑
l=1

ρkλl
(

ΓakAΓ−1
bl −ΓakBKσ

)

xM(t)

=
s

∑
i=1

αi (Ai −BiKσ )xM(t)

= (Az −BzKσ )xM(t) (17)

então a prova está conclúıda.

2.2 Controle Chaveado

Nesta seção, baseado em Souza et al. (2014a), é proposto o projeto de um controlador

chaveado para o sistema linear e invariante no tempo com incertezas no vetor de estado

medido xM(t). A função de Lyapunov do tipo quadrática é dada por

V (xM(t)) = xM(t)T PxM(t), (18)

sendo que P = PT > 0.
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A ideia básica da lei de controle chaveada é a minimização da derivada temporal

da função de Lyapunov, por meio da seleção do ganho do controlador, que pertence ao

conjunto de ganhos K j, j ∈Ks. Essa lei de chaveamento utiliza matrizes simétricas aux-

iliares Q̄ j, j ∈Ks, que serão definidas posteriormente, e escolhe um ı́ndice σ(t). Portanto,

define-se o controlador chaveado da seguinte forma:

u(t) =−Kσ xM(t),

σ(t) = arg min
j∈Ks

∗{xT
M(t)Q̄ jxM(t)}, (19)

ou seja, σ(t) ∈Ks possui o valor do ı́ndice j que resulta no menor valor de xT
M(t)Q̄ jxM(t).

Caso dois ou mais Q̄ j produzirem o menor valor de xT
M(t)Q̄ jxM(t), então σ assumirá o

valor do menor ı́ndice j dentre eles.

Teorema 2. (SOUZA et al., 2014a) Suponha a existência de uma matriz simétrica po-

sitiva definida X ∈ R
n×n, matrizes simétricas Zi,Q j ∈ R

n×n, matrizes M j ∈ R
m×n e um

escalar β ≥ 0, para todo i, j ∈Ks, tais que:

−BiM j −MT
j BT

i −Zi −Q j ≺ 0, (20)

XAT
i +AiX +Zi +Qi +2βX ≺ 0. (21)

Então a lei de controle chaveada (19) torna o ponto de equiĺıbrio xM = 0 do sistema

(13) (e x = 0 de (12)) globalmente assintoticamente estável com uma taxa de decaimento

maior ou igual β , sendo P = X−1, Q̄ j = X−1Q jX−1 e os ganhos do controlador dados por

K j = M jX−1.

Prova: Como em Boyd et al. (1994), pode-se usar uma função de Lyapunov

quadrática (18) para estabelecer um limite inferior para a taxa de decaimento do sistema

(13). A condição V̇ (xM(t))≤−2βV (xM(t)), para todas as trajetórias xM(t), é equivalente

à especificação de uma taxa de decaimento maior ou igual a β . Dessa forma tem-se:

V̇ (xM(t))+2βV (xM(t)) = xT
M(t)(AT

z P+PAz +2βP−KT
σ BT

z P−PBzKσ )xM(t). (22)

Agora, considere que existam matrizes simétricas Z̄i, Q̄ j ∈ R
n×n tais que (SOUZA et

al., 2014a):

−(PBiK j +KT
j BT

i P)≺ Z̄i + Q̄ j, ∀ i, j ∈Ks. (23)
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Então, multiplicando-se (23) por αi, pré multiplicando por xT
M(t) e pós multiplicando

por xM(t), tomando a somatória de i = 1 a s, considerando a definição de Bz em (10) e

trocando-se j por σ , tem-se que:

−xT
M(PBzKσ +KT

σ BT
z P)xM =−

s

∑
i=1

αix
T
M(PBiKσ +KT

σ BT
i P)xM

≤
s

∑
i=1

αix
T
MZ̄ixM + xT

MQ̄σ xM. (24)

Um resultado importante que será usado a seguir é que o mı́nimo de um conjunto de

número reais é menor ou igual a toda combinação convexa dos elementos deste conjunto.

A partir de (3) e (19), observe que xT
MQ̄σ xM = min

j∈Ks
(xT

MQ̄ jxM) ≤
s

∑
i=1

αix
T
MQ̄ixM. Então, de

(24) tem-se:

−xT
M(PBzKσ +KT

σ BT
z P)xM ≤

s

∑
i=1

αix
T
M(Z̄i + Q̄i)xM. (25)

Lembrando que αi ≥ 0 e
s

∑
i=1

αi = 1, de (22) e (25), para xM 6= 0, tem-se que:

V̇ (xM(t))+2βV (xM(t))≺ 0 (26)

se

AT
i P+PAi + Z̄i + Q̄i +2βP ≺ 0. (27)

Agora, defina X = P−1, Zi = XZ̄iX , Qi = XQ̄iX e M j = K jX . Pré e pós-multiplicando

(23) e (27) por X , as LMIs (20) e (21) são obtidas, respectivamente.

Alguns trabalhos, como por exemplo ALVES et al. (2016), consideram a presença de

saturação no sinal de controle do atuador durante o projeto. Nesse trabalho optou-se em

abordar o problema da saturação reduzindo a norma de controle utilizando o Teorema 3

(ASSUNÇÃO et al., 2007).

Teorema 3. Dada uma constante µ0 > 0, então a norma dos controladores K j, j ∈ Ks,

pode ser descrita utilizando a minimização de η, η > 0, tal que K jKT
j < ηI/µ2

0. O valor

ótimo de η pode ser obtido solucionando o seguinte problema de otimização:

min(η)
[

ηI M j

MT
j I

]

> 0, (28)
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X > µ0I. (29)

Prova: Utilizando complemento de Schur na LMI (28), obtém-se

M jM
T
j < ηI. (30)

Pré e pós multiplicando (29) por
√

X observe que

√
Xµ0I

√
X <

√
XX

√
X ⇒ µ0X < XX ⇒ X <

XX
µ0

. (31)

Agora pré e pós multiplicando (29) por K j e KT
j , respectivamente, observe que

K jµ0IKT
j < K jXKT

j . (32)

A partir de (29)-(32) e M j = K jX , segue que

K jµ0IKT
j < K jXKT

j <
K jXXKT

j

µ0
=

M jMT
j

µ0
<

ηI
µ0

. (33)

Então K jKT
j < ηI/µ2

0 e a prova está conclúıda.

Observação 3. O teorema encontrado em Assunção et al. 2007 foi criado para um

controlador sem chaveamento, o Teorema 3 é uma adaptação para o controle chaveado.

A vantagem do controlador chaveado é que ele é menos conservador que o controlador

com ganho constante. O Teorema 4 mostra que se um sistema pode ser controlado com

um ganho constante, então ele também pode ser controlado de forma chaveada.

Teorema 4. Suponha a existência de P = PT > 0 e K constante, tais que

P(Ai −BiK)+(Ai −BiK)T P+2βP < 0, (34)

min(η)

[

η0I M

MT I

]

> 0, (35)

X > µ0I, (36)

isto é, para u = −Kx, o sistema ẋM = (Az −BzK)xM tem o ponto de equiĺıbrio xM = 0
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globalmente assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual a β . Então

existem K j, j ∈Ks, tais que, para M j =K jP e X =P−1, as LMIs (20) e (21) são satisfeitas.

Prova: Como visto no Teorema 2, as desigualdades (20) e (21) equivalem às de-

sigualdades (23) e (27) respectivamente:

−(PBiK j +KT
j BT

i P)≺ Z̄i + Q̄ j,

AT
i P+PAi + Z̄i + Q̄i +2βP ≺ 0.

Isto implica que a lei de controle (11) e (19) torna o ponto de equiĺıbrio xM = 0 do

sistema ẋM = (Az−BzKσ )xM globalmente assintoticamente estável com taxa de decaimento

maior ou igual a β .

Para mostrar que (34) implica em (23) e (27) impõe-se que K j = K, Q̄ j = Q̄ e Z̄i = 0.

Então de (34) nota-se que existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que:

PAi +AT
i P+(−PBiK −KT BT

i P+ εI)+2βP < 0. (37)

Definindo Q̄i = −PBiK −KT BT
i P+ 2βP+ εI, então (37) implica na factibilidade da

expressão AT
i P+PAi + Q̄+2βP < 0 descrita em (27).

Note que a LMI em (23) também é satisfeita:

−PBiK j −KT
j BT

i P− Z̄i − Q̄ j

=−PBiK j −KT
j BT

i P−0− (−PBiK j −KT
j BT

i P+ εI) =−εI < 0. (38)

Como K j = K, então M j = M, logo (35) e (36) são equivalentes a (28) e (29) com

η0 = η . Assim, se existir factibilidade para u =−KxM, existe também factibilidade para

u =−Kσ xM dado em (19) e η = η0 , projetado com as LMIs (20), (21), (28) e (29).

Um exemplo que demonstra que o controlador chaveado é menos conservativo que

o controlador com ganho constante pode ser verificado na Seção 3.3 Factibilidade dos

Controladores Chaveado e de Ganho Constante.
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2.3 O Sistema2D Ball Balancer Quanserr

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado pela Quanserr, mostrado na Figura

1 . Seu modelo esquemático referente à direção x da placa é mostrado na Figura 2, e a

direção y pode ser representada da mesma forma (QUANSER, 2008).

Figura 1 - Equipamento 2D ball balancer, pertencente ao DEE-FEIS-LPC.

Fonte: Souza et al. (2014b).

Figura 2 - Planta esquemática do 2D ball balancer na direção x.

Lplate

rx

Bola
φx

θx

rarm

Engrenagem
do Motor

Engrenagem
de Carga

Engrenagem
do Potenciômetro

Suporte da Barra
Placa de Equiĺıbrio

Placa de Suporte Inferior

Fonte: Quanser, (2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada sobre a qual uma bola é colocada e se move

livremente. A bola pode ser posicionada em um ponto de referência fixo ou pode rastrear

uma rota determinada. Uma câmera superior é utilizada para medir a posição da bola.

Existem dois servomotores, sendo que cada um deles está ligado a um dos eixos da placa.
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Ao controlar a posição das engrenagens de carga do servomotor, o ângulo de inclinação

da placa pode ser ajustado para equilibrar a bola em uma posição plana desejada.

O modelo matemático linearizado do sistema 2D ball balancer (QUANSER, 2008) é

dado por:

r̈(t) = Kbbθ(t), τθ̈(t)+ θ̇(t) =CVm(t), (39)

sendo:

r(t) a posição da bola, com r(t) = rx para o eixo x e r(t) = ry para o eixo y;

θ(t) o ângulo de carga, com θ(t) = θx para o eixo x e θ(t) = θy para o eixo y;

Vm(t) = u(t) o sinal de controle, com u(t) = ux para o eixo x e u(t) = uy para o eixo y;

τ e C são parâmetros do fabricante, e

Kbb =
2mbgrarmrb

2

Lplate(mbrb
2+ Jb)

.

As descrições e os valores das constantes citadas são dados na Tabela 2.

Tabela 2 - Parâmetros do sistema 2D ball balancer.

Parâmetros Śımbolo Valor

Massa da bola (kg) mb 0,003

Distância do eixo do motor ao ponto de fixação da barra (cm) rarm 2,54

Raio da bola (cm) rb 1,96

Comprimento da mesa (cm) Lplate 27,5

Parâmetro do fabricante (rad/sV) C 1,76

Parâmetro do fabricante (s) τ 0,00285

Momento de inércia de uma esfera sólida (bolinha) (kgm2) Jb 0,0046

Parâmetro do sistema (m/s2rad) Kbb 1,3

Gravidade (m/s2) g 9,8
Fonte: Quanser, (2008).

O sistema (39) pode ser representado de forma similar ao sistema (5), sendo que:

A=















0 1 0 0

0 0 Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















,B=















0

0

0
K
τ















,x(t)=















r(t)

ṙ(t)

θ(t)
θ̇(t)















. (40)

Durante a implementação prática apenas os sinais medidos rM e θM estão dispońıveis,

e ṙM e θ̇M são estimados por meio de filtros derivativos G f (s) = 20s/(s+20), como sugerido

pela fabricante (QUANSER, 2008).
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2.4 Projeto do Sistema de Controle

Foi projetado o controlador do sistema 2D ball balancer descrito na Seção 2.3 con-

siderando uma falha de até −50% na leitura do ângulo medido, acarretando uma falha

simultânea na derivada do ângulo. Neste exemplo não foram consideradas falhas na leitura

da posição e na estimação da velocidade da bola.

A partir dessas considerações, de (7), (8) e (9), as matrizes Γak e Γ−1
bl para o sistema

2D ball balancer apresentado em (39) e (40) são dadas por:

Γak = diag [1 1 γ3(a3) γ3(a3)] , (41)

Γ−1
bl = diag

[

1 1 γ3(b3)
−1 γ3(b3)

−1] , (42)

0,5≤ γ3 ≤ 1, (43)

1≤ γ−1
3 ≤ 2. (44)

Sendo que γ3(a3) representa o valor mı́nimo ou máximo de γ3 e γ3(b3)
−1 representa o

valor mı́nimo ou máximo de γ−1
3 . Essa diferenciação foi feita porque em alguns vértices

do politopo γ3(a3)
−1 6= γ3(b3)

−1, pois serão consideradas os vértices compostos por todas

as combinações dos valores máximos e mı́nimos de γ3(a3) e γ3(b3)
−1. Os valores de γ3(a3)

e γ3(b3)
−1 em cada vértice do politopo podem ser observados na Tabela 3.

Utilizando o Teorema 1, o sistema linear e invariante no tempo descrito em (5) e (40)

pode ser representado por (13), (7) e (9), sendo que utilizando os valores das matrizes

diagonais Γak e Γ−1
bl em (16) obtemos

ẋM =





























1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 γ3(a3) 0

0 0 0 γ3(a3)





























0 1 0 0

0 0 Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ





























1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 γ3(b3)
−1 0

0 0 0 γ3(b3)
−1















−















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 γ3(a3) 0

0 0 0 γ3(a3)





























0

0

0
K
τ















Kσ















xM, (45)
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ẋM =





























0 1 0 0

0 0 Kbb
γ3(b3)

0

0 0 0 γ3(a3)γ3(b3)
−1

0 0 0 − γ3(a3)γ3(b3)
−1

τ















−















0

0

0
Kγ3(a3)

τ















Kσ















xM.

Observação 4. Embora para encontrar os vértices do politopo as equações (16) e (17)

tenham utilizado as matrizes Γak e Γ−1
bl de forma independente, neste caso particular elas

são dependentes da mesma falha, assim γ3(a3)γ3(b3)
−1 = 1, portanto

Ai=















0 1 0 0

0 0 Kbb
γ3(b3)

0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















, Bi=















0

0

0
Kγ3(a3)

τ















. (46)

Nesse caso em particular, observe que as matrizes Γak, Γ−1
bl , Ai e Bi dependem somente

dos valores máximos e mı́nimos de γ3. Dessa forma, a partir de (7) e (9) e para k, l ∈ {1,2}
e i ∈ {1,2,3,4} a combinação dos valores máximo e mı́nimo de γ3 é apresentada na Tabela

3.

A abordagem apresentada é um pouco conservativa, mas considera com rigor que dado

um γ3 então a sua representação como a combinação convexa do seu máximo e mı́nimo não

é sempre igual à mesma representação da combinação convexa entre o máximo e mı́nimo

de γ−1
3 .

Tabela 3 - Valores de γ3(a3) e γ3(b3)
−1.

ρk a3 λl b3 i αi γ3(a3) γ3(b3)
−1

ρ1 0 λ1 0 1 α1 min min
ρ1 0 λ2 1 2 α2 min max
ρ2 1 λl 0 3 α3 max min
ρ2 1 λ2 1 4 α4 max max

Fonte: Elaboração do autor.

Portanto, no projeto de controle foram utilizados os seguintes vértices do politopo,

para ambos os eixos:
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[A1|A2]=















0 1 0 0

0 0 Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0 0

0 0 2Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















,

[A3|A4]=















0 1 0 0

0 0 Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0 0

0 0 2Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















,

B1 = B2 =
[

0 0 0 0,5K
τ

]T
,

B3 = B4 =
[

0 0 0 K
τ

]T
.

(47)

Utilizando as LMIs do Teorema 2 e considerando os vértices do politopo (47) para

β = 1,2 foram obtidos os seguintes ganhos, a seguinte matriz simétrica positiva definida

e as seguintes matrizes simétricas através do software MatLab e a linguagem YALMIP,

com o solver LMILab:

K1 = [347,5371 312,9124 152,3109 11,0776],

K2 = [194,1869 174,7910 85,0528 6,0826],

K3 = [276,1922 248,9504 121,5403 8,6934],

K4 = [96,4644 87,0700 42,6981 2,8057],

P=















1331,6 1189,2 572,8 44,3

1189,2 1067,4 515,3 39,9

572,8 515,3 250,2 19,4

44,3 39,9 19,4 1,5















,

(48)
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Q̄1=1013















5,7193843897355 5,1173136402699 2,4665136336853 0,1908091174889

5,1173136402699 4,5786280255412 2,2068667147106 0,1707227338919

2,4665136336853 2,2068667147106 1,0636916808724 0,0822868471052

0,1908091174889 0,1707227338919 0,0822868471052 0,0063656793075















,

Q̄2=1013















5,7193844554161 5,1173136994360 2,4665136625018 0,1908091196930

5,1173136994360 4,5786280788391 2,2068667406690 0,1707227358774

2,4665136625018 2,2068667406690 1,0636916935153 0,0822868480722

0,1908091196930 0,1707227358774 0,0822868480722 0,0063656793813















,

Q̄3=1013















5,7193844099455 5,1173136584394 2,4665136424221 0,1908091181829

5,1173136584394 4,5786280418761 2,2068667225652 0,1707227345158

2,4665136424221 2,2068667225652 1,0636916846492 0,0822868474052

0,1908091181829 0,1707227345158 0,0822868474052 0,0063656793313















,

Q̄4=1013















5,7193844811865 5,1173137226115 2,4665136736746 0,1908091205733

5,1173137226115 4,5786280996808 2,2068667507168 0,1707227366690

2,4665136736746 2,2068667507168 1,0636916983594 0,0822868484539

0,1908091205733 0,1707227366690 0,0822868484539 0,0063656794114















.

(49)

Utilizando as LMIs do Teorema 2 em conjunto com as do Teorema 3 , considerando

os vértices do politopo (47), β = 1,2 e µ0 = 0,8, obteve-se

η = 3,9222∗103,

K1 = [9,7969 10,9248 5,9000 0,1533],

K2 = [9,2478 9,9836 5,4618 0,1420],

K3 = [23,9216 23,8668 10,1587 0,2588],

K4 = [16,6029 16,7228 7,6858 0,1971],

P=















0,7570 0,5483 0,1762 0,0043

0,5483 0,5111 0,1793 0,0045

0,1762 0,1793 0,0953 0,0025

0,0043 0,0045 0,0025 0,0001















,

(50)
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Q̄1=















24704,825940494 22131,282009668 7625,967733678 189,822982199

22131,282009668 19455,999777202 6664,341049430 165,716845006

7625,967733678 6664,341049430 2280,664660602 56,699169349

189,822982199 165,716845006 56,699169349 1,409559728















,

Q̄2=















24706,070160883 22132,604922092 7626,679265842 189,839784400

22132,604922092 19457,403283527 6665,096327762 165,734677785

7626,679265842 6665,096327762 2281,070822991 56,708725961

189,839784400 165,734677785 56,708725961 1,409779837















,

Q̄3=















24702,687284018 22129,197536470 7624,660767623 189,798185663

22129,197536470 19453,975446488 6663,100310377 165,693185009

7624,660767623 6663,100310377 2280,052821205 56,686476762

189,798185663 165,693185009 56,686476762 1,409307755















,

Q̄4=















24704,810774130 22131,377605597 7625,815576989 189,825463522

22131,377605597 19456,211436732 6664,277052130 165,720986972

7625,815576989 6664,277052130 2280,644768176 56,700489971

189,825463522 165,720986972 56,700489971 1,409633769















.

(51)

Nota-se que os ganhos obtidos em (50) são significativamente menores que os encon-

trados em (48). Espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os

resultados de simulação e da implementação prática serão apresentados a seguir.

2.5 Simulações e Resultados Práticos

O objetivo das simulações e das implementações é fazer com que a bola siga a referência

de um quadrado de 10 cm de lado. Após 40 segundos do ińıcio da simulação foi inserida

uma falha de −50% na leitura dos ângulos dos servomotores das direções x e y da placa

(isto é, θMx = 0,5θx, θ̇Mx = 0,5θ̇x, θMy = 0,5θy, θ̇My = 0,5θ̇y). A entrada de controle u(t) é

limitada em ±5V através de um saturador, inserido via Simulinkr, para não danificar o

atuador.

O Teorema 2 não garante a estabilidade do sistema no momento em que ocorre a falha,

já que supõe que a falha é invariante no tempo, mas optou-se por manter os resultados

do sistema sem e com falha em um único gráfico para facilitar a visualização.

No sistema real o sensor apresenta apenas o ângulo medido (θM), mas como a imple-

mentação em laboratório utilizou uma falha induzida via software, então tem-se acesso
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ao ângulo real (θ ) e ao ângulo medido (θM). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 3 a 8 apresentam θ ao invés de θM.

A simulação do controlador chaveado (19), com os ganhos dados em (48) é apresentado

na Figura 3 e os resultados práticos nas Figuras 4 e 5.

Figura 3 - Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a regra de
chaveamento σ do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (48) e
(49).
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Fonte: Elaboração do autor.
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Figura 4 - Resultados práticos da direção x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a
regra de chaveamento σx do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (48) e (49).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 5 - Resultados práticos da direção y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uσy e a
regra de chaveamento σy do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (48) e (49).
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Nota-se que utilizando o controlador chaveado (19) com os ganhos (48), o sistema

seguiu a posição desejada x = ±5 cm, y = ±5 cm, manteve os ângulos das direções x e y

próximo de zero e houve alternância entre os quatro controladores. Observa-se também

que o sistema saturou em alguns momentos, principalmente no eixo x.

A seguir estão os resultados de simulação e implementação prática do controlador

chaveado (19) com os ganhos (50) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de

controle).

Figura 6 - Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a regra de
chaveamento σ do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (50) e
(51).
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Figura 7 - Resultados práticos da direção x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a
regra de chaveamento σx do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (50) e (51).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 8 - Resultados práticos da direção y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uσy e a
regra de chaveamento σy do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (50) e (51).
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Como se pode observar, o sinal de controle u(t) do controlador chaveado (19) foi

significativamente menor com os ganhos dados em (50), de forma que os sistema não teve

problemas de saturação, sem que seu desempenho fosse prejudicado.

2.6 Factibilidade dos Controladores Chaveado e de Ganho Constante

O Teorema 4 comprova que o controlador chaveado apresenta uma região de factibili-

dade maior ou igual do que a região referente ao controlador com ganho constante. Nessa

seção serão apresentados os resultados que comprovam que o controlador chaveado pode

apresentar uma área fact́ıvel maior do que a obtida com um ganho constante, utilizando

o sistema 2D ball balancer como exemplo.

As Figuras 9 e 10 demonstram graficamente as restrições η mı́nimas encontradas para

cada valor de falha de projeto em θM e θ̇M no sistema 2D ball balancer, descrito em (46),

controlado de forma chaveada ou com ganho constante.

Ambos os controladores foram projetados utilizando taxa de decaimento β = 1,2 e as

LMIs (28) e (29) do Teorema 3, com µ0 = 0,8 e minimizando η para restringir a norma

dos controladores. O controlador chaveado foi projetado utilizando as LMIs (20) e (21) e

o controlador com ganho constante foi projetado utilizando a LMI (29).

Note que o sistema será fact́ıvel para valores de η iguais ou superiores aos encontrados

nos gráficos. Portanto a área de factibilidade será maior no controlador que apresentar

menor η .
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Figura 9 - Falha× η do controlador chaveado (em azul) e do controlador com ganho cons-
tante (em vermelho), para falhas entre 0% (sem falha) e −70%.
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 10 - Falha×η do controlador chaveado (em azul) e do controlador com ganho cons-
tante (em vermelho), para falhas entre −70% e −90%.
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Fonte: Elaboração do autor.
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Observação 5. Lembrando de (6) que 0 < γp(0) ≤ γp ≤ γp(1) e xpM(t) = γpxp(t),e con-

siderando γp = 1+ f alhap, então observa-se que o sensor mede um valor inferior ao real

quando f alhap < 0, um valor superior ao real quando f alhap > 0 e o valor real quando

f alhap = 0. Nas Figuras 9 e 10 foram demonstrados os valores de η para os projetos

com falha negativa (quando a leitura do sensor indica um valor inferior ao real, já que

γ = 1+ f alha), mas é posśıvel projetar considerando também falhas positivas (quando a

leitura do sensor indica um valor superior ao real).

Como se pode observar, η mı́nimo do controlador chaveado foi menor ou igual ao

do controlador com ganho constante para todas as falhas de projeto, comprovando assim

que a área de factibilidade do controlador chaveado pode ser maior e portanto menos

conservador.

2.7 Conclusões Parciais

Nesse caṕıtulo foi considerado que o vetor de estado dispońıvel xM(t) para a reali-

mentação possui incertezas politópicas. Na busca de resolver esse problema recorrente

em implementações práticas, um teorema que permite representar adequadamente esse

sistema em espaço de estados descrevendo a dinâmica de xM(t) foi proposto. O controle

chaveado, utilizando essa nova representação, foi projetado para garantir a estabilidade

do sistema com taxa de decaimento maior ou igual a β . Optou-se em utilizar o contro-

lador chaveado porque é menos conservador que o controlador com ganho constante, sendo

que este fato foi demonstrado na forma de um teorema e graficamente com um exemplo.

Utilizou-se também um teorema que reduz a norma de controle para evitar problemas de

saturação. Os resultados das implementações práticas em um sistema 2D ball balancer

confirmaram a eficiência dos sistemas de controle propostos.
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3 ESCOLHENDO AS CHAVES DO CONTROLADOR

No Caṕıtulo 2 foi apresentado um controlador chaveado utilizando a representação

do sistema com incertezas no vetor de estado, demonstrado no Teorema 1, e a teoria

de controle chaveado do Teorema 2. Nesse caṕıtulo também será abordado um controle

chaveado com -50% de falha conforme (43) e (44) e utilizando os Teoremas 1 e 2, mas

inspirado em Yang, Hak-Keung e Wu (2016), serão escolhidos outros vértices do politopo

para diminuir a área da combinação convexa, assim diminuindo o conservadorismo do

controlador.

O controlador apresentado no Caṕıtulo 2 foi projetado tomando como base a re-

presentação das falhas através de 4 vértices, referentes a quando γ3(a3) e γ3(b3)
−1 são

respectivamente mı́nimo e mı́nimo, mı́nimo e máximo, máximo e mı́nimo e máximo e

máximo. Na Figura 11 são apresentados detalhes sobre estes vértices.

Figura 11 - Posição dos vértices do controlador com 4 chaves, para o caso em que 0,5 ≤
γ3(a3) ≤ 1 e 1 ≤ γ3(b3)

−1 ≤ 2, em relação à curva γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1 (em azul).
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γ3(b3)-1 = 2
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γ 3
(b

3)
−

1

Fonte: Elaboração do autor.
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O sistema garante a estabilidade para qualquer incerteza dentro da área retangular

entre os 4 vértices, mas o sistema real apresenta apenas as incertezas correspondentes

à curva γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1. Uma maneira de deixar o sistema menos conservativo é

diminuir a área da combinação convexa dos vértices do politopo de uma forma em que

continue abrangendo toda a curva γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1.

Note que o Vértice 4 não é necessário, já que a área entre as outras 3 chaves já abrigam

toda a curva γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1, como pode ser visto na Figura 12.

Figura 12 - Posição dos vértices do controlador sem o vértice 4, em relação à curva γ3(b3)
−1 =

γ3(a3)
−1 (em azul).
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Fonte: Elaboração do autor.

É posśıvel diminuir ainda mais essa área entre os vértices do politopo deslocando o

Vértice 1 para mais próximo da curva γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1. O ponto mais próximo que

mantém a área entre os vértices abrangendo toda a curva pode ser encontrado traçando

duas retas que a tangenciam a curva nos pontos que estão os Vértices 2 e 3 e encontrando

o ponto de intersecção. O Vértice 1 pode ser encontrado utilizando o Teorema 5.
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Teorema 5. Considerando que 0≤ γ3min ≤ γ ≤ γ3max, o Vértice 1 pode ser encontrado pelas

equações (52) e (53):

γ3(a3) =
2(γ−1

3min
− γ−1

3max
)

γ−2
3min

− γ−2
3max

, (52)

γ3(b3)
−1 = 2γ−1

3min
− γ−2

3min
γ3(a3) = 2γ−1

3max
− γ−2

3max
γ3(a3). (53)

Prova: Para encontrar o Vértice 1 é necessário encontrar as retas que tangenciam

a curva γ3(b3)
−1 = γ−1

3 nos pontos em que γ3 é mı́nimo e máximo.

As retas podem ser representadas por:

γ3(b3)
−1 =C+

d(γ3(b3)
−1)

dγ3
γ3(a3), (54)

sendo C uma constante e

d(γ3(b3)
−1)

dγ3
=−γ−2

3 . (55)

A partir de (54) e (55) e considerando que nos pontos da curva, γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1 =

γ−1
3 , então:

C = γ3(b3)
−1+ γ−2

3 γ3(a3) = 2γ−1
3 , (56)

assim, a partir de (54) a (56):

γ3(b3)
−1 = 2γ−1

3 − γ−2
3 γ3(a3), (57)

de forma que as retas que tangencia a curva onde γ3= γ3min e γ3= γ3max são respectivamente:

γ3(b3)
−1 = 2γ−1

3min
− γ−2

3min
γ3(a3), (58)

γ3(b3)
−1 = 2γ−1

3max
− γ−2

3max
γ3(a3). (59)

Assim o ponto de intersecção entre as retas (58) e (59) é:

2γ−1
3min

− γ−2
3min

γ3(a3) = 2γ−1
3max

− γ−2
3max

γ3(a3), (60)

γ3(a3) =
2γ−1

3min
−2γ−1

3max

γ−2
3min

− γ−2
3max

, (61)

obtendo assim a equação (52). Utilizando γ3(a3) encontrado em (61) na reta (58) ou na

reta (59), é posśıvel encontrar γ3(b3)
−1. Note que as retas (58) e (59) são as mesmas



3 Escolhendo as Chaves do Controlador 43

apresentadas em (53).

No exemplo estudado, considerando 0,5 ≤ γ3 ≤ 1, o Vértice 1 pode ser encontrado

utilizando as equações (52) e (53):

γ3(a3) =
2(2−1)

4−1
=

2
3
, (62)

γ3(b3)
−1 = 4−4

2
3
=

4
3
. (63)

Assim o Vértice 1 está em γ3(a3) =
2
3 e γ3(b3)

−1 = 4
3, o Vértice 2 está na posição em

que γ3 é mı́nimo, ou seja, γ3(a3) = 0,5 e γ3(b3)
−1 = 2 e o Vértice 3 fica na posição em que

γ3 é máximo, γ3(a3) = 1 e γ3(b3)
−1 = 1. A Figura 13 mostra a posição dos 3 vértices do

politopo.

Figura 13 - Posição dos vértices do controlador com 3 chaves, para o caso em que 0,5 ≤
γ3(a3) ≤ 1 e 1 ≤ γ3(b3)

−1 ≤ 2, em relação à curva γ3(a3)
−1 = γ3(b3)

−1 (em azul).
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γ3(b3)-1 = 1,333

Vértice 3:
γ3(a3) = 1

γ3(b3)-1 = 1

γ3(a3)

γ 3
(b

3)
−

1

Fonte: Elaboração do autor.

Nota-se que a área entre os vértices do politopo descrito na Figura 13 é significativa-

mente menor que a área encontrada na Figura 11, portanto o sistema é menos conservativo.
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3.1 Projeto de Controle

Assim como no Caṕıtulo 2, foi projetado o controlador do sistema 2D ball balancer

descrito na Seção 2.3 considerando uma falha de até −50%na leitura do ângulo medido,

acarretando uma falha simultânea na derivada do ângulo. Neste exemplo também não foi

considerado falhas na leitura da posição e na estimação da velocidade da bola.

A partir de (7) a (9), (41) a (44) e utilizando os vértices apresentados na Figura 13,

então as matrizes Γak e Γ−1
bl , para o sistema 2D ball balancer apresentado em (39) e (40)

são:

Γa1 = diag

[

1 1 γ3(a3) =
2
3

γ3(a3) =
2
3

]

Γa2 = diag [1 1 γ3(a3) = 0,5 γ3(a3) = 0,5 ] (64)

Γa3 = diag [1 1 γ3(a3) = 1 γ3(a3) = 1]

Γ−1
b1 = diag

[

1 1 γ3(b3)
−1 =

4
3

γ3(b3)
−1 =

4
3

]

Γ−1
b2 = diag

[

1 1 γ3(b3)
−1 = 2 γ3(b3)

−1 = 2
]

(65)

Γ−1
b3 = diag

[

1 1 γ3(b3)
−1 = 1 γ3(b3)

−1 = 1
]

Observação 6. Note que nesse caso Γ−1
b1 não é a inversa de Γa1, pois como pode ser visto

na Figura 13, o Vértice 1 não pertence à curva γ3(b3)
−1 = γ3(a3)

−1. Apesar de existirem

vértices em que γ−1
bp 6= γ−1

ap , no sistema real γ−1
bp = γ−1

ap , portanto na planta do sistema

sempre será γapγ−1
bp = 1. Então, para obter as matrizes Ai e Bi, i=1,2,3, correspondentes

aos três vértices mencionados, basta substituir os respectivos valores de γ3(b3)
−1 e de

γ3(a3) dos vértices, nas matrizes do sistema, dadas em (46).
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Considerando (46), (64) e (65), foram utilizados os seguintes vértices do politopo, para

ambos os eixos:

A1=















0 1 0 0

0 0 4
3Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















,

A2=















0 1 0 0

0 0 2Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















,

A3=















0 1 0 0

0 0 Kbb 0

0 0 0 1

0 0 0 −1
τ















B1 =
[

0 0 0 2
3

K
τ

]T
,

B2 =
[

0 0 0 0,5K
τ

]T
,

B3 =
[

0 0 0 K
τ

]T
.

(66)

Utilizando as LMIs do Teorema 2 e considerando os vértices do politopo (66) para

β = 1,2, foram obtidos através do software MatLab e a linguagem YALMIP, com o solver

LMILab:
K1 = [125,7893 117,2781 60,3148 4,4329],

K2 = [44,4498 41,6327 21,5713 1,4419],

K3 = [143,4333 133,8494 69,0257 5,1321],

P=















17,4087 15,9956 8,0746 0,6890

15,9956 14,8346 7,5205 0,6436

8,0746 7,5205 3,8513 0,3317

0,6890 0,6436 0,3317 0,0297















,

(67)
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Q̄1=















−1891496391,2183 −1746881631,7915 −884062782,2616 −75567307,5798

−1746881631,7915 −1613235642,8193 −816402874,8558 −69782491,6570

−884062782,2616 −816402874,8558 −413146911,1941 −35313581,0929

−75567307,5798 −69782491,6570 −35313581,0929 −3018392,6704















,

Q̄2=















−1891492109,7461 −1746877639,2490 −884060726,4868 −75567137,3690

−1746877639,2490 −1613231919,7130 −816400957,8311 −69782332,9535

−884060726,4868 −816400957,8311 −413145924,1596 −35313499,3880

−7556713,73690 −69782332,9535 −35313499,3880 −3018385,9520















,

Q̄3=















−1891497577,4201 −1746882742,2104 −884063364,2698 −75567355,6887

−1746882742,2104 −1613236682,2871 −816403419,6137 −69782536,6972

−884063364,2698 −816403419,6137 −413147196,5148 −35313604,7079

−75567355,6887 −69782536,6972 −35313604,7079 −3018394,6135















.

(68)

Utilizando as LMIs do Teorema 2 em conjunto com as do Teorema 3 , considerando

os vértices do politopo (66), β = 1,2 e µ0 = 0,8, obteve-se

η = 3,9208∗103,

K1 = [12,3530 13,0781 6,5115 0,1681],

K2 = [8,7987 9,5310 5,1906 0,1349],

K3 = [23,9147 23,8563 10,1474 0,2584],

P=















0,7573 0,5483 0,1760 0,0043

0,5483 0,5110 0,1791 0,0045

0,1760 0,1791 0,0952 0,0025

0,0043 0,0045 0,0025 0,0001















,

(69)

Q̄1=















−45052,360199232 −35334,810260211 −11292,107505373 −277,712108045

−35334,810260211 −26959,042980889 −8458,921208214 −207,408603597

−11292,107505373 −08458,921208214 −2619,771354206 −64,096684895

−277,712108045 −207,408603597 −64,096684895 −1,567624433















,

Q̄2=















−45056,963892752 −35339,445068448 −11294,621038452 −277,769562534

−35339,445068448 −26963,703977877 −8461,413703186 −207,465989377

−11294,621038452 −8461,413703186 −2620,981508404 −64,125328757

−277,769562534 −207,465989377 −64,125328757 −1,568300323















,

Q̄3=















−45054,274311320 −35336,765401144 −11293,156893298 −277,736748196

−35336,765401144 −26961,039341278 −8459,982275296 −207,433697955

−11293,156893299 −8459,982275296 −2620,299294720 −64,109403545

−277,736748196 −207,433697955 −64,109403545 −1,567930963















,

(70)
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Nota-se que os ganhos obtidos em (69) são significativamente menores que os encon-

trados em (67). Espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os

resultados de simulação e da implementação prática serão apresentados a seguir.

3.2 Simulações e Resultados Práticos

Assim como no Caṕıtulo 2, o objetivo das simulações e das implementações é fazer com

que a bola siga a referência de um quadrado de 10 cm de lado. Após 40 segundos do ińıcio

da simulação foi inserida uma falha de −50%na leitura dos ângulos dos servomotores das

direções x e y da placa. A entrada de controle u(t) é limitada em ±5V através de um

saturador, inserido via Simulinkr, para não danificar o atuador.

O Teorema 2 não garante a estabilidade do sistema no momento em que ocorre a falha,

já que supõe que a falha é invariante no tempo, mas optou-se por manter os resultados

do sistema sem e com falha em um único gráfico para facilitar a visualização.

No sistema real o sensor apresenta apenas o ângulo medido (θM), mas como a imple-

mentação em laboratório utilizou uma falha induzida via software, então tem-se acesso

ao ângulo real (θ ) e ao ângulo medido (θM). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 14 a 19 apresentam θ ao invés de θM.

A simulação do controlador chaveado (19), com os ganhos dados em (67) é apresentado

na Figura 14 e os resultados práticos nas Figuras 15 e 16.
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Figura 14 - Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a regra de
chaveamento σ do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (67) e
(68).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 15 - Resultados práticos da direção x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a
regra de chaveamento σx do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (67) e (68).

-10

0

10

-0.5

0

0.5

-5

0

5

0 10 20 30 40 50 60 70 80

1

2

3

r x
(c

m
)

θ x
(r

ad
)

Tempo(s)

u σ
x
(V

)
σ x

Fonte: Elaboração do autor.
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Figura 16 - Resultados práticos da direção y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uσy e a
regra de chaveamento σy do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (67) e (68).
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Fonte: Elaboração do autor.

Nota-se que o controlador chaveado (19) com 3 vértices (67) obteve bom desempenho

com o sinal de controle u(t) menor que no controlador com 4 vértices (48), de forma que

o sistema apenas atinge a saturação em alguns pontos no eixo x.

A seguir estão os resultados de simulação e implementação prática do controlador

chaveado (19) com os ganhos (69) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de

controle).
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Figura 17 - Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a regra de
chaveamento σ do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (69) e
(70).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 18 - Resultados práticos da direção x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a
regra de chaveamento σx do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (69) e (70).
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Figura 19 - Resultados práticos da direção y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uσy e a
regra de chaveamento σy do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (69) e (70).
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Fonte: Elaboração do autor.

Como se pode observar, o sinal de controle u(t) do controlador chaveado (19) foi

significativamente menor com os ganhos dados em (69), de forma que os sistema não teve

problemas de saturação, sem que seu desempenho fosse prejudicado.

3.3 Factibilidade dos Controladores Chaveados (com 3 e 4 Vértices) e de Ganho Constante

O intuito de escolher outros vértices do politopo de modo a diminuir a área da com-

binação convexa é diminuir o conservadorismo do projeto. Nessa seção será comparada

a área de factibilidade do controlador chaveado de 3 e 4 vértices e do controlador com

ganho constante (que possui 4 vértices).

As Figuras 20 e 21 demonstram graficamente as restrições η mı́nimas encontradas

para cada valor de falha de projeto em θM e θ̇M no sistema 2D ball balancer, descrita em

(46), para cada projeto de controle.

Todos os controladores foram projetados utilizando as LMIs (28) e (29) do Teorema

3, com µ0 = 0,8 e minimizando η para restringir a norma dos controladores. Os contro-

ladores chaveados (de 3 e 4 vértices) foram projetados utilizando as LMIs (20) e (21) e o

controlador com ganho constante foi projetado utilizando a LMI (29).
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Note que o sistema será fact́ıvel para valores de η iguais ou superiores aos encontrados

nos gráficos, portanto a área de factibilidade será maior no controlador que apresentar

menor η .

Figura 20 - Falha×η dos controladores chaveados de 3 e 4 vértices (em amarelo e azul, res-
pectivamente) e do controlador com ganho constante de 4 vértices (em vermelho),
para falhas entre 0% (sem falha) e −70%.
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Fonte: Elaboração do autor.

Observação 7. O gráfico da Figura 20 foi criado com o controlador chaveado de 4 vértices

em azul, mas como η dos controladores chaveados com 3 e 4 vértices são aproximadamente

iguais para falhas de projeto entre 0% e -70%, o gráfico amarelo sobrepôs o azul.
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Figura 21 - Falha×η dos controladores chaveados de 3 e 4 vértices (em amarelo e azul, res-
pectivamente) e do controlador com ganho constante de 4 vértices (em vermelho),
para falhas entre −70% e −90%.
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Fonte: Elaboração do autor.

Observação 8. O projeto de controle demonstrado nesse caṕıtulo e as Figuras 20 e 21

utilizam γ3max = 1, mas o Teorema 5 permite utilizar γ3max ≥ 1.

Como se pode observar, η mı́nimo dos controladores chaveados foram menores ou

iguais ao do controlador com ganho constante para todas as falhas de projeto. O η
mı́nimo do controlador chaveado de 3 vértices foi menor que o de 4 vértices nos casos em

que as falhas de projeto afetam mais o sistema (a partir de −85%) e aproximadamente

igual quando as falhas eram menores.

Ambos os controladores chaveados são menos conservadores que o controlador com

ganho constante. A vantagem da escolha de vértices com menor área da combinação

convexa é notável quando o sistema está estressado.
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3.4 Conclusões Parciais

Nesse caṕıtulo foi apresentado um controlador para o sistema 2D ball balancer uti-

lizando os teoremas encontrados no Caṕıtulo 2, mas escolhendo outros vértices do politopo

para reduzir a área da combinação convexa, com a intenção de diminuir o conservadorismo

do controlador. Observou-se que os resultados encontrados, utilizando os novos vértices,

obtiveram bom desempenho e sinal de controle u(t) menor que o do controlador com 4 vér-

tices, contribuindo para evitar o problema de saturação. As Figuras 20 e 21 demonstram

que a escolha de vértices que reduzem a área da combinação convexa apresenta resultados

mais significantes quando o sistema está estressado.
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4 CONTROLE ROBUSTO PARA SISTEMAS COM SENSORES QUE
APRESENTAM FALHAS VARIANTES NO TEMPO

No Caṕıtulo 2 foi projetado um sistema de controle chaveado, considerando falhas,

lineares e invariantes no tempo, nos sensores. Nesse caṕıtulo, um novo sistema de controle

foi concebido com o objetivo de permitir a existência de falhas que variam no tempo.

Para atingir este objetivo, evitou-se na análise as derivadas com respeito ao tempo dos

parâmetros que definem as incertezas, descritos em (1)-(3).

A lei de controle utilizada é dada por:

u(t) =−KxM(t). (71)

Logo, o sistema (5) pode ser reescrito como

ẋ(t) = Ax(t)−BKxM(t). (72)

Então, considere a candidata a função de Lyapunov dada por

V (x(t)) = x(t)T Px(t), (73)

sendo que P = PT > 0.

Dada uma constante real β > 0, pode-se impor uma restrição para uma taxa de

decaimento maior ou igual a β se a condição

V̇ (x(t))≤−2βV (x(t)), (74)

for satisfeita, para toda a trajetória x(t) do sistema (BOYD et al., 1994).

O principal resultado desse caṕıtulo é o Teorema 6 apresentado a seguir.

Teorema 6. Defina as matrizes diagonais Gl = Γ−1
bl , Gl ∈ R

n×n e l ∈ Kr, e considere

um escalar β ≥ 0 dado. Suponha a existência de uma matriz simétrica definida positiva

X ∈ R
n×n, de uma matriz Y ∈ R

n×n e de uma matriz M ∈ R
m×n, tais que:
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







AGlY T −BM+Y GlA
T −MT

B
T ∗ ∗

GlY T +AGlY T −BM−X −2X ∗
GlY T 0 −X

2β









≺ 0. (75)

Então a lei de controle (71), considerando (8), torna o ponto de equiĺıbrio x = 0 do

sistema (72) globalmente assintoticamente estável, com uma taxa de decaimento maior ou

igual β , sendo P = X−1 e o ganho do controlador dado por K = MY−T .

Prova: A partir de (2), lembrando que ∑r
i=1λl = 1 e λl ≥ 0, l ∈Kr, defina Gl = Γ−1

l .

Multiplicando (75) por λl e realizando o somatório de l = 1 até l = r, lembrando-se da

definição de Γ−1
z em (9), tem se:









AΓ−1
z Y T −BM+Y Γ−1

z A
T −MT

B
T ∗ ∗

Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM−X −2X ∗
Γ−1

z Y T 0 −X
2β









≺ 0. (76)

Aplicando o complemento de Schur em (76), com X = P−1, obtém-se a seguinte de-

sigualdade

[

AΓ−1
z Y T −BM+Y Γ−1

z A
T −MT

B
T ∗

Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM−X −2X

]

−
[

Y Γ−1
z

0

]

(−2βP)
[

Γ−1
z Y T 0

]

≺ 0, (77)

que pode ser reescrita como

[

2βY Γ−1
z PΓ−1

z Y T +AΓ−1
z Y T −BM+Y Γ−1

z A
T −MT

B
T ∗

Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM−X −2X

]

≺ 0. (78)

Note que em (77) β > 0, Γ−1
z > 0 e P > 0. Então,

−
[

Y Γ−1
z

0

]

(−2βP)
[

Γ−1
z Y T 0

]

� 0. (79)

Assim, de (77) e (79),

[

AΓ−1
z Y T −BM+Y Γ−1

z A
T −MT

B
T ∗

Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM−X −2X

]

≺ 0. (80)
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Portanto, observe que

[

I −I
]

[

AΓ−1
z Y T −BM+Y Γ−1

z A
T −MT

B
T ∗

Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM−X −2X

][

I

−I

]

≺ 0, (81)

que equivale a

−Γ−1
z Y T −Y Γ−1

z ≺ 0. (82)

Logo, −Γ−1
z Y T ≺ 0 e det(Y ) 6= 0. Portanto pode-se definir Z1 = Y−1 e M = KZ−T

1 .

Assim, tem-se de (78) que

[

2βZ−1
1 Γ−1

z PΓ−1
z Z−T

1 +AΓ−1
z Z−T

1 −BKZ−T
1 +Z−1

1 Γ−1
z A

T −Z−1
1 KT

B
T ∗

Γ−1
z Z−T

1 +AΓ−1
z Z−T

1 −BKZ−T
1 −X −2X

]

≺ 0. (83)

Como X é uma matriz simétrica definida positiva, então det(X) 6= 0. Assim, pode-se

definir Z2 = ZT
2 = X−1 e reescrever a desigualdade (83), tal que

[

2βZ−1
1 Γ−1

z PΓ−1
z Z−T

1 +AΓ−1
z Z−T

1 −BKZ−T
1 +Z−1

1 Γ−1
z A

T −Z−1
1 KT

B
T ∗

Z−1
2 PΓ−1

z Z−T
1 +AΓ−1

z Z−T
1 −BKZ−T

1 −Z−1
2 −Z−T

2 −Z−1
2

]

≺ 0.

(84)

Pré e pós-multiplicando (84) por

[

Z1 0

0 Z2

]

e

[

ZT
1 0

0 ZT
2

]

, respectivamente, obtém-se

[

2βΓ−1
z PΓ−1

z +Z1AΓ−1
z −Z1BK +Γ−1

z A
T ZT

1 −KT
B

T ZT
1 ∗

PΓ−1
z +Z2AΓ−1

z −Z2BK −ZT
1 −Z2−ZT

2

]

≺ 0. (85)

Para x 6= 0, note que xM = Γzx 6= 0, pois det(Γz) 6= 0. Assim, observe que se x 6= 0 então

[xT
M ẋT ]T 6= [0 0]T e portanto (85) é equivalente a

[

xT
M ẋT

]

{[

2βΓ−1
z PΓ−1

z ∗
PΓ−1

z 0

]

+

[

Z1

Z2

]

[

(AΓ−1
z −BK) −I

]

+

[

(AΓ−1
z −BK)T

−I

]

[

ZT
1 ZT

2

]

}[

xM

ẋ

]

< 0. (86)
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A partir de (8), observe que o sistema (72) pode ser reescrito como

ẋ(t) = AΓ−1
z Γzx(t)−BKxM(t),

ẋ(t) =
(

AΓ−1
z −BK

)

xM(t),

0 =
(

AΓ−1
z −BK

)

xM(t)− ẋ(t). (87)

Como (AΓ−1
z −BK)xM − ẋ = 0 e xT

M(AΓ−1
z −BK)T − ẋT = 0, então (86) equivale a

2βxT
MΓ−1

z PΓ−1
z xM + ẋT PΓ−1

z xM + xT
MΓ−1

z Pẋ

= 2βxT Px+ ẋT Px+ xT Pẋ

= V̇ +2βxT Px < 0. (88)

Portanto,

V̇ = ẋT Px+ xT Pẋ <−2βxT Px, (89)

e assim a demonstração está conclúıda.

Observação 9. Note que o Teorema 6 não utiliza a derivada do vetor de estado medido,

xM(t). Isso representa uma vantagem, pois a partir de (1), (6), (7) e (8), observe que

xM(t) depende de parâmetros incertos variantes no tempo relacionados à Γz. Ou seja, o

método proposto garante a estabilidade do sistema realimentado (72), com sensores que

apresentam falhas variantes no tempo. Assim, as variações de tais falhas não interferem

no projeto desse sistema de controle.

4.1 Projeto de Controle

Foi projetado o controlador do sistema 2D ball balancer descrito na Seção 2.3 con-

siderando uma falha de até −50% na leitura do ângulo medido, acarretando uma falha

simultânea na derivada do ângulo. Já nas leituras das posições da bola (rx e ry) foi suposto

que não ocorreram erros de leitura. Então, as variáveis de estado podem ser reescritas

como:

x1M(t) = x1(t) = r(t);

x2M(t) =
dx1(t)

dt
= ṙ(t);

x3M(t) = γ3(t)x3(t) = γ3(t)θ(t);

x4M(t) =
dx3(t)

dt
=

d(γ3(t)x3(t))
dt

= γ̇3(t)θ(t)+ γ3(t)θ̇(t). (90)
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Observação 10. No caso particular do sistema 2D ball balancer em que o controle foi

implementado, observe que, a partir de (90), tem-se θ̇M(t) = x4M(t) =
dx3(t)

dt = γ̇3(t)θ(t)+
γ3(t)θ̇(t), pois a variável de estado x4M é obtida por meio de um filtro derivativo. Nessa

seção foi projetado o controlador considerando a falha γ3(t) descrita como uma onda

quadrada, como pode ser visto na Subseção 4.1.1. A derivada de γ3(t) será diferente de

zero apenas quando o valor de γ3(t) for alterado. Então, de forma simplificada, considerou-

se que θ̇M(t)= γ3(t)θ̇(t). Na Seção 4.2 será apresentado o projeto de controle considerando

uma falha γ3(t) descrita por uma onda senoidal, de forma que γ̇3(t) será levado em con-

sideração em x4M(t) = γ̇3(t)θ(t)+ γ3(t)θ̇(t).

A partir das considerações anteriores, de (7), (8) e (9), têm-se as matrizes Γak =

diag [1 1 γ3 γ3] e Γ−1
bl = diag

[

1 1 γ−1
3 γ−1

3

]

. Como visto no Teorema 6, Gl = Γ−1
bl .

Considerando 0,5≤ γ3 ≤ 1, obtêm-se as matrizes:

[G1|G2]=















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2















.
(91)

Do Teorema 6 com β = 1,2 obtêm-se:

K=
[

118,0412 118,0268 55,1525 3,4714
]

, (92)

P=













2962,76 1574,04 193,66 1,40

1574,04 1206,43 166,87 1,31

193,66 166,87 38,91 0,45

1,40 1,31 0,44 0,02













, (93)

Y =













0,0005 −0,0007 0,0004 −0,0000

−0,0007 0,0014 −0,0020 0,0056

0,0004 −0,0020 0,0072 −0,0528

−0,0000 0,0056 −0,0528 0,7341













. (94)

Para reduzir a norma do controlador utilizou-se o Teorema 3.

Observação 11. Como M = KY T no controlador proposto pelo Teorema 6, então no

Teorma 3 foi necessário utilizar Y simétrico e Y > µ0I (ao invés de X > µ0I).



4.1 Projeto de Controle 60

Os resultados obtidos utilizando o Teorema 6 em conjunto com o Teorema 3, para

β = 1,2 e µ0 = 0,8, são apresentados a seguir.

η = 6,3705∗106, (95)

K=
[

63,4164 66,0939 32,5700 1,6221
]

, (96)

P=













0,1473036 0,0795197 0,0093295 0,0001073

0,0795197 0,0620453 0,0083086 0,0001035

0,0093295 0,0083086 0,0021549 0,0000372

0,0001072 0,0001035 0,0000372 0,0000017













, (97)

Y =













10 −13 8 1

−13 27 −35 80

8 −35 114 −963

1 80 −963 17576













. (98)

Nota-se que os ganhos obtidos em (96) são menores que os encontrados em (92).

Espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os resultados de simu-

lação e da implementação prática serão apresentados a seguir.

4.1.1 Simulações e Resultados Práticos

O sistema implementado visa fazer a bolinha percorrer uma trajetória quadrada de

10 cm de lado. Em cada eixo, há uma falha que atua como uma onda quadrada, podendo

estar em γ3 = 0,5 (falha de 50% no sistema) ou γ3 = 1 (não há falha); as ondas quadradas

possuem peŕıodo de 10 segundos (5 segundos com γ3 = 0,5 e 5 segundos com γ3 = 1)

e estão defasadas em 2,5 segundos entre si, de forma que é posśıvel observar o sistema

funcionando quando há falha em apenas um eixo, nos dois eixos ou em nenhum eixo.

Para não danificar o atuador, foi inserido um saturador, via Simulinkr, que limita a

entrada do sinal de controle u(t) em ±5V.

No sistema real o sensor apresenta apenas o ângulo medido (θM), mas como a imple-

mentação em laboratório utilizou uma falha induzida via software, então tem-se acesso

ao ângulo real (θ ) e ao ângulo medido (θM). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 23 e 24 apresentam θ ao invés de θM.

A simulação do controlador (71), com os ganhos dados em (92) é apresentada na

Figura 22 e os resultados práticos nas Figuras 23 e 24.
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Figura 22 - Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a falha γ3 do
2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (92).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 23 - Resultados práticos do eixo x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (92).
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Figura 24 - Resultados práticos do eixo y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uy e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (92).
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Fonte: Elaboração do autor.

Nota-se que utilizando o controlador (71) com os ganhos (92), o sistema seguiu a

posição desejada x =±5 cm, y =±5 cm e manteve os ângulos das direções x e y próximo

de zero. Observa-se também que o sistema saturou em alguns momentos, principalmente

no eixo x.

A seguir estão os resultados de simulação e implementação prática do controlador

chaveado (71) com os ganhos (96) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de

controle).
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Figura 25 - Resultados de simulação: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha γ3

do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (96).
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Figura 26 - Resultados práticos do eixo x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (96).
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Figura 27 - Resultados práticos do eixo y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uy e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (96).
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Como se pode observar, o sinal de controle u(t) do controlador (71) foi significativa-

mente menor com os ganhos dados em (96), de forma que o sistema saturou apenas em

alguns momentos no eixo x.

4.2 Projeto de Controle Levando em Consideração a Derivada da Falha

Quando a falha na medição de uma variável de estado xpM = γpxp ocorre e ainda

precisamos estimar ẋpM =
dxp
dt =

d(γpxp)
dt , então note que

d(γpxp)
dt = γpẋp + γ̇pxp. A Seção 4.1

considerou γ̇p = 0, essa seção abordará o problema para os casos em que γ̇p 6= 0.

Nessa seção foi novamente projetado o sistema 2D ball balancer descrito na Seção 2.3

com falha na leitura do ângulo medido θM e portanto com falha também na velocidade

angular medida θ̇M. As variáveis de estados podem ser escritas conforme (90). Note que

θ̇M = γ̇3θ + γ3θ̇ , assim como θM está em função de θ e θ̇ , então as matrizes Γak deixaram

de ser diagonais, tendo em vista (8) e (40), como pode ser visto a seguir.
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Γak=















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 γ3 0

0 0 γ̇3 γ3















, (99)

O controle foi projetado supondo falha de até -50% na leitura do ângulo medido θM

e com a variação da falha θ̇M entre −0,05π e 0,05π, assim:

0,5≤ γ3 ≤ 1, (100)

−0,05π ≤ γ̇3 ≤ 0,05π.

A partir de (99) e (100) e lembrando do Teorema 6 que Gi = Γ−1
i , obtêm se:

[G1|G2]=















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0,6283 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 −0,6283 2















,

[G3|G4]=















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0,1571 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −0,1571 1















,

(101)

Do Teorema 6 com β = 1,2 obtêm-se:

K=
[

132,7281 132,3025 61,3486 3,7206
]

, (102)

P=













119863,15 62416,00 7309,24 49,93

62416,00 47612,54 6273,36 46,64

7309,24 6273,36 1405,62 15,81

49,93 46,64 15,81 0,81













, (103)
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Y =













0,0000112 −0,00001591 0,0000103 −0,0000030

−0,0000159 0,00003397 −0,0000498 0,0001538

0,0000103 −0,00004980 0,0001863 −0,0014771

−0,0000030 0,00015385 −0,0014771 0,0215937













. (104)

Para reduzir a norma do controlador utilizou-se o Teorema 3. Os resultados obtidos

utilizando o Teorema 6 em conjunto com o Teorema 3, com β = 1,2 e µ0 = 0,8, são

apresentados a seguir.

η = 4,6426∗107, (105)

K=
[

79,6256 82,4983 40,3418 2,1073
]

, (106)

P=













0,1502539 0,0799788 0,0090366 0,0000880

0,0799788 0,0619282 0,0079543 0,0000840

0,0090366 0,0079543 0,0019391 0,0000293

0,0000880 0,0000840 0,0000293 0,0000013













, (107)

Y =













9,416 −12,968 8,026 −0,404

−12,968 26,773 −35,364 93,370

8,026 −35,364 121,555 −1047,934

−0,404 93,370 −1047,935 18694,177













. (108)

Nota-se que os ganhos obtidos em (106) são menores que os encontrados em (102),

espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os resultados de simulação

e da implementação prática serão apresentados a seguir.

4.2.1 Simulações e Resultados Práticos

O objetivo do sistema implementado é fazer a bolinha percorrer uma trajetória quadrada

de 10cm de lado. Em cada eixo há uma falha que varia entre 0,5 a 1 de forma senoidal

com 0,1Hz de frequência e 2,5 segundos de defasagem entre os eixos. Foi utilizada essa de-

fasagem para demonstrar que o sistema continua tendo bom desempenho mesmo quando

os eixos apresentam falhas diferentes. A falha utilizada pode ser representada matemati-

camente por:

γ3 = 0,75+0,25sen(0,2πt), (109)
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γ̇3 = 0,05π cos(0,2πt). (110)

Como se pode observar −0,05π ≤ γ̇3 ≤ 0,05π, que é o previsto no projeto.

Para não danificar o atuador, foi inserido um saturador, via Simulinkr, que limita a

entrada do sinal de controle u(t) em ±5V.

No sistema real o sensor apresenta apenas o ângulo medido (θM), mas como a imple-

mentação em laboratório utilizou uma falha induzida via software, então tem-se acesso

ao ângulo real (θ ) e ao ângulo medido (θM). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 28 a 33 apresentam θ ao invés de θM.

A simulação do controlador (71), com os ganhos dados em (102) é apresentado na

Figura 28 e os resultados práticos nas Figuras 29 e 30.

Figura 28 - Resultados de simulação: posição r, ângulo θ , sinal de controle uσ e a falha γ3 do
2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (102).
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Figura 29 - Resultados práticos do eixo x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (102).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 30 - Resultados práticos do eixo y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uy e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (102).
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Fonte: Elaboração do autor.

Nota-se que utilizando o controlador (71) com os ganhos (102), o sistema seguiu a
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posição desejada x =±5 cm, y =±5 cm e manteve os ângulos das direções x e y próximo

de zero, mas apresentou problemas de sturação.

A seguir estão os resultados de simulação e implementação prática do controlador (71)

com os ganhos (106) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de controle).

Figura 31 - Resultados de simulação: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha γ3

do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (106).
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Figura 32 - Resultados práticos do eixo x: posição rx, ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (106).
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Fonte: Elaboração do autor.

Figura 33 - Resultados práticos do eixo y: posição ry, ângulo θy, sinal de controle uy e a falha
γ3 do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (106).
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Fonte: Elaboração do autor.

Nota-se que a redução da norma utilizando o Teorema 3 reduziu significativamente o
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sinal de controle, de forma que o problema de saturação foi quase eliminado.

4.3 Conclusões parciais

Nesse caṕıtulo foi proposta uma nova metodologia de projeto de controle robusto para

sistemas lineares, considerando que os sensores apresentam falhas de medição variantes no

tempo. O vetor de estado medido, xM(t) = Γzx(t), apresenta incertezas politópicas, como

mostra a definição de Γz em (7). O método proposto nesse caṕıtulo apresenta condições

que garantem a estabilidade do sistema realimentado, bem como uma taxa de decaimento

mı́nima, que independem das variações dos elementos da matriz Γz. O teorema foi utilizado

para projetar o controlador empregado na implementação prática, em um sistema 2D ball

balancer, para confirmar a sua eficácia.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho inicialmente foi apresentado um procedimento para representar uma

planta linear e invariante no tempo em função de um vetor de estado medido com in-

certezas xM. Utilizando essa representação foi demonstrado como projetar um controlador

chaveado que garante estabilidade do sistema controlado, com uma taxa de decaimento

β mı́nima previamente especificada. Foi evidenciado que o controlador chaveado é menos

conservativo que o controlador com um único ganho através de um teorema e graficamente

com um exemplo. Essa representação e o projeto de controle foram publicados em Buzetti

et al. (2015).

Foi proposta uma forma de escolher os vértices do politopo de forma que o controlador

chaveado fique ainda menos conservativo.

Um teorema que restringe a norma dos controladores foi apresentado com o intuito

de diminuir o sinal de controle do sistema para assim evitar problemas de saturação.

Foi proposto também o projeto de um controlador que garante a estabilidade do

sistema controlado, com uma taxa de decaimento β mı́nima previamente especificada,

mesmo que a falha varie no tempo. Esse projeto de controle foi publicado em Buzetti et

al. (2016).

Todos os projetos de controle foram implementados em bancada no sistema 2D ball

balancer, com e sem o teorema que restringe a norma dos controladores, de forma que

foi posśıvel verificar que todos os controladores apresentaram bom desempenho e os con-

troladores que tiveram sua norma restringida tiveram significativa diminuição do sinal de

controle, de forma que o problema de saturação pôde ser evitado.

Planos de pesquisas futuras incluem um estudo aprofundado de saturação, projetos

para sistemas não lineares, aplicações dos métodos em outros equipamentos do LPC,

controladores digitais e outras técnicas de controle.



73

REFERÊNCIAS
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87 p.

SOUZA, W. A.; OLIVEIRA, D. R.; TEIXEIRA, M. C. M.; SILVA, L. S. C.; CARDIM,
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PROJETO DE CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO COM FALHAS NOS SENSORES
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Abstract— This paper addresses a recurrent subject in practical implementations which is the sensor measure-
ment failure. Thus, the state vector available for feedback, denominated xM (t), presents polytopic uncertainties.
The contribution of this work is the state space representation of a linear time-invariant system using xM (t) and
the switched control project that ensures the stability of the system. The switched control design is based on
Linear Matrix Inequalities (LMIs) and uses a quadratic Lyapunov function. A practical implementation of a 2D
ball balancer system confirms the efficiency of the method.

Keywords— Sensor Fault; Reliable Control; Switched Control; Linear Matrix Inequalities.

Resumo— Este trabalho aborda um tema recorrente em implementações práticas que é a falha de medição
do sensor. Considerou-se que o vetor de estado dispońıvel para a realimentação, denominado xM (t), apresenta
incertezas politópicas. A contribuição do trabalho é a representação em espaço de estados de um sistema linear e
invariante no tempo utilizando xM (t) e o projeto de controle chaveado que garante a estabilidade desse sistema. O
projeto de controle chaveado é baseado em desigualdades matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix Inequalities
- LMIs) e utiliza uma função de Lyapunov do tipo quadrática. Uma implementação prática de um sistema 2D
ball balancer confirmam a eficiência do método.

Keywords— Falha do Sensor; Controle Confiável; Controle Chaveado; Desigualdades Matriciais Lineares.

1 Introdução

Em muitas aplicações em engenharia, o sistema de
controle é obrigado a ter uma alta confiabilidade,
especialmente em sistemas cŕıticos para a segu-
rança humana, tais como sistemas de aeronaves
e sistemas médicos (Dong and Yang, 2015). Em
geral, o controle de qualquer sistema depende da
disponibilidade e qualidade das medições dos sen-
sores. Em algumas aplicações de controle com rea-
limentação, condições ambientais desfavoráveis,
comunicação ruim ou mau funcionamento de al-
gum hardware ou software, muitas vezes preju-
dicam as medições dos sensores. Dessa forma,
as caracteŕısticas dos sensores podem mudar ao
longo do tempo de modo que possa haver uma fa-
lha parcial ou total (Liu et al., 2013), o que pode
degradar o desempenho ou até mesmo destruir a
estabilidade dos sistemas controlados.

Portanto, para aumentar a confiabilidade do
sistema de controle, é preciso considerar posśıveis
falhas nos sensores e/ou atuadores. Um sistema
de controle projetado para tolerar falhas de atua-
dores ou sensores dentro de um subconjunto pré-
especificado de todos os atuadores ou sensores,
mantendo as propriedades do sistema de controle
desejadas, será chamado de sistema de controle
confiável (Veillette et al., 1992; Minqing, 2009).

Uma revisão bibliográfica recente sobre sis-
temas de controle tolerantes à falhas é apresentada
em (Zhang and Jiang, 2008).

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas
técnicas de controle confiável, modelando as
incertezas dos sensores como funções incertas
parametrizáveis (Yang et al., 2000; Yang et al.,
2001; Minqing, 2009; Wang et al., 2011; Dong
and Yang, 2015). Nesses trabalhos é realizada a
realimentação do vetor de estado ou da sáıda da
planta, sendo que este vetor possui incertezas. A
representação do sistema realimentado é o ponto
de destaque desses trabalhos, pois é feita através
de espaço de estados, utilizando a dinâmica do ve-
tor de estado que não possui incertezas, x(t). Por
esse motivo, diversas manipulações algébricas são
necessárias para propor condições que estabilizem
o sistema realimentado.

Motivado por esse problema, o trabalho tem
como objetivo propor uma representação em es-
paço de estados do sistema linear e invariante no
tempo que descreva a dinâmica do vetor de estado
medido, denominado xM (t). Então, o sistema re-
sultante será representado como um sistema com
incertezas politópicas. Dessa forma, LMIs bas-
tante estudadas na literatura podem ser utilizadas
para garantir a estabilidade do sistema realimen-
tado e projetar o sistema de controle.

Nesse trabalho optou-se em realizar o projeto
de controle chaveado através da realimentação de
xM (t). Pois, como visto em (Souza et al., 2013;
Oliveira et al., 2014; Souza et al., 2014a), as LMIs
utilizadas no controle chaveado para encontrar os
ganhos são menos conservadoras do que as clássi-
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cas que utilizam apenas um ganho de realimenta-
ção do vetor de estado (Boyd et al., 1994).

O trabalho ainda apresenta uma aplicação em
bancada, do controle de um sistema 2D ball balan-
cer (Quanser, 2008), considerando falha na leitura
do ângulo θ(t), e consequentemente na estimação
de θ̇(t), para demonstrar a eficácia do método.
Utilizou-se o software MatLab/Simulinkr para a
aplicação da lei de controle durante a implemen-
tação prática e a linguagem do YALMIP, com o
solver SeDuMi, para resolver as LMIs.

Por conveniência, serão estabelecidas algumas
notações que serão utilizadas no trabalho:

Kr = {1, 2, . . . , r}, r ∈ N, x(t) = x, V (x) = V,

i, j ∈ Ks, k, l ∈ Kr, p ∈ Kn,

ρk ≥ 0,

r∑

k=1

ρk = 1 e ρT=[ρ1 ρ2 . . . ρr],

λl ≥ 0,

r∑

l=1

λl = 1 e λT=[λ1 λ2 . . . λr],

αi ≥ 0,

s∑

i=1

αi = 1 e αT=[α1 α2 . . . αs],

α1 = ρ1λ1, α2 = ρ1λ2, . . . , αr = ρ1λr,
αr+1 = ρ2λ1, αr+2 = ρ2λ2, . . . , α2r = ρ2λr,

αr(r−1)+1 = ρrλ1, . . . , αs = ρrλr,

Γz =

r∑

k=1

ρkΓk

=

r∑

k=1

ρk diag [γ1(a1) γ2(a2) . . . γn(an)] ,

Γ−1
z =

r∑

l=1

λlΓ
−1
l

=

r∑

l=1

λl diag
[
γ1(b1)

−1 γ2(b2)
−1 . . . γn(bn)

−1
]
,

(a1 a2 . . . an) = dec2bin(k − 1), ap ∈ {0, 1},
(b1 b2 . . . bn) = dec2bin(l − 1), bp ∈ {0, 1},

0 < γp(0) ≤ γp ≤ γp(1),

γp(0) ≤ 1 e γp(1) ≥ 1,

Az =

s∑

i=1

αiAi =

r∑

k=1

r∑

l=1

ρkλlΓkAΓ−1
l ,

Bz =

s∑

i=1

αiBi =

r∑

k=1

r∑

l=1

ρkλlΓkB, (1)

sendo r = 2n, s = 22n e n é a dimensão do vetor de
estado x(t). Os elementos ρk e λl são constantes e
incertos. A função dec2bin representa a mudança
da base decimal para binária. A Tabela 1 exem-
plifica o uso da função dec2bin para n = 2. Note
que de (1), os valores máximos e mı́nimos dos pa-
râmetros incertos γp, p ∈ Kn, formam a diagonal
da matriz Γk, k ∈ Kr. Por sua vez a matriz Γk

representa cada um dos vértices do politopo, for-
mados através de todas as combinação posśıveis
dos valores máximos e mı́nimos de γp, p ∈ Kn.

Tabela 1: Exemplo da Função dec2bin.

k k − 1 dec2bin(k − 1) a1 a2 γ1(a1) γ2(a2)
1 0 00 0 0 min min
2 1 01 0 1 min max
3 2 10 1 0 max min
4 3 11 1 1 max max

Definição 1 Considere o conjunto ΩH(t) defini-
do abaixo:

ΩH(t) = arg min
i∈Ks

xT
M (t)HixM (t)

={j∈Ks : x
T
M (t)HjxM (t)= min

i∈Ks

xT
M (t)HixM (t)},

sendo Hi ∈ Rn×n, i ∈ Ks, e xM (t) ∈ Rn. O
menor ı́ndice j ∈ ΩH(t) será denotado por

arg min
i∈Ks

∗{xM (t)THixM (t)} = min
j∈ΩH(t)

j.

2 Definição do Problema

Considere o sistema linear e invariante no tempo
descrito por:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (2)

sendo x(t) ∈ Rn o vetor de estado, u(t) ∈ Rm a
entrada de controle, A ∈ Rn×n e B ∈ Rn×m.

Suponha que exista uma falha na medição
das variáveis de estado x(t), sendo que uma fa-
lha do sensor pode se manifestar na forma de
dois efeitos, de modo mútuo ou independente
(Ackermann, 1984):

• um efeito multiplicativo. O ganho do sensor
pode ser reduzido, variando a partir do seu
valor nominal até zero;

• um efeito aditivo. A sáıda do sensor pode
conter um desequiĺıbrio ou rúıdo após a falha.

Nesse trabalho será considerada apenas a exis-
tência do efeito multiplicativo, com o ganho do
sensor incerto, porém maior do que zero.

Dessa forma, o vetor de estado x(t) não está
dispońıvel para a realimentação. Então, o vetor de
estado medido será denominado xM (t), sendo que
xM (t) possui incertezas politópicas representadas
através da matriz Γz, definida em (1), tal que

xM (t) = Γzx(t). (3)

Observação 1 No modelo de falha de sensores
considerado, quando γp(0) = γp(1) = 1, para
todo p ∈ Kn, então xM (t) = x(t) o que corres-
ponde ao caso normal, sem possibilidade de falhas.
Quando γp(0) < γp(1), pode-se ter uma falha par-
cial no sensor que mede a variável de estado xp(t),
também considerado como a degradação do sensor
(Yang et al., 2000).
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A lei de controle chaveada utilizada é dada
por:

u(t) = −KσxM (t), (4)

sendo que o ganho Kσ será definido posterior-
mente. Então o sistema realimentado dado em
(2)-(4) pode ser representado por:

ẋ(t) = Ax(t)− BKσxM (t). (5)

Observe que o sistema dado em (5) repre-
senta ẋ(t) em função de x(t) e xM (t). Esse pro-
blema motivou a elaboração desse trabalho e uma
solução é apresentada no Teorema 1 .

Teorema 1 O sistema linear e invariante no
tempo descrito em (2), com a lei de controle dada
em (4), pode ser representado por:

ẋM (t) = (Az −BzKσ)xM (t). (6)

Prova: Considere o sistema dado em (2), a
lei de controle dada em (4) e a matriz de incerteza
Γz, tal que

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
= AΓ−1

z Γzx(t)− BKσxM (t)

=
(
AΓ−1

z − BKσ

)
xM (t), (7)

pois xM (t) = Γzx(t)
Multiplicando (7) por Γz à esquerda, temos

Γzẋ(t) =
(
ΓzAΓ−1

z − ΓzBKσ

)
xM (t), (8)

então a partir de (1), para xM (t) = Γzx(t) e
sendo Γz constante, o sistema (8) pode ser rees-
crito como

ẋM (t) =
(
ΓzAΓ−1

z − ΓzBKσ

)
xM (t),

=
r∑

k=1

r∑

l=1

ρkλl

(
ΓkAΓ−1

l − ΓkBKσ

)
xM (t)

=
s∑

i=1

αi (Ai −BiKσ)xM (t)

= (Az −BzKσ)xM (t) (9)

então a prova está conclúıda.

3 Controle Chaveado

Nesta seção, baseado em (Souza et al., 2014a), é
proposto o projeto de um controlador chaveado
para o sistema linear e invariante no tempo com
incertezas no vetor de estado medido xM (t). A
função de Lyapunov do tipo quadrática é dada
por

V (xM (t)) = xT
MPxM . (10)

A ideia básica da lei de controle chaveada é
a minimização da derivada temporal da função
de Lyapunov, por meio da seleção do ganho do
controlador, que pertence ao conjunto de ganhos

Kj , j ∈ Ks. Essa lei de chaveamento utiliza ma-
trizes simétricas auxiliares Q̄j , j ∈ Ks e escolhe
um ı́ndice σ. Portanto, considerando os ı́ndices σ
obtidos utilizando a Definição 1, define-se o con-
trolador chaveado da seguinte forma:

u(t) = −KσxM (t),

σ = arg min
j∈Ks

∗{xT
M (t)Q̄jxM (t)}. (11)

Teorema 2 Suponha a existência de uma matriz
simétrica positiva definida X ∈ Rn×n, matrizes
simétricas Zi, Qj ∈ Rn×n, matrizes Mj ∈ Rm×n e
um escalar β ≥ 0, para todo i, j ∈ Ks, tais que:

−BiMj −MT
j BT

i − Zi −Qj ≺ 0, (12)

XAT
i +AiX + Zi +Qi + 2βX ≺ 0. (13)

Então a lei de controle chaveada (11) torna o
ponto de equiĺıbrio xM = 0 do sistema (6) (e x = 0
de (5)) globalmente assintoticamente estável com
uma taxa de decaimento maior ou igual β, sendo
P = X−1, Q̄j = X−1QjX

−1 e os ganhos do con-
trolador dados por Kj = MjX

−1.

Prova: Como em (Boyd et al., 1994),
pode-se usar uma função de Lyapunov quadrática
(10) para estabelecer um limite inferior para a
taxa de decaimento do sistema (6). A condição
V̇ (xM (t)) ≤ −2βV (xM (t)), para todas as tra-
jetórias xM (t), é equivalente à especificação de
uma taxa de decaimento maior ou igual a β. Dessa
forma tem-se:

V̇ (xM (t)) + 2βV (xM (t)) =

= xT
M (AT

z P + PAz + 2βP

−KT
σ B

T
z P − PBzKσ)xM . (14)

Agora, considere que existam matrizes
simétricas Z̄i, Q̄j ∈ Rn×n tais que:

−(PBiKj +KT
j B

T
i P ) ≺ Z̄i + Q̄j , ∀ i, j ∈ Ks.

(15)
Então, de (15) tem-se:

− xT
M (PBzKσ +KT

σ B
T
z P )xM

= −
s∑

i=1

αix
T
M (PBiKσ +KT

σ B
T
i P )xM

≤
s∑

i=1

αix
T
M Z̄ixM + xT

M Q̄σxM . (16)

A partir de (1) e (11), observe que

xT
M Q̄σxM = min

j∈Ks

(xT
M Q̄jxM ) ≤

s∑

i=1

αix
T
M Q̄ixM .

Então, de (16) tem-se:

− xT
M (PBzKσ +KT

σ B
T
z P )xM

≤
s∑

i=1

αix
T
M (Z̄i + Q̄i)xM . (17)
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Lembrando que αi ≥ 0 e
s∑

i=1

αi = 1, de (14) e

(17), para xM 6= 0, tem-se que:

V̇ (xM (t)) + 2βV (xM (t)) ≺ 0 (18)

se

AT
i P + PAi + Z̄i + Q̄i + 2βP ≺ 0. (19)

Agora, defina X = P−1, Zi = XZ̄iX, Qi =
XQ̄iX e Mj = KjX. Pré- e pós-multiplicando
(15) e (19) por X, as LMIs (12) (13) são obtidas,
respectivamente.

4 O Sistema 2D ball balancer Quanserr

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado
pela Quanserr, mostrado na Figura 1 . Seu mo-
delo esquemático referente à direção x da placa
é mostrado na Figura 2, e a direção y pode ser
representado da mesma forma (Quanser, 2008).

Figura 1: Equipamento 2D ball balancer, pertencente
ao DEE-FEIS-LPC (Souza et al., 2014b)

.
Lplate

dx
Bola

α

θx

rarm

Engrenagem
do Motor

Engrenagem
de Carga

Engrenagem
do Potenciômetro

Suporte da Barra

Placa de Equiĺıbrio

Placa de Suporte Inferior

Figura 2: Planta esquemática do 2D ball balancer na
direção x (Quanser, 2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada so-
bre a qual uma bola é colocada e se move livre-
mente. A bola pode ser posicionada em um ponto
de referência fixo ou pode rastrear uma rota de-
terminada. Uma câmera superior é utilizada para
medir a posição da bola. Existem dois servomo-
tores, cada um deles está ligado a um dos eixos
da placa. Ao controlar a posição das engrenagens

de carga do servomotor, o ângulo de inclinação da
placa pode ser ajustado para equilibrar a bola em
uma posição plana desejada.

O modelo matemático linearizado do sistema
2D ball balancer (Quanser, 2008) é dado por:

d̈(t) = Kbbθ(t), τ θ̈(t) + θ̇(t) = KVm(t), (20)

sendo:
d(t) a posição da bola;
θ(t) o ângulo de carga;
Vm(t) = u(t) o sinal de controle;
τ e K são parâmetros do fabricante;

e Kbb =
2mbgrarmrb

2

Lplate(mbrb2 + Jb)
.

A descrição e os valores das constantes são
dados na Tabela 2.

Tabela 2: Parâmetros do sistema 2D ball balancer.
Parâmetros Śımbolo Valor

Massa da bola (kg) mb 0,003

Distância do eixo do motor ao ponto de
fixação da barra (cm)

rarm 2,54

Raio da bola (cm) rb 1,96

Comprimento da mesa (cm) Lplate 27,5

Parâmetro do fabricante (rad/sV) K 1,76

Parâmetro do fabricante (s) τ 0,00285

Momento de inércia de uma esfera só-
lida (kgm2)

Jb 0,0046

Parâmetro do sistema (m/s2rad) Kbb 1,3

O sistema (20) pode ser representado de forma
similar ao sistema (2), sendo que:

A=




0 1 0 0
0 0 Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ


,B=




0
0
0
K
τ


, x(t)=




d(t)

ḋ(t)
θ(t)

θ̇(t)


 .

(21)
Durante a implementação prática apenas as

variáveis de estado dM e θM estão dispońıveis, e
ḋM e θ̇M são estimadas por meio de filtros deriva-
tivos Gf (s) = 20s/(s + 20), como sugerido pela
fabricante (Quanser, 2008). Dessa forma, foi con-
siderada uma falha de até −50% na leitura do ân-
gulo medido, acarretando uma falha simultânea
na derivada do ângulo. Já a leitura da posição da
bola não possui nenhuma erro de leitura.

A partir dessas considerações, de (1) e (3), as
matrizes Γk e Γ−1

l são dadas por:

Γk = diag [1 1 γ3(a3) γ3(a3)]

Γ−1
l = diag

[
1 1 γ3(b3)

−1 γ3(b3)
−1

]

0, 5 ≤ γ3 ≤ 1

Utilizando o Teorema 1, o sistema linear e in-
variante no tempo descrito em (2) e (21) pode ser
representado por (6) e (1), sendo que

Ai=




0 1 0 0

0 0 Kbb

γ3(b3)
0

0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ


, Bi=




0
0
0

Kγ3(a3)
τ


 .

(22)
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Nesse caso em particular, observe que as ma-
trizes Γk, Γ−1

l , Ai e Bi dependem somente dos
valores máximos e mı́nimos de γ3. Dessa forma, a
partir de (1) e para k, l ∈ {1, 2} e i ∈ {1, 2, 3, 4} a
combinação dos valores máximo e mı́nimo de γ3 é
apresentada na Tabela 3.

Tabela 3: Valores de γ3(a3) e γ3(b3)
−1.

ρk a3 λl b3 i αi γ3(a3) γ3(b3)
−1

ρ1 0 λ1 0 1 α1 min min
ρ1 0 λ2 1 2 α2 min max
ρ2 1 λl 0 3 α3 max min
ρ2 1 λ2 1 4 α4 max max

Portanto, no projeto de controle foram utiliza-
dos os seguintes vértices do politopo, para ambos
os eixos:

[A1|A2]=




0 1 0 0
0 0 Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0
0 0 2Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ


 ,

[A3|A4]=




0 1 0 0
0 0 Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0
0 0 2Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ


 ,

B1 = B2 =
[
0 0 0 0,5K

τ

]T
,

B3 = B4 =
[
0 0 0 K

τ

]T
.

(23)

Utilizando as LMIs do Teorema 2 e con-
siderando os vértices do politopo (23) para β =
1, 4 foram obtidos os seguintes ganhos, a seguinte
matriz simétrica positiva definida e as seguintes
matrizes simétricas:

K1 = [214,7664 170,2068 73,5017 4,4394],
K2 = [161,6260 128,5165 55,9968 3,2109],
K3 = [120,4055 95,3642 41,1394 2,3784],
K4 = [53,5823 42,8023 18,9139 0,8285],

P=104




3,7000 2,8705 1,2064 0,0840
2,8705 2,2576 0,9543 0,0667
1,2064 0,9543 0,4095 0,0288
0,0840 0,0667 0,0288 0,0021


 ,

(24)

Q̄1=107



−1,3125 −1,0434 −0,4536 −0,0295
−1,0434 −0,8295 −0,3605 −0,0235
−0,4536 −0,3605 −0,1567 −0,0102
−0,0295 −0,0235 −0,0102 −0,0006


 ,

Q̄2=107



−1,0215 −0,8136 −0,3570 −0,0223
−0,8136 −0,6480 −0,2843 −0,0178
−0,3570 −0,2843 −0,1246 −0,0078
−0,0223 −0,0178 −0,0078 −0,0005


 ,

Q̄3=106



−5,2632 −4,1962 −1,8373 −0,1104
−4,1962 −3,3451 −1,4643 −0,0880
−1,8373 −1,4643 −0,6406 −0,0386
−0,1104 −0,0880 −0,0386 −0,0022


 ,

Q̄4=106



−1,9186 −1,5535 −0,7231 −0,0292
−1,5535 −1,2571 −0,5840 −0,0239
−0,7231 −0,5840 −0,2694 −0,0115
−0,0292 −0,0239 −0,0115 −0,0002


 .

(25)

Os resultados numéricos obtidos, foram uti-
lizados para realizar a implementação prática que
serão apresentadas a seguir.

4.1 Resultados Práticos

O objetivo da implementação é fazer com que a
bola siga a referência de um quadrado de 10 cm de
lado. Após 40 segundos do ińıcio da simulação foi
inserida uma falha de −50% na leitura dos ângu-
los dos servomotores das direções x e y da placa.
A entrada de controle u(t) é limitada em ±5V
através de um saturador, inserido via Simulinkr,
para não danificar o atuador. As respostas obti-
das são apresentadas nas Figuras 3 e 4, utilizando
o controlador chaveado dado em (11), com os ga-
nhos dados em (24).
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Figura 3: Resultados práticos da direção x: posição
dxM = dx, ângulo θxM = γ3θx, sinal de controle uσx

e a regra de chaveamento σx do 2D ball balancer uti-
lizando o controlador chaveado (11), (24) e (25).
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Figura 4: Resultados práticos da direção y: posição
dyM = dy, ângulo θyM = γ3θy, sinal de controle uσy

e a regra de chaveamento σy do 2D ball balancer uti-
lizando o controlador chaveado (11), (24) e (25).

Nas Figuras 3 e 4, pode-se notar que uti-
lizando o controlador chaveado (11), o sistema
seguiu a posição desejada x = ±5 cm, y = ±5 cm
e manteve os ângulos das direções x e y próximo
de zero. Observa-se também que houve alternân-
cia entre os quatro controladores ativos para cada
instante de tempo.

Por fim, a trajetória da bola representada na
Figura 5 confirma a eficiência da metodologia pro-
posta.
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Figura 5: Resultados práticos da posição x×y do 2D
ball balancer utilizando o controlador chaveado (11),
(24) e (25).

5 Conclusões

Nesse trabalho foi considerado que o vetor de es-
tado dispońıvel para a realimentação possui in-
certezas politópicas. Na busca de resolver esse
problema recorrente em implementações práticas,
um teorema que permite representar esse sistema
em espaço de estados descrevendo a dinâmica
de xM (t) foi proposto. O projeto de controle
chaveado, utilizando essa nova representação, foi
utilizado para garantir estabilidade ao sistema. Os
resultados da implementação prática em um sis-
tema 2D ball balancer confirmaram a eficiência do
método.
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Abstract— This paper presents a method to ensure the stability for a linear system with sensor failure. It is
considered that the sensor failure varies with time and it is mathematically represented by polytopic uncertainties
in the measured state vector, called xM (t). Based on a quadratic Lyapunov function, the design conditions are
presented through linear matrix inequalities. The sensor measurement failure is a recurring problem in real
applications, for this reason a practical implementation was performed in a 2D ball balancer system to prove the
efficacy of the proposed method.

Keywords— Sensor Fault; Reliable Control; Robust Control; Linear Matrix Inequalities (LMIs).

Resumo— Este trabalho apresenta um método para garantir a estabilidade de um sistema linear com falha no
sensor. Considera-se que a falha no sensor varia com o tempo e ela é matematicamente representada por incertezas
politópicas no vetor de estado medido, chamado xM (t). Baseadas em uma função quadrática de Lyapunov, as
condições de projeto são apresentadas através de desigualdades matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix

Inequalities -LMIs). A falha de medição no sensor é um problema recorrente em aplicações reais, por esse motivo
foi realizada uma implementação prática em um sistema 2D ball balancer para comprovar a eficácia do método
proposto.

Palavras-chave— Falha do Sensor; Controle Confiável; Controle Robusto; Desigualdades Matriciais Linea-
res(LMIs).

1 Introdução

Controle tolerante a falhas é uma área importante
de pesquisa relacionada ao projeto de controle com
realimentação, pois tem o propósito de garantir
segurança e confiabilidade ao sistema realimen-
tado, apesar da ocorrência de falhas. Um sistema
de controle consiste em sensores, compensadores e
atuadores, além de um objeto controlado. Em ge-
ral, os sensores são propensos a apresentar falhas
mais frequentemente do que atuadores ou compen-
sadores (Yang and Ye, 2008). As caracteŕısticas
dos sensores podem mudar ao longo do tempo de
modo que possa haver uma falha parcial ou total
(Liu et al., 2013), o que pode degradar o desem-
penho ou até mesmo destruir a estabilidade dos
sistemas controlados.

Portanto, é necessário considerar as posśıveis
falhas nos sensores e/ou atuadores para aumen-
tar a confiabilidade do sistema. Um sistema de
controle projetado para tolerar falhas de atuado-
res ou sensores, dentro de um subconjunto pré-
especificado de todos os atuadores ou sensores,
mantendo as propriedades do sistema de controle
desejadas, será chamado de sistema de controle
confiável (Veillette et al., 1992; Minqing, 2009).

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas
técnicas de controle confiável, modelando as in-
certezas dos sensores como funções incertas pa-
rametrizáveis (Yang et al., 2000; Yang et al.,
2001; Minqing, 2009; Wang et al., 2011; Dong and
Yang, 2015), ou como uma entrada exógena, mini-

mizada por norma H∞ (Yang and Ye, 2008; Bou-
attour et al., 2009). Há também métodos que
garantem a confiabilidade do sistema utilizando
um sensor auxiliar para verificar se há falha no
sensor principal e compensando essa falha utili-
zando técnicas fuzzy (Oudghiri et al., 2007; Qiu
et al., 2010).

Em (Buzetti et al., 2015) foi proposta uma
representação em espaço de estados do sistema li-
near, que descreve a dinâmica do vetor de estado
medido, denominado xM (t). Considerou-se que
os sensores apresentam erros de medição incertos,
mas invariantes no tempo.

Ao contrário de (Buzetti et al., 2015), esse tra-
balho apresenta condições que garantem a estabi-
lidade do sistema linear com sensores que apresen-
tam falhas variantes no tempo. As condições de
estabilidade são encontradas em função de xM (t) e
da derivada do vetor de estado (ẋ(t)), sendo neces-
sário conhecer somente os valores máximos e mı́ni-
mos da variação do erro de medição. As condições
de projeto são descritas através de desigualdades
matriciais lineares (LMIs).

O trabalho ainda apresenta uma aplicação em
bancada, do controle de um sistema 2D ball balan-
cer (Quanser, 2008), considerando falha na leitura
do ângulo θ(t), e consequentemente na estimação
de θ̇(t), para demonstrar a eficácia do método.
Utilizou-se o software MatLab/Simulinkr para a
aplicação da lei de controle durante a implemen-
tação prática e a linguagem do YALMIP, com o
solver LMILab, para resolver as LMIs.
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Ao longo desse trabalho foram utilizadas as
seguintes notações: (·)T indica a transposição de
um vetor ou matriz. O śımbolo (∗) denota gene-
ricamente cada bloco simétrico de uma LMI. O
conjunto Kr é composto pelos r primeiros núme-
ros inteiros positivos, {1, 2, . . . , r}. Para facilitar
a leitura deste artigo, considere que os elementos
incertos e variantes no tempo ρ(t) e α(t) são re-
presentados por ρ e α, e pertencem aos conjuntos

Λρ =

{

ρ ∈ R
r : ρj ≥ 0,

r
∑

j=1

ρj = 1

}

, (1)

Λα =

{

α ∈ R
r : αi ≥ 0,

r
∑

i=1

αi = 1

}

, (2)

respectivamente, para i, j ∈ Kr.

2 Definição do Problema

Considere o sistema linear descrito por:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (3)

sendo x(t) ∈ R
n o vetor de estado, u(t) ∈ R

m a
entrada de controle, A ∈ R

n×n e B ∈ R
n×m.

Suponha a possibilidade de existir uma falha
na medição das variáveis de estado x(t). Esta fa-
lha no sensor pode se manifestar como um efeito
multiplicativo ou aditivo, que podem ocorrer si-
multaneamente ou não (Ackermann, 1984).

Esse trabalho aborda apenas o caso em que a
falha do sensor se manifesta através do efeito mul-
tiplicativo, ou seja, o sinal de cada sensor possui
um ganho γ(t), que por simplicidade é represen-
tado por γ, sendo que γ ∈ R

n. Esse ganho γ é
variante no tempo e pertence ao conjunto

∆1={γ∈R
n : 0 < γp(0) ≤ γp ≤ 1 ≤ γp(1)} , (4)

para p ∈ Kn, sendo que γp(0) e γp(1) representam,
respectivamente, os valores mı́nimos e máximos
dos ganhos dos sensores.

Note que, o vetor de estado x(t) não está dis-
pońıvel para a realimentação. No entanto, tem-
se acesso ao vetor de estado medido, denominado
xM (t), sendo que xpM

(t) = γpxp(t), p ∈ Kn.
Dessa forma, a partir de (1), considere uma

matriz diagonal que relaciona o vetor de estado
x(t) com o vetor de estado medido xM (t), dada
por:

Γz=

r
∑

j=1

ρjΓj=

r
∑

j=1

ρj diag [γ1(a1) . . . γn(an)], (5)

sendo r = 2n, (a1, . . . , an) = dec2bin(j − 1), j ∈
Kr, ap ∈ {0, 1} e p ∈ Kn, tal que

xM (t) = Γzx(t). (6)

A função dec2bin representa a mudança da
base decimal para binária. A Tabela 1 exempli-
fica o uso da função dec2bin para n = 2. Note

que de (4), os valores máximos e mı́nimos dos pa-
râmetros incertos γp, p ∈ Kn, formam a diagonal
da matriz Γj , j ∈ Kr. Por sua vez a matriz Γj

representa cada um dos vértices do politopo, for-
mados através de todas as combinação posśıveis
dos valores máximos e mı́nimos de γp, p ∈ Kn.

Tabela 1: Exemplo da Função dec2bin: (a1, a2) =
dec2bin(j − 1).

j j − 1 dec2bin(j − 1) a1 a2 γ1(a1) γ2(a2)

1 0 00 0 0 min min

2 1 01 0 1 min max

3 2 10 1 0 max min

4 3 11 1 1 max max

Para o restante do desenvolvimento do traba-
lho, é necessário fazer uma última definição. A
partir de (2), considere a seguinte matriz diagonal

Γ−1
z =

r
∑

i=1

αiΓ
−1
i =

r
∑

i=1

αi diag
[

γ−1
1 (b1) . . . γ

−1
n (bn)

]

,

(7)
sendo r = 2n, (b1, . . . , bn) = dec2bin(i−1), i ∈ Kr,
bp ∈ {0, 1} e p ∈ Kn. A partir de (4), note que
γ−1 pertence ao conjunto

∆2=
{

γ−1∈R
n :0<γp(1)

−1≤γ−1
p ≤1≤γp(0)

−1
}

.

Observação 1 No modelo de falha de sensores
considerado, quando γp(0) = γp(1) = 1, para
todo p ∈ Kn, então xM (t) = x(t) o que corres-
ponde ao caso normal, sem possibilidade de falhas.
Quando γp(0) < γp(1), pode-se ter uma falha par-
cial no sensor que mede a variável de estado xp(t),
também considerado como a degradação do sensor
(Yang et al., 2000).

2.1 Projeto de Controle

A lei de controle utilizada é dada por:

u(t) = −KxM (t). (8)

Logo, o sistema (3) pode ser reescrito como

ẋ(t) = Ax(t)−BKxM (t). (9)

Observe que o sistema dado em (9) representa
ẋ(t) em função de x(t) e xM (t).

O projeto de controle proposto tem o objetivo
de assegurar a estabilidade do sistema controlado
(9) e também garantir uma taxa de decaimento
mı́nima. Então, considere a candidata a função
de Lyapunov dada por

V (x(t)) = x(t)TPx(t) > 0. (10)

Dada uma constante real β > 0, pode-se im-
por uma restrição para uma taxa de decaimento
maior ou igual a β se a condição

V̇ (x(t)) ≤ −2βV (x(t)), (11)
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for satisfeita para toda a trajetória x(t) do sistema
(Boyd et al., 1994). O principal resultado desse
artigo é o Teorema 1 apresentado a seguir.

Teorema 1 Defina as matrizes diagonais Gi =
Γ−1
i , i ∈ Kr, e considere um escalar β > 0

dado. Suponha a existência de uma matriz simé-
trica definida positiva X ∈ R

n×n, de uma matriz
Y ∈ R

n×n e de uma matriz M ∈ R
m×n, tais que:





AGiY
T −BM + Y GiA

T −MTBT

GiY
T +AGiY

T −BM −X
GiY

T

∗ ∗
−2X ∗
0 −X

2β



 ≺ 0, (12a)

Y + Y T > 0. (12b)

Então a lei de controle (8) torna o ponto de
equiĺıbrio x = 0 do sistema (9) globalmente assin-
toticamente estável, com uma taxa de decaimento
maior ou igual β, sendo P = X−1 e o ganho do
controlador dado por K =MY −T .

Prova: A partir de (2), lembrando que
∑r

i=1 αi =
1 e αi ≥ 0, i ∈ Kr, defina Gi = Γ−1

i . Multipli-
cando (12a) por αi e realizando o somatório de
i = 1 até i = r, tem-se que, lembrando-se da defi-
nição de Γ−1

z em (7):





AΓ−1
z Y T −BM + Y Γ−1

z AT −MTBT

Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM −X
Γ−1
z Y T

∗ ∗
−2X ∗
0 −X

2β



 ≺ 0. (13)

Aplicando o complemento de Schur em (13),
com X = P−1, obtém-se a seguinte desigualdade

[

AΓ−1
z Y T −BM + Y Γ−1

z AT −MTBT ∗
Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM −X −2X

]

−

[

Y Γ−1
z

0

]

(−2βP )
[

Γ−1
z Y T 0

]

≺ 0, (14)

que pode ser reescrita como
[

ψ11 ∗
ψ21 ψ22

]

≺ 0, (15)

sendo que

ψ11 = 2βY Γ−1
z PΓ−1

z Y T +AΓ−1
z Y T −BM

+Y Γ−1
z AT −MTBT ,

ψ21 = Γ−1
z Y T +AΓ−1

z Y T −BM −X,

ψ22 = −2X. (16)

Observe que, como de (12b) Y + Y T > 0,
então det(Y ) 6= 0 e assim pode-se definir Z1 =
Y −1 e M = KZ−T

1 . Logo, tem-se que
[

φ11 ∗
φ21 φ22

]

≺ 0, (17)

sendo que

φ11 = 2βZ−1
1 Γ−1

z PΓ−1
z Z−T

1 +AΓ−1
z Z−T

1

−BKZ−T
1 + Z−1

1 Γ−1
z AT − Z−1

1 KTBT ,

φ21 = Γ−1
z Z−T

1 −AΓ−1
z Z−T

1 −BKZ−T
1 −X,

φ22 = −2X. (18)

Como X é uma matriz simétrica definida po-
sitiva, então det(X) 6= 0. Assim, pode-se definir
Z2 = X−1 e reescrever as desigualdades (17)-(18),
tal que

[

η11 ∗
η21 η22

]

≺ 0, (19)

sendo que

η11 = 2βZ−1
1 Γ−1

z PΓ−1
z Z−T

1 +AΓ−1
z Z−T

1

−BKZ−T
1 + Z−1

1 Γ−1
z AT − Z−1

1 KTBT ,

η21 = Z−1
2 PΓ−1

z Z−T
1 −AΓ−1

z Z−T
1

−BKZ−T
1 − Z−1

2 ,

η22 = −Z−T
2 − Z−1

2 . (20)

Pré e pós-multiplicando (19) por

[

Z1 0
0 Z2

]

e
[

ZT
1 0
0 ZT

2

]

, respectivamente, obtém-se

[

ω11 ∗
ω21 ω22

]

≺ 0, (21)

sendo que

ω11 = 2βΓ−1
z PΓ−1

z + Z1AΓ
−1
z − Z1BK

+Γ−1
z ATZT

1 −KTBTZT
1 ,

ω21 = PΓ−1
z + Z2AΓ

−1
z − Z2BK − ZT

1 ,

ω22 = −Z2 − ZT
2 , (22)

Para x 6= 0, note que xM = Γzx 6= 0, pois
det(Γz) 6= 0. Assim, observe que se x 6= 0 então
[xTM ẋT ]T 6= [0 0]T e portanto (21) é equivalente
a

[

xTM ẋT
]

{[

2βΓ−1
z PΓ−1

z ∗
PΓ−1

z 0

]

+

[

Z1

Z2

]

[

(AΓ−1
z −BK) −I

]

+

[

(AΓ−1
z −BK)T

−I

]

[

ZT
1 ZT

2

]

}[

xM
ẋ

]

< 0.

(23)

A partir de (6), observe que o sistema (9) pode
ser reescrito como

ẋ(t) = AΓ−1
z Γzx(t)−BKxM (t)

ẋ(t) =
(

AΓ−1
z −BK

)

xM (t)

0 =
(

AΓ−1
z −BK

)

xM (t)− ẋ(t). (24)

Como (AΓ−1
z −BK)xM − ẋ = 0 e xTM (AΓ−1

z −
BK)T − ẋT = 0, então (23) equivale a

2βxTMΓ−1
z PΓ−1

z xM + ẋTPΓ−1
z xM + xTMΓ−1

z P ẋ

= 2βxTPx+ ẋTPx+ xTP ẋ

= V̇ + 2βxTPx < 0. (25)
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Portanto,

V̇ = ẋTPx+ xTP ẋ < −2βxTPx, (26)

e assim a demonstração está conclúıda. 2

Observação 2 Note que o Teorema 1 não utiliza
a derivada do vetor de estado medido, xM (t). Isso
representa uma vantagem, pois a partir de (1),
(4), (5) e (6), observe que xM (t) depende de pa-
râmetros incertos variantes no tempo relacionados
à Γz. Ou seja, o método proposto garante a estabi-
lidade do sistema realimentado (9), com sensores
que apresentam falhas variantes no tempo. As-
sim, as variações de tais falhas não interferem no
projeto de controle.

3 O Sistema 2D ball balancer Quanserr

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado
pela Quanserr, mostrado na Figura 1 . Seu mo-
delo esquemático referente à direção x da placa
é mostrado na Figura 2, e a direção y pode ser
representado da mesma forma (Quanser, 2008).

Figura 1: Equipamento 2D ball balancer.

Lplate

rx
Bola

φx

θx

rarm

Engrenagem
do Motor

Engrenagem
de Carga

Engrenagem
do Potenciômetro

Suporte da Barra

Placa de Equiĺıbrio

Placa de Suporte Inferior

Figura 2: Planta esquemática do 2D ball balancer na
direção x (Quanser, 2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada so-
bre a qual uma bola é colocada e se move livre-
mente. A bola pode ser posicionada em um ponto
de referência fixo ou pode rastrear uma rota de-
terminada. Uma câmera superior é utilizada para
medir a posição da bola. Existem dois servomo-
tores, sendo que cada um deles está ligado a um
dos eixos da placa. Ao controlar a posição das

engrenagens de carga do servomotor, o ângulo de
inclinação da placa pode ser ajustado para equili-
brar a bola em uma posição plana desejada.

O modelo matemático linearizado do sistema
2D ball balancer (Quanser, 2008) é dado por:

r̈(t) = Kbbθ(t), τ θ̈(t) + θ̇(t) = KVm(t), (27)

sendo:
r(t) a posição da bola, sendo r(t) = rx para o eixo
x e r(t) = ry para o eixo y;
θ(t) o ângulo de carga, sendo θ(t) = θx para o eixo
x e θ(t) = θy para o eixo y;
Vm(t) = u(t) o sinal de controle;
τ e K são parâmetros do fabricante;

e Kbb =
2mbgrarmrb

2

Lplate(mbrb2 + Jb)
.

A descrição e os valores das constantes são
dados na Tabela 2.

Tabela 2: Parâmetros do sistema 2D ball balancer.
Parâmetros Śımbolo Valor

Massa da bola (kg) mb 0,003

Distância do eixo do motor ao ponto de
fixação da barra (cm)

rarm 2,54

Raio da bola (cm) rb 1,96

Comprimento da mesa (cm) Lplate 27,5

Parâmetro do fabricante (rad/sV) K 1,76

Parâmetro do fabricante (s) τ 0,00285

Momento de inércia de uma esfera só-
lida (kgm2)

Jb 0,0046

Parâmetro do sistema (m/s2rad) Kbb 1,3

O sistema (27) pode ser representado de forma
similar ao sistema (3), sendo que:

A=









0 1 0 0
0 0 Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ









, B=









0
0
0
K
τ









, x(t)=









r(t)
ṙ(t)
θ(t)

θ̇(t)









.

(28)
Durante a implementação prática apenas as

variáveis de estado rM (rxM
e ryM

) e θM (θxM
e

θyM
) estão dispońıveis, e ṙM e θ̇M são estimadas

por meio de filtros derivativos Gf (s) = 20s/(s +
20), como sugerido pela fabricante (Quanser,
2008). Dessa forma, foi considerada uma falha
de até −50% na leitura do ângulo medido, acar-
retando uma falha simultânea na derivada do ân-
gulo. Já nas leituras das posições da bola (rx e
ry) foi suposto que não ocorreram erros de leitura.
Então, as variáveis de estado podem ser reescritas

como: x1M (t) = x1(t) = r(t); x2M (t) = dx1(t)
dt

=
ṙ(t); x3M (t) = γ3(t)x3(t) = γ3(t)θ(t) e

x4M(t)=
dx3(t)

dt
=
d(γ3(t)x3(t))

dt
= γ̇3(t)θ(t)+γ3(t)θ̇(t).

(29)

Observação 3 No caso particular do sistema 2D
ball balancer em que o controle foi implementado,
observe que, a partir de (29), tem-se θ̇M (t) =

x4M (t) = dx3(t)
dt

= γ̇3(t)θ(t) + γ3(t)θ̇(t), pois a
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variável de estado x4M é obtida por meio de um
filtro derivativo. Durante a implementação, γ3(t)
é descrita como uma onda quadrada. A derivada
de γ3(t) será diferente de zero apenas quando o
valor de γ3(t) for alterado. Então, de forma sim-
plificada, considerou-se que θ̇M (t) = γ3(t)θ̇(t).

Observação 4 O projeto de controle considerou
que todos os sensores responsáveis pelas leituras
das variáveis de estado apresentam falhas, tal que
i, j ∈ Kr, para r ∈ 2n. No entanto, nessa
implementação prática é posśıvel simplificar essa
notação, pois somente um sensor apresenta fa-
lha. Logo, tem-se que r ∈ 21 e consequentemente
i, j ∈ K2

A partir das considerações anteriores, de
(5), (6) e (7), têm-se as matrizes Γi =
diag [1 1 γ3 γ3] e Γ−1

i = diag
[

1 1 γ−1
3 γ−1

3

]

.

Como visto no Teorema 1, Gi = Γ−1
i . Conside-

rando 0,5 ≤ γ3 ≤ 1, obtêm-se as matrizes:

[G1|G2]=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2









.
(30)

Do Teorema 1 com β = 1, 4 obtêm-se:

K=[247,9923 210,8674 81,0489 4,0684], (31)

P=







4220,844 1839,562 177,079 1,139
1839,562 1178,378 126,709 0,888
177,0794 126,709 22,700 0,246

1,139 0,888 0,246 0,010






, (32)

Y =







0,0003 −0,0005 0,0004 −0,0001
−0,0005 0,0012 −0,0022 0,0090
0,0004 −0,0022 0,0103 −0,1041

−0,0001 0,0090 −0,1041 1,8168






.(33)

O ganho K obtido e descrito em (31) foi uti-
lizado para implementar a lei de controle (8). Os
resultados obtidos na implementação prática são
apresentadas a seguir.

3.1 Resultados Práticos

O sistema implementado visa fazer a bolinha per-
correr uma trajetória quadrada de 10 cm de lado.
Em cada eixo, há uma falha que atua como uma
onda quadrada, podendo estar em γ3 = 0, 5 (fa-
lha de 50% no sistema) ou γ3 = 1 (não há falha);
as ondas quadradas possuem peŕıodo de 10 segun-
dos (5 segundos com γ3 = 0, 5 e 5 segundos com
γ3 = 1) e estão defasadas em 2,5 segundos entre
si, de forma que é posśıvel observar o sistema fun-
cionando quando há falha em apenas um eixo, nos
dois eixos ou em nenhum eixo.

Para não danificar o atuador, foi inserido um
saturador, via Simulinkr, que limita a entrada
do sinal de controle u(t) em ±5V. Alguns traba-
lhos, como por exemplo (Alves et al., 2016), con-
sideram a presença de saturação no sinal de con-
trole do atuador durante o projeto. Já o projeto

de controle proposto nesse trabalho não considera
o efeito da saturação. Entretanto, os resultados
apresentados a seguir comprovam que o desempe-
nho do sistema não foi prejudicado de forma sig-
nificativa. As respostas obtidas são apresentadas
nas Figuras 3 e 4, utilizando o controlador com o
ganho dado em (31).
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Figura 3: Resultados práticos do eixo x: posição rx,
ângulo θx, sinal de controle uσx e a falha γ3x do 2D

ball balancer utilizando o controlador (31).
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Figura 4: Resultados práticos do eixo y: posição ry,
ângulo θy, sinal de controle uσy e a falha γ3y do 2D

ball balancer utilizando o controlador (31).

Nas Figuras 3 e 4, pode-se notar que o sistema
seguiu a posição desejada x = ±5 cm, y = ±5 cm
e manteve os ângulos das direções x e y próximo
de zero. Por fim, a trajetória da bola representada
na Figura 5 confirma a eficiência da metodologia
proposta.
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Figura 5: Resultados práticos da posição x×y do 2D

ball balancer utilizando o controlador (31).
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4 Conclusões

Esse trabalho propôs um projeto de controle ro-
busto para sistemas lineares, considerando que
os sensores apresentam falhas de medição vari-
antes no tempo. O vetor de estado medido,
xM (t) = Γzx(t), apresenta incertezas politópi-
cas, como mostra a definição de Γz em (5). Em
(Buzetti et al., 2015) um problema semelhante foi
abordado, porém as falhas nos sensores foram con-
sideradas constantes, tal que ẋM (t) = Γzẋ(t). O
método proposto nesse trabalho apresenta condi-
ções que garantem a estabilidade do sistema re-
alimentado e tais condições independem das va-
riações dos elementos da matriz Γz. Por fim, o
teorema foi utilizado para projetar o controlador
empregado na implementação prática, em um sis-
tema 2D ball balancer, para confirmar a sua eficá-
cia.
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