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RESUMO

Este trabalho aborda um tema recorrente em implementacoes praticas de sistemas de
controle automatico, que é a falha de medicao dos sensores. Considerou-se que o ve-
tor de estado disponivel para a realimentagdo, denominado Xm(t), apresenta incertezas
politopicas, relacionadas as falhas nos sensores. Uma das contribuicoes desse trabalho
é a representacao adequada em espaco de estados de um sistema linear e invariante no
tempo utilizando xu(t) e supondo as incertezas de medigao invariantes no tempo. Com
esta descricao, é proposto um procedimento de projeto de controle chaveado que garante a
estabilidade do sistema controlado, com uma taxa de decaimento (f3) minima previamente
especificada. E apresentado um teorema que diminui a norma do controlador, para assim
evitar problemas de saturagao e uma forma de escolher outros vértices do politopo para
diminuir o conservadorismo do sistema. Resultados tedricos e de simulagoes comprovam
que o controlador chaveado proposto é menos conservativo do que o controlador tradi-
cional com apenas um unico ganho. Esse trabalho aborda também uma proposta para o
projeto de um controlador que garante a estabilidade e uma taxa de decaimento minima
para o sistema controlado, mesmo que as falhas nos sensores variem no tempo. Ambos
os projetos de controle sao baseados em desigualdades matriciais lineares (do inglés, Lin-
ear Matriz Inequalities - LMIs) e utilizam uma func¢ao de Lyapunov do tipo quadratica.
Analises tedricas, resultados de simulacoes e implementacoes praticas no controle de um

sistema 2D ball balancer confirmam a eficiéncia dos dois métodos propostos.

Palavras-chave: Falha do sensor. Controle confiavel. Controle chaveado. Desigualdades

Matriciais Lineares (LMIs). Controle robusto.



ABSTRACT

This work addresses a recurring subject in practical implementations of automatic con-
trol systems, which is the sensor measurement failure. Thus, the state vector available for
feedback, denominated Xw(t), presents polytopic uncertainties. One of the contributions
of this work is an adequate state space representation of a linear time-invariant system
using Xm(t), considering that the measurement uncertainties are time-invariant. Then,
using this representation, is proposed a design procedure of a switched control that en-
sures the stability with a given minimum decay rate () of the controlled system. It is
also shown a theorem that decreases the controller’s norm to avoid saturation problems
and it is demonstrated how to choose the polytope’s vertices to decrease the system’s
conservativeness. A theoretical analysis and simulation results show that the proposed
switched control procedure offers less conservative conditions than that provided by using
the classical controller with only one gain. This work also presents a controller design
that ensures the stability, with a given minimum decay rate, of the controlled system,
even if the sensor failure varies in time. Both control designs are based on linear matrix
inequalities (LMIs) and use a quadratic Lyapunov function. A practical implementation

for controlling a 2D ball balancer system confirms the efficiency of both proposed methods.

Keywords: Sensor fault. Reliable control. Switched control. Linear Matrix Inequalities
(LMIs). Robust control.
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1 INTRODUCAO

O projeto de controle tolerante a falhas é uma area importante de pesquisa relacionada
ao projeto de controle com realimentacao, pois tem o propdsito de garantir seguranca
e confiabilidade ao sistema realimentado, apesar da ocorréncia de falhas. Um sistema
de controle consiste de sensores, compensadores e atuadores, além de um objeto a ser
controlado. Em geral, os sensores sao propensos a apresentar falhas mais frequentemente
do que atuadores ou compensadores (YANG; YE, 2008). As caracteristicas dos sensores
podem mudar ao longo do tempo de modo que pode haver uma falha parcial ou total
(LIU; CAO; SHI, 2013), o que pode degradar o desempenho ou até mesmo destruir a

estabilidade dos sistemas controlados.

Portanto, é necessario considerar as possiveis falhas nos sensores e/ou atuadores para
aumentar a confiabilidade do sistema. Um sistema de controle projetado para tolerar
falhas de atuadores ou sensores, dentro de um subconjunto pré-especificado de todos os
atuadores ou sensores, mantendo as propriedades desejadas do sistema de controle, serd
chamado de sistema de controle confidvel (MINQING, 2009; VEILLETTE; MEDANIC;
PERKINS, 1992).

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas técnicas de controle confiavel, modelando
as incertezas dos sensores como fungoes incertas parametrizaveis (DONG; YANG, 2015;
MINQING, 2009; WANG; JIN; WANG, 2011; YANG; WANG; SOH, 2000, 2001; ZHU
et al., 2015), ou como uma entrada exdgena, minimizada por norma %% (BOUATTOUR
et al., 2009; FENG; SHUO; MIN, 2015; YANG; YE, 2008). H& também métodos que
garantem a confiabilidade do sistema utilizando um sensor auxiliar para verificar se ha
falha no sensor principal e compensando essa falha utilizando técnicas baseadas em légica
fuzzy (QIU et al., 2010; OUDGHIRI et al., 2007).

Uma das contribuicoes desse trabalho foi propor uma representacao adequada em es-
paco de estados do sistema linear, que descreve a dinamica do vetor de estado medido,
denominado Xy (t). Considerou-se que os sensores apresentam erros de medicao incertos,
mas invariantes no tempo. Utilizando essa representacao, foi proposto um novo pro-
cedimento para projetar um controlador chaveado que garante a estabilidade do sistema

controlado, e ainda uma taxa de decaimento minima. O projeto foi baseado em desigual-
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dades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities - LMIs) e uma fungao de

Lyapunov do tipo quadratica.

Optou-se em realizar o projeto de controle chaveado através da realimentacao de
estado Xv(t), pois como visto em Souza et al. (2013, 2014a), Oliveira et al. (2014), as
LMIs utilizadas no controle chaveado para encontrar os ganhos sao menos conservadoras
do que as classicas que utilizam apenas um ganho de realimentacao do vetor de estado
(BOYD et al., 1994). A representacao e o projeto desse sistema de controle chaveado foram
apresentados em Buzetti et al. (2015). Resultados tedricos e de simulagbes comprovam
que o controlador chaveado proposto é menos conservativo do que o controlador tradicional

com apenas um unico ganho.

Um problema da representacao do sistema em funcao de Xy é o fato de levar em
consideracao que a falha nao varia no tempo, assim o controlador projetado utilizando
essa representacao nao garante a estabilidade do sistema no caso em que a falha varia no
tempo. E possivel projetar controladores com disturbios nos sensores (aditivos) variantes
no tempo estimando o valor dos estados (BOUATTOUR et al., 2010; BRAHIM et al.,
2016; FARKOUS; TISSIR, 2016; LI; ZHU, 2015), ou considerando esse disttirbio como

uma entrada exégena minimizada por norma %3/ .5,.

Esse trabalho apresenta um projeto de controle que garante a estabilidade do sistema
para o caso em que houverem falhas multiplicativas variantes no tempo nos sensores, asse-
gurando uma taxa de decaimento minima. As condicoes de estabilidade sao encontradas
em fungao de xm(t). As condigoes de projeto sao descritas através de LMIs e uma fungao

de Lyapunov do tipo quadratica. Esses resultados foram publicados na forma de um artigo

(BUZETTI et al., 2016).

O trabalho ainda apresenta uma aplicacao em bancada, no controle de um sistema 2D
ball balancer (QUANSER, 2008), utilizando os controladores projetados com dois métodos
propostos, considerando falha na leitura do angulo 6(t), e consequentemente na estimagao
de B(t), para demonstrar a eficicia do método. Utilizou-se o software MatLab/Simulink®

para a aplicacao da lei de controle durante a implementacao pratica e a linguagem do

YALMIP, com o solver LMILab, para resolver as LMIs.

Ao longo desse trabalho foram utilizadas as seguintes notacoes: (-)T indica a trans-
posi¢ao de um vetor ou matriz. O simbolo (*) denota genericamente cada bloco simétrico
de uma LMI. O conjunto K; é composto pelos r primeiros nimeros inteiros positivos,

{1,2,...,r}. Para facilitar a leitura deste artigo, considere que os elementos incertos p(t),
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A(t) e a(t) sao representados por p, A e @, e pertencem aos conjuntos
r
No={PER I p=0, 5 p=1p, (1)
k=1

r
/\A:{)\ERrIA|ZO,Z)\|:1}, (2)
=1

{aeRs: a; >0, _iaizl}, (3)

respectivamente, para r vértices do politopo, s=r2, k,1 € K, e i € Ks, sendo que

Na

S r r

Zai = > Y aM=1
= 1

k=1l=
01 = pP1A1, 02 = pP1Ag, ..., 0r = P1Ar,

Qr11 = P2A1, Qri2 = P2A2, ..., 0 = P2A,

Q2 = PrAy, ..., 05= PrAr. (4)
1.1 Definicdo do Problema

Considere o sistema linear descrito por:
X(t) = Ax(t) + Bu(t) (5)

sendo X(t) € R" o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de controle, A€ R™" e B R™™M.

Suponha a possibilidade de existir uma falha na medicao das variaveis de estado
Xm(t). Esta falha no sensor pode se manifestar como um efeito multiplicativo ou aditivo,

que podem ocorrer simultaneamente ou nao (ACKERMANN;, 1984).

Esse trabalho aborda apenas o caso em que a falha do sensor se manifesta através
do efeito multiplicativo, ou seja, o sinal de cada sensor possui um ganho y(t), que por
simplicidade é representado por y, sendo que y € R". Esse ganho y é variante no tempo e

pertence ao conjunto

M={y=[ ¥o . W €ERMO<y(0) <<y, wl)>1 peK"'}, (6)

sendo que Yp(0) e yp(1) representam, respectivamente, os valores minimos e maximos dos

ganhos dos sensores.

Note que, o vetor de estado X(t) nao esté disponivel para a realimentagao. No entanto,
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tem-se acesso ao vetor de estado medido, denominado Xw (t), sendo seus elementos Xp,, () =
YoXp(t), P € Kn.

Dessa forma, a partir de (1), considere uma matriz diagonal que relaciona o vetor de

estado X(t) com o vetor de estado medido xu(t), dada por:

J
~—

Mo= i Pl ak= i prdiag(yi(ar) .- ¥n(@n)), (
k=1 k=1

sendo r = 2f, f é o ndmero de termos independentes que possuem incertezas, yj(aj) =

¥j(0) = yj(1) = 1 para todas variaveis de estado que nao possuem incertezas, (ay,...,an)

dec2bin(j —1), j € K, ap € {0,1} e p € Kp, tal que

xm(t) =T x(t). (8)

A funcao dec2bin representa a mudanca da base decimal para bindria. A Tabela 1
exemplifica o uso da fungdo dec2bin para f =2. Note que de (6), os valores maximos e
minimos dos parametros incertos Yp, p € Kpn, formam a diagonal da matriz I'j, j € K.
Por sua vez a matriz I'j representa cada um dos vértices do politopo, formados através

de todas as combinacao possiveis dos valores maximos e minimos de yp, p € Kp.

Tabela 1 - Exemplo da Fungao dec2bin: (a1, a2) = dec2bin(j —1).

j|J—1]dec2bin(j—1) a1 |az | ya(a1) | Va(az)

11 0 00 00| min min

21 1 01 01| min max

3| 2 10 10| max | min

4 3 11 11| max | max
Fonte: Elaboragao do autor.

A partir de (3), considere a seguinte matriz diagonal
1 d 1 d 1 1
M= Ay =Y Adiagy; (). vp~(bn)], (9)
=1 =1

sendo r =2, (by,...,bn) = dec2bin(i — 1), i € Ky, by € {0,1} e pe Kpn. A partir de (6),
p

note que y‘l pertence ao conjunto

Do={y teRMO0<yp() <y <yp(0) Y, vp(0)t>1, peK"}
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Observacao 1. No modelo de falha de sensores considerado, quando Yp(0) = yp(1) =1,
para todo p € Kp, entdo xm(t) = X(t) o que corresponde ao caso normal, sem possibili-
dade de falhas. Quando Yp(0) # Yp(1), pode-se ter uma falha parcial no sensor que mede
a varidvel de estado Xp(t), também considerado como a degradagao do sensor (YANG;

WANG; SOH, 2000).

Para o restante do desenvolvimento do trabalho, é necessério fazer uma ultima definicao,
considerando (3), (7) e (9):
S S r r
A, = ZldiAi = ziairaiArbil =5 Y FacAT ot
i= i= k=11=1

s s ror
B, = i;aiBi = i;ail‘ai]Bé = Z Z PAIT akB, (10)

k=11=1

sendo s= 22

Observacao 2. Nas equagoes (7), (9) e (10) utilizou-se o indice a em Tg € T4, € 0

indice b em I_al € I_al, porque em alguns vértices do politopo I_al =+ I_él.

Nos capitulos seguintes serao apresentados projetos de controle para sistemas com

incertezas no vetor de estado medido X (t).
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2 PROJETO DE CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO COM FALHAS
INVARIANTES NO TEMPO NOS SENSORES

Nesse Capitulo serd demonstrado como projetar o controle chaveado em um sistema
com incertezas invariantes no tempo no vetor de estado medido Xy, descrito em (7) e (8).

Para projetar o controlador é necesséario primeiro descreve o sistema em funcao de Xy.

2.1 Representacdo em espaco de estados utilizgndp

A lei de controle chaveada utilizada é dada por:

u(t) = —Kgxm(t), (11)

sendo que o ganho Kg(t) sera definido posteriormente. Entao o sistema realimentado dado

em (5) e (11) pode ser representado por:

X(t) = Ax(t) — BKgxm(t). (12)

Observe que o sistema dado em (12) representa X(t) em fungao de X(t) e xm(t) e que
no projeto do sistema de controle seria conveniente se essa representagao fosse em fungao
de X(t) e X(t) ou de Xm(t) e Xm(t). Esse problema motivou a elaborac¢ao de um estudo para

obter uma nova descrigdo de (12) e uma solugao é apresentada no Teorema 1 .

Teorema 1. O sistema linear e invariante no tempo descrito em (5), com a lei de controle
dada em (11) considerando (8), sendo que [z € uma matriz diagonal incerta definida em

(7), mas invariante no tempo, pode ser representado por:

sendo que Az e Bz foram definidas em (10).
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Prova: Considere o sistema dado em (5), a lei de controle dada em (11) e a matriz

com os parametros constantes mas incertos [z, tal que

X(t) = Ax(t)+Bu(t)
= A x(t) — BKoxu(t)
= (Ar;1—BKg)xm(t), (14)

pois X (t) = F2x(t).

Multiplicando (14) por I'; & esquerda, tem-se que
FX(t) = (TAM; =T BKg) xm(t), (15)

entdo a partir de (7) e (9), para xm(t) = I2x(t) e sendo I'; constante, o sistema (15) pode

ser reescrito como
xm(t) = (TAMT—TBKg)xm(t),

ror r
= (Z Z pk)\|rakAral— z pkrakIB%Kg) Xm(t). (16)
k=11=1 k=1

Considerando que ¥{_; A =1 e (10), entdo a equagao (16) pode ser escrita como

xv(t) = { i ipk)u FakAFbl <|i /\|> (ki pkrakIB%KC,) }XM (t),
=1 =1

k=11=1

r

r
= Z Z Pk A| rakAru — FakIB%KG) Xm (1)

k=1I=1
S
= i (A —BiKg)xm(t)
2
= (Az—BKg)xm(t) (17)
entao a prova esta concluida. [l

2.2 Controle Chaveado

Nesta segao, baseado em Souza et al. (2014a), é proposto o projeto de um controlador
chaveado para o sistema linear e invariante no tempo com incertezas no vetor de estado

medido Xy (t). A fungado de Lyapunov do tipo quadratica é dada por
V (xu (1) = xm(t) "Pxm(t), (18)

sendo que P=PT > 0.
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A ideia basica da lei de controle chaveada é a minimizacao da derivada temporal
da funcao de Lyapunov, por meio da selecao do ganho do controlador, que pertence ao
conjunto de ganhos Kj, j € Ks. Essa lei de chaveamento utiliza matrizes simétricas aux-
iliares Q i, ] € Ks, que serdo definidas posteriormente, e escolhe um indice o(t). Portanto,

define-se o controlador chaveado da seguinte forma:

ut) = —Kgxm(t),
ot)= argjrgﬂi{j {x (OQpxm ()}, (19)

ou seja, d(t) € Kg possui o valor do indice j que resulta no menor valor de X{, (t)(ij Xm (t).
Caso dois ou mais Q_j produzirem o menor valor de X/, (t)deM (1), entdo O assumird o

valor do menor indice j dentre eles.

Teorema 2. (SOUZA et al., 2014a) Suponha a existéncia de uma matriz simétrica po-
sitiva definida X € R™", matrizes simétricas Z;,Q; € R™", matrizes Mj € R™" e um

escalar B >0, para todo 1, | € Ks, tais que:
—BMj—M/Bl -7 -Q; <0, (20)

XAT +AX+Z+Q +2BX < 0. (21)

Entao a lei de controle chaveada (19) torna o ponto de equilibrio Xy = 0 do sistema
(13) (e x=10 de (12)) globalmente assintoticamente estdvel com uma taza de decaimento
maior ou igqual B, sendo P=X"1, (5]- = X_leX_1 e os ganhos do controlador dados por
Kj=M;xL.

Prova: Como em Boyd et al. (1994), pode-se usar uma func¢ao de Lyapunov
quadrética (18) para estabelecer um limite inferior para a taxa de decaimento do sistema
(13). A condicio V(xm(t)) < —2BV (xm(t)), para todas as trajetérias xw(t), é equivalente

a especificacao de uma taxa de decaimento maior ou igual a . Dessa forma tem-se:

V (xm (1)) + 2BV (xm (1)) = x4 (1) (Al P+ PA, 4+ 2BP — K BI P — PBK ;) xm (t). (22)

Agora, considere que existam matrizes simétricas Z , (5]- € R™"M tais que (SOUZA et
al., 2014a):
—(PBiKj +K]BIP) <Z +Qj, Vi,j € K. (23)
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Entao, multiplicando-se (23) por @i, pré multiplicando por XR—/I (t) e pés multiplicando
por Xv(t), tomando a somatéria de i =1 a S, considerando a defini¢cao de B; em (10) e

trocando-se | por O, tem-se que:

S

—x1(PBKg +KIBIP) Z 1 (PBiKg 4+ KJ Bl P)xm

< Zl QX ZiXn -+ X4 Qo X (24)

Um resultado importante que sera usado a seguir é que o minimo de um conjunto de

nimero reais é menor ou igual a toda combinagao convexa dos elementos deste conjunto.
[— p— S [—
A partir de (3) e (19), observe que X QoXp = m]gl(x-,&QjXM) < ZaiX&QiXM. Entao, de
Jelks =
(24) tem-se:
S _
—x1 (PBKg + KBTI P)xu < Zl aix (Zi + Qi)Xm- (25)
S

Lembrando que aj >0 e Zai =1, de (22) e (25), para Xy # 0, tem-se que:

V (xm(t)) 4+ 2BV (xm(t)) <0 (26)

se
ATP+PA +Z +Q +28P <0, (27)
Agora, defina X = P71, 7 = XZ_iX7 Q= X@X e Mj = KjX. Pré e pés-multiplicando
(23) e (27) por X, as LMIs (20) e (21) sao obtidas, respectivamente. O

Alguns trabalhos, como por exemplo ALVES et al. (2016), consideram a presenca de
saturagao no sinal de controle do atuador durante o projeto. Nesse trabalho optou-se em

abordar o problema da saturacao reduzindo a norma de controle utilizando o Teorema 3
(ASSUNCAO et al., 2007).

Teorema 3. Dada uma constante Hg > 0, entdo a norma dos controladores Kj, | € Ks,
pode ser descrita utilizando a minimizacao de n, N > 0, tal que KjKjT < r)l/ug. O wvalor

otimo de N pode ser obtido solucionando o sequinte problema de otimizagao:
min(n)

nl M

> 0, 28
ur (25)
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X > Uol. (29)
Prova: Utilizando complemento de Schur na LMI (28), obtém-se
MiM] < nl. (30)

Pré e pés multiplicando (29) por v/X observe que

VXl VX < VXXVX = uox<xxz>x<>;—x. (31)
0

Agora pré e pés multiplicando (29) por Kj e KjT, respectivamente, observe que

Kjtol K < KjXK{. (32)

A partir de (29)-(32) e Mj =K;X, segue que

KiXXKT  MiMT |
hh I s WL (33)
Ho Ho Ho

Kjtol K| < KjXK{ <
Entao K; KJT < r]l/ug e a prova estd concluida.
Observagao 3. O teorema encontrado em Assuncao et al. 2007 foi criado para um

controlador sem chaveamento, o Teorema 3 é uma adaptagao para o controle chaveado.

A vantagem do controlador chaveado é que ele é menos conservador que o controlador
com ganho constante. O Teorema 4 mostra que se um sistema pode ser controlado com

um ganho constante, entao ele também pode ser controlado de forma chaveada.

Teorema 4. Suponha a existéncia de P=PT >0 e K constante, tais que

P(A —BiK)+ (A —BiK)TP+2BP <0, (34)
min(n)
nol M
N 0, (35)
X > Uol, (36)

isto €, para U= —KX, o sistema Xy = (Az—BK)Xm tem o ponto de equilibrio X = 0
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globalmente assintoticamente estdvel com taxa de decaimento maior ou igual a B. Entao

ezistem Kj, j € Ks, tais que, para Mj =KjP e X = P, as LMIs (20) e (21) sdo satisfeitas.

Prova: Como visto no Teorema 2, as desigualdades (20) e (21) equivalem as de-

sigualdades (23) e (27) respectivamente:

—(PBK;+ KB P) < Z +Qj,
ATP+PA +Z+Q +28P <0.

Isto implica que a lei de controle (11) e (19) torna o ponto de equilibrio Xy = 0 do
sistema Xy = (Az— BzKg)Xm globalmente assintoticamente estéavel com taxa de decaimento
maior ou igual a f3.

Para mostrar que (34) implica em (23) e (27) impoe-se que Kj =K, (5] —=QeZ=0.

Entao de (34) nota-se que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que:

PA + AP+ (—PBiK —KTBTP+¢l) + 2BP < 0. (37)

Definindo Q; = —PBK —KTBTP+ 2BP + €, entdo (37) implica na factibilidade da
expressio ATP+PA +Q+ 2P < 0 descrita em (27).

Note que a LMI em (23) também é satisfeita:

—PBiKj —K/B[P-Z -Q
= —PBKj —K/B[P—0— (—PBiK; — K[ B P+¢l) = —¢l <0. (38)

Como Kj =K, entdao Mj = M, logo (35) e (36) sao equivalentes a (28) e (29) com
No = n. Assim, se existir factibilidade para u= —KXxy, existe também factibilidade para

U= —Kgxm dado em (19) e n = no , projetado com as LMIs (20), (21), (28) e (29). O

Um exemplo que demonstra que o controlador chaveado ¢ menos conservativo que
o controlador com ganho constante pode ser verificado na Secao 3.3 Factibilidade dos

Controladores Chaveado e de Ganho Constante.
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2.3 O Sistem&D Ball Balancer QuanseP

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado pela Quanser®, mostrado na Figura
1 . Seu modelo esquematico referente a direcao X da placa é mostrado na Figura 2, e a

dire¢@o y pode ser representada da mesma forma (QUANSER, 2008).

Figura 1 - Equipamento 2D ball balancer, pertencente ao DEE-FEIS-LPC.

Fonte: Souza et al. (2014b).

Figura 2 - Planta esquemética do 2D ball balancer na diregao X.

Engrenagemy
§ Mot%r !

Placa de Equilibrio
Suporte da Barra

Engrenagen

do Potencid Placa de Suporte Inferior

Fonte: Quanser, (2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada sobre a qual uma bola é colocada e se move
livremente. A bola pode ser posicionada em um ponto de referéncia fixo ou pode rastrear
uma rota determinada. Uma camera superior é utilizada para medir a posicao da bola.

Existem dois servomotores, sendo que cada um deles estd ligado a um dos eixos da placa.
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Ao controlar a posicao das engrenagens de carga do servomotor, o angulo de inclinagao

da placa pode ser ajustado para equilibrar a bola em uma posicao plana desejada.

O modelo matematico linearizado do sistema 2D ball balancer (QUANSER, 2008) é
dado por:

F(t) = KgpB(t), TO(t)+O(t) = CVin(t), (39)

sendo:

r(t) a posicao da bola, com r(t) = ry para o eixo x e r(t) =ry para o eixo y;

B(t) o angulo de carga, com 8(t) = 6y para o eixo x e 6(t) = 6, para o eixo y;

Vim(t) = u(t) o sinal de controle, com U(t) = Uy para o eixo x e U(t) = Uy para o eixo y;

T e C sao parametros do fabricante, e
2MpQF arml'b?
L piate(Mbro? + Jp)

As descrigoes e os valores das constantes citadas sao dados na Tabela 2.

Kob =

Tabela 2 - Parametros do sistema 2D ball balancer.

Parametros Simbolo | Valor
Massa da bola (kg) my 0,003
Distancia do eixo do motor ao ponto de fixagao da barra (cm) ram |2,54
Raio da bola (cm) o 1,96
Comprimento da mesa (cm) Lolate | 27,5
Parametro do fabricante (rad/sV) C 1,76
Parametro do fabricante (s) T 0,00285
Momento de inércia de uma esfera sélida (bolinha) (kgm?) Jb 0,0046
Parametro do sistema (m/s?rad) Kob 1,3
Cravidade (m/s?) g 9,8

Fonte: Quanser, (2008).

O sistema (39) pode ser representado de forma similar ao sistema (5), sendo que:

(01 0 o] o] 1) |
00 Kyp O 0 i (t
A= ob B=| |, xt)= i (40)
00 0 1 0 o(t)
o0 0 -1 K B(t)

Durante a implementacao pratica apenas os sinais medidos Iy e By estao disponiveis,
¢ Fym e By sdo estimados por meio de filtros derivativos Gy (s) = 20s/(s+20), como sugerido
pela fabricante (QUANSER, 2008).
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2.4 Projeto do Sistema de Controle

Foi projetado o controlador do sistema 2D ball balancer descrito na Secao 2.3 con-
siderando uma falha de até —50% na leitura do angulo medido, acarretando uma falha
simultanea na derivada do angulo. Neste exemplo nao foram consideradas falhas na leitura

da posicao e na estimacao da velocidade da bola.

A partir dessas consideragoes, de (7), (8) e (9), as matrizes g e Fal para o sistema

2D ball balancer apresentado em (39) e (40) sao dadas por:

Fac = diag[l 1 ys(ag) ya(as)], (41)
Myt = diag[1 1 ya(bg) ™t ys(bs) 1], (42)
05<y<1, (43)
1<yt<2 (44)

Sendo que y5(ag) representa o valor minimo ou maximo de y3 e y3(b3) ™! representa o
valor minimo ou médximo de 5 1 Essa diferenciacio foi feita porque em alguns vértices
do politopo ys(ag) ™t # ya(bz) ™2, pois serdo consideradas os vértices compostos por todas
as combinacdes dos valores maximos e minimos de y3(ag) e ya(bg) L. Os valores de y3(az)

e Vg(bg)_l em cada vértice do politopo podem ser observados na Tabela 3.

Utilizando o Teorema 1, o sistema linear e invariante no tempo descrito em (5) e (40)
pode ser representado por (13), (7) e (9), sendo que utilizando os valores das matrizes

diagonais [ € ral em (16) obtemos

10 O 0 01 0 0|10 0 0
oy — 01 O 0 0 0Ky O[]0 1 0 0
0 0 plag) O 00 0 1||0 0 ybg)™? 0
00 O @||00 0 —2||00 0 ya(b3) 1
(10 o0 o |[o]
01 O 0 0
- Ko | Xm, (45)
0 0 p@a) O 0
00 0 ]|k




2.4 Projeto do Sistema de Controle 29

(01 0 0 1 [ o ]
0 0 Km_ 0 0
XM = v3(bs) — Ko‘ XM -
0 0 0 yag)y(bs)? 0
bs) 1 K
_O 0 0 _Vé(aa)V?( 3) | I %533)_

Observacao 4. Embora para encontrar os vértices do politopo as equagdes (16) e (17)
tenham utilizado as matrizes I g € ral de forma independente, neste caso particular elas

sao dependentes da mesma falha, assim ya(ag)ys(bs) ™t =1, portanto

01 0 O 0
00 Km 0
A= ¥s(bs) , Bi= (46)
00 0 1 0
Kys(as)
00 0 -1 i (2 |

Nesse caso em particular, observe que as matrizes I"gx, 'y L A e B dependem somente
dos valores méximos e minimos de y3. Dessa forma, a partir de (7) e (9) e para k1 € {1,2}
ei€ {1,234} a combinacao dos valores maximo e minimo de y3 é apresentada na Tabela

3.

A abordagem apresentada é um pouco conservativa, mas considera com rigor que dado
um )3 entao a sua representacao como a combinacao convexa do seu maximo e minimo nao
é sempre igual a mesma representacao da combinagao convexa entre o maximo e minimo

de ygl.

Tabela 3 - Valores de y5(ag) e ys(b3)~t.

pclag| A [ bs|i| ai|yas) | ybs)™?
Pr| 0 [A1| O|1]|a1| min min
P10 A2 1 |2]|az2| min max
P21 1 | A | 0]3]as| max min
P2 1 A2 1 4] das| max max

Fonte: Elaboragao do autor.

Portanto, no projeto de controle foram utilizados os seguintes vértices do politopo,

para ambos os eixos:
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01 0 0|01 0 O
0 0 Kep O 0 0 KXy O
[Aq|Az]= ,
00 0 1|00 0 1
1 1
(00 0 -tl0o0 0 -1
01 0 olo1 0 o]
0 0 Kyp O 0 0 KXy O
PalAg)= , (47)
00 0 1]/00 0 1
|00 0 -2/00 0 -1

Utilizando as LMIs do Teorema 2 e considerando os vértices do politopo (47) para
B = 1,2 foram obtidos os seguintes ganhos, a seguinte matriz simétrica positiva definida
e as seguintes matrizes simétricas através do software MatLab e a linguagem YALMIP,

com o solver LMILab:

Ky = [347,5371 3120124 1523109 110776,
K, = [1941869 1747910 850528 60826,
Ks = [2761922 2489504 1215403 86934,
K, —[964644 870700 426981 28057,
13316 11892 5728 443]
11892 10674 5153 399
5728 5153 2502 194
443 399 194 15

(48)
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_5,7193843897355 2173136402699 ,2665136336853 ,090809117488
5,1173136402699 8786280255412 ,2068667147106 ,070722733891
2,4665136336853 ,2068667147106 ,0636916808724 ,082286847105
 0,1908091174889 0707227338919 ,0822868471052 ,006365679307
_5,7193844554161 3173136994360 ,2665136625018 ,090809119693
5,1173136994360 ,8786280788391 ,2068667406690 ,070722735877
2,4665136625018 ,2068667406690 ,0636916935153 ,082286848072
| 0,1908091196930 0707227358774 ,0822868480722 006365679381

_5,7193844099455 2173136584394 2665136424221 ,090809118182
5,1173136584394 8786280418761 ,2068667225652 ,070722734515
2,4665136424221 ,2068667225652 ,0636916846492 ,082286847405
 0,1908091181829 ,0707227345158 ,0822868474052 ,006365679331

5,7193844811865 5173137226115 2665136736746 090809120573
5,1173137226115 5786280996808 2068667507168 070722736669
2,4665136736746 2068667507168 0636916983594 0822868484539
0,1908091205733 707227366690 0822868484539 006365679411

Q=101

Q=101
(49)

Q=10

9

Leo—Po——- Leo—Po—h—Lot—Po—w—©-

Q=101

Utilizando as LMIs do Teorema 2 em conjunto com as do Teorema 3 , considerando

os vértices do politopo (47), B =1,2 e Lo = 0,8, obteve-se

n =3,9222+«10°%,
Ki=[9,7969 109248 59000 01533,
K»=[0,2478 99836 54618 01420,
Ks=[239216 238668 101587 02584,
Ky =[16,6029 167228 76858 01971, (50)
(07570 05483 Q1762 Q0043]
0,5483 Q5111 Q1793 Q0045
0,1762 Q1793 Q0953 Q0025
0,0043 Q0045 Q0025 Q0001
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[ 24704825940494
22131282009668
7625967733678
| 189822982199

[ 24706070160883
22132604922092
7626679265842
| 189839784400

[ 24702687284018
22129197536470
7624660767623

| 189798185663

[ 24704810774130

22131377605597
7625815576989

189825463522

2213282009668
1945999777202
666841049430
16516845006
2213804922092
1945203283527
666596327762
16534677785

2212997536470

1945975446488
666300310377
16593185009

2213877605597

1945@11436732
666277052130
16520986972

762967733678
6664841049430
2280664660602
5699169349
762679265842
666996327762
228070822991
5608725961

7624660767623

666300310377

228052821205
5686476762

762815576989

666277052130

228644768176
5600489971

18822982199
16516845006
5699169349
409559728 |
1883978440(
16534677785
5608725961
409779837 |

18998185663
16593185000
5686476762
409307755 |

18825463523
16520986972

5§00489971|

109633769 |

(51)

Nota-se que os ganhos obtidos em (50) sao significativamente menores que os encon-
trados em (48). Espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os

resultados de simulagao e da implementacao pratica serao apresentados a seguir.

2.5 Simulactes e Resultados Préticos

O objetivo das simulacoes e das implementagoes é fazer com que a bola siga a referéncia
de um quadrado de 10 cm de lado. Apds 40 segundos do inicio da simulagao foi inserida
uma falha de —50% na leitura dos angulos dos servomotores das direcoes X e y da placa
(isto ¢, Ou, = 0,56, QMX =0, 56,, Ow, = 0,56, QMy =0, 59y) A entrada de controle u(t) é
limitada em 45V através de um saturador, inserido via Simulink®, para nao danificar o

atuador.

O Teorema 2 nao garante a estabilidade do sistema no momento em que ocorre a falha,
ja que supoe que a falha é invariante no tempo, mas optou-se por manter os resultados

do sistema sem e com falha em um unico grafico para facilitar a visualizacgao.

No sistema real o sensor apresenta apenas o angulo medido (6 ), mas como a imple-

mentacao em laboratorio utilizou uma falha induzida via software, entao tem-se acesso
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ao angulo real (0) e ao angulo medido (6y). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 3 a 8 apresentam 6 ao invés de By.

A simulagao do controlador chaveado (19), com os ganhos dados em (48) é apresentado
na Figura 3 e os resultados praticos nas Figuras 4 e 5.
Figura 3 - Resultados de simulac¢do: posicao r, angulo 0, sinal de controle Ug e a regra de

chaveamento 0 do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (48) e
(49).

Tempo(s)

Fonte: Elaboracao do autor.
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Figura 4 - Resultados praticos da diregao X: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Ug, e a
regra de chaveamento 0x do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (48) e (49).

Tempo(s)

Fonte: Elaboracao do autor.

Figura 5 - Resultados praticos da diregdo y: posicgao ry, angulo 6y, sinal de controle Ug, e a
regra de chaveamento oy do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (48) e (49).

Fonte: Elaboragao do autor.
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Nota-se que utilizando o controlador chaveado (19) com os ganhos (48), o sistema
seguiu a posicao desejada X =+5 cm, y = +5 cm, manteve os angulos das direcoes X e y
proximo de zero e houve alternancia entre os quatro controladores. Observa-se também

que o sistema saturou em alguns momentos, principalmente no eixo x.

A seguir estao os resultados de simulagao e implementagao pratica do controlador
chaveado (19) com os ganhos (50) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de

controle).

Figura 6 - Resultados de simulacdo: posicao r, angulo 0, sinal de controle Ug e a regra de
chaveamento 0 do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (50) e
(51).

Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.



2.5 Simulacdes e Resultados Prdticos

36

Figura 7 - Resultados praticos da diregao X: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Ug, e a
regra de chaveamento 0x do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (50) e (51).

Ox

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboracao do autor.

Figura 8 - Resultados praticos da diregdo y: posicao ry, angulo 6y, sinal de controle Ug, e a
regra de chaveamento oy do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (50) e (51).

Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.
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Como se pode observar, o sinal de controle u(t) do controlador chaveado (19) foi
significativamente menor com os ganhos dados em (50), de forma que os sistema néo teve

problemas de saturacao, sem que seu desempenho fosse prejudicado.
2.6 Factibilidade dos Controladores Chaveado e de Ganho @Qtssta

O Teorema 4 comprova que o controlador chaveado apresenta uma regiao de factibili-
dade maior ou igual do que a regiao referente ao controlador com ganho constante. Nessa
secao serao apresentados os resultados que comprovam que o controlador chaveado pode
apresentar uma area factivel maior do que a obtida com um ganho constante, utilizando

o sistema 2D ball balancer como exemplo.

As Figuras 9 e 10 demonstram graficamente as restrigbes N minimas encontradas para
cada valor de falha de projeto em By e QM no sistema 2D ball balancer, descrito em (46),

controlado de forma chaveada ou com ganho constante.

Ambos os controladores foram projetados utilizando taxa de decaimento 3 =1,2 e as
LMIs (28) e (29) do Teorema 3, com Hg = 0,8 e minimizando 1 para restringir a norma
dos controladores. O controlador chaveado foi projetado utilizando as LMIs (20) e (21) e

o controlador com ganho constante foi projetado utilizando a LMI (29).

Note que o sistema serd factivel para valores de n iguais ou superiores aos encontrados
nos graficos. Portanto a area de factibilidade serda maior no controlador que apresentar

menor 1.
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Figura 9 - Falha x n do controlador chaveado (em azul) e do controlador com ganho cons-
tante (em vermelho), para falhas entre 0% (sem falha) e —70%

x10%

O T 1 1 1 1
0 -10% -20% -30% -40% -50% -60% -70%

Falha

Fonte: Elaboragao do autor.

Figura 10 - Falhax n do controlador chaveado (em azul) e do controlador com ganho cons-
tante (em vermelho), para falhas entre —70% e —90%

6
9 x10 T T T T T T T T T

O 1 1 1
-70% -72% -74% -76% -78% -80% -82% -84% -86% -88% -90%

Falha

Fonte: Elaboragao do autor.
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Observacao 5. Lembrando de (6) que 0 < ¥p(0) < ¥p < Vp(1) e Xpm(t) = ypXp(t),e con-
siderando yp = 14 falhap, entao observa-se que o sensor mede um valor inferior ao real
quando falhap < 0, um valor superior ao real quando falhay >0 e o valor real quando
falha, = 0. Nas Figuras 9 e 10 foram demonstrados os valores de 1 para os projetos
com falha negativa (quando a leitura do sensor indica um valor inferior ao real, jd que
y =1+ falha), mas € possivel projetar considerando também falhas positivas (quando a

leitura do sensor indica um valor superior ao real).

Como se pode observar, N minimo do controlador chaveado foi menor ou igual ao
do controlador com ganho constante para todas as falhas de projeto, comprovando assim
que a area de factibilidade do controlador chaveado pode ser maior e portanto menos

conservador.

2.7 Conclusdes Parciais

Nesse capitulo foi considerado que o vetor de estado disponivel Xy (t) para a reali-
mentacao possui incertezas politopicas. Na busca de resolver esse problema recorrente
em implementacoes praticas, um teorema que permite representar adequadamente esse
sistema em espago de estados descrevendo a dinamica de Xy (t) foi proposto. O controle
chaveado, utilizando essa nova representacao, foi projetado para garantir a estabilidade
do sistema com taxa de decaimento maior ou igual a B. Optou-se em utilizar o contro-
lador chaveado porque é menos conservador que o controlador com ganho constante, sendo
que este fato foi demonstrado na forma de um teorema e graficamente com um exemplo.
Utilizou-se também um teorema que reduz a norma de controle para evitar problemas de
saturacao. Os resultados das implementacoes praticas em um sistema 2D ball balancer

confirmaram a eficiéncia dos sistemas de controle propostos.
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3 ESCOLHENDO AS CHAVES DO CONTROLADOR

No Capitulo 2 foi apresentado um controlador chaveado utilizando a representacao
do sistema com incertezas no vetor de estado, demonstrado no Teorema 1, e a teoria
de controle chaveado do Teorema 2. Nesse capitulo também serd abordado um controle
chaveado com -50% de falha conforme (43) e (44) e utilizando os Teoremas 1 e 2, mas
inspirado em Yang, Hak-Keung e Wu (2016), serdo escolhidos outros vértices do politopo
para diminuir a area da combinagao convexa, assim diminuindo o conservadorismo do

controlador.

O controlador apresentado no Capitulo 2 foi projetado tomando como base a re-
presentacio das falhas através de 4 vértices, referentes a quando ys(ag) e ys(bg) ™t sdo
respectivamente minimo e minimo, minimo e maximo, maximo e minimo e maximo e
maximo. Na Figura 11 sao apresentados detalhes sobre estes vértices.

Figura 11 - Posicao dos vértices do controlador com 4 chaves, para o caso em que 0,5 <
y(a3) < 1le 1< y(b3)™t <2 em relacio & curva ya(bg) ™! = ys(ag) ™t (em azul).

IVértice 2:I Vértice 4:
22 — .
a,)=05 -
73(23) 15(a5) =1
1 _
oL Y5(bg) " =2 o303) =2 |
1.8 b
I
/@1.6 B b
=
Q 14 r _
Vértice 1: Vértice 3:
l2r ’73(33) = 0,5 ’7’3(‘33) =1 7
-1 -1
v5(05) =1 73(03) " =1
1r *x3
08 1 1 1 1 1 1 1
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

ys(as)

Fonte: Elaboragao do autor.
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O sistema garante a estabilidade para qualquer incerteza dentro da area retangular
entre os 4 vértices, mas o sistema real apresenta apenas as incertezas correspondentes
a curva y3(bg) ™! = ya(ag)"t. Uma maneira de deixar o sistema menos conservativo é
diminuir a area da combinagao convexa dos vértices do politopo de uma forma em que

continue abrangendo toda a curva ya(bz) ™t = ys(ag) L.

Note que o Vértice 4 nao é necessario, ja que a area entre as outras 3 chaves ja abrigam

toda a curva y3(b3) ™! = y5(ag) 1, como pode ser visto na Figura 12.

Figura 12 - Posicao dos vértices do controlador sem o vértice 4, em relacdo & curva ys(bz) ™t =
y3(az) ™t (em azul).

2.2 T T T T T T
Vértice 2:
73(a3) =05
2F 1 i
Vs(bs) - 2
1.8 _
T 16t i
—
%)
@)
~—
QL14F _
Vértice 1: Vértice 3:
12 ys(aS) =05 73(33) =1 ~
. 1
15(by) =1 a(bg) =1
i X \
0.8 L L 1 1 | |
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

y3(as)

Fonte: Elaboragao do autor.

E possivel diminuir ainda mais essa area entre os vértices do politopo deslocando o
Vértice 1 para mais préximo da curva ya(bz) ™t = ya(ag)™t. O ponto mais préximo que
mantém a area entre os vértices abrangendo toda a curva pode ser encontrado tracando
duas retas que a tangenciam a curva nos pontos que estao os Vértices 2 e 3 e encontrando

o ponto de intersecgao. O Vértice 1 pode ser encontrado utilizando o Teorema 5.
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Teorema 5. Considerando que 0< V3, <Y<\ ., o Vértice 1 pode ser encontrado pelas

equagoes (52) e (53):

2(ypt —y5l)
lag) = ———7, (52)
y3m'n o y3max
Va(bs) ™t = 2y — V57 valas) = 2v5 L, — V.2, va(@q)- (53)
Prova: Para encontrar o Vértice 1 é necessario encontrar as retas que tangenciam

a curva ya(bg) 1=y ! hos pontos em que y5 ¢ minimo e maximo.

As retas podem ser representadas por:

ys(bs) 1 =C+ ys(ag), (54)

sendo C uma constante e

d(ys(bs)™) _ —y2 (55)

A partir de (54) e (55) e considerando que nos pontos da curva, ya(bg) ™1 = ya(ag) 1t =

ygl, entao:
C=ys(bs) ' +y5°(as) = 215, (56)
assim, a partir de (54) a (56):
va(bs) "t =2y5 "~ y5 *y(a0), (57)
de forma que as retas que tangencia a curva onde Yy = )5.. € Y3 = Y3, Sa0 respectivamente:

ya(bs) t =251 — 52 ya(ag), (58)
ya(bs) P =251 —yi2 y5(ag). (59)

Assim o ponto de interseccao entre as retas (58) e (59) é:

s — Vol ¥8(32) = 2151 — 152 a(ag), (60)
2yt — 2yt

Va(ag) = —p——3=, (61)
Yarin = Vamex

obtendo assim a equacao (52). Utilizando y5(az) encontrado em (61) na reta (58) ou na

1

reta (59), é possivel encontrar yg(bz)™". Note que as retas (58) e (59) sdo as mesmas
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apresentadas em (53). O

No exemplo estudado, considerando 0,5 < y3 <1, o Vértice 1 pode ser encontrado

utilizando as equacoes (52) e (53):

ys(ag) = % = g (62)
ya(bs) 1= 4-4% = g. (63)

Assim o Vértice 1 estd em y3(a3) = % e ya(bg) 1= %’, o Vértice 2 esta na posigao em

que y3 é minimo, ou seja, ya(ag) = 0,5 e y3(b3) ™1 = 2 ¢ o Vértice 3 fica na posicdo em que
¥3 é maximo, y3(az) = 1 e y3(b3) "1 = 1. A Figura 13 mostra a posicio dos 3 vértices do
politopo.

Figura 13 - Posicao dos vértices do controlador com 3 chaves, para o caso em que 0,5 <
ys(ag) <1e 1< y(bg)™t <2, em relacio & curva ys(ag) ™t = ya(bg) ! (em azul).

2.2

" Vértice 2: ' ' : '
75(a3) = 0,5
2r alby) ™ =2 .
18+ ]
T 16t i
~—~
™
o
~—
L14f |
Vértice 1: Vértice_3:
L2r 74(ag) = 0,666 155 =1
-1
75(by) " =1,333 7303 " =1
1 -
0.8 1 L L 1 1 1
0.4 05 06 07 0.8 0.9 1 11

ys(as)

Fonte: Elaboragao do autor.

Nota-se que a area entre os vértices do politopo descrito na Figura 13 é significativa-

mente menor que a area encontrada na Figura 11, portanto o sistema é menos conservativo.
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3.1 Projeto de Controle

Assim como no Capitulo 2, foi projetado o controlador do sistema 2D ball balancer
descrito na Secao 2.3 considerando uma falha de até —50% na leitura do angulo medido,
acarretando uma falha simultanea na derivada do angulo. Neste exemplo também nao foi

considerado falhas na leitura da posicao e na estimacao da velocidade da bola.

A partir de (7) a (9), (41) a (44) e utilizando os vértices apresentados na Figura 13,
entao as matrizes Mg e I‘al, para o sistema 2D ball balancer apresentado em (39) e (40)

Sao:

wIN

ple) = 3]
a2 = diag[l 1 y3(a3)=0,5 ys(ag)=0,5] (64)
a3 = diag[l 1 w(ag)=1 w(ag)=1]

s = diag [1 1 ys(as) =

: 1 4 _
b = digl b t=g by =

2 y(bg)t=2] (65)
1

M, = diag[l 1 y(bs)*
Mg = diag[l 1 y(bg)™t

Observacao 6. Note que nesse caso rgll nao € a inversa de [ a1, pois como pode ser visto
na Figura 13, o Vértice 1 ndo pertence a curva ya(bz) ™ = ya(ag) L. Apesar de existirem
it —1 1 : ~1_ 1 :
vértices em que Yop =+ Yap » no sistema real Yop = Yap » portanto na planta do sistema
sempre serd VapVb_pl = 1. Entao, para obter as matrizes A e Bj, i=1,2,3, correspondentes
aos trés vértices mencionados, basta substituir os respectivos valores de ys(bg)™t e de

ya(az) dos vértices, nas matrizes do sistema, dadas em (46).
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Considerando (46), (64) e (65), foram utilizados os seguintes vértices do politopo, para

ambos 0s eixos:

01 0 O
0 0 2Ky, O
Al— 3Mbb ’
o0 0 1

1
(00 0 -1
01 0 O
0 0 Ky O
A2: bb ’
00 0 1
1
(00 0 -7 (66)
01 0 0
0 0 Kep O
Az=
00 0 1
oo o -1
N T
B.=|0 0 0 2%,
g
B2=|0 0 0 °5Kl,

T
Bs=|0 0 0 K|,

Utilizando as LMIs do Teorema 2 e considerando os vértices do politopo (66) para
B = 1,2, foram obtidos através do software MatLab e a linguagem YALMIP, com o solver

LMILab:
Ky =[1257893 1172781 603148 44329,

Ko = [44,4498 416327 215713 14419,
Ks = [1434333 1338494 690257 51321,

17,4087 159956 80746 Q6890 (67)
15,9956 148346 75205 06436
8,0746 75205 38513 03317
0,6800 06436 03317 Q0297




3.1 Projeto de Controle 46
-—189149639;12183 —17468816317915 —884062782616 —7556730?5798-
~ | —17468816317915 —161323564B8193 —816402874558 —697824916570
Q= —884062782616 —8164028748558 —4131469111941 —353135810929 ’
| —755673075798 697824916570  —353135810929 30183926704
-—18914921097461 —1746877632490 —88406072¢4868 —755671373690-
~ | —1746877632490 —161323191%130 —816400958311 —697823329535
Q2= —88406072¢4868 —8164009578311 —4131459241596 —35313499880 + (68)
| —755671373690  —69782332535 —35313498B880 —30183859520
_—189149757?1201 —1746882742104 —884063364698 —755673556887_
— | —1746882742104 —1613236682871 —81640341%137 —697825366972
Q3= —884063364698 —81640341%137 —413147196148 —353136047079 '
| —75567353%6887  —6978253@6972 —353136047079 30183946135

Utilizando as LMIs do Teorema 2 em conjunto com as do Teorema 3 , considerando

os vértices do politopo (66), B =1,2 e Lp= 0,8, obteve-se

K, = [8,7987

n = 3,9208+ 10°,
Ky=[123530 130781 65115 Q1681,

95310 51906 01349,

Kz =[239147 238563 101474 (2584,

[ _45052360199232
35334810260211
~11292107505373
| —277,712108045
[ _45056963892752
—35339445068448
—11294621038452
| 277769562534

[ —45054274311320

—11293156893299
277736748196

[0,7573
0,5483
0,1760
0,0043

05483
05110
01791
00045

—35334810260211
—26959042980889
—08458921208214
—207,408603597
—35339445068448
—26963703977877
—8461413703186
—207,465989377

—35336765401144

—8459982275296
—207,433697955

—11292107505373 —277,71210804é

~11294621038452 —277,769562534

—11293156893298 —277,73674819é
—35336765401144 —26961039341278 —8459982275296 —207,433697955

00043]
Q0045
00025
Q0001

01760
01791
00952
00025

—8458921208214 —207,408603597
—2619771354206 —64,096684895
—64,096684895  —1,567624433

—8461413703186 —207,465989377
—2620981508404 —64,125328757
—64,125328757  —1,568300323

—2620299294720 —64,109403545

64109403545  —1,567930963 |
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Nota-se que os ganhos obtidos em (69) sao significativamente menores que os encon-
trados em (67). Espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os

resultados de simulagao e da implementacao pratica serao apresentados a seguir.
3.2 Simulagbes e Resultados Praticos

Assim como no Capitulo 2, o objetivo das simulacgoes e das implementacoes é fazer com
que a bola siga a referéncia de um quadrado de 10 cm de lado. Apds 40 segundos do inicio
da simulagao foi inserida uma falha de —50%na leitura dos angulos dos servomotores das
direcoes X e y da placa. A entrada de controle u(t) é limitada em +5V através de um

saturador, inserido via Simulink®, para nao danificar o atuador.

O Teorema 2 nao garante a estabilidade do sistema no momento em que ocorre a falha,
ja que supoe que a falha é invariante no tempo, mas optou-se por manter os resultados

do sistema sem e com falha em um tnico grafico para facilitar a visualizagao.

No sistema real o sensor apresenta apenas o angulo medido (6 ), mas como a imple-
mentagao em laboratorio utilizou uma falha induzida via software, entao tem-se acesso
ao angulo real (0) e ao angulo medido (6y). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 14 a 19 apresentam 6 ao invés de By.

A simulagao do controlador chaveado (19), com os ganhos dados em (67) é apresentado

na Figura 14 e os resultados praticos nas Figuras 15 e 16.
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Figura 14 - Resultados de simulagao: posicao r, angulo 8, sinal de controle Ug e a regra de
chaveamento 0 do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (67) e

(68).
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Fonte: Elaboracao do autor.

Figura 15 - Resultados praticos da dire¢ao X: posigao rx, angulo 6, sinal de controle Ug, € a
regra de chaveamento 0y do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (67) e (68).

Ox

Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.
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Figura 16 - Resultados praticos da diregdo y: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Ug, e a
regra de chaveamento 0y do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (67) e (68).

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboracao do autor.

Nota-se que o controlador chaveado (19) com 3 vértices (67) obteve bom desempenho
com o sinal de controle u(t) menor que no controlador com 4 vértices (48), de forma que

o sistema apenas atinge a saturacao em alguns pontos no eixo X.

A seguir estao os resultados de simulagao e implementagao pratica do controlador
chaveado (19) com os ganhos (69) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de

controle).
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Figura 17 - Resultados de simulagao: posicao r, angulo 8, sinal de controle Ug e a regra de
chaveamento 0 do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado (19), (69) e
(70).

1 = = M I b ¢ b ¢ MM
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Fonte: Elaboracao do autor.

Figura 18 - Resultados praticos da dire¢ao X: posigao rx, angulo 6, sinal de controle Ug, € a
regra de chaveamento 0y do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (69) e (70).
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Fonte: Elaboragao do autor.
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Figura 19 - Resultados praticos da diregao y: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Ug, e a
regra de chaveamento 0y do 2D ball balancer utilizando o controlador chaveado
(19), (69) e (70).

Tempo(s)

Fonte: Elaboracao do autor.

Como se pode observar, o sinal de controle u(t) do controlador chaveado (19) foi
significativamente menor com os ganhos dados em (69), de forma que os sistema nao teve

problemas de saturacao, sem que seu desempenho fosse prejudicado.
3.3 Factibilidade dos Controladores Chaveados (com 3 e 4césjte de Ganho Constante

O intuito de escolher outros vértices do politopo de modo a diminuir a area da com-
binagao convexa é diminuir o conservadorismo do projeto. Nessa secao sera comparada
a area de factibilidade do controlador chaveado de 3 e 4 vértices e do controlador com

ganho constante (que possui 4 vértices).

As Figuras 20 e 21 demonstram graficamente as restrigoes N minimas encontradas
para cada valor de falha de projeto em By e B\ no sistema 2D ball balancer, descrita em

(46), para cada projeto de controle.

Todos os controladores foram projetados utilizando as LMIs (28) e (29) do Teorema
3, com g = 0,8 e minimizando N para restringir a norma dos controladores. Os contro-
ladores chaveados (de 3 e 4 vértices) foram projetados utilizando as LMIs (20) e (21) e o

controlador com ganho constante foi projetado utilizando a LMI (29).
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Note que o sistema serd factivel para valores de n iguais ou superiores aos encontrados
nos graficos, portanto a area de factibilidade sera maior no controlador que apresentar
menor 1.

Figura 20 - Falha x n dos controladores chaveados de 3 e 4 vértices (em amarelo e azul, res-

pectivamente) e do controlador com ganho constante de 4 vértices (em vermelho),
para falhas entre 0% (sem falha) e —70%

x10%

0 E=——— T 1 1 1 1
0% -10% -20% -30% -40% -50% -60% -70%

Falha

Fonte: Elaboragao do autor.

Observacao 7. O grdfico da Figura 20 foi criado com o controlador chaveado de j vértices
em azul, mas como N dos controladores chaveados com 3 e 4 vértices sao aprorimadamente

iguais para falhas de projeto entre 0% e -70%, o grdfico amarelo sobrepds o azul.
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Figura 21 - Falhax n dos controladores chaveados de 3 e 4 vértices (em amarelo e azul, res-
pectivamente) e do controlador com ganho constante de 4 vértices (em vermelho),
para falhas entre —70% e —90%

6
9 x10 T T T T T T T T T

0 i i 1 1 1 1 1
-710% -72% -74% -76% -78% -80% -82% -84% -86% -88% -90%

Falha

Fonte: Elaboracao do autor.

Observagao 8. O projeto de controle demonstrado nesse capitulo e as Figuras 20 e 21

utilizam Vs, = 1, mas o Teorema 5 permite utilizar Y3, > 1.

Como se pode observar, N minimo dos controladores chaveados foram menores ou
iguais ao do controlador com ganho constante para todas as falhas de projeto. O n
minimo do controlador chaveado de 3 vértices foi menor que o de 4 vértices nos casos em
que as falhas de projeto afetam mais o sistema (a partir de —85%) e aproximadamente

igual quando as falhas eram menores.

Ambos os controladores chaveados sao menos conservadores que o controlador com
ganho constante. A vantagem da escolha de vértices com menor area da combinacao

convexa € notavel quando o sistema esta estressado.
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3.4 Conclusées Parciais

Nesse capitulo foi apresentado um controlador para o sistema 2D ball balancer uti-
lizando os teoremas encontrados no Capitulo 2, mas escolhendo outros vértices do politopo
para reduzir a area da combinacao convexa, com a intencao de diminuir o conservadorismo
do controlador. Observou-se que os resultados encontrados, utilizando os novos vértices,
obtiveram bom desempenho e sinal de controle u(t) menor que o do controlador com 4 vér-
tices, contribuindo para evitar o problema de saturacao. As Figuras 20 e 21 demonstram
que a escolha de vértices que reduzem a area da combinacao convexa apresenta resultados

mais significantes quando o sistema esta estressado.
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4 CONTROLE ROBUSTO PARA SISTEMAS COM SENSORES QUE
APRESENTAM FALHAS VARIANTES NO TEMPO

No Capitulo 2 foi projetado um sistema de controle chaveado, considerando falhas,
lineares e invariantes no tempo, nos sensores. Nesse capitulo, um novo sistema de controle
foi concebido com o objetivo de permitir a existéncia de falhas que variam no tempo.
Para atingir este objetivo, evitou-se na analise as derivadas com respeito ao tempo dos

parametros que definem as incertezas, descritos em (1)-(3).

A lei de controle utilizada é dada por:

u(t) = —Kxw (t). (71)

Logo, o sistema (5) pode ser reescrito como

%(t) = Ax(t) — BKxw (t). (72)

Entao, considere a candidata a fungao de Lyapunov dada por
V(x(t)) = x(t) "Px(t), (73)

sendo que P=PT > 0.

Dada uma constante real B > 0, pode-se impor uma restricdo para uma taxa de

decaimento maior ou igual a B se a condigao
V(x(t)) < 2BV (X(t)), (74)
for satisfeita, para toda a trajetéria X(t) do sistema (BOYD et al., 1994).
O principal resultado desse capitulo é o Teorema 6 apresentado a seguir.

Teorema 6. Defina as matrizes diagonais Gy = ral, G € R™" ¢ | € Ky, e considere
um escalar B > 0 dado. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva

X e R™" de uma matrizY € R™" e de uma matriz M € R™" | tais que:
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AGYT —BM+YGAT—-MTBT  « *
GYT+AGYT —BM — X —2X % | <0. (75)
T —X
G|Y O ﬁ

Entao a lei de controle (71), considerando (8), torna o ponto de equilibrio X =0 do
sistema (72) globalmente assintoticamente estdvel, com uma taza de decaimento maior ou

igual B, sendo P=X"1 e o ganho do controlador dado por K =MY~T.

Prova: A partir de (2), lembrando que ¥{_;Ai=1e A >0, | € K;, defina G| = I'l_l.
Multiplicando (75) por Aj e realizando o somatério de | =1 até | =r, lembrando-se da

definicio de [ em (9), tem se:

AT —BM4+YI;IAT -MTBT  «
FoWYT L AMSYT —BM — X —2X % | <0. (76)
—1vT —X
ryty 0

Aplicando o complemento de Schur em (76), com X = P~1, obtém-se a seguinte de-

sigualdade

Yr;t
0

AFFYT —BM+Yr;PAT -MTBT  «
MY +AM YT —BM - X —2X

(—ZBP)[rglvT o] <0, (77)

que pode ser reescrita como

2BYT7Prs YT 4 ArS YT —BM 4+ YT;IAT —-MTBT 0 (9)
YT+ AM YT —BM — X —2X '
Note que em (77) B >0, ;1> 0e P> 0. Entio,
yr;t
| g | -28P rT o] o (79)
Assim, de (77) e (79),
AFZYT —BM+YI;1AT —MTBT
z A "l <o (80)
MY +AMSYT —BM - X —2X
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Portanto, observe que

AT YT —BM4+YI;IAT -MTBT  « |
= =<0, (81)
FYT+AMSYT —BM - X —2X| | -1
que equivale a
;YT —vyr;t <o (82)

Logo, —T7;XYT <0 e det(Y) # 0. Portanto pode-se definir Z; =Yt e M = KZl_T.
Assim, tem-se de (78) que

lzﬁz;lrz—lprz—lzl—T +AM1Z T -BKZ T+ Z AT - Z KT

<0. (83
M1z T +Ar;2Z T - BKZ T - X —2x] (83)

Como X é uma matriz simétrica definida positiva, entao detX) # 0. Assim, pode-se

definir Z; = Z] = X1 e reescrever a desigualdade (83), tal que

[213211F21PF2121T +AMZ T -BKZ T+ Z AT - Z KT * ] ~0
—1pr-17-T —15-T -T -1 -T -1
Z,'Prjizit - Aryizi T -BRZ T -7 -z, -7,
(84)
L . Z; 0 zl o : ,
Pré e pés-multiplicando (84) por e , respectivamente, obtém-se
Z; 0 z]
28T 7P 42 AT~ ZiBK + T 1ATZ] —KTBTZ] % Z0. ()
Pry14+2,AM; 1 — Z,BK — 77 —7,-7} '

Para x # 0, note que Xy = I';X# 0, pois det(l';) # 0. Assim, observe que se X # 0 entao

Xy XT]T # [0 Q7 e portanto (85) é equivalente a

-1 -1
[XT )-(T] 2T P+ x N Z;
M Pr;! 0 z

2

[(Ar;1-EBK) 1]

(AF{l—IBK)T] [ZI zﬂ} [X_M] <0. (86)

X
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A partir de (8), observe que o sistema (72) pode ser reescrito como
X(t) = AF;IMx(t) —BKxw(t),
X(t) = (AFz*—BK)xum(t),
0 = (AF;1—BK)xw(t) —X(t). (87)
Como (AF;1—BK)xm —x=0e x{,(Ar;1 —BK)T —xT =0, entdo (86) equivale a

2Bx0T 7 1PT 5 Yxm + X" PT 5 txm + x4, 75 1P

= 2Bx"Px+x" Px+x"Px
= V+4+2Bx"Px<0. (88)
Portanto,
V = X" Px+x' Px < —2Bx"Px, (89)
e assim a demonstracao esta concluida. n

Observacao 9. Note que o Teorema 6 nao utiliza a derivada do vetor de estado medido,
Xm(t). Isso representa uma vantagem, pois a partir de (1), (6), (7) e (8), observe que
xm(t) depende de parametros incertos variantes no tempo relacionados a 7. Ou seja, o
método proposto garante a estabilidade do sistema realimentado (72), com sensores que
apresentam falhas variantes no tempo. Assim, as variacoes de tais falhas nao interferem

no projeto desse sistema de controle.
4.1 Projeto de Controle

Foi projetado o controlador do sistema 2D ball balancer descrito na Secao 2.3 con-
siderando uma falha de até —50% na leitura do angulo medido, acarretando uma falha
simultanea na derivada do angulo. Ja nas leituras das posicoes da bola (ry e ry) foi suposto
que nao ocorreram erros de leitura. Entao, as variaveis de estado podem ser reescritas

CO1mo:

xag) = %) =r(t);

ou) = 29Uy

Xaul) = (Xs(t) = y()OL);

Xy t) = LU A0OWM) _ o yo0t) 1)) (90)
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Observacao 10. No caso particular do sistema 2D ball balancer em que o controle fou

implementado, observe que, a partir de (90), tem-se Ou(t) = Xay (1) = dxg’t(t) = y(t)0(t) +

ya(1)B(t), pois a varidvel de estado X4, € obtida por meio de um filtro derivativo. Nessa
se¢do foi projetado o controlador considerando a falha ya(t) descrita como uma onda
quadrada, como pode ser visto na Subsecao 4.1.1. A derivada de Y5(t) serd diferente de
zero apenas quando o valor de y3(t) for alterado. Entao, de forma simplificada, considerou-
se que By (t)= yg(t)G(t) Na Secao 4.2 serd apresentado o projeto de controle considerando
uma falha Y5(t) descrita por uma onda senoidal, de forma que ya(t) serd levado em con-

sideragao em Xa,, (t) = y3(t)0(t) + y5(1)O(t).

A partir das consideragoes anteriores, de (7), (8) e (9), tém-se as matrizes g =
diag[l 1 y5 Y] e Fal = diag[1 1 y3_l ygl}. Como visto no Teorema 6, G = rgll.

Considerando 0,5 < y53 < 1, obtém-se as matrizes:

100 0[/100 0]
01000100
[G1|Go]=
0010[/0020 (91)
_O 001, 000 2_
Do Teorema 6 com 3 =1,2 obtém-se:
K=|1180412 1180268 551525 34714], (92)
(206276 157404 19366 140
157404 120643 16687 131
P_ 4 64 6 1 , (93)

19366 16687 3891 045
1,40 131 044 002

0,0005 —0,0007 Q0004 —0,0000
~0,0007 Q0014 —0,0020  QO056
0,0004 —0,0020 Q0072 —0,0528|
| -0,0000 Q0056 —0,0528 Q7341

Para reduzir a norma do controlador utilizou-se o Teorema 3.

Observacao 11. Como M = KYT no controlador proposto pelo Teorema 6, entdo no

Teorma 3 foi necessdrio utilizar Y simétrico e Y > Ll (ao invés de X > Lol ).
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Os resultados obtidos utilizando o Teorema 6 em conjunto com o Teorema 3, para

B=1,2¢ lp=0,8, sao apresentados a seguir.

n = 6,3705x 1P, (95)
K= _63,4164 660939 325700 16221|, (96)

0,1473036 (0795197 (0093295 (D001073
0,0795197 (0620453 (D083086 (D001035

P: ) 97
0,0093295 (0083086 (0021549 (0000372 (97)
0,0001072 (0001035 (0000372 Q0000017
[ 10 —13 8 1
~13 27 -35 80

Y= (98)

8 -35 114 -963|
1 80 —963 1757

Nota-se que os ganhos obtidos em (96) s@o menores que os encontrados em (92).
Espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os resultados de simu-

lacao e da implementacgao pratica serao apresentados a seguir.

4.1.1 Simulagfes e Resultados Praticos

O sistema implementado visa fazer a bolinha percorrer uma trajetéria quadrada de
10 cmde lado. Em cada eixo, ha uma falha que atua como uma onda quadrada, podendo
estar em Y53 = 0,5 (falha de 50% no sistema) ou Y3 =1 (ndo hd falha); as ondas quadradas
possuem periodo de 10 segundos (5 segundos com Y3 = 0,5 e 5 segundos com Y5 = 1)
e estao defasadas em 2,5 segundos entre si, de forma que é possivel observar o sistema

funcionando quando h& falha em apenas um eixo, nos dois eixos ou em nenhum eixo.

Para ndo danificar o atuador, foi inserido um saturador, via Simulink®, que limita a

entrada do sinal de controle u(t) em +5V.

No sistema real o sensor apresenta apenas o angulo medido (6 ), mas como a imple-
mentagao em laboratorio utilizou uma falha induzida via software, entao tem-se acesso
ao angulo real (0) e ao angulo medido (6y). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 23 e 24 apresentam 8 ao invés de Oy .

A simulac¢ao do controlador (71), com os ganhos dados em (92) é apresentada na

Figura 22 e os resultados préticos nas Figuras 23 e 24.
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Figura 22 - Resultados de simulagao: posi¢ao r, angulo 6, sinal de controle Ug e a falha y5 do
2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (92).

10 T T T T T T T

Ot 1 1 1 1 1 1 1 -
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.

Figura 23 - Resultados praticos do eixo X: posigao ry, angulo 6, sinal de controle Ug, e a falha
ya do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (92).

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.
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Figura 24 - Resultados praticos do eixo y: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Uy e a falha
ys do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (92).

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.

Nota-se que utilizando o controlador (71) com os ganhos (92), o sistema seguiu a
posicao desejada X = +5 cm, y = +£5 cm e manteve os angulos das direcoes X e y préximo
de zero. Observa-se também que o sistema saturou em alguns momentos, principalmente

no eixo X.

A seguir estao os resultados de simulagao e implementagao pratica do controlador
chaveado (71) com os ganhos (96) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de

controle).
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Figura 25 - Resultados de simulagao: posigao rx, angulo 6, sinal de controle Ug, e a falha )3
do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (96).
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Fonte: Elaboragao do autor.

Figura 26 - Resultados praticos do eixo X: posigao I, angulo 6, sinal de controle Ug, e a falha
ya do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (96).

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.
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Figura 27 - Resultados praticos do eixo y: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Uy e a falha
ys do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (96).

10

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo(s)

Fonte: Elaboragao do autor.

Como se pode observar, o sinal de controle u(t) do controlador (71) foi significativa-
mente menor com os ganhos dados em (96), de forma que o sistema saturou apenas em

alguns momentos no eixo x.
4.2 Projeto de Controle Levando em Consideragao a Derivadalda F

Quando a falha na medicao de uma varidvel de estado Xpm = YpXp ocorre e ainda
. . . d d ~ d - - ~
precisamos estimar Xpm = % = %, entao note que % = YpXp + YpXp- A Secao 4.1

considerou yp = 0, essa secao abordard o problema para os casos em que Yp # 0.

Nessa se¢ao foi novamente projetado o sistema 2D ball balancer descrito na Secao 2.3
com falha na leitura do angulo medido By e portanto com falha também na velocidade
angular medida By. As variaveis de estados podem ser escritas conforme (90). Note que
O = y36 + ygé, assim como By estd em funcao de 0 e 0, entdo as matrizes [ 4 deixaram

de ser diagonais, tendo em vista (8) e (40), como pode ser visto a seguir.
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[ak=

5000

0

0
Vs
Vs

o O O
o O +» O

O controle foi projetado supondo falha de até -50% na leitura do angulo medido Gy

e com a variacao da falha O entre —0,05m e 0,0511, assim:

05< y <1, (100)
—0,05m< 5 < 0,05m.

A partir de (99) e (100) e lembrando do Teorema 6 que Gi = I;1, obtém se:

1 0 0 0l 1 0 0 0
01 0 0l 0 1 0 0
(G1|G2]= ,
OO0 2 0, 0O 2 0
i 0O 0 06283 2| 0 0O —-0,6283 2_
(101)
(10 o o/10 o 0]
0 1 0 0l 0 1 0 0
[Gs|Ga]= ,
0O 1 0, 0O 1 0]
i 0O 0 01571 1| 0 0 -0,1571 1_
Do Teorema 6 com 3 = 1,2 obtém-se:
K=[1327281 1323025 613486 37206|, (102)

(11086315 6241600 730924 4993
p_ | 6241600 4761254 627336 4664 (109
730924 627336 140562 1581|

4993 4664 1581 081
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0,0000112 —0,00001591 (0000103 —0,0000030
y_|~00000159 (0003397 ~0,0000498 0001538 (104
0,0000103 —0,00004980 (0001863 —0,0014771|

—0,0000030 (00015385 —0,0014771 (0215937

Para reduzir a norma do controlador utilizou-se o Teorema 3. Os resultados obtidos
utilizando o Teorema 6 em conjunto com o Teorema 3, com =12 e LUy = 0,8, sdao

apresentados a seguir.

n = 4,6426x« 10’ (105)
K=|79,6256 824983 403418 21073|, (106)

0,1502539 (0799788 (0090366 (DO00SS0
0,0799788 (0619282 (D079543 (D0O00840

P= , (107)
0,0090366 (0079543 (0019391 (0000293
 0,0000880 (DO00840 (0000293 (0000013
[ 9416 —12968 8026  —0,404
~12968 26773 35364 93370
Y — . (108)

8,026 35364 121555 1047934
| 0404 93370 —1047935 18694177

Nota-se que os ganhos obtidos em (106) sdo menores que os encontrados em (102),
espera-se assim que o sinal de controle u(t) seja também menor. Os resultados de simulacao

e da implementagao pratica serao apresentados a seguir.

4.2.1 Simulagfes e Resultados Praticos

O objetivo do sistema implementado é fazer a bolinha percorrer uma trajetéria quadrada
de 10cm de lado. Em cada eixo hd uma falha que varia entre 0,5 a 1 de forma senoidal
com 0,1Hz de frequéncia e 2,5 segundos de defasagem entre os eixos. Foi utilizada essa de-
fasagem para demonstrar que o sistema continua tendo bom desempenho mesmo quando
os eixos apresentam falhas diferentes. A falha utilizada pode ser representada matemati-

camente por:

s = 0,75+ 0,25sen(0,27t), (109)
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ys = 0,05rmcoq0,2mt). (110)

Como se pode observar —0,051T < y3 < 0,057T, que é o previsto no projeto.

Para nao danificar o atuador, foi inserido um saturador, via Simulink®, que limita a

entrada do sinal de controle u(t) em +5V.

No sistema real o sensor apresenta apenas o angulo medido (6 ), mas como a imple-
mentacao em laboratério utilizou uma falha induzida via software, entao tem-se acesso
ao angulo real (0) e ao angulo medido (6y). Para demonstrar o comportamento real do

sistema as Figuras 28 a 33 apresentam 6 ao invés de By.

A simulagao do controlador (71), com os ganhos dados em (102) é apresentado na

Figura 28 e os resultados praticos nas Figuras 29 e 30.

Figura 28 - Resultados de simulagao: posi¢ao r, angulo 6, sinal de controle Ug e a falha y5 do
2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (102).
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Fonte: Elaboragao do autor.
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Figura 29 - Resultados praticos do eixo X: posigao rx, angulo 6, sinal de controle Ug, e a falha
ys do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (102).
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Fonte: Elaboragao do autor.

Figura 30 - Resultados praticos do eixo y: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Uy e a falha
ys do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (102).
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Fonte: Elaboragao do autor.

Nota-se que utilizando o controlador (71) com os ganhos (102), o sistema seguiu a
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posicao desejada X = +5 cm, y = +£5 cm e manteve os angulos das direcoes X e y préximo

de zero, mas apresentou problemas de sturacao.

A seguir estao os resultados de simulagao e implementagao pratica do controlador (71)

com os ganhos (106) (obtidos utilizando o Teorema 3 que reduz a norma de controle).

Figura 31 - Resultados de simulagao: posigao rx, angulo 6, sinal de controle Ug, € a falha y5
do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (106).
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Fonte: Elaboragao do autor.
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Figura 32 - Resultados praticos do eixo X: posigao rx, angulo 6, sinal de controle Ug, e a falha
ys do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (106).
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Fonte: Elaboragao do autor.

Figura 33 - Resultados praticos do eixo y: posicao ry, angulo 6, sinal de controle Uy e a falha
ys do 2D ball balancer utilizando o controlador descrito por (71) e (106).
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Fonte: Elaboragao do autor.

Nota-se que a redugao da norma utilizando o Teorema 3 reduziu significativamente o



4.8 Conclusoes parciais 71

sinal de controle, de forma que o problema de saturacao foi quase eliminado.

4.3 Conclusbes parciais

Nesse capitulo foi proposta uma nova metodologia de projeto de controle robusto para
sistemas lineares, considerando que os sensores apresentam falhas de medig¢ao variantes no
tempo. O vetor de estado medido, Xm(t) = [2X(t), apresenta incertezas politépicas, como
mostra a defini¢ao de '; em (7). O método proposto nesse capitulo apresenta condigoes
que garantem a estabilidade do sistema realimentado, bem como uma taxa de decaimento
minima, que independem das variacoes dos elementos da matriz I';. O teorema foi utilizado
para projetar o controlador empregado na implementacgao pratica, em um sistema 2D ball

balancer, para confirmar a sua eficacia.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho inicialmente foi apresentado um procedimento para representar uma
planta linear e invariante no tempo em funcao de um vetor de estado medido com in-
certezas Xy. Utilizando essa representacao foi demonstrado como projetar um controlador
chaveado que garante estabilidade do sistema controlado, com uma taxa de decaimento
B minima previamente especificada. Foi evidenciado que o controlador chaveado é menos
conservativo que o controlador com um tnico ganho através de um teorema e graficamente
com um exemplo. Essa representacao e o projeto de controle foram publicados em Buzetti
et al. (2015).

Foi proposta uma forma de escolher os vértices do politopo de forma que o controlador

chaveado fique ainda menos conservativo.

Um teorema que restringe a norma dos controladores foi apresentado com o intuito

de diminuir o sinal de controle do sistema para assim evitar problemas de saturacao.

Foi proposto também o projeto de um controlador que garante a estabilidade do
sistema controlado, com uma taxa de decaimento B minima previamente especificada,

mesmo que a falha varie no tempo. Esse projeto de controle foi publicado em Buzetti et
al. (2016).

Todos os projetos de controle foram implementados em bancada no sistema 2D ball
balancer, com e sem o teorema que restringe a norma dos controladores, de forma que
foi possivel verificar que todos os controladores apresentaram bom desempenho e os con-
troladores que tiveram sua norma restringida tiveram significativa diminuicao do sinal de

controle, de forma que o problema de saturacao pode ser evitado.

Planos de pesquisas futuras incluem um estudo aprofundado de saturacao, projetos
para sistemas nao lineares, aplicacoes dos métodos em outros equipamentos do LPC,

controladores digitais e outras técnicas de controle.
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Abstract— This paper addresses a recurrent subject in practical implementations which is the sensor measure-
ment failure. Thus, the state vector available for feedback, denominated zp;(t), presents polytopic uncertainties.
The contribution of this work is the state space representation of a linear time-invariant system using x s (¢) and
the switched control project that ensures the stability of the system. The switched control design is based on
Linear Matrix Inequalities (LMIs) and uses a quadratic Lyapunov function. A practical implementation of a 2D
ball balancer system confirms the efficiency of the method.

Keywords— Sensor Fault; Reliable Control; Switched Control; Linear Matrix Inequalities.

Resumo— Este trabalho aborda um tema recorrente em implementagoes praticas que é a falha de medigao
do sensor. Considerou-se que o vetor de estado disponivel para a realimentagdo, denominado zs(t), apresenta
incertezas politépicas. A contribuicao do trabalho é a representagao em espago de estados de um sistema linear e
invariante no tempo utilizando z/(t) e o projeto de controle chaveado que garante a estabilidade desse sistema. O
projeto de controle chaveado é baseado em desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities
- LMIs) e utiliza uma funcgdo de Lyapunov do tipo quadratica. Uma implementagdo pratica de um sistema 2D

arielsb@hotmail.com, diogo_oliveira6@hotmail.com, marcelo@dee.feis.unesp.br,

ball balancer confirmam a eficiéncia do método.

Keywords—

1 Introdugao

Em muitas aplicagoes em engenharia, o sistema de
controle é obrigado a ter uma alta confiabilidade,
especialmente em sistemas criticos para a segu-
ranca humana, tais como sistemas de aeronaves
e sistemas médicos (Dong and Yang, 2015). Em
geral, o controle de qualquer sistema depende da
disponibilidade e qualidade das medigoes dos sen-
sores. Em algumas aplicagoes de controle com rea-
limentagao, condigoes ambientais desfavoraveis,
comunicacao ruim ou mau funcionamento de al-
gum hardware ou software, muitas vezes preju-
dicam as medigoes dos sensores. Dessa forma,
as caracteristicas dos sensores podem mudar ao
longo do tempo de modo que possa haver uma fa-
lha parcial ou total (Liu et al., 2013), o que pode
degradar o desempenho ou até mesmo destruir a
estabilidade dos sistemas controlados.

Portanto, para aumentar a confiabilidade do
sistema de controle, é preciso considerar possiveis
falhas nos sensores e/ou atuadores. Um sistema
de controle projetado para tolerar falhas de atua-
dores ou sensores dentro de um subconjunto pré-
especificado de todos os atuadores ou sensores,
mantendo as propriedades do sistema de controle
desejadas, serd chamado de sistema de controle
configvel (Veillette et al., 1992; Minging, 2009).

Uma revisdo bibliogréafica recente sobre sis-

temas de controle tolerantes a falhas é apresentada
em (Zhang and Jiang, 2008).
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Falha do Sensor; Controle Confidvel; Controle Chaveado; Desigualdades Matriciais Lineares.

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas
técnicas de controle confidvel, modelando as
incertezas dos sensores como fungoes incertas
parametrizéveis (Yang et al., 2000; Yang et al.,
2001; Minging, 2009; Wang et al., 2011; Dong
and Yang, 2015). Nesses trabalhos é realizada a
realimentagao do vetor de estado ou da saida da
planta, sendo que este vetor possui incertezas. A
representacao do sistema realimentado é o ponto
de destaque desses trabalhos, pois é feita através
de espaco de estados, utilizando a dinamica do ve-
tor de estado que nao possui incertezas, x(t). Por
esse motivo, diversas manipulagoes algébricas sao
necessarias para propor condigoes que estabilizem
o sistema realimentado.

Motivado por esse problema, o trabalho tem
como objetivo propor uma representacao em es-
paco de estados do sistema linear e invariante no
tempo que descreva a dinamica do vetor de estado
medido, denominado x,/(t). Entdo, o sistema re-
sultante serd representado como um sistema com
incertezas politépicas. Dessa forma, LMIs bas-
tante estudadas na literatura podem ser utilizadas
para garantir a estabilidade do sistema realimen-
tado e projetar o sistema de controle.

Nesse trabalho optou-se em realizar o projeto
de controle chaveado através da realimentagao de
xp(t). Pois, como visto em (Souza et al., 2013;
Oliveira et al., 2014; Souza et al., 2014a), as LMIs
utilizadas no controle chaveado para encontrar os
ganhos sao menos conservadoras do que as cldssi-
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cas que utilizam apenas um ganho de realimenta-
¢ao do vetor de estado (Boyd et al., 1994).

O trabalho ainda apresenta uma aplicagao em
bancada, do controle de um sistema 2D ball balan-
cer (Quanser, 2008), considerando falha na leitura
do angulo (), e consequentemente na estimacao
de 0(t), para demonstrar a eficicia do método.
Utilizou-se o software MatLab/Simulink® para a
aplicacao da lei de controle durante a implemen-
tacdo prética e a linguagem do YALMIP, com o
solver SeDuMi, para resolver as LMIs.

Por conveniéncia, serao estabelecidas algumas
notacoes que serao utilizadas no trabalho:

K,.={1,2,...;r}, reN, z(t)==z, V(z)=1V,
1, €Ky, kil €K, peK,,
pr >0, Y pr=1lep"=[p1 pa...p,,
kT’Zl
NZ0, > n=led=[\ A )]
l§1
a; >0, Zai =1le aT:[al Qg ... agl,
i=1
a1 = 01)\1, Qo — p1)\2, e S O = /)1/\T7
Qi1 = P21, Qrya = Pada, ..., Q2p = P2y,
a7'(7'—1)+1 - pr)\la e, 0 = pr>\r7
oy
. k=1
=Y prdiagn(ar) a(az)...n(an)],
k=1 .
—1 _ Z )\lrfl
1=1
= Z/\l diag [y1(b1) " v2(b2) Tt v (ba) T
(a1 Cl2 ... ay) = dec2bin(k — 1), a, € {0,1},
(bl by ... ") dec2b1n(l ), bp S {0, 1},
0 <7(0) <7 <%(1),
1w(0) <1ey(l) =1,
Z A ZpkAleAFl_l,
=1 1i=1

B. 7204 B; = ZZpk)\lI‘kB

k=11=1

(1)

sendo r = 2", s = 22" e n é a dimensao do vetor de

estado x(t). Os elementos pi e \; s2o constantes e
incertos. A funcao dec2bin representa a mudanca
da base decimal para binaria. A Tabela 1 exem-
plifica o uso da funcao dec2bin para n = 2. Note
que de (1), os valores maximos e minimos dos pa-
rametros incertos 7,, p € K,,, formam a diagonal
da matriz 'y, £ € K,.. Por sua vez a matriz 'y,
representa cada um dos vértices do politopo, for-
mados através de todas as combinacgao possiveis
dos valores méximos e minimos de v,, p € K,,.
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Tabela 1: Exemplo da Funcao dec2bin.

k| k—1 | dec2bin(k —1) | a1 | a2 | v1(a1) | v2(a2)
1 0 00 0 0 min min
2 1 01 0 1 min max
3 2 10 1 0 max min
4 3 11 1 1 max max

Defini¢ao 1 Considere o conjunto Qg (t) defini-
do abaizo:

Qp(t) = argm]%(n;cM( VH, 20 (%)

= {J €K, s by () Hywa (t) = min oy () Hiwar (1)},

sendo H; € R™" i € K, e xp(t) € R™.
menor indice j € Qg (t) serd denotado por

0

= min
JEQH (1)

arg mﬁl{n* {ep ()T Hyxpr (1)} =
1€RKs

2 Definicao do Problema

Considere o sistema linear e invariante no tempo
descrito por:
z(t) = Ax(t) + Bu(t) (2)
sendo z(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a
entrada de controle, A € R"*" ¢ B € R"*™,
Suponha que exista uma falha na medicao
das varidveis de estado z(t), sendo que uma fa-
lha do sensor pode se manifestar na forma de

dois efeitos, de modo mituo ou independente
(Ackermann, 1984):

e um efeito multiplicativo. O ganho do sensor
pode ser reduzido, variando a partir do seu
valor nominal até zero;

e um efeito aditivo. A saida do sensor pode
conter um desequilibrio ou ruido apds a falha.

Nesse trabalho serd considerada apenas a exis-
téncia do efeito multiplicativo, com o ganho do
sensor incerto, porém maior do que zero.

Dessa forma, o vetor de estado x(t) nao estd
disponivel para a realimentacao. Entao, o vetor de
estado medido serda denominado s (t), sendo que
x () possui incertezas politépicas representadas
através da matriz I',, definida em (1), tal que

zp(t) = Tox(t). (3)
Observagao 1 No modelo de falha de sensores
considerado, quando ,(0) (1) = 1, para
todo p € K, entdo xp(t) = x(t) o que corres-
ponde ao caso normal, sem possibilidade de falhas.
Quando v,(0) < v,(1), pode-se ter uma falha par-
ctal no sensor que mede o varidvel de estado xp(t),
também considerado como a degradacao do sensor
(Yang et al., 2000).
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A lei de controle chaveada utilizada é dada

(4)
sendo que o ganho K, serd definido posterior-

mente. Entao o sistema realimentado dado em
(2)-(4) pode ser representado por:

por:
u(t) = =Keap(t),

z(t) = Ax(t) — BK,xp(t). (5)

Observe que o sistema dado em (5) repre-
senta Z(t) em funcao de z(t) e zp(t). Esse pro-
blema motivou a elaboragao desse trabalho e uma
solugao é apresentada no Teorema 1 .

Teorema 1 O sistema linear e invariante no
tempo descrito em (2), com a lei de controle dada
em (4), pode ser representado por:

iar(t) = (A, — BoK,) zar(t). (6)

Prova: Considere o sistema dado em (2), a
lei de controle dada em (4) e a matriz de incerteza
T, tal que

(t)

= Ax(t) + Bu(t)
= AT;'T.2(t) — BK 2 (1)

= (AT;' —BK,)zm(t),

(7)

pois @ (t) = Toa(t)
Multiplicando (7) por ', a esquerda, temos

(8)

entdo a partir de (1), para zp(t) = Ta(t) e
sendo I', constante, o sistema (8) pode ser rees-
crito como

le'(t) = (FZAFZI — FZBKO') xl\/f(t)’

i (t) (TLATS' —T.BK,) zu(t),

k=11=1

> ai(Ai = BiK,) zu(t)

(Az - BzK(r) xM(t)

entao a prova estd concluida.

3 Controle Chaveado

Nesta se¢ao, baseado em (Souza et al., 2014a), é
proposto o projeto de um controlador chaveado
para o sistema linear e invariante no tempo com
incertezas no vetor de estado medido zp(t). A
funcao de Lyapunov do tipo quadratica é dada
por

V(QJM(t)) = JU?\;IPJUM. (10)

A ideia bésica da lei de controle chaveada é
a minimizacdo da derivada temporal da funcgao
de Lyapunov, por meio da selecao do ganho do
controlador, que pertence ao conjunto de ganhos

Z Z pk/\l (FkAFl_l - FkBKU) J,‘M(t

)
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K;, j € K. Essa lei de chaveamento utiliza ma-
trizes simétricas auxiliares Qj, 7 € Ky e escolhe
um indice o. Portanto, considerando os indices o
obtidos utilizando a Defini¢ao 1, define-se o con-
trolador chaveado da seguinte forma:

u(t) = —Kyxp(t),
o = arg min” (o (0Qear ()} (1)

Teorema 2 Suponha a existéncia de uma matriz
simétrica positiva definida X € R™ ™ matrizes
simétricas Z;, Q; € R™*™, matrizes M; € R™*™ e
um escalar B > 0, para todo i,j € Ky, tais que:

—B;M; — M]'B] — Z; = Q; <0,  (12)

XAT + AiX + Zi + Qi + 28X < 0. (13)

Entao a lei de controle chaveada (11) torna o
ponto de equilibrio xp; = 0 do sistema (6) (ex =0
de (5)) globalmente assintoticamente estdvel com
uma tazxa de decaimento maior ou igual 3, sendo
P=X"1Q;=X"1Q;X! e os ganhos do con-
trolador dados por K; = MjX’l.

Prova: Como em (Boyd et al., 1994),
pode-se usar uma fungao de Lyapunov quadratica
(10) para estabelecer um limite inferior para a
taxa de decaimento do sistema (6). A condicdo

V(zm(t)) < —2BV(zm(t)), para todas as tra-
jetérias xps(t), é equivalente a especificagao de
uma taxa de decaimento maior ou igual a 8. Dessa
forma tem-se:

V(ajM(t)) + 28V (zp(t)) =
=22, (ATP 4+ PA, +28P

—~ KI'BTP - PB.K,)xy. (14)

Agora, considere que existam matrizes

simétricas Z;, @; € R"*"™ tais que:

—(PB;K; + K]BI'P) < Z; + Q;, V i,j € K,.
(15)
Entao, de (15) tem-se:
— 23 (PB.K, + KIBI P)x),

~> i} (PBiK, + K! Bl P)zy
=1

<Y oy Ziza + 23,Qowar. (16)
i=1

A partir de (1) e (11), observe que

w3 Qoty = ;Té%(n(xﬂijM) <Y iy Qi
y i=1

Entao, de (16) tem-se:
— 2 (PB.K, + KX BT P)x ),

i=1
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Lembrando que a; > 0 e Zai =1,de (14) e
i=1
(17), para xp; # 0, tem-se que:

V(zar(t) + 28V (2ar(t)) < 0 (18)

se

ATP+PA; +Z;+ Qi +28P < 0. (19)

7Ag01'3,, defina X = P_l7 Z; = XZZX, Q;
XQ;X e M; = K;X. Pré- e pés-multiplicando
(15) e (19) por X, as LMIs (12) (13) sao obtidas,
respectivamente.

4 O Sistema 2D ball balancer Quanser®

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado
pela Quanser®, mostrado na Figura 1 . Seu mo-
delo esquematico referente a direcao = da placa
é mostrado na Figura 2, e a direcao y pode ser
representado da mesma forma (Quanser, 2008).

Figura 1: Equipamento 2D ball balancer, pertencente
ao DEE-FEIS-LPC (Souza et al., 2014b)

p
/ Lplate
’ﬁ\q
Engrenagem, T f
do Motor A / i

ola

Tarm®. o

Placa de Equilibrio

Suporte da Barra

Engrenagen

do Potenciémetro Placa de Suporte Inferior

Figura 2: Planta esquemadtica do 2D ball balancer na
direcdo = (Quanser, 2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada so-
bre a qual uma bola é colocada e se move livre-
mente. A bola pode ser posicionada em um ponto
de referéncia fixo ou pode rastrear uma rota de-
terminada. Uma camera superior é utilizada para
medir a posicao da bola. Existem dois servomo-
tores, cada um deles estd ligado a um dos eixos
da placa. Ao controlar a posigao das engrenagens
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de carga do servomotor, o angulo de inclinagao da
placa pode ser ajustado para equilibrar a bola em
uma posi¢ao plana desejada.

O modelo matemadtico linearizado do sistema
2D ball balancer (Quanser, 2008) é dado por:

d(t) = Kyb(t), 76(t)+0(t) = KVp(t), (20)

sendo:
d(t) a posicao da bola;
0(t) o angulo de carga;
Vin(t) = u(t) o sinal de controle;
7 e K sao parametros do fabricante;
e Kbb _ zmbgTarmrb2 )
Lpiate(mprs? + Jp)
A descricao e os valores das constantes sao
dados na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros do sistema 2D ball balancer.

Parametros Simbolo| Valor
Massa da bola (kg) mp 0,003
Distancia do eixo do motor ao ponto de| 7Tqrm 2,54
fixagao da barra (cm)

Raio da bola (cm) T 1,96
Comprimento da mesa (cm) Lptate [27,5
Parametro do fabricante (rad/sV) K 1,76
Parametro do fabricante (s) T 0,00285
Momento de inércia de uma esfera so- Jy 0,0046
lida (kgm?)

Parametro do sistema (m/s2rad) Ky 1,3

O sistema (20) pode ser representado de forma
similar ao sistema (2), sendo que:

cocoo
[ R
Mo o o

Durante a implementagao pratica apenas as
variaveis de estado dp; e 0 estao disponiveis, e
d M€ 0 M sao estimadas por meio de filtros deriva-
tivos G¢(s) = 20s/(s + 20), como sugerido pela
fabricante (Quanser, 2008). Dessa forma, foi con-
siderada uma falha de até —50% na leitura do an-
gulo medido, acarretando uma falha simultanea
na derivada do angulo. Ja a leitura da posicao da
bola nao possui nenhuma erro de leitura.

A partir dessas consideragoes, de (1) e (3), as
matrizes 'y, e F;l sao dadas por:

Ty
!

diag[1 1 ~3(as) v3(as)]
diag [1 1 ~v3(b3) ™" 73(b3) "]
075 S 3 S 1

Utilizando o Teorema 1, o sistema linear e in-
variante no tempo descrito em (2) e (21) pode ser
representado por (6) e (1), sendo que

01 0 0 0
Ky
I I = BN P
00 0 1| 0
oo o 1L Bredest

(22)
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Nesse caso em particular, observe que as ma-
trizes I'y, 1";17 A; e B; dependem somente dos
valores maximos e minimos de 3. Dessa forma, a
partir de (1) e para k,l € {1,2} ei € {1,2,3,4} a
combinacao dos valores maximo e minimo de 3 é
apresentada na Tabela 3.

Tabela 3: Valores de v3(as3) e v3(b3) L.

pr | as | M [ bs [ i [ ai | ys(as) | va(bs)~ "
p1 0 A1 0 1 a1 min min
P1 0 Ao 1 2 (e min max
P2 1 AL 0 3 asg max min
P2 1 Ao 1 4 g max max

Portanto, no projeto de controle foram utiliza-
dos os seguintes vértices do politopo, para ambos
0s eixos:

01 0 001 0 0
|00 Kp 0 | 0 0 2Ky 0
A= o 00 1 [0 0 o 1
oo o -+jo0o0 o -1
o1 0 o]0 1 0 0]
|0 0 K 0 | 0 0 2Ky 0
MslAd=1 o 0 00 1 |00 o 1
oo o -+]jo0o0 o -1
Bi=Bx=[0 0 0 %K 7
Bs=Bs=[0 0 0 %£]7.
(23)

Utilizando as LMIs do Teorema 2 e con-
siderando os vértices do politopo (23) para § =
1,4 foram obtidos os seguintes ganhos, a seguinte
matriz simétrica positiva definida e as seguintes
matrizes simétricas:

Ky = [214,7664 170,2068 73,5017 4,4304],
Ky = [161,6260 128,5165 55,9968 3,2109],
Ky = [120,4055 95,3642 41,1304 2,3784],
K, =1[53,5823 42,8023 18,9139 0,8285],
3,7000 2,8705 11,2064 0,0840
pq01] 25705 2.2576 0,9543 0,067
B 1,2064 0,9543 0,4095 0,0288] "’
0,0840 0,0667 0,0288 0,0021
(24)
r—1,3125 —1,0434 —0,4536 —0,02957
Gy107| 10434 —0.8205  —03605 0,023
1 —0.4536 —0.3605 —0.1567 —0.0102|°
| —0,0205 —0.0235 —0.0102 —0,0006 ]
F—1.0215 —08136 —03570 —0.02237
Gato7| 08136 06480  —0.2843 0,017
2 —0.3570  —0,2843 —0.1246 —0.0078 |
| —0,0223 —0,0178 —0.0078 —0.0005
F—5,2632 —4,1962 —1,8373 —0,11047
~ ol —41962 33451 —1.4643 —0,0880
@s=10"| _1'g373 14643 —0.6406 —0.0386 |
| —0,1104 —0,0880 —0.0386 —0,0022]
r—1,0186 —1,5535 —0,7231 —0,02927
~ 6| —15535 12571 —0.5840 —0,0239
Qa=10"| _('7981  _05840 —0.2694 —0.0115
| —0.0202 —0.0239 —00115 —0.0002]
(25)
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Os resultados numéricos obtidos, foram uti-
lizados para realizar a implementacao pratica que
serao apresentadas a seguir.

4.1 Resultados Prdticos

O objetivo da implementacao é fazer com que a
bola siga a referéncia de um quadrado de 10 em de
lado. Apds 40 segundos do inicio da simulacao foi
inserida uma falha de —50% na leitura dos angu-
los dos servomotores das diregoes x e y da placa.
A entrada de controle u(t) é limitada em +5V
através de um saturador, inserido via Simulink®,
para nao danificar o atuador. As respostas obti-
das sao apresentadas nas Figuras 3 e 4, utilizando
o controlador chaveado dado em (11), com os ga-
nhos dados em (24).

|
Ops
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(=]
O

8
©

4
3
2
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0 10 30 40
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Figura 3: Resultados prgticos )da direcdo x: posigao
dem = dg, angulo Oyar = 7365, sinal de controle us,
e a regra de chaveamento o, do 2D ball balancer uti-
lizando o controlador chaveado (11), (24) e (25).
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Figura 4: Resultados prétigos da direcdo y: posigao

dym = dy, angulo 0y = 730, sinal de controle ue,
e a regra de chaveamento o, do 2D ball balancer uti-
lizando o controlador chaveado (11), (24) e (25).

50 60 70 80

Nas Figuras 3 e 4, pode-se notar que uti-
lizando o controlador chaveado (11), o sistema
seguiu a posicao desejada © = £5 cm, y = 5 cm
e manteve os angulos das diregoes = e y proximo
de zero. Observa-se também que houve alternan-
cia entre os quatro controladores ativos para cada
instante de tempo.

Por fim, a trajetéria da bola representada na
Figura 5 confirma a eficiéncia da metodologia pro-
posta.
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N S
T T

posicao dyum

o -4 4 6 8

2 . o 2
posicao dgns

Figura 5: Resultados préaticos da posigao z X y do 2D
ball balancer utilizando o controlador chaveado (11),
(24) e (25).

5 Conclusoes

Nesse trabalho foi considerado que o vetor de es-
tado disponivel para a realimentagao possui in-
certezas politopicas. Na busca de resolver esse
problema recorrente em implementacoes praticas,
um teorema que permite representar esse sistema
em espago de estados descrevendo a dinamica
de x(t) foi proposto. O projeto de controle
chaveado, utilizando essa nova representagao, foi
utilizado para garantir estabilidade ao sistema. Os
resultados da implementagao pratica em um sis-
tema 2D ball balancer confirmaram a eficiéncia do
método.
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Abstract— This paper presents a method to ensure the stability for a linear system with sensor failure. It is

considered that the sensor failure varies with time and it is mathematically represented by polytopic uncertainties
in the measured state vector, called z;(t). Based on a quadratic Lyapunov function, the design conditions are
presented through linear matrix inequalities. The sensor measurement failure is a recurring problem in real
applications, for this reason a practical implementation was performed in a 2D ball balancer system to prove the
efficacy of the proposed method.

Keywords— Sensor Fault; Reliable Control; Robust Control; Linear Matrix Inequalities (LMIs).

Resumo— Este trabalho apresenta um método para garantir a estabilidade de um sistema linear com falha no
sensor. Considera-se que a falha no sensor varia com o tempo e ela é matematicamente representada por incertezas
politépicas no vetor de estado medido, chamado z,;(t). Baseadas em uma fungao quadrética de Lyapunov, as
condigbes de projeto sdo apresentadas através de desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz
Inequalities -LMIs). A falha de medigao no sensor é um problema recorrente em aplicagdes reais, por esse motivo
foi realizada uma implementagao pratica em um sistema 2D ball balancer para comprovar a eficicia do método

proposto.

Palavras-chave— Falha do Sensor; Controle Confidvel; Controle Robusto; Desigualdades Matriciais Linea-

res(LMIs).

1 Introducao

Controle tolerante a falhas é uma area importante
de pesquisa relacionada ao projeto de controle com
realimentagao, pois tem o propdsito de garantir
seguranca e confiabilidade ao sistema realimen-
tado, apesar da ocorréncia de falhas. Um sistema
de controle consiste em sensores, compensadores e
atuadores, além de um objeto controlado. Em ge-
ral, os sensores sao propensos a apresentar falhas
mais frequentemente do que atuadores ou compen-
sadores (Yang and Ye, 2008). As caracteristicas
dos sensores podem mudar ao longo do tempo de
modo que possa haver uma falha parcial ou total
(Liu et al., 2013), o que pode degradar o desem-
penho ou até mesmo destruir a estabilidade dos
sistemas controlados.

Portanto, é necessério considerar as possiveis
falhas nos sensores e/ou atuadores para aumen-
tar a confiabilidade do sistema. Um sistema de
controle projetado para tolerar falhas de atuado-
res ou sensores, dentro de um subconjunto pré-
especificado de todos os atuadores ou sensores,
mantendo as propriedades do sistema de controle
desejadas, serd chamado de sistema de controle
confidvel (Veillette et al., 1992; Minging, 2009).

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas
técnicas de controle confiivel, modelando as in-
certezas dos sensores como fungoes incertas pa-
rametrizdveis (Yang et al., 2000; Yang et al.,
2001; Minqging, 2009; Wang et al., 2011; Dong and
Yang, 2015), ou como uma entrada exdgena, mini-
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mizada por norma H (Yang and Ye, 2008; Bou-
attour et al., 2009). H& também métodos que
garantem a confiabilidade do sistema utilizando
um sensor auxiliar para verificar se hé falha no
sensor principal e compensando essa falha utili-
zando técnicas fuzzy (Oudghiri et al., 2007; Qiu
et al., 2010).

Em (Buzetti et al., 2015) foi proposta uma
representacao em espagco de estados do sistema li-
near, que descreve a dinamica do vetor de estado
medido, denominado x,/(t). Considerou-se que
os sensores apresentam erros de medigao incertos,
mas invariantes no tempo.

Ao contrério de (Buzetti et al., 2015), esse tra-
balho apresenta condigoes que garantem a estabi-
lidade do sistema linear com sensores que apresen-
tam falhas variantes no tempo. As condicoes de
estabilidade sdo encontradas em funcao de x5/ (t) e
da derivada do vetor de estado (#(t)), sendo neces-
sario conhecer somente os valores maximos e mini-
mos da variacao do erro de medicao. As condi¢oes
de projeto sao descritas através de desigualdades
matriciais lineares (LMIs).

O trabalho ainda apresenta uma aplicagao em
bancada, do controle de um sistema 2D ball balan-
cer (Quanser, 2008), considerando falha na leitura
do angulo (t), e consequentemente na estimagao
de 6(t), para demonstrar a eficicia do método.
Utilizou-se o software MatLab/Simulink® para a
aplicacao da lei de controle durante a implemen-
tacao pratica e a linguagem do YALMIP, com o
solver LMILab, para resolver as LMIs.
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Ao longo desse trabalho foram utilizadas as
seguintes notacoes: (-)7 indica a transposicio de
um vetor ou matriz. O simbolo (x) denota gene-
ricamente cada bloco simétrico de uma LMI. O
conjunto K, é composto pelos r primeiros nime-
ros inteiros positivos, {1,2,...,r}. Para facilitar
a leitura deste artigo, considere que os elementos
incertos e variantes no tempo p(t) e «a(t) sao re-
presentados por p e «, e pertencem aos conjuntos

j=1
Aa:{aeRT: a; >0, Zaizl}, (2)

i=1

respectivamente, para ¢, j € K.

2 Definicao do Problema

Considere o sistema linear descrito por:
z(t) = Azx(t) + Bu(t) (3)

sendo z(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a
entrada de controle, A € R"*" e B € R"*™,

Suponha a possibilidade de existir uma falha
na medigao das varidveis de estado x(t). Esta fa-
lha no sensor pode se manifestar como um efeito
multiplicativo ou aditivo, que podem ocorrer si-
multaneamente ou ndo (Ackermann, 1984).

Esse trabalho aborda apenas o caso em que a
falha do sensor se manifesta através do efeito mul-
tiplicativo, ou seja, o sinal de cada sensor possui
um ganho 7(t), que por simplicidade é represen-
tado por v, sendo que v € R™. Esse ganho v é
variante no tempo e pertence ao conjunto

Ar={7€R": 0 <7(0) <% <1< y(1)}, (4)

para p € K,,, sendo que v,(0) ¢ 7,(1) representam,
respectivamente, os valores minimos e maximos
dos ganhos dos sensores.

Note que, o vetor de estado z(t) nao estd dis-
ponivel para a realimentacao. No entanto, tem-
se acesso ao vetor de estado medido, denominado
xzam(t), sendo que zp,, (t) = vpzp(t), p € K,,.

Dessa forma, a partir de (1), considere uma
matriz diagonal que relaciona o vetor de estado
z(t) com o vetor de estado medido x,(t), dada
por:

D=3 Ty => pydiagln(ar) . (an)]. (5)

sendo r = 2", (ay,...,a,) = dec2bin(j — 1), j €
K,, ap, € {0,1} e p € K,,, tal que

e (t) = Tex(t). (6)

A funcao dec2bin representa a mudanca da
base decimal para bindria. A Tabela 1 exempli-
fica o uso da fungao dec2bin para n = 2. Note
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que de (4), os valores méximos e minimos dos pa-
rametros incertos 7,, p € K,,, formam a diagonal
da matriz I';, 7 € K,. Por sua vez a matriz I';
representa cada um dos vértices do politopo, for-
mados através de todas as combinagao possiveis
dos valores méximos e minimos de v,, p € K,,.

Tabela 1: Exemplo da Fungao dec2bin: (ai, as) =
dec2bin(j — 1).

j | j—11] dec2bin(j —1) | a1 | az | y1(a1) | v2(a2)
1 0 00 0 0 min min
2 1 01 0 1 min max
3 2 10 1 0 max min
4 3 11 1 1 max max

Para o restante do desenvolvimento do traba-
lho, é necessario fazer uma ultima definicdo. A
partir de (2), considere a seguinte matriz diagonal

D20 =) il =) g diag[yy ' (b1) .3, (ba)],
=1 =1

(7)
sendor = 2", (by,...,b,) = dec2bin(i—1),i € K.,
b, € {0,1} e p € K,,. A partir de (4), note que
'y_l pertence ao conjunto

Ap={77"ER™:0<,(1) 7" <y ' <1<, (0) 7}

Observagao 1 No modelo de falha de sensores
considerado, quando v,(0) = ~,(1) = 1, para
todo p € K,,, entdo zn(t) = x(t) o que corres-
ponde ao caso normal, sem possibilidade de falhas.
Quando v,(0) < 7v,(1), pode-se ter uma falha par-
cial no sensor que mede a varidvel de estado xp(t),
também considerado como a degradagao do sensor
(Yang et al., 2000).

2.1 Projeto de Controle

A lei de controle utilizada é dada por:
u(t) = —Kap(t). (8)
Logo, o sistema (3) pode ser reescrito como
#(t) = Ax(t) — BKxp(1). 9)

Observe que o sistema dado em (9) representa
Z(t) em funcao de x(t) e xp(t).

O projeto de controle proposto tem o objetivo
de assegurar a estabilidade do sistema controlado
(9) e também garantir uma taxa de decaimento
minima. Entao, considere a candidata a funcao
de Lyapunov dada por

V(a(t) = z(t)T Px(t) > 0. (10)

Dada uma constante real 8 > 0, pode-se im-
por uma restricao para uma taxa de decaimento
maior ou igual a 3 se a condicao

V(a(t)) < =28V (x(1)), (11)
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for satisfeita para toda a trajetéria z(t) do sistema
(Boyd et al., 1994). O principal resultado desse
artigo é o Teorema 1 apresentado a seguir.

Teorema 1 Defina as matrizes diagonais G; =
Fi_l, 1 € K,, e considere um escalar § > 0
dado. Suponha a existéncia de uma matriz simé-
trica definida positiva X € R™ ™ de uma matriz
Y € R"*™ e de uma matriz M € R™*"™, tais que:

AGYT — BM + YG;AT — MTBT
G,YT + AG,YT — BM — X

ehel
* %
—2X x| <0, (12a)
0 =X
25
Y+YT>o. (12b)

Entao a lei de controle (8) torna o ponto de
equilibrio x = 0 do sistema (9) globalmente assin-
toticamente estavel, com uma tazxa de decaimento
maior ou igual B, sendo P = X! e o ganho do
controlador dado por K = MY ~T.

Prova: A partir de (2), lembrando que >_|_, o; =
lea; >0,i €K, defina G; = I'; . Multipli-
cando (12a) por «; e realizando o somatério de
1 =1 até i = r, tem-se que, lembrando-se da defi-
nicdo de I';! em (7):

AT;YYT — BM + YT AT — MTBT
royT 4+ AT'YT — BM — X

roty”
* *
—2X x| <0. (13)
0 =X
25

Aplicando o complemento de Schur em (13),
com X = P!, obtém-se a seguinte desigualdade

ATZYYT — BM +YTPAT — MTBT &
royT 4+ AT'YT - BM — X —2X

-1
- {Y% ] (~26P) [L'YT 0] <0, (14)
que pode ser reescrita como
Y11 *
<0, 15
{77/121 P22 (15)
sendo que
Y = 28YT'PI'Y? + AT'YT — BM

+YT AT — MT BT,
oy = T7WYWT 4+ AT YYT — BM - X,
oy = —2X. (16)

Observe que, como de (12b) Y + YT > 0,
entao det(Y) # 0 e assim pode-se definir Z; =
Y~'e M =KZ". Logo, tem-se que

o] <o )

ISSN 2525-8311

sendo que

o = 28z v Ptz ATzt
~BKZ T+ z7'1 AT - Z7 KT BT,

b1 = Djtz;T —Ar'ziT - BKZ[T - X,

$2 = —2X. (18)

Como X é uma matriz simétrica definida po-
sitiva, entdo det(X) # 0. Assim, pode-se definir
Zy = X! e reescrever as desigualdades (17)-(18),
tal que

[”“ - } <0, (19)
21 722

sendo que

m = 2827w Prtzy T ATtz T

~BKZ T+ 27\ AT - Z7' KT BT,

oy = Zy 'PU;tz;T AT 'z T
-BKZzZ " - 7",
22 = —Z;T — Zgl (20)

Pré e pés-multiplicando (19) por [Zol ZO] e
2

T
Z1 7|, respectivamente, obtém-se
0 Z
{““ - } <0, (21)
w1 W22
sendo que
wip = 206T;'PI;' 4 Z, AT — Z,BK
+11ATZT - KTBT 7T
wor = PT;'+ Z,AT]' — Z,BK — 77,
w22 = —ZQ — ZQT, (22)

Para x # 0, note que xp; = I',x # 0, pois
det(T",) # 0. Assim, observe que se z # 0 entao
[z1, 27T #£ [0 0]T e portanto (21) é equivalente
a

. 28T P!
[xf/[ xT] {{ b ﬁrz—l N Ek)]

Zy
. {(AFZ1 - BK)T] o Zg]} [xﬂ o

~I
(23)

+ {Zl] [(Ar;! - BK) -I]

A partir de (6), observe que o sistema (9) pode
ser reescrito como
@(t) = AT'T,2(t) — BKzp (1)
i(t) = (AT — BK) zp(t)
0 = (AI;' = BK) zp(t) — i(t).  (24)
Como (AT;'—BK)zpy —3 =0ezl (AT —
BK)T — 3T =0, entao (23) equivale a
2823, T P gy + @7 PT ayy + 23, T P
282" Pz + T Pz + 2T Pi:
V 42827 Pz < 0. (25)
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Portanto,
V =iT Pz + 2T Pi < 2827 P, (26)
e assim a demonstracao esta concluida. O

Observagao 2 Note que o Teorema 1 nao utiliza
a derivada do vetor de estado medido, xp;(t). Isso
representa wma vantagem, pois a partir de (1),
(4), (5) e (6), observe que xp(t) depende de pa-
rametros incertos variantes no tempo relacionados
al',. Ou seja, o método proposto garante a estabi-
lidade do sistema realimentado (9), com sensores
que apresentam falhas variantes no tempo. As-
sim, as variagoes de tais falhas nao interferem no
projeto de controle.

3 O Sistema 2D ball balancer Quanser®

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado
pela Quanser®, mostrado na Figura 1 . Seu mo-
delo esquematico referente & direcao x da placa
¢ mostrado na Figura 2, e a dire¢ao y pode ser
representado da mesma forma (Quanser, 2008).

Engrenageny

do Motor

Placa de Equilibrio

Suporte da Barra

Engrenage

do Potenciometrd Placa de Suporte Inferior

Figura 2: Planta esquemadtica do 2D ball balancer na
dire¢ao x (Quanser, 2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada so-
bre a qual uma bola é colocada e se move livre-
mente. A bola pode ser posicionada em um ponto
de referéncia fixo ou pode rastrear uma rota de-
terminada. Uma camera superior é utilizada para
medir a posicao da bola. Existem dois servomo-
tores, sendo que cada um deles estd ligado a um
dos eixos da placa. Ao controlar a posicao das
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engrenagens de carga do servomotor, o angulo de
inclinagao da placa pode ser ajustado para equili-
brar a bola em uma posicao plana desejada.

O modelo matematico linearizado do sistema
2D ball balancer (Quanser, 2008) é dado por:

P(t) = Kyp(t), 70(t)+0(t) = KVpu(t), (27)

sendo:
r(t) a posigao da bola, sendo r(t) = ry para o eixo
x e r(t) = ry para o eixo y;
0(t) o angulo de carga, sendo 6(t) = 6 para o eixo
x e 0(t) = 6y, para o eixo y;
Vi (t) = u(t) o sinal de controle;
7 e K sao parametros do fabricante;
e Kbb _ 2mbgrarmrb2 '
Lyiate(mprs? 4 Jp)
A descricao e os valores das constantes sao
dados na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros do sistema 2D ball balancer.

Parametros Simbolo | Valor
Massa da bola (kg) mp 0,003
Distancia do eixo do motor ao ponto de| 7Tqrm 2,54
fixagdo da barra (cm)

Raio da bola (cm) T 1,96
Comprimento da mesa (cm) Lpiate |27,5
Parametro do fabricante (rad/sV) K 1,76
Parametro do fabricante (s) T 0,00285
Momento de inércia de uma esfera sé- Jy 0,0046
lida (kgm?)

Parametro do sistema (m/s’rad) Kupp 1,3

O sistema (27) pode ser representado de forma
similar ao sistema (3), sendo que:

01 0 0 0 r(t)
- 0 0 Ky 0 . 0 o ’f‘(t)
=loo o 1 [P0 "D e
00 o -2 £ o(t)

Durante a implementacao pratica apenas as
varidveis de estado 7y (rx,, € ry,,) € Oar (Ox,, ©
9yM) estao disponiveis, e 7y e 9M sao estimadas
por meio de filtros derivativos Gf(s) = 20s/(s +
20), como sugerido pela fabricante (Quanser,
2008). Dessa forma, foi considerada uma falha
de até —50% na leitura do angulo medido, acar-
retando uma falha simultdnea na derivada do an-
gulo. J4 nas leituras das posigoes da bola (ry e
ry) foi suposto que nao ocorreram erros de leitura.
Entao, as varidveis de estado podem ser reescritas
como: x1,,(t) = x1(t) = r(t); xa,, (t) = d%p =
7(t); @3, (t) = y3(t)zs(t) = 13()0(1) e

ay ()= 220 A0 O2 ) s 1y914) 45 11
(29)

Observacao 3 No caso particular do sistema 2D
ball balancer em que o controle foi implementado,

observe que, a partir de (29), tem-se Oy (t) =

2y, (1) = 20 = 55(6)0(t) + v3(1)6(t), pois a
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variqvel de estado x4,, € obtida por meio de um
filtro derivativo. Durante a implementagdo, v3(t)
€ descrita como uma onda quadrada. A derivada
de v3(t) serd diferente de zero apenas quando o
valor de y3(t) for alterado. Entdo, de forma sim-
plificada, considerou-se que 0y (t) = v3(t)0(t).

Observagao 4 O projeto de controle considerou
que todos 0s sensores responsdveis pelas leituras
das varidveis de estado apresentam falhas, tal que
1,7 € K., para r € 2™. No entanto, nessa
implementac¢do prdtica € possivel simplificar essa
notacdo, pois somente um sensor apresenta fa-
lha. Logo, tem-se que r € 2% e consequentemente
iuj € K2

A vpartir das consideragbes anteriores, de
(5), (6) e (7), tém-se as matrizes I} =
diag[l 1 743 73] e I} = diag 11 3! 'ygl}.
Como visto no Teorema 1, G; = Fi_l. Conside-
rando 0,5 < v3 < 1, obtém-se as matrizes:

1000|1000
1 00[0 100

[GilG=1 g 0 1 000 2 0 (30)
000 1[00 0 2

Do Teorema 1 com 8 = 1,4 obtém-se:

K=[247,9923 210,8674 81,0489 4,0684], (31)

[4220,844 1839,562 177,079 1,139
p_ |1839,562 1178378 126,709 0,888 39
T 1177,0794 126,709 22,700 0,246’ (32)
1,139 0,888 0,246 0,010
[ 0,0003 —0,0005  0,0004 —0,0001
y | 00005 00012 —0,0022 0,009 (33)
0,0004 —0,0022  0,0103 —0,1041 |
| —0,0001  0,0090 —0,1041  1,8168

O ganho K obtido e descrito em (31) foi uti-
lizado para implementar a lei de controle (8). Os
resultados obtidos na implementagao pratica sao
apresentadas a seguir.

3.1 Resultados Prdticos

O sistema implementado visa fazer a bolinha per-
correr uma trajetéria quadrada de 10 cm de lado.
Em cada eixo, hd uma falha que atua como uma
onda quadrada, podendo estar em 3 = 0,5 (fa-
lha de 50% no sistema) ou 3 = 1 (ndo ha falha);
as ondas quadradas possuem periodo de 10 segun-
dos (5 segundos com 73 = 0,5 e 5 segundos com
v3 = 1) e estao defasadas em 2,5 segundos entre
si, de forma que é possivel observar o sistema fun-
cionando quando ha falha em apenas um eixo, nos
dois eixos ou em nenhum eixo.

Para nao danificar o atuador, foi inserido um
saturador, via Simulink®, que limita a entrada
do sinal de controle u(t) em +5V. Alguns traba-
lhos, como por exemplo (Alves et al., 2016), con-
sideram a presenca de saturacao no sinal de con-
trole do atuador durante o projeto. J4 o projeto
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de controle proposto nesse trabalho nao considera
o efeito da saturagao. Entretanto, os resultados
apresentados a seguir comprovam que o desempe-
nho do sistema nao foi prejudicado de forma sig-
nificativa. As respostas obtidas sao apresentadas
nas Figuras 3 e 4, utilizando o controlador com o
ganho dado em (31).

Ox (graus) rx(cm)

Ux
- G o

X,

=}

o
-

i i i i i
10 20 30 40 50 60
Tempo(s)

o |
o

Figura 3: Resultados praticos do eixo x: posigao rx,
angulo 6y, sinal de controle u,, e a falha v3, do 2D
ball balancer utilizando o controlador (31).

10

Oy (graus) ry(em)
B
o

(; 1}0 2‘0 :’;0 4‘0 ’:';0 E;O
Tempo(s)

Figura 4: Resultados préticos do eixo y: posic¢ao ry,

angulo 0y, sinal de controle us, e a falha s, do 2D

ball balancer utilizando o controlador (31).

Nas Figuras 3 e 4, pode-se notar que o sistema
seguiu a posicao desejada x = +5 cm, y = +£5 cm
e manteve os angulos das direcoes x e y proximo
de zero. Por fim, a trajetéria da bola representada
na Figura 5 confirma a eficiéncia da metodologia
proposta.

posicao ry

% % 4 =2 o 2 4 & s
posigao rx

Figura 5: Resultados praticos da posigao x Xy do 2D
ball balancer utilizando o controlador (31).

2065



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

4 Conclusoes

Esse trabalho prop6s um projeto de controle ro-
busto para sistemas lineares, considerando que
os sensores apresentam falhas de medicao vari-
antes no tempo. O vetor de estado medido,
xap(t) = T.xz(t), apresenta incertezas politopi-
cas, como mostra a defini¢io de I', em (5). Em
(Buzetti et al., 2015) um problema semelhante foi
abordado, porém as falhas nos sensores foram con-
sideradas constantes, tal que @p/(t) = I',@(t). O
método proposto nesse trabalho apresenta condi-
coes que garantem a estabilidade do sistema re-
alimentado e tais condigoes independem das va-
riagoes dos elementos da matriz I',. Por fim, o
teorema foi utilizado para projetar o controlador
empregado na implementagao pratica, em um sis-
tema 2D ball balancer, para confirmar a sua efica-
cia.
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