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EPIGRAFE

“If you think we can’t change the world,

It just means you're not one of those that will”

-Jacque Fresco



RESUMO

Seja um corpo ndo-esférico (usualmente um planeta C1) que esta em uma Orbita
kepleriana em relacdo a C3 (Sol). Considera-se também que um satélite massivo
(C2) orbita o planeta alvo (C1). Nosso objetivo principal é investigar a dinamica
secular de rotacdo de C1. Como € sabido, além de outros fatores, a dinamica
secular do equador de um planeta estda profundamente relacionada com as
condicbes de clima e habitabilidade deste. Portanto, apresentamos um modelo
simplificado do estudo do comportamento do equador de um planeta sobre tais
perturbacdes. A fim de obter o movimento de longo periodo do problema, nés
utilizamos as varidveis de Andoyer. Este conjunto de varidveis é extremamente
eficaz e conveniente, uma vez que permite uma média no sistema de forma clara e
rigorosa. De fato, quando C1 é um corpo axissimétrico, automaticamente as
variaveis de Andoyer sdo variaveis acdo angulo do torque de rotacédo livre, assim a
teoria da perturbacdo candnica classica pode ser aplicada facilmente. Basicamente,
a rotacdo de C1 é perturbada por C3 e C2. Enquanto que C3 estd em uma Orbita
kepleriana, para o movimento translacional de C2 temos que considerar a
perturbacdo de C3 e também o efeito do achatamento do corpo alvo. Todos esses
detalhes estdo incluidos em nosso codigo através da integracdo das equacles
variacionais de Lagrange. NOs testamos nossas equacdes seculares para o sistema
Plutdo-Caronte. Nossos resultados para o periodo e a amplitude para a variacdo do
equador estdo em pleno acordo com os obtidos anteriormente por Dobrovolskis et al.
(1997). Testamos também diferentes inclinacdes iniciais para a 6rbita de Caronte.
Enquanto aparecem algumas variacoes, elas ndo séo significantes para o intervalo
de tempo considerado. Nosso modelo pode também ser aplicado para o estudo da
variacdo do equador de Urano ou Netuno, considerando a presenca de um satélite
massivo durante a migracdo planetaria. Simulacfes preliminares forneceram

resultados interessantes.

palavras-chave: Plutdo. Satélites. Planetas. Rotacéao.



ABSTRACT

Let us consider a non-spherical body (usually a planet C1) which is in a keplerian
orbit around C3 (Sun). We still consider a massive satellite (C2) around the target
planet (C1). Our main task is to investigate the secular rotational dynamics of C1. As
it is well known, among other conditions, the secular dynamics of the equator of a
planet is deeply related to the climate and habitability conditions of this planet.
Therefore, here we try to present a simplified model to study the behavior of the
equator of a planet under these disturbers. In order to derive long period motion of
the problem, we use Andoyer variables. This set of variables is very powerful and
convenient as it allows the averaged system in a clear and rigorous way. In fact,
when C1 is an axisymmetric body, Andoyer variables are automatically action-angle
variables of the torque free motion, so that classical canonical perturbation theory
can be applied very easily. Basically, the rotation of C1 is disturbed by C3 and C2.
While C3 is in a keplerian orbit, for the translational motion of C2 we have to consider
the perturbation of C3 and also the oblateness effect of the target body. All these
details are included in our code through the integration of extra Lagrange’s
equations. We tested our secular equations to Pluto- Charon system. Our results for
period and amplitude of the variation of the equator are in quite agreement with those
obtained previously by Dobrovolskis et al. (1997). We also tested some different
initial inclinations for Charon’s orbit. While there appear some variations, they are
not so significant for the considered time span. Our model can also be applied to
study the variation of the equator of Uranus or Neptune, considering the presence of
a massive satellite during the planetary migration. Preliminary simulations show

interesting results.

Keywords: Pluto. Satellites. Planets. Rotation.
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1. Introducao

Com o avanco de modernas missdes interplanetérias, as constantes fisicas
de planetas e satélites tem sido melhor determinadas. Isto tem impulsionado varias
areas, em especial o problema da rotacdo de objetos do sistema solar.

Sendo o planeta achatado, € importante conhecer a dinamica da rotacéo
deste corpo, em particular a variagdo da sua obliquidade (ou equador), uma vez que
isto define condicbes especificas da variabilidade do clima do planeta e
habitabilidade do mesmo.

A rotacdo também se faz presente nos satélites dos planetas: observa-se no
nosso sistema solar que uma grande maioria dos satélites regulares, devido a
efeitos dissipativos tais como a maré, se estabilizaram de tal forma que estes
rotacionam em torno do seu eixo polar de forma sincrona com sua translagdo em
torno do planeta hospedeiro.

Esta prevista para 2015 a chegada da missdao New Horizons ao sistema
Plutdo e seus satélites, onde sera a primeira vez que uma sonda artificial visitara
este sistema, desta forma, inUmeros dados poderdo ser obtidos ou até melhorados,
principalmente os mais basicos, como a massa dos satélites, seus raios médios, a
atmosfera, os coeficientes classicos J2, C22 e etc. Dentre muitas caracteristicas
peculiares, Plutdo apresenta do ponto de vista dinamico, trés aspectos
extremamente importantes.

Seu eixo de rotagdo apresenta uma inclinagédo de aproximadamente 128° em
relacdo a normal do plano orbital, caracterizando um movimento retrogrado. Este
forma com Caronte (principal satélite), um sistema quase binario, ambos envolvidos
numa dupla ressonancia spin-6rbita. A Orbita heliocéntrica de Plutdo apresenta
excentricidade relativamente alta, de aproximadamente 0,2.

Os dois primeiros itens sédo desafios classicos que perduram ha muito tempo,
assim se espera que com a missdo New Horizons haja uma grande contribuicédo. Tal
ressonancia é bastante singular, pelo fato de Caronte apresentar aproximadamente
um décimo da massa de Plutdo, consequentemente, o centro de massa deste
sistema esta fora de Plutdo, constituindo praticamente um par binario (CANUP,
2005).

Alguns parametros como J2 e C22 sao ainda pouco conhecidos, portanto ha
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uma dificuldade em se afirmar em termos quantitativos os resultados precisos desta
dupla ressonancia spin-érbita. Num recente artigo (BEAUVALET et al., 2012), os
autores utilizaram os mais recentes valores disponiveis para fazerem simulagfes
numeéricas, analise do estado atual dos dados e previsbes do que se poderia esperar

das melhorias que seriam obtidas com a missdo New Horizons.

2. Objetivos

Modelar as equacdes de longo periodo que envolvem a dinamica béasica da
rotacdo de um satélite (ou planeta), usando o moderno conjunto de variaveis
candnicas de Andoyer.

O interesse foi o de obter a Hamiltoniana média que governa o
comportamento do sistema, em particular da longitude do nodo do plano normal h e

da variavel H de Andoyer, que definem a dinamica da obliquidade do corpo alvo.

3. Métodos

Seja um corpo C1 cuja rotacao livre sera perturbada por C2 (satélite de C1) e
C3 (Sol ou estrela em torno do qual C1 estad orbitando). O movimento orbital
(translacional) do satélite em torno de C1 é perturbado pelo Sol e também pelo
achatamento do planeta hospedeiro. O Sol também perturba a rotacdo de CI.
Utilizamos as variaveis candnicas de Andoyer (somente varidveis canbnicas tipo
acdo-angulo permitem realizar as médias nas variaveis rapidas). As equacdes
newtonianas sao todas escritas num referencial inercial e incorporadas
posteriormente na hamiltoniana da dindmica rotacional, atraves de 5 rotacoes.

O potencial perturbador do achatamento também deve ser escrito nas
variaveis de Andoyer, pois este é funcéo da posicdo do equador do planeta.

A hamiltoniana de longo periodo foi obtida realizando médias nos angulos

rapidos. Estas médias diferem se C1 é tri-axial ou nao.
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3.1 Sistema de Coordenadas

Consideramos 3 sistemas de referéncia fixados no centro de massa do corpo
C1: o primeiro (e1,ez,e3) € tal que e1,e2 esta no plano invariavel do sistema solar. O
segundo (n1,nz,n3) € tal que ni,n2 € perpendicular ao momento angular de rotagcéo
de C1. O terceiro (f1,f2,f3) é tal que f1,f2 esta no plano equatorial de C1 (NOYELLES
et al., 2008).

As coordenadas de Andoyer (DEPRIT, 1967) sao baseadas em dois conjuntos
dos angulos de Euler. O primeiro h, K, g localiza a posicdo do momento angular no
primeiro sistema (e1,ez,e3), enquanto que o segundo g, J, / localiza o sistema (f1,f2,f3)

do sistema ligado ao momento angular.

equatorial plane

plane perpendicular
to angular momentum

inertial plane

Figura 1. As variaveis de Andoyer (HENRARD, 2005a).

A matriz de inércia de C1 é:

(1)

~
1l

o O D

o o

o o

onde, no caso de simetria axial A=B#C.

As variaveis canbnicas de Andoyer sao compostas por 3 variaveis angulares /,
g, h e seus respectivos momentos conjugados L, G e H, onde L e H séo projecoes

do momento angular G, definidas por:
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L=Gcos(J) (2)
H=Gcos(K) (3)
3.2 Rotacao livre e Potencial Perturbador

A equacéo que define a energia de rotagao livre de C1 pode ser escrita como
(DEPRIT, 1967):

.2 2 2
sin“l  cos’l 2 .2y 1L
== = = — = = 4
T (A+B)(G L)+2C (4)

A presenca do corpo C2 ou C3 causara uma perturbacdo ndo integravel a
dindmica do problema. Tal perturbacdo sendo multiperiddica, permite escrever seu
potencial correspondente por uma série de Fourier cujos termos representam a
figura elipsoidal de C1. Assim retendo apenas 0s termos principais podemos

escrever o potencial perturbador assim:

_—15kK'M,M,R’
i 3
r.

1

Vv

{J2<X1'2+Yi2)+2C22<X1’2_Y1‘2)} (5)

O indice i se refere a C2 ou C3 e X, Yi sdo as coordenadas do copo Ci
referente ao sistema equatorial de C1. E também, k2 se refere a constante
gravitacional universal, M, e R correspondem respectivamente a massa e ao raio
equatorial de C1, M; a massa do corpo i, r; a0 médulo do vetor que aponta de C1 ao
corpo i e finalmente, J2 e C22 séo as constantes de achatamento de C1.

O potencial perturbador que define a atitude de C1 sera:

Vi=VautVo (6)
Para o problema em questao, sera considerado que a orbita de C2 nao sera

kepleriana. Isto porque, a Orbita de C2 é perturbada pelo achatamento de C1 e pela

presenca de C3.
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3.3 Elementos Orbitais e Potencial Perturbador Médio

O versor que aponta para o centro de massa do corpo Ci, referente ao

sistema inercial fixo no centro de massa de C1 é dado por:

x;=cos (f;+w;) cos (Q;) —sin(f;+w;)sin (LQ;) cos (I;)
Yi:COS(fi"'wi)sm(Q >+Sin (fi+wi) COS(Qi) COS(Ii) (7)
z,.=sin(f,+w,)sin(I,

1 1

i

onde f; representa a anomalia verdadeira, w; 0 argumento do periastro, Q; a
longitude do nodo ascendente e /; a inclinacdo do plano de orbita em relacdo ao
plano fundamental. Estes parametros representam os elementos orbitais classicos
do problema de 2 corpos.

Da Figura 1, a partir de 5 rotacdes, relacionamos o sistema inercial com o
equatorial e assim teremos as coordenadas do corpo perturbador visto de um
sistema de eixos centrado no equador do perturbado. Isto é realizado envolvendo as
variaveis de Andoyer e os elementos orbitais keplerianos.

Definimos as matrizes de rotagéo:

cos(h) sin(h) 0 [ cos(g) sin(g) O
M,(h)=|-sin(h)  cos(h) 0| M,(g)=|—-sin(h) cos(h) 0
1 1

0 0 0 0
_ (8)
1 0 0 1 0 0
M,(K)=[0 cos(K) sin(K)| M,(J)=|0 cos(J) sin(J)
0—sin(K) cos(K) 0 —sin(J) cos(J)]
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Da Figura 1 pode-se ver que os versores (X,YiZ) se conectam com 0S

versores (Xi,Yi,zi) referidos no sistema inercial através de:

X, X;
Y, =M,(1)M,(J)M,(g) M, (K) M,(h) Vi 9)
Z z

Desta forma V; ja esta explicitamente dado nas variaveis adequadas, apos as
rotacdes acima mencionadas. Agora se elimina os termos de curto periodo da parte

rotacional fazendo as médias em forma exata, sempre que possivel. Definimos:
<I:I>: <Vsat>+<V®> (10)

onde os <V;> sao func¢des das variaveis L,G,H,l.g,h,a,e,l.fw,Q,a0,€0,lo,fo,wo
e Qo. Neste momento fez-se a hipotese de A=B , neste caso | desaparece, logo
podemos fazer a média em g e na anomalia média M; (curto periodo).

Primeiramente, o potencial médio pode ser obtido via:

1 )ZTT J2<Xi2+Yi2)+2C22(Xi2_Yi2)

3
27 0 0 I

_ 2 2
(V)==15k"M ,M,R’(

dM,dg (11)

Fica claro que <V;> nado € funcao explicita de M, varidvel na qual deve ser
efetuada a média, portanto a anomalia verdadeira f; teria que ser expandida em
poténcias da excentricidade e; em funcdo da anomalia média. No entanto para fazer
a meédia nao sera preciso tal expansdao (BROUWER & CLEMENCE, 1961).

1 1 1+eicos(fi)
' "|o(1-e))

3
2
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Realizando as devidas substituicdes, ficamos com a seguinte expressao:

22m2m

—3k*M M,R*[ 1
Vo=——555 | f f(l"'eicos( fi))[JZ(X1'2+Y1‘2)+2C22(Xi2_Yi2)}dfidg (13)
2a;(1—e;) 2n) 9%

A hamiltoniana média se reduz a uma forma relativamente simples.

(H)=(V )+ (Vo)
_—3K'mM,R;J,

(V)= 2a°(1 _ez>(3l;2) ({Ollcos<2h—29)+B1COS(h—Q)+6J

—3k*M M R>J (14)
V)= ° b P2 q,cos(2h—2€Q,) (h—Q, )43,
(V)= 2a (1— ¢ )(3/2) |0, COS o) +P,cos 0/)¥ 0y

0] (O]

Onde ai;, Bi, 01, az B2 e &, sdo fungbes de 1,/0,J e K. <Vsa> € <VO>
representam o0 potencial perturbador médio que atua em C1 devido,
respectivamente, a presenca do satélite e do Sol, e m é a massa do satélite. Temos
que (M) determina a dinamica de longo periodo de rotacdo de C1.

E importante explicitar os parametros do resultado obtido:

1

oc:%[1+0052 I.+cos? J +cos? J cos? Il.}
+écoszK [1+cos?J cos? I +4sin? J sin2 [ ,+cos? J cos? I ] (15)

+% sin? K [sin? I,+sin? J cos? I+ cos? J sin? I, sin? J |
Bizé[—251n2 J sin2 I,+1+cos?J —cos? I,—cos? J cos?1,]sin? K (16)

6:%[—251n2J+c052J+1]sin 21;sin K cos K (17)

1
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Como agora a Hamiltoniana ndo depende de / e g entdo € 6bvio que L e G

sSao constantes.

d _—8,5 d,._—3, -

De (2), vé-se facilmente que J deve ser constante no tempo.
3.4 Perturbacdes Seculares de C2 e C3

Como ficou evidente na funcdo Hamiltoniana H , a atitude de C1 dependera
dos elementos orbitais tanto de C2 (satélite perturbador) quanto de C3 (estrela ou
Sol perturbador). Por outro lado, do ponto de vista translacional, C2 sera perturbado
pelo achatamento de C1 (planeta) e também pela presenca de C3 (estrela).

Num sistema de coordenadas fixado no centro de massa do planeta e
considerando o plano invariavel do sistema solar (SOUAMI & SOUCHAY, 2012)
como plano de referéncia, a equacao de um satélite perturbado pelo achatamento do
Planeta e pelo Sol é (YOKOYAMA, 2002):

+P,, (19)

onde:

*Mp, Moe: massa do planeta e do Sol, respectivamente.
*rro: vetor posicdo do satélite e do Sol.
k2, J2: constante gravitacional e coeficiente de achatamento.

*Pj2: perturbagéo devido a achatamento do Planeta.
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Os componentes do ultimo termo da equacéo (19) séo:

_ 2| 3x 15 z°x

P, _GMpJZRp _r5__2 _r7
_ 2|3y 15 z2y

P, _GMpJZRp 5 EX 7 (20)
_ 2| 9z 15 Z3

P,=—GM,J,R, ?—77

Devido o enorme tempo computacional necessario, vamos trabalhar com as
equacdes de longo periodo. Para tanto escrevemos a funcéo potencial em funcao
dos elementos orbitais (BROUWER & CLEMENCE, 1961), para podermos realizar

as médias. Inicialmente, para a perturbacéo devida a presencga do Sol, temos:

—1—+—cosz(5)) (21)

e para o achatamento do Planeta:

- KkKM,R
g, =~ (L3 G (22)
: r 2 2

onde @ ¢é a latitude do satélite e S € a distancia angular entre Sol-satélite.
Para a equacdo (21), dado um plano inercial arbitrario, a parcela cos(S) €
dada por (YOKOYAMA, 1999).

cosS:%(l +cosI)(1—cosIo)cos(f+m+f®+wo+Q—Qo)+%(1—cosI)(1 +cos 1)
1
><cos(f+w+fo+mo—Q+Qo)+Z(1+cosI)(1+cosIo)
x cos(f+m—fo—mo+Q—Qo)+%(1—cosI)(1—cosIo) (23)

><cos(f+m—fo—wo—Q+Qo)+%sinIsinIo[cos(f+oo—fo—mo)

—cos(f+w+fotmo)|
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Assim, a média (na anomalia média) da funcao perturbadora Solar sera dada

por:

2n

(o] || Aoam o)

0

Em Yokoyama (2002), é apresentada a funcdo perturbadora solar média que
afeta um satélite. E facil notar que tal funcéo vale para o caso de um plano arbitrario
de referéncia (no artigo citado, tomou-se o equador). Entdo podemos usa-la aqui,

porém agora todas as inclinacfes estardo referidas a um plano arbitrario.

<9’g>mrmmesng A2+ B2+C2+ D2+2E2—% +%AZZ cos(2w+2f (420, +2Q-2Q )

+%1322cos(2m+2f0+2%—2 Q+2QO)+%C2ZCOS(2(»—2fo—2u)0+2£2—2£20)
+§ DZZcos(Zoo—ZfO—Zwo—29+290)+;Z(E2+2CD)cos(2u)—2fo—2 o)

+%z(E2+2AB)cos(2m+2fo+2mo)+32(—E2+AD+BC)cos2w

+3P(—E2+AC+BD)cos (2f ,+2w,)+3P(AB+CD)cos(2Q—2Q,) (25)

+3ACZ cos (20+2Q—2Q_)+3ADPcos(2f (+2w +2Q—-2Q

+3EP(A—D)cos(2f ;+2 0o +Q—Q, )+3EP(—A—B+C+D)cos(Q—Q,)

—3EZ(A—C)cos(2g+Q—Q_)+3AEZ cos(2w+2f (. +20 +Q—Q )

+3BCP c0s (2f o +2 0, —2Q+2Q, )+3BDZ cos (20— 2Q+2 Q)
+3EP(B—C)cos(2f o +2 05— Q+Q )+3EZ(B—D)cos (20— Q+Q,)

—3BEZ cos(2w+2f ;+2w,—Q+Q_)+3CEZ cos(2m—2f . —2 w0, +Q—Q,)
+3DEZ cos (2w—2f ; —2 0o — Q+Q, )

3

k2Ma? _
— <'%O >variables (26)

3
2a,

do

<’%0>M: ro
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onde:

A:%(1+cosl)(1—coss)
B=%(1—cos[)(1+coss)
C:%(1+cosl)(1+coss)
D:%(l—cosl)(l—coss) (27)

1
EZE sinl sin e

3
P=1+2¢2
2€

5
7=2e2
26

Falta agora obter a anomalia verdadeira do sol fo. Primeiramente temos que a

anomalia média pode ser obtida diretamente de:
Mo (t)=Mo(0)+not (28)

Onde Mo(0) é a anomalia média inicial e no € 0 movimento médio do Sol,

dado por:
ng=—/"= — 5 (29)

Sendo T, 0 periodo do movimento translacional do Sol. Agora podemos obter
a anomalia verdadeira fo através da expansdo em poténcias da excentricidade eo
(BROUWER & CLEMENCE, 1961):

f®=MO+(2eo—%e3®)sin(Mo)+(%eé—%eg)sin(2M®)+% e sin(3M,)

(30)
103 4 .
+¥eésm (4M,)



20

Observa-se pela equacédo (26) que outra expansao € necessaria:

3

(& =1+3cos(Mg)eq+
rO

3

9 27
Ecos(2M0)+5

?COS(MO>+%COS(3MO) el

2
eot

(31)

4
+ o}

%COS(ZMO)+%7 cos (4Mg )+—=

Em Yokoyama (1999) € dada a expressdo do potencial perturbador de

achatamento secular referido a um plano arbitrario (vide Figura 2):

kZMpR?J2 . .
:—(3,2)[1 —3c0s21+9cos?I cos?I—3cos?l
8a3(1—e?) (32)

+3 BB,+3BB,

<%12>M

As ultimas duas parcelas sao:

BB,=sin?Icos(2Q—2Q)sin? I
BB,=sin 21 cos(Q—Q)sin2I

(33)
Onde 1,Q s#o respectivamente, a inclinacdo do equador e a longitude do
nodo do equador do planeta em relacdo ao sistema inercial. Os demais Q, /, a, e sao

os ja definidos elementos orbitais do satélite.
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A geometria do problema é melhor visualizada através da figura a baixo:

Plano orbital do  plano Equatorial
satélite

Plano perpendicular ao
momento angular

Plano inercial

Figura 2. Plano orbital do satélite e os angulos de Andoyer.

Observe que devemos escrever I,Q em termos das variaveis de

Andoyer. Vamos mostrar brevemente esta tarefa. Note primeiramente que:
Q=h+Q, (34)

De acordo com a Figura 2, as seguintes relacdes da trigonometria esférica

permitem escrever:

sinQ,sinI=sinJsing (35)

sin I cos 2,=cos J sin K +cos K sin J cos g (36)

cosI=cos K cos J —sin K sin J cos g (37)
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Assim, reescrevemos as parcelas BB; e BB, da seguinte forma:

BB,=sin?1{cos(2Q—2h)cos(2L,)+sin(2Q—2h)sin (2Q,)]sin? I

BB;=sin? [ [cos (2Q—2h)[sin? T(cos?Q,—sin? Q, )| (38)
+sin (2Q—2h)[2sin I sinQ,sin I cos QZH

BB,=2sin I cos I{cos(Q—h)cosQ,+sin (Q—h)sinQ,}
N N N (39)
BB,=2cosI{cos(Q—h)sin I cosQ,+sin(Q—h)sinI cosQ,}

Agora somos capazes de escrever a funcdo (#,), em termos das
coordenadas de Andoyer e ainda podemos realizar a média em g. Explicitando a

funcdo em termos das novas coordenadas:

) kM R2J, . _ o
(R >M=—*”—[1—3cos2 K cos? J+6cos J sin K cos Ksin J cos g—3sin? K sin? J cos? g
2 8(1_e2)(3/2)a3
9cos? I cos? K cos? J —18 cos? I cos J sin K cos K'sin J cos g
+9cos 2 I sin? K sin? J cos? g —3cos? I +3sin? I cos(—2Q+2h)cos2J sin 2K
+65in2 I cos(—2Q+2h)cos J sin K cos K sin J cos g
+3sin2 I cos(—2 Q+2h )cos? K sin2 J cos? g—3sin? I cos(—2Q+2h)sin? J sin? g
—6sin2 I sin(—2m+2h)sin J sin g cos J sin K—6sin? I sin(—2Q+2h )sin? J sin g cos K cos g
+6 cos K ((cos J sin K +cosK sin J cosg )(cos (—Q+h)—sin(—Q+h)))
cos J((cos J sin K +cos K sin J cos g )(cos(—Q+h)—sin(—Q+h)))
—6sin K ((cos J sin K +cos K sin J cos g )(cos(—Q+h)—sin(—Q+h)))sin J
X ((cos J sin K +cos K sin J cos g ) (cos (—Q+h)—sin(—Q+h)))
)

xcosg ((cosJ sin K +cos Ksin J cosg )(cos(—Q+h)—sin (—Q+h)))|

(40)

Efetuando a média na variavel g, obtemos:

kM, R2J,
16(1—e2) ¥ ¢’
—6c0s? 1 +18 cos?I cos? J cos? K—6cos? J cos? K (41)
+3sin2 I sin? J cos? K cos(—2Q+2h )+6 sin2 I cos? J sin? K cos(—2Q+2h)

—3sin2 1 sin? J cos (—2Q+2h )—3 sin2J sin? K +12sin 21 cos? J cos K sin K cos(—Q+h)}

<’%1>M,g: [9c05215in2 J sin? K +2—6sin 21 sin? J sin K cos K cos(—Q+h)
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3.5 Variaveis Nao Singulares

Agora vamos realizar uma transformacgao candnica h, H para Y, Y. de forma
a eliminar a singularidade para o caso K=0.

As variaveis ndo singulares sao:

Y,=—v/2G—2Hsin h (42)
Y,=v2G—2H cosh (43)

Temos que Y; representa a nova coordenada e Y» seu respectivo momento
conjugado. As seguintes relagfes s@o possiveis de ser obtidas usando a definicdo
de Y; e Y. e a equacao (3), definicdo de H:

Yi+Y, (Yi+Y3) Yi+Y;
sin K= - cosK=1—
! \/ G 4G 2G
1 :
cos(h—Q)zm{YzcosQ—Ylst] (44)
2 2
— Y, Y
cos(2h—2Q)=| —=——|c0s2Q—-2|——5 [sin2Q

Escreve-se agora o potencial perturbador médio (14) que define a dinamica

de rotacéo do Planeta em fung&o das novas coordenadas Y;e Y:
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_1,3 1
variables 2 4 \/Y f +Y ;

i)

Yi+Y3)) (Yi+Y2) V2472

\/ ( 1G 2)—( 1G2 2 sinl; 1—%—( ] cos? J
1(Yi+Y3) 1 (Yi+Y3)

><CosIi(Yza:os(Qi)—chos(Ql.)))+Z 1G 2 ~76 1(;22

3 . _ . Ly (Yi+Y;) (YVi+Y3)'
GRERT cos? J (Y,cos(2Q)—2Y,Y sin(2Q,)—Y¥3cos(2Q,))| 4 c o
Y2+Y2 Y2+Y2 2
Xsinzli]+lcoszJ+lsin21i—§sin21icoszj+icoszl 4( ! 2)—( V) sin?1,
2 4 4 32 G G? (45)
11 (Vi+Y3) (Yi+Y3) 1Yi+Y; :
4\/Y1+Y2\/ C o2 sinI,(1 5 )X cosI,(Y,cos(Q,)—Y,sin(Q,))
2 2 2 2)\2 2 2 2 2)\2
3 [ ) (YR 3 egiYD) (YY)
32 G G? 16 G G?
—3—32ﬁ((Yﬁcos(ZQi)—2YzYlsin(ZQi)—Yicos(2Qi))
1 2
2 2 2 2\2
iy (vievip)
G G? '
0 —3k2M,M R?J
—_ — p 2
<H>_ z <Vi>_ z 2 3 1 2\(3/2) <Vi>variab1es (46)
i=1,2 i=1,2 ai< _ei)

De fato estamos trabalhando num sistema Hamiltoniano, portanto a dinamica

de rotacéo sera obtida das equac¢Bes de Hamilton:

d 0
“y =
d !

° d 0
H ~Y, =
(H) >0y,

37, o (H) (47)

Portanto, podemos obter de forma indireta a variacdo da obliquidade do corpo
C1. Da definicdo de Y; e Yo:

1
H=G—§(Y1+Y§> (48)

Da equacéo (2):

K= acos(g) (49)



Seja a figura abaixo:
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Plano perpendicular
Plano Equatorial ao momento angular

Figura 3. Orbita do Sol e os angulos de Andoyer.

Das relacfes da trigonometria esférica podemos escrever:

cose=cosJ coso —sinJ sinc cos p

sinosing=sin(h—Q)sin I,

sinocos q= 1K (cosIo—cochos 0)

sino cos p=sinc cos(g—q)=sino (cos gcos g+sin gsinq)
coso=—cos K cos I, +sin K sinI,cos(h—Q,)
Substituindo (51) e (52) em (53) obtemos:

cosl,—cosK coso
sin K

Sin 0 Ccos p=cCos g

E depois, aplicando (54):

Plano inercial

+sing[sin(h—£20)sinlo]

Plano orbital Sol

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)
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sino cos p=cos g[cosQ, sin K —cos Ksin I, cos(h—Q, ) |[+singsinI ;sin(h—Q,)  (56)
Aplicando-se (54) e (56) em (50) e desprezando os termos de curto periodo g:
cose~cos J|cos K cos I o+sin K sinl , cos (h— Qo)) (57)

Desta forma, obtemos a obliquidade em funcéo de parametros conhecidos.
Realizando as devidas substituicbes, obtemos para a funcdo perturbadora

devido ao achatamento a seguinte expressao:

kM ,R?J,
(1—e2)*?7as

+A, %Cosz I cos?J —% sin? I sin? J)—% sin? I sin? J A,| Aycos(2Q)—2Y,Y,sin(2Q)]

Al( %coszlsin2 J —% sin?J —icoszl

<J92>M,g: 16

+1% sin? I cos? J A, Aycos (2Q)—2Y, Y ,sin(2Q)] (58)
—1% sin(21)sin? J VA, A, (Y ,cos(Q)-Y, sin(g))+%

+1—é sin(21)cos? Jy A, A,(Y,cos(Q)-Y, sin(Q))}

Onde A1 A;, As, As sdo fungdes das novas variaveis candnicas. Segue que:

A | YiYE Yiey; _[,_ (risyd)f (59)
! G 4G2 2 2G
Y2+Y?
A=(Y3-Y]) A= é—( IGZ 2 (60)

Note que para a funcdo perturbadora devido a presenca do Sol, ndo foi
necessario realizar esta mudanca, uma vez que ndo aparecem 0s elementos de
Andoyer.

A variagao temporal dos elementos orbitais do satélite sdo obtidas integrando
as equacdes variacionais de Lagrange usando (% )y, e (A)u-

Resta agora obter a variagdo temporal de C3. Em geral, para isto precisamos

da teoria do movimento planetario de C1 em torno da estrela.
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As condices iniciais e a constante de achatamento polar J, de Plutdo foram
retiradas, respectivamente, de Dobrovolskis et al. (1997) e Beauvalet et al. (2012).
Demais parametros como massas, raios equatoriais e as condi¢des iniciais de

Caronte foram retiradas do link: http://ssd.jpl.nasa.gov/?horizons.

4. Resultados e Discussao

Objetivamos a dinamica de rotacédo de Plutdo. O movimento translacional do
Sol visto de Plutdo sera dada conforme (DOBROVOLSKIS et al., 1997):

e6=0.244+0.022cos () +0.005cos (31)

o =—[90.0°+24.0%in ()]

I,=15.91°—1.04cos () (61)
Q,=111.428°—97.209°t —1.5°in ()

P=72.8°+91.0°

Onde t é dado em milhdes de anos. Note que os elementos sdo referentes ao
plano invariavel do sistema solar, onde tal sistema inercial esta fixado no centro de
massa de Plutdo (portanto ndo precisamos de nenhuma transformacdo de
coordenadas).

Basicamente vamos integrar as equacdes candnicas. Note que a hamiltoniana
média é funcdo dos elementos orbitais do Sol (dado acima) e também do satélite,
cujos elementos sdo obtidos integrando as equacdes variacionais de Lagrange, ja
citadas.

Vérias simulac6es foram realizadas tomando diferentes problemas de rotacdo
de satélites ou planetas. Um interesse em especial foi o problema da variacdo do
equador (obliquidade), tanto de planetas e satélites. Obteve-se resultados muito
interessantes para variacdo do equador, especialmente quando o perturbador se
encontra em Orbita bastante inclinada.

Embora no caso Plutdo-Caronte a variacdo da amplitude da obliquidade nao
seja muito pronunciada, em problemas como Urano-satélite, as simula¢cées mostram
gue grandes variacfes da excentricidade tem papel muito importante nos valores
méaximos e minimos da obliquidade.

Para o problema Plutdo-Caronte, usando o presente modelo, isto €,
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considerando Caronte (C2) e o Sol (C3) os perturbadores de Plutdo (C1),
reproduzimos a dindmica da variacdo da obliquidade de Plutdo. Tanto a amplitude
como o periodo de variacdo foram calculados e a abordagem permite separar o
efeito isolado de Caronte sobre Plutdo. Os resultados estdo em pleno acordo com 0s
de Dobrovolskis et al. (1997).

135 T T T

Com Ca;ronte
Sem Capgnte s |

130

125

120

115

110

105

Obliquidade - Plutao (graus)

100 -

95 Il 1 1 1
0 3e+06 6e+06 9e+06 1.2e+07 1.5e+07
Tempo (anos)

Figura 4. Variacéo da obliquidade de Plutdo no tempo.

Evidentemente, a presenca de Caronte causa uma pequena perturbacéo na
amplitude da obliquidade de Plutdo e uma sensivel mudanca no periodo da
oscilacdo. Podemos demonstrar ainda que, se considerarmos excentricidades
maiores para a Orbita de Caronte, aumenta-se a frequéncia das pequenas

oscilagdes.
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135
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125

120

115

110

Obliquidade - Plutao (graus)

105

100 1 1 1 1
0 1le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06

Tempo (anos)

Figura 5. Variacdo da Obliquidade para diferentes excentricidades da 6rbita de Caronte.

A figura abaixo mostra de forma mais clara o efeito, como a diminuicdo do

periodo das oscilacdes:

130

125

120

115

Obliguidade - Plutao (graus)

110

105 L L | e I
0 500000 le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+0

Tempo (anos)

Figura 6. Variacdo da obliquidade para altas excentricidades.

Para altas inclinagdes a diferenca da variacdo da obliquidade é ainda mais
evidente. Nota-se um aumento significativo tanto da amplitude das oscilacdes

guanto da amplitude maxima atingida.
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Figura 7. Variacéo da obliquidade para diferentes inclinagdes do plano orbital de Caronte.

Estes exemplos com alta excentricidade ou inclinacdo mostram variacbes
muito mais agudas do que aquelas produzidas no caso circular e plano, o que
comprova que o efeito dissipativo da maré que circulariza o movimento orbital,
também se reflete na dinamica de rotacéo, atenuando a variacdo da obliquidade.

Utilizando o sistema médio, realizamos também simula¢Bes para o sistema
Urano-satélite e Sol, considerando a massa do satélite sendo da ordem de 0,67% da
massa de Urano e uma inclinacdo orbital inicial de 60° em relacdo ao equador de

Urano.

30 I I 1
Msat=0,0067Mu

AN

50 -

40 H .

20 o
10 ¢ -
0 L 1 1

0 50000 100000 150000 20000(
Tempo (anos)

Obliquidade - Urano (graus)

Figura 8. Variacéo da obliquidade de Urano.
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5. Conclusao

Com o método utilizado, foi possivel isolar o efeito especifico de Caronte
sobre Plutdo, além de que foi verificado, para o caso em estudo, que se o
perturbador tem alta inclinacdo e/ou alta excentricidade, efeitos extremamente fortes
serdo observados na obliquidade do perturbado.

Embora os célculos ndo estejam aqui completamente apresentados, o atual
estudo reproduz perfeitamente os resultados obtidos em Boué-Laskar (2011), sobre
0 aumento da obliquidade de Urano através de um satélite de grande massa. Com
uma pequena variacao, incluindo a migracéao planetaria também podemos mostrar a
presente obliquidade de Netuno, através de uma sequéncia de encontros préximos
de planetesimais ou ainda de um Unico encontro de um super-Tritdo .

O caso de C1 tri-axial, também esta sendo analisado, sendo que obtivemos 2
critérios muito simples de selecionar todos os termos ressonantes que derivam de
c22.
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