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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma breve introdugio ao estudo dos sdlitons. Além disso,
introduzimos uma nova classe de configuragdes oscilantes do tipo lump e do tipo kink.
Tais configuragdes sdo obtidas de forma analitica e exata, como conseqiiéncia somos
capazes de fazer a andlise da estabilidade das solu¢des apresentadas. Por fim,
apresentamos no ultimo capitulo solucdes de estados ligados de férmions na presenca

das novas configura¢des de campo que estamos apresentando neste trabalho.
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ABSTRACT

In this work we present a brief introduction to the study of solitons. Furthermore, we
introduce a new class of oscillating Lorentz covariant configurations for the evolution of
the domain walls which are analytically obtained in diverse dimensions. As a
consequence, we are able to perform the analysis of the stability of the presented
solutions. Finally, in the last chapter, we present analytical solutions of fermion bound
states on the background of kinks of a class of asymmetrical scalar field.
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Capitulo 1

Uma breve introducao ao estudo dos

solitons

1.1 Introducao

O estudo de sistemas nao-lineares tem sido alvo de grande interesse desde a década de 1960
[1, 2]. Atualmente a nao-linearidade é encontrada em vérias partes da Fisica, incluindo
Fisica da Matéria Condensada, Teoria de Campos, Cosmologia e Fisica de Particulas [3]-
[23]. Apesar deste crescente interesse ter sido iniciado a partir da década de 1960, foi
em 1834 que John Scott Russell observando um barco que era puxado por um par de
cavalos ao longo de um estreito canal entre as cidades escocessas de Edinburgo e Glasgow,
notou que o barco ao ser freado bruscamente, produziu uma grande onda, bem definida e
arredondada. Russell passou a seguir esta onda, e observou que ela continuava seu curso
ao longo do canal mantendo sua forma e sem diminuir sua velocidade. E oportuno na
presente segao fazer mengao ao trecho descrito por Russell em 1844 [24], ao descrever o

fendmeno observado.

"Fu estava observando o movimento de um barco que vinha sendo puzado rapidamente
ao longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco, repentinamente,
parou, - Nao apenas a massa de dgua no canal que havia sido colocada em movimento
comecou a se acumular em torno da proa da embarcagao em estado de violenta agitacao,
mas de repente ela deixou-o para trds, deslizando para frente com grande wvelocidade,

adquirindo a forma de uma grande elevacao solitdria, uma arredondada, suave e bem
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definida “corcova” de dgua, a qual continuou seu curso através do canal aparentemente
sem mudang¢a de forma ou diminuicao de velocidade. Fu a sequi a cavalo e acompanhei
seu avango trangiiilo a uma taxa de cerca de oito ou nove milhas por hora, preservando
sua forma original com algo como trinta pés de largura e um a um e meio pés de altura.
Sua altura foi gradualmente diminuindo e, apds uma cagada de uma ou duas milhas, eu
a perdi nas bifurcagoes do canal. Esta, no més de agosto de 1834, foi a minha primeira
chance de contato com este singular e belo fenémeno, que decidi chamar de ondas de

translagcao.”

Russell, passou a realizar varias experiéncias em laboratorio, gerando o que ele chamou
de ondas de transla¢do, e conseguiu obter uma forma empirica para a velocidade da onda
de translagdo. Em 1871, Boussinesq [25] e independentemente Lord Rayleigh [26] em
1876, passaram a estudar o problema matematicamente, mas foi apenas no ano de 1895
que Korteweg e De Vries [27] obtiveram uma expressao matemdtica para determinar a
velocidade da onda observada por Russell.

Por outro lado, uma questao ainda chamava a atengao e nao conseguia ser explicada,
o fato que as ondas de translagao, também chamadas de ondas solitdrias, ao colidirem
mantinham suas caracteristicas, de modo que apds a colisao permaneciam inalteradas
preservando suas formas e velocidades. Tal fato, comegou a ser melhor explicado apenas
em 1965, por Zabusky e Kruskal [28]. Motivados pelo trabalho de Fermi, Pasta e Ulam [29]
sobre a propagacao de fonons em uma rede nao-linear, Zabusky e Kruskal conseguiram
explicar numericamente o problema, e em analogia aos prétons e fétons, sugeriram o
nome de sdlitons para as chamadas ondas nao-lineares, também mostraram que as ondas
solitdrias observadas por Russell representam sélitons.

Atualmente, sélitons representam solugoes de equagoes diferenciais nao-lineares, com
a caracteristica de descrever fenomenos que apresentam densidades de energia localizadas

e energias finitas e que apds interagir, mantém suas formas inalteradas.

1.2 Ondas solitarias e sélitons

Como apresentamos na primeira secao deste capitulo, os nomes ondas solitdrias e soli-

tons fazem referéncia a uma classe de solugoes de equagoes de onda nao-lineares. Para
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melhor entender as caracteristicas dessas solugoes, nessa se¢ao iremos apresentar algumas

propriedades da equagao de onda

O6(e, ) = 90, 0(x, 1) — (Cia—z - a_;) (@) =0, (1.1)

onde ¢(z,t) é um campo escalar real em (1 + 1) dimensdes e ¢ é a velocidade da luz.
A equagao acima apresenta duas importante caracteristicas, as quais devem ser discuti-
das, uma vez que sao fundamentais para nossa melhor compreensao a respeito de ondas
solitdrias e sélitons.

A primeira caracteristica vem do fato de que qualquer funcao da forma f(x + ct) serd
solugao da equagao de onda (1.1), desde que seja real e bem comportada. Em particular,
podemos construir um pacote de onda bem localizado que viaja com velocidade uniforme
+c¢ e que mantém sua forma. Assim, podemos escrever a fungao f(x £ ct) em termos
das fungoes de ondas planas do tipo sin(kx + wt) e cos(kx £ wt), pois elas formam um

conjunto completo de solugoes para a equacao de onda, portanto escrevemos

flxtet)= /dk lax (k) cos(kx + wt) + by (k) sin(kz + wt)] . (1.2)

O fato do pacote de onda f(z % ct) viajar mantendo sua forma e sua velocidade, estd
relacionado ao fato que todos os seus componentes possuirem a mesma velocidade de onda
(c=w/k).

Por outro lado, a segunda caracteristica surge do fato de que a soma de dois pacotes

de onda localizados, fi(z — ct) e fo(x + ct), também serd uma solucao

fa(z,t) = fi(x — ct) + folz + ct). (1.3)

Entao, quando t — —o0, teremos dois pacotes de onda localizados que se encontram
separados, e que estao se aproximando sem destruirem suas formas. Em um dado ¢ finito,
eles colidem. Apds a colisao eles se afastam um do outro com ¢ — oo, mas mantendo suas
formas e velocidades originais. Destacamos que para a equacao (1.1), esta propriedade
serd valida para mais de dois pacotes de onda.

As duas caracteristicas que mencionamos acima, ou seja, a retencao da forma e veloci-
dade de um pacote de onda mesmo apds sofrerem colisoes sao caracteristicas das solucoes

da equagao (1.1), que é uma equagao simples, sendo linear e nao dispersiva. No entanto,
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varias equagoes na Fisica sao mais complicadas, podendo conter termos nao-lineares, dis-
persivos, e com vdrios campos acoplados. A presenga destes termos na equagao (1.1),
tende a destruir as caracteristicas apresentadas, mesmo em (1 + 1) dimensdes. Como

exemplo, podemos considerar a equacao de Klein-Gordon em duas dimensoes

(O +m2c)g(a,t) = 0. (1.4)

A equagao acima é linear, e funcoes do tipo ondas planas formam um conjunto com-
pleto de solucoes, mas agora diferentes comprimentos de onda viajam com diferentes

velocidades. Entao, o pacote de onda que tem a forma em ¢ = 0 igual a

fla) = / dk [a(k) cos(kz) + b(k) sin(kz)] (1.5)

ird se alargar com o tempo. Desta forma, a caracteristica do pacote de onda ser nao
dispersivo é perdida, consequentemente nao existem pacotes de onda que mantém suas
formas depois de sofrerem colisoes.

Outro exemplo que podemos considerar é aquele em que adicionamos um termo nao-

linear na equagao (1.1), como exemplo escrevemos

O¢ + ¢* =0, (1.6)

esta equacao possui apenas algumas solugoes que sao obtidas através de métodos numéri-
cos ou aproximados.

No entanto, é possivel que para algumas equagoes onde os termos nao-lineares e dis-
persivos estao presentes, os efeitos médios de cada um deles se compensem, assim fazendo
com que a caracteristica do pacote de onda de manter sua forma e velocidade seja sat-
isfeita, podendo ocorrer em uma, duas ou trés dimensoes espaciais. Quando isso ocorre,
dizemos que as solugoes sao as chamadas ondas solitarias. Por outro lado, quando a
caracteristica dos pacotes de onda de manter suas formas apds sofrer colisdes também é
mantida, as solucoes sao chamadas de sélitons.

Para utilizar uma definicao mais precisa sobre ondas solitdrias e sélitons, devemos
utilizar o conceito de densidade de energia (x,t), a qual é alguma fungdo do campo
¢(z,t). No caso da teoria cldssica de campos em uma dimensao espacial e uma dimensao

temporal a dindmica da teoria é descrita pela densidade de lagrangiana
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£=30,00% V (6). (1.7)

onde p é igual a 0 ou 1, onde V(¢) é uma fungao de ¢, ou seja, é o potencial dependente
do campo. Desta forma, a energia funcional de qualquer configuracao de campo é dada

por

Elg) = / dx((1/2) (006)? + (1/2)(816)* + V(9)]. (18)

Se a energia ¢ limitada inferiormente, V' (¢) também deverd ser limitado inferiormente,
neste caso sempre podemos adicionar uma constante ao potencial, tal que o valor minimo
de V' seja zero. Note que, a partir da equacao (1.8), o estado de minima energia (estado
fundamental) é aquele para o qual ¢, ¢, independentemente do tempo e do espago, os zeros
de V. Assim, se V tem vdrios zeros, a teoria tem varios estados de vicuo. Utilizamos a
palavra "localizada", muitas vezes encontrada na literatura, para especificar as solugoes
de equagoes de campo com densidade de energia e(z,t) finita.

Com isso, uma onda solitdria é definida como uma solucao com densidade de energia
localizada e ndo-singular de alguma equagao de campo nao-linear (ou acopladas, quandos

varios campos estao envolvidos) cuja densidade de energia tem uma dependéncia da forma

e(@,t) = (& — ut), (1.9)

onde @ é algum vetor velocidade. Em outras palavras, a densidade de energia deve se
mover com velocidade constante e mantendo sua forma.

Por outro lado, sélitons sao ondas solitarias cujo perfil da densidade de energia no
limite assintético (t — 0o) recupera sua forma e velocidade originais mesmo apés sofrerem

colisoes. Enquanto todos sélitons sao ondas solitdrias, o contrario nao é verdade.

1.3 Sélitons e ondas solitdrias em (1 + 1) dimensoes

Como mencionamos na se¢ao anterior, sélitons sao solugoes de equacoes de campo nao-
lineares, que apresentam densidade de energia localizada (bem definida) e que apés sofr-
erem colisbes mantém suas formas e velocidades originais. Assim, nesta secao apresen-

tamos os fundamentos tedricos para encontrar solucoes do tipo séliton. Iniciamos com a
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teoria ¢*, a qual é muito familiar no contexto da Teoria Quantica de Campos, nesta teoria

o potencial V' (¢) pode ser escrito como

by 4
V(e) = 56" —we’ + 5 (1.10)

com A e p? sendo parametros positivo definidos. Este potencial também pode ser escrito

na forma

V(9) = 5(6" —a?)” (111)

onde a? = p?/). Os dois minimos do potencial estao localizados em ¢ = +a.
Outro exemplo que também podemos utilizar é o da chamada teoria de Sine-Gordon,

onde o potencial pode ser escrito como

vwzgwwwwm (1.12)

onde « e 3 sao parametros reais. E interessante ressaltar que este tipo de sistema tem
sido usado no estudo de um amplo nimero de fendmenos, incluindo a propagacao de
deslocamentos em cristais, conducao de ondas em membranas, fluxo magnético nas linhas
Josephson e em modelos em duas dimensoes de particulas elementares [2, 35]. No modelo
de Sine-Gordon as configuragoes de menor energia sao aquelas nos quais ¢ ¢ um muiltiplo
inteiro de 27 /0.

Retornando a idéia desta secao, vamos procurar as solugoes das equagoes de movi-

mento. Para solucoes independentes do tempo, o principio de Hamilton se reduz a

o 6/dm E(@@)? + V(gb)} 0. (1.13)

Porém, nem todas as solugoes possuem energia finita. Para a integral (1.8) convergir
é necesséario que o campo ¢(x) tenda aos zeros do potencial com x — +o0o. Em outras
palavras, é necessdrio que nos limites assintéticos (r — +o00) o campo ¢ seja um dos
vacuos do potencial.

A discussao acima pode ser aplicada a modelos em que o potencial V' tenha dois
minimos adjacentes, sendo a forma do potencial V' entre os zeros irrelevantes. Além disso,

o comportamento de V fora da regiao entre os zeros também é irrelevante.

17



Assim, podemos dizer que se o potencial V' tem somente um zero, nao existem solugoes
independentes do tempo com energia finita. Por outro lado, para potenciais que apre-
sentam dois pontos de minimo, a configuracao do campo ¢ pode permanecer em um dos
zeros do potencial com r — o0, ou mover-se de um dos minimos de V' com xr — —oc0
para o outro minimo com xr — Q.

Para encontrar as configuracoes estdticas do campo escalar, utilizamos a equagao de

movimento, que se reduzird a

//_8_‘/
_a¢7

onde linha significa derivada em relagao a coordenada espacial. Multiplicando a equagao

¢ (1.14)

acima por qb/ e integrando em z, temos
/ " !/ av

que poderd ser reescrita como

/% B@’)Q} d:c—/cé—‘;dx, (1.16)

desta maneira, encontramos

Lo
5(@)"=V(¢) + o, (1.17)
onde Cj é uma constante arbitraria de integracao.

Integrando a equacao acima, chegamos em

¢ d
x—xozi/ —¢ (1.18)
b0 V 2V(¢) + Co
O parametro arbitrério ¢, é o valor de ¢ em xy = 0, e pode ser qualquer valor

entre os dois zeros adjacentes do potencial. E interessante destacar que a presenca deste
parametro ¢, é apenas uma questao de invaridncia espacial translacional. Este fato pode
ser visualizado dizendo que se f(z) é solucao de (1.18) com algum valor fixo ¢, entao a

solugao geral com ¢, arbitrdrio serd

¢ = f(z —b), (1.19)
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onde b é arbitrario. Em outras palavras, o centro da solucao pode ser qualquer. Com a

equacao (1.17), a expressao da energia total (1.8) pode ser simplesmente escrita como

o / d(010)° = / d6\/2V(3) + Co. (1.20)

O método apresentado até aqui para encontrar solucoes das configuracoes de campo,
é usualmente conhecido na literatura. Como vimos, ele permite reduzir uma equagao
de segunda ordem a uma equagdo de primeira, independentemente da forma de V(¢).
Entretanto, é interessante que o potencial seja uma funcao bem comportada do campo,
além disso, deve ser positiva e limitada inferiormente.

No sentido de garantir que a energia seja bem definida nos limites assintéticos da
configuracao do campo, o valor da constante arbitrdria de integragao Cy deve ser zero.

Um outro método, também encontrado na literatura, é o chamado método de Bogo-
mol’'nyi [22, 30]. Tal método consiste em reescrever a energia funcional total do sistema,
de tal maneira que seja possivel encontrar a equagao (1.17). Para fazer isto, devemos ma-

nipular os termos da energia funcional de tal forma que possamos completar quadrado,

E = /d:z: E(aoqsy + % (61¢ F \/W)2 + \/W(a@)} ) (1.21)

E interessante destacar que na equacgao acima o iltimo termo, apds ser integrado por
partes, vai dar origem a contribuicao da carga topoldgica para a energia.

Entao, para valores fixos de ¢ com x — 400, a energia serd minima se

8o = 0, (1.22)

ou seja, o campo escalar é estdtico. Além disso, devemos ter

¢ T V2V(¢) =0, (1.23)

pois as possiveis configuragoes sao aquelas em que nos limites assintéticos a configuragao
do campo se encontra em um dos minimos do potencial, que neste caso é zero, por este

motivo escolhemos Cy = 0. Assim, escrevemos

L(@0) = V(o). (1:24)
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Portanto, o valor minimo de energia sera

¢(0)
Ein. = * / dpr\/2V (). (1.25)
¢(—00)

E importante notar que o método de Bogomol’nyi possibilita obter a equacéo diferen-
cial de primeira ordem, e também escrever a energia minima, muitas vezes chamadas de
energia BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Somerfield) [22, 30].

Agora, para ilustrar uma aplicagdo do método de obter solugoes para a configuracao do
campo escalar, vamos utilizar os dois exemplos apresentados, modelo ¢ e de Sine-Gordon.

No modelo ¢*, a equacio (1.18) ficard

R |
T — 9= 7 A dgbm. (1.26)
Resolvendo a integral acima e invertendo a equacao para obter ¢ em funcao de z,

chegamos a

é(x) = fatanh[u(x — xo)], (1.27)

onde assumimos que ¢, = 0. Os sinais + e — na solu¢ao acima se referem aos chamados
kinks e antikinks, respectivamente. As solugoes para o kink e antikink conectam os dois
minimos do potencial, saindo de ¢(x — —00) = Fa e terminando em ¢(x — 00) = *a.
Note que, o efeito da invariancia translacional é observada explicitamente, ou seja, xq
provoca um desvio espacial na solucao. Outro fato interessante, é a simetria da densidade
de lagrangiana sob a troca x < —x e separadamente sob a troca ¢ < —¢, vemos que

estas trocas refletem nas relagoes

¢kink (.CC) = _¢antikink(x) = ¢antikink(_x)7 (128)

onde fizemos xy = 0. Esta simetria de reflexao mantém invariante a lagrangiana sob a
troca de ¢ <« —¢, esta simetria é chamada Z,. Por este motivo, alguns autores costumam
denominar o kink de "Z5 kink".

A densidade de energia da solugao do kink é dada por

e(x) = 4p* Msech[V2Au(x — x0)] ). (1.29)
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Assim, a energia total do kink, as vezes chamada massa cldssica do kink M, , fica
sendo
4413

Portanto, a energia total é finita e o kink é uma onda solitdria. Através de cédculos
numeéricos, é possivel mostrar que um kink e um antikink que estao se aproximando um
do outro, nao retém suas formas apés colidirem. Este fato, mostra que o kink é uma onda
solitdria, mas nao um séliton.

Além de tudo, para sistemas com invariancia relativistica, uma vez conhecida a solucao
estdtica, solucoes dependentes do tempo podem ser obtidas através de um boost de Lorentz
(veja apéndice), isto é, passando para um sistema de coordenadas em movimento.

Entao, a solugao estdtica do kink pode ser transformada para a solucao do kink em

movimento através do boost de Lorentz, neste caso a solucao serd

¢, (x,t) = atanh{py[(x — z¢) — vt]}, (1.31)

com v = (1 —v?/c?)~1/2, Agora, a solucdo dependente do tempo da energia total &

E, = yM,. (1.32)

onde M, é a massa cldssica da configuracao estdtica.

No caso do modelo de Sine-Gordon, encontramos que

o(z) = %arctan[exp(\/&x)], (1.33)

e a correspondente energia, é dada por

E=M, = 86@ (1.34)

Aplicando o boost de Lorentz, a solucao do modelo de Sine-Gordon é escrita como

P(x) = % arctan {exp [vay(z —vt)] }. (1.35)

A solucao do modelo de Sine-Gordon, representa um séliton, uma vez que mesmo apods

sofrer colisdes mantém sua forma inalterada, em contraste com a solugao do kink da teoria
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1.4 Pequenas oscilacoes e estabilidade

Vimos nas secoes anteriores que é possivel para qualquer teoria que envolva um campo
escalar em uma dimensao espacial e que possui mais de um estado de energia minima
(estado de vdcuo), encontrarmos solugoes independentes do tempo com energia finita.
No entanto, devemos verificar se estas solugoes sao estdveis sob pequenas perturbacoes
[19, 23]. Neste sentido, vamos analisar este problema nesta se¢do. A equacao de movi-
mento para a densidade de lagrangiana (1.7) é dada por
av.

06+ 55 =0, (1.36)

consideremos a solucao da forma

¢($7t) = qbclas.(x) + n(mvt)7 (137)

onde a funcao ¢, () = ¢(x) é a solucao cldssica independente do tempo e n(z,t) é o
termo responsavel pela perturbagdo. Inserindo a expressao (1.37) na equagdo de movi-
mento (1.36) e tomando apenas os termos em primeira ordem na perturbagao, chegamos

a

d2v(¢clas.)

1= 0, (1.38)

Un +

Esta equacao é invariante sob transformacgoes temporais, deste modo, podemos escrever

o termo perturbativo n(x,t) como uma superposicao dos estados

n(xz,t) = Re Z anem, (). (1.39)
Entao, teremos que
d*y,, " 9
_W +V (¢clas.)wn = wnwn' (140)

Observe que a equagao acima ¢ do tipo de Schrodinger, com o potencial sendo V"' (¢, ),

onde linha representa a derivada em relacao ao campo ¢ Com isso, dizemos que a

clas.*
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solugao ¢é estdvel se os auto-valores desta equacao assumirem apenas valores positivos ou

nulos, caso contrério a solugao serd instavel.

1.5 Carga topolégica
Uma maneira de caracterizar as solucoes do tipo kink e do tipo lump, é notar a presenca
de uma corrente conservada do tipo

gt =ceo,o, (1.41)

onde v, = 0,1, e" ¢ o tensor antisimétrico em duas dimensoes (¢°! = 1) e ¢ é uma,
constante conveniente, que pode ser escolhida de acordo com o modelo em estudo. Através

da antisimetria de ¢*, vemos que j* é conservada: d,j* = 0. Portanto,

Q= / " dzg® = ¢ [$(o0) — $(—o0), (1.42)

onde () é a carga conservada, chamada de carga topoldgica do modelo sob andlise. Para
configuracoes em que o valor da carga topolégica resulta em ) # 0, dizemos que a solucao
é topoldgica. Caso contrario, com () = 0, dizemos que a solucao é nao-topoldgica. Por

exemplo, na configuracdo do tipo kink (1.27) do modelo A¢*, a carga topolégica é

Q= [ = 5 16(60) — o(o0)] = 1, (1.43)

entao, dizemos que a configuracao é topolégica.
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Capitulo 2

Solucoes flutuantes para a evolucao

de paredes de dominio

2.1 Introducao

Como mencionamos no primeiro capitulo desta dissertacao, o estudo de sistemas nao-
lineares tem sido alvo de grande interesse nos ultimos anos [1]-[41]. Atualmente a nao-
linearidade é encontrada em varias dareas da Fisica, incluindo Fisica da Matéria Con-
densada, Teoria de Campos, Cosmologia e outras [42]-[68]. Particularmente, quando
temos um potencial com dois ou mais minimos degenerados, podemos encontrar difer-
entes vacuos para diferentes regioes do espaco. Assim, podemos encontrar paredes de
dominio conectando tais regioes.

Em dois belos trabalhos, Coleman [58, 59] descreveu o que ele denominou "destino
do falso vacuo"através de analises semi-cldssicas de um modelo A¢* assimétrico. Em tal
situagao o processo de decaimento da configuracao do campo a partir do vdcuo local
para o vacuo global é analisado. Em um trabalho recente apresentado por Dunne e
Wang [60], foi mostrado que na presenga de gravidade algumas solugoes flutuantes do tipo
bounce sao possiveis, neste tltimo trabalho esses bounces oscilantes foram encontrados
numericamente. Em nosso trabalho, vamos mostrar que essas configuragoes aparecem para
0 caso sem interacao gravitacional. Além disso, Dunne e Wang, analizaram o problema
utilizando a ac@o euclidiana, deste modo encontrando soluges do tipo instanton (¢ (t)).
Em nosso trabalho, vamos analizar o problema na métrica de Minkowski, sendo assim

encontrando solucoes do tipo kinks e lumps (¢ (z)) [61].
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Como observado por Coleman [58], este tipo de sistema pode ser usado para descrever
processos de nucleagao em Fisica Estatistica, de cristalizacao de uma solucao supersat-
urada, de ebulicao de um liquido superaquecido e até mesmo no caso da evolucao dos
modelos cosmoldgicos. Nesta iltima aplicagao, pode-se supor que quando o universo foi
criado ele estava préximo de algum estado de vacuo. Conforme se expandiu e se resfriou
ele evoluiu primeiro para um vécuo falso em vez do verdadeiro. Assim, em tal cendrio, com
o passar do tempo o universo finalmente deve decair para o estado de vdcuo verdadeiro.

Como veremos a seguir, uma consequéncia importante dessas solugoes oscilantes é que
o processo de decaimento pode ser retardado quando comparado com as configuracoes
nao-oscilantes. Além disso, considerando o caso de paredes de dominio estaticas, vemos
que as configuracoes oscilantes apresentam estruturas mais largas quando comparadas
com as paredes de dominio usuais.

Além disso, como veremos adiante, existem algumas configuragoes covariantes que
sao capazes de descrever a evolucao de sistemas a partir de um vacuo falso para um
viacuo verdadeiro. O tempo que a configuragao leva para transitar de um vacuo para
o outro, depende do nimero de oscilagoes [61]. Como observado anteriormente, este
tipo de configuracao pode ser usada para descrever alguns possiveis modelos de evolugao
cosmoldgica. Além disso, podemos pensar também em sistemas ferromagnéticos, que
se iniciam com dominios magnéticos distribuidos aleatoriamente, ao aplicar um campo
magnético externo os dominios que apresentam a orientacao de sua magnetizacao na
direcao do campo externo podem ser considerados como vivendo no vacuo verdadeiro.
O restante estard vivendo no vdcuo falso, como conseqiiéncia, devem tender a evoluir
para o vacuo verdadeiro, alinhando-se com o campo magnético externo. Esse processo
provavelmente nao deve ocorrer repentinamente, eles podem oscilar antes de chegar ao
verdadeiro vdcuo. Desta forma, este processo iria demorar mais tempo para ocorrer,
quando comparado com uma evolucao direta do vacuo falso para vdcuo verdadeiro.

Com o objetivo de encontrar solugoes analiticas, trabalharemos com um modelo que
corresponde a uma versao modificada do modelo introduzido por Horovitz, o qual seguindo
uma sugestao de S. Aubry, quando estava estudando a presenga de sélitons em cadeias
discretas, Horovitz e colaboradores [63] introduziram o entdo chamado modelo duplo-

quadrético (DQ) [64]-[67], cujo potencial é dado por

25



V(o) = |36 - olol + | 2.1)

onde A\ tem dimensao do inverso do comprimento. Neste caso, a acao para o modelo é

escrita como

S = / d*z (%@qﬁ@“gb — V(¢)) : (2.2)

Se medirmos, z, y, z e t em unidades de 1/A, tomando ¢ = 1, ¢ em unidades de v, e

S em unidades de v?/ A2, entdo a acfo acima torna-se adimensional com

V(g) =36~ 19l + 5 2.3

Este modelo foi introduzido por Stavros Theodorakis [66]. Ele permite obter solugoes
analiticas para as configuracoes de campo do tipo kink e do tipo lump, esta tdltima con-
figuracao foi chamada no trabalho de Stavros Theodorakis de bolhas criticas. O modelo
introduzido em [66] ¢ uma versao assimétrica do modelo D@ o chamado modelo dupla-
mente quadrético assimétrico (DQA), e estd caracterizado pelo potencial

1 (e —1)2

V(g) = 56° 10l — e+

(2.4)

onde 0 < € < 1. Lembramos que o potencial acima estd escrito de forma a deixar a acao
(2.2) adimensional. Na figura 1 encontra-se uma representagao gréfica deste potencial.
Um potencial semelhante foi utilizado para analizar o caso de misturas de dgua-6leo-
surfactantes [70]. Entao, as solugoes descritas aqui também podem ter um importante

impacto sobre este assunto.

V(o)

ey

-4 -2 2 4
=08

Figura 1: Potencial do modelo DQA com e = 0.3.
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Como podemos ver, o modelo DQA é um tipo de modelo A¢* assimétrico, no qual o
potencial possui uma derivada descontinua em ¢ = 0 , a qual foi chamada um "kink"em
[66], em contraste com o significado da palavra utilizada usualmente no contexto da
teoria de campos. Aqui vamos utilizar a palavra "kink"para a configuracao de campo que
interpola dois védcuos diferentes do modelo. Por outro lado, utilizaremos a palavra lump
para a configuracao de campo que conecta um vacuo a ele mesmo. Para o caso em estudo,
existe um minimo local do potencial em ¢ = ¢ — 1 e um global em ¢ = ¢ + 1. A equagao

de segunda ordem para o campo escalar deste modelo ¢ dada por

0,06 + v _ 0,0") + ¢ — 9 o (2.5)

d¢ [

Note que quando fazemos ¢ = 0, o potencial se transforma no potencial simétrico
assumindo uma forma semelhante ao modelo A\¢*, como consequéncia podemos olhar
para a configuracao conectando os dois minimos do potencial. Aqui, vamos considerar
as configuragoes estdticas, uma vez que podemos recorrer as configuragoes nao-estaticas
simplesmente fazendo um boost de Lorentz. Isto significa que podemos definir um ponto
arbitrario o tal que, a esquerda dele o campo seja ¢(z) < 0 e a direita ¢(z) > 0. Além
disso, quando * — 400 devemos ter ¢(x) — +1. Assim, no caso em que € = 0, a

equacao (2.5) sera

P+ L=, (2.6)

dlr) = 1— A1 " x> ux (2.7)

o(r) = A ™ — 1,2 <x (2.8)

onde z( representa o centro da solucao.
Note que, apesar do fato do potencial ter uma descontinuidade em sua derivada
primeira, as solucgoes fisicamente aceitdveis para as configuracoes do campo devem ser

continuas, tanto para o campo quanto para a derivada primeira do campo. Esta re-
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stricao vem do fato que devemos procurar por configuracoes onde a densidade de energia
seja continua e nao-singular. Assim, devemos impor que as solugoes sao tais que ¢ (z) e
d¢ (z) /dx sdo continuas em todo o eixo espacial. Como consequéncia, as solugoes (2.7) e

(2.8) tornam-se

p(r) = 1—e @20 g > gy (2.9)

p(z) = @2 _ 1z < (2.10)

A solugao acima foi apresentada em [66] para o caso do potencial simétrico (e = 0), e

pode ser visualizado na figura 2.

=1

Figura 2: Kink do modelo D@ com zy = 0.

Observamos que, como esperado, para o caso onde € = 0 esta configuracao de campo
representa um kink, conectando os dois vacuos do potencial, o qual é muito semelhante
ao kink do modelo \¢*, que também possui solucdo analitica. Neste caso, mostraremos
que ¢ possivel considerar uma classe de solugoes analiticas do tipo kink e do tipo lump
para o potencial proposto por Theodorakis [66]. Deste modo, estendendo amplamente as
solucoes quando comparadas com as solugoes discutidas naquela referéncia. Além disso,
podemos observar que a estabilidade das configuragoes nao foram verificadas em [66].
Como parte do programa de nosso trabalho vamos verificar a estabilidade das solugoes
aqui apresentadas, o método que utilizaremos serd o usual, o qual foi apresentado no

primeiro capitulo desta dissertacao.
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Usualmente, solugoes do tipo kink sao estdveis, pelo menos quando estao relacionadas
com a carga topoldgica como acontece com as solugoes que sao provenientes das equagoes
de primeira ordem na abordagem BPS. Torna-se interessante destacar que nesta disser-
tagdo, e também no caso considerado em [66], estamos trabalhando com configuragoes
nao-topolégicas, onde as solugoes saem diretamente das equacoes diferenciais de segunda
ordem, sendo assim nao apresentando uma energia BPS associada a carga topoldgica.
Portanto, a estabilidade nao é garantida pela existéncia de cargas topoldgicas. Assim,
para verificar a estabilidade das solugoes utilizaremos o método apresentado no Capi-
tulo 1, onde é feita uma pequena perturbacao em torno da configuracao estatica classica.

Entao, consideramos que

G2, 1) = Peass () +1(2, ). (2.11)

Agora, fazendo uma expansao de Taylor para V' (¢) em torno da solucao estética clds-
sica ¢,,.s. (), € mantendo os termos até a primeira ordem na pertubagao n(z,t), ficamos

com

d*T'(t)
dt?

_ d*n(x)
dx?

+ Vet (2) n(z) = E n(z),

+ET(t) =0, (2.12)

onde utilizamos o método de separacao de varidveis, usando que 7n(z,t) = n(x)T(t), e

Vst = d*V(¢)/d¢*. Para a equacao dependente do tempo (2.12), temos a solucao
T(t)y=ae VFrhe VF (2.13)

com a e b sendo constantes arbitrarias de integracdo. E simples concluir que, no sentido
de sempre manter a solugao finita e nao nula, devemos impor que E > 0, tornando a
solucao do kink estdvel. Caso contrédrio a perturbagao ird destruir a estabilidade com o
passar do tempo.

Para o modelo aqui estudado o potencial de estabilidade ¢ dado por

‘/687?- =1-2 5[¢class.(x)]’ (214)

e a correspondente equacao de estabilidade ¢é escrita como
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d*n(x)
dx?

+ 2 0[@epass. (1)) n(x) = (1 = E)n(x). (2.15)

Agora, definindo que w? = 1 — F, encontramos a solucdo da parte homogénea

w T

n(x)y = cre” Y7 x>ux (2.16)

n(r)- = c_e®? x <. (2.17)

Por outro lado, se reescrevermos a equagao (2.15) como

¢ (%?) ~WPn(a) = ~2 8(2) n(x) (2.18)

e integrando em torno de xy, encontramos

(). ()

onde, por simplicidade, adotamos g = 0, e tomamos o limite £ — 0, a qual leva a uma

_ —‘Qd_:}ﬂ, (2.19)

dx lz=x¢

z=x0—E
restricao sobre as constantes de integragao, dada por

c. = %(CJr +c). (2.20)

As equagbes (2.16) e (2.17) devem ser nao-singulares no ponto xy, implicando em
¢_ = c,. Usando este resultado, obtemos que £ = 0, determinando que a configuragao
para a solucao do campo escalar ¢, () é estdvel.

Os célculos acima, mostram como é o procedimento geral para encontrar as solugoes
e verificar a estabilidade para este modelo de configuragdo de campo escalar. A seguir,
usaremos o mesmo procedimento no sentido de construir algumas classes de configuracoes
para a versao assimétrica deste modelo. Por exemplo, vamos construir uma solucao conec-
tanto o vacuo falso em ¢ = ¢ — 1 e o vacuo verdadeiro em ¢ = € + 1. Para fazer isto,
olhamos para o conjunto de equacgoes para as regioes onde ¢ < 0 e ¢ > 0 respectivamente

d2—¢:¢+1—6,¢<0,d2—¢:d)—1—6,¢>0, (2.21)

dx? dx?
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e, novamente, impomos que o campo e sua derivada sao funcoes continuas, entao teremos

o) =e"""—(1-¢€),0<0, ¢(x)=(1+€)—e™ " >0 (2.22)

lembramos que 0 < ¢ < 1. A solugao acima aparece plotada na figura 3. Nesta solucao
temos novamente uma solucao do tipo kink para o modelo DQA. Contudo, a presente

solucao conecta o vdcuo falso quando r — — oo ao vacuo verdadeiro quando x — oo.

X

= = E =
=10 =5 5 10

Figura 3: Kink do modelo DQA com o parametro € = 0.3.

Para anélise da estabilidade, utilizamos o mesmo desenvolvimento do caso no qual
€ = 0, deste modo chegamos novamente no final com o valor £ = 0, que determina uma
solugao estével, onde a configuracao do kink nao é destruida. No trabalho de Stavros [66]
¢ feito o caso em que o potencial tem dois minimos degenerados (¢ = 0). Nesta mesma
referéncia é apresentada a discusao para o caso de € # 0, em que é afirmado que nao
podemos ter uma parede de dominio estdtica entre o vacuo verdadeiro e o falso, pois é
impossivel conectar uma regiao de falso vicuo com uma regiao de vacuo verdadeiro.

Contudo, em nosso trabalho mostramos que a afirmacao apresentada em [66] nao
aplica-se para todos os casos, pois apresentamos a solugao estdtica em uma dimensao
espacial do tipo kink para o caso em que 0 < € < 1, onde temos uma regiao de vacuo falso

conectado a uma regiao de vacuo verdadeiro através de uma configuragao do tipo kink.

2.2 Novos kinks em uma dimensao espacial

Nesta secao, apresentamos uma nova solucao estatica do tipo kink para o modelo DQA.

Para isto, supomos que existem quatro regioes onde o campo apresenta alternancia de
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sinais. Especificamente, vamos olhar para solucoes onde ¢; < 0, ¢;; > 0, ¢;;; < O e
¢y > 0. Como consequéncia, os pontos, =1, T2 € T3 0s quais separam estas regioes,
correspondem aos zeros do campo escalar ¢(z). Utilizando as equagoes dadas em (2.21),

obtemos as solugoes

¢r(r) = Are”"+Bre ™ —(1—e¢), (2.23)
¢r(x) = A e+ Bre+1+e¢, (2.24)
Grir(x) = A e+ Brre®—(1—e), (2.25)
Orv(w) = A e+ By e +1+e (2.26)

A finitude da solucao ao longo de todo o eixo espacial implica em uma restricao
das constantes arbitrarias de integracao, de tal forma que devemos impor que By = 0 e
Ay = 0. Por outro lado, devemos requerer que os campos se aproximem assintoticamente
dos védcuos do modelo, dados por ¢;(—o0) = =1+ € e ¢ (00) = 1 + €. Além disso, para
os zeros de ¢, vamos admitir que ¢;(x1) = ¢ (x1) = 0, ¢p(xe) = Gpp(r2) = 0 €

Oy (x3) = ¢y (x3) = 0. Assim, chegamos a

¢r(z) = (1—e)(e"™ =1), (2.27)
() = (L+e) {1 - ;ﬁl &__2)) - :ﬁl (:322__::1))] , (2.28)
omla) = ~(1-g 1= SREZIL_ SEOZD] (o)
Srv(r) = (1+e)(1—e®7). (2.30)

A configuragao acima é do tipo kink e estd representada na figura 4.
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5

Figura 4: Solugao do novo kink para ¢ = 0.3.

Portanto, para que a primeira derivada da configuracao do campo seja continua em
cada um dos pontos intermedidrios (z1, x5 € x3), devemos restringir que a distancia entre

estes pontos quando 0 < € < 1 seja dada por

1 —cosh(zy —21) e—1 1—cosh(xs—xy)

= = ) 2.31
sinh(zy — 1) e+1 sinh(zg — x2) (2:31)
a qual, depois de algumas manipulagoes algébricas é equivalente a requerer que
1+ €
Ty — 11 = 13 — 19 = ArcCoth = (2.32)
—€

E importante destacar que o caso onde € = 0 ndo pode ser recuperado a partir do caso
com 0 < € < 1, mas nessa situacao particular podemos verificar que as diferencas xo —
e T3 — T3 tendem a zero, entdo reproduzindo o caso considerado em [66].

Fazendo a anélise da estabilidade desta nova solugao, através do procedimento uti-

lizado na se¢ao anterior, encontramos a seguinte equacao

e

-EN sl e e

comw = V1-FE, a=-2/(w|dpy/dz|,_,,) e f = —-2/(w|dgs/dz]|,_,,). Por exemplo,
analizando o caso em que ¢ = 0.367, vemos que existem duas solugdes com energias

negativas £ = —10.7113 e E = —1.49798, as quais implicam na instabilidade das solucoes.
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Mais uma vez, foi possivel encontrar uma solucao do tipo kink, mas desta vez apre-
sentando uma regiao oscilante, a qual pode se tornar cada vez maior ao se introduzirem
mais regioes oscilatérias, como veremos mais adiante.

Por outro lado, uma vez que o modelo apresenta estes dois viacuos, podemos apresentar
outras solucoes analiticas conectando um dado viacuo a ele mesmo. Na literatura da Teoria
de Campos estas solugoes sao usualmente chamadas de lumps, no trabalho apresentado
por Stavros [66] ele chamou esse tipo de configuragdo de bolha critica. Na verdade,
podemos construir duas destas solugoes, uma localizada no vacuo verdadeiro e outra no

vicuo falso. Assim, na préxima secao apresentaremos estas solugoes com mais detalhes.

2.3 Novos lumps em uma dimensao espacial

Antes de mais nada, vamos determinar uma solu¢ao que apresenta trés regices, iniciando e
terminando em um vacuo verdadeiro. Em certo sentido, esta solucao completa o conjunto
de lumps ou bolhas criticas introduzida por Stavros Theodorakis em [66] (iniciando e

terminando no vécuo falso). Na figura 5, podemos ver cada uma das solugdes.

)
£

Figura 5: Solugoes do tipo lump (bolha) em uma dimensao espacial para ¢ = 0.3. A linha
pontilhada ¢ a solugao apresentada por Theodorakis, a qual inicia e termina no vicuo

falso e a linha sélida é a nossa solugao, iniciando e terminando no vécuo verdadeiro.

Agora, o campo ¢ em cada uma das regioes deve se comportar respectivamente como
¢; >0, ¢;; <0 e ¢y > 0. Aplicando a condicao segundo a qual cada funcao serd nula

nos pontos de zero, chegamos em
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r(x) = (1+e)(l—e ™t (2.34)

sinh(z — x1) + sinh(xzy — 2)

¢r(r) = —(1—¢) |1~

2.35
Sinh(ﬂfg — 1'1) ’ ( )

Sr(x) = (L+e)(l—e ™). (2.36)

Utilizando esta solucao, podemos mostrar que ela é estavel, em contraste com a solucao
apresentada por Stavros. Em outras palavras, o lump conectando o vdcuo verdadeiro a
ele mesmo ¢ estdvel, e o lump conectando o vacuo falso a ele mesmo é instével.

Além disso, estamos interessados em construir solucées mais complexas, onde a largura
da regiao entre o vicuo falso ou vdcuo verdadeiro é maior. Para fazer isto, introduzimos
uma nova classe de solugoes, onde o campo entre os viacuos apresenta regioes alternadas.
Assim, apresentamos um exemplo com cinco regides, tal que ¢; < 0, ¢;; > 0, ¢, < 0,
érv > 0e ¢, < 0. Novamente, os pontos x1, s, T3 € x4 correspondem aos zeros de ¢(z).

Deste modo, nao é dificil concluir que a solucao é dada por

¢r(z) = (I—e(e"™ =1, (2.37)

sinh(x — z7) sinh(z; — x) ] : (2.38)

oule) = (149 |1~ -

sinh(zg —x1)  sinh(xy — x7)

sinh(z — x3)  sinh(z3 — )

O(x) = —(1—c¢) [1 — — } : (2.39)

sinh(z3 — z2)  sinh(zg — x9)

orv(z) = (1+¢) {1 - ;ﬁl (Z__Q;B’; - ;ﬁl &4__53))] (2.40)
oy(x) = (e—1)(1—e™7). (2.41)

Este é o caso onde aplicamos a idéia para o caso explorado por Stavros, quando foi

considerado a bolha critica no vdcuo falso. A diferenca é que, agora, a configuragao de
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campo inicialmente estd no vacuo falso, evoluindo e retornando novamente & configuragao
inicial. Neste processo de evolucao, a configuracao do campo oscila entre regices em que
ele assume valores positivos e negativos.

Agora, verificaremos a estabilidade desta nova solucao. Neste caso, vemos na equacao
(2.12), que o potencial de estabilidade V,y = 1 — 2d[¢(x)] é dado por

0z —x1) O(x—x9) Ox—ux3) (T —124)
T TR A T T

: |
dx lz=x1 dz lz=x9 dx lz=x3 dx lx=x4

dl¢(x)] =

(2.42)

Desta vez a equacao usada para encontrar as energias dos estados relacionados com a

perturbagao é escrita como

{811~ (L+ 7)™ —7(1 - B)} {(% -1) {ﬁ}

x{l—(%—l) {ﬁ} +%[1+ﬁ} 62”2}:0 (2.43)

com

2 2 2
ao=———F————, f=—————andy = —
doy dos doy
W w w
de | de | de |
T=T2 =3 =14

A partir da equagao (2.43), encontramos um valor negativo para a energia, sinalizando
que esta configuracao, e também a encontrada por Stavros, sao instdveis.

A correspondente configuracao iniciando e terminando no vicuo verdadeiro é
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Or(z) = (1+€)(1 —e" "), (2.44)

¢url@) = ~(1=¢) [1 - iﬁi__g - siﬁ(g;—_ Z))} ’ (24)
Our(®) = (14¢) {1 - ssiir?lr}:((jg_—?g)) - si?;((:fj—_ EJJ (2:46)
(@) =—(1-¢) {1 - Sslﬁl 84__3;33)) - Siff ((544__;’;3))] (2.47)
by(e) = (14 (1 — ). (2.49)

Cada uma destas solugoes estao plotadas na figura 6.

Figura 6: Solucoes do tipo lump com duas oscilagoes para € = 0.3.

Comparando as solucoes do tipo lump dadas pelas figuras 5 e 6, vemos que a configu-
ragao apresentada na figura 6 possui duas oscilagoes, o que nao ocorre na figura 5, onde

o retorno para o vécuo original acontece de forma direta.
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2.4 Solucoes flutuantes em duas dimensoes

Em duas dimensoes espaciais, as configuracoes estéticas esfericamente simétricas do mod-

elo DQA, devem obdecer a seguinte equagao

¢ 1do _
dr2 = rdr

_¢ .
ol

onde r = /22 + y2. Assim, quando r — 00 0 campo ¢ — € — 1.

¢ (2.49)

Agora, iremos construir uma solucao com quatro regioes distintas. Estas regioes sao
caracterizadas por 0 < ¢; <1, 11 < Py <19, 79 < @3 <13, 73 < @y, cOm @ > 0, Py <0,

3 > 0e ¢, < 0. Entao, obtemos

ou(r) = AL(r)+ (1+e), (2.50)
Go(r) = Asly(r) + ByFo(r) — (1 —e), (2.51)
5(r) = AsIo(r) + BsKo(r) + (1 +¢), (2.52)
64(r) = BuKo(r) + (e — 1), (2.53)

onde Iy(r) e Ko(r) s@o as fungdes de Bessel modificadas [71, 73].
Deste modo, impondo a condicao de continuidade do campo em cada ponto de tran-

sicao (em cada um de seus zeros), temos
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61(r) = (1+¢) {1 - ]O(T)} , (2.54)

Po(r) = (1—¢)

\
o) = o {F

bu(r) = (e—1) [1 - [[;00((:)} . (2.57)
A solugao deste kink oscilante estd representada na figura 7.
0.2
0 1z 14
-0.2
-0.4
-0.5
Figura 7: Solucoes do kink em duas dimensodes espaciais para € = 0.3.
A equagao de estabilidade nesta dimensao é escrita como
2 1d
(~5 = 130+ Via ) €00) = EO(). (258)

onde as perturbagoes também sao esfericamente simétricas e Voo = 1 — 2 §[o(7)].
Resolvendo a equagao (2.58), encontramos um valor positivo para o valor da energia
de estabilidade, indicando que esta configuracao em duas dimensoes é estavel, tal que,
para uma pequena perturbacao inicial na solucao, ela pernanecera estdvel com o passar
do tempo. Por exemplo, o valor do estado fundamental de energia da solucao de (2.58)
para esta configuragio ¢ Fy = 0.324452 (¢ = 0.3). E interessante destacar que no caso da

solucao apresentada por Stavros, a solucao também é estavel com o valor de energia igual
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a B = 0.592.

2.5 Solucoes flutuantes em trés dimensoes

Nesta se¢ao, vamos considerar o caso em trés dimensoes. Neste caso, as configuracoes
estdticas de campo esfericamente simétricas devem obdecer & equacgao
d*¢ . 2d¢ [0)

24z = - = — 2.
dr?  rdr & © (2.59)

onde r = /22 + y? + z2. Abaixo construiremos uma solucao que apresenta as mesmas
caracteristicas da solugao discutida na secao anterior, mas agora em trés dimensoes. As-
sim, apds aplicarmos a condicao de continuidade, encontramos que a solugao da equacao

acima é

¢1(r) = (1+¢)

(2.60)

—r9e)e”  (ree™ —rie™)

|
by(r) = (6—1){ ey vt o csch(rg—rl)—i-l}, (2.61)
{

(rge™ — rqe’) e_’“ (rge™ — rqe’)
(e?r2 —e2r3) 1 2rer

¢3(r) = (e+1)

csch(rs —rqg) + 1} , (2.62)

du(r) = (1—e) [967“3*1”—1]. (2.63)

Esta solucao estd representada na figura 8. Objetivando verificar a estabilidade da

configuracao, a equacao a ser resolvida em trés dimensoes espaciais agora é dada por

(_d_2 _ 24 + Vest.) O(r) = EO(r), (2.64)

com Voo =1 —2 §[o(r)].
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Figura 8: Solugoes do kink em trés dimensoes espaciais para ¢ = 0.3.

Neste caso, encontraremos a solucao para cada um dos lados dos pontos de transicao

da seguinte equacao
d’0  2dO

W—F;dr—l—(E—l)@:O (2.65)

entao, obtemos

O:(r) = Cyrtsin(rv1— E), (2.66)

Oy(r) = Cyr 'sin(rv1 — E) + Dyr 'cos(rv1 — E), (2.67)

Os3(r) = Csr tsin(rv1 — E) + Dsr 'cos(rv1 — E), (2.68)

Os(r) = Csr 'sin(rv1l—E). (2.69)

Por outro lado, a descontinuidade para cada um dos pontos apresenta uma funcao

delta de Dirac, implicando que
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d d 2
.40 _ .99 _ 7;191(”), (2.70)
dr r=ri+§ dr r=r1—§ % B
2
49 _ % _ 2n1Balry) (2.71)
dr r=ra+§ dr r=ro—§ dc%
r=rg
2
.30 _ % _ 21iOslrs) (2.72)
dr r=r3+§£ dr r=r3—§ %
r=r3

onde tomamos que & — 0.

Usando a continuidade para cada um dos pontos de transi¢ao para as fungoes (2.66)-
(2.69) e utilizando as trés condigbes acima, obtemos uma equacao transcendental que
possibilita encontrar um valor negativo de energia. Desta forma, a configuragao cléssica

é instavel .

2.6 Solucgoes invariantes de Lorentz para configuracgoes
oscilantes

Como a lagrangiana do sistema em estudo ¢ um invariante de Lorentz, podemos determi-

nar as solucoes que serao funcoes do tempo. Assim, vamos escrever o campo ¢ como sendo
N

, onde r? = g x;x;, com N representando o nimero de
i=1
dimensoes espaciais. Procuramos uma solugao que represente uma transicao entre o vacuo

uma fungao de x, 2" = t? — r?

falso e o vdcuo verdadeiro. Deste modo, o campo ¢ tende para € + 1 quando z,2" — 00
, pois quando t — 0o o campo deverd se aproximar do vacuo verdadeiro, por outro lado,
o campo ¢ tenderd para € — 1 com z,2" — —oo. Como estamos interessados em escrever
uma familia de novas solugoes, propomos para o campo ¢ quatro regioes, onde ¢; < 0,
1 >0, ¢ <0e @y >0, semelhante ao caso da sec¢ao (2.2) onde discutimos o caso do
novo kink.

Faremos a principio a definicdo s = ¢ — r? de forma que s = z,2*. No entanto,
podemos ter as regioes t2 — 12 > 0 e t> — r? < 0. Para t> — 72 > 0, a equacao de campo

fica escrita como

42



9%¢ N d¢ é
—t——+¢———e=0,
ox?  x Ox ¢ ||

onde x = v/t2 — r2 = /s. Por outro lado, para t> — 7? < 0 temos

¢ N OIp ¢
et —— — ¢+ —+e=0,
op*  p dp ¢ [

com p =+r2—1t2=,/—s.

As equagoes (2.73) e (2.74) fornecem as solugoes

o(x) = X Plardp(x) +aY,(X)]+14€ se >0, —r*>0
o(x) = X Pbidp(x) +bY,(X)] —1+e€ se <0, =17 >0
3(p) = p il (p) + ey(p)] +14¢€ se ¢ >0, ¢ —r* <0

d(p) = pPldiKy(p) +daly(p)] —1+¢€ sep<0,t*—1r*> <0

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

onde K, I, sdo as fungoes de Bessel modificadas de ordem p [71, 73], com p = (N +1)/2.

Apés andlise da condigao ¢ — e+ 1 para x,2" — 00 e também considerando que a

funcao ¢ deve ser finita na origem, concluimos que as raizes da funcao ¢ deverao assumir

valores negativos, assim ficamos com
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¢(p) = e—1+dipPKy(p), t* =1 < s (2.79)

o(p) = pPlaKy(p) +cal(p)]+1+¢ s1< 2 =1 < sy (2.80)
d(p) = pPldsKy(p) +da,(p)] =1 +e€ s2 < 2 —1% < s (2.81)
o(p) = 1+e+aezp PL(p), ss< 2 —r*<0 (2.82)
o(x) = 1+e+arx Pl(x), 2 —r*>0. (2.83)

Através do uso da condigao de que cada ponto s1, So, S3, S4 € Sg representa uma raiz

de ¢ e que em s = 0 a solugao seja continua, encontramos

o(0) = (c—1) {1 — o7y Eel0) } 2o < s (2.89)

— (e -p|_ Pr K, (ps) — polu(p1) Kp(p)
o) = let1) {p [ (m]p(pl)Ip(pz)Kp(pl)—1p<pl>Kp<p2>)Kpm)

N ( PL Ky (pa) — ph I (1)

T = ) B0 1 Bt < 9

— (e— —p png(ﬂZ) - png(pB) Kp(p)
o) = (=) {p [<p5+fp<pz>]p(p3)Kp(p2>_Ip(p2>Kp(p3>) 7 (02)

png(p2) — png(p;g) _ . 2 T2 )
" ([p(ﬂa)Kp(m) —Ip(p2)Kp(p3)) I”(p)} 1}’ 2<? < s3 (2.86)

o(p) = (e+1) {1 — pp(p3)pIIpp(<pi’)) } ,s3< tP—12<0 (2.87)
600 = (c+1) {1 Ty ;’((pX))} 2?0 (2.89)
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Com py = /=51, py = /=52 € p3 = \/—53.

3 (8)

Lk

A IR Ll
100 200

Figura 9: Solugoes invariante de Lorentz para e = 0.2828225. A linha pontilhada é a

solugao apresentada por Stavros Theodorakis, a linha sélida é a nossa solucao.

Na figura 9, apresentamos uma comparacao entre a solucao apresentada por Stavros

[66] e a encontrada em nosso trabalho [61].

2.7 Conclusao

Finalmente, podemos encontrar uma configuragao do tipo kink em uma dimensao espacial

com um nimero de regioes arbitrario, neste caso, a configuracao é escrita como

P(x) = S(—z + Tpym) (e — 1)(1 — " ™/n) + S(x — zpq)(e+ 1) (1 — €™ 177)

+ i {S(x — 2p_1)S(—2 + x)[e + (—1)™]
1 Qiﬁ@fiﬁgxm = }  n >3, (2.89)

Na generalizagao da solucao do tipo kink, dada acima, S(z) é a fungdo de Heaviside
e n representa o nimero de regides. Agora, para o caso do lump (bolha) iniciando e

terminando no védcuo falso, nossa solugao geral é representada por
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¢(z) = S(—z + apm)(e — 1)(L — € 7"/") + S(z — 1) (e — 1)(1 —e™177)

+ > {S(@ = 2m1)S(—2 + zp)[e + (—1)7]

m=2
- sinh(z —.l’m,l) + sinh(z,, — x) .
sinh(x,,— ;1)

X (2.90)

Por outro lado, a correspondente generalizacao para a configuragao iniciando e termi-

nando no vicuo verdadeiro também pode ser escrita como

H(x) = S(—x+ xpsm)(e+ 1)(1 — e /) 4+ S(x — xpq) (e + 1)(1 — e™177)
+ ) {S(@ = 1) S(—z + T [e + (-1) 7]

sinh(x — x,,_1) + sinh(x,, — )
x[1 - sinh (2, 1) } =3

(2.91)

As solugbes (2.89) e (2.90) estao representadas na figura 10.

@ (x)

'r‘ﬂ-'\

SV 10 15 *
|

Figura 10: Generalizacao das solugoes do tipo kink e do tipo lump com ¢ = 0.3.

O caso em duas dimensoes é escrito como
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&(r) = S()S(=r + rom) (e + 1) {1  Io(r) 1

IO(TI)
+ i S(r = rmn-1)S(=r +rm)le + (=)™ {(=1)"
[Ko(rm-1) = Ko(rm)]1o(r) + [To(rm) = To(rm—1)]Ko(r)
+ Ko(rm)Io(rm-1) = Ko(rm—1)1o(rm) } . 25
Finalmente, o caso da configuracao em trés dimensoes ¢é tal que
S SOS (Ve _ In_sinh(r)
¢(r) = S(r)S(=r +rum)(e+1) [1 r sinh(rn/n)}
+S(r —rpa)(1 =€) (% - 1)
n—1 o —r+r e+ (=) | = (rme™ = rm_1€™*) e_r
_|_mz_:2 {S(r m—l)S( + m)[ +( 1) ] |: (e2rm _ 621”m—1) r
(Tmerm;;e:mlerm)} cosh(rp—r,, ) + 1} , =3 (2.93)

Em resumo, neste capitulo, uma ampla classe de novas configuragoes estéticas do tipo
kink e do tipo lump foram apresentadas. Estas solugoes sao tais que a largura das paredes
de dominio entre duas regioes de um dado viacuo dependem do niimero de oscilagoes do
campo. Além disso, estudamos a estabilidade de cada uma das solugoes, quando ficou
determinado que a configuracao do kink em duas dimensoes e do lump em uma dimensao
conectando o vacuo verdadeiro a ele mesmo, sao estdveis. Os demais casos estudados
sao instdveis. Contudo, as solugoes oscilantes sao responsdveis pela largura das paredes
de dominio correspondentes, as quais se tornam mais largas & medida que acrescentamos
mais oscilacoes. Por fim, analizando as solugoes invariantes de Lorentz, vemos que o
tempo necessdrio para ocorrer a transicao do vacuo falso para o verdadeiro torna-se maior

para as configuracoes oscilantes.
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Capitulo 3

Estados ligados fermidnicos por

kinks de modelos assimétricos

3.1 Introducao

O estudo dos modos zero em estruturas topolégicas apareceu pela primeira vez no trabalho
de Caroli, Gennes and Matricon [43] e, depois no trabalho de Jackiw e Rossi [44]. Depois
desses trabalhos iniciais, um amplo nimero de trabalhos relacionando os modos zero e
as estruturas topoldgicas surgiram na literatura. Na verdade, a presenca de modos zero
em tais estruturas tem um importante impacto sobre o estudo dos niimeros quanticos
fraciondrios [45], e nas cordas césmicas [46]. Recentemente, Chu e Vachaspati [47] se
dedicaram ao problema dos modos zero de férmions em estruturas do tipo kink-antikink.
Eles mostraram que existem estados ligados na presenca de kink-antikink cuja energia
vai exponencialmente a zero de acordo com a separagao entre o kink e o antikink, em
contraste com a que foi obtida por Postma e Hartmann [48]. Isto foi feito estudando as
solucdes analiticas para os sélitons do modelo \ ¢* [49, 50]. Depois, Brihaye e Delsate
[51] consideraram o caso dos modos fermidnicos na presenga de estruturas do tipo lump.
Usualmente, estruturas do tipo lump sao instaveis [51, 52]. Apesar disso, estruturas nao-
estdveis podem ser fisicamente relevantes como no caso dos entao chamados spharelons
que aparecem no modelo eletrofraco [53], o qual pode ser importante para explicar a
assimetria baridonica do universo [54]. Outra questao interessante é a do confinamento de
férmions nos cendrios de branas [55, 56].

Por outro lado, como observado por Coleman e Callan [58, 59|, potenciais assimétricos

48



sao importantes para descrever diversos processos em varios setores da Fisica. Além disso,
essas classes de modelos apresentam algumas solucoes flutuantes como observado recente-
mente [60]-[61], as quais sdo responsdaveis pelo retardamento dos processos de decaimento
quando comparadas com as configuragoes nao-flutuantes [61]. Considerando a possibili-
dade que nosso Universo possa apresentar tais tipos de estruturas, ¢ importante estudar
a possibilidade da existéncia de estados ligados de férmions e modos zeros na presenca
de kinks de potenciais dependentes de campos escalares assimétricos. Aqui mostramos
através de céculos analiticos, que estes tipos de potenciais podem suportar estados liga-
dos de férmions na presenca de estruturas do tipo kink. Contudo, nao é simples falar em
kinks para estes modelos assimétricos e certamente, é mais dificil ainda verificar a pos-
sibilidade da existéncia de estados ligados fermionicos. Assim, no sentido de contornar
este problema, tratamos com alguns potenciais que sao continuos por partes os quais ap-
resentam uma descontinuidade em sua derivada. Apesar disso, suas solucoes apresentam
densidade de energia continua. A vantagem é que em cada regiao o modelo é exatamente
soluvel. Como sabemos, foi em [63] que um modelo com estas caracteristicas foi proposto
pela primeira vez. Depois, o entao chamado modelo duplo-quadratico foi introduzido em
[64]-[67]. Lembramos que este potencial estd dado por (2.3). Mais recentemente uma
versao assimétrica deste modelo, modelo assimétrico duplamente quadrético (DQA), foi
estudada em [66, 61].

Neste capitulo, vamos introduzir uma versao generalizada do modelo DQA, o qual
batizamos de modelo DQAG. Ele tem a vantagem de recuperar os modelos previamente
apresentados. Além disso, ele pode ser usado para estudar sistemas nos quais a curvatura
do potencial de cada um dos lados é diferente. E ainda, o vdcuo do modelo pode ser
escolhido para representar um potencial do tipo slow-roll (veja a figura 11), o qual é

encontrado em modelos cosmoldgicos de inflacao.

@
120

20 40 &0 80 10(

Figura 11: Potencial Slow-Roll para V; = 0, Vo = 1000, ¢; = 10, ¢, =40 e A = 0.01.

=]
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Destacamos que um modelo semelhante foi usado para o estudo de misturas surfac-

tantes de dgua e 6leo [70]. O modelo ¢ tal que

M(Ppoag — ¢2)* + Val, >0
V(époac) = (3.1)
A <%> [($pgac + ¢1)* + VAl ¢<0

onde \, ¢, @5, V1 e V5 sao pardmetros constantes os quais obdecem as seguintes restri¢oes

¢ >0, ¢, >0, Va>—¢3 e Vi>—¢i. (3.2)

Todos os trés potenciais estao representados na figura 12 e os kinks correspondentes estao

plotados na figura 13.

L]

Figura 12: Potenciais continuos por partes. A linha pontilhada representa o potencial do
modelo D@, a linha fina o potencial do modelo DQ A para € = 0.3 e a linha grossa é o
potencial do modelo DQAG com Slow-Roll para V) = —1, Vo = =8, ¢y =2, ¢, =3 €
A=0.5.

-2

Figura 13: Kinks dos trés modelos considerados aqui. Novamente, a linha pontilhada
representa o kink do modelo D@, o kink do modelo AD() esté representado pela linha
fina e o kink do modelo GADQ para V; = 0, Vo = 1000, ¢; = 10, ¢ =40 e A =0.01 é a

linha mais grossa.
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Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na préoxima secao calculamos com
alguns detalhes o modo zero e os outros estados ligados para o férmion na presenca do
kink do modelo DQ. As outras duas se¢oes sao destinadas as solucgoes dos modelos DQA e
DQAG. Finalmente, nas conclusoes tragamos os comentérios sobre a consequéncia destes

estados ligados.

3.2 Estados ligados fermidnicos na presenca de kinks

do modelo D@

A densidade de lagrangiana, em 1+1 dimensoes, para o campo fermidnico acoplado com

um campo escalar, a qual é utilizada no trabalho de Chu e Vachaspati [47], é dada por

L=5(0,0) ~V (9) + 0706 — g 6 D (33

onde u = 0,3, V (¢) é o potencial, dado em termos de um campo escalar real, definindo
o setor bosdnico do modelo especifico sob andlise, 1) € um espinor de duas componentes,
g ¢ a correspondente constante de acoplamento de Yukawa e vy representa as matrizes de

Dirac, neste capitulo elas sao escritas como

V=0 = . Y=ol = : (34)

No caso particular do modelo D@, as equagoes de movimento para as quais surgem

as configuracoes do tipo kink e os modos fermidnicos, sao respectivamente escritas como

¢nQ

"0ubpg + dpg — W =
DQ

0, (3.5)

(i7" 0 — 99po)Y = 0. (3.6)

Note que, nas equagoes acima, estamos supondo que o backreaction devido ao acoplamento
de Yukawa entre o campo de Dirac e o campo escalar pode ser abandonado [44, 47], em
outras palavras, o campo escalar cldssico se comporta como um campo de fundo [68].

Nesta situagao, nao ¢ dificil obter a configuragao estédtica do campo ¢pg, a qual estd
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apresentada em (2.9) e (2.10), aqui ela é dada por

bpo(z) = 1—e =™, z > zp, (3.7)

bpolz) = e —1, z < zp. (3.8)

onde escolhemos um ponto arbitrario zy tal que, para a esquerda ¢po(2) < 0 e a direita
¢pg(2) > 0. Assim, quando z — +00, temos que ¢pq(2) — +1. Além disso, foi garantido
que o campo e sua derivada fossem continuas em cada ponto de transicao.
Agora, no sentido de resolver a equagao de Dirac (3.6), é conveniente escolher a rep-
resentagao utilizada em [47] para as componentes do espinor v, a qual é escrita como
L P

Y= — , 3.9
Vo3 (3.9)

e a correspondente constante de normalizagao é encontrada através de

[zl = [ s e <1 (3.10)

Em termos dos campos x., as equagoes acopladas para as componentes sao

(0: + 99X+ = —Ex., (3.11)

(0: —gdpo)x- = +Ex,. (3.12)

Elas podem ser desacopladas, por exemplo, isolando a func¢ao y_ em (3.11) e substituindo-
a em (3.12), e vice-versa. Depois de aplicar este procedimento, ficamos com uma equagao
do tipo da de Schrodinger em uma dimensao. Com as manipulagoes descritas acima,

chegamos a

_83Xi + Q(QQ%Q + 8z¢DQ)Xi = EQXia (3.13)
onde o potencial efetivo Vi (¢pg) = 9(gdh, F 9:0pg) pode ser escrito na forma
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Vi(2) = glg(e 1 —2e7F 4 1) eI, (3.14)

no presente caso. Por simplicidade, adotamos z, = 0, significando que o centro do kink se
encontra na origem do sistema de coordenada. E importante destacar que, no intervalo
0 < g < 1/2, o potencial efetivo Vi.(z) apresenta a forma de uma barreira e, como uma
consequéncia, nao ha presenca de estados ligados. Além disso, com a finalidade de garantir
a existéncia de pelo menos um estado ligado, podemos aplicar o teorema introduzido por
Simon [69], onde subtraimos ¢g* do V4 (z) e integramos em todo o eixo real z. O resultado
da integracao deve ser menor ou igual a zero para que exista pelo menos um estado
ligado. No caso do modelo D@, fica estabelecido que para g > 2/3 os estados ligados sao

garantidos. O perfil do potencial efetivo do modelo D() estd representado na figura 14.

Vitz)

Figura 14: Potencial efetivo do modelo D@ para g = 1.

Vemos que, para pequenos valores da constante de acoplamento g, o potencial efetivo
apresenta a forma de um poco duplo, e quando g assume grandes valores, o potencial se
transforma em um poco simples.

A partir das andlises acima, podemos ver que no intervalo 0 < g < 2/3, existem

somente os estados de modo zero, onde x_(z) = 0 e E = 0. Assim, a equacao (3.11) fica

9.x4 + g9ox, =0, (3.15)

e as solugoes normalizadas com zy = 0, sao dadas por

W) = cexp[—gllz| + e, (3.16)
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comc =c = (29)9 )
\/2[T(29)—T(29,29)]

gama incompleta [71]. Isto conduz ao seguinte espinor do estado de modo zero

Aqui, T'(2g) é a fungao gama e I'(2g,2¢g) é uma fungao

1| )

el NN

(3.17)

Agora, a fim de obter mais estados ligados, deve-se trabalhar com g > 2/3. Neste

caso, a equacao diferencial efetiva assume a forma

—xg + Vixe = By, (3.18)
onde foi utilizado que
1 [dx.
X+ =Fg EigﬁﬁXi ; (3.19)

de modo a desacoplar o par de equagdes diferenciais de primeira ordem. E interessante
destacar que o potencial V. (z) apresenta diferentes formas em cada um dos lados do ponto

z = 0. Assim, podemos escrever o pair de equagoes (3.18) como

X2 (2) +Ve(@)xa(z) = Exc(2), z <0, (3.20)

—X;(z) + Vo (2)xs(2) = E2X>(z), z >0, (3.21)

onde o primo significa derivada com respeito a z, e x(z) = x,(2) ou x_(2), V(2) =
V., (2z) ou V_(z). Neste ponto podemos escolher, sem perda de generalidades das solugoes,
uma das fungoes x, para gerar o conjunto completo de auto-estados. Escolhendo x_,

construiremos o espinor

e~ Iy (2) + x_(2)

X—
(3.22)
V2 () = X (2)

¢(Zat) =

O potencial efetivo em cada um dos lados da equagao diferencial acima é escrito como

Vo(2) = Ae* + Be® + A, z <0, (3.23)

Vo(z) = Ae ® + Be * + A, z >0, (3.24)
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com A = g2, B= —2¢% — g. Entao, reescrevemos as equagoes (3.20) e (3.21) como

1"

—(2) = (Ae* + Be* + w)x.(2) = 0, z2<0 (3.25)

(2) = (A + Be " 4wy (2) = 0, z>0 (3.26)
com w? = A — E2.

Agora, vamos comecar nossa busca por uma solucao na regiao na qual z < 0. E
interessante notar que esta expressao é semelhante a equacao de Schrodinger envolvendo
o potencial de Morse [72]. Com a finalidade de eliminar os termos exponenciais em (?7),

fazemos a transformagao
y = Be”. (3.27)
Entao, temos

dx(y)  dx(y) (A
2 < < 2 2
0 +y a0 (BQy —|—y+w)x<(y) 0 (3.28)

Neste ponto, fazemos uma redefini¢ao da funcao

X<(y) = y* e f<(y) (3.29)

onde o é uma constante positiva. Neste caso, impondo que o« = —v/A/B, e recordando

que B= —2¢g*> — g e g > 2/3, chegamos a equagao diferencial

d*f (y)
dy?

+[(2w+1) — zﬂy/B]df;—;y) - [(m +1)VA/B+ 1] f<(y) =0. (3.30)

Finalmente, fazendo y = B/ (2\/2), encontramos

_d?f (g
i d?f(y)

s0-)T @) o 331

onde definimos
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b=2w+1 +1+ B
= 2w , a=w+ =+ ——.
2 2VA

A equagao (3.31) pode ser reconhecida como uma equagao hipergeométrica confluente

(3.32)

[71], também conhecida como a equagdo de Kummer [74], cuja solu¢ao completa pode ser

escrita na forma

f<(@) = CYM(a,b;9) + CD (G =M1 +a—b,2—b;j), (3.33)

com as defini¢oes

C =00+ sggz;) T+ al— pray; C = _851(57)?7;) r(@riz —y 334
Entao, voltando para as varidveis originais, podemos escrever
X<(2)pg = Ny exp [wz — ge*] M (a, b; 2g€e*) +
+Wexp(— wz — ge®)M (1 +a — b,2 — b; 2g€”) (3.35)
onde
N, = CY(B)~, W= CO(B)¥(29)'". (3.36)

Aqui, é interessante destacar que devido ao comportamento assintético da fungao de
Kummer M (a, 3;2 g €*) = 1 quando z — —o0, e a presenga de exp(— wz) no segundo
termo da expressao acima, concluimos que para garantir uma solucao normalizada, deve-
mos escolher W; = 0.

Assim, ficamos com o conjunto de solugoes

X<(2)pg = N1 exp(wz — ge*) M (a, b; 2ge?). (3.37)

A solugao na regiao onde z > 0 pode ser obtida através do procedimento apresentado

anteriormente. Deste modo, a solugao normalizdvel é escrita como
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X>(2)pg = Naexp [—wz — ge %] M (a, b;2ge™%) . (3.38)

Note que é sempre necessédrio impor a condicao de continuidade da funcao e da sua
derivada primeira na origem. E importante destacar que somente o espinor original 1
precisa ser continuo, nao necessitando possuir sua derivada primeira continua, isso se
deve ao fato que a corrente de probabilidade ndo depende da derivada do espinor (em
contraste com o que ocorre no caso nao-relativistico). Assim, para que o espinor seja
continuo e uma vez que cada uma das componentes do espinor 1) dependem de y, (veja
a equagao (3.22)) e da correspondente derivada, cada componente de x e de sua derivada
devem ser continuas simultaneamente. Como consequéncia devemos impor a continuidade

da funcao e da sua derivada na origem.

!

X<(0)pg = x=(0)pe,  x=(0)pg = X~ (0)pg- (3.39)
Deste modo, a solugao serd

X<(2)pg = Niexp(wz— ge*)M (a,b;2ge”), z <0, (3.40)

X-(2)pg = =£Niexp[—wz—ge | M (a,b;2ge™7) , z > 0. (3.41)

Portanto, vemos que os auto-valores sao determinados pelas condigoes

I

X=(0pg =x>(0)pg=0 ou  x-(0)pg = x=(0)pg =0, (3.42)

isto é, obtemos os auto-valores de energia das solucoes pares (N; = N,) impondo que
a derivada primeira da solu¢ao em z = 0 se anule. Por outro lado, os auto-valores das
solugoes impares (N7 = —N3) sdo encontrados impondo que a solugao se anule em z = 0.

Assim, temos
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M(a+1,b;29) = 0, para N; = Ns,
(3.43)

M(&,b72g) = 07 para le_N27

com estas restrigoes podemos encontrar numericamente os valores de energia dos estados
ligados do modelo D). Ressaltamos que a equacao efetiva do tipo Schrédinger é invariante
sob a transformacao z — — z, e as correspondentes solucoes apresentam paridade definida.
Os autovalores de energia do sistema sao encontrados a partir das condigoes acima, as
quais definem os zeros das fungoes de Kummer. Devemos lembrar que os valores de energia
para cada uma das componentes dos estados do férmion sao iguais, ou seja, a = w — g e
b = 2w + 1. Finalmente, os valores de energia para os estados ligados nao devem estar
abaixo do minimo do potencial efetivo, nem acima dos valores assintéticos do potencial,
este fato implica na restricao para os autovalores g — ;11 < E? < g% Na figura 15,
apresentamos uma comparacao dos valores exatos de energia dos estados ligados dos

modelos DQ e A¢*. Na figura 16 plotamos as componentes dos espinores X1 para o

modelo D() para os dois primeiros niveis de energia com g = 2.

Energy

18 1 445 o8 &5 B B.p 4

Figura 15: Valores numéricos dos estados ligados do modelo D@ (pontos). As linhas
tracejadas correspondem aos valores de energia do modelo A\¢*. Os valores aceitaveis de

energia se encontram dentro das duas linhas sélidas.
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Figura 16: Componentes dos espinores x, para os dois primeiros autovalores de energia
e para g = 2. A componente ), estd representada pela linha sélida e y_ estd

representada pela linha tracejada.

Na figura 15, pode-se observar que o nimero de estados ligados fermionicos do modelo
D@ ¢é maior que no caso do modelo \¢*. Isto pode ser explicado devido ao fato dos dois
modelos apresentarem o mesmo limite assintético (g?) para a energia do potencial, mas o
valor de minimo do potencial efetivo do modelo D@ (g —1/4) é menor quando comparado
com o potencial do modelo A\¢*, que tem valor minimo igual a g. Por exemplo, no caso
onde g = 1, além do estado de energia zero (modo zero), o modelo D@ apresenta mais
dois estados ligados, com energias F; = 0.952837 e Fy = 0.984584, enquanto o modelo
A\¢? permite apenas o estado de energia zero. Como esperdvamos, a partir da anélise dos
potenciais efetivos, os estados ligados dos férmions se tornam préximos uns dos outros

quando se aproximam do topo do potencial, enquanto no fundo a diferenca aumenta.

3.3 O caso do modelo DQA

Considerando o potencial definido na equagao (2.4), o kink conectando o vdcuo em ¢ DQA =
—1 + € com o vicuo ¢pos = 1+ € (veja figura 13), do modelo DQA [66, 61], pode ser

€Xpresso como

e —(1—e), 2 <0
¢DQA(Z) = (3.44)
(14+¢€) —e " z>0
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Neste modelo o correspondente modo zero é escrito como

X)) = cexp{—gle* — (1—e)z]}, 2 <0,
(3.45)

) = coexp {—gle*+ (1 +e)z]}, 2>0,
onde

(29)7
V(29) 72T 29(1 + €),0,29] — (29)*T[—2g(c — 1),29,0]

com I (a, 2o, z1) representando a funcdo gama generalizada.

Co =

, (3.46)

Mais uma vez utilizamos a representagdo onde o espinor é dado por (3.9). Assim,
depois de cédlculos semelhantes ao apresentado para o modelo D(), encontramos a seguinte

equagao diferencial efetiva para o caso do modelo DQA

—{@F 20 -9 Fole' + (1 - =B} x(2) = 0,z <(BAT)

—{ge ¥+ 20+ Fgle "+ (1+¢? - E*} xo(2) = 0, z 3148)

Assim, aplicando novamente o teorema de Simon, verificamos que os estados ligados

sdo garantidos mais uma vez para g > 2/3. Neste caso, encontramos as seguintes solugoes

X<(2)apg = Niexp[21/g*(1 — €)? — B? — ge*IM (a<,b<;2ge%), 2 <0
(3.49)

X>(2)apg = Naexp{—[21/g*(1 + €)> — E? + ge*|} M (a,b>;2ge %), 2> 0

onde
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e = We — (1 - 5)97b< = 2w+ 1lwe = \/92(1 - 6)2 — B2,

a~ = ws—(146g,bs =2ws +1,w. = \/gz(1+e)2—E2.

A partir da continuidade da funcd@o na origem (x.(0)apg = X-(0)apg), temos que

M ((Z>,b>; 29)

N, =
' M (ac,be; 29)

No. (3.50)

Além disso, pela condi¢ao de continuidade da derivada primeira da fungao na origem

(X/<<O)ADQ = X,<<O>ADQ), teremos

M b~;2 M 1,b-;2
le_ eg <a>7 >7‘g)+a/> (a’>+ ) >)g) N2 (351)
_EgM (a’<7 b<7 2g) + a’<M (CL< + 17b<7 29)

Desta forma, encontramos a condi¢ao que determinard os valores de energia. Neste
caso, os valores de energia sao obtidos substituindo a relacao (3.50) em (3.51), conduzindo

a

acM(ac +1,b<;29)M(a,bs;2g) + asM(as + 1,b5529) M (a<, b<;29) =0 (3.52)

onde foi definido que: a~ = a3 ; a” = a7 e ainda by = b~; b = b™.
Observando o potencial efetivo, podemos concluir que as energias dos estados ligados
fermionicos se encontram no intervalo g(1 —¢) — 1/4 < E% < ¢g?(1 — ¢)2. Como deve ser,

os resultados do modelo D() sao recuperados tomando-se € = 0.

3.4 Estados ligados fermionicos para kinks do modelo
DQAG

Como mencionado na introducao deste Capitulo, o modelo DQAG (Eq.(3.1)) comparado
com os dois modelos anteriormente apresentados, tem como vantagem o fato de poder

ser ajustado para o estudo de sistemas nos quais as distdncias entre os dois pontos de
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minimo sao diferentes. Além disso, os dois modelos anteriores sao casos limites do modelo
DQAG.
Nao ¢ dificil mostrar que a solugao do tipo kink (veja a figura 13), conectando os dois

vacuos do modelo, é dado por

bapga = —¢1 + 0¥, 2 <0 (3.53)
bapoa = b2 — Ae™, z2>0 (3.54)
onde definimos
5 (62 + )V + VA A |Gt 863 +R)
V(@ V) +1/(63 + 1) V(@ V) +1/(63 + 1)

a = 2N+ V)/(E+ W) e b=2x

E interessante neste ponto fazer a verificacdo da estabilidade da configuracio do kink
do modelo DQAG. No Capitulo anterior, mostramos que a estabilidade linear é verificada
realizando-se uma pequena perturbacao em torno da configuragao clédssica estética. Assim,

consideramos que

¢(2,1) = borass(2) +1(2,1). (3.55)

Dessa forma, obtemos as equacoes

d*n(z)
dx?

d*T'(t)
dt?

+ Vi (2) n(z) = Eg n(2), + Eq T(t) =0, (3.56)

onde utilizamos a separacio de varigveis com 1(z,t) = n(z) T(t), e Vi, = d*V(¢)/d¢? }¢:¢

class

Para a equacao dependente do tempo (3.56), encontramos a solugao

Tt)=ce'VErde WV E (3.57)
com ¢ e d representando as constantes arbitrarias de integracdo. E simples concluir que, no

62



sentido de sempre garantir que a solugao seja finita e nao-singular, deveremos ter £ > 0,
tornando o kink estdvel. Caso contrario, a perturbacao destruird a configuragdo com o
passar do tempo.

Para o modelo DQAG, podemos escrever o potencial como

05+ Va
o1+ Vi

vio) =M {1(6 - o + vls(o) + (B2 ) o+ o +vISCa) |, (359)

onde S(¢) é a funcao de Heaviside. Assim, o potencial de estabilidade é dado por

05+ Va
o+ Vi

o ¢§+V2> 2050,  2Vad, ] }
+[ 202 4¢1<¢%+v1 T eyl (359)

Vo = afasio]+2 (B2 sl-o

e a correspondente equacao de estabilidade é escrita como

_dd’;(j) A {2S[¢(z)] +9 (ZZ% i “2) ST—o(2)+

a0 1 2 2 )
20— a0, (G2 )+ ZE 4 B 516 () = Eun)3.00

Resolvendo a equacao acima, obtemos

2\ {400 — [ +co+ (V1 + ¢1‘/2)2/¢§]2}
4[24 20 + (41 + ¢, V2)?/ 3] ’

st. —

(3.61)

com ¢y = 2\(¢3 4 V) /(42 + Vi). Utilizando este resultado, obtemos E,; = —10.0304 para
A=1/2, ¢, =3, ¢, =2, Vo = =8 e V; = —1, indicando que esta é uma solu¢do nao
estdvel. Por outro lado, para o caso que A = 1/2, ¢, =1, ¢ =1, Vo =0e V) =0,
concluimos que o estado fundamental da solucao da equagao de estabilidade tem E,; = 0,
o que indica que a configuracao é estével.

A solucao para o modo zero, no caso do modelo ADQG, é dado por
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J
(=) = coexp <g¢1z - g—e“z) , 2 <0,
a

(3.62)
A6 A
W) = o exp {9 (3 - 5)} exp (—gcbgz - %e‘bz) , 2> 0,
= e (D)
1 9(5 —2g¢1/a
Bo= sl (2) 7 p2g0, /o) - 06 /a 200/
(3.63)
1 gA —29¢y /b
o= G (93] 00 - D200 200/

o qual é normalizavel se g > 0. Aplicando novamente o teorema de Simon, encontramos
a restricao sobre os parametros do modelo a qual é necessdria para garantir a existéncia

de pelo menos um estado ligado. Neste caso, temos

4abry
b4 = (0 =27 ] +a[49? = (6 -27)]

g> (3.64)

onde v = (¢ + ¢1)V/ 61 + Vi/ {\/ (67 + V1) + V5 +V2}
Neste caso, apds alguns cédlculos, encontramos as seguintes equacoes diferenciais efeti-

vas para os estados ligados fermionicos interagindo com esta configuragao do tipo kink

—O2x, + (e S )y, = Exy, 2 <0 (3.65)

_6z2Xi + (u>e—2bz + gie—bz + V>)Xi — E2Xi, > 0 (366)

Novamente, simplificamos o problema resolvendo somente as equagoes (3.20) e (3.21),

onde definimos
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Ve(z) = (u5e? + % +v7), Va(z)=pme ™ + e +v7,

£5 = —g6(290, + a),& = —gA (290, +b), v~ = ¢ig%, v” = Prg

ps = g2, = P A%

Repetindo o mesmo procedimento utilizado nos casos DQ e AD(Q), chegamos & solugao

X<(2)capg = Ny exp(k<az — ge**/a)M (Ai, 2wS 4+ 1; deaz/a) , 2<0
(3.67)
X>(2)aapg = Naexp(—k”bz — ge % /b)M (A7, 2w> + 1;2ge7%/b) , 2 > 0

onde foi definido que (k<)? = (w</a)?, (k*)? = (w”/b)%, AS = k< +1/2 +£5/(29¢,a) e
AN =k> +1/2+4 & /(29¢,b). Usando a condicao de continuidade da solugao na origem,
ficamos com

e 9" M (A>,2w> +1;2¢g/b)

Ny = N. .
YT em9/aM (A<, 2w< + 1;:2g/a) (368)

Novamente, devemos impor a condi¢io que X (0)gapg = X~ (0)capg. Assim, encon-

tramos

e IP(R7b — g = bAT)M (A7, 20 4 1;29/b) + bA” M (A~ + 1,20 + 1;2g/b)]
e=9/e[(k<a — g — aA<)M (A<, 2w< + 1;2¢g/a) + aA<M (A< + 1,2w< + 1;2g/a)]
(3.69)

le 2.

Finalmente, usando a relacao (3.68) em (3.69) ou vice-versa, verificamos que a condi¢ao

para os auto-valores dos estados ligados do GADQ é dada por
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M(AS,2w< 4+ 1;2g/a)[(=k"b— g — A"b)M (A~ , 2w” + 1;2g/b) + A"bM (A~ + 1,2w” + 1;2¢/b)]

+M (A, 2w + 1;29/0)[(—k~a — g — ASa) M (NS, 2w= + 1;2g/a) +

+ASaM (A< +1,2w< + 1;2g/a)] = 0.

Note que w< e w” estao definidos como w< = /(g¢;)? — E? e w” = /(9¢5)? — E?,

uma vez que a energia deve ser a mesma para as duas componentes do espinor. Na figura
17, os valores numéricos de alguns niveis de energia do DQAG estao plotados para um
valor fixo da constante de acoplamento e um valor também fixo do pardmetro de assimetria
¢5. Neste gréafico, vemos que os niveis de energia tendem a desaparecer quando os vicuos

se aproximam um do outro.

Energy

] w ' L]

L

Figura 17: Valores numéricos de energia dos estados ligados fermionicos do modelo
DQAG com V1 =0,V2=0,¢, =1, ¢, =0.5e g =5. Os valores vélidos de energia

estao localizados entre as duas linhas sélidas.

Como sempre podemos controlar os parametros do viacuo do modelo DQAG, o cor-
respondente potencial efetivo é afetado a cada escolha de parametro. Entdo, o minimo
global do potencial efetivo pode estar & direita ou a esquerda do ponto de descontinuidade
da derivada primeira. Considerando o caso onde V; - < Ve? f—1 08 autovalores de energia

devem estar no intervalo
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<
v — €S (1 + ——) < E? <vT, (3.71)

2u<
Como nos exemplos anteriores, as configuracoes do férmion do modelo DQAG podem
recuperar os casos D@ e DQA anteriormente apresentados, simplesmente ajustando os
parametros do potencial. Assim, mostramos que um modelo com uma estrutura de vicuo,
o qual apresenta um vacuo verdadeiro e um vécuo falso, pode suportar modos zero fer-
mionicos e estados ligados, e que o caso usual para o qual temos um potencial simétrico

com minimos degenerados é um caso particular deste modelo mais geral.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, mostramos que férmions na presenca de kinks de modelos com um vacuo
falso exibem modos zeros e estados ligados. Isto foi feito através da construgao das
configuragoes dos férmions na presenca das configuragoes do tipo kink do setor bosoénico.
A partir de uma anslise dos resultados provenientes do modelo D@, em comparacao
com o modelo A\¢*, podemos verificar que sob certas condicoes estes modelos apresentam
solucoes proximas, esta afirmacao fica evidente no limite assintético do potencial efetivo
dos dois modelos, qual seja quando V,; — ¢°. Este fato é importante, pois como sabemos
nio existem solucdes exatas para uma versio assimétrica do modelo A¢*, mas podemos
construir solucoes exatas no caso do modelo DQAG. Além do mais, a existéncia de estados
ligados fermionicos na presenga de kinks assimétricos apresenta importantes consequéncias
para sistemas cosmolégicos e sistemas de matéria condensada, especialmente em sistemas

onde o universo apresenta um limite de evolugao nao-trivial [53, 54].
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APENDICE

Com o objetivo de familiarizar aqueles que nao estao acustumados com a notagao
relativistica, decidimos fazer este apéndice. Nele, apresentamos de maneira simples a
transformacao de Lorentz, a qual desempenha um importante papel nas solugoes apre-
sentadas ao longo desta dissertagao. Mostramos também como sao escritos os operadores

diferenciais em termos da notacao relativistica.

A1) Transformacao de Lorentz

Com a finalidade de encontrar uma transformagao que preserve invariantes as equagoes
de Maxwell ao passar de um referencial inercial para outro, vamos considerar dois referen-
ciais S e ', cujos eixos sdo paralelos e as origens coincidem em ¢t =t = 0. O referencial
S" possui velocidade v e move-se paralelamente ao eixo Oz. No referencial S, uma fonte
de luz emite um pulso de luz em t = 0, este pulso de luz se propagard em forma de uma
onda esférica. Para um observador em S, a onda esférica de raio ct se propaga a partir de
O. Para o observador em S', a onda ters raio ct e estars se propagando a partir de O'.

Assim, as frentes de onda em cada um dos referenciais serao dadas por

Pyt + 22 = P (3.72)

g4yt = A2 (3.73)
Lembremos que a transformagao de Galileu (TG) é dada por
g =z—uvt,y =y, 2 =zet=t. (3.74)

Portanto, se aplicarmos a TG & equacdo da frente de onda no referencial S’, teremos

2% = 2zvt + Wt + y? + 2 = At (3.75)

a equagao acima é diferente da equagao (3.72) que descreve a frente de onda no referencial

S.
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Nosso objetivo é encontrar uma transformagao que mantenha a equacao da frente de
onda invariante ao passarmos de um referencial inercial para outro e que recupere a TG
quando v/c — 0. Como o movimento é ao longo do eixo z, as componentes y e z nao

sofrem modificagoes. Deste modo, vamos tentar a transformagao

g =x—uvt,y =y, =2 et =1+ Az (3.76)

onde \ é uma constante. Agora, aplicamos a transformacao acima na equacgao da frente

. /
de onda no referencial S". Deste modo, teremos

(1 =N + % 4 22 = 2(v 4+ At = (1 — v /)32, (3.77)

Para a equagao acima assumir a forma da equagao da frente de onda dada pela equacao

(3.72), devemos fazer A = —v/c?. Assim, ficamos com

(1 -2/ +y* + 22 = (1 —v* /PP, (3.78)
agora para eliminar o fator (1 — v?/c?), devemos escrever a transformacao dada pelas
equagoes (3.76) como

! !

g =~x—uvt), y =y, z=2 et =4[t — (v/*)x]. (3.79)

onde v = [1 — v?/c?|7Y/2. A transformacdo dada acima ¢ denominada transformacio de
Lorentz (TL), com ela a equagado da onda esférica se mantém invariante ao passar do
referencial inercial S para o referencial inercial S’. Destacamos que a transformacio de
Lorentz conserva invariantes as leis do eletromagnetismo ao passar de um referencial para

outro.

A2) Notagao relativistica
Vamos considerar dois eventos no espago-tempo, (z,y, z,t) e (x+dz,y+dy, z+dz,t +

dt). Desta forma, dizemos que o intervalo entre estes dois eventos é dado por

ds* = 2dt* — da® — dy® — d2* (3.80)

onde ds serd o mesmo para todos observadores inerciais, além disso ds serd invariante sob

TL. Através da definicao de intervalo dada acima, os eventos em que ds? > 0 sao chamados
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do tipo-tempo, aqueles em que ds?> < 0 sdo chamados do tipo-espaco e aqueles em que
ds? = 0 sao ditos do tipo-luz. Em trés dimensoes espaciais (z,, ) sao as componentes de
um vetor, e dr? = dx? +dy? +dz? é invariante sob rotacoes. Note que hé termos negativos
na expressao de ds?, isto significa que o espaco nao é estritamente euclidiano. Portanto,

definimos

o = (2% 2t 2% %) = (ct, 3y, 2),
(3.81)
zr, = (x, 21,22, 23) = (ct, —z, —y, —2),
com a definicao acima podemos escrever o intervalo invariante com
3
ds* = Z datdz, = Adt* — do* — dy? — d2*. (3.82)

pn=0
O quadrivetor z* é chamado de vetor contravariante, e o quadrivetor x, ¢ chamado de
vetor covariante. O produto interno entre um vetor contravariante e um vetor covariante
¢ um invariante. Por simplicidade, vamos adotar a conven¢ao da soma, onde a soma de

um subindice repetido indica um somatério sobre ele. Assim, temos

3
> datdz, = datda,. (3.83)

pn=0
A relagao entre z* e x, ¢ feita através do tensor métrico g, de tal maneira que
Ty = Gu® = Juot™ + g1 + gu2l” + gpal”. (3.84)

Observando (3.84), vemos que o = z°, 11 = — 2!, 5 = —2? e 3 = —z*. Portanto,

escrevemos g,,, Como

1 0 0 0
0 -1 0 0
G = (3.85)
0 0 —1 0
00 0 -1

Para z# = ¢g"x,, observamos que
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1 0 0 O

0 -1 0 0
gt = (3.86)

0 0 -1 0

0o 0 0 -1

No caso dos operadores diferenciais, definimos
0, = — =(09,01,0,03) = | ——
“w al‘ﬂ ( 0, V1, U2, 3) <c@t’v) 9

(3.87)

ot

]. a =
wy — (22 vy
970, (cat7 > '

Deste modo, o operador diferencial de segunda ordem é um invariante de Lorentz,

sendo escrito como

1
e

0=0"0, = — V2, (3.88)

0
ot
onde [0 é o chamado operador d’Alembertiano. Além disso, o quadrivetor energia-

momento de uma particula serd p* = (E/c, p) e p, = (E/c, —p), resultando no invariante

P =P = B == (3.89)

Também podemos utilizar a notacao para p,z*, que ficara

purt = Et—p-T. (3.90)

E interessante destacar que ao longo desta dissertacio estamos utilizando ¢ = 1.

[6)
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