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RESUMO

Pesquisas que tratam de questdes relacionadas as Tecnologias Digitais de Informacdo e
Comunicacdo (TDICs) se fazem cada vez mais necessarias, uma vez que, devido ao avango
tecnoldgico, discute-se cada vez mais sua presenca e seus impactos na sociedade, bem como
nos ambientes educacionais. Concomitante a isso, as discussdes sobre a formacéo inicial de
professores de Matematica sdo passiveis de reflexdes, como pensar a formagdo com
tecnologias, o papel e o objetivo de cada disciplina na Licenciatura em Matematica. Nesse
contexto, uma das disciplinas obrigatérias atualmente na formacéo do professor de Matematica
é a Algebra Linear, que contém os autovalores e autovetores como um de seus contetidos. A
partir da abordagem de pesquisa qualitativa sob uma perspectiva fenomenoldgica, investigamos
a seguinte interrogagdo: “0 que se revela em um estudo sobre autovalores e autovetores com
TDICs, junto a alunos de um curso de graduagdo em Licenciatura em Matematica?”A partir da
literatura de trabalhos da Educacdo Matematica que trata da formagdo do professor, da
disciplina de Algebra Linear e da aprendizagem com TDICs, foram desenvolvidas trés
atividades que abordam o conteldo de autovalores e autovetores. As atividades foram
resolvidas principalmente com o GeoGebra, através dos célculos realizados na janela de
Célculo Simbdlico (CAS) e com a programacao do que nomeamos como GeoGebra LOGO. Os
dados foram produzidos a partir da resolucdo dessas atividades por cinco estudantes do curso
de Licenciatura em Matematica da Unesp de Rio Claro. Essas discussdes em grupos foram
gravadas e posteriormente as expressdes foram transcritas. Seguindo o rigor fenomenoldgico,
a andlise ocorreu em dois movimentos: a Analise Ideografica e Analise Nomotética. Nesse
movimento, constituiram-se duas categorias abertas que compdem a estrutura do fendmeno
investigado: “O carater investigativo do estudo” e “Uma formagdo que vai além do estudo do
conceito: aspectos do passado, presente e futuro”. Compreendemos que o estudo deste contetudo
com TDICs incentiva 0 levantamento de hipdteses e a necessidade da interpretagdo das
informacdes encontradas, relacionando-as a transformacdo linear e a situacdo problema, ao
mesmo tempo que atribuem significado aos valores apresentados. Durante esse processo, 0S
estudantes desenvolveram uma familiaridade com o software e discutiram o conteudo sob uma
nova Otica, tendo contato com aplicacdes e teoremas, sem perder de vista o objetivo da futura
pratica docente.

Palavras-chave: Formacéo inicial de professores; Algebra Linear; GeoGebra.



ABSTRACT

Research addressing issues related to Digital Information and Communication Technologies
(DICTs) is increasingly necessary, given that, due to technological advancements, their
presence and impacts on society, as well as in educational environments, are being widely
debated. Alongside this, discussions about the initial training of Mathematics teachers are open
to reflection, such as rethinking teacher preparation with technologies and the role and purpose
of each subject in a Mathematics Teacher Education program. In this context, one of the
mandatory courses currently in the training of Mathematics teachers is Linear Algebra, which
includes eigenvalues and eigenvectors as one of its topics. Using a qualitative research approach
from a phenomenological perspective, we investigated the following question: “What is
revealed in a study on eigenvalues and eigenvectors with DICTs, involving students from a
Mathematics Teacher Education program?” Based on the literature in Mathematics Education
that addresses teacher training, the Linear Algebra course, and learning with DICTSs, three
activities were developed focusing on the topic of eigenvalues and eigenvectors. These
activities were primarily solved using GeoGebra, leveraging calculations performed in the
Computer Algebra System (CAS) window and programming with what we called GeoGebra
LOGO. Data were generated through the completion of these activities by five students enrolled
in the Mathematics Teacher Education program at Unesp in Rio Claro. These group discussions
were recorded, and the verbal expressions were later transcribed. Following phenomenological
rigor, the analysis occurred in two stages: ldeographic Analysis and Nomothetic Analysis.
During this process, two open categories were established, forming the structure of the
investigated phenomenon: “The investigative nature of the study” and “Training that goes
beyond studying the concept: aspects of the past, present, and future”. We understand that
studying this content with DICTs encourages the formulation of hypotheses and the need to
interpret the information obtained, relating it to linear transformations and the problem
situation, while simultaneously assigning meaning to the values presented. Throughout this
process, students developed familiarity with the software and discussed the content from a new
perspective, engaging with applications and theorems, without losing sight of the goal of their
future teaching practice.

Keywords: Initial teacher training; Linear Algebra; GeoGebra.

Title in english: Study of eigenvalues and eigenvectors with digital technologies.
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1 INTRODUCAO

O texto desta dissertacdo trata das convergéncias de perspectivas e consideracdes feitas
por mim e por minha orientadora sobre o tema proposto. Isso porque entendemos a pesquisa
como um trabalho colaborativo, o que nos levou a redigi-la na primeira pessoa do plural, ainda
que, nesta primeira secdo, eu a tenha escrito na primeira pessoa do singular, visto que sao
apresentadas breves consideracdes sobre a minha trajetoria. No decorrer do texto, seguimos a
estrutura exposta nesse capitulo, com excecédo de alguns momentos especificos na producao de
dados, em que trato parte das experiéncias individuais.

Minhas primeiras lembrancas com a Matematica como disciplina escolar sdo a partir do
5° ano do Ensino Fundamental, em 2011, com poucas lembrancgas do 6° e 7° anos, sendo elas
conteudos e experiéncias especificas. Entretanto, gosto de pensar que foi no 8° e 9° anos que 0
desejo pela carreira docente comegou a despertar em mim, pois, durante esse periodo, enquanto
meu interesse por ela crescia, vi a Matematica se tornar uma disciplina que apresentava muita
dificuldade aos colegas de classe, o que fez com que eu ajudasse 0s mais proximos em vésperas de
provas ou ao longo das aulas apés realizar os exercicios.

Em 2016, comeco o Ensino Médio em uma escola de periodo integral, com o ensino
técnico em mecanica de usinagem integrado, etapa decisiva para meu ingresso na universidade,
ja que foi nela que me decidi pelo curso de Licenciatura em Matematica. Isso porque, como
dito anteriormente, as dificuldades dos demais e meu interesse cresciam quase em conjunto.
Além disso, tive professores que me incentivaram nos periodos de inscri¢@es e preparagdes dos
vestibulares, dentre eles, o professor de Matemética que acompanhou minha turma nestes trés
anos, o qual foi umareferéncia de docente paramim no periodo em que convivemos, sem contar
0 apoio da prépria escola.

Inicio, em 2019, o curso de Licenciatura em Matematica na Universidade Estadual
Paulista (Unesp) de Rio Claro, com a perspectiva de concluir o Bacharelado em seguida.
Entretanto, essa ideia foi se alterando com o passar dos anos, com novos planos e interesses que
ocorrem no proprio processo de formacdo e contato com a Universidade. Por exemplo, no
segundo semestre de 2019, atuei por seis meses como voluntario no Programa Institucional de
Bolsas de Iniciacdo & Docéncia (PIBID) em uma escola estadual da cidade de Rio Claro,
experiéncia que aumentou meu desejo de seguir a carreira docente, mesmo com uma nova visao
sobre os seus desafios.

Os anos de 2020 e 2021 foram marcados pela pandemia mundial da Covid-19, cujas

medidas emergenciais adotadas na tentativa de diminuir a contaminacdo demandaram a
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suspensao das atividades presenciais na Unesp e o estabelecimento do ensino remoto para dar
sequéncia a formacdo iniciada. Semduvidas, esse foi um periodo dificil para todos, em que cada
um se adaptou a seu modo & nova realidade, visando a seguir com as atividades. No entanto,
para mim, ele significou também o inicio das inquietacdes que me levaram a formular a
interrogacdo da presente pesquisa, afinal, a maioria de nds estava desenvolvendo seu trabalho
com computadores, celulares ou tablets. Entdo, comecei a refletir sobre como trabalhar com
essas tecnologias poderia beneficiar a aprendizagem dos contetdos que estdvamos vendo,
buscando priorizar 0 que somente o trabalho com elas seria capaz de possibilitar, ao invés de
entendé-las como substitutas de algo que poderia ser feito de outra forma, como pegar um livro
ou ler um pdf.

Nesta época, comego a conversar com alguns professores efetivos da Universidade, bem
como com substitutos e bolsistas, sobre ideias e interesses futuros que comegavam a despertar
em mim. Isso porque, assim como tive interesse em ser professor da Educacao Bésica justamente
por passar por essa fase educacional, surge em mim o desejo de atuar como professor no Ensino
Superior, por gostar de suas disciplinas e também por me deparar tanto com minhas dificuldades
guanto com as dos meus colegas e pensar em como eu poderia auxiliar nesse processo de
formacdo de outras pessoas. Ap0s varias conversas em que discuti minhas duvidas entre seguir
0 Bacharelado ou uma P6s-Graduacgdo em Matematica ou em Educacdo Matematica, optei por
me inscrever no processo seletivo do Programa de Pds-Graduagdo em Educacdo Matematica
(PPGEM) do proprio campus em que eu ja estava. Essa decisdo foi tomada com base nas
primeiras impressdes que eu tive sobre as diferentes possibilidades que me eram oferecidas,
escolhendo a Educacdo Matematica por compartilhar preocupacdes e interesses semelhantes.

No projeto proposto, busquei articular elementos que eram do meu interesse e faziam parte
da minha inquietagéo, qual seja: trabalhar com uma disciplina do Ensino Superior com uma
pratica voltada as Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacéo (TDICs). Assim, decidi
atuar em uma das minhas disciplinas favoritas, Algebra Linear, a qual, na época de graduaco,
despertou meu interesse de maneira a me levar a cursar também Algebra Linear 11, obrigatoria
somente para o curso de Bacharelado. A partir de conversas com professores sobre 0 Mestrado,
optei, entdo, pelo topico de Autovalores e Autovetores como foco do projeto, cujas principais
motivacgdes, de inicio, foram as aplicagdes que poderiam decorrer desta teoria. 1sso porque,
folheando diferentes livros de Algebra Linear que apresentavam exemplos de aplicacdes, tive
a ideia de que as discussdes sobre elas poderiam ser o0 ponto de partida para o estudo destes
conceitos e, desta forma, estaria conhecendo mais sobre a presenca destes topicos em situacoes

reais, bem como poderia apresenta-los aos estudantes participantes da pesquisa, tomando minha
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experiéncia na graduagdo como exemplo de que muitas vezes estes cenarios nem sempre sao
estudados durante a disciplina. Outro fator que me levou a escolha deste conteddo foi a
compreensdo, conforme apresento em seces posteriores, de que outros temas de Algebra
Linear poderiam ser discutidos enquanto se estuda o topico em questéo.

Ap0s essa decisdo, cursei, como aluno especial, a disciplina de Algebra Linear, oferecida
pelo PPGEM, uma vez que, dentre as varias conversas que tive com professores, muitos me
recomendaram cursar nessa modalidade, destacando os beneficios que tal experiéncia poderia
me trazer. Assim, participei da disciplina, a qual coincidiu com os horarios que eu tinha
disponivel enquanto cursava o Ultimo semestre da graduacdo. Esse momento marca meu
primeiro contato com pesquisas da area da Educagio Matematica que tratam de Algebra Linear,
iniciando a leitura de trabalhos que investigam diferentes questdes, seja ensino, seja
aprendizagem ou ainda a parte historica.

Feita a selecdo do Programa, inicio a pds-graduacdo e a pesquisa sob orientacdo da
Professora Doutora Elisangela Pavanelo, comecando, nesse momento, os trabalhos
colaborativos indicados anteriormente, 0s quais compartilham expectativas e interesses. Além
de propor o que escrevi no projeto, ouvi da minha orientadora muitas sugestdes, das quais
destaco trés: falarmos sobre a formacéo de professores, tendo em vista que os sujeitos do estudo
seriam alunos da Licenciaturaem Matematica; investigarmos mais sobre 0 LOGO no GeoGebra
e desenvolvermos o trabalho sob uma perspectiva fenomenoldgica.

As trés sugestdes foram aceitas e exigiram muitos estudos e dedicagéo, especialmente as
duas dltimas, devido ao fato de serem algo “novo”, ja que ambas me eram desconhecidas e
busquei compreendé-las e aprofunda-las, de modo a constituirem a pesquisa aqui apresentada.
Trabalhar com alunos da Licenciatura em Matematica foi mais confortavel, haja vista minha
formac&o e, semelhantemente as experiéncias tidas com o PIBID, essa escolha permitiu olhar a
formacdo de um modo geral (e a minha) sob novas perspectivas, com diferentes visfes, ndo
mais como aluno, mas como um pesquisador iniciante.

Dentre os estudos exigidos para a realizacdo da pesquisa decorrentes das sugestdes
aceitas, destaco uma experiéncia que posteriormente nomeamos como GeoGebra LOGO. Trata-
se de um curso de formacéo online, nomeado “Linguagem LOGO no GeoGebra: um contributo
para o desenvolvimento do pensamento computacional”, organizado e oferecido pelo Centro de
Formacdo da Associacao de Professores de Matematica de Portugal, a qual oferece diferentes

formagdes para professores da Educagdo Basica, como pode ser verificado em seu sitel. Tal

L https:/Avww.apm.pt/
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formacdo se deveu ao fato de terem sido encontrados poucos trabalhos e producbes que
tratavam deste recurso, conforme apresentamos na secao 4.3.2.

Tinha expectativas muito altas na formacéo e posso afirmar que participar dela foi uma
experiéncia que gerou muitos resultados positivos. O curso teve impacto direto no
desenvolvimento desta pesquisa, visto que apresento aqui a maior parte do que aprendi, pude
tirar davidas com o professor do curso no tocante as atividades principais elaboradas para ela,
bem como estabeleci contato com alguns participantes, todos professores da Educagdo Basica
de Portugal, enquanto apresentava minhas ideias e ouvia novas possibilidades e abordagens.
Assim, entendo essa experiéncia como parte importante ndo so para o estudo, mas também para
minha formagéo.

Pesquisar também foi novidade para mim e, por isso, acompanhar os Seminarios de
Matematica e Educacdo Matematica (SMEMSs) e as Jornadas de Avaliagcdo, ambas atividades
do PPGEM, foram essenciais para eu compreender melhor a pesquisa de modo geral, bem como
0 ato de pesquisar, de modo a, por fim, me por a realizar tais agdes e investigacoes.

Tudo isso comp0e, de maneira direta ou indireta, a totalidade deste trabalho. Estas e outras
experiéncias também estdo ligadas a interrogacdo da pesquisa, que, por fim, compreendemos
ser: 0 que se revela em um estudo sobre Autovalores e Autovetores com TDICs, junto a alunos
de um curso de graduacdo em Licenciatura em Matematica?

Diante da interrogacao, deparamo-nos com a necessidade de discutir questdes referentes
a formacAo inicial do professor de Matematica, & disciplina de Algebra Linear e ao trabalho
com TDICs. Além de discutir problematicas especificas de cada um destes topicos, buscamos

explorar as relagbes que podem interliga-los.

1.1 Estrutura da dissertagao

A partir das experiéncias e estudos desenvolvidos, organizamos o trabalho em 7 capitulos,
iniciando com o de Introducdo, no qual sdo apresentados brevemente alguns dos caminhos
trilhados que constituem essa pesquisa.

No Capitulo 2, intitulado Metodologia, destacamos a postura fenomenoldgica adotada
nesta pesquisa, além de trazer consideragcdes sobre a pesquisa qualitativa em Educacdo
Matematica. Diante da interrogacdo deste trabalho, optamos por desenvolver o estudo como
uma pesquisa qualitativa segundo a abordagem fenomenoldgica, visto que buscamos as
qualidades, a natureza da interacao entre estudantes e TDICs a partir do vivenciado.

Ja no Capitulo 3, nomeado “Licenciatura em Matematica, Algebra Linear e TDICs:
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investigando possiveis relagdes”, evidenciamos consideragdes sobre os cursos de Licenciatura,
bem como sobre os modos de conceber e de estruturar os focos da formacdo. Em seguida,
discorremos sobre a disciplina de Algebra Linear e o topico de autovalores e autovetores,
conceito principal de investigacdo deste trabalho, encerrando com apontamentos sobre
possiveis abordagens com tecnologias digitais nessa disciplina.

No Capitulo 4, “Compreensdes e possibilidades para o trabalho com TDICs”, expomos
reflexdes sobre a perspectiva adotada quanto ao trabalho com tecnologias e sobre o0 GeoGebra,
principal software articulado para o desenvolvimento das atividades propostas, indicando
alguns recursos disponiveis, como o que nomeamos de GeoGebra LOGO.

No Capitulo 5, “Producéo e analise dos dados”, mostramos como se deu a producdo dos
dados com os estudantes de Licenciatura em Matematica, detalhando as atividades que
desenvolvemos e que foram discutidas com os discentes. Em seguida, trazemos
consideracOes sobre o movimento de analise dos dados a partir da perspectiva fenomenoldgica,
apresentando o primeiro movimento realizado, a andlise Ideogréafica, seguido da andlise
Nomotética.

No Capitulo 6, “Discussido das categorias”, explicitamos nossas compreensdes quanto as
categorias que compdem o fendmeno investigado, retomando as ideias nucleares que as
constituem e dialogando com trabalhos da literatura em Educagdo Matematica.

No sétimo e ultimo capitulo, apresentamos algumas consideracdes finais, retomando parte
do desenvolvimento da pesquisa e indicando possiveis questdes a serem investigadas. O
Apéndice A é o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, aprovado pelo Comité de Etica,
e 0s Apéndices B, C e D séo as atividades elaboradas para a pesquisa, as quais esperamos que

sirvam de inspiracao para outros docentes que queiram trabalhar de modo semelhante.
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2 METODOLOGIA

Entendemos que “pesquisar” € 0 movimento de questionar e de buscar compreender o que
se interroga. Esse movimento ndo é exclusivo da comunidade académica, visto que, com o
avanco das tecnologias digitais e do acesso a internet, € comum as pessoas pesquisarem sobre
aquilo que desconhecem. Assim, entendemos que o que se busca compreender é do interesse do
pesquisador, fruto de uma inquietacdo e um dos fatores chaves para a formulacdo da
interrogacao da pesquisa e para o0 andamento da busca por uma sua melhor compreenséo. Desta
forma, a pesquisa € o resultado do movimento de pesquisar, a partir do qual se retne parte das
discussoes ja realizadas e 0 que o0 pesquisador apresenta de novo, com suas conclusdes baseadas
no que foi investigado. Para o desenvolvimento deste trabalho, optamos pela pesquisa
qualitativa orientada por uma abordagem fenomenoldgica.

Conforme apresenta Bicudo (2011), a pesquisa qualitativa trabalha com a qualidade. A
“qualidade” observada nesse modo de pesquisa faz referéncia ndo ao grau negativo ou positivo
de algo, mas sim as caracteristicas que determinam a esséncia ou a natureza do percebido, tal
como destaca Abbagnano (2007). Desta forma, o qualitativo lida com o subjetivo, passivel de
expor sensacdes e opinides, de modo a tratar de percepcbes de diferencas e semelhancas de
aspectos comparaveis de experiéncias, de acordo com Bicudo (2019). Entretanto, lidar com o
subjetivo e passivel de diferentes interpretacfes nao significa que toda e qualquer interpretacdo
é aceita. Contrariando esse tipo de pensamento, a pesquisa qualitativa também apresenta rigor
e procedimentos de analise para se justificar e mostrar suas compreensdes sobre o pesquisado.

A pesquisa qualitativa se op0e a pesquisa quantitativa, a qual segue modelos estatisticos e
busca uma generalizacdo das conclusdes feitas. Na pesquisa qualitativa, ndo se quer a
mensuracdo e a transferibilidade dos resultados, mas entende-se que as agdes efetuadas nela
podem ser encontradas em outros cenarios, com a possibilidade de se identificar caracteristicas
semelhantes. Neste sentido, Bicudo (2011, p. 17) afirma que “o que muda entre a pesquisa
quantitativa e qualitativa, no que concerne a generalizacéo e a transferibilidade, é a concepgéo
de certeza e a de repeticdo exata, ainda que probabilistica, de ocorréncias”. Enquanto na
pesquisa quantitativa se busca lidar com um grande nimero de sujeitos, busca essa relacionada
diretamente & validacao da abordagem estatistica, na metodologia qualitativa, permite-se olhar
para grupos “menores”, com vistas a analisar e ainterpretar o discurso dos sujeitos, sendo eles
participantes ligados a interrogacdo norteadora da pesquisa a qual se procura investigar e
compreender.

A pesquisa qualitativa esta presente principalmente nas Ciéncias Humanas, como é o caso
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da &rea de Educacdo. Por isso, em um primeiro momento, é possivel que a relacdo entre
Educacdo Matematica e pesquisa qualitativa cause questionamentos ao ingressarmos neste
campo, afinal, qual “area” prevalecerd? A Educacdo, uma ciéncia humana e com pesquisas
qualitativas, ou a Matematica, uma ciéncia exata que lida com nimeros, contagem, mensuracao,
férmulas, aproximando-se, assim, de caracteristicas da pesquisa quantitativa?

Uma possivel explicacdo para essa pergunta é justamente compreender a Educacgéo
Matematica como uma ciéncia humana, que parte de preocupagdes, como 0 ensino, a
aprendizagem, a avaliacdo, dentre outras, relacionadas a Matematica, uma ciéncia entendida

como exata. Deste modo, vale destacar que:

A pesquisa em Educagdo Matematica ndo é uma pesquisa em Matematica,
nem é uma pesquisa em Educagdo, embora trate de assuntos pertinentes a
ambas, trabalhe com a Matematica e utilize-se de procedimentos concernentes
ao modo de pesquisar préprios da Educacdo. (Bicudo, 1993, p. 19)

Assim, a Educacdo Matematica como area de conhecimento em si (e ndo como juncéo de
duas areas) pode agregar nas duas vertentes: tanto pela relacdo de proximidade que pode
estabelecer com ambas, de modo a auxiliar na compreensdo de como € construida a Matematica,
de seus significados no mundo, de como presta servico a Educacao, quanto pelo auxilio na acao
politico-pedagogica, conforme aponta Bicudo (1993). Por compartilhar procedimentos de
pesquisa em Educacdo, a Educacdo Matematica hoje tem uma prevaléncia de pesquisas
qualitativas, as quais destacam o sujeito contextualizado social e culturalmente, buscando
compreender suas acles e seu discurso. Entretanto, nem sempre ocorreu essa prevaléncia.

No prefacio de Araujo e Borba (2019), D’ Ambrosio discorre sobre os movimentos da
Educacdo Matematica no século passado e suas relacdes com a pesquisa qualitativa. Um exemplo
é a criacdo do Journal of Research in Mathematics Education (JRME) que, dentre os critérios
iniciais para a publicacdo de artigos, privilegiava a metodologia quantitativa. No entanto, as
pesquisas da comunidade de Educacdo Matemética e a formacdo de diferentes grupos de
pesquisa indicavam que a abordagem qualitativa seria mais apropriada para as preocupacoes

expressas, de modo que:

Todos esses desenvolvimentos estimularam a pesquisa de natureza qualitativa.
A propria JRME estimula, hoje, a publicacéo de artigos baseados em pesquisa
qualitativa. A aceitacdo dessa modalidade de pesquisa, nas suas inimeras
variantes, é notavel. O exame das publicagdes, nos principais periddicos de
pesquisa em Educacdo Matematica, permite dizer que a pesquisa quantitativa
estd em declinio. (D’Ambroésio, 2019, p. 19)
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Deste modo, com a pesquisa qualitativa mais consolidada e com os avancos da
comunidade de Educacdo Matematica, surgem diferentes modos de se realizar esse tipo de
estudo, dentre eles, a abordagem fenomenoldgica.

Edmund Husserl (1859-1938) é referenciado como o precursor da Fenomenologia e é um
dos principais autores dessa area, que contempla ndo s6 uma abordagem de pesquisa, mas
também uma escola filosofica, assumindo um modo de compreensdo do mundo e do

conhecimento. A esse respeito, Bicudo (2011, p. 29-30) apresenta que:

Fenomenologia é uma palavra composta pelos termos fenémeno mais 16gos.
Fendmeno diz do que se mostra na intuicdo ou percepcdo e l6gos diz do
articulado nos atos da consciéncia em cujo processo organizador a linguagem
estd presente, tanto como estrutura, quanto como possibilidade de
comunicagdo e, em consequéncia, de retencdo em produtos culturais postos a
disposi¢do no mundo-vida.

Segundo a abordagem fenomenoldgica, consciéncia é compreendida como um ato
intencional, é o estar atento a..., dirigido para... Ela vem do verbo latino intendo, tendi, tentum,
ere, que quer dizer tender em uma direcdo, estender, tender para, dentre outros significados
(Bicudo, 1999). Por sua vez, mundo-vida € interpretado como um mundo que tem vida (Bicudo,
2011), pois € a partir dele que olhamos para a totalidade, do modo como somos, e
compreendemos 0 mundo e o outro (que faz parte desse cenario tanto quanto nds), de modo que
ele se estende nessa totalidade que muda, por ser temporal, cultural e espacializado.

O fenbmeno, o que se mostra, ndo esta dado e pronto para ser observado pelo observador.
Essa é a principal diferenca entre a abordagem qualitativa fenomenoldgica e a qualitativa
natural (ou positivista), posto que, enquanto a atitude natural compreende que o objeto esta
dado, pronto para ser observado, sendo possivel analisar um antes e umdepois, delimitar causa e
consequéncia, a fenomenologia foca no que foi expresso pelos sujeitos nas vivéncias da
investigacdo, 0 que faz com que o dito constitua o fendmeno interrogado. O par
fendmeno/percebido indica que a qualidade do que é observado parte da percep¢do do sujeito
observador. Entretanto, essa percep¢do ndo pode conter pressupostos e resultados esperados e,
por essa razdo, deve-se ficar atento ao que se mostra.

Tal fenbmeno investigado parte da interrogacdo da pesquisa, como dito anteriormente, a
qual se busca compreender. Assim, € a interrogacdo que direciona o olhar do pesquisador para
aquilo que se mostra, procurando conhecé-lo, de forma, entéo, que “a interrogacao é correlata ao
interrogado e a quem interroga” (Bicudo, 2011, p. 22). Por conseguinte, o interrogado

(fendmeno) deve ser interpretado pelo pesquisador a medida que se mostra na vivéncia.



22

Assumida a postura fenomenoldgica, devemos ter em mente que:

A interrogagdo é diferente da pergunta, que indaga, solicitando
esclarecimentos e explicitagdes; do problema, que explicita a pergunta,
problematizando uma situagdo de maneira mais discursiva ou colocando as
variaveis ja determinadas que o constitua sob a forma de uma equacdo
algébrica; da hipdtese colocada sob suspeita, cuja confirmacdo ou negacao
fica por conta da pesquisa efetuada. Compreendemos que a interrogacao
subjaz a essas modalidades e que formular problemas, hip6teses e perguntas
sdo maneiras de assumir perspectivas a partir das quais a interrogacao sera
perseguida. Ela diz da perplexidade do investigador diante do mundo, a qual
se manifesta inclusive como forga que o mantém alerta buscando, perquirindo,
ndo se conformando com respostas quaisquer. As formas pelas quais a
interrogacao € explicitada sdo multiplas e tém a ver com a propria formacéo
do pesquisador e com sua concep¢do de mundo e de ciéncia. (Bicudo, 2012,
p. 21)

Assim, a interrogacéo constitui o norte por meio do qual o pesquisador se orienta, ndo se
assemelhando a postura de pesquisa naturalista, em que perguntas e problemas tratam de
respostas e solucBes, mas sim busca a compreensao das caracteristicas nucleares do que se
mostra na vivéncia, do que € investigado.

O vivenciado pelos sujeitos da pesquisa € expresso a partir da descri¢do das experiéncias
por meio da linguagem, de modo que “uma vez expressado e comunicado, o percebido ja ndo é
do sujeito, mas esta apresentado (dado) a comunidade, solicitando, entdo, procedimentos de
analise e interpretacao” (Bicudo, 2011, p. 19). Essa expressao pode ocorrer em diferentes
modalidades de linguagem, como a falada e a escrita, a gestual, dada a ver por figuras, sons,
entre outras possibilidades de se externalizacdo. Desta forma, a descricdo e a linguagem séo
fundamentais para a compreenséo do fenémeno.

A descricdo, como o proprio significado da palavra descreve, diz sobre o ocorrido, mas nao
de um modo axiomatico, inquestionavel, que compreende uma verdade absoluta, que traz
consigo julgamentos interpretativos, mas sim de maneira que o pesquisador entenda que a sua
descricdo trata do seu subjetivo, do que foi percebido por ele, que ndo necessariamente poderia
ser evidenciado por outro do mesmo modo, que outra pessoa poderia descrever diferentes

concepcdes do que lhe foi percebido. Deste modo, tem-se como principio que:

O pesquisador deve dispor de muita atencdo para com as descri¢des, pois elas
revelam falas, opinides, expectativas, gestos, interacfes, decepc¢des, duvidas e
guestionamentos que emergem da experiéncia dos sujeitos. Assim, ao voltar-
se para essa experiéncia, deve dirigir-se para ela buscando descrevé-la de
forma livre de interpretagfes ou julgamentos prévios, com a finalidade de
compreender o fenbmeno na forma como ele se nos mostrou. (Santos;
Venturin, 2010, p. 4)
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Assim, a analise das descricBes parte do interrogado e da consciéncia do pesquisador.

Desta forma, entendemos que:

[...] a preocupacdo da fenomenologia ndo é se deter na descricdo da
experiéncia focando as nuances da sua individualidade, mas visa mostrar as
estruturas em que a experiéncia relatada se da, deixando transparecer, nessa
descricao, as suas estruturas universais. (Bicudo, 2011, p. 46)

Com a descricdo, a experiéncia vivida se torna conhecida através da linguagem.
Conforme define Bicudo (1999, p. 37) “linguagem, na fenomenologia, é entendida como
comunicagdo entre 0s sujeitos mas também, e sobretudo, como organizadora e estruturante do
pensar”. Desta forma, a partir dela, mostra-se a organizagdo do pensamento e a exposic¢ao da

compreensao sobre o que se discute. Assim, temos que:

Ao trabalhar com as manifestac6es da coisa na percepcdo de quem percebe, a
Fenomenologia coloca em evidéncia a linguagem, entendida como expressao
do sentir, e o discurso, entendido como articulacéo daquilo que faz sentido.
Trabalha, desse modo, com o sentido e com o significado, com o “fazimento
de sentido” e com a significacdo. Dai a importancia que, para ela, assumem
tanto a analise estrutural quanto a analise hermenéutica. A primeira se debruca
sobre os aspectos da realidade presentes na manifestacdo. Trata-se dos
invariantes, aos quais se chega pela redugdo, dos aspectos descritos
exaustivamente pelos sujeitos investigados ao serem interrogados pelo
pesquisador. (Bicudo, 2019, p. 117)

Deste modo, o fendmeno se manifesta por meio da percepcao que se tem das descricdes
das experiéncias vividas pelos sujeitos. Nesse sentido, a analise fenomenoldgica recai sobre
essas percepcoes do dito e do percebido, buscando constituir o fendmeno que é investigado a
partir do que foi expresso pelos sujeitos na vivéncia do que é estudado, em conjunto com a
descricdo, por parte do pesquisador, do contexto de investigacao.

A abordagem fenomenoldgica busca a compreensdo do fendmeno a partir das descricoes
e do discurso dos sujeitos, o que faz com que o nuimero de sujeitos esteja diretamente
relacionado com o ndmero de expressdes dispostas para a interpretacdo. No entanto, mais
sujeitos ndo implicam em mais categorias ou melhor compreensdo do fenémeno, visto que a
analise se volta a convergéncia do que forma as caracteristicas do fenémeno, implicando, entéo,
que a definicdo do numero de sujeitos ndo siga uma norma, conforme aponta Bicudo (2011).

Pela propria formacdo de Husserl, reconhecido como um filésofo e matematico, ndo ¢ de

se espantar que a abordagem qualitativa fenomenoldgica esteja presente em pesquisas da
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Educacdo Matematica, afinal, ele mesmo desenvolveu pesquisas sobre a Aritmética e
Geometria. Como dito anteriormente, trabalhar com a fenomenologia é ndo s6 um método de
andlise, mas um modo de compartilhar de uma visdo de mundo e de conhecimento. Em outras

palavras:

Assumir uma postura fenomenoldgica ao trabalhar-se com Educacéo
Matemética significa buscar sentido daquilo que se faz ao ensinar e ao
aprender matematica; dos contedos matematicos veiculados na cultura, quer
sejam aqueles do senso comum e do cotidiano vivido pelos sujeitos, quer
sejam os veiculados em livros, revistas especializadas e na academia; das
ideologias que permeiam as redes de significados das concepcdes
matematicas, das percepcdes pedagogicas, da pratica educacional. E buscar
compreender o sentido que o mundo faz para cada participante de um processo
especifico de ensino e de aprendizagem, procurando pontos de interse¢édo de
horizontes de compreensdo; é ficar atento ao outro, cossujeio do mundo-vida,
interlocutor do compreendido e presenca nuclear no processo de
autoconhecimento. E proceder constante e sistematicamente a anélise, a
reflexdo e a critica das verdades aceitas. (Bicudo, 1999, p. 31, grifos do autor)

Compreendemos, entdo, que a Matematica ndo pode ser tomada como um fato, dado ou
evidéncia cientifica, mas sim vista em convergéncia com a busca de sentido e atribuicdo de
significado, cerne da Fenomenologia. Deve-se buscar o sentido desse fato e sua compreenséo
pode se dar em niveis diferenciados da experiéncia vivida, nos préprios atos realizados, bem
como nos seus desdobramentos e expressdes, como aponta Bicudo (2009).

Deste modo, os objetos matematicos no enfoque fenomenoldgico sdo entendidos como
objetos ideais, “constituidos na intuicdo essencial ou eidética, portanto na subjetividade
psiquica” (Bicudo, 1999, p. 38), mas que transcendem essa esfera e se fazem presente no
mundo-vida e na consciéncia. Assim, os objetos matematicos, apresentados a diferentes
culturas, temporalidades e espacialidades através da linguagem, principalmente da linguagem
escrita, estdo sujeitos a interpretacdes de novos aprendizes que busquem o sentido e o
fundamento do que foi escrito, com a percep¢do perspectival que se concretiza nessa cultura,
nessa temporalidade e nessa espacialidade, agora do sujeito que os interpreta.

Assim, um ato presente tanto na pesquisa fenomenoldgica quanto na acdo pedagdgica
baseada nessa perspectiva € a reflexdo. A reflexdo é entendida como ato intencional, um
movimento de dar um passo atras e olhar o feito (Bicudo, 1999) se faz presente na analise das
descri¢Oes e nos discursos da pesquisa, bem como no cotidiano escolar que se volta para as

acOes individuais e coletivas, para compreender, analisar e critica-las. Deste modo, temos que:

Em aulas de matemaética, essas atividades abrangem a exposicdo dos
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raciocinios operados, a analise do seu ponto de partida, da sua sequéncia e da
antecipacdo de outras possibilidades, por meio da imaginagdo. Ou abrangem
a apresentacdo de figuras que representam o pensado, movimentando-as na
profundidade que o ver em perspectiva permite, lancando luz e sombra e
contando o visto. Abrangem a anélise de textos, de programas de informatica
etc. (Bicudo, 1999, p. 42)

Esse momento de reflexdo se faz presente em diferentes investigacOes, as quais podem
interrogar textos historicamente situados ou pesquisas que focam o o qué ou o como do
fendmeno em questdo. No entanto, independentemente do foco, os relatos das experiéncias sdo o
centro da analise e sdo registrados atraves de depoimentos falados, gravados e transcritos ou
por meio de filmagens em video de um cenario mais amplo, dentre outras possibilidades. A
partir das descricGes dessas experiéncias dadas a ver por depoimentos falados, gravados e

transcritos:

[...] o pesquisador se debruga sobre o texto escrito oriundo da fala (gravada,
escrita) e procede mediante leituras atentas, com a intengdo de destacar o que
de importante, em relacédo a interrogacéo, esta sendo dito. Desdobra a pesquisa
em analises de sentidos/significados que se doam a compreensdo mediante
idas e vindas ao que o depoente diz, ao seu contexto de vida, a polissemia das
palavras, de maneira que no movimento das reducGes efetuadas, ocorre a
abertura para a complexidade dos significados, preparando a andlise
hermenéutica. (Bicudo, 2012, p. 23)

Assim, inicia-se a analise das falas dos sujeitos, retomando o texto com as transcri¢oes e
buscando os significados do que foi dito. Com isso, ha a convergéncia das ideias expressadas a
partir da vivéncia, de modo que essas expressdes, com os significados analisados ndo sob uma
percepcdo momentanea, mas sob uma reflexdo que retoma as falas diversas vezes, caracterizam
o fendmeno investigado.

Diante do estudo desenvolvido, retomamos a interrogacao deste trabalho, a saber: “O que
se revela em um estudo sobre Autovalores e Autovetores com TDICs, junto a alunos de um
curso de graduagdo em Licenciatura em Matematica?”.

Deste modo, entendemos que a abordagem qualitativa seja adequada, visto que buscamos
as qualidades e a natureza da interacdo entre estudantes e TDICs durante o estudo de um topico
referente @ Matematica académica, justificando, assim, o porqué de realizarmos essa
investigacdo no ambito da Educacdo Matematica.

A interrogacdo busca por compreensdes? dos significados produzidos e revelados em uma

2 Compreender é tomar o objeto investigado em sua totalidade, a dizer, buscar mais e mais
peculiaridades, perspectivas, andar em torno daquilo que procuro, indagando, mantendo sempre viva, e
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acao conjunta entre alunos, professor e as tecnologias envolvidas no processo. Assim, buscamos
o sentido do conceito que queremos discutir e compreender o sentido que, por sua vez, ele faz
para o sujeito. Interessa-nos igualmente, enquanto se discute, atentar para como as tecnologias
trabalham para a compreensao desse conhecimento.

Tendo em vista que o fendmeno é o que é visto disso que se mostra (Bicudo, 2010),
entendemos que o fendmeno investigado neste trabalho trata das nossas compreensdes a partir
do estudo de autovalores e autovetores com TDICs realizado pelos alunos. VVoltamo-nos, entéo,
para ele, tomando o objeto investigado em sua totalidade, intentando verificar peculiaridades e
perspectivas, indagando, mantendo viva e dindmica a interrogacao inicial, ou seja, buscando a
compreensdo do fendbmeno. Assim, seguimos com uma abordagem fenomenoldgica para
compreender tais inquietagdes, cujos passos e procedimentos serdo apresentados no capitulo

sobre analise e discussdo dos dados.

dindmica, a interrogacdo inicial, que movimenta e deixa curioso, o pesquisador. (Bicudo, 1993; Bicudo;
Martins, 2005).
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3 LICENCIATURA EM MATEMATICA, ALGEBRA LINEAR E TDICS:
INVESTIGANDO POSSIVEIS RELACOES

Trazemos, no presente capitulo, consideracdes especificas sobre a formacéo inicial do
professor de Matematica e a compreenssdo da ideia de forma/a¢do nos cursos de Licenciatura.
Discutimos questdes relacionadas a didatica e a pratica pedagdgica, bem como questdes
relativas a formacdo Matematica e como elas se relacionam. Também apresentamos reflexdes
sobre 0 avanco tecnologico e sobre como tanto os espacos de formacgdo docente quanto 0s
ambientes educacionais foram afetados por eles.

Ademais, dentre as disciplinas obrigatdrias para a formacdo em Matematica , discutimos
sobre a Algebra Linear, seu histdrico, os motivos de sua oferta e seu papel na formagao docente,
além de tecer comentarios sobre pesquisas em Educacdo Matematica que investigam questdes
dessa disciplina como as principais dificuldades dos estudantes. Compreendemos a necessidade
de empreender essa discussdo sobre as dificuldades desta tematica, uma vez que nos propomos
a investigar o estudo de um de seus conteudos.

Em seguida, tratamos sobre os autovalores e autovetores, tdpico central desta
investigacdo. A partir de um recorte histérico acerca desse conteldo, apresentamos sua
definigdo e questdes semelhantes as exibidas anteriormente sobre a disciplina de um modo geral,
mas agora investigando as peculiaridades destes conceitos.

Encerramos este capitulo discutindo como o avanco tecnoldgico impacta a disciplina de
Algebra Linear, além de como esses conceitos também impactam o desenvolvimento
tecnologico. Ao abordarmos a aprendizagem desses conceitos com TDICs, evidenciamos
algumas pesquisas, com vistas a trazer uma diversidade de programas e de contetdos, inclusive

o de autovalores e autovetores.

3.1 Aspectos gerais sobre a formacao inicial do professor de Matematica

No Brasil, a formacdo do profissional que atuara na Educacdo Basica acontece por meio
dos cursos de Pedagogia e de Licenciatura, oferecidos por instituicdes publicas ou privadas de
ensino. Podemos afirmar que essa formagéo do professor ganhou destaque apos a expansdo das
redes de ensino na década de 90, em um curto espaco de tempo e, desde entdo, busca-se
acompanhar com maior atengéo esse processo.

De acordo com os dados divulgados pelo Censo da Educacéo Superior de 2022 (Brasil,

2022), dos 789,1 mil alunos ingressantes em cursos de Licenciatura naquele ano (o que
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corresponde a 17% dos ingressantes na graduacdo), 81% foram na modalidade de ensino a
distancia. Nas instituicdes privadas, 93,7% dos alunos de licenciatura que ingressaram foram
nessa modalidade, enquanto que, nas institui¢des publicas, foram 22,2 %. Essa diferenca ndo é

atual, pois, conforme € possivel destacar:

Na sequéncia temporal 2001-2011 h& uma visivel migragdo dos cursos de
licenciatura para o regime a distancia, 0 que ndo ocorre na mesma propor¢ao
com outros cursos de graduacdo. Por exemplo, entre os cursos de bacharelado,
73% eram de oferta presencial em 2011, enquanto apenas 17% das
licenciaturas assim se caracterizavam. As licenciaturas a distancia oferecidas
por institui¢des privadas detém 78% das matriculas em cursos de formagéo de
professores. Esse dado é notavel, uma vez que, em 2001, havia apenas
matriculas em licenciaturas a distancia em instituicdes publicas, e, em 2002, a
proporcao era de 84% de matriculados em EAD nessas institui¢oes, e 16% nas
instituicdes privadas. (Gatti, 2013, p. 36)

A partir do exposto, identificamos o avanco da modalidade a distancia desde o inicio do
século até agora, ocasionando a diminui¢do da procura por cursos presenciais. De acordo com
Gatti (2013), a inversdo nesses dados esta associada a politicas que desde 2005, favorecem a
expansdo do Ensino a Distancia nesse segmento de instituicdes. Ressaltamos que as
consideracOes que faremos serdo apresentadas tendo em mente a formacao presencial, de modo
que ndo abordaremos as preocupacdes especificas referentes ao Ensino a Distancia. Assim, 0s
dados anteriores visam somente a nos auxiliar na compreensdo do cenério atual dos cursos de
formacdo de professores.

O Censo de 2022 também apresenta o nimero de matriculados em diferentes modalidades
de Licenciatura, sendo o curso com maior numero de inscritos o de Pedagogia, com 49,2 %,
seguido pelo curso de Educagéo Fisica, com 6,9 %. O curso de Licenciatura em Matematica
fica com a terceira posicdo, com 5,6 %, referente a 94.318 matriculados.

O curso de Licenciatura em Matematica tem como principal objetivo formar o professor
que atuara na Educacdo Basica, mais especificamente nos Anos Finais e no Ensino Médio.
Desta forma, para estruturar a formacdo desse profissional, os cursos nas universidades
organizam as disciplinas de modo a tratarem tanto de contetdos matematicos (também
chamados de dominio especifico) quanto das metodologias de ensino, sendo possivel abordar
diferentes temas relacionados a esses dois aspectos da formacao.

Tal estruturacdo do curriculo advém do inicio deste século, pois, em anos anteriores, era
organizada uma base curricular chamada de “3+1”, na qual o estudante cursava, em trés anos,
somente as disciplinas de conteldos matematicos e, no ultimo ano, as disciplinas com carater

pedagogico, obtendo, entdo, o titulo de Licenciado. Com a alteracdo, iniciada com a publicacdo
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das Diretrizes Curriculares Nacionais para a Formacgédo de Professores (Brasil, 2002), surge,
entdo, essa nova estrutura, segundo a qual as disciplinas pedagdgicas ndo devem ser trabalhadas
apenas no Gltimo ano, mas sim durante toda a formacao do futuro professor. Além disso, as
disciplinas de contetdos matematicos devem trazer também discussfes sobre praticas de ensino
relacionadas a Educacédo Bésica.

A partir de entdo, iniciam-se as discussdes sobre a formacéo do professor diante deste
novo cendrio. Por exemplo, Fiorentini (2005) aborda e problematiza a formacdo matematica
e didatico-pedagdgica do futuro professor nas diferentes disciplinas do Curso de Licenciatura,
evidenciando que mesmo aquelas cujos objetivos sdo distintos podem se relacionar e até mesmo
agregar uma a outra.

Tratando sobre a formacdo matematica do futuro professor, ele afirma que:

Por isso, para ser professor de Matematica ndo basta ter um dominio
conceitual e procedimental da Matematica produzida historicamente.
Sobretudo, necessita conhecer seus fundamentos epistemoldgicos, sua
evolucdo histdrica, a relagdo da Matematica com a realidade, seus usos
sociais e as diferentes linguagens com as quais se pode representar ou
expressar um conceito matematico. (Fiorentini, 2005, p. 110)

Significa dizer que ndo se trata de uma Matemaética simplificada ou inferior aquela da
formacdo do Bacharel, mas deve-se ter em mente que as preocupacdes serdo diferentes para
grupos diferentes. Para o licenciando, a capacidade de estabelecer relagdes entre a matematica
académica, a matematica escolar e a matematica do cotidiano ndo-formal sdo exemplos dessas
preocupacoes, conforme define Fiorentini (2005). Mais adiante, sobre a formacao pedagdgica

do docente nas disciplinas matematicas, concordamos quando o autor afirma que:

A maioria dos professores de Calculo, de Algebra, de Analise, de Topologia
etc. acredita que ensina apenas conceitos e procedimentos matematicos.
Embora alguns professores tenham consciéncia e busquem deliberadamente
desenvolver uma pratica que reproduza ou cultive suas crengas e valores,
outros — e provavelmente em maior nimero — ndo percebem que, além da
Matematica, ensinam também um jeito de ser pessoa e professor, isto é, um
modo de conceber e estabelecer relagdo com o mundo e com a Matemaética e
seu ensino. Ou seja, h& um curriculo oculto subjacente & acdo pedagdgica
desse professor, pois ele ensina muito mais do que pensa estar ensinando. O
futuro professor ndo aprende dele apenas uma Matematica, internaliza também
um modo de concebé-la e de trata-la e avaliar sua aprendizagem. (Fiorentini,
2005, p. 110-111, grifo do autor)

Assim, a formacdo desse profissional ocorre o tempo inteiro nos dois saberes citados.

Isso porque ao mesmo tempo que hoje esta na sala de aula, ja esteve la por muitos anos antes, ja
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lidou e lida com sua futura profissdo durante todo o tempo de seus estudos, diferente de outras
areas em que é possivel distinguir o perfil profissional e o perfil professor. Deste modo, 0s
formadores de futuros professores devem ter ciéncia de que seu impacto na formacao pode ser
maior do que apenas tratar as questdes curriculares, visto que a propria experiéncia que o
estudante teve durante a Educacdo Bésica pode fazer parte do seu modo de ser quando estiver
atuando como docente.

Ao mesmo tempo, vale ressaltar que as disciplinas pedagdgicas podem sim influenciar

a formacdo matematica. Adiante, Fiorentini (2005, p. 112) expdem que:

Elas podem, também, contribuir para alterar a visdo e a concepgdo de
Matematica, principalmente se o foco passa a ser ndo mais o conhecimento
pronto e acabado, como geralmente aparece em alguns manuais didaticos, mas,
0 saber em movimento em seu processo de significacdo e elaboracéo, tendo a
linguagem simbdlica como mediadora desse processo de significagdo. O saber
matematico passa a ser visto como um saber sécio-cultural que é produzido
nas relagdes e praticas sociais, e pode expressar-se de multiplas formas, sendo
uma delas a forma académica formal.

Assim, as disciplinas deste grupo podem permitir uma ressignificagdo de conceitos e de
procedimentos ja conhecidos, sendo esse conhecimento prévio ou como ele se faz presente nas
salas de aula atualmente também objeto de estudo e de discussdo entre a classe, a partir das
experiéncias praticas dos estudantes.

Esse modo de compreender a formacdo inicial tendo como base diferentes saberes
também pode ser apresentado pelos proprios estudantes da Licenciatura. A partir de uma
abordagem fenomenolodgica, Paulo, Amaral e Santiago (2011) discutem em sua pesquisa a
interrogacao: “Para vocé, o que é importante para a formagdo de professores?”, feita a quatro
estudantes da Licenciatura em Matematica de uma Universidade do Estado de S&o Paulo, e,
apos a analise, expbem duas categorias expressas pelos sujeitos: 0 conhecimento didatico e o

conhecimento cientifico. As autoras abordam a compreenséo de que o conhecimento didatico:

refere-se ao conjunto de ideias, conteldos e concepgdes acerca do ensino e da
aprendizagem que compdem o gque denominamos de pratica pedagogica do
professor. Essa pratica é influenciada tanto por pressupostos cientificos
aprendidos nos cursos de formacdo de professor quanto pela vivéncia desse
futuro professor ou aluno dos cursos de graduacéo no processo de atuagéo ou
formagdo que tem em vista as exigéncias sentidas no &mbito da escola e da
sociedade. (Paulo; Amaral; Santiago, 2011, p. 78)

Por essa razdo, o estudante deve ter contato com estratégias de ensino e de avaliacéo,
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além de modos de selecdo e de preparacdo dos contetdos. Quanto a esses conhecimentos, 0s
sujeitos da pesquisa relatam o conflito entre teoria e pratica, quer sejam conceitos matematicos
ou pedagdgicos, expondo a falta de explicitagdo de como realizar sua abordagem em uma sala
de aula.

Eles compreendem o conhecimento cientifico como o conhecimento matematico que
Ihes possibilita serem professores, fazendo referéncia aos conteudos disciplinares, mas também
a métodos de célculo ou técnicas especificas. Entretanto, os estudantes “deixam transparecer
gue o conhecimento tedrico aparece, mas nao conseguem relaciona-lo com a sua préatica docente,
com o seu futuro ser-professor nem com o conhecimento prévio que tem sobre o que esta sendo
aprendido” (Paulo; Amaral; Santiago, 2011, p.81). Deste modo, ressaltam a importancia
da formagdo académica, mas também evidenciam a necessidade de refletir e de planejar a

atuacdo docente, tal como fardo na pratica, caso contrario:

[...] 0 seu “ser professor” ndo se manifesta ou ndo se constitui. O presente
vivido com o conhecimento cientifico da sala de aula ndo resgata o conhecido
e ndo leva a projecdo de possibilidades. Nao lhe € dada a possibilidade de um
pensar o seu “ser professor” que permita que o que nos vem ao encontro, no
aprender matematica, seja presente, carregando o passado e abrindo
possibilidades de projecbes futuras, pois os alunos siao “guiados” pelo
conhecimento cientifico em que é pressuposto como valido apenas o
conhecimento que é provado, ou derivado de pressupostos e conclusdes.
(Paulo; Amaral; Santiago, 2011, p. 81)

Observando estes dois aspectos considerados importantes para sua formacéo, as autoras
ressaltam que os estudantes ndo reconhecem a associacdo entre eles, fazendo com que os
considerem como preocupac6es distintas, o que, para elas, ocorre devido a falta de estimulo do
pensamento criativo ou de atribuicdo de significados aos conhecimentos da area.

As considerag0es expostas por Fiorentini (2005) e por Paulo, Amaral e Santiago (2011)
evidenciam o cenario em que o discente ainda compreende sua formacao dividida em duas areas
distintas que ndo se associam, uma delas relacionada ao conhecimento matematico e a outra ao
pedagogico, exigindo que o formador de professores apresente as possiveis conexdes entre esses
diferentes saberes. Desse modo, uma mesma disciplina pode contribuir com esses dois aspectos,
pois, enquanto instiga o estudante a refletir sobre o que lhe foi mostrado, visando algo além do
conceito discutido, traz também possibilidades de ensino, tornando exequivel ao futuro docente
refletir sobre seu escopo de ser professor de Matematica.

De maneira geral, ¢ comum que, nos cursos de Matematica, sejam oferecidas duas

modalidades de formacdo, a Licenciatura e o Bacharelado, o que ocasiona também o
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oferecimento de uma mesma disciplina para esses dois grupos na mesma turma. Nesse sentido,
verifica-se a existéncia de uma intersecdo entre as duas formacdes, a qual ndo deve ser
desprezada. Contudo, deve-se igualmente ter em mente que uma mesma disciplina oferecida a
esses dois grupos requer momentos que tratem das caracteristicas e dos objetivos de cada
formacéo, de modo que uma ndo se sobressaia & outra. Assim, precisamos nos atentar as
articulacdes entre as disciplinas de formacéo especifica e as de formacao pedagdgica, para que
ndo aconte¢a uma formagao “3+1” nem implicitamente, nem de forma a isolar as disciplinas do

curriculo. Concordamos que:

dessa forma, se considerarmos que 0 propésito da Licenciatura em
Matematica é, fundamentalmente, formar o profissional que ira atuar na
educacdo basica, e que essa atuacdo envolve uma pratica docente escolar
em matematica, torna-se essencial articular todo o curso, todas as disciplinas
e atividades de modo coerente com tal perspectiva. Isso ndo significa que
disciplinas e atividades optativas ndo sejam bem vindas, tendo em vista a
formagdo do licenciado de modo mais amplo. Contudo, trata- se de ressaltar o
que deve ser tratado prioritariamente no curso. (Shem, 2013, p.7)

Assumindo uma postura fenomenoldgica, Paulo, Santiago e Amaral (2013) analisam as
Diretrizes Curriculares Nacionais de diferentes cursos de Licenciatura, dentre eles, o de
Matematica e, a partir de sua interpretacao, apresentam trés categorias acerca do perfil esperado
dos futuros professores: formagéo para a agdo em sala de aula, formagéo para a construcéo do
conhecimento pedagogico, cientifico e cultural e formacdo para anlise e participacao critica na
autoformacao e na gestao educacional.

Quanto a formacdo para acdo em sala de aula, entendem que este é o foco dos cursos de
Licenciatura, mas também consideram que o professor sempre estd em formacao. Deste modo,
este perfil trata do conhecer, do vivenciar, do elaborar e do avaliar propostas e projetos de ensino
na area do “fazer” e do “como fazer”. Assim, fica evidente que a abordagem de diferentes
conteudos da formacéo pode ser 0 momento em que o0s estudantes se deparam também com
novas possibilidades de ensino.

No tocante a necessidade de formar professores para a constru¢do do conhecimento
pedagogico, cientifico e cultural, expbem preocupacdes referentes ao “conhecimento de
questdes contemporaneas para o entendimento do contexto global e social”, a “importancia
social da profissdo como possibilidade de desenvolvimento social” e & “visdo critica do papel
social da Ciéncia”.

Além disso, por considerarem que a participagdo na gestdo € uma pauta importante

guando se trata de gestdo democratica, a partir da organizacao escolar, as autoras compreendem
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a necessidade de uma formacdo para andlise e participacdo critica na autoformacéo e na gestéo
educacional, de modo que o professor esteja apto a fazer parte das tomadas de decisfes que
ocorrem coletivamente, priorizando uma gestdo democréatica por meio de um trabalho coletivo
e participativo.

Seguindo ainda em uma perspectiva fenomenoldgica para tratar a formacgdo de
professores, temos como possibilidade de compreender, nos cursos de Licenciatura, a
concepcao de forma/acgdo. Essa expressdo foi cunhada por Bicudo em seu trabalho publicado
em 2003, “para dar énfase ao significado de forma como manifestagao de algo que assume uma
configuragdo por meio de um ato atualizador em acao” (Orlowski, 2023, p. 20). Inferimos,
entdo, que uma agdo impacta em um modo de ser, em uma forma que carrega consigo
concepcdes de mundo, de educacdo, de Matematica, entre outras, as quais se materializam e,
sob a reflexdo do que foi realizado, retomam uma acdo modificada, que vai se concretizar em

uma forma, compondo, assim, um espiral que ndo se finda. Dessa forma:

ao solicitar que se compreenda as dimensdes da forma e da a¢do na palavra
formacdo, em entrelagamento, unindo-as, expressa no sinal grafico </> um
aceno para atencdo a dindmica formativa, cuja condi¢do de possibilidade se
realiza em esforco reflexivo de dar-se conta de si, em acdo de formar e formar-
se com o outro. (Orlowski, 2023, p. 22)

Destacamos que “forma/agdo ndo ¢ um constructo, muito menos uma Pré-concepcao
assumida, mas modos de ser que anunciam a possibilidade de investigar o0 movimentar-se
humano intencional, em condi¢des de abertura as dinamicas formativas” (Orlowski, 2023, p.
22).

As acdes de aprender-ensinar Matematica podem constituir os momentos de atualizacdo
do (futuro) professor. No caso dos estudantes de Licenciatura, podemos compreender que
aprendem Matematica, seja por um aprofundamento de conceitos seja pela apresentacdo de
outros até entdo desconhecidos e, neste movimento, a concepcdo de ensinar Matematica
também pode se fazer presente, através da revisdo de contetidos, da discussdo sobre 0 ensino
de diferentes topicos ou até mesmo do entendimento acerca de como 0 modo como algo foi
aprendido pode fazer parte do seu modo de ensinar esse mesmo assunto. Assim, ndo estamos

olhando para dois processos, 0 de ensino e o de aprendizagem, mas sim para o:

[...] aprender-ensinar Matematica com o hifen, como entrelagamento de
ambos, [0 que] significa um compromisso assumido consigo e com o outro,
de cuidado ao formar-se e formar, em uma perspectiva critica e reflexiva,



34

tendo em vista a Matematica enquanto possibilidade formativa de pessoas.
(Orlowski; Mocrosky; Bicudo, 2023, p. 9)

Consideramos que 0 modo de ensinar caracteriza a forma, isto €, um modo de ser, de agir.

Por isso, ndo podemos perder de vista que:

as formas, como as ideias, carregam ideais e valores. Vo sendo produzidas
historicamente no contexto historico, cultural, social e politico no qual se
caracterizam as concep¢fes sobre educacdo, Matematica e as pessoas, de
modo que a forma vai sendo nutrida nesse contexto material de concepcdes e
valores que indicam direcBes (praxis, relagbes sociais, pessoas que tém
expectativas, modos de ser e de compreender, dos conhecimentos produzidos,
preservados e comunicados pela linguagem e pela tecnologia disponivel).
(Orlowski, 2023, p. 21)

Assim, para que a forma/acdo se concretize, é imprescindivel a reflexdo sobre o que foi
realizado, sobre os modos como as coisas aconteceram, no ambito individual e coletivo, a qual
deve impactar uma mudanca de agir e de ser. Compreendendo desse modo, temos a ideia de

que:

[...] nunca estamos formados, mas estamos sempre em condicao de vir-a-ser,
ou seja, estamos sempre em forma/acdo. Tal condicdo aberta nos indica
também que ndo ha etapas ou limites cronoldgicos, uma vez que vai se dando
ao longo da vida do docente, enlacando as vivéncias em que o fazer
matematico ocorre, bem como com as expressdes matematicas. (Orlowski,
2023, p. 21-22, grifo do autor)

Diante da ideia de vir-a-ser, temos a concep¢do de um movimento que tende a ser, de
forma que o professor nunca estara formado, no sentido de completamente pronto, como se ndo
houvesse mais nada para alterar em sua préatica ou algo novo para aprender, pelo contrario,
considera-se que cada mudanca gerada por uma reflexdo sobre seu modo de agir se aproxima
de novos modos a medida que aprende e ensina.

Compreender essa caracteristica como algo presente ao longo da carreira docente inclui
considerar os cursos de Licenciatura, momento no qual se inicia a prepara¢do direcionada a
acdo docente. Os estudantes da Licenciatura podem desenvolver essa concepcdo acerca da
necessidade de se manter em forma/acédo diante da percepcdo de diferentes conhecimentos,
modos de ser, de ensinar, de aprender, fazendo com que entendam a importancia de refletir
sobre sua acdo e sobre a necessidade de se manter sempre nesse movimento de um tender a ser.

Assim, percebemos que as discussdes sobre a formacéo inicial do professor sao constantes

e necessitam de revisdes, com vistas a acompanhar tanto as mudancas da sociedade, de um
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modo geral, quanto os resultados das pesquisas educacionais que tratam deste tema.

Podemos considerar que os ultimos anos foram marcados por um grande avanco
tecnologico e, cada vez mais, discute-se a presenca e 0s impactos, nos ambientes educacionais,
de computadores, calculadoras, tablets e smartphones, presentes nas escolas, seja por uma agédo
pedagogica seja pelos proprios estudantes. Entretanto, a presenca das TDICs em diversos
afazeres no meio urbano ndo implica, necessariamente, em mudancas nas acfes pedagogicas
(Paulo; Pereira; Pavanelo, 2020), de modo que o estudante de Licenciatura deve vivenciar
modos de ensinar e de aprender com as tecnologias para sua formacao.

O trabalho docente com TDICs também é recomendado por documentos nacionais, como
as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Formacdao de Professores da Educacao Basica (Brasil,
2002, p. 1), que ressalta a necessidade do preparo para “o uso de tecnologias da informagao e
da comunicacdo e de metodologias, estratégias e materiais de apoio inovadores” nos
Referenciais Curriculares Nacionais dos cursos de Bacharelado e Licenciatura (Brasil, 2010, p.
79), os quais apontam as “tecnologias da informacdo e comunicacdo aplicadas ao ensino de
matematica” como tema a ser abordado na formagao ¢ na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) (Brasil, 2017), que incentiva o trabalho dos estudantes com tecnologias em todo o
periodo da Educacdo Basica.

Discute-se a formag&o para o uso de TDICs a partir de diferentes concepgdes. Entre elas,
compartilhamos da visdo proposta por Mocrosky, Mondini e Orlovski (2018). Segundo as
autoras, para que o professor trabalhe com TDICs, é necessario que elas estejam nos espacos
de formacdo, como a universidade e a escola, local de sua atuacdo e continuacdo de sua
formacdo. Entretanto, apenas sua presenca ndo é suficiente, é preciso que o professor saiba

como agir diante dessa possibilidade, isto é:

ndo negamos a importancia de acBes que visem a familiarizacdo, bem como
indicacdes de atividades pedagdgicas inspiradoras para professores, mas
entendemos que, mais do que compreender a tecnologia, é preciso
compreender-se com ela, tanto o professor como o aluno. E preciso ir além
do ter e do saber usar. (Mocrosky; Mondini; Orlovski, 2018, p. 42, grifo dos
autores)

Assim, 0o momento da formacao inicial pode fazer com que o futuro professor compreenda
possibilidades de agir, de ser e de estar com TDICs enquanto vivencia esse periodo, mas também
se projeta para a futura pratica docente.

Nacarato (2006) aponta alguns avancos, desafios e lacunas destacadas por pesquisas que

tratam da formacdo inicial. Dentre os desafios e lacunas, aponta, respectivamente, os saberes e
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0 papel do professor formador e as poucas transformacdes a partir das pesquisas.

Dentre os avancos, a autora sublinha as experiéncias em disciplinas com carater
pedagogico que possibilitam a producdo de saberes sobre determinados tépicos da Matemaética
escolar, a criagdo de novos cursos de Licenciatura com atividades em que o licenciando esteja
inserido na prética pedagodgica desde o inicio de sua formacdo, o papel desempenhado pela
Préatica de Ensino e pelo Estagio Supervisionado, o trabalho coletivo nas instituicdes e, por fim,

destaca:

as contribuices que as atividades extracurriculares e espacos institucionais
paralelos ou marginais trazem para a formacdo docente. Esses espacos
compreendem: disciplinas extracurriculares, cursos de extensdo, uso de
laboratérios de ensino, grupos de estudos, dentre outros. (Nacarato, 2006, p.
134)

Assim, compreendemos que as atividades extracurriculares ndo complementam a
formacéo inicial, mas fazem parte dela tanto quanto outras experiéncias vivenciadas pelos
estudantes, desde que proporcionem reflexdes compativeis com o0s objetivos da formagéo,
conforme apontado pela SBEM (2013), referenciada anteriormente.

Desta forma, entendemos que propostas semelhantes as do presente trabalho beneficiam néo
somente o0 pesquisador e a pesquisa, mas também os participantes, haja vista que, nelas, séo
discutidos tdpicos da pratica futura, podendo marcar igualmente um contato mais proximo com
investigacBes educacionais, bem como com a possibilidade de uma Pés-Graduacéo, lidando
com o futuro profissional em diferentes aspectos para além da pratica em sala de aula.

E consenso a necessidade de se ter atencdo aos saberes trabalhados na formacdo, ja
expostos anteriormente. Neste sentido, podemos destacar a publicacdo dos Referenciais
Curriculares Nacionais para Cursos de Licenciatura em Matematica (Brasil, 2010),
especificamente em sua pégina 79, em que ressalta a importancia de o professor ter um sélido
conhecimento da Matematica e de estratégias de ensino. Adiante, apresentam os temas de

formacéo do futuro professor e, dentre eles, encontramos a disciplina de Algebra Linear.

3.2 A disciplina de Algebra Linear

O primeiro curso de Matematica no Brasil foi organizado pela Universidade de Séo Paulo
(USP) em 1934 e visavaa formar professores para 0 ensino secundario (hoje
compreendido como Anos Finais do Ensino Fundamental e o Ensino Médio) e também

pesquisadores. Entretanto, a disciplina de Algebra Linear aparece pela primeira vez no curriculo
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deste curso em 1965, ainda que ja existisse desde 1961 nos cursos de Engenharia da Escola
Politécnica de Sdo Paulo, conforme relatam Lima e Gomez (2018). Mesmo que a disciplina
somente tenha aparecido depois de mais de 30 anos da fundagdo do curso, ha registros de que
alguns topicos que hoje fazem parte dela, ja constassem nas ementas de outras matérias
oferecidas, como discussdes acerca de espagos vetoriais e transformagdes lineares.

Com o oferecimento dessa disciplina em 1965 pela USP, outras universidades também

buscaram oferta-la ao longo do tempo, no entanto, conforme relata Traldi Junior (2020, p. 85):

A obrigatoriedade do oferecimento de contetidos de Algebra Linear nos cursos
de licenciatura em matemaética teve amparo legal, na homologacéo, em 2003,
das Diretrizes Curriculares para os Cursos de Bacharelado e Licenciatura, que
destaca a presenca obrigatéria dessa disciplina entre as subareas de
conhecimento que deveriam estar presentes na formacgdo do professor de
matematica.

A oficializacdo da disciplina na década de 60 ndo foi exclusividade do Brasil, uma vez
gue, na mesma década, houveram os primeiros cursos oferecidos nas universidades dos Estados
Unidos. Contudo, as questdes que envolvem a Algebra Linear s6 foram ganhar mais atencio das
pesquisas em Educacdo Matematica a partir de 1985, com os estudos de pesquisadores da
Franca e dos Estados Unidos, como Jean-Luc Dorier e Guershon Harel, sendo que
anteriormente o principal foco era a disciplina de Calculo, conforme relata Hillel (2000).

Nos Estados Unidos, em 1990, um grupo de educadores matematicos formaram o Linear
Algebra Curriculum Study Group (LACSG), Grupo de Estudos do Curriculo de Algebra Linear,
em traducdo livre, um movimento que indica a importancia de discussdes e pesquisas sobre essa
area. A partir do dialogo com professores responsaveis por essa disciplina em diferentes cursos
de diferentes universidades norte-americanas, o grupo publica 5 recomendagdes para um
primeiro curso de Algebra Linear (Carlson et al., 1993).

Considerando que diferentes formacdes costumam ter apenas uma disciplina de Algebra
Linear, como cursos de Engenharia, a primeira recomendacdo foi a de que a disciplina
trabalhasse as necessidades especificas da formacdo da turma em questdo. A segunda
recomendacdo tratou da abordagem da disciplina e, de modo geral, sugeriu que o trabalho fosse
orientado para matrizes, com menos foco na abstracdo e mais foco na resolucéo de problemas
e aplicagdes. Ainda no tocante a esta recomendacgéo, houve a apresentacdo de uma sugestéo de
ementa com os principais conteudos e topicos especificos definidos. Os contetudos eram: Adi¢édo
e Multiplicacdo de Matrizes, Sistemas de Equacgdes Lineares, Determinantes, Propriedades do

Rn, Autovalores e Autovetores e Ortogonalidade, com cada contetudo evidenciando os topicos
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que consideravam principais. Por fim, apresentaram alguns tdpicos suplementares, que
poderiam ser abordados a depender do tempo e do curso de formacdo em questéo.

A terceira recomendacdo tratava de considerar as necessidades e os interesses dos
estudantes, de modo que apresentasse exemplos praticos e permitisse um ambiente de interacéo,
em que houvesse comunicacdo e o desenvolvimento de conjecturas. A quarta se referia ao
incentivo para o trabalho com tecnologias nesta disciplina, com computadores ou calculadoras.
Por fim, a Gltima recomendag&o é que houvesse um segundo curso de Algebra Linear para os
cursos de Matematica, com duas possiveis abordagens, sendo uma que trabalhasse a abstracdo
dos espacos vetoriais e outra que focasse em aspectos numéricos, aplicaces de matrizes e nos
resultados estudados.

No Brasil, as pesquisas se voltaram para essa disciplina a partir da década de 90, o que €
coerente dado o cenario nacional da Educacdo Matematica, com o primeiro Programa de Pos-
Graduacdo iniciado em 1984, na Unesp, na cidade de Rio Claro. Além disso, a importancia e a
presenca da disciplina de Algebra Linear em diferentes formacdes também fazem parte das
pesquisas realizadas, haja vista que o ensino e a aprendizagem destes conceitos foram e sdo
investigados por diferentes estudantes, em diferentes cursos, como os de Engenharia, Fisica,
Ciéncias da Computacdo e Matematica, tanto Bacharelado quanto Licenciatura.

Vale destacar que 0s assuntos que hoje entendemos como contetdos da disciplina ndo
datam de uma mesma época e nem partem das mesmas motivacdes. Por exemplo, o estudo de
sistemas lineares tem registros desde a Antiguidade, surgindo posteriormente a notacdo de
matrizes e as discussdes sobre determinantes para a resolucao delas, bem como o avanco da
Algebra Moderna no século passado, que apresenta ideias de espacos vetoriais quando discute
estruturas algébricas, como Corpos e Anéis. No Brasil, essas discussdes eram trabalhadas
principalmente pelos membros do grupo Bourbaki, que faziam parte do grupo de professores
da USP e abordavam esses assuntos na década de 50, fazendo com que suas publicacGes
atingissem outros paises (Lima; Gomez, 2018).

O principal motivo do surgimento da disciplina, que fez com que assuntos que antes eram
discutidos em outros momentos fossem reunidos, dando-lhes um destaque e um espaco
especifico, foi a percepcdo da diversidade de aplicacbes que eles poderiam ter em diversas
areas, como na Economia, na Fisica e na Matematica Aplicada. Essa visdo pode justificar o fato
de que, no Brasil, essa disciplina foi oferecida primeiro para cursos de Engenharia e,
posteriormente, para o curso de Matematica. Mesmo nessa perspectiva, alguns autores veem a
disciplina como um momento de transi¢do, como relata Santos (2018), posto que, a partir dela,

é possivel tanto apresentar a Matematica da universidade, lidando com ideias mais “avangadas”
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e empregando novos conceitos, quanto justificar e trabalhar com assuntos ja vistos na Educacao
Basica, como por exemplo, questdes da Geometria Euclidiana, ja conhecida dos estudantes ou
também de outras geometrias, como a Projetiva. Com essa justificativa em mente, pode-se
entender o porqué de a disciplina ser oferecida nos dois primeiros anos de formacao.

Ap0s a publicacdo dos Referenciais Curriculares Nacionais para Cursos de Licenciatura
em Matematica (Brasil, 2010), a Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM), em
conjunto com a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), escreveu um boletim, publicado
pela SBEM em 2013, com o objetivo de apresentar uma andlise critica do documento nacional,
de modo a evidenciar as visdes de ambas sobre a formacgdo presencial do professor de
Matematica no Brasil. Nele, listaram 0 que chamam de temas essenciais da formacéo do futuro

professor, dentre os quais esta a Algebra Linear, tal como é exposto abaixo:

A Algebra Linear constitui ndo apenas uma das ideias e ferramentas basicas
da Matematica, mas sistematiza uma estrutura algébrica que esta presente em
muitas aplicagdes dentro e fora da Matemaética, por exemplo, em problemas
contextualizados em éreas distintas como das ciéncias exatas, biolégicas,
sociais ou da economia. Apesar dessa importancia, é necessario focar seu
escopo quando consideramos um curriculo de licenciaturaem Matematica para
preparar um professor de Ensino Médio que reflita as necessidades atuais,
tendo em vista o contexto escolar. (Sbem, 2013, p. 29)

No decorrer das consideragdes, apresentam a necessidade de o futuro professor ter um
dominio dos elementos que fazem parte da disciplina e que sdo trabalhados na Educacdo Basica,
principalmente no Ensino Médio, como matrizes, determinantes, o conceito de linearidade,
relacGes de transformaces lineares com geometria, entre outros. O texto considera que muitos
dos contetidos trabalhados por essa disciplina ndo fazem parte do curriculo da Educacdo Bésica,
mas defendem a necessidade da boa compreenséo dos licenciandos, a fim de que consigam fazer
conexdes entre esses conteldos e outros conceitos ja conhecidos, trazendo exemplos da
Matematica e de outras areas.

Dorier (2002) aponta dois principais modos de abordar os contetdos da disciplina, sendo
um deles o foco no estudo formal dos espacos vetoriais € 0 outro o foco analitico a partir de
estudos dos espacos R e do calculo matricial. Ainda que as recomendagdes do LACSG sejam
para a disciplina de um modo geral, presente em diferentes formacdes, sugerem-lhe uma
abordagem com foco em matrizes (Carlson et al., 1993). A partir da leitura das consideracgoes
feitas pela SBEM e pela SBM, é possivel concluir que também ha uma orientacdo para a

segunda abordagem, pois ela permite mais conexdes com os contetidos da Educacdo Baésica.
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Sugerimos o trabalho com exemplos visualmente concretos de objetos e
conceitos lineares, que pode ser uma ponte para uma abordagem adequada de
um curso de Algebra Linear para a licenciatura. Além disso, é desejavel que a
conexdo entre a geometria e a lgebra seja contemplada, trazendo significados
para os conceitos tedricos da disciplina, de modo a capacitar o professor no
tratamento adequado do contedo curricular do Ensino Médio. (Sbem, 2013,
p. 29)

Além desta publicacdo, podemos observar o que dizem algumas pesquisas da Educacao
Matematica sobre essa disciplina na formacdo do futuro professor. Prado (2016), em sua tese
de doutorado, apresenta algumas contribuicdes dela na formacao inicial: estudo da estrutura
algébrica espaco vetorial; estudo das transformacGes lineares; estudo do processo de
demonstracgéo e relagdes com outras disciplinas.

Sobre as contribui¢fes acerca do estudo da estrutura algébrica espaco vetorial, Prado
(2016) defende 0 momento oportuno de fazer com que o estudante perceba que o que antes
compreendia como casos isolados, agora faz parte de algo mais amplo, com os espacos vetoriais
unificando e generalizando conceitos, objetos e métodos de diferentes contextos. Tratando
sobre o estudo das transformacdes lineares, explicita a importancia desse conteudo, dado que
pode ser utilizado em disciplinas do Ensino Superior, a exemplo da de Célculo, assim como em
topicos relacionados a geometria da Educacdo Basica. No estudo do processo de demonstracao,
argumenta que o licenciando tem a oportunidade de vivenciar o uso do rigor dedutivo desse
processo, desde que ele seja seu protagonista, de modo que possa justificar os resultados
estudados. Por fim, discorrendo sobre a relacdo com outras disciplinas, afirma que os conceitos
estudados sdo utilizados no decorrer da formagdo, como em disciplinas como Equacdes
Diferenciais, Teoria dos Conjuntos, entre outras, mas também permitem relagcdes com topicos
da Educacdo Basica, como conjuntos numeéricos, matrizes, sistemas de equacdes lineares,
funcéo, vetores e transformacdes no plano e no espago.

Nesse mesmo sentido, Traldi Junior (2020) expde seis justificativas para a presenca da
disciplina no curriculo da Licenciatura quando aborda algumas possibilidades de ampliar e de
aprofundar discussdes de conteudos e procedimentos na Educacdo Baésica. Para tanto, cita

alguns exemplos, como:

Permite argumentar a razoabilidade de definigdes apresentadas na Educacéo
Bésica, a partir do conceito de base. Por exemplo, a identidade de polindmios.
A estratégia de comparar dois polinémios pode ser justificada pela unicidade
das coordenadas em relagdo a uma dada base do espaco vetorial. [...] Outro
topico importante da Algebra Linear é o de produto interno que generaliza o
produto escalar e amplia os conceitos de distancias, norma de um vetor,
medida de angulos, ortogonalidade, projecdes ortogonais e de bases
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ortonormais, possibilitando assim a aplicacdo destes conceitos,
principalmente em problemas elementares de Fisica, estudados na Educagdo
Bésica. Além disto, estes conceitos possibilitam o estudo das geometrias ndo-
euclidianas. (Traldi Jr, 2020, p. 89-90)

Vale ressaltar que o ultimo trecho supracitado estd de acordo com as consideraces feitas
pela SBEM e SBM, apontadas anteriormente, e também consoante a uma das motivacdes de
formalizacdo da disciplina, ao destacar a possibilidade de se abordar diferentes Geometrias.

Além dessas justificativas, o autor discute a importancia de compreender a estrutura
matematica espaco vetorial, lidando com objetos que, na Educacdo Bésica, eram vistos como
sendo de naturezas distintas, e ressalta a importancia do desenvolvimento do pensamento
algébrico. Também aponta para as possiveis articulacBes entre as transformacdes lineares
rotacdo e translacéo, vistas na Educacdo Basica, e as relagcbes com o estudo de matrizes. Deste
modo, é possivel afirmar que tais consideragdes estdo de acordo com os apontamentos feitos por
Prado (2016).

Além dessas, destaca também que os conceitos de combinacdo linear e de dependéncia
linear estudados em Algebra Linear viabilizam a justificativa das operacdes utilizadas ao
resolver os sistemas lineares por escalonamento, presente na Educacdo Baésica, e ressalta que o
dominio deste conceito permite lidar com todas as possibilidades de posi¢do entre planos
guando se estuda sistemas lineares de trés equacdes e trés incognitas.

Mais adiante, o autor ressalta que a maioria dos livros utilizados na disciplina néo
contempla em sua proposta atividades e discussdes especificas acerca da formacéo do professor
e destaca o papel do formador na apresentacdo das possiveis conexdes entre os contelidos vistos

e 0s que sao abordados na Educacéo Basica, de modo que:

para que o curso de AL [Algebra Linear] tenha a real importancia na formagéo
do professor de matematica, é fundamental que os formadores de professores
e os materiais didaticos dessa disciplina explicitem essas relagBes, nédo
deixando para o futuro professor fazer essas articulagdes, pois nem sempre séo
articulag@es faceis de serem percebidas. (Traldi Jr, 2020, p. 91)

No mesmo sentido, na tentativa de compreender melhor a disciplina na formagéo docente,
Alves (2013) busca levantar as caracteristicas de um curso de servico de Algebra Linear voltado
a alunos da Licenciatura em Matematica. A autora define curso de servigo como um curso que
esteja preocupado em desenvolver a parte tedrica da disciplina, mas também em discutir a
pratica profissional do futuro professor. Ao final do trabalho, defende que “as caracteristicas

metodologicas devem ser conduzidas de modo a possibilitar a aprendizagem deste aluno e
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proporcionar a ele uma postura de sala de aula que Ihe direcione a embasar sua futura préatica
em sala de aula” (Alves, 2013, p. 79), 0 que condiz com as consideracdes feitas por Fiorentini
(2005) , segundo as quais a disciplina de Algebra Linear é um momento em que o estudante
também compreende um modo de ser professor.

Mesmo que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2017) néo traga
especificamente o contetdo de matrizes e determinantes, é possivel que eles sejam abordados
durante o estudo de resolugédo de um sistema de equacdes lineares, recomendado na habilidade
EM13MAT301, por exemplo. Além disso, outros conceitos da Algebra Linear também podem
se fazer presentes na Educacdo Basica, como o estudo das transformacgdes isométricas,
translacéo, reflexéo, rotacdo, referentes a habilidade EM13MAT105. Vale destacar que ambas
as habilidades exemplificadas sdo referentes ao Ensino Médio.

Apesar também de grande parte dos conteudos dessa disciplina ndo estarem presentes nos
curriculos da Educacéo Bésica, entendemos que as consideragdes feitas sobre a importancia do
estudo da Algebra Linear para a formagéo do futuro professor ainda s&o validas, pois tratam,
além de questbes curriculares, do prdprio processo de formacao do estudante, compreendendo,
validando e estabelecendo conexdes entre diferentes conceitos.

Na disciplina de Algebra Linear, assim como em todas as outras do curriculo das
universidades, os alunos podem apresentar dificuldades durante o seu estudo, partindo de
diversos motivos e variando o nivel para cada individuo, dificuldades essas que impactam

diretamente a aprendizagem. Hillel e Sierpinska (1994, p. 65) destacam que:

tanto o ensino como a aprendizagem da algebra linear no nivel universitario sdo
quase universalmente considerados uma experiéncia frustrante. A algebra
linear é geralmente o primeiro curso em que os estudantes tém contato com uma
teoria matematica madura, edificada sistematicamente de baixo para cima, com
toda a sua preocupagdo exagerada de tornar as suposicBes explicitas,
justificando afirmagdes por referéncias as definicdes e fatos ja provados.
(Traducéo nossa)®

Deste modo, um cenario possivel de se deparar é que mesmo que 0s estudantes sejam
aprovados, podem ndo apresentar uma compreensdo basica dos conteudos estudados,

principalmente quando se fazem presentes novamente em outras disciplinas (Carlson et al.,

3 Both the teaching and learning of linear algebra at the university level is almost universally regarded
as a frustrating experience. Linear algebra is generally the first course that students encounter which is
a full-fledged mathematical theory, built systematically from the ground up, with all its fuss about
making all assumptions explicit, justifying statements by reference to definitions and already proved
facts.
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1993).

Dito isso, entendemos que se faz necessario buscarmos compreender quais consideracfes
foram feitas a partir de pesquisas que tiveram como foco investigar esses impasses. Essas
dificuldades séo diversas e podem variar de contextos mais gerais, fora da sala de aula, como
adaptacdo a rotina do semestre ou problemas pessoais no momento em que cursa a disciplina,
até contextos mais especificos, dentro da sala de aula, como apresentar dificuldade com a
formalizacdo e com a argumentacdo da Matematica académica, em geral, ou especifica de um
conteudo, seja de contetdo atual seja antigo, por ndo ter conhecimento prévio de certos
assuntos.

Buscando identificar algumas das fontes de dificuldades conceituais especificas dessa
disciplina, Hillel (2000) apresenta trés casos: a existéncia de varios modos de descri¢do, o
problema das representacGes e a aplicabilidade da teoria geral. O autor considera que a
dificuldade com provas e demonstra¢fes também pode ser identificadas, mas compreende que
essa ndo é especifica dessa disciplina.

Abordando os diferentes modos de descrever os conceitos da disciplina, o autor
apresenta trés linguagens e aprofunda os desafios de cada uma delas, ressaltando que essa
diversidade faz parte do estudo da tematica, afirmando ser importante que se destaque que essas
maneiras coexistem, sdo intercambiaveis, mas ndo equivalentes. Elas séo identificadas pelo

autor como:

1. O modo abstrato - usando a linguagem e 0s conceitos da teoria geral
formalizada, incluindo: espacos vetoriais, subespacos, espaco gerado,
dimensao, operadores, nudcleos. 2. O modo algébrico - usando a linguagem e
0s conceitos da teoria mais especifica, incluindo: n-Gltiplas, matrizes, posto de
uma matriz, solucdes de sistemas de equaces, espaco de linha. 3. O modo
geométrico - usando a linguagem e conceitos de 2- e 3-espaco, incluindo:
segmentos de linha direta, pontos, linhas, planos, transformacdo geométrica.
(Hillel, 2000, p. 192, grifo do autor, tradugdo nossa)*

Tratando sobre o que nomeia como o problema das representacdes, o autor afirma que se
tornou comum apresentar o conteddo com o modo geométrico e, em seguida, dar sequéncia

com R2, R3 Rn e outros espagos vetoriais, usando as diferentes linguagens ja mencionadas.

4 1. The abstract mode - using the language and concepts of the general formalized theory, including:
vectos spaces, subspaces, linear span, dimension, operators, kernels. 2. The algebric mode - using the
language and concepts of the more specific theory of , including: n-tuples, matrices, rank, solutions of
systems of equations, row space. 3. The geometric mode - using the language and concpet of 2- and 3-
space, including: direct line segments, points, lines, planes, geometric transformation.
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Ressalta que, em abordagens assim, pode ndo ficar claro que a descri¢cdo geométrica foi usada
para ilustrar um caso especifico ou para exemplificar um caso geral. Assim, como as
representacdes ndo sdo sempre Unicas e dependem de escolhas, como base ou sistema de
coordenadas, é importante entender essa dependéncia das escolhas particulares e suas
consequéncias.

Ao final, evidencia a dificuldade da aplicabilidade da teoria em geral, como compreender
0 isomorfismo entre espacos vetoriais, 0 que aponta como um resultado importante da
disciplina, ou até mesmo problemas de natureza mais tedrica, como explorar as consequéncias
de definic¢Oes, dando alguns exemplos que devem ser avaliados segundo a necessidade de dar
tamanha profundidade aos assuntos, a depender dos contetdos da disciplina, como, por
exemplo, ter como objetivo tratar sobre operadores lineares nilpotentes futuramente, os quais
nem sempre s&o vistos em um primeiro curso de Algebra Linear.

Discorrendo igualmente sobre possiveis dificuldades, Artigue, Chartier e Dorier (2000)
afirmam que parte delas advém da ndo preparacédo previa na Educacdo Basica para lidar com a
matematica formal, tratando-se, entdo, de um campo totalmente novo. Identificam ainda outros
desafios, como o novo vocabulario, com novas palavras (comparado até a uma lingua
estrangeira), os novos métodos de exposicdo e de demonstracdo, destacando também a natureza
“universal” dos conteudos, de modo similar a Gltima consideracdo de Hillel.

Em seguida, introduzem algumas sugestdes que podem diminuir tais dificuldades, como
limitar o vocabulério e os simbolos somente para 0s mais adequados e necessarios, iniciar
usando exemplos ja vistos pelos estudantes, como exemplos geométricos e equacdes, depois
passar para funcdes e polinémios e integrar os resultados das pesquisas relacionadas a disciplina
na didatica da sala de aula.

Furtado (2010) busca investigar algumas dessas dificuldades que os estudantes relatam
como conceitos abstratos dessa disciplina. A autora assevera que 0s alunos entrevistados
demonstram dificuldades com a abstracdo dos contetdos e entendem que a falta de exemplos
de aplicacdo corrobora para que essa dificuldade seja apresentada. Ao final, aponta possiveis
desdobramentos para investigar tais dificuldades ou modos de buscar diminui-las, como
relacionar as dificuldades dos alunos em Algebra Linear com o ensino que tiveram na Educac&o
Basica e trabalhar com software interativo, de modo a facilitar a visualizagdo das operagoes.

Philot e Bianchini (2020) realizam uma pesquisa bibliografica sobre as dissertagcdes
académicas e teses feitas no Brasil, cuja tematica é o ensino e a aprendizagem da disciplina de
Algebra Linear no Ensino Superior, publicadas entre os anos de 2011 a 2018, com o0

objetivo de identificar as principais tendéncias e as lacunas ndo investigadas. Os trabalhos
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foram selecionados a partir de uma busca no banco de teses da CAPES. Depois da leitura e
analise dos 20 trabalhos escolhidos, as autoras os distribuiram em 6 categorias: Utilizacdo de
Recursos Tecnologicos no Ensino e na Aprendizagem; Formacdo de Professores; Ensino
a Distancia - EAD; Analise de Livros Didaticos; Curriculo e Sequéncias Didaticas (Philot;
Bianchini, 2020, p. 98). As autoras ressaltam que, seguindo a analise empreendida por elas, um
mesmo trabalho pode pertencer a mais de uma categoria.

Nesse sentido, a categoria que mais apresenta trabalhos, contando com a metade dos
investigados, é aquela sobre a “Utilizagdo de Recursos Tecnologicos no Ensino e na
Aprendizagem”, seguida da categoria “Sequéncias Didaticas”, com 8 trabalhos. Entretanto, as
autoras evidenciam a importancia das pesquisas que pertencem a outras categorias.

Compreendemos que a investigacdo apresentada neste trabalho articula 3 das categorias
descritas pelas autoras. O trabalho com tecnologias se da em atividades desenvolvidas para a
pesquisa e com consideracdes especificas sobre a formacéo do futuro professor.

O inicio deste século apresenta um crescimento das pesquisas em Educacdo Matematica.
Com isso, a disciplina de Algebra Linear passa a ser mais consolidada e presente em diferentes
formacdes, além de haver mudancas tecnoldgicas e sociais consideraveis nas Gltimas duas
décadas. Neste cenario, um grupo de educadores matematicos, tendo em vista as mudancgas e
avancos supracitados, relnem-se para reavaliar e atualizar as sugestdes feitas pelo LACSG em
1993, formando, entdo, o LACSG 2.0 e publicando, ap6s quase 30 anos da primeira versao,
recomendacg@es para a disciplina de Algebra Linear (Stewart et al., 2022).

O referido grupo inicia suas recomendacdes indicando a necessidade de orientar as
habilidades fundamentais a diferentes profissdes relacionadas a empresas e a industrias,
considerando as demandas dessas profissdes e a importancia de se ter os conhecimentos tedricos
e numeéricos dos conteudos. A segunda recomendacdo aborda as pesquisas realizadas que
investigam o ensino e a aprendizagem da Algebra Linear, tendo em vista que seus resultados
devem ser levados em conta, de modo que “aprender sobre os resultados das pesquisas pode
ajudar os professores de algebra linear a estarem atentos aos processos de pensamento dos
alunos e necessidades e possiveis desafios com determinados conceitos” (Stewart et al., 2022,
p. 815, traducéo nossa)®, além de incentivar a continuacéo de pesquisas deste tipo.

Assim como nas recomendacdes feitas em 1993, o grupo sugere alguns topicos para um

primeiro curso de Algebra Linear, sendo eles: Sistemas de Equacdes Lineares, Propriedades do

® [...] learning about research findings can help linear algebra instructors be mindful of students’ thought
processes and needs and possible challenges with certain concepts.
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R™, Algebra matricial, Multiplicagio de matrizes, Matrizes invertiveis, Autovalores e
autovetores, Determinante de uma matriz, o produto escalar em R", Matrizes simétricas e
diagonalizagdo ortogonal, Matrizes definidas ortogonais e positivas. Ele indica ainda que, na
formacdo de professores de Matemética, haja pelo menos uma disciplina de Algebra Linear e
que ela ndo necessariamente deve ser realizada contando as disciplinas de calculo como pré-
requisito, mas que pode (e recomenda) que seja ofertada no primeiro ano, junto com Calculo.

Consideram que uma segunda disciplina se faz necessaria apenas para alunos do
Bacharelado em Matematica ou para profissdes que lidem com analises quantitativas. Também
apresentam uma sugestdo de ementa, com espagos vetoriais complexos e um maior foco em
demonstracdes, entre outras indicacdes.

Incentivam a realizacdo de pesquisas por estudantes da graduacdo, considerando a
existéncia de topicos e problemas de pesquisa para este grupo de alunos. Inferem que a
diversidade de aplicacGes é algo a se levar em conta, com vistas a incentivar, contextualizar e

introduzir o estudo de alguns conceitos, indicando algumas possibilidades:

Isso pode incluir o algoritmo de classificagdo de paginas do Google,
programagcéo linear, fluxo de trafego/rede, previsdes esportivas, modelos de
predadores/presas, imagens médicas, balanceamento de equacGes de reacdo
guimica, Cadeias de Markov, o modelo de entrada-saida de Leontief, etc.
Claro, quais aplicacbes serdo empregadas dependera dos interesses do
professor e/ou das necessidades/interesses dos alunos em aula. (Stewart et al.,
2022, p. 817, traducdo nossa)®

Consideram a importancia dos contetdos para o desenvolvimento de outras disciplinas e
incentivam a continuagio das pesquisas que investigam questdes relacionadas a Algebra Linear.
Assim como a primeira versao, recomendam também que haja um trabalho com tecnologias
durante os estudos dos conceitos desta disciplina. Este € um topico fundamental do presente
trabalho, de modo que as observacdes sobre Algebra Linear e tecnologias serdo feitas na secéo

3.3, especifica para este assunto, ainda neste capitulo.

3.2.1 Autovalores e Autovetores

O que entendemos hoje como topicos de Algebra Linear foram desenvolvidos em um

® These might include the Google Page Rank Algorithm, linear programming, traffic/network flow,
sports bracketology/predictions, predator/prey models, medical imaging, balancing chemical reaction
equations, Markov chains, the Leontief Input-Output Model, etc. Of course, which applications are
employed will depend on instructor interests and/or on the needs/interests of the students in class.
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longo periodo de tempo e podemos dizer até bem espacado. E possivel entender que isso se déa
devido ao inicio da constituicdo da disciplina, que buscou reunir topicos antes vistos
separadamente. Deste modo, temos registros de métodos de resolugdo de sistemas de equacdes
lineares 3x3 desenvolvidos por chineses por volta de 200 a.C, enquanto que o conceito e a teoria
do que conhecemos como determinante de uma matriz surge com os trabalhos de Leibniz no
comeco do seculo XVIII e é desenvolvido por outros matematicos, como Cramer e Gauss, que
procuram relac@es entre os determinantes, as matrizes e tambeém sistemas de equacdes lineares.
Posteriormente, a disciplina retine também resultados advindos do desenvolvimento da Algebra
Abstrata (ou Moderna), ocorrido nos séculos XIX e XX. Vale destacar a presenca de problemas
relacionados a sistemas de equacdes lineares como ponto de partida para outros conceitos e,
com o topico de autovalores e autovetores’, ndo seria muito diferente, ja que seus resultados
iniciais sdo marcados pelo estudo de sistemas de equacdes diferenciais.

Os registros sobre alguns resultados iniciais dos autovalores e autovetores advém do
século XIX, por exemplo, quando Augustin-Louis Cauchy publica seus estudos sobre Mecénica
Celeste, denominado “Sur 1’équation a I’aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires
des mouvements des planétes” (Cauchy, 1829), em traducéo livre, “Sobre a equagdo com a ajuda
da qual determinamos as desigualdades seculares dos movimentos dos planetas”.

Essa area de estudo é um ramo da astronomia, campo de destaque desde o século XVIII,
0 qual trata do movimento dos corpos celestes. Naquela época, astrdnomos e matematicos
faziam observacdes detalhadas dos planetas para validar os modelos matematicos herdados das
leis do movimento de Kepler e Newton (Tou, 2018). Ainda sobre Mecanica Celeste, estuda-se
principalmente dois tipos de perturbaces, a saber, as periddicas e as seculares. As perturbacbes
seculares a que Cauchy se refere em seu trabalho ndo sao periodicas e aumentam gradualmente
ao longo do tempo. Entretanto, o interesse original de Cauchy neste assunto ndo era a
perturbacdo secular, mas sim os eixos de movimento para certas superficies no espaco
tridimensional.

Discutindo sobre a determinacéo dos eixos principais e sobre 0 momento de inércia de
um corpo sélido, Cauchy ressalta sua dependéncia direta a partir das raizes de um polindmio de
terceiro grau e afirma serem todas reais, 0 que é efetivamente demonstrado trés anos depois.
Com o conhecimento que temos, diriamos que Cauchy foi o primeiro a afirmar que uma matriz

simétrica tem autovalores reais.

" Existem diferentes modos de nomear estes topicos, como valores proprios e valores caracteristicos
para autovalores, vetores proprios e vetores caracteristicos para autovetores.
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Sabe-se que adeterminagao dos eixos de uma superficie de segundo grau ou dos
eixos principais e momentos de inércia de um corpo sélido depende de uma
equacdo de terceiro grau, cujas trés raizes sdo necessariamente reais. No
entanto, os gedmetras conseguiram demonstrar a realidade das trés raizes
apenas por meios indiretos... A questdo que me propus consiste em estabelecer
a realidade das raizes diretamente... (Cauchy® apud Hawkins, 1975, p. 20,
traducéo nossa)®

Para determinar os eixos e 0 momento de inércia, Cauchy utiliza de uma esfera unitaria em
R™, das derivadas parciais e dos multiplicadores de Lagrange em seus calculos. Durante este
processo, ele obtéem um sistema de equacbes diferenciais que, por fim, resultam no que

entendemos como autovalor.

Figura 1 - Trecho do texto “Sur I’équation a I’aide de laquelle on détermine les inégalités
séculaires des mouvements des planctes”
176 SUR L'EQUATION A L'AIDE DE LAQUELLE

Les équations (6) deviendront

i A,{x+ Azyy + Azes+...=sx,

) Ay Z 4+ Ryyy + Ay 4-... =3y,

et pourront s'éerire comme il suit

(Azz— )2+ Aryy + Apss+...=0,
V Asyr 4 (Ayy—9)y +Aps+...=0,
' Aps @ Apy + (Aee—8) 54, .= 0, \

(10)

Cela posé, il résulte des principes établis dans le Chapitre 11l de I'Ana-
lvse algébrigue (§ 2) (') que le premicr membre de I'équation (8),
ou S, sera une fonetion alternée des quantités comprises dans le Ta-
blean : L . )
Fonte: disponivel na plataforma da “Bibliothéque Nationale de France”, em:
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90201q/f177. Acesso em: 30 de maio de 2024

E interessante notar que o segundo sistema apresentado se assemelha aos calculos que

realizamos hoje em dia, de modo que haja uma subtracdo na diagonal principal da matriz. Vale

8 Cauchy, A.L. Sur I’équation a I’aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements
des planétes, 1829.

° It is known that the determination of the axes of a surface of the second degree or of the principal axes
and moments of inertia of a solid body depend on an equation of the third degree, the three roots of
which are necessarily real. However, geometers have succeeded in demonstrating the reality of the three
roots by indirect means only... The question that | proposed to myself consists in establishing the reality
of the roots directly...


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90201q/f177
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destacar que Euler também estudou o movimento rotacional de um corpo rigido e descobriu a
importancia dos eixos principais. Como percebeu Lagrange, 0s eixos principais Sd0o 0S
autovetores da matriz de inércia. Posteriormente, Cauchy, utilizando alguns resultados destes
estudiosos, percebe como utilizar esta teoria para classificar superficies quadraticas, além de
cunhar o termo “caracteristico”, de onde vem uma das nomenclaturas destas questdes de estudo.

Esses resultados podem ser compreendidos como as raizes da Teoria Espectral, que
estende a teoria de autovalores e autovetores, ganhando destaque no século XX (Steen, 1973).
Assim, os resultados de Cauchy, as investigacdes da simplificacdo de uma quadrica através da
rotacdo dos eixos realizadas por Fermat, Descartes e Euler, a generalizagdo dos teoremas
propostas por Lagrange contribuem para o inicio da formalizacdo da teoria em questéo,
nomeada por Hilbert. Steen (1973) destaca a contribuicdo de diversos matematicos, sobretudo
estudiosos de Geometria Analitica, Algebra e Analise, para o aprofundamento destes conceitos,
com desenvolvimento teérico e pratico, a fim de chegar a forma como estudamos atualmente.

Apos todo o desenvolvimento, os autovalores e autovetores se tornaram um dos principais
topicos de estudo da Algebra Linear. Estes dois conceitos sao inerentes um ao outro, de modo
que, na sua defini¢do, sdo apresentados juntos. David Lay (1999, p. 216, grifos do autor) traz
em seu livro “Algebra Linear e suas Aplicagdes” a seguinte definicio: “Um autovetor de uma
matriz A n x n € um vetor ndo nulo x tal que Ax = ax para algum escalar a. Um escalar a é
chamado autovalor de A se existir solu¢do ndo trivial x de Ax = ax, tal x € chamado autovetor
associado a a”. Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle (1987, p. 276)) definem o seguinte em seu
livro “Algebra Linear”: “Seja T: V — V um operador linear. Um vetor v € V, com v # 0, é vetor
proprio do operador se existe A € R tal que T(v) = Av. O nimero A é denominado valor préprio
de T associado a v”.

Ambas as definicdes trazem um conceito importante da Algebra Linear: as
transformagdes lineares. Este topico normalmente é apresentado anteriormente e pode ser tido
como ponto de partida para o inicio dos estudos de autovalores e autovetores. Steinbruch e
Winterle exp6em, na definicdo, um operador linear, que é uma transformacao linear atuante em
um unico espaco vetorial. Lay, por sua vez, apresenta na definicdo uma matriz quadrada
nomeada como 4, a qual representa a matriz de uma transformacéo linear. Significa dizer que,
de modos distintos, os autores fazem referéncia aos principais conceitos que compdem a
definicéo, de modo que Ax = ax e T(v) = Av sejam equacdes equivalentes.

Na segunda versdo das recomendacoes feitas pelo LACSG, os pesquisadores ressaltam os

cuidados necessarios para introduzir esta equacdo aos estudantes, sendo importante:
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[...] enfatizar que na equacéo, existem varios objetos (matriz, vetor e escalar)
para coordenar de diferentes maneiras (multiplicacdo de matriz-vetor,
multiplicacdo de vetor por escalar), mas o resultado dessas operagOes
diferentes é 0 mesmo objeto, um vetor; isso pode ajudar a combater o instinto
compreensivel de “cancelar o vetor” da equagdo, raciocinando
conceitualmente que uma matriz ndo pode ser igual a um valor préprio.
(Stewart et al., 2022, p. 815, traducéo nossa)*®

O conteudo dos autovalores e autovetores se tornou um topico fundamental para a
Algebra Linear. Isso porque, nas teméticas sugeridas para um primeiro curso na area, estes
topicos estdo presentes em ambas as recomendacdes feitas pelo LACSG (Carlson et al., 1993;
Stewart et al., 2022), bem como nas consideracbes feitas pela SBEM (2013). Além disso,
quando se trata de um segundo curso, também recomendado nas duas publica¢cdes do LACSG,
estes temas sdo novamente citados, sendo um ponto de partida para explorar as aplicagdes e
outros conceitos provenientes de estudos mais abstratos.

Lima e Gomes (2018) discutem os contetdos da disciplina “Complementos de
Geometria”, oferecida em 1952 para o curso de Matematica da USP. Mesmo que ndo esteja
explicito, podemos compreender que os autovalores e autovetores eram abordados, pois, além
dos estudos das transformacdes lineares, consta o topico “forma canbnica de uma matriz ou de
Jordan” , sendo os autovalores os coeficientes que compdem essa matriz, sendo necessaria a
matriz dos autovetores para o calculo final. Assim, podemos depreender que a abordagem
destes contetidos exista desde o inicio das primeiras disciplinas de Algebra Linear.

A formatacio das disciplinas de Algebra Linear segue um padrdo, podendo variar de
acordo com a instituicdo e com a formacdo, sendo comum seguir a ordem de conteudos:
Matrizes, Sistemas de Equacdes Lineares, Determinantes, Espacos Vetoriais, Transformagoes
Lineares, Espacos com Produto Interno, Autovalores e Autovetores, Diagonalizacdo de
Operadores e Formas Quadraticas. De um modo geral, os conceitos de autovalores e autovetores
sdo apresentados no fim da disciplina, sendo um dos ultimos contetudos abordados, como nas
propostas feitas em Carlson et al. (1993), Stewart et al. (2022) e SBEM (2013).

Compreendemos que os contetdos da disciplina ndo sao desconexos, ao contrario, muitas
vezes, novas definigdes e conceitos sdo provenientes de um tdpico anterior, como, por exemplo, a

relacdo entre transformacdes lineares e autovalores e autovetores. Entendemos que essa

101...] to emphasize that in the eigen equation, there are multiple objects (matrix, vector, and scalar) to
coordinate in different ways (matrix-vector multiplication, scalar-vector multiplication), yet the result
of these differing operations is the same object, a vector; this may help combat the understandable
instinct to “cancel the vector” from the eigen equation by conceptually reasoning that a matrix cannot
equal an eigenvalue.
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caracteristica se mantém ndo somente com o contetdo anterior, mas também com outros
conceitos vistos, de modo que, quanto mais se avanga, mais conexdes podemos fazer.

Para ilustrar esse entendimento, vamos tomar como ponto de partida o contetdo de
autovalores e autovetores. Conforme ja dito, na propria definicdo, ha a presenca da
transformacé&o linear, fazendo necessario compreender este conceito e seus principais resultados,
como a definicdo de uma matriz que representa essa transformacdo. Assim, é preciso uma
compreensdo também de alguns resultados de matrizes, como matriz inversa e transposta. A
partir do estudo da matriz da transformacdo, obtemos resultados sobre os autovalores e
autovetores, como o fato de os autovalores serem sempre numeros reais em uma matriz
simétrica. Outros teoremas e proposi¢des que tratam dos autovetores indicam que eles formam
uma base de um espaco (ou subespaco) vetorial. Assim, para entender este resultado, é
necessario ter em conta estes conceitos, como base, dependéncia e independéncia linear, espaco
e subespagco vetorial. Alem de formarem uma base, se a matriz for simétrica, é possivel verificar,
por meio do produto interno, que estes autovetores séo ortogonais.

O proprio calculo dos autovetores exige o conhecimento do calculo do determinante de
uma matriz, assim como 0s autovetores exigem uma compreensdo do calculo de sistemas
lineares, ou seja, trabalhar um conteldo permite retomar 0s conceitos anteriores, e ndo so isso:
permite a introdugdo de novos conceitos. Novamente tomando os autovalores e autovetores
como exemplo, este contelido é essencial para o entendimento de resultados referentes a
diagonalizagdo de operadores e formas quadréaticas, possiveis topicos a serem trabalhados em
seguida.

Esta percepcdo ndo é exclusividade nossa, visto que, a partir da andlise da secdo de
autovalores e autovetores do livro de Algebra Linear de Lay (1999), Nomura (2014, p. 183)
ressalta que o autor “destaca a dependéncia dos conhecimentos prévios adquiridos nos capitulos
anteriores”. No livro “Algebra Linear com aplica¢des”, seus autores destacam no prefacio que
“um dos nossos principais objetivos pedagogicos ¢ transmitir ao estudante que a Algebra Linear
¢ um assunto coeso € nao s6 uma cole¢ao de defini¢des e técnicas isoladas” (Anton; Rorres,
2012, p. x), apresentando ao longo do livro 0 que chamam de “Afirmagdes equivalentes”,
revisando resultados anteriores.

Ressaltamos entender que essa caracteristica de permitir conexdes com conteldos
anteriores e conceitos futuros se faz possivel em todos as temaéticas citadas, e ndo temos a
pretensdo de tratar os autovalores e autovetores como 0 “apice” da disciplina, dado que temos
ciéncia da importancia de todos os conceitos. Eles foram tomados como referéncia para ilustrar

nossa compreensao por serem o principal contetdo que este trabalho investiga.
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Em ambas as recomendacdes feitas pelo LACSG (Carlson et al., 1993; Stewart et al.,
2022), os autores destacam a importancia dos autovalores e autovetores em diversas aplicagdes,
como cadeias de Markov, equacdes de diferenca, equagOes diferenciais, programacéo linear,
entre outras, bem como sugerem a introducdo destes conceitos a partir de exemplos
geométricos.

As consideracdes da SBEM (2013), que tratam especificamente da formacéo inicial do

professor de Matematica, destacam que:

A teoria de autovalores, autovetores e diagonalizacdo de operadores é um
topico que introduz o futuro professor as aplicacdes relevantes do mundo
atual, com exemplos que podem ser compreendidos em nivel de Ensino Médio.
Por exemplo, a visualiza¢do de eixos ou de planos invariantes no plano ou
espaco por transformagdes, como reflexdo ou rotacéo, pode levar o licenciado
a compreender o significado dos autovalores e autovetores de maneira
concreta. O topico pode ser incluido num curriculo da licenciatura por meio
de uma abordagem que permita, além de aplicacBes basicas na propria
Matematica, como nas formas candnicas de conicas, o trabalho com exemplos
simples de aplicagdo em problemas contextualizados como, por exemplo, no
tratamento de dados e informacdo como pesquisa na web, na economia ou nos
problemas de engenharia; ou ainda, pode ser motivador para um professor de
Ensino Médio saber que a transmissdo de sinais por satélite usa o conceito de
autovalores. (Sbem, 2013, p. 30)

E possivel perceber que as consideracdes acerca do estudo destes conceitos destacam a
diversidade de suas aplicacbes, seja em teorias matematicas seja em problemas
contextualizados, bem como incentivam a relagdo com questbes geométricas, permitindo que
estes caminhos agreguem a compreensédo do futuro professor referente a temas que podem ser
tratados na Educacdo Bésica, como as transformacOes geométricas e as simplificacdes de
aplicacoes.

Assim como acontece com outros conteudos, a aprendizagem dos autovalores e
autovetores pode ser alvo de dificuldades entre os estudantes. Além de levarmos em conta as
consideracOes referentes a disciplina como um todo, conforme destacado na secdo anterior,
podemos investigar quais sdo 0s impasses deste topico em especifico. Stewart e Thomas (2006)
investigaram essa questdo a partir de um estudo de caso com os estudantes do curso de
matematica da Universidade de Auckland, na Nova Zelandia.

Uma primeira questdo destacada pelos autores trata justamente da defini¢cdo, marcando a
transicdo entre a definicdo escrita e a explicada oralmente para a representacdo algébrica,
obtendo a equacdo Ax = Ax. A partir dai, ressaltam também a atencdo necesséria para a

manipulacdo algébrica desta equacdo para se obter a equacdo da forma (4 — Al)x = 0, ponto de
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partida para iniciar os célculos dos autovalores. Assim como destacado por Stewart et al. (2022),
ha& a necessidade de interpretar a equacdo corretamente, de modo a destacar a presenca de
diferentes objetos matematicos, como matriz, vetor e nimero real (e a relacéo estabelecida nessa
igualdade).

Sublinham também a centralidade de compreender diferentes representagdes, sendo elas
a algébrica, a geométrica e a matricial, evidenciando que essas transi¢cbes nao sdo automaticas
e podem ser efetivadas discutindo sobre a propria equagdo da definicdo e o conceito da
multiplicacdo de um vetor por um escalar. Os estudantes podem apresentar dificuldades no
processo do calculo dos autovalores e autovetores, por se tratar de processos distintos com
diferentes etapas, de modo que calcular um ndo implica ter dominio sobre o calculo do outro.

Afirmam que um modo de apresentar uma compreensdo acerca destes conceitos é
identificar um autovetor sem a necessidade de calcula-lo, entendendo que qualquer escalar de
um autovetor dado também o torna autovetor. Por fim, os autores expdem a opinido de que 0s
autovalores e autovetores sdo os contetdos mais dificeis da disciplina, mesmo que a maioria
dos alunos ndo concorde, e justificam essa diferenca com o fato de que os estudantes “[...]
muitas vezes focam nos processos de solucdo ao invés da compreensdo conceitual” (Stewart;
Thomas, 2006, p. 187, traducéo nossa)**.

Nomura e Bianchini (2014) realizam um estudo de caso em que investigam as estruturas
cognitivas envolvidas na construcdo dos objetos matematicos autovalor e autovetor. Nesse
contexto, julgam se fazer necessario que o estudante encontre os autovalores e autovetores, que
perceba a existéncia de infinitos autovetores associados a cada autovalor e que compreenda o
processo de encontra-los baseados em qualquer matriz, além de ter em conta a definigdo de
autovalores e autovetores como objetos.

Durante a pesquisa, ressaltam que raramente os autovetores sdo representados
geometricamente, com a representacdo matricial e algébrica prevalecendo. Para a resolucéo das
questdes propostas, destacam que “o conjunto de instru¢des apresentado pelo aluno para
encontrar a solugédo do problema evidencia que pouco é compreendido a respeito dos conceitos
envolvidos” (Nomura; Bianchini, 2014, p. 184), de modo gque, mesmo que 0s procedimentos de
calculo sejam realizados, ndo ha um indicativo do entendimento de resultados relativos a estes
objetos, fazendo com que estabelecam relagdo com outras disciplinas de sua formagédo, mas néo
com conceitos da propria Algebra Linear.

Em sua pesquisa bibliogréfica, Philot e Bianchini (2020) destacam que o contetdo mais

11 (...) since they often focus on solution procedures rather than conceptual understanding.
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investigado nas pesquisas analisadas foi o de transformagdes lineares. Silva (2016), Almeida
(2013) e Furtado (2010) sdo estudos que tratam especificamente deste topico. Entendemos que
as consideragdes sobre autovalores e autovetores exigem investigagdes que tratem
exclusivamente destes conteudos, pois, tomando essas pesquisas como exemplos, Silva (2016)
e Almeida (2013) ndo apresentam reflexdes sobre autovalores e autovetores, enquanto que, nas
atividades propostas por Furtado (2010), eles se fazem presentes, embora também ndo haja uma
discussdo especifica sobre. Consideramos que 0s autovalores e autovetores podem nao ter sido
abordados, pois, mesmo que haja uma relacdo deles com transformacoes lineares, este contetido
é vasto e com diversos focos possiveis, ndo devendo necessariamente tratar dos autovalores e
autovetores.

Deste modo, a presente pesquisa tem como foco principal os autovalores e autovetores, mas
destacamos que outros contetdos foram mencionados devido a conexdo percebida com 0s
topicos da disciplina de Algebra Linear. Investigamos a compreensdo dos estudantes destes
conteudos de um modo geral, atentando-nos ndo somente para a definicdo, mas também para
propriedades e teoremas relacionados, bem como para a interpretacdo dos calculos e as

transicOes entre as possiveis representacoes.

3.3 Algebra linear e tecnologias

Para iniciar as discussbes sobre Algebra Linear e tecnologias digitais, podemos
compreender que houve um desenvolvimento matuo entre ambos. Assim, antes de trazermos
consideracOes especificas sobre o trabalho com tecnologias que envolvem aprendizagem de
conceitos da Algebra Linear, exporemos nossa compreens&o sobre como o avanco tecnolégico
também é possivel devido a resultados deste campo de estudo.

Na primeira publicacdo das recomendacgdes do grupo de educadores matematicos que
formavam o LACSG, os autores ja reconheciam que ndo so6 as tecnologias poderiam auxiliar
em questdes do ensino e da aprendizagem, mas também o avancgo tecnologico apresentava uma
demanda de saberes destes conceitos, pois entendiam que “as melhorias de hardware e software
na ciéncias da computacdo aumentaram o poder da algebra linear para resolver problemas que
sdo de magnitude maiores do que se imaginava possivel ha algumas décadas” (Carlson et al.,

1993, p. 41, tradugdo nossa)*2.

12 [...] hardware and software improvements in computer science have raised the power of linear algebra
to solve problems that are orders of magnitude greater than dreamed possible a few decades ago.
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Um exemplo € a presenca destes conceitos em primeiras versdes do algoritmo de busca do
Google, nomeado PageRank (Batti, 2015). Deste modo, “uma compreensao basica da algebra
linear levou a explosdo de oportunidades de carreira em ciéncia de dados, processamento de
sinais, criptografia, ciéncia da computacao e computacdo quantica” (Stewart etal., 2022, p. 813,
traducdo nossa)®?, tornando esta area de estudo cada vez mais necessaria. Essa demanda surge
ndo so para profissionais ligados a engenharia ou a computacao, mas também para os estudantes

da licenciatura, fazendo com que:

na era da tecnologia digital, da robética, da computacdo gréfica, etc., é
interessante que o professor esteja preparado para poder trabalhar mais
significativamente a Algebra Linear das transformagbes lineares e das
matrizes. (Sbem, 2013, p. 29)

Como dito anteriormente, a Algebra Linear tem seus impactos no avango tecnoldgico, e
vice-versa, com novas demandas, questdes e possibilidades. No prefacio da 32 edicdo do livro
“Algebra Linear” (Boldrini et al., 1986), apresenta-se que houve uma ampliacio de uma secdo,
tornando-a um novo capitulo, proveniente do crescente interesse e das aplicacdes préaticas de
programacéo linear, descrevendo algoritmos para microcomputadores.

Como quarta recomendacéo da primeira publicacdo do LACSG, os autores incentivavam
o trabalho com tecnologias na disciplina, como computadores ou calculadoras, de modo que
compreendiam que as tarefas extra sala, como licdes de casa e desenvolvimento de projetos,
poderiam ser beneficiadas com essa adesao, reforgando os conceitos vistos ou contribuindo para
a descoberta de novos resultados (Carlson et al., 1993, p. 45).

Anos depois, os autores da segunda versdo das recomendagdes do LACSG reconhecem
gue, comparadas ao periodo da primeira publicacéo, as tecnologias se tornaram mais acessiveis
para a maior parte dos estudantes, incentivando o ensino e a aprendizagem com elas. Na
recomendacdo concernindo especificamente as tecnologias, expdem a compreensdo de que elas

podem auxiliar no calculo e na exploragdo de diferentes exemplos e indicam:

programas com extensas rotinas simbdlicas, gréaficas, numéricas e exatas
incluindo GeoGebra, Matlab, Mathematica, Maple e Sage. Isso permite que 0s
alunos explorem e descubram ativamente padrdes, facam conjecturas e
determinem ou verifiqguem resultados de forma rapida e correta. (Stewart et

131...] a foundational understanding of linear algebra has led to the explosion of career opportunities
in data science, signal processing, cryptography, computer science, and quantum computing.



56

al., 2022, p. 817, traducdo nossa)'*

Assim, o trabalho com tecnologias durante a disciplina vem sendo cada vez mais
incentivado. Corroborando esse pensamento, Leon (2008) relata, no inicio de seu livro

intitulado “Algebra Linear com Aplica¢des”, que:

embora esse material possa ser ensinado sem referéncia alguma ao
computador, acreditamos que exercicios computacionais podem melhorar
muito o aprendizado do aluno e dar uma nova dimensdo ao ensino da algebra
linear. Essa visdo parece estar ganhando grande apoio na comunidade
matematica em geral. O grupo de estudo sobre o curriculo de &lgebra linear
recomendou o uso de tecnologia em uma primeira disciplina de algebra linear.
Nos encontros das trés maiores sociedades matematicas americanas existem,
agora, sessdes cujo assunto principal é o uso de computadores no ensino de
algebra linear. (Leon, 2008, p. 14)

Desta forma, Leon (2008) e Lay (1999) incentivam em seus respectivos livros o
desenvolvimento de um trabalho com computadores durante a disciplina de Algebra Linear, e
constroem a teoria e 0s exercicios propostos sugerindo algoritmos e programas, como
Mathematica, Maple e Matlab. Em muitos casos, propdem que o aluno obtenha matrizes ou
polinbmios genéricos com o computador, para que compreendam a atividade de acordo com a
sequéncia de questionamentos propostos pelo autor. Na secdo que envolve o tema que tratamos
neste trabalho, Lay (1999) também cita o0 método iterativo para o célculo de Autovalores. Essas
acdes podem ser entendidas como exemplos de que “a Algebra Linear ¢ também uma disciplina
propicia para explorar o potencial didatico das ferramentas tecnoldgicas e, nesse caso, 0S
aspectos numéricos se tornam relevantes além da estrutura algébrica” (Sbem,
2013, p. 31), principalmente para que o futuro professor possa ter contato com possibilidades
de ensino que trabalhem com este modo.

Assim, o trabalho com TDICs ja é uma realidade, e as pesquisas que tratam sobre
tecnologias na Educacdo Matematica permitem a continuidade das investigacGes com novas
possibilidades ou até mesmo a reflexdo sobre as estruturas atuais. Identificamos, em diferentes
pesquisas, que, para determinados conceitos que envolvem a Algebra Linear, o trabalho com
tecnologias digitais em sala de aula é uma opgdo. Encontramos uma indicacdo desse fato no

trabalho realizado por Philot e Bianchini (2020). Nele, as autoras realizaram uma analise das

14 Programs with extensive symbolic, graphical, numerical, and exact routines include GeoGebra,
Matlab, Mathematica, Maple, and Sage. These allow students to actively explore and discover patterns,
make onjectures, and determine or verify results, quickly and correctly.



57

pesquisas que tratavam sobre o ensino e aprendizagem de Algebra Linear em um determinado
periodo de tempo e apontam que a categoria que apresenta o maior nimero de trabalhos séo 0s
que relacionam as tecnologias com questdes de ensino e aprendizagem desta disciplina.

Deste modo, entendemos ser necessario retomar algumas pesquisas que integram a
relagdo apresentada por Philot e Bianchini (2020), buscando identificar pontos importantes ja
investigados e as principais consideracdes apontadas. Destacamos, para este levantamento, as
pesquisas de Dorier (2002) que trabalha com o software Cabri I1; Hillel e Sierpinska (1994),
com o Maple; Richit et al. (2013) e Santiago (2017), com o GeoGebra, entre outros estudos.
Entendemos que os temas discutidos nestes trabalhos estdo relacionados com os interesses de
nossa pesquisa.

Dorier (2002) relata uma situacdo de ensino e aprendizagem em que o software de
geometria dinamica Cabri Il esteve presente na apresentacdo de um espaco Vvetorial
bidimensional, com algumas transformacoes lineares . Nele, conta que os estudantes tinham um
pensamento mais pratico do que tedrico, fazendo com que as exploracdes e os exemplos
estudados fossem tomados como a propria definicdo, como, compreender a rotacdo, a dilatacédo
e 0 cisalhamento ndo como exemplos de transformagdes lineares, mas como a “definicao” de
transformacéo, havendo outras possibilidades e variacoes delas. Além disso, apresentavam uma
dificuldade em relacionar a representagcdo que manipulam no software com outras possiveis.

Hillel e Sierpinska (1994), por sua vez, narram que, a partir das dificuldades apresentadas
pelos estudantes durante a disciplina de Algebra Linear, desenvolveram situaces para trabalhar
0s conteudos com o software Maple, trazendo reflexdes a partir da vivéncia com trés turmas
diferentes e expondo dados de uma delas. Os autores apontam que, devido a quantidade de
computadores disponiveis, 0s estudantes trabalharam em grupos, o que avaliaram no final como
algo positivo, haja vista propiciar um ambiente de discussdo sobre os conceitos. Tendo como
base o relato da maioria dos alunos, pdde-se afirmar que o software melhorou o entendimento
deles, dando-lhes a possibilidade de consultar e de explorar as conjecturas feitas, além de
perfazer mais exemplos e situagdes mais complexas. Também ha estudantes, em minoria, que
disseram que tal abordagem tornou a experiéncia mais confusa, entendendo que se faz
necessario conhecer os conceitos antes de explora-los no computador.

Richit et al. (2013) apresentam uma proposta com o Geogebra para o estudo do conceito
de vetores, suas propriedades e operagdes, como soma, subtracdo e multiplicacdo por escalar.
Atestam que o trabalho com este software permite que os estudantes articulem e visualizem
geometricamente diferentes representacdes dos procedimentos estudados, de modo a

exemplificar a natureza geométrica de alguns conceitos. Ademais, os pesquisadores destacam
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positivamente a exploracdo dinamica que o GeoGebra apresenta..

Arrebola (2013) buscou contribuir na investigacdo e na analise das dificuldades
encontradas pelos estudantes no tépico de Transformacdes Lineares, empregando um ambiente
de geometria dinamica, Cabri. Para tanto, foi desenvolvida e proposta uma sequéncia didatica
na disciplina, voltada a alunos do Bacharelado em Matemaética de uma instituicdo privada de
Ensino Superior da cidade de Santos (S&o Paulo). O autor explicita nos resultados que essa
abordagem ocasionou a aprendizagem do tema Transformagcdes Lineares, especialmente em R?
e RS,

Ja Santiago (2017) teve como objetivo investigar de que modo 0s recursos computacionais
visuais, dindmicos e interativos do software GeoGebra podem contribuir para a construgdo do
conhecimento sobre espaco vetorial. O estudo foi desenvolvido com dez alunos da disciplina
de Algebra Linear do primeiro ano do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal
de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio de Janeiro (Nildpolis). Como resultados, o autor
destaca que essa abordagem permitiu aos participantes concretizarem e experimentarem
visualmente e numericamente conceitos abstratos da temética.

Kripka (2018) tinha como objetivo, com discentes e docentes, investigar os pontos fortes
e fracos referentes ao trabalho com recursos tecnoldgicos digitais nos processos de ensino e
aprendizagem da disciplina. Para tal, foram elaboradas, entdo, tarefas desenvolvidas em sala de
aula, as quais utilizavam a mesma sequéncia didatica e indicavam as mesmas tecnologias, como
geotecnologias e os aplicativos GeoGebra, Matlab e Planilha Excel. Tais atividades foram
propostas para trés turmas regulares da disciplina do curso de Engenharia Civil de uma
instituicdo do Rio Grande do Sul. Ao final, a pesquisadora sustenta que houve uma maior
compreensdo dos conceitos e uma aprendizagem mais significativa na disciplina em que o
trabalho com tecnologias digitais foi continuo, facilitando a mediacdo pedagdgica, a
compreens&o e a construgédo de conceitos.

Yildiz-Ulus (2013) trata de um estudo de caso realizado com trinta e cinco estudantes da
turma do curso de Matematica da Universidade Galatasaray (Turquia). O estudo teve o intuito
de investigar como incorporar as tecnologias na graduagdo em Matematica e desenvolver novos
materiais instrucionais sobre o conceito de diagonalizacdo. Inicialmente, as etapas de calculo
foram realizadas com papel e caneta e, posteriormente, eles foram realizados com calculadoras
graficas que apresentavam o determinante da matriz, seus autovalores e autovetores, entre
outras possibilidades. Com isso, ao invés de o0s estudantes realizarem os calculos,
concentravam-se nas principais questdes sobre a natureza das operacfes. A autora destaca que

esse foi o primeiro trabalho dos estudantes com calculadoras, mas que ja tinham familiaridade
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com linguagens de programacao e situacdes envolvendo a criagdo de algoritmos. Ao final,
destaca que, em avaliacGes finais, sem as calculadoras, os discentes demonstraram ndo ter
dificuldades com elementos envolvendo as etapas que compdem a diagonalizacdo, de modo que
concluiu ter havido uma aprendizagem do conceito, ressaltando, no entanto, compreender que
a tecnologia em si ndo simplifica a aprendizagem e faz necessario um ambiente de ensino
previamente preparado.

Tratando especificamente do contetido de autovalores e autovetores, ha os trabalhos de
Stewart e Thomas (2006) e Pedersen (2007). O primeiro refere-se a um estudo de caso na
universidade de Auckland, Nova Zelandia, no qual os estudantes frequentaram o laboratério
de informatica durante a realizacdo da disciplina. No inicio, foram apresentados a um tutorial
do Maple, com atividades voltadas ao trabalho com esse software. Ao longo da pesquisa, sdo
mostradas algumas falas dos estudantes e, em duas delas, eles afirmam que o trabalho com o
computador neste formato os ajudou na compreensdo dos autovalores e autovetores.
Entretanto, alguns deles n&o souberam calcular manualmente os dois conceitos, afirmando
que calculariam com auxilio do Maple. Ao final, os autores afirmam que “quando
questionados se achavam que os computadores deveriam ser usados em aulas de algebra linear,
a maioria dos alunos concordou que tal trabalho era benéfico e que isto pode fornecer um
caminho a seguir” (Stewart; Thomas, 2006, p. 192, traduc&o nossa)*°.

Pedersen (2007) exibe os resultados de uma proposta para o desenvolvimento de um
projeto com computadores, envolvendo o estudo de autovalores e autovetores em matrizes que
representavam um crescimento populacional como parte da avaliacdo dos estudantes. Esta
proposta nio foi desenvolvida em um curso de Algebra Linear, mas em uma disciplina
obrigatéria de Matematica para estudantes de diferentes formacdes, como biotecnologia e
economia agricola. Como parte de uma reforma educacional, incluiram o trabalho com
computadores, especificamente com a linguagem de programacao “R”, com o objetivo de
apoiar a aprendizagem de Matematica e apresentar aos alunos alguns tépicos da ciéncia da
computacao.

Com os computadores, os estudantes eram instruidos a explorarem diferentes casos e
interacdes. Uma vez realizados os calculos dos autovalores e autovetores pela maquina, os

alunos discutiam e interpretavam os resultados na situacao explorada.

Embora esta abordagem possa dar aos alunos uma introducdo ilustrativa aos

15 When asked whether they thought computers should be used in linear algebra lectures the majority of
students agreed that such work was beneficial, and this may provide a way forward.
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autovalores e autovetores, bem como ao papel que desempenham nos modelos
populacionais, ela, e situagdes semelhantes nos outros projetos, também
exigem que os proprios alunos facam transi¢Bes entre acdo, formulacdo e
validacdo, com o que provavelmente ndo estdo acostumados. (Petersen, 2006,
p. 39, tradugdo nossa)*®

Principalmente devido ao carater exploratdrio da atividade, o autor assevera que esta
abordagem permitiu aos estudantes descobrirem os resultados desejados e, a partir do
trabalho com o computador, poderiam continuar a trabalhar com contetdos mais avangados,
além do proposto.

Compreendemos que a exposicdo destes estudos permite ressaltar apontamentos
importantes para o trabalho com tecnologias, como a possibilidade de exemplificar conceitos e
apresentar algumas aplicagdes. O trabalho com software como o Cabri I, 0 Maple, 0 GeoGebra,
0 Matlab, entre outros, mostrou-se eficaz para a compreenséo dos conceitos da Algebra Linear,
como autovalores e autovetores. Contudo, essa abordagem também traz desafios, a exemplo da
necessidade de se manter atento a teoria discutida e da dificuldade de alguns estudantes em

posteriormente realizar calculos manuais.

16 Whereas this approach could give the students an illustrative introduction to eigenvalues and
eigenvectors as well as the role they play in population models, it, and similar situations in the other
projects, also requires the students themselves to make transitions between action, formulation and
validation, which they are probably not used to.
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4 COMPREENSOES E POSSIBILIDADES PARA O TRABALHO COM TDICS

Neste capitulo, trazemos consideracdes sobre TDICs e sobre a perspectiva assumida para
a realizacdo deste trabalho. Posteriormente, apresentamos 0 GeoGebra e 0s principais recursos
articulados para o desenvolvimento das atividades, como a janela de célculo simbodlico (CAS)
e 0 que nomeamos de GeoGebra LOGO. Devido a escassez de trabalhos que tratem sobre o
GeoGebra LOGO, optamos por trazer reflexdes acerca dessa possibilidade, fundamental para a
resolucdo das praticas planejadas para esta pesquisa. Deste modo, vemos a necessidade de
evidenciar as principais ideias sobre a linguagem de programacdo LOGO, com o objetivo de
familiarizar o leitor no que concerne as questdes debatidas em sequéncia.

As discussdes em torno do tema “Tecnologia e Educacdo Matematica” se reuniram ao redor
de uma linha de pesquisa, 0 que mostra a potencialidade e a importancia do trabalho com
tecnologias nos ambientes educacionais, das quais as pesquisas referenciadas nesta se¢do sdo
indicativas.

O termo “Tecnologias” pode fazer referéncia a diversos objetos, como caneta, papel,
lousa, computadores, entre outros. Por essa razéo, ¢ comum que o termo “Tecnologias Digitais”
(TD) seja utilizado para fazer referéncia de modo mais especifico aos computadores, celulares,
software e tablets. No entanto, para aludir as tecnologias empregadas nesta pesquisa,
escreveremos a sigla TDICs, Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo, de modo a
enfatizarmos que elas permitem também uma rpida comunicacao e acesso a informacéo (Paulo;
Pereira; Pavanelo, 2020).

Entendemos que, para o trabalho com TDICs de forma geral, postura essa que adotamos

no desenvolvimento deste estudo, devemos ter em mente que:

considerar TDICs para a aprendizagem requer a constituicdo de um ambiente
no qual haja condi¢des para a producdo de conhecimento, o que exige um
espaco de investigacdo onde os alunos possam explorar possibilidades, expor
conjecturas e construir argumentos; um espago de didlogo para que o que é
constituido dentro da subjetividade possa ser explicitado e colocado em
discussdo, inaugurando o processo intersubjetivo no qual, através dos meios
de comunicacdo, a linguagem seja articulada, elaborada, refinada e
compreendida para comunicar o que foi validado por todos. (Paulo; Pereira;
Pavanelo, 2020, p. 643, traducéo nossa)*’

17 Considering DICTs for learning requires the constitution of an environment where there are conditions
for production of knowledge, which demands a space of investigation where students may explore
possibilities, expose conjectures and build arguments; a space of dialogue so that what is constituted
within one’s subjectivity may be made explicit and put to discussion inaugurating the intersubjective
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Este ambiente pode tanto ser um laboratério de informatica, com computadores e acesso

a internet, quanto a prdpria sala de aula, com celulares e outros dispositivos mdveis.
Independentemente do modo, devemos ter cuidado para que as tecnologias estejam adequadas
ao objetivo que se espera alcangar com elas, apresentando um bom funcionamento e bom estado
fisico. Em alguns casos, por exemplo, ndo temos aparelhos para todos os estudantes, fazendo
com que trabalhem em grupos. No entanto, apesar de compreender que esta falta é uma pauta
importante de politicas publicas para a Educacao, entendemos que tal cenario é também prépicio
para 0 ambiente de exploracéo e de dialogo, igualmente basilares no processo de aprendizagem.
Diante da postura fenomenologica adotada neste trabalho, vemos a necessidade de expor

a compreensdo das TDICs a partir dessa perspectiva. Assumindo que “as tecnologias digitais ai
estdo na materialidade disponivel a n6s na mundaneidade do mundo e atraem nossa visada,
constituindo-se fendmenos a serem desvendados” (Rosa; Bicudo, 2018, p. 24), entendemos que
as TDICs estdo conosco no mundo, fazendo ndo com que as usemos, mas que ajamos com elas.
Compreender o trabalho com TDICs dessa forma pode ser um convite a reflexdo das

nossas agdes com elas, levando-nos a entender que:

[..] as TD na producdo do conhecimento ndo sdo entendidas como
ferramentas, pois elas ndo ocupam um papel de suplementacdo para o ser
humano, como uma chave de fenda, por exemplo, que é usada para tornar o
trabalho mais agil, mais eficiente ou mais econémico. Ou seja, a midia esta
presente no proprio pensar. Compreendendo as TD como presentes no
movimento de produzir conhecimento, falamos do pensar-com-TD, de forma
a se perceber com elas, assim como de produzir conhecimento nas relagdes
com o mundo e com os outros. (Rosa; Bicudo, 2018, p. 27, grifo dos
autores)

As ideias de ser com tecnologias e pensar com tecnologias ndo se referem a uma proposta
de misturar biologia e tecnologia, fazendo com que esta Gltima seja semelhante a uma protese.
Pelo contrario, elas reconhecem que, estando e sendo no mundo, ndo estamos sos, e sim em
interagd0 com outros sujeitos viventes, como 0s animais, a natureza e a producdo humana
situada historica e culturalmente, como as TDICs. Deste modo, estamos e somos com elas
também e “isso significa que produzimos conhecimento com o mundo, com as tecnologias

digitais que se encontram no mundo e ndo sobre o mundo, sozinhos de forma que essas

process, in which, through the means communication, the language is articulated, elaborated, refined and
comprehended to convey what it was validated by all.
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tecnologias simplesmente nos auxiliem a pensar sobre algo” (Rosa; Bicudo, 2018, p. 29).

Acreditando no potencial que o trabalho com tecnologias pode apresentar na
aprendizagem dos estudantes, defendemos o desenvolvimento de atividades e experiéncias com
elas, levando em consideracéo justamente as especificidades de cada uma. Significa dizer que,
ao trabalhar com o computador, as orientagdes para os alunos devem ter em conta suas
propriedades, caso contrario, realizar-se-ia o estudo de um conceito com o computador, apenas
para enfatizar o trabalho com TDICs, por exemplo, sendo que a mesma atividade poderia ser
realizada com qualquer outra tecnologia, como um livro, lapis e papel.

As préticas desenvolvidas para esta pesquisa (apresentadas posteriormente no capitulo 5)
foram planejadas tendo no horizonte esta perspectiva, de modo que foram elaboradas visando
a desfrutar dos beneficios e das possibilidades que o trabalho com computadores permite, ou
seja, se optarmos por outra midia ou até mesmo nenhuma, todas as atividades devem ser
repensadas.

Partir dessa perspectiva implicaum repensar e um replanejar a agcao docente e as interacoes
da sala de aula como um todo. Com as TDICs inseridas na escola, o professor ndo é mais a
“tnica” fonte de informacdes, visto que elas permitem o acesso a diferentes fontes e topicos de
forma rapida, com diferentes imagens, sons, textos, mudancas e exploracdes rapidas,

favorecendo diferentes modos de se compreender um conceito.

4.1 GeoGebra

O GeoGebra é um software livre e dindmico, pensado para Educacdo Matemaética
(Hohenwarter; Fuchs, 2004), dado que retine objetos de estudo da Geometria, da Algebra, bem
como planilhas, graficos, funcdes estatisticas e de calculo em um Unico ambiente. Além de
oferecer o download gratuito'®, foi desenvolvida uma versdo online que conta com uma
comunidade virtual para divulgar os estudos feitos. Também foram desenvolvidos seis
aplicativos para smartphones, como a “Calculadora Grafica GeoGebra” ¢ 0 “GeoGebra
Geometria”, todos gratuitos, cujo objetivo é o de permitir que os estudos também sejam
realizados pelo celular, de modo que cada aplicativo é semelhante a uma das funcionalidades
do software do computador.

O GeoGebra recebe atualizacdes até hoje e, conforme a tecnologia avanca, seus

desenvolvedores buscam adaptar funcionalidades, a exemplo dos aplicativos citados e da fungéo

18 Download GeoGebra: https://www.geogebra.org/download.
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de realidade aumentada através do celular. Para o computador, a versao mais recente atualmente
é chamada de GeoGebra Classic 6.0, lancada em abril de 2017, sucessora da versdao mais
utilizada, GeoGebra Classic 5.0, que também obteve atualizagdes e novas versdes, como a 5.2.
Outra versdo muito utilizada € a online, para a qual ndo é necessario fazer o download no
computador, sendo suficiente acessar as diferentes janelas e comandos do GeoGebra na internet
por meio da pagina oficial do software.

Ressaltamos que, neste trabalho, os comandos e as possibilidades apresentadas sdao
referentes a versdo Classic 5, equivalentes aos comandos do GeoGebra online. Trabalhar com
essas variadas versdes ndo traz diferencas que prejudiquem a resolucéo das propostas de
investigacao, posto que as distingdes sdo concernentes ao layout, a disposi¢édo das janelas e a
possibilidade de salvar e divulgar os resultados online de forma mais rapida, mas nada que
impossibilite 0 uso de outra verséo.

Ainda olhando para as diferentes versdes, a primeira delas foi desenvolvida em 2001, na
Universidade de Salzburg, na Austria, por Markus Hohenwarter, tendo alcancado uma grande
popularidade desde o inicio por se destacar de outros programas de Geometria ja existentes,
como o Cabri Geometry e o Poly.

Podemos pensar em alguns dos motivos que levaram a esse destaque: primeiramente,
devemos considerar o fato de o0 GeoGebra ndo trabalhar somente com Geometria, como é o
caso das duas plataformas citadas anteriormente, e tal diversidade de recursos e possibilidades
foi permitindo trabalhar com o software em diferentes niveis de ensino e com diferentes
assuntos. Em seguida, outro ponto de destaque se deve ao fato de o0 GeoGebra ser um software
de codigo aberto, ou seja, ele permite que qualquer pessoa acesse-o0 e faca modificagdes, 0 que
concorre para uma troca gratuita de informacdes e para um desenvolvimento colaborativo na
programacéo, fazendo com que as ideias tidas por qualquer pessoa possam acarretar em uma
melhoria para o software. Outras caracteristicas que valem ser ressaltadas séo a diversidade de
idiomas em que ele esta disponivel, a conexio e o dinamismo entre as janelas de Algebra e de
Geometria, a Planilha de Calculo e sua interface intuitiva e de facil uso para algumas pessoas.

O software permite a construcdo de diversos objetos de estudo da Matematica, como
ponto, reta, vetores, segmento, plano, poligonos, circunferéncias, conicas, funcdes, matrizes,
entre outras possibilidades, e é capaz de apresentar as caracteristicas geométricas e algébricas
de um mesmo objeto, mesmo que seja dindmico, relacionando as janelas de Algebra e de
Visualizacdo, por exemplo. No estudo de gréficos de fungdes, podemos calcular suas raizes,
maximos e minimos, entre outras coisas. Atualmente, € possivel também visualizar objetos

tridimensionais através da janela de visualizacdo 3D, o que permite diversos estudos como



65

solidos geométricos, funcGes de duas variaveis e o estudo de retas e planos no espacgo
tridimensional.

Deste modo, 0 GeoGebra vem sendo premiado por diversos anos, desde 2002 até agora, e
é possivel afirmar que hoje ja esta consolidado na comunidade de Educacdo Matematica, devido
a diversidade de trabalhos com diferentes publicos e assuntos. O GeoGebra faz parte de uma
das fases das tecnologias digitais na pesquisa em Educacdo Matematica e, de acordo com a
classificacdo dos autores Borba, Silva e Gadanidis (2020), faz parte da quarta e Ultima/atual
fase das tecnologias nessa area de pesquisa, juntamente com o avanc¢o da internet e com todas

as consequéncias desse avanco.

4.1.1 Aprendizagem com GeoGebra

Devido a popularidade e a consolidacdo do GeoGebra na comunidade académica,
buscamos apresentar propostas que se aproximam da desenvolvida neste trabalho, a saber,
pesquisas realizadas em disciplinas do Ensino Superior, com foco na disciplina de Algebra
Linear. Entretanto, ressaltamos que o software pode estar presente em salas de aula de diferentes
niveis de ensino, como a Educacdo Basica. Corroborando com essa diversidade, entendemos

que o trabalho com o GeoGebra:

[...] permitiu uma mudanca de foco no cotidiano escolar, ndo apenas no ensino
superior, mas também no ensino basico. Por exemplo, ao invés de gastar
tempo produzindo graficos os professores passam a investir o tempo
interpretando e entendendo graficos, explorando essas representacdes de
forma mais sistematica. Isso abre a possibilidade de atribuir um papel mais
central ao pensamento matematico, no momento que a partir da dinamicidade
gue o GeoGebra possui, 0s alunos conseguem formular conjecturas. (Mathias,
2023, p. 46)

Desta forma, o software permite um ambiente propicio para investigacdes, testes
envolvendo diferentes exemplos e criacdo de hipdteses conforme se constatam as mudancas
feitas e suas consequéncias. Desde o seu desenvolvimento, 0 GeoGebra foi pensado para

propiciar esse ambiente, visto que:

nao importa se os estudantes exploram matematica sozinhos ou em grupos, 0
professor deve tentar ser um orientador em segundo plano que d& suporte
quando é necesséaria ajuda. Os resultados dos estudantes de seus experimentos
com o GeoGebra devem ser a base para as discussdes em sala de aula. Isso da
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aos professores mais tempo para se concentrar em ideias fundamentais e
raciocinio matematico. (Hohenwarter; Fuchs, 2004, p. 3, tradugdo nossa)*®

Assim, trabalhar com GeoGebra também é um convite a criatividade e a reflexdo sobre
como explorar os contetdos desejados. Deste modo, ele pode se fazer presente em diversas
disciplinas do Ensino Superior, na maioria dos casos, de cursos de Exatas, ndo somente pensando
na formacdo de professores mas também nos cursos de Engenharia.

Mathias (2023) apresenta exemplos de estudos feitos com turmas de diferentes cursos em
trés disciplinas em que ja ministrou aulas: Geometria Plana e Espacial, Calculo e Algebra
Linear. Na disciplina de Geometria Plana e Espacial, a autora apresenta exemplos de como
trabalhou os Teoremas de Varignon e de Viviani, além de destacar a possibilidade de fazer
construcdes geomeétricas seguindo os moldes das constru¢cGes com régua e compasso. Na
disciplina de Célculo, traz exemplos de estudo de curvas de nivel e curvas no espaco através da
janela de visualizacdo 3D, ademais de trabalhar curvas planas na janela de visualiza¢do 2D,
como a Lemniscata.

Na disciplina de Algebra Linear, Mathias (2023) d4 um exemplo de outra pesquisa que
trata da compreensdo geométrica de triplas ordenadas, o qual a autora utiliza para introduzir o
espaco vetorial tridimensional. Seguindo com exemplos de abordagens autorais, discute o
estudo de diferentes casos e da solucéo de sistemas lineares de trés incognitas, de modo que 0s
planos e as intersecfes fossem visualizados enquanto os parametros do sistema fossem
representados por controles deslizantes. Outro caso apresentado tinha como objetivo trabalhar
com transformacGes lineares, especificamente onde apresentam a compressdao vertical,
transformando a imagem construida a medida que Ié a matriz associada a essa transformacéo,
interagindo com os pontos e dando novas caracteristicas da imagem. A pesquisadora afirma
ainda que tal atividade contribui para a identificacdo visual das semelhancas e diferencas entre
os dois estagios do objeto (antes e depois de sofrer a transformacao).

Também tratando da disciplina de Algebra Linear, Kripka et al. (2017) discutem uma
atividade de ensino realizada com estudantes de Engenharia Civil, que visou a aprendizagem
significativa de sistemas lineares propiciada pela resolucdo de um problema contextualizado no

GeoGebra. Os autores concluem que a constru¢cdo de um modelo dindmico no software,

19 No matter if students explore mathematics alone or in groups, the teacher should try to be an advisor
in the background who gives support when help is needed. The students’ results of their experiments
with GeoGebra should be the basis for discussions in class. This gives teachers more time to concentrate
on fundamental ideas and mathematical reasoning.
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utilizando das generalizacGes algébricas, contribuiu para a (re)significacdo e para a
aprendizagem significativa dos conceitos discutidos.

Diferente de ambos os trabalhos anteriores, que se referem aresolucao de sistemas lineares,
Souza (2014) aborda outros contetidos da disciplina de Algebra Linear, quais sejam conicas e
transformacdes lineares, com o objetivo de construir os graficos das conicas e efetuar
transformacdes lineares, como cisalhamento horizontal e rotacdo de um angulo dado, utilizando
o0 software para visualizacdo das transformacoes feitas. Outrossim, buscou trabalhar o processo
inverso, partindo da equacéo de uma conica e encontrando seus componentes no GeoGebra.

Vale ressaltar que, durante este Gltimo processo, o autor evidencia a importancia de se
identificar os autovalores e autovetores associados a equacdo matricial da cénica, mas néo o faz
usando o0 GeoGebra e nem menciona a possibilidade disponivel no software para tal, realizando
e apresentando os calculos manualmente.

Os trabalhos citados séo alguns exemplos do que o GeoGebra oferece. Assim, podemos
compreender o quao completo ele consegue ser, com recursos tao abrangentes que muitas vezes
acabamos ndo tendo ciéncia deles e, por conseguinte, ndo explorando e ndo conhecendo outras
ferramentas, caminhos e discussdes que também sdo possiveis.

Nas atividades propostas neste trabalho, buscamos nos valer de recursos de facil acesso
no software, mas também apresentar alternativas que antes nos eram igualmente desconhecidas,
com vistas a explorarmos ainda mais 0 GeoGebra em conjunto com os participantes da pesquisa,
evidenciando e aprofundando alguns desses recursos disponiveis.

Desta forma, as praticas incentivaram o trabalho com as ferramentas ja existentes,
referentes as transformacfes geométricas, como reflexdo em relacdo a uma reta, reflexdo em
relacdo a um ponto, rotacdo em torno de um ponto e homotetia, além de outras funcionalidades
que também estdo disponiveis na tela inicial do software, a exemplo da ferramenta poligono e
do controle deslizante.

Também foram exploradas alternativas para a escrita de um mesmo objeto. Por exemplo,
para se escrever uma sequéncia de nameros especificos ou de pontos, podemos fazé-lo a partir
de diferentes comandos na janela de entrada, tanto como sequéncia quanto como lista de
interacdo, ajustando conforme a necessidade, sendo igualmente possivel obter o resultado
desejado através da escrita na planilha disponivel no software. Além disso, apresentamos a
forma de escrever uma matriz no GeoGebra, bem como o0 modo de utilizar a janela de calculo
simbolico (CAS) para realizar célculos relacionados a matriz, como determinante, transposta,
autovalores e autovetores, estes dois Ultimos sendo os tdpicos de estudo principal dessa

pesquisa.
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Todo esse conteldo esta disponivel no software e foi mostrado aos participantes da
pesquisa antes de realizarmos as atividades de investigacdo, as quais se encontram nos
apéndices deste trabalho, tendo servido como principal fonte da produgdo dos dados deste
estudo. E importante ressaltar, finalmente, que, ademais de trabalhar com os recursos disponiveis
no GeoGebra, intentamos integrar nas atividades o que chamamos de GeoGebra LOGO,

detalhado na sequéncia.

4.2 A linguagem de programacao LOGO

Uma linguagem de programagéo pode ser entendida como um meio de comunicag&o entre
0 computador e a pessoa que o utiliza. A linguagem LOGO é uma linguagem de programacao
desenvolvida inicialmente para a aprendizagem de criancas, pois, devido a estrutura simples
dos comandos, pode ser trabalhada como uma introducdo a fim de se familiarizar com a
estrutura dos cddigos e da logica da programacgdo, ao mesmo tempo em que sdo discutidos
alguns problemas para investigacao.

Ainda que a linguagem tenha sido desenvolvida para ser trabalhada com criangas, isso
ndo a torna infantil. Isso porque suas caracteristicas se fazem Uteis para qualquer publico que tenha
contato com ela e, conforme se cria uma familiaridade, abrem-se diferentes possibilidades de
se trabalhar com 0 LOGO. Deste modo, € possivel compreender o LOGO como uma linguagem
simples e poderosa (Papert, 1985).

Sua primeira versdo foi lancada em 1967, a partir do trabalho de um grupo de
pesquisadores do Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT), nos Estados Unidos, entre
0s quais Seymour Papert, Wally Feurzeig e Cynthia Solomon. Apesar de outras pessoas terem
tido um papel no desenvolvimento da linguagem, prevalece o nome de Papert quando se fala
da criacéo e da divulgacéo da linguagem.

Seymour Aubrey Papert (1928-2016) nasceu na Africa do Sul, graduou-se em Fisica e em
Matematica pela Universidade de Witwatersrand, em seu pais natal, em 1949, e obteve seu
Doutorado na Universidade de Cambridge, nos Estados Unidos, em 1959. Na década de 60,
passou um periodo com Jean Piaget, biologo e psicologo que desenvolveu a teoria do
Construtivismo, fonte de inspiracéo para os trabalhos subsequentes de Papert. Posteriormente,
foi convidado a integrar o MIT, onde foi cofundador do Laboratério de Inteligéncia Artificial.
E considerado um dos pioneiros no incentivo ao trabalho com computadores no aprendizado,
fazendo com que se apresentasse como um “utdpico educacional” (Papert, 1985, p. 33), sendo

também reconhecido como o pai da linguagem LOGO e da teoria Construcionista.
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Mesmao que esta pesquisa ndo mobilize todas as ideias do construcionismo, entendemos ser
relevante apresentar certas consideracdes sobre essa teoria para melhor referenciar os principais
trabalhos de Papert. Essa teoria tem como foco o ensino das Ciéncias e da Matematica, tendo
se inspirado nas ideias de Piaget em um contexto da tecnologia. Ambas as abordagens tomam
a aprendizagem como um processo ativo e construtivo, mas a de Papert propGe uma pratica
maior, com a criagcdo como parte do aprendizado, enfatizando, dessa forma, a relacdo entre a
linguagem de programacédo e o pensamento matematico. Nesse sentido, o estudante deixa de
ser um espectador que acompanha o computador e passa a instrui-lo conforme o programa,
refletindo sobre solucdes para as situagbes propostas.

O Construcionismo defende que o processo de criacdo, ou seja, a proposta de investigacao
e 0 momento pratico em que 0s estudantes colocam “a mao na massa” (hands-on), deve ser
dedicado a um projeto ao qual os estudantes consigam atribuir significado, de modo que o
interesse e a proposicdo surjam deles, que, por conseguinte, mobilizardo diferentes
conhecimentos na busca por uma possivel solucéo.

Com essa abordagem, temos uma proposta que ressignifica diversos atores e cenarios do
processo de aprendizagem, como as tecnologias e os professores, e na qual cada um

desempenha papéis especificos:

E importante frisar que, embora a tecnologia seja realmente importante e
constitui um dos focos centrais da pesquisa construcionista, para o
construcionismo um ambiente educacional efetivo exige muito mais do que o
aprendiz e um computador. E preciso um ambiente acolhedor que propicie a
motivacao do aprendiz a continuar aprendendo, um ambiente que seja rico em
materiais de referéncia, que incentive a discussdo e a descoberta e que respeite
as caracteristicas especificas de cada um. Nesse ambiente, o professor é o
regente que, em parceria com toda a comunidade escolar, deve desempenhar
a dificil tarefa de fazer com que tudo funcione a contento. (Maltempi, 2004,
p. 266-267)

Posteriormente, a partir dos estudos realizados, foram estabelecidas cinco dimensfes que
formam a base do construcionismo: dimensdo pragmatica, dimensdo sintdnica, dimensdo
sintatica, dimensdo semantica e dimenséo social (Maltempi, 2004, p. 267).

A dimensdo pragmaética refere-se ao conhecimento aprendido, necessario para o
desenvolvimento do projeto em questdo. Entende-se que o estudante se mobiliza para aprender
enquanto busca solugBes praticas e imediatas, e ndo conhecimentos sem perspectiva para
estabelecer relacGes. Esse movimento € recorrente, tendo em vista que ele sempre busca
melhorias ou mudancgas mais complexas em seus projetos.

A dimensao sintdnica trata da relacdo entre aprendiz e projeto, o que faz com que a
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aprendizagem passe a ser contextualizada, visando ao desenvolvimento de um projeto de
interesse dos alunos. A escolha pode ser mediada pelo professor, com o intuito de que ele
auxilie na opgdo por algo passivel de ser desenvolvido e que conte com o computador como um
elemento que expanda as perspectivas quando comparado a projetos fisicos do ambiente
concreto.

A dimensdo sintatica, por sua vez diz respeito a possibilidade de o aprendiz acessar
elementos béasicos que compdem o ambiente de aprendizagem, como materiais que possam ser
acedidos com poucos pré-requisitos. Na pratica, isso pode ser inviavel, mas deve ser perseguido
0 maximo possivel (Maltempi, 2004).

A dimensdo semantica concerne a importancia de o estudante lidar com elementos que
carreguem significados para ele, a fim de que os conceitos e ideias sejam representativos no
assunto que esta sendo trabalhado. Por fim, a dimenséo social aborda as relagdes pessoais € a
cultura do ambiente, indicando que o projeto também deve mobilizar questdes valorizadas
culturalmente. Nesta dimensdo, a tecnologia e a valorizagdo social do conhecimento em
programacdo voltam a ganhar destaque, dado o avanco tecnoldgico que faz com que muitas
vezes estejamos rodeados por celulares e computadores e afins.

A base da teoria Construcionista advém do trabalho com o LOGO, ocasionando um
desenvolvimento matuo deles, haja vista que, enquanto se investigava o ambiente de
aprendizagem, desenvolvia-se a linguagem de programacao. Para tal, foi necessario dialogar
com outras teorias, a fim de que contribuissem para compreender os diferentes niveis de
interacdo que aconteciam nesse ambiente, mobilizando, para além de Piaget e Papert, autores
como Vygotsky e Freire, segundo Valente (1996).

Na década de 70, o LOGO comeca a ser utilizado no préprio MIT e em outros paises,
como Austrélia e Escdcia. Inicialmente, essa linguagem programava uma “tartaruga” (apelido
atribuido devido a velocidade com que percorria o percurso), um rob6 que executava comandos

conforme marcava seu trajeto com uma caneta.
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Figura 2 - Seymour Papert com a tartaruga de chéo

Fonte: https://en.m.wikipedia.org/wiki/File:Seymour Papert.jpag.

A programacdo ocorria em laboratorios, visto que o interpretador LOGO estava
disponivel somente para computadores de grande porte, como o PDP 10 e PDP 11. Com o
avanco da tecnologia e o desenvolvimento de microcomputadores, 0s quais hoje denominamos
computadores pessoais, a linguagem LOGO deixa de programar um robd fisico e passa a
programar uma tartaruga em um software de computacéo grafica, desenhando diversas formas e
imagens. Por conseguinte, um novo grupo de pesquisa do MIT, focado apenas no LOGO,
desenvolve versbes para duas maquinas: Apple Il e Texas Instruments Tl 99/4. A partir dai,
surgem distintas perspectivas de trabalho com o computador, como a perspectiva didatica, uma

vez que:

quando o aluno interage com o computador através do Logo, ele programa o
computador ou “ensina” a Tartaruga como produzir um grafico na tela. Isso
implica na descrigdo da solucdo do problema através dos comandos do LOGO
(procedimentos Logo). O computador, por sua vez, executa esses
procedimentos e a Tartaruga apresenta na tela um resultado na forma de um
grafico. O aluno olha para a figura que esta sendo construida na tela e para o
desenho final e faz uma reflex&o sobre essas informagoes. (Valente, 1996, p.
11)

Nessa mesma década, 0 LOGO comegou a ser apresentado nas escolas, sendo a primeira
delas uma escola da cidade de Brookline, Estados Unidos, para alunos dos anos iniciais do
Ensino Fundamental. Com um projeto patrocinado pela Texas Instruments e pelo MIT, 50
computadores foram distribuidos para uma escola em Dallas, também nos Estados Unidos, com
450 estudantes matriculados. Outras iniciativas como essa também aconteceram em Nova YorKk,
com a distribuicdo de computadores em escolas publicas em alguns distritos da cidade, sendo

sempre um dos dois modelos citados anteriormente. Em ambos os projetos, foram oferecidos
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aos professores uma formacdo, através de cursos de verdo de duas semanas de duracdo, bem
como acompanhamento durante o ano letivo, acGes essas apoiadas pelo MIT.

A partir dai, outras praticas foram realizadas a fim de apresentar e de incentivar o trabalho
com a linguagem LOGO, como, por exemplo, a criagdo da LOGO Foundation®® (Fundagéo
LOGO, em traducéo livre), uma organizagdo sem fins lucrativos que promove e fornece apoio
ao uso da linguagem nas escolas, e de empresas como a Terrapin Software e a Logo Computer
Systems, Inc (LCSI), com Seymour Papert como presidente na fundacao.

Em 1980, um grande marco na histéria da linguagem foi o lancamento do livro
“Mindstorms: children, computers and powerful ideas”, publicado no Brasil anos depois com o
titulo “Logo: Computadores e Educacdo” (Papert, 1985). O avanco da popularidade da
linguagem no inicio da década é uma consequéncia da publicacdo deste livro. De acordo com

0 autor, ele desenvolve duas ideias principais na obra:

a primeira é que é possivel construir computadores de modo que aprender a
comunicar-se com eles seja um processo natural, mais parecido como
processo de aprender francés morando na Franga do que como método
antinatural do ensino americano de linguas estrangeiras. A segunda € que
aprender a comunicar-se com um computador pode mudar a maneira como
outras aprendizagens acontecem. O computador pode ser um interlocutor-de-
matematica ou um interlocutor-de-linguas. Estamos aprendendo a fabricar
computadores com 0s quais as criangas gostam de se comunicar. Quando esta
comunicagao ocorre, as criangas aprendem matematica como uma lingua viva.
(Papert, 1985, p. 18)

Enquanto apresenta a tartaruga no ambiente LOGO, Papert (1985, p. 26) destaca que:

0 papel central da tartaruga neste livro ndo deve ser visto como uma panaceia
para todos os problemas educacionais. Vejo-a como instrumento educacional
valido, mas sua principal funcdo € servir como modelo para outros objetos,
ainda a serem inventados. Meu interesse esta no processo de invencdo desses
“objetos-de-pensar-com”, objetos em que ha uma intersecdo de presenca
cultural, conhecimento implicito, e a possibilidade de identificacdo pessoal.

A partir de entdo, novas versdes do LOGO foram produzidas com novos recursos, como
sons, gréficos e traducBes para outros idiomas. Por exemplo, em 1985, a LCSI lanca o
LogoWriter, com capacidade de processamento de texto e interface mais simplificada do que as
versoes anteriores.

Na mesma década, Mitchel Resnick e Steve Ocko, membros do MIT Media Lab,

20 Sjte da Logo Foundation: https://el.media.mit.edu/logo-foundation/index.html.
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apresentaram o Lego Logo, com o qual seria possivel programar motores, sensores e outras
pecas de Lego através de uma interface com comandos na linguagem LOGO. A ideia foi
desenvolvida ao longo dos anos, sendo possivel encontrar ainda hoje programac6es com blocos
de Lego, como, por exemplo o kit de robotica Lego Mindstorm EV3 (nome que faz referéncia
ao livro de Papert), ocorrendo concursos de robdtica a niveis mundiais.

Mitchel Resnick segue trabalhando no MIT e, com fundamentos e preocupacfes
semelhantes aos de Papert, ¢ um dos principais fundadores da linguagem e comunidade
Scratch?!, desenvolvida a partir de 2004, com lancamento em 2007. Igualmente voltado
principalmente para criangas e com um interface visual simples, o Scratch fornece um ambiente
onde é possivel criar jogos, contar histdrias, usar simuladores, dentre outros recursos, atraves
da programagdo com “blocos”, ndo sendo preciso escrever todas as linhas do codigo, mas sim
usar os blocos de comando conforme se deseja. Com a grande popularidade alcancada e as
inovac0es feitas no correr dos anos, o Scratch se tornou uma das principais linguagens para se
trabalhar com programacéo nas escolas.

Como dito anteriormente, outras versdes foram sendo desenvolvidas, traduzidas e
apresentadas em diversos paises, dentre eles, o Brasil. A linguagem LOGO chega em territdrio
nacional em 1982, por meio das ac6es do Nucleo de Informatica Aplicada a Educacédo (NIED),
existente até hoje na Universidade Estadual de Campinas (Unicamp), sendo disponibilizada
para criancas e adolescentes. Dentre as varias pessoas envolvidas neste processo, destacamos o
professor José Armando Valente.

José Armando Valente se graduou em Engenharia Mecanica pela Universidade de Sao
Paulo (USP) em 1970. Obteve o titulo de mestre em Ciéncia da Computacdo pelo Instituto de
Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computacdo da Unicamp em 1974 e realizou outro
mestrado no Programa Interdisciplinar de Ciéncia e Educacdo do MIT, em 1979, logrando o
titulo de Doutor pelo Departamento de Engenharia Mecénica e Divisdo para o Estudo e
Pesquisa em Educagdo do MIT em 1983, sendo ambos os trabalhos orientados por Seymour
Papert.

Buscando divulgar e incentivar os estudos com o LOGO, podemos destacar duas
publicacGes de livros: “Logo: Conceitos, Aplicag¢des ¢ Projetos” (Valente; Valente, 1988) e “O
Professor no Ambiente Logo: Formagao e Atuagdo” (Valente, 1996).

Na primeira publicagdo citada acima, os autores dividem a obra em duas partes. No

primeiro momento, tém como objetivo apresentar e incentivar alguns comandos e

21 Comunidade Scratch: https://scratch.mit.edul.
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possibilidades ao se trabalhar com a linguagem e, para tanto, expdem alguns conceitos de
programacdo a0 mesmo tempo que sugerem projetos a serem realizados e atividades sem o

computador para se discutir o que foi evidenciado. Nessa parte, também ressaltam que:

nosso objetivo principal é mostrar que as atividades gréaficas utilizam de ideias
poderosas e sofisticadas, as quais, quando embutidas nas atividades gréficas,
se tornam manipulaveis. Aprendem-se coisas dificeis brincando, desenhando,
sem perceber que s&o dificeis. Isto € Logo —um ambiente onde aprender coisas
dificeis deve ser divertido! (Valente; Valente, 1988, p. 1)

J& na segunda parte do livro, os autores mobilizam uma possibilidade a qual afirmam ser
pouca conhecida: a manipulacdo de simbolos no software, indo além da parte grafica da
tartaruga, haja vista favorecer o trabalho com textos, como mensagens, poemas e até a
simulacdo de conversas previamente programadas. Ademais, permite 0 emprego de nimeros e
procedimentos de célculos, como esbocar graficos, usar a trigonometria, entre outras
possibilidades.

A segunda obra citada, por sua vez, é resultado do 1° Grupo de estudo LOGO, realizado
no NIED em marco de 1994, com a finalidade de discutir os seguintes topicos: o papel do
facilitador no ambiente Logo e a formacdo do facilitador Logo e as caracteristicas da
linguagem Logo. Inicialmente, vinte e duas pessoas foram convidadas a escreverem artigos,
0s quais compdem as trés primeiras partes do livro, dividido pelos tdpicos discutidos. Os
texos foram enviados aos convidados e debatidos no encontro presencial, cujas discussdes
foram gravadas e transcritas, de modo a compor a quarta e Gltima parte do livro. Em 2000, o
NIED desenvolveu o SuperLogo (SLogo), que tem sua versdao SuperLogo 3.0 como a mais
recente do LOGO traduzida para o portugués, disponivel para download gratuitamente, com
instrucGes e exemplos de projetos também disponiveis para o trabalho com o software no site
do projeto?. Desta forma, é comum que as pesquisas que tratam da linguagem LOGO aqui no
Brasil utilizem o software SuperLogo 3.0, como Oliveira e Gongalves (2018), Cardoso (2021)
e Souza (2024).

4.2.1 0O LOGO no processo de aprendizagem

Vale lembrar que o LOGO foi pensado para a aprendizagem e essa caracteristica

permanece, independentemente da idade daquele que se aventura em programar com ela.

22 SuperLogo: https://www.nied.unicamp.br/projeto/super-logo/.
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Programar com LOGO permite a visualizagdo grafica dos comandos escritos, tornando possivel
identificar mais facilmente os erros e discutir os comandos executados pela tartaruga enquanto
se investiga um problema ou uma questao proposta. Assim, 0s passos da tartaruga podem abrir
espaco para discussdes de conteudos matematicos, questdes artisticas ou das ciéncias em geral.

Focando na aprendizagem matematica, temos que:

interagir com a tartaruga Logo pode contribuir na construgdo de conceitos
matematicos, muitas vezes de forma intuitiva. Conceitos podem ser
explorados até mesmo antes de serem apresentados formalmente,
possibilitando a descoberta de relacbes matematicas importantes. (Gregolin,
2009, p. 4)

Deste modo, trabalhar com o LOGO para tratar de conteldos matematicos é exatamente
um dos propasitos da linguagem. Como destacado anteriormente, a simplicidade e a capacidade
da linguagem sdo um convite para que usemos da criatividade para relacionar os comandos
realizados pela tartaruga com diversas questoes, de diferentes niveis de escolaridade.

Souza e Passos (2015) mostram a linguagem para alunos de um curso de Pedagogia e
professores dos anos iniciais através de um curso online. Concluem que os participantes foram
receptivos a linguagem como um recurso didatico, posto que desenvolveram atividades
envolvendo jogos e dindmicas em grupo para realizar com os estudantes dos anos iniciais.

Também com professores dos anos iniciais, Scheffer e Binotto (2023) expdem e analisam
trés atividades trabalhadas com esse publico, de modo a pensar na relacdo a ser estabelecida
entre 0 Pensamento Geométrico e o Pensamento Computacional com a vivéncia do corpo-
préprio na construcdo de poligonos. Em todas as atividades, as autoras defendem que se deve
iniciar com as criancas, buscando executar o resultado da programacéo antes de partirem para
programar o quadrado, o triangulo e uma aproximacéo de circunferéncia, em cada atividade
respectivamente. Na primeira atividade, tratando da programacdo de um quadrado, exibem a
solugéo com o software SuperLogo, enquanto que as outras duas programacdes sdo realizadas
com o Scratch. Entendemos que as trés atividades podem ser realizadas em ambos os
ambientes, ficando a escolha a cargo do professor ao ter em mente seu objetivo com a turma.

Ao final, as autoras concluem que é possivel trabalhar diferentes perspectivas geométricas
com os alunos da Educagéo Infantil e dos anos iniciais do Ensino Fundamental a partir do
SLogo, tais como angulos, poligonos e suas caracteristicas, discutindo os comandos e
significados matematicos presentes nos movimentos da tartaruga, os quais podem ser realizados
e vivenciados pelo estudante antes da pratica do registro simbélico e da programacdo do

movimento no SLogo.
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Cardoso e Pavanelo (2020) apresentam um minicurso realizado que aborda o pensamento
abstrato através da algebra, da geometria e do movimento. As discussdes foram feitas com
professores e tratavam de minimo multiplo comum (mmc) e do mé&ximo divisor comum (mdc),
com base nos desenhos da tartaruga. Oliveira e Goncalves (2018), por sua vez, trazem uma
investigacdo realizada com alunos do Ensino Fundamental que explora tépicos de Geometria

Plana e do Teorema de Pitadgoras. Os autores ressaltam que:

a utilizacdo do SuperLogo possibilita ndo somente o estudo da geometria,
como também o emprego de uma légica de programacdo que permite a
elaboracdo de conjecturas, a verificacdo de hipéteses, a investigacdo e a
reconducao dos procedimentos em caso de erro. (Oliveira; Golcalves, 2018, p.
105)

Enquanto trabalhamos com o LOGO, é possivel mobilizar discussdes relacionadas a
diferentes conceitos matematicos, de modo que, mesmo que se tenha como objetivo trabalhar
um deles em especifico, outros podem surgir, 0 que torna a experiéncia ainda mais rica.

Pavanelo, Cayres e Santos (2022) mostram uma proposta de atividade baseada na teoria
Construcionista de Papert para os anos finais do Ensino Fundamental em que exploram
conceitos relacionados a Geometria Plana, como poligonos, e ideias referentes a Robética
Educacional, a qual ndo trabalha com a tartaruga no computador, mas com um robé fisico, cujos
comandos sdo 0os mesmos da linguagem LOGO. A proposta tem como objetivos enfatizar o
aprendizado sobre os poligonos, possibilitar aos alunos o contato com robdtica e realizar uma
introducdo sobre conceitos de programacao.

Ja Souza (2024) realiza uma investigacdo com alunos do Ensino Médio para explorar uma
ideia intuitiva de limite, topico de estudo no Ensino Superior, como parte da disciplina de
Calculo em muitos cursos de Exatas. Também partindo da programacdo com a tartaruga,
Cardoso (2021) efetua discussdes sobre propriedades algébricas, como congruéncia médulo m,
vista no Ensino Superior com alunos da Licenciatura em Matematica.

Significa dizer que trabalhar com o LOGO permite o debate de diversos assuntos, tantos
quantos se queira explorar, tendo como ponto de partida o rastro deixado pela programacéo da
tartaruga. Além dos assuntos abordados, é possivel estabelecer relagdes entre as representactes
algébricas, como os comandos escritos, e as representacdes geomeétricas - 0s movimentos da
tartaruga -, e entdo discutir os pensamentos algebrico, matematico e computacional
desenvolvido pelo aluno.

Observando os estudos citados como exemplo, dentre outros que ja foram feitos, é

possivel perceber que:
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alunos que interagem com a tartaruga Logo e seus professores podem se
beneficiar das possibilidades de estabelecimento de relagdes que o Logo
propicia de uma forma que, muitas vezes, ndo se da na escola: problemas
podem ser propostos pelo professor ou pelo aluno e as solu¢Bes podem ser
testadas e ajustadas de tal forma que o erro ndo seja um blogueador a ser
evitado, mas um caminho para o acerto. A aprendizagem da Matematica
certamente é enriquecida com o apoio da Linguagem Logo e para que isso
ocorra os professores de Matematica devem conhecer essa linguagem
computacional e, brincando com a tartaruga, constatar algumas possibilidades
referidas neste texto e, certamente, descobrir muitas outras. (Gregolin, 2009,

p. 9)

Deste modo, fica evidente o papel do professor de Matematica no tocante ao
conhecimento das possibilidades que diferentes tecnologias podem fornecer, bem como no
dominio minimo para apresentar e trabalhar com o LOGO com seus estudantes.

Ainda que o LOGO ndo tenha atingido o mesmo nivel de popularidade de outras
linguagens e softwares educacionais, como o Scratch e 0 GeoGebra, seu desenvolvimento foi tdo
marcante que o programa e a linguagem de programacdo da tartaruga sdo compreendidos como
uma primeira fase quando se discute a presenca de tecnologias em pesquisas em Educacéo
Matematica no Brasil, presenca essa dividida por Borba, Silva e Gadanidis (2020) em quatro
fases. Outrossim, é importante refletir a importancia de Papert de um modo geral, o qual, além
de propor inovacBes em se tratando do uso de computadores no processo de aprendizagem, foi
e é fonte de inspiracdo para outros trabalhos, como o proprio Scratch e os Kits de roboticas da
LEGO, o que fez com que se tornasse um dos principais educadores a abordar as tecnologias,
j& que ele mesmo compreendia que “na educagdo, a mais elevada marca de sucesso € ndo ter

imitadores, mas inspirar outros a ir além” (Papert, 2008, p. 82).

4.3 Apresentando o GeoGebra LOGO

A partir de 2012, com a versdo do GeoGebra Classic 5.0, foram adicionadas duas
possibilidades de programacdo no software. Uma delas foi a linguagem Python,
substituida em versdes mais recentes pela linguagem JavaScript, utilizada inclusive na
programacéo do cédigo do GeoGebra. A outra foi o LOGO, cujos principais comandos foram
nomeados de forma semelhante, mas fazendo com que as finalidades fossem iguais as do
software especifico da tartaruga.

Ressaltamos que os comandos aqui apresentados valem para as versdes 5.0 e online, visto

que, para outras versoes, podem ocorrer pequenas alteracdes na escrita deles, ndo alterando, no
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entanto, sua funcionalidade.

Devido ao baixo nimero de trabalhos que tratam e investigam o GeoGebra LOGO, o0s quais
serdo revisados e expostos mais adiante, entendemos que existe a chance de tal recurso ser
menos conhecido na comunidade académica e na pratica escolar em comparagao a outros, como
o Scratch, 0 que nos leva & necessidade de fazer uma breve introducdo explicando o
funcionamento desta abordagem, utilizada nas atividades com os participantes da presente

pesquisa.

4.3.1 Primeiros passos

Para iniciarmos o trabalho com o LOGO no ambiente do Geogebra, devemos escrever na
janela de entrada o comando “Tartaruga()”. Em seguida, temos, na janela de algebra, o nome
referente a tartaruga criada, da qual podemos acessar diferentes configurages, como desabilitar
sua exibicdo e mudar o nome. Na janela de visualiza¢do, a tartaruga é criada sempre na origem,
no ponto (0,0), e sempre estard voltada para o eixo das abcissas. Ap0Os sua cria¢do, um botédo
“Reproduzir/Pausa” ¢ disponibilizado no canto inferior esquerdo da janela de visualizacéo, o
qual esta diretamente ligado a ela, de modo que ele inicia ou pausa a execucdo da tartaruga
pelos comandos digitados.

Apresentamos, no quadro a seguir, os comandos exclusivos do GeoGebra para a tartaruga,
que adaptam os comandos basicos desenvolvidos desde o inicio da linguagem LOGO.

Quadro 1 - Comandos do GeoGebra para a tartaruga

Tartaruga() Cria uma tartaruga na origem das coordenadas.
TatNaoDesenhar(Tartaruga) Instrui a tartaruga a ndao desenhar, até que se diga o contrario.
TatDesenhar(Tartaruga) Instrui a tartaruga a desenhar toda a sua trajetoria.

o A tartaruga avanca uma distancia determinada paraa frente (PF é
TatPF(Tartaruga, Distancia) )
uma abreviagao de “para frente”).

TatPT(Tartaruga, Distancia) A tartaruga recua uma distancia determinada (PT é uma abreviacéo de

“para tras”).

. A tartaruga rotaciona para a direita segundo um determinado angulo (PD
TatPD(Tartaruga, Angulo) . Lo o
¢ uma abreviacdo de “para a direita”).

~ A tartaruga rotaciona para a esquerda segundo um determinado angulo
TatPE(Tartaruga, Angulo) ) oL
(PE é uma abreviacdo de “para a esquerda”).

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).
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Ressaltamos a importancia de ficar atento a escrita dos comandos, principalmente pelo fato
de que eles ndo iniciam com as primeiras letras da palavra “Tartaruga”, mas sim com “Tat”. O
GeoGebra executa 0s comandos mesmo que ndo estejam com letras maiusculas, entretanto, para
todos os comandos do software, deve-se atentar a pontuacgao, que ndo é executada caso ndo esteja
ortograficamente correta, sejam 0s comandos especificos da tartaruga ou outros.

Assim que a tartaruga é criada, ela desenha conforme avanca, seguindo, para tanto, os
comandos digitados na janela de entrada. Desta forma, o comando “TatDesenhar” so ¢
necessario se anteriormente foi dado o comando “TatNaoDesenhar”. Para todos os comandos
apresentados, é necessario indicar qual tartaruga deve executar as instrucdes, mesmo que haja
apenas uma. Desta forma, ao criar a tartaruga, podemos imediatamente nomeéa-la como
quisermos, por exemplo, “t = Tartaruga()” cria uma tartaruga em cujos comandos sera

referenciada como “t”.

Figura 3 - Tartaruga no GeoGebra

Fonte: Captura de tela feita pelos autores (2025).

Para os outros quatro comandos apresentados, devemos ter em mente que o referencial em
questdo sempre serd a posicao da tartaruga, sendo necessario compreender qual seu lugar no
plano cartesiano e qual sua direcdo, tendo como orientacdo a localizagéo da sua cabeca.

Os comandos podem ser escritos na janela de entrada e a execucao deles tem uma ligacédo
direta com o botdo “Reproduzir/Pausa”. Isso porque, se o botdo estiver pausado, podemos
digitar uma sequéncia de comandos na janela de entrada e, quando o reacionarmos, a tartaruga

executara todos os comandos na ordem em que foram digitados. Caso o botdo ndo esteja
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pausado, a tartaruga efetivara imediatamente cada comando que receber.

Uma desvantagem de ambos os formatos € que ndo temos um acesso ao histérico dos
comandos digitados, podendo ser dificil recordar e analisar a ordem ou a estrutura deles,
principalmente se houver algum erro na execucdo desejada (ligado a um problema nesses
comandos). Uma maneira de contornar tal desvantagem € a criagdo de um botéo, disponivel na
penultima janela de ferramentas do GeoGebra.

Criando um bot&o, podemos escrever a estrutura do codigo, visando a obter um desenho
especifico feito pela tartaruga. Tal acdo permite visualizarmos os comandos instruidos como
um todo, facilitando no processo de depuracdo, seja por verificarmos que a execucdo néo
correspondeu ao desejado em um determinado momento ou que ocorreu um erro no GeoGebra,
além de haver a indicacao de qual linha e qual erro em questao.

Essas acOes sdo realizadas acessando as propriedades do botdo, em uma janela a direita
da tela, podendo alterar seu nome, posi¢éo e cor . Acedendo a aba “Programacdo”, escrevemos
os comandos especificos do codigo GeoGebra na opcdo “Ao clicar”. Também ¢é possivel
programar em JavaScript, mas, para isso, & necessario estar na aba referente a mesma ou alterar
a linguagem que utilizaremos no canto inferior esquerdo da janela. Em todo este trabalho,
valemo-nos do codigo GeoGebra.

Criar um botdo é um dos recursos oferecidos por estarmos no ambiente do GeoGebra,
sendo possivel empregar outros comandos e funcionalidades ja disponiveis no software,
relacionando-os com a tartaruga. Descrevemos a seguir alguns destes comandos, utilizados para
a resolucdo das atividades desenvolvidas para esta pesquisa, 0s quais fazem parte das

possibilidades que podem agregar ao trabalho com o0 GeoGebra LOGO.

Quadro 2 - Comandos do GeoGebra que podem ser relacionados a tartaruga

Este comando apaga um objeto indicado tanto na janela de algebra
Apagar(Objeto) quanto na janela de visualizagdo. Ao indicarmos como objeto a

tartaruga, ela e todo o desenho feito sdo excluidos.

Escrever este comando no inicio do cddigo de um botéo é uma maneira
IniciarAnimac&o() de acionar automaticamente o botdo “Reproduzir/Pausa”, fazendo com

gue comece o desenho do cédigo escrito.

Se selecionarmos a tartaruga como objeto em questdo, ela altera suas
DefinirCoordenadas(Objeto,x,y) coordenadas para a posicao desejada, coordenadas essas expressas por

(x,y), mantendo sua dire¢do antes de executar o comando.
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Repetir(NUmero, Programacdo, ...) | Repete uma ou varias a¢des um nimero finito de vezes.

O GeoGebra vai relacionar toda varidvel presente no cddigo a um
controle deslizante. Vale destacar que alterar o controle deslizante apds
Controle deslizante a execucdo do programa ndo alterard seu percurso, de modo que o
comando é compreendido com o valor do controle deslizante antes de

clicar no botdo e iniciar o desenho.

Pode ser utilizado para alterar automaticamente o valor de uma
DefinirValor(Objeto, Objeto) variavel, a partir da indicacdo da variavel e de qual valor ou expressao

devera ser alterada.

Distancia(Objeto, Ponto) Calcula a distancia entre um objeto e um ponto.

R Calcula o angulo formado por trés pontos selecionados no sentido
Angulo(Ponto,Ponto,Ponto) ) .
anti- horério.

Fonte: Dos Autores (2025).

Ressaltamos que o GeoGebra compreende o termo “objeto” para toda entrada que nao
seja um comando a ser executado, fazendo com que pontos, retas, poligonos e controles
deslizantes sejam todos tomados como objetos, assim como a tartaruga. Desta forma, os
comandos “Distancia” e “Angulo” podem ser utilizados em conjunto com os comandos
“TatPF/TatPT” ¢ “TatPE/TatPD”, para que a distancia a ser percorrida pela tartaruga seja
definida pela distancia entre dois pontos pré-estabelecidos e que o angulo a ser rotacionado seja
0 angulo formado por trés pontos.

Entendemos que estas sdo algumas entre as diversas possibilidades de se relacionar os
comandos ja existentes do GeoGebra com os comandos da tartaruga. Ndo temos o objetivo de
apresentar todas elas, as quais devem ser mais estudadas e compreendidas conforme se trabalha
com 0 GeoGebra LOGO.

Diante disso, temos o intuito de estabelecer breves comparagOes entre o software
SuperLogo e 0 GeoGebra. Conforme estudamos diferentes trabalhos desenvolvidos com o
SuperLogo, como, por exemplo, Valente e Valente (1988), buscamos comparar sua
funcionalidade com o0 GeoGebra. De modo geral, concluimos que grande parte dos recursos dos
comandos podem ser empregados em ambos 0s softwares, mas quase sempre com adaptacoes,
principalmente na escrita deles. Por exemplo, no SuperLogo, temos o comando ‘“Repita”
enquanto que, no GeoGebra, escrevemos “Repetir”.

Assim, com algumas adaptagdes, entendemos que grande parte das possibilidades do

SuperLogo estdo presentes no GeoGebra, e compreendemos que estar nesse novo ambiente
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permite outros caminhos a serem explorados. Por isso, destacaremos algumas das diferencas
gue nos percebemos e que se mostraram importantes para o trabalho que realizamos neste
ambiente.

Um comando basico do SuperLogo é o “Aprenda”, em que descrevemos uma sequéncia
de comandos, fazemos referéncia a ela e a nomeamos. No GeoGebra, entendemos que a opgéo
gue mais se aproxima é a criagdo de um botéo, do qual a escrita do codigo faz parte, e cujo faz
referéncia a toda essa sequéncia.

No rol de pequenas diferencas, além da escrita do comando principal, notamos que 0s
comandos para rotacionar diferem pouco, uma vez que, no GeoGebra, é necessario adicionar o
grau (°) acompanhado do numero referente a rotagdo desejada, caso contrario, ele interpretard o
numero em radianos, enquanto que, no SuperLogo, ndo € necessario tal identificagdo, pois a
rotacdo € sempre expressa em graus.

Sobre os comandos que fazem a tartaruga ir para frente e para trds, no SuperLogo, 0
namero indica os “passos” da tartaruga; ja no GeoGebra, 0 nimero segue a escala dos eixos
presentes na janela de visualizagdo. No tocante aos comandos “Distancia” e “Angulo”, podemos
fazer referéncia a eles no codigo sem necessariamente calcula-los numericamente, operacdo
feita pelo préprio GeoGebra que, em seguida, utiliza-o na programacao.

Ao passo que a tartaruga se desloca e rotaciona, podemos acompanhar toda a sua trajetoria
e seus movimento ao interpretar cada comando, linha por linha do codigo programado,
avancando em uma velocidade constante. No SuperLogo, por sua vez, isso ndo é possivel, ja
que, logo apos o codigo ser compilado, o desenho é posto na tela.

Essa € uma diferenca que consideramos positiva, pois acompanhar a trajetoria e 0s passos
da tartaruga permite estabelecer relacbes com o cddigo escrito, tratando da sequéncia de passos
e, principalmente, permite verificar quando ha erros, ou seja, quando o produto final ndo era o
que se tinha em mente ao ser programado, oportunizando, assim, uma compreensao mais rapida
no processo de depuracdo e de anélise do desenho.

Algumas das consideracdes feitas até aqui, como o uso do controle deslizante, a escrita
dos comandos, 0 botdo e 0 movimento da tartaruga, podem ser exemplificadas comparando as
figuras a seguir. A Figura 4 representa a programacao no ambiente SuperLogo, enquanto as
Figuras 5 e 6 ddo-se no ambiente do GeoGebra, a partir da criacdo de um botdo e de um controle
deslizante. Embora todas tratem da programacdo de um poligono regular qualquer, tendo o
nimero e o tamanho dos lados a serem definidos previamente pelo usuario nos diferentes
ambientes, a Figura 6 apresenta o programa concluido, ao passo que a Figura 5 representa a

tartaruga executando o cédigo, com parte do trajeto ja percorrido.



Figura 4 - Programacao no SuperLogo
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Figura 5 - Execucédo da programacao no GeoGebra
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Figura 6 - Programacéo no GeoGebra

Codigo GeoGebra

Fonte: do Autor (2025).

O comando para a tartaruga ndo desenhar, presente em ambos, torna-se menos Util no
GeoGebra. Isso porgue, no SuperLogo, ele pode ser usado a fim de fazer a tartaruga caminhar
em outra direcdo para, posteriormente, desenhar. Por sua vez, no GeoGebra, podemos nos valer
do comando “DefinirCoordenadas” para alterar a coordenada da tartaruga e seguir com o
desenho. Tal identificacdo do local desejado para reposicionar também é facilitada, dado que
usamos como referéncia os eixos presentes na janela de visualizagdo. Essa consideracao € valida
apenas se compreendermos o comando “ndo desenhar” no SuperLogo unicamente como meio
de reposicionar a tartaruga.

Estas sdo algumas diferencas que notamos entre ambos, mas que néo interferem no
desenvolvimento das atividades aqui apresentadas. Pessoas com maior experiéncia no
SuperLogo poderdo encontrar outras diferencas além das expostas aqui, mas, ainda assim,
incentivamos a exploracdo desse novo ambiente.

De forma geral, entendemos que a possibilidade de relacionar a tartaruga com o0s
comandos existentes do GeoGebra é uma das vantagens ao se trabalhar neste ambiente, onde as
principais caracteristicas do SuperLogo se mantém, mesmo que algumas funcionalidades se
percam, sem ser possivel adapta-las ao novo ambiente.

Além disso, é possivel retomar as ideias de Papert (1985, p. 26) referente a tartaruga,
quando afirma que ela “serve ao Unico propdsito de ser facil de programar e boa para pensar”. A
caracteristica inicial se mantém devido a estrutura dos comandos, e compreendemos que

relacionar novos comandos ao fato de estarmos no ambiente do GeoGebra permite novos
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recursos de exploragdo, ideias e conceitos, talvez antes menos viaveis, estando entéo, de acordo

com a segunda caracteristica proposta.

4.3.2 Aprendizagem com 0 GeoGebra LOGO

Compreendemos o que nomeamos de “GeoGebra Logo” como a possibilidade de
programar com a tartaruga no ambiente do GeoGebra. Estas exploragfes estdo inseridas em um
ambiente ja bastante difundido e consolidado na comunidade da Educacdo Matematica.
Entendemos, entdo, que muitas das consideragdes feitas ao se trabalhar com o GeoGebra,
tratando do software de forma geral, mantém-se quando falamos sobre a programagéo com a
tartaruga, afinal, estamos no mesmo ambiente. Por exemplo, pesquisadores mencionados
anteriormente, como Hohenwarter e Fuchs (2004), fazem consideracbes sobre o GeoGebra,
porém percebemos que essas ideias podem fazer referéncia também as atividades que exploram
0 GeoGebra LOGO.

Da mesma forma, notamos que muitas das assercdes feitas a partir de estudos
desenvolvidos especificamente com o software LOGO podem também se relacionar com o
trabalho com a tartaruga no GeoGebra, devido a proximidade da funcionalidade baésica
apresentada. Assim, entendemos que as afirmacdes feitas por Gregolin (2009), segundo o qual
a aprendizagem Matematica pode ser enriquecida ao se trabalhar com o LOGO, também se
fazem presentes quando nos referimos a esse novo ambiente.

Mesmo com o namero reduzido de pesquisas que discutem a possibilidade de ensino por
meio do Geogebra LOGO, as caracteristicas nucleares de ambos permanecem. Entendemos que
suas possibilidades e limitagdes coexistem, agora integradas, de modo que a base tedrica
desenvolvida por diversas investigagdes sobre cada um deles ndo pode ser descartada.

Assim, mesmo fazendo referéncia ao software especifico do LOGO, as conjecturas a
seguir também se fazem presentes quando lidamos com o ambiente do GeoGebra, onde estamos

igualmente sujeitos a erros e a corre¢des no codigo. Dessa forma:

[...] durante a execugdo do programa elaborado pelo aluno, existe uma
correspondéncia direta entre cada comando e o comportamento da Tartaruga.
Essas caracteristicas disponiveis no processo de execucdo do programa
facilitam a andlise do programa de modo que o aluno possa achar seus erros
(bugs). O processo de achar e corrigir o erro constitui uma oportunidade Unica
para o aluno usar e testar ou aprender tanto conceitos envolvidos na solucgéo
do problema quanto as estratégias de resolucdo de problemas. O aluno pode
também usar seu programa para entender sobre o seu préprio pensamento, ou
seja, no nivel metacognitivo. Ele pode analisar seu programa em termos de
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efetividade das ideias, estratégias e estilos de resolugdo de problema. Nesse
caso, 0 aluno comeca a pensar sobre suas proprias ideias (abstracédo reflexiva).
(Valente, 1996, p. 12)

Ademais de ambos os ambientes terem essa caracteristica em comum, entendemos que 0
GeoGebra LOGO, ao apontar em qual linha e qual foi o erro cometido, contribui para a
efetivacdo das consideragdes feitas, além de oferecer outras ferramentas que permitem a
investigacao do plano cartesiano. Corroborando o exposto, para explorar outros comandos ja
existentes no GeoGebra, é possivel consultar, na Janela de Entrada, a estrutura da escrita dos
comandos ou clicar no botdo “Ajuda”, onde podemos acessar todos os demais comandos
disponiveis no software, buscando aquele que mais se aproxima do desejado.

Um termo comum nas construcdes feitas no GeoGebra, principalmente nas construcoes
geomeétricas, ¢ popularmente chamado de “teste do arrastar”. Basicamente, esse teste parte do
principio de alterar a posicdo de pontos e retas, buscando observar se a estrutura do objeto
construido se mantém para qualquer caso ou se foi construido para um caso particular.
Entendemos que o teste do arrastar no GeoGebra LOGO tem o papel de verificar o
funcionamento do codigo, visando a uma escrita genérica. Caso se desenhe um tridngulo
formado por 3 pontos dados (como em uma das atividades elaboradas neste trabalho), deve-se
ter em mente que ele foi feito a partir das posicGes inicias, de modo que alterar os pontos nao
altera o desenho, o que nos leva a consideracdo anterior: devemos observar se 0 cddigo desenha
qualquer triangulo independentemente das posi¢es dos pontos.

Mesmo compreendendo que as possibilidades existentes para ambos os softwares, antes
vistas de forma disjunta e agora compreendidas em conjunto, podem fazer referéncia ao
GeoGebra LOGO, buscamos trabalhos que tratem especificamente desta funcionalidade, o que
nos levou a um namero escasso de publicacdes abordando este assunto.

Entendemos que o baixo nimero de estudos ndo € um indicativo da pouca viabilidade de
se trabalhar com esse formato em sala de aula ou em pesquisas, afinal, se esse fosse o caso, seria
necessario justamente que as investigagcdes ou relatos indicassem tal cenario, levando-nos a
concluir a inviabilidade de tal abordagem. Assim, acreditamos que o cenario atual diz respeito
ao pouco conhecimento da comunidade de Educacdo Matematica acerca dessa possibilidade, o
que nos conduz, entdo, a incentivar o estudo mais aprofundado de uma integracdo que foi
proposta ja ha mais de dez anos.

De forma a dar sequéncia a revisdo bibliografica deste trabalho, encontramos duas
publicacdes que tratam do GeoGebra LOGO, sendo uma brasileira e outra portuguesa. A seguir,

apresentamos cada uma delas.
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Tanajura (2020) tem como objetivo expor uma modelagem matemaética através dos L-
sistemas, utilizando como meio computacional o software GeoGebra. No decorrer do trabalho,
apresenta amodelagem de fractais, o conjunto de Cantor, a curva que determina o floco de neve
de Koch, as curvas FASS (pode-se dizer curvas de preenchimento espacial), L-arvores e
tesselagdes, a exemplo da tesselacdo de Penrose, todos eles atrelados a um sistema dindmico
discreto, estabelecido por Lindenmayer: o L-sistema. Para isso, ele programa a tartaruga com os
comandos do GeoGebra e a linguagem JavaScript. No capitulo 1 de seu estudo, mais
especificamente na se¢do 1.2.1, mostra o que nomeia de “Pequeno manual para a utilizacdo da
tartaruga no GeoGebra”, 0 qual também pode ser um ponto de partida para iniciar o trabalho
com 0 LOGO nesse ambiente.

Esta publicacéo se trata de um Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) para obter o titulo
de bacharel em Matematica. Desta forma, mesmo com a se¢éo dedicada a um breve manual de
apresentacdo, com exemplos e discussfes que podem se fazer presentes na sala de aula,
entendemos que outras consideracGes e preocupacBes especificas da Educacdo Matematica
podem nao ter sido abordadas no estudo, afinal, sdo areas e focos distintos.

Brito (2021) discute uma apresentacdo em um evento ocorrido em Portugal, o que nos
leva a ressaltar que pequenas diferencas de escrita podem ocorrer, principalmente quando
evidencia os comandos no GeoGebra. Na publicacéo, a autora tem como objetivos promover
com alunos do 6° ano a aprendizagem da linguagem LOGO, o desenvolvimento do pensamento
computacional e da competéncia matematica.

Assim, ela também exibe os comandos basicos especificos da tartaruga, a construcao de
um tridngulo equilatero e um algoritmo genérico para poligonos regulares com n lados, como o
apresentado na Figura 5 no presente trabalho. Ao final, incentiva o desenho de diferentes figuras
e apresenta brevemente as possibilidades de relacioné-los com o pensamento computacional e
com a aprendizagem de Matematica.

Para além de publicagdes e apresentacdes em eventos, buscamos pela palavra “Tartaruga”
no site do GeoGebra, no qual € possivel acessar diferentes materiais elaborados pela comunidade.
Entendemos que esse também é um indicativo de que o trabalho com o0 GeoGebra LOGO pode
ser viavel, mas provavelmente ndo foi tdo divulgado, seguindo como uma possibilidade para se
realizar pesquisas e atividades que permitam a investigagdo em conjunto com essa
funcionalidade.

Dentre os diferentes materiais encontrados, destacamos o livro criado na propria
plataforma, intitulado “Aprendendo algoritmos com a tartaruga do GeoGebra”, resultado de

uma oficina realizada (e ainda disponivel online) em 2020 por William Vieira Gongalves, um


https://www.geogebra.org/u/william%2Bvieira
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dos professores voluntarios responsaveis pela plataforma “O GeoGebra”2. Tal plataforma tem
como objetivo a divulgacdo do software GeoGebra, disponibilizando, para tanto, materiais e
recursos a fim de capacitar usuarios em seus aspectos técnicos e fomentar reflexdes sobre seu
trabalho em situacdes de ensino e aprendizagem.

Neste material, é possivel ter acesso as primeiras funcionalidades ao programar com a
Tartaruga, desenhando poligonos regulares e poligonos quaisquer, mas também apresentando
uma programagao mais exigente, como a de um fractal. A publicacéo é encerrada com um video

que trata das possibilidades de se discutir o pensamento computacional.

4.3.3 Algumas consideragdes sobre o0 GeoGebra LOGO

Diante do estudo realizado, a fim de apresentar uma funcionalidade ainda pouco
divulgada e conhecida no GeoGebra e estabelecer as bases tedricas com as quais as atividades
foram desenvolvidas, vemos a necessidade de contemplar mais duas questdes.

A primeira delas trata da limitacdo do GeoGebra LOGO. Buscamos apresentar e
valorizar mais o0 que podemos fazer com a tartaruga ao invés do que ndo podemos, mas
compreendemos que certas funcionalidades nos fazem buscar maneiras de adaptar ideias que
poderiam ser mais faceis de executar. 1sso porque 0 GeoGebra ndo permite, por exemplo, a criacdo
de pontos sobre o desenho feito pela tartaruga, de modo que ou 0s pontos sdo criados antes de
a tartaruga passar por eles ou apos a construgado e, nesse caso, é preciso que utilizemos dos eixos
para nos orientar acerca de qual seria a posicao correta (ou aproximada) do local em que queremos
posicionar. Um segundo ponto que identificamos é que n&o é possivel visualizar os comandos
dados a tartaruga no “Protocolo de construgao”, o qual muitas vezes é utilizado como histérico
do que foi feito, levando-nos eleger a criagéo de um botédo como a melhor opgéo para contornar
esse caso.

Entretanto, mesmo diante de limitacGes e desafios, vemos no GeoGebra LOGO um
potencial para a aprendizagem de Matematica, de programacao, para realizar discussdes sobre o
pensamento computacional e outras questdes que concernem a Educacdo Matematica. Desta
forma, para concluir, apresentaremos mais dois argumentos destacando potencialidade de se
desenvolver trabalhos dessa natureza.

Conforme apresentado, 0 GeoGebra ja é bem divulgado e conhecido e ele faz jus a esse

reconhecimento por ser completo, permitindo abordar diferentes assuntos matematicos em um

23 Site da plataforma O GeoGebra: https://ogeogebra.com.br/site/.
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mesmo ambiente. A existéncia de uma grande variedade de recursos pode nos levar a acreditar
que, muitas vezes, ndo compreendemos a totalidade de sua funcionalidade e possibilidade.
Neste trabalho, compreendemos que 0 acesso a tartaruga e a Janela de Calculo Simbélico (CAS)
sdo exemplos desse fato. Além disso, relacionar o que o software oferece, como as diferentes
janelas e os comandos existentes, com a tartaruga agrega nas discussdes sobre programagao e
Matematica, uma vez que podemos lidar com diferentes objetos e conceitos dessa area a partir
do trajeto a ser realizado ou feito pela tartaruga. Também vale considerar que ja ter uma
familiaridade com o GeoGebra pode ser um fator que o torna mais convidativo para explorar a
programacdo com a tartaruga, ao invés de aprender desde o inicio sobre um novo software
(SuperLogo, caso desconheca), como download, sintaxe dos comandos, até suas possibilidades.

Em tempos em que se discute pensamento computacional, computadores, algoritmos e
programacéo séo termos de destaque dessas discussdes. Conforme ja exposto, compreendemos
que o Scratch é uma das principais referéncias quando lidamos com essas questfes pensando
na Educagdo Basica. Entendemos tambeém que muitos dos beneficios do Scratch, como a
facilidade dos comandos, também se fazem presentes no GeoGebra LOGO, pois, por advir do
LOGO, com procedimentos simples, podemos desenhar figuras complexas e notamos, entao,
gue uma nova porta se abre para tais discussdes, ndo pondo o Scratch e 0 GeoGebra LOGO
como “concorrentes”, mas sim COmMo ambientes que permitem gerar discussdes para a sala de
aula, pois cada um tem objetivos e finalidades diferentes, ficando a cargo do professor optar
pelo cenério que lhe pareca ser mais eficiente no tocante a seu objetivo final, as possibilidades
e as limitacGes que ambos oferecem. Além disso, ao lidar com a programacao com a tartaruga,
pode surgir o interesse em adicioné-la a outros objetos do GeoGebra, de modo que tal pratica
esteja presente ndo apenas como forma de representar o LOGO, mas também buscando agregar
a abordagem de outros conceitos.

Desta forma, acreditamos que trabalhar com 0 LOGO no ambiente do GeoGebra permite
a abordagem de diferentes conceitos matematicos, enquanto se discute e aprende digitando
a programacao. Outrossim, o desenho gerado pode ser o ponto de partida para as discussdes dos
assuntos desejados, ao passo que se relaciona com outras possibilidades presentes no software.

E com essa perspectiva que este trabalho foi desenvolvido.
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5 PRODUGCAO E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, inicialmente, discorreremos sobre como foi efetuada a producéo de dados,
detalhando a proposta feita aos discentes da Licenciatura em Matematica, sujeitos da pesquisa.
Em seguida, serdo trazidas consideracOes acerca da analise fenomenoldgica, baseadas em dois
principais momentos: a analise ldeografica e a andlise Nomotética. Por fim, apresentaremos a

andlise realizada na presente pesquisa a partir dos discursos dos sujeitos.

5.1 Producéo dos dados

Para a producdo dos dados, organizamos uma sequéncia de encontros e atividades
nomeados “Explorando conceitos de Algebra Linear com o GeoGebra”, e 0s divulgamos para
os alunos da Licenciatura em Matematica da Unesp de Rio Claro que ja haviam cursado a
disciplina de Algebra Linear.

Foi estabelecido esse Gltimo critério, pois, como o contetudo de Autovalores e Autovetores
é um dos ultimos tépicos da ementa, se convidassemos estudantes que ainda estavam cursando
a disciplina naguele semestre, eles ndo estariam aptos a discutir ndo s esse conteddo, mas
também outros temas necessarios, a exemplo de Transformacdes Lineares e Espaco Vetorial.
Essa escolha estava diretamente relacionada a como as atividades foram organizadas. 1sso
porque, a época que realizamos os encontros para a producéo de dados da pesquisa, 0s estudantes
da disciplina estavam na terceira semana de aula, iniciando os estudos em Algebra Linear,
contudo, era necessario ja ter um conhecimento béasico de Transformacdes Lineares e
Autovalores e Autovetores, a fim de retomar o que lembravam desse contetdo e aprofundar
outras discussoes..

Inicialmente, inscreveram-se 6 alunos da Licenciatura, sujeitos da pesquisa. Entretanto,
os dados foram produzidos com 5 participantes, ap6s uma delas informar que ndo continuaria
a frequentar os encontros. Dentre 0s 5 sujeitos da pesquisa, 3 eram do sexo feminino e 2 do
sexo masculino, com idades entre 21 e 27 anos. Um estudante estava cursando o 5° semestre da
Licenciatura, dois cursando 0 7° semestre, um 0 9° semestre e um o 11° semestre. Os alunos se
organizaram para discutir as atividades formando um trio e uma dupla, conforme a escolha
deles. O movimento de discutir as atividades em conjunto e ndo individualmente esta ligado a
forma de investigacdo que propomos nessa pesquisa, de modo a nos atentar as falas dos
participantes interagindo entre eles e com as Tecnologias. Entendemos que a decisdo dos

participantes em definir com quem se reuniriam foi um ponto essencial, pois, como as analises
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partem das transcri¢ces das falas dos sujeitos, eles estariam mais a vontade para discutir com
as pessoas com quem escolheram interagir.

A fim de garantir o anonimato dos participantes, eles ndo terdo o nome divulgado e,
durante a anélise, mencionaremo-nos como Estudante 1 (E1), Estudante 2 (E2), Estudante 3
(E3), que formaram o trio, e Estudante 4 (E4) e Estudante 5 (E5), que formaram a dupla. Eles
estdo cientes desse processo e sugeriram com qual nimero gostariam de ser referenciados.

As atividades foram desenvolvidas em 8 dias, divididos em 3 semanas, com 3 encontros
na primeira semana, 3 na segunda e finalizando com 2 na Gltima semana. Esses momentos
foram realizados no periodo noturno, apds o horario de aula, iniciando as 19h e terminando 21h,
visto que o curso € de periodo integral. Na maioria dos dias, tivemos a presenca de todos,
contudo, houveram casos em que alguns faltaram. Todas as auséncias foram justificadas,
estando relacionadas a atividades e reunides do Programa de Educagdo Tutorial (PET),
Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo & Docéncia (PIBID) ou a problemas de saude.
Houve casos em que o0s estudantes chegaram com antecedéncia no dia seguinte a sua auséncia
em uma tentativa de ficar a par das discussdes do dia anterior, sendo esse movimento uma
sugestao deles.

As atividades aconteceram no Laboratério de Informatica do Departamento de
Matematica da Unesp de Rio Claro. Para registrar a fala e a tela do computador, trabalhamos
com um software gratuito que permitiu a gravacao de ambos enquanto acontecia a discussdo
das 3 atividades elaboradas a fim de investigar o fendmeno em questdo. Devido ao
funcionamento ndo adequado dos computadores, como ocorrido durante a realizacdo da
Atividade 1, a dupla passou a trabalhar com o notebook pessoal do pesquisador, ao passo que
o trio seguiu com um computador do laboratério, visto que ndo estavam confortaveis em levar
0 notebook para os encontros em funcdo do horério em que eram realizados. Com vistas a
garantir a gravacdo dos encontros, os estudantes disponibilizaram, cada um, seu celular
particular para registrar os audios das discussdes. Assim, utilizamos o celular do pesquisador e
um de cada grupo durante os encontros, acéo essa que foi essencial para a transcrigéo, visto que
a qualidade dos audios dos celulares era superior a qualidade da gravacdo do computador, sendo
consultado em momentos especificos, apenas para rever sua tela.

As atividades foram planejadas levando em consideracdo os recursos e ferramentas
disponiveis no GeoGebra Classic 5 ou na versao online. A dupla que trabalhou com o notebook
discutiu as atividades na versdo Classic 5, ja o trio, na versdo online. 1sso se deveu ao fato de a
versdo instalada no computador deles ndo conter todos 0s recursos necessarios para a resolucao

das préaticas, como o comando para calcular os Autovalores e Autovetores na janela CAS.
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Pensamos em trocar de equipamento, permanecendo auma distancia consideravel da dupla para
gue a gravacdo mantivesse a qualidade do audio, entretanto, deparamo-nos com maquinas que
n&o contavam com o software de gravacao instalado, possuiam versdes diferentes do GeoGebra
e até mesmo em inglés, o que nos levou a decidir que o trio permaneceria com aquele
computador, sendo necessario, para tanto, conectar-se na internet cabeada do campus e acessar
a verséo online.

Os dois primeiros encontros tiveram como foco introduzir o GeoGebra LOGO,
apresentando brevemente a histéria do LOGO, os comandos referentes a tartaruga e outros que
poderiam ser utilizados na resolucdo das demais atividades, os quais foram evidenciados
anteriormente neste trabalho. Os estudantes ja tinham ciéncia que as praticas faziam parte de
uma pesquisa de Mestrado e, no primeiro dia, foi entregue o Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido?® (disponivel no Apéndice A), posteriormente assinado pelos participantes..

No terceiro dia, dividimos o encontro em dois momentos. No primeiro, foram mostrados
outros comandos e possibilidades do GeoGebra, como a planilha, a escrita de matrizes, as listas,
as sequéncias e a janela CAS, bem como alguns comandos especificos desta janela, citados
anteriormente neste trabalho, na secéo 4.1.1. No segundo, iniciamos a Atividade 1, nomeada
“Crocodilos e Tartarugas”. Neste dia, houve duas auséncias e, por conseguinte, foi formado um
trio diferente do dos outros dias, com 0s presentes, quais sejam Estudante 3, Estudante 4 e
Estudante 5.

A Atividade 1, “Crocodilos e Tartarugas”, trata de uma simplificacdo de um sistema de
modelagem “presa e predador”, relacionado a disciplina Equacdes de Diferenca. A pratica tinha
como proposta explorar o comportamento de diferentes pontos conforme exploravam os bot6es
e programac0es ja criadas anteriormente no GeoGebra e, a partir dai, definir duas regiées no
primeiro quadrante que resumem a relacdo entre as duas especies, dependendo do ponto inicial,
referidas como “Sempre teremos ambas as populag¢des vivas” e “Nos leva a extingdo das
Tartarugas”. Explorando o comportamento dos pontos conforme a interagdo programada no
botdo, pudemos discutir que os limites/fronteiras dessas regifes sdo indicados pelos
autovetores, crescendo conforme o autovalor, ambos auxiliando na previsdo de
comportamentos de diferentes sistemas. Relacionando novamente com Equacg6es de Diferencas,
pudemos indicar que os Autovalores e os Autovetores fazem parte da solucao geral do sistema,

apontamento esse que possivelmente ndo foi visto devido ao fato de ndo terem tido contato com

24 A proposta foi aprovada pelo Comité de Etica da Unesp - Faculdades de Ciéncias, campus de Bauru
em 06 de abril de 2023, com nimero do certificado de apresentacdo de apreciacao ética (CAAE) sendo
67321123.6.0000.5398.
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o0 conteido enquanto cursavam essa disciplina.

A tarefa foi discutida dentro do tempo previsto, 1 hora, correspondente a metade do
terceiro dia. Na semana seguinte, antes de iniciarmos a Atividade 2, o trio apresentou e explicou
sobre a primeira atividade aos ausentes, cujas falas naquele momento também comp&em
discursos presentes na analise, inclusive os comentarios dos ausentes, que tiveram um primeiro
contato com a pratica por meio da explicacdo dos colegas.

A partir dessa atividade, foi exposto aos estudantes que o tdpico central das discussdes
seria 0 conteudo de Autovalores e Autovetores. Isso ndo foi feito antes devido ao modo que
organizamos a Atividade 1, na qual fizemos referéncia a esses topicos mas sem nomea-los
propriamente, buscando perceber se os estudantes fariam essa relacdo enquanto estivessem
discutindo a resolucdo.

A Atividade 2, nomeada “Explorando Transformac¢des Geométricas”, foi realizada durante
os 3 dias da segunda semana. Nela, inicialmente os estudantes escreveram um codigo com o
Geogebra LOGO que desenhasse um triangulo baseado em trés pontos. A partir do triangulo
desenhado, discutimos como adaptar o codigo da programacdo do triangulo inicial para
desenhar o tridngulo resultante das transformacGes geométricas: Reflexdo em relacdo a um
ponto; Reflexdo em relacdo a uma reta; Rotacdo em torno de um ponto e homotetia.

Existem ferramentas disponiveis no GeoGebra que executam tais transformacfes que
podem ser consultadas para verificar e validar os desenhos feitos. Por isso, em nossa proposta,
0 estudante deveria analisar o significado da transformacéo para compreendé-la e adaptar a
programacdo, ferramenta diferente daquela em que a reflexdo sobre o significado da
transformac&o ocorre na analise da figura dada pelo proprio software.

Estas transformacdes estdo presentes no curriculo da Educacao Basica para os anos finais
do Ensino Fundamental e para o Ensino Médio (Brasil, 2017). Deste modo, a partir dos
conteudos com os quais os futuros professores poderdo ter contato, discutimos que tais
transformacgdes podem ser compreendidas como transformagdes lineares, escrevendo a matriz
que as representasse e abordando os Autovalores e Autovetores de cada transformacao.

Na Atividade 3, “Os quadrados do Leonardo”, iniciamos com o objetivo de desenhar com
0 GeoGebra LOGO os 6 primeiros quadrados que compdem o desenho da proporcéo aurea para,
a partir dai, buscar responder a pergunta principal: “para o0 n-ésimo quadrado, qual o tamanho
de seu lado?”, com o objetivo equivalente de obter uma func¢do, sendo que, para cada n, obtém-
se 0 n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci (o Leonardo referenciado no titulo da atividade).
Conforme avangamos nas discussdes, vimos como e por qué os Autovalores e Autovetores se

mostram e qual o significado deles a partir dos calculos, realizados em conjunto com todos 0s
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participantes, e nio separadamente. E possivel debater como apresentar a sequéncia de
Fibonacci na Educacéo Bésica na qual os contetidos de Algebra Linear podem n&o vir & tona,
mas de modo que os participantes (futuros professores) entendam o porqué dos resultados finais
da questdo principal. Para a resolucdo da Atividade 3, foram necessarios os dois ultimos dias
previstos para a totalidade dos encontros.

Essas atividades eram enviadas antecipadamente ao e-mail de todos os participantes, que
consultavam e avancavam conforme o proprio ritmo. Ao final de cada atividade,
apresentavamos os “Materiais de Apoio”, os quais compdem as principais fontes de inspiragdo
ou de referéncia para cada pratica elaborada. As trés atividades desenvolvidas estdo presentes
no final deste trabalho, com comentarios, sugestbes de intervengdes, direcionamentos de
possiveis discussdes e contetdos que podem ser trabalhados a partir das questdes abordadas.
Esses comentarios visam a auxiliar outras pessoas caso queiram levar as atividades para suas

aulas.

5.2 Analise dos dados

Seguindo com a perspectiva fenomenoldgica neste trabalho, discorreremos sobre os
principais momentos do processo de anélise dos dados. Conforme evidenciado, observamos os
discursos dos sujeitos, com vistas a verificar as convergéncias e divergéncias que compdem a
estrutura do fendmeno investigado.

Primeiramente, vale destacar que se faz necessario, mas nao suficiente, a imersdo do
pesquisador na vivéncia com 0s sujeitos das experiéncias que fazem parte do fendmeno
investigado. Necessario, pois o pesquisador compartilha da vivéncia com os sujeitos, aproxima-
se do mundo-vida de cada um, os quais compartilham experiéncias e interpretagdes enquanto
passam pelas experimentacdes. Entretanto, ndo é suficiente, haja vista que o rigor da anélise
solicita rever os discursos, buscando compreendé-los apds o vivido e, na imersdo, pode-se
perder a totalidade da experiéncia.

Assim, a participacdo do pesquisador pode ir além do se fazer presente, interagindo com
0s sujeitos durante a vivéncia do fendbmeno. De acordo com Santos e Venturin (2010, p. 5),
nestes casos, “é¢ importante tambem que o pesquisador detalhe nas descricBes suas proprias
acoes, ja que elas estdo presentes na vivéncia do fenémeno que busca compreender”.

Tanto na vivéncia quanto revisitando a experiéncia, destacam-se os discursos dos sujeitos,

0s quais solicitam uma interpretacdo, uma vez que:
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as palavras ndo dizem tudo e ndo sdo objetivamente dadas, ou seja, ndo ha
uma relacéo biunivoca entre palavra e o seu correlato (experiéncia vivida).
Portanto, o comunicado solicita uma hermenéutica, isto é, clama por
interpretacdo dos sentidos e dos significados que pode expressar. (Bicudo,
1994, p. 19)

Deste modo, a partir dos discursos dos sujeitos, destacamos dois momentos principais
para a compreensao do fendmeno: a analise ideografica e a analise nomotética.

A andlise ideografica se refere ao emprego de ideogramas, simbolos que representam as
ideias. Este momento é iniciado pela leitura dos discursos, seguido de uma sua releitura, na qual
se destacam as falas que compreendemos estabelecer relagbes com a interrogacdo e as
interpretamos, buscando constituir a estrutura do fendmeno. As descri¢des dos sujeitos podem
ser vistas como ingénuas, o que é entendido na fenomenologia como desprovidas de
articulacdes e termos da tematica, como uma forma mais espontanea de se expressar.

Assim, desvelando o significado das descrigdes, constituimos as unidades de significados,
isto é, a interpretacdo dos discursos dos sujeitos, mantendo-nos fiéis as suas ideias sob a
interrogacao da pesquisa, compondo as assercdes articuladas. Com elas, efetuamos 0 movimento
de reducdo, que busca, por uma sintese das ideias expressadas, compor as ideias nucleares, ou
seja, aquelas que compdem o ndcleo ou sentido do que foi expresso. Todos esses processos
constituem a andlise ideografica, focando, entdo, na individualidade das descricGes.

A individualidade da andlise ideogréfica ndo trata de analisar frases e a¢Ges isoladas de

cada sujeito, pois entendemos que:

esses gestos ou falas muitas vezes aparecem inseridos em di&logos que surgem
coletivamente e que adquirem sentido na complementacdo com as outras falas.
A fragmentacdo dos dialogos em frases solitarias pode extinguir o sentido
revelado nas conexfes entre as diversas vozes e expressées, pois as
manifestacdes dos sujeitos também ocorrem de forma intercalada, repentina e
auténtica, formando um nucleo de sentido. Se esse nucleo for desmembrado,
pode perder caracteristicas essenciais, comprometendo seu significado
original. (Santos; Venturin, 2010, p. 6)

Deste modo, o carater individual desse primeiro momento da analise faz referéncia a
andlise de cada descri¢do e discurso, um por vez, buscando as ideias nucleares do que foi
expresso pelos sujeitos. Partindo da individualidade e com o objetivo de estabelecermos mais
convergéncias, iniciamos a analise nomotética.

“O termo nomotético deriva-se de nomos, que significa uso de leis, portanto,
normatividade ou generalidade, assumindo um carater de principio ou de lei” (Machado, 1994,

p. 42). Neste momento de analise, 0 movimento das reducfes indica uma passagem do
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individual, da andlise ideogréfica, para a convergéncia das ideias expressas nas descri¢bes de
todos os sujeitos participantes. Busca-se, com ela, compreender a estrutura do fenémeno, néo
com caracteristicas universais, mas com as categorias que compdem o fendmeno investigado,
indicando estruturas gerais que podem estar presentes em vivéncias semelhantes.

A partir das ideias nucleares, as convergéncias estabelecidas, por meio das reducdes,
compdem as categorias abertas, que revelam a compreensdo do pesquisador acerca da estrutura
do fendmeno investigado.

Vale ressaltar que “muitas assercdes podem vir a convergir para mais de uma ideia”
(Santos; Venturin, 2010, p. 7). Podemos entender, entdo, que o fenbmeno nédo é estruturado
hierarquicamente por meio de categorias, de modo que é necessario observar sua totalidade,
cujas categorias sao chamadas de abertas para representar que ndo ha um inicio e um fim de cada
uma delas, posto que a interconexéo entre elas € que compde o fendmeno investigado.

Feitas as consideracdes sobre o processo de produgdo dos dados e sobre a abordagem
fenomenoldgica, expomos agora 0s movimentos da analise a partir das descricdes dos
participantes acerca das atividades propostas. Apresentaremos cada analise separadamente, em

forma de quadros, mostrando e organizando nossas compreensdes acerca das descrigoes.

5.2.1 Anélise ldeogréafica

Conforme apresentado, a analise ideogréfica trata da andlise individual das falas dos
sujeitos enquanto discutiam as trés atividades propostas, buscando desvelar o significado por
tras das expressdes espontaneas que surgiram. Em alguns momentos, evidenciamos os diélogos
existentes na experiéncia vivenciada, seja entre 0s proprios estudantes seja com o pesquisador.
Os didlogos dados a ver na analise sdo 0s que compreendemos como o conjunto das descricoes
que tratavam de um tema especifico, visto que entender a analise individual das falas ndo se
trata de olhar a fala de um sujeito, mas compreender o significado exclusivo da descri¢do ou do
conjunto de descri¢cbes que compdem e ddo sentido ao que esta sendo discutido.

Para organizar os dados, utilizamos um quadro, no qual, na primeira linha, trazemos a
identificacdo, as unidades de sentido (descricbes dos sujeitos), as assercfes articuladas
(interpretacdo do que foi dito) e, posteriormente, as ideias nucleares, numeradas a fim de facilitar
a orientacdo no proximo momento de analise. Na segunda linha, identificamos a atividade em
questdo e, em sequéncia, apresentamos o movimento de analise. A estrutura das colunas se
mantém no decorrer do quadro, indicando cada atividade e seus respectivos dialogos.

A identificacdo é feita da seguinte forma: o cddigo AXDY ¢ referente a Atividade X, Dia
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Y, no inicio de cada descri¢do, seja de um sujeito ou de um didlogo; em seguida, o cédigo EZ se
refere ao Estudante Z, com a descri¢do apresentada ao lado. Para os dialogos entre 0s sujeitos,
serdo identificados os participantes com suas respectivas falas. Além das descri¢bes dos
estudantes, as falas do pesquisador nos momentos de dialogos sdo identificadas com a inicial
“p”.

Destacamos que, além da vivéncia com os sujeitos, durante o desenvolvimento e
resolucdo das atividades, o pesquisador desempenhou um papel de mediador, disposto a tirar
duvidas, direcionar discussbes e dar explicacbes que justificassem as observacdes dos
estudantes, de modo que houve uma intervengdo nos momentos em que julgamos adequado.

As transcrigdes das descri¢Ges dos sujeitos foram realizadas tentando nos aproximar ao
méaximo da forma com que foram ditas e vivenciadas, havendo, portanto, pausas, erros de
diccdo, desvios ortogréaficos e interrupgdes, presentes também nas transcrigdes. Apresentamos
excertos dos discursos, lidando, assim, com falas especificas que podem constituir o fenébmeno
investigado, a nosso ver. Os trechos sublinhados evidenciam as perguntas presentes no material,
cuja leitura descortina trechos que destacamos e abordamos na analise. Em certos momentos,
os estudantes fazem referéncia a professores do Departamento de Matematica da Unesp de Rio
Claro, os quais foram ou séo docentes de disciplinas que eles cursaram. A fim de manter o
anonimato, alteramos os nomes para Cleusa, lolanda, Isabela, Luiz e Mariano.

As descricdes sdo apresentadas seguindo uma ordem cronologica, pois, desse modo,
damos a ver separadamente os discursos dos dois grupos, mas gravados no mesmo dia. Na
conclusdo das trés atividades, os estudantes estavam todos reunidos, o que fez com que as
discusses finais se dessem em conjunto. Nas Atividades 1 e 3, elas foram finalizadas de um
modo geral enquanto que, na Atividade 2, discutimos ainda a ultima transformacao geométrica
proposta. Ao final das discussfes da Ultima atividade, foram feitas aos sujeitos trés perguntas
finais, as quais os estudantes responderam também enquanto estavam em conjunto. Tais
perguntas e as consequentes respostas também compdem o0s excertos destacados para a analise

dos dados. O quadro a seguir traz o primeiro movimento de analise: a analise ideografica.

Quadro 3 - Analise Ideogréafica

Identificacdo e Unidade de Sentido Assercao Articulada Ideia Nuclear

Atividade 1 - Tartarugas e Crocodilos
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Al1D1 ExpBe aos colegas buscando |1. Discussdo em grupo para
E5: Vocés concorda que tipo, vai ter | aprovacdo da conjectura inicial ao validagao e
mais crocodilo do que tartarugas. | analisar os nlmeros inicias das complementagdo de ideias;
Entdo isso é um problema porque se | populagGes das diferentes espécies. 2.  Reconhecem padrdes;

tem mais crocodilo do que tartaruga... | Ideia essa complementada pelo [3. Inicio de conjecturas a
E3: Vai implicar que quando a gente | outro estudante, indicando as partir da exploracdo dos
aperta o botdo um ele vai ser... o L vai | consequéncias dos pontos com a botbes;

ser menor do que, menor igual a | caracteristica indicada pelo colega, [4. Exploragdo de um caso
zero... Ai ele vai virar vermelho. partindo de um ponto especifico especifico e suas

como exemplo. consequéncias;

5. Compreendem o codigo
programado
exemplificando com uma
situacdo investigada.

Al1D1 A estudante que ndo havial6. Discussdo em  grupo
E4: Ah entdo vocés estavam falando | dialogado em uma discussdo retomando o que foi
do caso 3 ali, né? Uma tartaruga, | anterior, confirma com os colegas o discutido;
nenhum crocodilo. SO vai aumentar as | caso referenciado e as[7. Relacdo entre as ideias
tartarugas. consequéncias. Em seguida o propostas na atividade e as
E3: Sim. colega relembra os exemplos vistos ideias discutidas na
E5: Tipo assim 6, lembra da aula do | na disciplina de Equagdes de disciplina de Equacdes de
Luiz que era o que, vamos supor se | Diferenca, com as ideias Diferenca.
vocé tem pouco predador para muita | complementadas por outra colega.
presa.
E3: Vai aumentar muito.
Al1D1 Compreende que a mudanga de |8. Compreendem o codigo
E3: As coordenadas elas vao se alterar | coordenadas € referente a interacdo relacionando  com  as
porque... vai ter o valor de M, por | do sistema, no cddigo, a partir da compreensdes do sistema
exemplo, que a gente tem (5,10) e | multiplicagdo da Matriz com as proposto;
depo!s vai ter, 0 ponto, que vai ser a | coordenadas atuais, cujo resultado 9. Alteracio do sistema a partir
Matriz do sistema, vezes essas representa um novo estado do do célculo realizado pelo
coordenadas gueggentetlnha. Logo, a | sistema, e ao final, consulta seus GeoGebra através do botio:
gente, na primeira vez que a gente | colegas. 10. Consulta a0s demais sobre
apertar o botdo wvai ter uma 0 que foi dito.
configuragéo, na segunda vez vai ter
outra configuracéo, porque 0 M vai se
alterar de acordo com a progresséo,
faz sentido?
AlD1 Aponta que previram corretamente |11. Compreendem
E4: O ponto M aconteceu exatamente | 0 que aconteceria com o ponto M 0 cdbdigo ao estabelecer
0 que a gente falou. ap06s mudarem suas coordenadas relacBes entre a situacdo
para investigagdo de novas problema.
situagBes. 12. Exploragdo  de  novos

cenarios de investigagdo.
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A1D1

E3: Na verdade eu t6 em davida
quanto ao amarelo.

E4: N&do amiga, olha aqui os valores.
E3: Eu... entdo eu tava com duavida,
talvez poderia mudar o do amarelo
porque...

E4: Entdo aperta mais.

E5: Mas acho que ndo.

Enquanto uma estudante demonstra
divida quanto ao comportamento
de um ponto especifico, sua colega
sugere para que observe a
coordenada do ponto na Janela de
Algebra, ao invés de focarem
apenas na Janela de Visualizag&o.
Em seguida, é sugerido alterar as
coordenadas ponto amarelo, mas
buscando esclarecer a duvida
inicial, exploram novamente o
botdo, visando esclarecer qual o
comportamento do ponto em
quest&o.

13.

14,

15.

16.

Discussdo em grupo com o
objetivo de  esclarecer
davidas;

Observam o0s dados em
diferentes  janelas do
GeoGebra:  Janela  de
Algebra e de Visualizagio;
Exploracdo de diferentes
casos;

Exploragéo do botdo e suas
consequéncias nos pontos.

A1D1

E3: Aconteceu uma coisa muito
engracada, tipo, primeiro, se vocé for
ver ele foi crescendo, por exemplo o
amarelo, mas ele veio, ele veio tipo
numa diagonalzinha assim, tipo
Crescer. ..

Comecam a identificar um padréo
na mudanca de coordenadas de um
ponto especifico.

17.

Reconhecem um padrédo
enquanto exploram um caso
especifico.

Al1D1
E4: Aperta de novo para eu ver que
eu ndo percebi isso.

Como néo percebeu uma colocagdo
feita anteriormente pela colega,
solicita que apertem o botdo
novamente para observar com 0
que foi dito em mente.

18.

Esclarece o que foi dito,
explorando o botéo e suas
consequéncias.

Al1D1

E3: Mas é engracado que o rosa ele
vai sempre se manter na mesma linha,
por causa que o nimero de crocodilo
jamais vai aumentar e o verde ele

Identifica que na situacdo onde ndo
ha crocodilos, apenas tartarugas, a
trajetoria do crescimento estd em
uma reta, e aponta as causas desse
comportamento, em seguida aponta

19.

20.

Reconhecem padrao,
descrito por uma reta linear;
Relagdes com os dados do
enunciado com o ponto
explorado;

aumenta tipo muito pouquinho, ele | um outro caso que difere do [21. Exemplificacdo
vira tipo uma diagonal mesmo. anterior, mas que leva ao referenciando  outro
crescimento de ambas as ponto.
populagdes.
Al1D1 Identificam que h& pontos onde, em [22. Exploracéo de diferentes
E4. As tartarugas crescem | um  primeiro  momento, ndo casos;
desordenadamente. percebem um  padrdo  no [23. Identificam o
E5: Vai crescendo bastante. crescimento  das  populacdes, comportamento dos
E3: Mas olha que legal, tipo o verde | enquanto que outros pontos, como pontos;
ele tava no um, ai ele foi para o dois, | o verde, percebem um padrao pelo |24. Reconhecem padrdes.
ai do dois ele veio para o quatro, | menos para uma das populacdes.
entdo, tipo, ele t& meio que fazendo
iSS0 aqui.
Al1D1 Para explorar mais uma situacdo, [25. Exploram o botdo na

E3: Continua apertando o botdo...
guero ver uma coisa.

solicita que pressionem o botdo
mais vezes, para verificar possiveis
suposicdes.

tentativa de elaborar
conjecturas.

Al1D1

E4: E uma parabola, se as populacdes
forem iguais.

E3: E o0 rosa é uma constante.

Criam a hipétese de o crescimento
ser descrito por uma parabola, no
caso do numero de populacGes
iguais, e ressaltam o crescimento
constante  quando ndo ha
crocodilos.

26.
27.
28.

Levantamento de hipéteses;
Reconhecem padroes;
Complementagdes de ideias
dos pares.
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A1D1

P: O que vocés falaram que forma?
E4: Uma parabola. Tava crescendo.
E3: Me lembrou a funcéo
exponencial.

Relacionam o crescimento com
funcgdes conhecidas por eles, como
parabola e exponencial.

29.

Relagdes entre o explorado
com conceitos conhecidos
(parabola e exponencial).

A1D1
E4: Calma, calma, presta atengdo no
V6,4e4,8¢e8.

Retomando o caso em que as
populagBes sdo iguais, identificam
um padrdo no crescimento de

30.

31.

Identificam padrdo como
crescimento linear;
Criacdo de hipoteses;

E5: E por que ele vai ficar igual. ambas as populag@es, entretanto, [32. Exploragcdo do botdo para
E3: N&o mas, clica mais um, ele vai um estudante desconfia desse validar ou justificar as
mudar quer ver? padrdo e sugere dar sequéncia na hipoteses levantadas.
(clicam no botdo 1) exploracdo do botdo relacionado
E3: Nio... com comportamento do sistema, 0
E4: Aperta de novo. Sempre vai | qual apds clicarem, percebe que de
dobrar. fato, o padrdo se mantém, o qual é
E3: E, sempre vai se manter igual. justificado através de explorarem o

botdo novamente e por fim, estdo

de acordo com as hipéteses feitas.
Al1D1 Relatam que antes de alterarem as |33. Identificam padrdo
E4: E antes da gente mexer a gente | condigbes iniciais, visando referente ao crescimento
tinha percebido que o rosa ele era | explorar novos casos, haviam constante;

constante.

E3: Porque ndo tinha ndmero (de
crocodilos).

P: O que que era constante?

E4: Ele, é o crescimento dele.

E3: Das tartarugas.

E5: Ele sempre ficava na mesma reta,
ndo saia.

E4: E, que mais?

E3: O verde quando a gente igualou o
namero de tartarugas e o de crocodilos
ele forma uma diagonal, ele faz mais
retinho, tipo, igual, igual.

E4: Sim, ele vai crescer igual.

identificado 0 crescimento
constante de um dos pontos e sua
causa, identificando que a
sequéncia de pontos estava em uma
reta. Em seguida, com os valores
alterados, identificam que partindo
de populacBes iguais, a sequéncia
de pontos formam uma reta, de
modo que a igualdade entre as
populagBes se mantém.

34.

35.

Identificam um crescimento
linear;

Exploram novos casos,
alterando as condicOes
iniciais.

A1D1

E4: Populages iguais, ela sempre vdo
dobrar juntas tipo, (2,2), vai ser (4,4),
(8,8), vai ser sempre assim.

Identificam um padrdéo e a
propor¢do, de modo que dobre os
valores em cada interagdo com o
botéo.

36.

Identifica um padrdo e
uma proporcao.

A1D1

P: A gente multiplica uma matriz com
um par ordenado, e 0 que que a gente
obtém?

E3: O dobro.

E4: E que tinha alguma coisa pra
gente falar que a gente ndo ta
falando...

Questionados sobre 0
comportamento identificado,
repetem a proporcdo identificada
para um caso, enquanto que
percebem que se tratava de algum
contedido especifico, mesmo que
n&o se lembrassem qual seria.

37.

Percebem que as
discussGes se tratam de
algum conceito de
Matematica, mas ndo

conseguem especificar qual
exatamente.

A1D1

E4: Eu acho que é a matriz vezes a
inversa dela.

E3: Mentira, eu acho que o dois é 0
determinante da matriz A.

Buscando identificar o contetido
correto, iniciam com palpites
referente a matriz inversa e
determinante da matriz inicial.

38.

. Temas e

Palpites na tentativa de
identificar o conceito;
topicos que
remetem & Matriz e Algebra
Linear.
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A1D1

P: T4, entdo, aquilo ali (escrito na
lousa a afirmacdo que fizemos
“multiplicar a matriz pelo par/vetor
obtendo o dobro dele” Av = 2v), ndo
lembra nada?

E4: Desculpa, nao.

E3: Néo, ndo, ndo, ndo, ndo.

Apos escrever a afirmacéo anterior
a partir de uma expressao algébrica,
0os estudantes afirmam néo
identificar ou lembrar de nenhum
contelido estudado.

40.

Ndo  lembram do
contetido de Autovalores e
Autovetores a partir da
expressdo escrita.

Al1D1

P: A gente viu alguns comandos hoje
especificos de “Angelim” na Janela de
Célculo Simbdlico que falava de
matrizes.

E4: Ah tem a ver com vetor, é€...
autovetor ?

E3: Autovalor?

E4: Parece né...? Néo.

P: Parece ou ndo parece?

E4: Nao faco ideia se parece, ndo fiz
essa disciplina direito.

Relembrando os comandos do
GeoGebra apresentados no inicio
das atividades, levantam a hipétese
de se tratar de Autovetores e
Autovalores, mas ndo concluem tal
questdo, de modo que um dos
estudantes relata ndo haver se
dedicado aos estudos da disciplina
de Algebra Linear da forma que
julgue adequada.

. Experiéncia ndo adequada

. Palpites na tentativa de

por parte do estudante com
a disciplina de Algebra
Linear;

identificar o contetdo.

A1D1
E5: Tem alguma relacdo com produto
escalar, com produto vetorial ou ndo?

Dando sequéncia nos palpites,
levanta a hipétese de se tratar de
produto escalar ou produto vetorial.

43.

Palpites sobre diferentes
temas tratados em Algebra
Linear.

A1D1
E3: Ele pode até gerar esse autovalor
pra ele criar esse padrao.

Identifica que o padrdo gerado pela
proporcao se trata do Autovalor.

44,

Autovalor como escalar,
proporc¢ao.

A1D1

E3: Digita ai...

E5: O que a gente pode pesquisar?
E3: O que é um autovalor.

Pesquisando na internet, no
Google, buscam compreender o
que é um autovalor.

45.

Utilizam a internet como
meio de pesquisa sobre a
definigdo de Autovalor.

A1D1

E3: A matriz vezes o autovetor gera
uma constante. (Pausa) Gera uma
coisa, gera tipo, um autovalor, e esse
autovalor vai ser a nossa constante.

Identifica que o autovalor é obtido
a partir da multiplicagdo da matriz
pelo autovetor, cujo valor ¢é
constante, referente aquele
autovetor.

46.

Interpretacdo da definicdo
de Autovalor e Autovetor;
sendo o Autovalor como
constante.

A1D1

E5: E que eu ndo entendi muito esse
(=1,-1) s6.

P: Qual que é a diferenga do vetor
(=1,-1) e do vetor (1,1)?

E3: O sentido da setinha.

N&o compreende o significado do
autovetor (-1, —1), e questionados
sobre a diferenca entre os dois
vetores ditos, apontam como
resposta o sentido do vetor.

47.

48.

Dificuldade em interpretar o
significado do Autovalor;
Explicam o significado
sobre direcdo de vetores.

A1D1
E5: Entdo isso aqui, ele implica que
ndo necessariamente precisa sero (- 1,
-1), mas se eu pegar tipo, (1,1), dois
pontos iguais eu consigo trabalhar
agora.

Apobs as discussBes em conjunto,
compreende o autovalor como
representante de um conjunto de
vetores equivalentes, cujo outro
vetor seja mais préximo da situacéo
estudada.

49.

50.

Compreende 0 Autovetor
como um representante d
um conjunto de vetores;
Relaciona o autovetor com
a situacdo proposta.
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Al1D2

E4: E também foi muito legal porque a
que
eles
cresciam exponencialmente, ou eles
eram... 0 que que vocé falou mesmo

gente também pode reparar
alguns pontos eles tinham,

aquele dia?
E3: Constantes.

E4: Eles eram constantes. Eu vou
trocar aqui pra vocés verem que,
quando a populagéo é o mesmo valor,
tipo de crocodilos e tartarugas, €
muito legal o que acontece. (Pausa)
Olha os numeros aqui, ele cresce tipo
igualzinho, a quantidade de tartaruga e

de crocodilos.

Relatam que o crescimento das
populagdes ou segue uma funcédo
exponencial ou uma funcdo que
descreve uma reta, nesse caso, com
um crescimento constante. Em
seguida, alteram os valores dos
pontos para exemplificar o que foi
expresso.

51.

52.

53.

Compreenséo do
crescimento descrito  por
funcbes conhecidas pelos
estudantes;

Interacdo com os pares
para complementar as
ideias;

Exploragdo da situacdo
alterando os valores.

AlD2

E4: N&do, ndo morreu, ele td bem 14
pra cima.

Apb6s um estudante achar que um
ponto especifico indicava a
extingdo das tartarugas, outra
participante aponta que isso nédo
aconteceu, apenas sO nao esta
visivel na Janela de Visualizagdo,
alterando a visdao até encontrar o
ponto.

54.

Levantamento e verificacdo
de hip6teses.

Al1D2
E1: Essa atividade é muito

interessante pra se introduzir tanto em
Equacdo de Diferenca quanto Equacédo

Diferencial, porque aqui
intuitivamente quando vocé fala em
dividir em zonas, voceé ta pensando na
verdade em zonas de alteracdo, de um
sistema de EDO, entéo cé vai ter ali

um ponto, a partir de uma regido, vocé

vai ter pontos que sdo
assintoticamente instaveis, entao eles

vao divergir de um equilibrio, ou seja,

quando vocé fala isso no sentido
biol6gico, alguma espécie vai ser
extinta, e vocé vai ter aquela zona que
ta tudo bem, as populacfes elas vao
oscilar mas nunca vao se extinguir,
que seria uma zona de equilibrio ne.
Eu achei bem legal.

Apos a apresentacao dos estudantes
gue discutiram a atividade para o0s
que estiveram ausentes, um dos
estudantes deste Ultimo grupo

aponta a  possibilidade de
apresentar essa atividade nas
disciplinas de EquacBes de

Diferenga e Equacdes Diferenciais,
de modo a introduzir o estudo de
diferentes sistemas, identificando
as regiGes e pontos com termos das
disciplinas destacadas.

55.

56.

57.

58.

Discussdo em grupo para 0s
ausentes;

Criacdo de repertério do
Licenciando, se colocando
no lugar de professor em
determinada disciplina;
Estabelecimento de
relacBes entre contetidos de
EquacBes de Diferenca e
Equacdes Diferenciais;

Dominio dos contetidos das
disciplinas destacadas.

Atividade 2 — Explorando Transformagoes Geométricas

A2D1 Alteram as coordenadas do ponto 1Al dados iniciai
E4: Vamos mudar o ponto C, pronto. | C, para auxiliar na escrita do | ~ teram os dados Iniciais
codigo. visando uma  melhor

exploracdo da atividade.

A2D1 Se refere a solucdo de atividades 5 Experiénci tividad
E4: Dividido por n, ndo era? Olha ai | anteriores, feita nos primeiros dias | = xtpe_r|enC|a ém a 'V'Ia s
no celular, que tem mais coisa. das atividades, como solucdo para anteriores como Stc))l ugao
0 problema com que se deparam, e para N c.>s probiemas

solicita ao colega para buscarem presentes, .

3. Celular como meio de

no celular os registros feitos neste
periodo.

registro e consulta para
duvidas.
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A2D1 Enquanto buscam o comando que .

E4: Pra gente falta o comando né? | mais corresponde com o desejado, | 4 INstrucdes e recursos do

(Pausa) Aqui 6, angulo, ponto, ponto, | buscam na Janela de Entrada os proprio software;

ponto. Sera? diferentes comandos existentes no | - Consu_lta_ a dupla sobre 0

E5: Ah uma boa. software e quais os pré-requisito que foi dito.
para a escrita e definicdo do
desejado, para posteriormente,
escreverem no codigo.

A2D1 Para identificar o angulo, habilita a . -

E4: E facil descobrir isso é s6 fazer | ferramenta de mesmo nome no | - Recursos d'sp‘?f?"’e's no

assim. software para compreender como GeoG_ebra~ aumhgn_do na
referenciar na programacao. organizagao do codigo.

A2D1 Busca sanar as  duvidas .

E4: Vou pesquisar no Google. pesquisando no Google. 7. Googl_e como meio de
pesquisa e fonte de
informacdes.

A2D1 Com o arquivo da atividade aberto .

E4: Deixa eu achar aqui. no celular, busca as demais 8. Celular como apolo na
orientacOes para darem sequéncia consu!te} de orientagdes
na atividade. das atividades.

A2D1 Compreende as transformacdes . -

As transformacgBes geométricas sdo | geométricas como transformacgoes 9. Experiéncia na ,d'sc'pl'na

transformacdes lineares? lineares com a justificativa de que de Algebra L_meqr, de

E4: Eu acho que elas séo porque os | os nomes das transformagfes a modo que esteja lidando

nomes me lembra da disciplina. lembram da disciplina. com termos familiares.

A2D1 Ao serem questionados sobre a x L

Essa discussdo pode ser realizada na | realizacdo da  proposta na 10. Construgao_de repertorio

Educacdo Bésica? Educacdo Baésica, a estudante para a carreira docente.

E4: Pode, mas eu ndo mandaria as | expbe sua opinido de modo

criangas fazerem a programacao, tipo | afirmativo, entretanto ressalta que

eu faria a programacdo e ia | faria modificacBes na experiéncia

questionando elas por que que tem que | que tiveram, de modo que

ter quatro pontos... e ia questionando | apresentaria o codigo final e este

ela o porqué que aqui deu 23,0 angulo | seria 0 centro das discussdes,

de D,AC, porque que ele é | buscando a compreensdo e

importante... eu, em cima da | justificativas dos comandos.

programacdo que eu fiz eu ia fazer

guestionamentos para as criangas, ndo

ia mandar elas se programarem.

A2D1 Outro estudante também responde

Essa discussdo pode ser realizada na | de modo afirmativo, mas concorda 11. Congorda _com &

Educacdo Bésica? com as consideracOes feitas pela con5|dfera(;oes feita pela

E5: Sim, eu acho melhor porque, | colega, justificando que a colega;

querendo ou ndo é uma coisa meio | programacdo pode ser trabalhosa, 12. Apontam que programar

com... ndo é complexa, foi complexo | e ambos ressaltam a néo per Ser tra_b_alhoso .e

porque teve que pensar... familiaridade com esse modo, de ExIge uma famlllarldad’e,_

E4: E porque a gente ndo sabia como | modo que conclui concordando 13. Construgao_ de repertorio

programar. com a ideia feita pela colega para a carreira docente.

E5: Sim, mas eu acho que realmente | anteriormente,  retomando a

daria para trazer contando que vocé | necessidade de uma familiaridade

mostrasse antes para elas, falar do | com os comandos e conceitos.

conceitos, os comandos, e a partir dai

elas podiam pensar, entendeu?

A2D1 Consultam o Google buscando por .

E4: Posso pesquisar no seu Google | um comando do GeoGebra que | 14 ©Goo0gle como meio de

rapidinho? resulte na reflexdo do tridngulo, consultar e sanar ddvidas,

E5: Pode entendendo o triangulo feito como buscando ~ por  um

E4: Pesquisa assim, “comando... no | um desenho e posteriormente uma comgndo_ que realize o

GeoGebra... para inverter...” ndo, | construcdo geométrica. desejado;

15. Compreenséo de
diferentes  objetos do
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“para refletir um desenho”, ndo, “uma GeoGebra: Desenho e

construgdo”. poligono.

A2D1 A estudante aponta que 0 novo

E4: Era s6 colocar no outro plano, | tridngulo deveria ser desenhado 16. Qomp_reendem 0
significado da

entdo a gente precisou alterar os
pontos iniciais, o B e C. A gente s6
precisou alterar os pontos e ela foi, e
programar isso.

em outro quadrante, de modo que
criaram novos pontos a partir da
reflexdo dos pontos do primeiro
triangulo e alteraram o c6digo com
0S NOVos pontos criados.

17.
18.

transformacdo geométrica
“Reflexdo”;

Reconhecem padroes;
Utilizam o Cddigo inicial
como base para demais
exploracdes.

A2D1

E4: Eu lembro que na aula da Cleusa,
na aula invertida, eu... eu lembro que
eu tive que dar essa aula de vetor,
entdo todo vetor tem um sentido e uma
direcdo, e o sentido e direcdo é
diferente.

Ao fazer referéncia a uma
experiéncia tida na disciplina de
Geometria Analitica, a estudante
recorda duas caracteristicas de
vetores: sentido e diregéo.

19.

20.

Relaciona com conceitos
da disciplina de Geometria
Analitica;

Recordagdo de  duas
caracteristicas de vetores:
sentido e direg&o.

A2D1

El: Como que a gente relaciona...
como que a gente descobre o angulo
entre esses dois pontos?

E3: Tem um negocinho de angulo no
GeoGebra...

El: Tem um negocinho de angulo.
Mas em algebra linear a gente tem
uma relagdo. Como que € a relagdo?
Eu lembro que tem uma lei de
€0ssenos que da pra relacionar.

Buscando a generalizacdo do
cédigo, os estudantes buscam uma
maneira de referenciar o angulo
desejado na escrita dos comandos.
Enquanto uma estudante sugere 0
recurso do GeoGebra para definir
0 angulo, outro estudante busca
solucionar  relacionando  com
topicos da Algebra Linear.

21.

22.

Recurso do GeoGebra
como auxiliar na escrita do

codigo;
RelacGes com conceitos
de  Algebra  Linear:

produto escalar.

A2D1
El: Espera ai, vamos pesquisar no
Google... "angulo entre dois vetores".

Os estudantes buscam no Google
explicagdes sobre o calculo entre
dois vetores.

23.

Google como fonte de
informacéo.

A2D1

P: Mas o0 GeoGebra ndo sabe calcular
0 angulo entre esses caras?

El: Entdo, ele sabe, mas a gente
consegue colocar um comando que

Ao serem questionados sobre

como referenciar o &ngulo
desejado e buscando a
generalizagdo do cddigo, a

estudante sugere novamente o

24.

25.

Busca pelo
generalizado;
Recursos do GeoGebra
auxiliando na escrita do

codigo

vai... que vai, Se eu jogar o B para | recurso do GeoGebra, de modo codigo; -
qualquer lado ele vai fazer? que contempla ao desejado. Em 26. Retorpa a _|de|as ,sqbre
E3: Ah d4, se a gente calcular ali ele | seguida, um dos estudantes retoma relages trigonometricas
vai dar pra colocar ali direto. aideia de relacionar com conceitos dl_scutldas em Algebra
E1: Porque ai tipo assim, se a gente | de Algebra Linear, que abordem as Linear.

coloca aqui uma relacéo, eu sei que | relagdes trigonométricas, mesmo

tem relagdo, eu lembro de cosseno e | que ndo recorde qual conceito

seno, e ai qualquer coisa a gente pegar | exatamente.

esse B e arrastar, a gente ndo precisa

mudar no codigo porque ele ja vai ter

um éngulo certo.

A2D1 A estudante registra na gravacdo 27. Google como fonte de

E2: Estamos usando o tal do Google.

que  optaram  por  buscar

informagdes no Google.

busca por informagoes.

A2D1
El: Eu ia abrir o Paint pra gente ter
uma ideias.

O estudante expde a ideia que teve
de abrir o “Paint”, um software
para criacdo de desenhos, para
discutirem sobre o problema
encontrado.

28.

Paint como recurso do
computador para registro e
explanagéo das ideias.

A2D1
El: E qual que é o comando memo?

Buscando a escrita do comando
equivalente a ferramenta de
angulo, buscam na Janela de

29.

GeoGebra como fonte de
orientacdo para 0S
comandos do prdprio
software.
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E2: Né&o sei, vamos descobrir, acho
mais facil escrever, escreve ai
“angulo” e vé o que que acontece.

Entrada pelas instrugdes de escrita
do comando desejado.

A2D1

A partir da pergunta proposta na

As transformacBes geométricas sdo | atividade, a estudante afirma nédo 30. Google como for_1te ~de
consideradas transformacdes lineares? | se recordar sobre transformacdes busca por explicagbes
E2: Fala pra vocés que eu ndo lembro | lineares, e sugere a procura deste sqbre Transformacdes
0 que é uma transformacdo linear... | contedo no site do Google. Lineares.

Pée no Google "transformacdo

linear".

A2D1 Enquanto exploram o site do

E3: Coloca em imagens, eu gosto de | Google, uma das estudantes sugere 31. Imagens do Google como

imagens. procurar na aba de imagens do site, fonte de respostas.
ao invés de se limitar com textos e
links de outros sites.

A2D1 A estudante expde sua ideia de que ,

E3: Eu acho que a gente ta procurando | haja dois modos de compreender 32. Entendem que ha

transformacéo linear da graduacio e a | transformacdes  lineares,  a abordagens  diferentes

gente deveria procurar do ensino | depender do nivel de escolaridade, para tran§formagoes
médio. enquanto seu colega relata ndo "Peares’ reIam_onado a0

E1: E... eundo lembro o que que é uma | recordar sobre este contetido no nivel de escolaridade.

transformacdo linear no ensino médio. | ensino médio.

A2D1 Ao pesquisarem no Google e

(Os estudantes pesquisam no Google | consultar uma informacgdo neste 33. Google como fonte de

por "transformacdo linear geometria”, | site, a partir do que foi lido, busca, sites da Internfet

e se deparam com a afirmacdo do | compreendem as transformaces €OMO MEI0S de consulta as

Khan Academy: “é um tipo especial | geométricas como transformacdes mforma(;oes; .

de funcdo que pega um vetor | lineares. 34. Analisam o~conc_e|to de

bidimensional e tem como resultado Transformagges Lineares.

outro vetor bidimensional”.)

E2: E, é isso.

El: Entdo é né.

E3: Sim.

A2D1 A0 escreverem um vetor o0 .

E3: Por que ele ta partindo da origem? | GeoGebra, uma das estudantes 35. Propriedades de vetores;

E1: Porque a Algebra Linear funciona | questiona o porqué o vetor tem 36. Argumenta com base nos

assim, quando vocé pensa em | inicio na origem, e seu colega conceitos estudados  em

médulos, que é o que ele ta dando pra | responde como resultado geral da Algebra Linear.

gente, ele sempre vai surgir da origem. | Algebra Linear.

A2D1 Os estudantes se recordam do

E3: E se a gente criar... existe o | recurso do GeoGebra referente a 87. Rec_u_rsos do Geogeb~ra

comando de reflexdo de pontos. reflexdo de pontos em relagdo a auxiliando na exploragdo

E2: Tem |4, t& em ferramentas. um ponto escolhido, conforme a da s transformagéo
atividade propde. geometrica.

A2D2 A estudante com seu celular roteia L.

E4: Vou rotear (internet). internet para o notebook, visto que 38. Aces_sc_n_a Interneét como
o cabo de internet disponivel no possibilidade a0 se
laboratdrio ndo é compativel com trabalhar . com
0 notebook. Tecnologias.

A2D2 Discutindo com o pesquisador .

P: Uma possibilidade entdo, é vocé | sobre o calculo da matriz referente 39. Interagao com

escrever essa matriz genérica de | a transformacdo explorada, a pequIs.ador sobre

“a,b,c,d” e cair em dois sistemas | estudante expde que ndo garante procedlmento_s ~ para

lineares, pra descobrir quem sdo os | que saiba realizar todos os passos avancar nas dlscussqes,

40. Dificuldade em realizar os

elementos da matriz. Esse € um
caminho... trabalhoso, mas é um
caminho.

E4: Sim, e talvez eu ndo saiba fazer
todos 0s passos.

expostos.

procedimentos de calculo
referente a matriz de uma
transformacdo linear.
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A2D2 A estudante se recorda que o
Calcule os autovalores e autovetores | GeoGebra realiza os calculos dos | 41- GeoGebra como
dessa transformacio linear. autovalores e autovetores, em calculadora de autovalores
E4: Ele calcula pra mim né? Se eu | seguida, com seu celular, registra o e autovetores;
colocar ali? (Pausa) E eu posso tirar | que foi discutido em conjunto com 42. FOt_OS do _celular como
uma foto disso pra depois lembrar? 0 pesquisador. meio de registro.
A2D2 A estudante expde que precisa
E4: Eu vou ter que olhar aqui nas | consultar as fotos tiradas com seu 43. FOt.OS do _celular como
minhas fotos que eu ftirei... do | celular dos comandos meio de registro.
computador. apresentados  nos  primeiros

encontros.
A2D2 A estudante expde a necessidade .
E4: Calma, eu posso sé tipo, relembrar | de relembrar as definicbes de 44. Nece55|dad_e .d? relembrar
as definicdes de autovalores e | autovalores e autovetores, as definices de
autovetores? Posso pesquisar ou vocé | realizando a pesquisa em seu autovalores € autovetores;
quer falar? E que eu ndo lembro as | celular. 45. Celula}r como um modo d?
definigdes, eu sei o que cada um é pesquisa € acesso  a
mas, A0 sei.... internet.
A2D2 Dialogando com o pesquisador, a
P: Quem que ele aponta como estudgnte identifica%ughé apenas | 6. Pondera sobre o resultado
autovalor? um autovalor, de modo que o apresentagio pelo software
E4: —1e—1. GeoGebra indique repetidamente. e 0 conceito de autovalor.
P: Certo, entdo quantos autovalores eu
tenho entéo?
E4: Dois, dois nimeros. Ah ndo, um.
Ele poderia ter colocado s6 0 —1.
A2D2 Questionada sobre a existéncia de ~
P: Poderia existir 3 autovalores aqui? | trés autovalores, a estudante 47. Compreende a relagdo
E4: Talvez, eu pensei nisso agora tipo, | compreende que seria necessario entre 0 nimero  de
uma matriz 3 por 3, acho que ele | que a ordem da matriz fosse trés, al_JtovaIE)res com a
colocaria trés. de modo que a ordem da matriz dlmepslao do  espago
P: E por que ndo é uma matriz 3 por | tem relagdo com a dimensdo do vetorial. -
3? espaco vetorial explorado, 0 que 48. Pensa sobre o S|gr_1|f|cado
E4: Por que néo é uma matriz 3 por 3? | indica também o méximo de ?e form ”;.atr'z de
Porque... a gente sO quer esse e o | autovalores possiveis. fanstormagdo finear.
espelhado desse. O que entendi €, por
exemplo, a gente quer esse vetor e
esse vetor aqui, e ai ele... ele so da dois
porque isso aqui sO tem uma
coordenada, e esse aqui s6 tem uma
coordenada.
P: E quantos nGmeros representam
essa coordenada?
E4: Dois, 0 doeixoxedoy.
P: Isso, entdo por que que o teto dele é
me oferecer dois autovalores?
E4: Ahh... é porgue ta no R?.
A2D2 Como resultado do célculo dos
E4: E que eu acho que, isso aqui € um | autovetores o GeoGeobra indica a 49. !ntgrpreta 0 resultado
autovetor e isso aqui € um auto..., | matriz dos autovetores, de modo indicado pelo GeoGebra.
outro autovetor, sdo dois s que ele | que a estudante identifica que cada
colocou junto ali, né? coluna se trata de um autovetor.
A2D2 Questionada sobre como o0s -
P: Mas e esse vetor aqui, o vetor AB, | vetores do triangulo se comportam 50. Identifica o escelltlgrl_mené)s
ele se transforma? Quais séo as | Na transformacdo discutida, a ET ; mut picanco
coordenadas de quando ele se | estudante identifica que as tr;ﬁgigrfnsagé(\)/'e ores na
transforma? coordenadas foram multiplicadas 51. Conjectura relacionando o

E4: Calma, quais sdo as coordenadas

de quando AB se transforma? E
(0,0)... e (—3,-6).

por menos um, e em seguida expde
a compreensdo de que essa
constante também multiplicou a

escalar com a matriz da
base canonica.
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P: E 0 que que aconteceu com 0s sinais
ali?

E4: Multiplicou por menos um

P: S6 que... quem ¢ multiplicado por
menos um também? Que a gente
acabou de conversar aqui?

E4: Ah o C1 também... ndo, ndo era
isso, calma, deixa eu pensar de novo.
P: Isso, o C1 também, t& correto.

E4: Faz a pergunta de novo... ah... a
matriz, porque a gente multiplicou
aqui, quando fez a base canénica, a
gente, a gente, inverteu também o
sinal ali da matriz.

matriz com o0s vetores da base
candnica.

A2D2

Discutindo com o pesquisador

P: Uma coisa que a gente concluiu | sobre o comportamento de | 22 Comparagdo entre 0
que, é legal... o vetor AB quando ele | diferentes  vetores, ao  ser comportamento - apos -
s o viea TR & 4 | Questionada sobre 0 transformagéo de
sofre a transformagéo e vira AB, € a . diferentes vetores.
mesma coisa que a gente multiplicar | comportamento do vetor AB com
por menos um, concorda com isso? o vetor (1,0) a estudante
E4: Concordo. compreende que ambos terdo o
P: E ai ele fala que o vetor (1,0) | MesmMo comportamento.
quando ele sofre a transformacao, é a
mesma coisa que transformar, que
multiplicar ele por menos um e isso
faz dele é um autovetor com autovalor
menos um. E ai que vem a minha
pergunta: Mas o 4B nio faz a mesma
coisa que ele?
E4: Sim, vai acontecer a mesma coisa.
A2D2 Ao ser questionada sobre a
P: Vocé acha que vocé deu a sorte de | comparagio do comportamento | 05 Compreende . @
descobrir os dois em que isso acontece | entre os vetores do triangulo e os transformacdo reflexao;
ou tem mais? indicados pelo GeoGebra como | 24 Comparacao entre
E4: Ndo, tem mais. Para todos que eu | autovetores, a estudante identifica comportamento de M etores
quiser vou conseguir. Tipo, se eu | que o comportamento de ser e a generalizacdo do
tivesse outro ponto aqui, eu ia fazer a | multiplicado por menos um é discutido.
reflexdo do mesmo jeito e ia valer para | geral, para todos os vetores, pois
todos a mesma coisa. decorre da transformacéao reflexdo.
A2D2 Ao ser questionada sobre um novo
P: Se eu colocar esse ponto aqui, que | vetor, a estudante retoma a ideia de 95. Compreende: @
que vai acontecer com ele? que a reflexdo corresponde a transformagdo reflexdo.
E4: Ele vai refletir para Ia quando eu | multiplicacdo por menos um.
multiplicar por menos um.
A2D2 A estudante expde nédo ter dominio -
E4: Eu sou péssima nessa parte de | dos conteldos de autovalores, e 56. Falta , de dominio do
autovalor, eu ja tinha tirado nota e eu | justifica que quando foi discutido conteddo de autovalores;
nem estudei para a prova da lolanda. | este tdpico, ela j& havia sido 57. Relz_ﬂo x de' __menor
aprovada, fazendo com que se ded’lcagao na dISCIplllna no
dedicasse menos na disciplina. periodo do contetdo de
autovalores e autovetores.
A2D2 Dialogando com o pesquisador, a - .
P: Vocé falou em um momento ai, | estudante compreende que todos 58. Dialogo com p}equIsador
todo mundo vai ser multiplicado por | os vetores estdo relacionados com sobre (‘tOﬂ'IEl.JdOS de
Menos Um ou seja... o autovalor, logo, todos sio Algebra Linear; i
E4: Ah todo mundo ¢ autovetor! autovetores. 59. Compreende a relagdo
entre  autovetor com
autovalor.
A2D2 Ao ser questiona sobre o0s 60. N&o recorda de como se

procedimentos de calculo dos

calcula o autovalor.
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P: Vocé lembra como que calcula o | autovalores  manualmente, a | 61. Compreende parcialmente
autovalor na méo? estudante afirma lembrar 0 processo de calculo dos
E4: Mais ou menos. parcialmente, em seguida, retoma autovalores.

P: A gente vai comegar aqui, vocé ia | que ja havia dado indicios da

cair num sistema com infinitas | resposta, mas ndo estabeleceu as

solucdes, se tem infinitas, todo mundo | relac6es suficientes, e com humor,

que vocé colocar... sugere a remocao dela na pesquisa.

E4: E eu falei aqui, qualquer ponto

que vocé colocar... Ai que burra, corta

ela da pesquisa gente.

A2D2 Dialogando com o pesquisador, a .

P: Como entdo, ter uma calculadora € | estudante afirma que o célculo 62. !mportanC|§1 da

bom, mas a gente tem que saber a | apresentado estava  errado, interpretagdo  sobre o

teoria pra interpretar... entretanto, essa ideia é contrariada resultado calculado  pelo

E4: Porque a calculadora ta fazendo | com exemplo da atividade 1, de GeoGebra.

errado. modo que ressaltam a importancia

P: Nao, s6 fazendo, por exemplo, na | da interpretacdo sobre o resultado

atividade de tartarugas e crocodilos, | do calculo apresentado pelo

lembra quando ela vinha para c&? GeoGebra.

E4: Lembro, morria as tartarugas.

P: Entdo, pro GeoGebra aquilo ali ndo

¢ nada, mas a gente consegue. ..

E4: A gente interpretou.

A2D2 Ao chegarem na etapa da atividade . ~

E2: Agora esse de transformacdo, com | em que é proposto investigar a 63. Ressalvas com dlsc_ussoes

os conhecimentos de algebra linear, | transformacdo geométrica com os que tratem de conceitos da

ndo gosto muito. conceitos da Algebra Linear, uma Algebra Linear.
das estudantes ressalta ndo gostar
deste momento.

A2D2 Discutindo sobre a transformagéo . .

El: Agora...Matriz? linear, os estudantes apresentgam 64. D|f|c_uldades em definir a

E3: Af quebrou a gente. dificuldades em definir a matriz da matriz  de uma

transformacio investigada. transformagdo linear.

A2D2 Discutindo com o pesquisador . x

E1l: Que que seria matriz, seria entdo | sobre a matriz de uma 65. Dlscu_ssao com 0

uma, um negdcio que eu vou pegar um | transformacéo linear, o estudante pesqu!sador _ sobre

vetor vou multiplicar pela matriz e | expde sua compreensdo acerca do conceitos de  Algebra
vou obter outro? calculo matricial da Linear; )

P: Isso. transformacéo. 66. Com_pr_eende 0 caleulo
matricial de uma
transformacdo linear.

A2D2 Discutindo com o pesquisador . .

P: Essa Matriz ai, vou chamar ela de | sobre o célculo matricial de uma 67. DISCU_SS&O com 0

A, dariaentdo o T de v (T (v)), que foi | transformacdo linear, o estudante pesqu!sador _ sobre

a transformacéo. compreende que ao multiplicar o cL?ane:.tos de  Algebra

El:_Tlpo_se_ eu jogo _entao, esse AB | vetor AB com a ma'Erlz A da 68. Compreende o célculo

aqui Mtlpllca a matriz ele vai me dar Uinsformagao, resultard no vetor matricial de uma

esse AB". AB'". transformaco linear.

A2D2 Discutindo com o pesquisador . .

P: Essa matriz A, que ordem que ela? | acerca da ordem da matriz, 0s 69. Diferentes . palpitas

Ordem de linhas e colunas. estudantes apresentam  palpites refergnte a ordem 93

El: Eu acho que ela é uma dois por | distintos em relacdo ao que foi matriz da_transformagéo

um. perguntado. linear estudada.

E3: Dois por dois.

E2: Um por dois.

A2D2 Conversando sobre um modo de

70. Google como fonte de

P: Eu encontrei, mas eu ndo testei... eu
acho que existe uma calculadora de
transformagcé&o linear no Google.

E1l: Tem, eu ja usei muito.

definir a matriz da transformagéo
linear, a partir da indicacdo do
pesquisador da existéncia de uma
calculadora online, os estudantes

busca por uma calculadora
online;
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P: “Calculadora de transformagao
linear”, ai coloca os vetores de entrada
e saida.

E3: Vamo de calculadora!l

E1: Tem muito, eu ja usei no EAD.
E3: Eu usei bastante em “algelim”.

afirmam ja ter conhecimento sobre
essa possibilidade, por ja terem
tido contato anteriormente e optam
por calcular desta forma.

71.

Experiéncia com
Tecnologias em
momentos anteriores,

inclusive na disciplina de
Algebra Linear.

A2D2
E3: Escreve calculadora de matriz é
um link bem... duvidoso...

A estudante sugere as palavras de
busca no Google de modo a
encontrar um site que ja acessou, e
destaca que este tem uma
aparéncia duvidosa, no sentido do
layout e disposicao dos recursos.

72.

73.

74.

Google como forma de
busca por uma
calculadora;

Layout de plataformas e
sua confiabilidade.
Acessam um site de
calculadora de matrizes.

A2D2
E1l: Vamos ver se 0 do Symbolab faz
algo por nos.

Buscam no site do Symbolab, uma
plataforma com diversas
calculadoras, pela calculadora de
transformagé&o linear, de modo que
realize os calculos por eles.

75.

76.

Acessam ao site do
Symbolab;

Tecnologia fazendo algo
por eles, algo que, de
principio, eles deveriam

fazer.

A2D2
E3: “A matriz deve ser quadrada”, ali,
ta escrito.

A partir de uma informagédo
disponivel no site da calculadora
online de transformacdo linear, a
estudante destaca que a matriz
deve ser quadrada.

77.

Informagdes do site da
calculadora como
instrucdes e solucdes para
questdes discutidas.

A2D2
El. Oh Gab,
calculadora aqui.

nao sei usar essa

Mesmo que tenham encontrado
uma calculadora online de
transformagdo linear, o estudante
destaca ndo saber como proceder,
pedindo auxilio ao pesquisador.

78.

79.

Necessidade da
familiaridade com a
plataforma e tecnologia;
Ajuda do pesquisador
quando existe divida em
relacdo a tecnologia.

A2D2

P: Que ta acontecendo com quem é da
coordenada x e da coordenada y?

El: A coordenada x t& sendo
multiplicada por menos um.

P:Eay?

E2: Também.

P: E ai entdo, se a gente pegar um
vetor (x, y) que vetor que ele vai dar?
El: (—x,—y),0u —1(x,y).

Discutindo com o pesquisador
sobre a transformacdo linear, os
estudantes concluem que a
transformacéo resulta na
multiplicacdo de qualquer vetor
pelo escalar —1.

80.

81.

Dialoga com 0
pesquisador  sobre o
comportamento da
transformagcdo linear;

Identificam uma das

propriedades de vetores:
multiplicacdo por escalar.

A2D2
E2: Néo t4, ndo ta legal.

O estudante ndo consegue
proceder com os calculos no
GeoGebra por escrever 0s
comandos na Janela de Algebra, e
nédo na Janela de CAS.

82.

N&o familiaridade com as
possibilidade do software.

A2D2
El: O Gab a gente sabe calcular...ah é
na de CAS...

No momento em que ia perguntar
ao pesquisador, o estudante nota
que estd em outra Janela do

83.

Ajuda do pesquisador
quando existe divida em
relagdo a tecnologia.

GeoGebra, ndo a de calculo A
S ! 84. Familiaridade com as
simboélico. e
possibilidades do
software.
A2D2 Como um modo de explicar o 85 B
motivo do ndo funcionamento dos - busca por uma

E1l: Eles ndo conversam, eles sdo
inimigos.

comandos em diferentes janelas do
GeoGebra, o estudante, em forma
de humor, antropomorfiza a
tecnologia.

86.

justificativa do  ndo
funcionamento;
Antropomorfizagdo  da

tecnologia.
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A2D2 Apos os célculos do GeoGebra, o . )

E1: Ambos os autovalores sdo menos | estudante identifica os autovalores | 8/ Interpretacao dos calculos

um, e cada um ta relacionado com um | e seu autovetor correspondente, de do GeoGebra;

vetorzinho ali. (Pausa) Legal que | modo que destaca que 0s 88. Correspondéncia de

nesse caso 0 autovetor, os autovetores | autovetores sdo a base candnica do autoval_or com seu

s40 a propria base que a gente usou, | espaco vetorial estudado. respectivo autovetor,

né? 89. Iderltlflcagao da base
candnica.

A2D2 O estudante identifica que o

El: T4 aqui como se fosse o | autovalor é o escalar discutido 90. Compreendem_q aqtova_lor

autovalor... foi como se fosse a | anteriormente, e interpreta 0s como escalar, 1a glscutldo

constante que a gente multiplicou e os | autovetores como a matriz da base na transformagdo;

autovetores ja foi, foi a matriz inicial | canbnica, também referenciado 9. Aut9v_etores como  base

que a gente tinha. nas  discussdes acerca da canonica.

transformac&o linear.

A2D2 O estudante identifica que ha x )

El: Os autovalores que a gente | somente um autovalor, destaca que 92. Interpretagao do calculo

chegou, € um s6 né, e os autovetores, | os autovetores formam a bas |dent|f|car1do um

deram na verdade a nossa propria base | canonica, e interpreta o autovalor autovalor;

original, para o autovalor é ele, é | como o escalar que multiplicava os 9. AutE)v_eto.res como  base

menos um, que € justamente a | vetores quando discutiram sobre a canonica,

constante que a gente multiplicou a | transformacdo, de modo que 94. Autovalor como o escalar

nossa base original. Entdo ele deu para | encerra compreendendo que as decorrente - da

a gente como se fosse um, uma | discussGes anteriores se transformagao linear.

mistura do negécio. misturaram e foram retomadas.

A2D2 Dialogando com o pesquisador, 0s . N

P: Os vetores que vocés usaram para | estudantes ressaltam que 9. 0 pe_squlsador Instiga uma

construir o tridngulo, que que | compreendem que a analise ‘?'a situagao

acontece com eles quando vocés | transformacédo implica na apresentada;

fazem a transformacéo linear? mudanca de direcdo dos vetores, 9. Compreendgm @

E3: Muda o sentido. mesmo que entendam direcdo e transfgrmagao linear

P: Que é a mesma coisa que... sentido como sinbnimos, e reflexao,, . )

E3: Muda a dire¢do, a setinha vai pra | buscando a implicagdo numérica 97. Qarariterlstlca§ d? vetores:

outro lado, sei la... decorrente deste comportamento, direcdo e sentido;

P: A setinha vai para outro lado, o que | compreendem que é equivalente a 98. Autovalor como escalar.

aconteceu com 0s numeros ali? multiplicar o vetor pelo escalar

E1: T4 multiplicando por menos um, | —1, que compreendem como um

que é o coeficiente, que a gente | coeficiente que multiplicou a

multiplicou a matrizinha. matriz da base canfnica e como

P: Mas quem que é esse -1 também, | autovalor.

além desse coeficiente?

E2: O autovalor.

A2D2 Questionados sobre 0 99. Visualizam a

P: Ela faz isso s6 com a base ou com
todo mundo?

E1: Todo mundo.

P: Com todo mundo... com todo
mundo, ela inverte o sinal, entdo,
guem sd0 meus autovetores?

El: Ué do qué?

P: Dessa transformacao.

E1l: Vaisero (0,1) e (0,1) ainda.

comportamento da transformacao
linear, 0S estudantes
compreendem que todos os vetores
sdo multiplicados pelo autovalor
—1, mas ndo concluem que todos
sdo autovetores.

transformacdo linear de
reflexdo mas nao
relacionam os vetores
como autovetores.

A2D2

P: Estamos de acordo com isso, entdo,
acabamos de contrariar uma coisa do
GeoGebra, ele me aponta que dois
caras estdo sendo multiplicados pelo
—1 e eu acabei de falar que existe um
terceiro. E ai vamos voltar, que que a
transformacdo linear faz?

Questionados sobre 0
comportamento da transformacéo
linear, o0s estudantes ressaltam
outra interpretagdo equivalente as
discutidas anteriormente,
entretanto, uma estudante entende
gue apenas o0s trés vetores
discutidos sofreram a mudanca,

100.Diferentes atribuicGes de

significados para a
transformagcéo;

101.Discussdo sobre 0
comportamento dos
vetores.
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E1: Muda todo mundo de quadrante.
P: Quem que muda, quantos que
mudaram de quadrante?

E3: Mudou os trés vetores.

El: Todo mundo. Todo mundo vai
multiplicar por menos um.

enquanto outro compreende que
essa € uma caracteristica para
todos, de forma que a mudanca de
quadrante e a multiplicagcdo por
—1 seja equivalente.

A2D2

P: Se fossemos calcular manualmente,
vocés vao chegar, vocés vao chegar
nesse sistema aqui, 0...

El: Ah que é solucionada para
qualquer x y.

Ao serem apresentados pelo
pesquisador ao célculo manual e
ao sistema linear, o estudante
identifica que o0 sistema tem
infinitas solucdes.

102.Necessidade de
Intervencao do
pesquisador;

103.ldentifica a solucdo de um
sistema linear.

A2D2
P: Ele calculgl, mas nao é...
E1: Ndo é SO aquilo entdo.

Conversando sobre os resultados
apresentados pelo GeoGebra, 0s
estudantes compreendem se tratar
de um resultado parcial, que preze
por uma interpretacéo.

104.Necessidade de interpretar
0s resultados apresentados
pelo GeoGebra.

A2D2

E1: Eu acho interessante entdo nessa...
para essa atividade, Gab, tipo assim, é
que voceé puxou a... a inquietacdo com
a gente, né? Mas talvez se, se
invertesse a ordem da gente calcular
na mao para depois calcular aqui,
talvez tivesse surgido naturalmente
também isso, tipo, porque ele colocou
essa em especifico, né?

O  estudante  sugere  uma
modificacgdo na proposta da
atividade, de modo que solicite o
calculo manual para se depararem
com o sistema linear com infinitas
solucdes e depois explorar com o
GeoGebra, sugerindo que
possivelmente concluiriam com
antecedéncia sobre os autovetores,
comparando o resultado deles com
0 apresentado pelo software.

105.Criacdo de repertorio do
estudante visando praticas
futuras;

106.A interpretagdo do célculo
do GeoGebra comparado
com o célculo manual.

A2D2

P: Por curiosidade, quem lembra
como é o procedimento de calcular o
autovalor?

Questionados sobre as etapas do
calculo dos autovalores, duas
estudantes relatam ndo recordar,
enquanto um estudante diz se

107.Conhecimento parcial
sobre os procedimentos do
célculo dos autovalores.

E3: Nao. lembrar.

E2: N&o lembro.

E1l: Eu lembro.

A2D2 Dando sequéncia na atividade, . N

E1l: Menos x e y? Vamos usar a base | tratando  sobre  uma  nova 108.Retor_nam discussbes

candnica de novo? transformagio  geométrica e anteriores  quando  se

E2: Vamo né. retomando as discussdes para deparam com  questoes

El: Entdo fica... definicdo da matriz da seme I_haintes; .

E2: —1,0,0,1. transformacdo  anterior,  os | 109-Definicdo da matriz da
estudantes analisam 0 transformagao.
comportamento da base canonica
para definicdo da nova matriz.

A2D2 Ao se depararem com um - "

E1: E s6 esse 0 autovetor? resultado semelhante aos calculos | 110-Criacdo  de hipoteses

E3: Néo. da transformacdo anterior, uma comparando os resultados

dos célculos de duas

E2: Nao, é a mesma coisa, vai ser
qualquer um.

estudante levanta a hipotese de a
interpretacdo  também ser a
mesma, logo, todos seriam
autovalores.

transformacdes lineares.

A2D2

E1: Como é vetor em matriz, é coluna
ou em linha que 18?

E2: E linha.

E3: Eu penso em coluna.

E2: Da um Google ai.

(Escrevem: “como se 1€ vetor em
matriz”.)

Ao ficar em duvida na leitura da
matriz  dos autovetores, 0S
estudantes ndo entram em um
acordo na resposta, e isso 0s leva a
pesquisar no Google alguma
informac&o na aba de imagens que
os auxilie na resposta da questdo
levantada.

111.Leitura e interpretagdo do
resultado apresentado pelo
GeoGebra;

112.Desacordo entre 0 grupo;

113.Google como fonte de
informagcéo, com
preferéncia para aba de
imagens.




112

E2: Vai em imagens, deve ter alguma
gue ajude nois.

A2D2

(Encontram uma imagem
representando um vetor como matriz
coluna e matriz linha)

E1: Ah pronto, ajudou pra c@&$%*!

Com sarcasmo, 0 estudante
ressalta que a imagem € dubia.

114.Informacdo na internet

dabia;

A2D2
El: Volta 14 vamos ver se da
diferenca naquele caso ali.

O estudante sugere comparar a
matriz dos autovetores com a
matriz da transformacdo anterior,
visando esclarecer como se realiza

115.Processo salvo e passivel
de ser revisitado;

116.Leitura e interpretacdo do
resultado apresentado pelo

3etcl)(reE|3tSLfra e interpretacdo dos GeoGebra.
A2D2 Buscando sanar sua davida, os . .
El: Esse autovalor, ele € | estudantes guestionam 0 117.Pesquisador passivel de
correspondente de qual vetor? pesquisador, o qual a estudante Ser consultado  para
P: A gente I& por coluna. indica que ja havia indicado tal duwd.asA . .
E1: Ah entdo é assim. resposta. 118.QOQV|venC|a de diferentes
E3: Eu tava certa. ideias.
A2D2 O  estudante interpreta a
E1: Cara, do eixo que s6 inverteu, s6 | transformacdo relacionando com | 119-Compreendem _ a
inverteu uma das coordenadas, | os vetores da base candnica transformagéo linear
inverteu... Entdo ele pega como se | novamente, de modo  que reflexdo;
vocé pegasse sé um vetor ali daquela | compreende que o sinal é alterado 120.Relagao . entre
base canbnica que ele retorna e | em apenas em uma das tran§f9rmagao e base
mudasse s6 um. coordenadas. canonica.

A2D2

P: Olha que curioso comparando com
o anterior, ele apontou quantos vetores
como, como autovetores aqui?

E1: S6 dois.

P: Que sdo base candnica e dessa vez
realmente é.

E1: Sdo s6 esses dois?

E2: Ih entdo a gente viajou...

Dialogando com o pesquisador,
comparando com a transformagéo
analisada  anteriormente,  0s
estudantes apresentam que haviam
feito as mesmas consideragdes
para esta nova transformacédo, apds
0 pesquisador ressaltar que se
tratava de um outro caso, onde de
feto somente dois vetores seriam
autovetores.

121.Dialogo com pesquisador

corrigindo as
consideracdes dos
estudantes feitas

previamente;
122.Interpretacdo equivocada
dos autovetores a partir de
uma generalizacdo
equivocada de resultados.

A2D2

E1: O o 1 corresponde ao (1,—1), 0
—1 corresponde ao (—1,—1). Sabe
que esse ai a minha interpretagdo ja
deu uma zoada, que vejam bem, olha
0 que a gente tinha...

E2: Continuo achando que, que eles s
vao ser... infinitas solucdes se eles
forem iguais, se os autovalores forem
iguais, logo esses ai sdo diferentes,
logo sdo s6 esses dois.

Ao corresponder cada autovalor
com seu respectivo autovetor, o
estudante afirma ter dificuldades
em dar sequéncia na interpretacao,
e comparando com o caso anterior,
uma colega expde a conjectura de
gue um Unico autovalor implica
em infinitos autovetores.

123.Dificuldade na
interpretagéo dos
autovalores e autovetores;

124.Conjecturas equivocadas.

A2D2

El: Quando eu falo interpretacdo €
porque todos 0s outros a gente ja deu
a matriz, j4 era a candnica e ele
retornou de autovetor, a candnica ou a
candnica com sinal invertido, sé que
esse... No, no, Nno.

Tratando da sua dificuldade em
interpretar o resultado, o estudante
compara com casos estudados
anteriormente, com os vetores da
base canbnica como autovetores,
entretanto, percebe que estdo
diante de um novo caso.

125.Dificuldade na
interpretacdo dos
autovalores e autovetores.

A2D2
El: Essa em relagdo &€ uma reta
qualqueragenteusouay = — x. Mas

ai 0s autovetores eu ja ndo consegui
dar uma interpretacdo. Eu ndo consigo
observar igual eu tava fazendo no

Dialogando com o pesquisador, 0
estudante ressalta a dificuldade em
interpretar 0s autovalores e
autovetores diante de um caso
escolhido  pelo  grupo, e
comparando com casos anteriores,

126.Dificuldade em interpretar

0s autovalores e
autovetores;

127.Exploram diferentes
€asos.
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outro, ndo deu pra ver, de forma facil,
que era 0  proprio  vetor
canodnico...esse eu ndo consegui
visualizar isso.

identifica que os vetores da base
canbnica nao se fazem mais
presentes.

A2D2

P: Vocés chegaram a escrever esses
vetores la com aquele gréafico?

E2: Néo.

Questionados pelo pesquisador se
haviam observados os autovetores
como vetores na Janela Gréfica,
uma estudante ressalta que nao
fizeram isso.

128.Intervencgéo do
pesquisador a fim de dar
sequéncia nas discussdes;

129.Ndo  exploragdo  dos
recursos disponiveis no
software.

A2D2

E2: Aah ponto inicial meu, é tipo A B.
El: Ndo tem um jeito mais facil de
escrever vetor ?

Utilizando de um comando
disponivel no Geogebra para
definir um vetor a partir de dois
pontos, um estudante questiona se
h& outra maneira mais eficaz, para
0 caso deles, de escrever o vetor
desejado.

130.Diferentes recursos com
mesma funcionalidade
disponiveis no GeoGebra;

A2D2

P: Olhou para eles assim, quais as
coisas que vem a mente?

El: Isso aqui € perpendicular né... a
reta que a gente fez a reflexdo, o outro
segue ali na reta...e acabaram ai, ¢
como sO, se eu tivesse na minha
cabega pensante, é s6 como se eu
tivesse pegado o eixo inicial que a
gente estava fazendo por exemplo e
(assubia), fosse tombando.

Dialogando com o pesquisador,
um estudante identifica que os
autovetores sdo penperdiculares,
de modo que um autovetor seja
vetor diretor da reta escolhida
pelos estudantes, e o outro
perpendicular a reta, e finaliza que
compreende tal transformagdo
como uma rotacdo dos eixos do
plano cartesiano.

131.ldentifica a
ortogonalidade entre 0s
autovetores;

132.Visualiza o autovetor
como vetor da reta;

133.Conjectura  sobre a
transformacdo linear.

A2D2 Questionados sobre a matriz
P: Qual que é a transposta dessa | transposta da  matriz  da 134.GeoGebra como
Matriz? Se quiser colocar para ele | transformacdo  estudada, 0s calculadorfel da  matriz
calcular, pode colocar. estudantes efetuam os célculos transposta; . .
(Calculam a transposta no GeoGebra) | com o GeoGebra, e o resultado 135.Pequ|sador~ intervindo
El: Ham? lhes causa estranheza, de modo nas conclusdes.
P: E a mesma né. que a conclusdo é feita pelo

pesquisador.
A2D3 A estudante altera os nomes dos 136. Alteracéio buscando

E4: Deixa eu trocar o nome deles (dos
pontos).

pontos criados nas janelas do
GeoGebra.

otimizagdo no trabalho
com as informacdes.

A2D3
E4: Cordelina, sumiu tudo...

A estudante pede auxilio ao
pesquisador ap6s a programacao
ndo constar na tela, por néo
estarem na aba correta.

137.Pesquisador intervindo
para sanar dividas e
propor solugdes.

A2D3
E4: Oshe mas a matriz de transi¢éo vai
ser a mesma coisa?

Interpretando o resultado da matriz
da transformagdo linear, ha uma
estranheza da estudante por
identificar que tal matriz a matriz
estudada anteriormente.

138.Interpretam os resultados
da calculadora online;

139.Resultados esperados nédo
condizentes com 0
apresentado.

A2D3
E4: Jesus... ndo quero mais nao.

A estudante expressa ndo querer
dar sequéncia na atividade ap6s a
matriz resultar com ndmeros
fracionarios.

140.Resultados esperados nédo
condizentes com 0
apresentado.

A2D3
E5: Tecnologia €
maravilhoso.

um negdcio

Apbs o GeoGebra apresentar 0s
resultados do calculo  dos
autovalores e autovetores, o
estudante ressalta a sua percepcao
sobre as tecnologias de forma a
serem maravilhosas.

141.Tecnologias como fonte
de beneficios.
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A2D3
E4: Eu acho que esse menos um ta
aqui por causa do quadrante...

Interpretando  os  resultados
calculados pelo GeoGebra, a
estudante acredita que ha uma
relagdo entre o resultado e o
guadrante investigado.

142.Interpretam os calculos
realizados pelo GeoGebra;

143.Relacéo entre o resultado e
a transformacéo linear.

A2D3
E4: Por que que ele da em matriz ali?

A estudante questiona o motivo de
0 software  apresentar  0s
autovetores em uma Unica matriz,
diferente do que normalmente
ocorre na disciplina de Algebra
Linear.

144.Interpretam os calculos
realizados pelo GeoGebra;
145.Comparagdo com sua
experiéncia na disciplina.

A2D3

P: Eu posso tomar o (0,1) também
(como autovetor) ?

E4: N&o, ndo pode, porque a reflexdo
€ no eixo x, ndo no eixo y.

P: Quem ta no eixo y vai acontecer o
que ?

E5: Multiplicar por —1.

Questionado sobre compreender o
vetor (0,1) como autovetor, a
estudante afirma que isso ndo
ocorre devido a transformagéo
tratar de uma reflexdo no eixo x,
mesmo que compreendem que ha
um escalar que multipliqgue os
vetores semelhantes ao
guestionado inicialmente.

146.Conjectura equivocada;

A2D3
E4: S6 vao ser os dois porque a gente
refletiu a partir do eixo

Interpretando a transformacéo, a
estudante ressalta que ha somente
dois autovetores, sendo 0s vetores
da base canonica, devido a relagdo
entre a transformacao e a alteracéo
dos valores de um dos eixos.

147.Ndo  apresenta  uma
compreensao sobre
autovalores e autovetores,
de modo que néao
identifica se tratar de um
autovetor.

148.Interpretam a
transformagéo linear
reflexéo;

149.Interpreta  a ideia de
autovetores.

A2D3
E4: A gente tinha foto disso (da
programac&o), ndo tinha? (Pausa) Vai,
bota ai, por gentileza, que eu vou olhar
a foto.

Questionando o colega sobre
haverem feito o registro da
programacédo com o celular através
de uma foto, a estudante solicita
que ele inicie a atividade enquanto
ela procura a foto.

150.Celular como meio de
registro a partir de fotos;

151.Trabalho em grupo com
atividades diferentes de
modo a dar sequéncia na
atividade.

A2D3

E4: Esse ndo tinha dado certo... ah 14,
que maluco.

P: Ué porque maluco? Ele rodou o
tanto que vocé queria.

E4: Ah é verdade, porque esse ta mais
pra c&, por isso ele vem parar aqui.
E5: Faz sentido.

Explorando o recurso “rotagdo em
torno de um ponto” com os pontos
estabelecidos, a estudante expde
que determinado ponto ndo havia
rotacionado corretamente,
antropomorfizando a tecnologia
devido ao resultado que ela
julgava ser equivocado, entretanto,
com o pesquisador, os estudantes
percebem o equivoco, observando
a posic¢do inicial e a rotacionada,
compreendendo o0  resultado
apresentado.

152.Resultados obtidos nédo
condizentes com  0s
esperados;

153.Recursos do GeoGebra
auxiliando na exploragédo e
validacéo de ideias.

154.Antropomorfizagdo  do
software.

155.Interacéo
pesquisador
nas conclusdes.

com
auxiliando

A2D3 Perguntando a colega a razdo dos o
E5: Por que ficou vermelho? comandos do cddigo terem ficado 156.Antropor_norf|zagao da
E4: Porque ele quis. com a cor vermelha, a estudante tecnologia; )
responde como uma escolha do 157.Na~o compreensdo  das
software. acdes do software.
A2D3 Buscando trabalhar com a matriz .
158.Google imagens como

E4: Vamos pesquisar ao invés de ficar
tentando.
E5: Tem umas formula af loca hein.

de rotacdo, a estudante sugere
buscar essa informagdo no Google
ao invés de seguirem com
tentativas a fim de definir a matriz,
e acessando a aba de imagens, se
deparam com diversas formulas e
escritas dessa matriz.

fonte de informacao;
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A2D3

E4: A gente ficou “2 horas” mofando
esperando vocé, pra descobrir agora
que era s6 uma virgula que faltava.

A estudante ressalta que ficaram
um tempo consideravel
aguardando o pesquisador para
solucionar a ddvida que estavam, e
ap6s solucionada julgam como
algo simples.

159.Pesquisador  auxiliando
em momentos de davida;

160.Necessidade da
familiaridade com os
recursos do software.

A2D3
E4: Nossa que complicado, apareceu
esse negocio de i aqui do Mariano.

Ao se depararem com a unidade
imaginaria a estudante ressalta a
complicagdo decorrente disso e faz
referéncia ao  professor da
disciplina de “Fungdes de variavel
complexa”.

161.Relagbes com  outras
disciplinas e conteidos —

Funcdes de  variavel
complexa.
162.Numeros complexos

como algo dificultoso.

A2D3
E4: Agora assim, vai ter que vocé falar
as conclusdes porque eu ndo sei mexer
com i.

A estudante afirma que o
pesquisador deverd fazer as
conclusdes devido a dificuldade
que ela tem em lidar com ndmeros
complexos.

163.Pesquisador  auxiliando
nas conclusoes;
164.Dificuldade com nimeros

complexos.

A2D3
E4: Sé muda o i, o imaginario troca de
sinal.

A estudante reconhece que o0s
valores apresentados se tratam de
um ndmero complexo e seu
conjugado.

165.Interpretam o  célculo
realizado pelo GeoGebra;
166.1dentificam um nGmero

complexo e seu
conjugado.
A2D3 A estudante recorda de um
E4: Sim porque vocé s6 vai calcular | resultado apresentado pela 167.Recordam _ re_su_ltados
uma vez. Eu lembro que uma vez a | professora de Algebra Linear. O estudados na disciplina de
lolanda ja tinha falado isso pra gente. | resultado trata dos ndmeros A'gebfa Linear;
complexos como  autovalores, 168. Propriedades  de
sendo sempre 0 par conjugado. autovalores: namero
complexo e seu
conjugado.

A2D3 Calculado o0s autovetores, 0s 169.Int ; ltad
E4: Eu acho que vai ser a mesma coisa | estudantes identificam que este ' nlerplr%am 0 resultado
né, a mesma regra. também sédo da forma complexa e 170 lc)a cu_adoa q
E5: E, sé mudou o sinal do imaginario. | seu conjugado. -rropriedade e
autovetores: ndamero
complexo e seu
conjugado.
A2D3 Ap0s as discussdes das causas da 171.G lizaca q
P: O de vocés deu complexo, isso s | presenca dos nimeros complexos ' enftradlza}(;ao 0s
vai acontecer pro 45°? na rotacdo, o0s estudantes sdo resultados, .
este 6 172.Pesquisador  auxiliando

E4: Nao, sdo todos.

P: E, tem alguns que ndo sdo, vamos
pensar.

E4: O 0° ndo é.

P: Isso, e 0 180°.

questionados  se um
resultado padrdo para qualquer
angulo, e ap6s uma conjectura
equivocada, mesmo que valida
para a maioria, em conjuntam com
0 pesquisador, apresentam
contraexemplos.

nas conclusoes.

A2D3
E4: Vamos pesquisar no Google,
“Homotetia”.

Buscam no Google pelo contetido
de homotetia.

173.Google como fonte de
busca e informacéo.

A2D3
E4: Cordelina, deu muito ruim aqui
gue sumiu tudo.

Pedem auxilio para o pesquisador
apo6s fecharem por engano as

janelas de Algebra e de
Visualizacéo, ambas do
GeoGebra.

174.Pesquisador auxiliando o
trabalho com tecnologias;

175.Necessidade da
familiaridade com o
software.

A2D3

E4: Coloca pra 3, vai ficar 3 vezes
maior. T4 vendo, a Isabela ensinou
direitinho.

A estudante compreende a relacéo
entre a variavel e a consequéncia
no desenho, ressaltando que a
professora das disciplinas de

176.Relacdo entre a variavel,
programacéo e desenho;
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Geometria ensinou este contetdo
bem.

177.Relacdo  com  outras
disciplinas e contetdos —
Geometria.

A2D3
P: Quem sdo os autovalores?

E1: n, e os autovetores é a base

O estudante compreende que o
autovalor é a razdo de homotetia,
nomeado por eles como a variavel

178.Interpretam os autovalores
e autovetores — razdo de

candnica. n na programacdo, e identifica os horrlot_ena € base
autovetores como 0s vetores da canonica.
base candnica.
925[353 o Questionados pelo pesqmsadc_)r 179, Intervencao do
: SO que esse aqui ndo triplicou? sobre o comportamento de dois .
E4: Sim. dos vetores que formam o pesqmsadqr para avancar
P: Isso, e esse também? triangulo, 0S estudantes nas NdISCUSSOES €
E4: Sim. compreendem que estes foram conc_Iusoes; -
P: Entdo, quem sio os autovetores | multiplicado por um escalar, e | 180-Conjecturam sobre a ideia
dessa transformacao? iniciam a conjectura de que estes dos vetores serem
E1: Podem ser esses dois que vocé | podem ser autovetores também. autovetores.
usou pro tridngulo.
QZDé,sse i S Questionados pelo pesquisador 181. Intervengao do
: qui ndo foi triplicado | sobre o comportamento de um .
também? vetor, os estudantes compreendem pesqmsadqr para avancar
E1: Sim. que este foi multiplicado por um nas  discussbes e
P: E ser autovetor ndo € ser | escalar, e compreendem que este conclusdes;

multiplicado por um escalar?
E4: Ah entdo ele é autovetor também.

vetor é um autovetor da

transformacéao.

182.Compreendem os vetores
como autovetores.

A2D3

El: Ele ndo é Unico, ele t& naquele
mesmo esquema de que se a gente
fosse resolver na méo ele daria um
sistema... que todas, todos os vetores
vao ser uma solugdo, entdo qualquer
vetor que a gente colocar ali vai ser
uma base, ele colocou esse ai porque é
a canonica.

O estudante identifica que o0s
vetores discutidos ndo sdo o0s
Unicos autovetores, e comparando

com discussdes feitas
anteriormente na mesma
atividade, compreende lidarem

com 0 mesmo caso, de forma que
realizando o calculo manual, iriam
se deparar com um sistema com
infinitas solucdes, assim,
compreendem todos o0s Vvetores
como autovetores, e conjectura
que o modo de o GeoGebra
representar isso é indicando a base
candnica como autovetores.

183.1dentificam e
compreendem 0s
autovetores;

184.Comparam com
resultados anteriores da
atividade, exploracBes ja
realizadas;

185.Comparam com o célculo
manual;

186.Conjectura para explicar
o0s resultados do software.

A2D2
El: Se for quase 90 ta certo... Ta
parecendo muito.

Com o recurso do Geogebra, 0s
estudantes medem o angulo
fixando um ponto aproximado

187.Arredondamento de
valores, compreendidos
como corretos.

E3: 89. com o vértice feito pela tartaruga,
E1: E isso, ta certo, ta certo. de modo que aceitam como correto
E3: Ta 6timo. angulos préximos de 90°.

A2D3 A estudante expBe que deseja

E3: Eu quero arrastar ele também para

alterar a posicdo dos pontos para

188.Exploracdo de diferentes

Ver 0 que acontece. visualizar quais as consequéncias €asos.

dessa acdo.
A2D3 A estudante registra que estdo .
E2: Estamos usando o Google | utilizando do site de busca Google, 189.Google _Imagens - como
(imagens). especificamente a aba de imagens. fonte de informagao.
A2D3 Buscando pela matriz genérica de

E1: Eu lembro que usa seno e cosseno
porque eu ja fiz isso aqui na mdo numa
prova de G.A.

E3: Eu fiz G.A no EaD...

rotacdo, o estudante diz que se
recorda a presenca das razdes
trigonométricas na matriz, por ja
ter demonstrado a matriz em uma

190.Recordam de contetdos
de Geometria Analitica;

191.Registra a realizago da
disciplina a  distancia
durante 0 ensino
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prova de Geometria Analitica
(G.A), em seguida, sua colega
ressalta que cursou a disciplina na
modalidade remota durante o
periodo pandémico.

emergencial
dificuldade.

como uma

A2D3

E1: Ah que isso, ai eu ndo gostei.

E3: Deu complexos...

El: Ai agora eu quero o “amado
mestre” pra interpretagdo.

E2: Nem quando era 1e 0 eu tava
entendendo, agora comi...

Diante do resultado apresentar
nimeros complexos, o estudante
ressalta ndo ter gostado e necessita
de auxilio do pesquisador para
interpretacdo, enquanto sua colega
aponta ja ter dificuldade nos casos
anteriores, de forma que a
dificuldade se mantém e/ou
aumentou diante do novo caso.

192.Pesquisador auxiliando na
interpretacao;

193.Dificuldade com nimeros
complexos.

A2D3

Quais _afirmacdes podemos fazer

Diante da pergunta proposta na
atividade, os estudantes afirmam

194.Dificuldade com nUumeros

sobre a transformacdo linear, os | ndo saber responder. co_n_1p|exos;
autovalores e autovetores? 195.p|f|culdad§ na
E1: NAo sei. interpretagdo dos
E3: Também néo. autovalores e autovetores.
E2: Nem ideia.
A2D3 A estudante registra que buscaram .
E2: Usamos o Google. informagdes no Google, enquanto 196.Google como meio de
El: J& entendemos entdo, o que € | seu colega ressalta que agora ja _busca £ fonte  de
homotetia. tém compreensdo sobre o conceito |nforma<;ao;~ .

de homotetia. 197.Comp_reensao a partir da

pesquisa.

A2D3 O estudante ressalta a dificuldade -
El: Tudo o que tem ndmero | que tem ao lidar e interpretar 198.p|f|culdadc~a . ha
complexo... eu percebo que eu tenho | nimeros complexos. interpretacéo dos ndmeros
uma dificuldade, até de entender o que complexos.
0s numeros complexos me falam.
A2D3 A partir do didlogo com o . -
El: Seria uma parte, a parte | pesquisador, 0S estudantes 199. Pesquisador ?UX'“ando
imaginéria positiva e esse tem a parte | identificam que os autovalores g?sscuss acgsr?clusoes das

imaginaria sempre negativa.

P: Isso, e o resto é igual?

E1: O resto € igual.

P: E ai quando isso acontece com 0
nimero complexo ele recebe um
nome, ndo recebe?

E3: E o do da barrinha la.. é o
conjugado.

El: Conjugado...

E3: Eu td vendo isso em funcdes.

complexos tratam de um nimero e
seu conjugado, fazendo referéncia
a disciplina de “Fungdes de
variavel complexa”.

200.Interpretam o calculo
realizado pelo GeoGebra;

201.Conjugado de um niimero
complexo;

202.Relagbes com a disciplina
de Funcbes de varidvel
complexa.

A2D3

E1: A multiplicacdo no complexo, ela
nao da uma extensdo no vetor? Nao té
lembrado muito bem.

O estudante exp0e a ideia de que a
multiplicacdo de dois nimeros
complexos resulta, visualmente,
na extensdo do vetor resultante do
produto, e afirma ndo recordar
exatamente sobre isso.

sobre a
entre

203.Questiona
multiplicacdo
nimeros complexos.

A2D3

E1: O 0° dé positivo

E2: 0° é a identidade.

E1: Porque ndo ta rotacionando nada.

O estudante compreende que 0s
autovalores de uma matriz de
rotacdo de 0° serdo ndmeros reais,
enguanto sua colega relaciona com
a matriz identidade, de forma que
ndo ha rotacdo.

204.Exploracdo de diferentes
€asos;

205.Relacdo entre a rotacéo,
matriz identidade e suas
propriedades.

A2D3

O estudante ressalta a dificuldade
em interpretar e lidar com nimeros

206.Dificuldade em interpretar
e lidar com ndmeros
complexos — abstracéo.
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E1: Ndo da para mim... muito abstrato,
pra mim coisa com complexo é muito
abstrato.

complexos, de forma que
compreende estes como abstratos.

A2D3

E3: E 360?

E2: Vai dar a mesma coisa que o zero.
E1: Cai no mesmo lugar.

Diante da davida de um éangulo
ndo explorado, os estudantes
compreendem a equivaléncia deste
angulo com outro discutido.

207.Exploracdo de diferentes
€asos;

208.Relacdo entre angulos ja
investigados.

A2D3
E1l: Aqui eu abri mao. Ndo consigo
interpretar nada que tenha complexo

O estudante ressalta a dificuldade
em interpretar ndmeros
complexos, de forma que

209.Dificuldade em interpretar
nimeros complexos -

de forma natural. Tudo muito abstrato | compreende estes como abstratos. abstragao.
para mim.
A2D3 Dialogando com o pesquisador,
g pesa 210.Interpretam a

P: Que que parece que esse
“suplementar” ai entdo, se eu tenho
uma matriz, multiplica por outra e me
da a identidade?

E1: Matriz inversa.

discutem sobre angulos
rotacionados em seguida, de forma
que a soma dos dois resulte em
360°, e relacionam com resultados
de matrizes.

transformacdo linear e
relacdo com resultados de
matrizes.

Atividade 3 - Os quadrados do Leonardo

A3D1

P: Vocés lembram como € a sequéncia
(de Fibonacci), mais ou menos?

E4: Eu vou pesquisar, de verdade, ndo
lembro como era a carinha dela
direito.

Questionados pelo pesquisador se
lembram da sequéncia de
Fibonacci, a estudante afirma néo
lembrar detalhes, de modo que
pesquisa na internet  para
relembrar.

1. Internet como meio de
acesso a informagéo.

A3D1

E4: Mas o que que tem a ver Fibonacci
com Algebra Linear? E isso que ta na
minha cabeca.

A estudante  expressa um
guestionamento que a intriga, se
tratando da relagdo entre a
sequéncia de Fibonacci e Algebra
Linear.

2. Relagdo entre Algebra
Linear e diferentes
conceitos matematicos.

A3D1

Vocés acham que essa construcao
daria para ser feito na Educacdo
Bésica?

E4: Acho que sim, as criangas amam
desenhar quadrados.

Apbs o questionamento proposto
na atividade sobre a possibilidade
de proposta para a Educagdo
Basica, a estudante responde
positivamente, justificando pelo
gosto dos estudantes, a qual faz
referéncia imaginando criancas.

3. Relagdo dos conceitos
estudados na atividade
com a educacdo bésica

A3D1

E4: Nunca mexi no Excel.

E5: E que 14 é um pouco diferente,
escreve soma ai vocé seleciona as
casas e faz a soma.

A estudante afirma nunca ter
trabalhado com o Excel, um
software de planilhas da
Microsoft, enquanto seu colega
identifica pequenas diferencas
com os comandos da planilha do
GeoGebra com os do Excel.

4. Familiaridade com
software e possibilidades
com o computador.

A3D1

P: Se eu pedir para vocés agora o
trigésimo  quinto  més,  vocés
conseguem me dar?

E4: Como que a gente daria o 35°
més?

E5: Ué é s6 pegar e puxar.

Questionados pelo pesquisador
sobre a quantidade de coelhos do
problema investigado, uma das
participantes ndo identifica uma
solucdo para calcular, enquanto
seu colega compreende que basta
aumentarem as células da planilha
que calcula os termos da sequéncia
de Fibonacci.

5. Exploracdo de diferentes
resultados através dos
céalculos realizados pelo
computador.
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A3D1 A estudante relembra que é
E4: Mas o GeoGebra j& faz também | possivel trabalhar com matrizes 6. Rec_u_rsos do GeoGebra
né? Criar Matriz. com o GeoGebra. auxiliando no
desenvolvimento da
atividade.
A3D1 A estudante afirma que é possivel
E4: Mas eu posso fazer um negécio | que o GeoGebra cal?:ule p[;ra eles 7. Rec_u_rsos do GeoGebra
para ele fazer isso para mim, né. 0s pares de pontos conformo auxmando_ no
desejado. de_se_nvolwmento da
atividade.
A3D1 O estudante sugere a colega para
E1: Vamos colocar uma lista? criarem uma lista no GeoGeFt))ra, 8. Rec_u_rsos do GeoGebra
E3: Sim. visando auxiliar na resolucdo da auxiliando no
atividade. desenvolvimento da
atividade.
A3D1 Questionados pelo pesquisador .
P: Porque os quadrados tém esse | quanto aos tamanhos dos | 9 ©Google imagens como
tamanho? guadrados que formam a fonte de informagéo.
El: Entdo a gente fez isso aqui 6, a | proporcdo 4&urea, 0 estudante
gente pegou uma foto aqui. afirma que escolheram uma foto
no  Google imagens  que
representava a figura final e
indicava o tamanho de cada lado.
A3D1 O estudante levanta a divida de se | 10. Internet e inteligéncia
El: Serd que o chat GPT sabe o | o chat GPT, um chat de artificial como meio de
LOGO? Vou testar. inteligéncia  artificial, saberia acesso a informagao;
programar com LOGO.
A3D1 Diante da resposta do chat GPT, o .
E1: Nossa ele falou um negdcio que eu | estudante afirma ndo saber se a 1. _Infor_mAaga.o - .da
ndo sei se é uma verdade, ou uma | informagéo é veridica ou falsa. ln,te!lgenCIa artificial
inverdade. dabia.
A3D1 Pensando em como definir os .
E1l: Ah entdo é s6 a gente procurar | termos da sequéncia de Fibonacci, 12 Googl_e como meio de
aqui. 0 estudante busca no Google por pesquisa € fonte  de
“termo sequéncia de Fibonacci”. Informagges.
A3D1 O estudante levanta a hipdtese de . _
E1: Por fim tudo vira reta. gue 0s pontos formam uma reta. 13. Criagao de hipotese.
A3D1 A estudante sugere analisarem 0 N .
E3: Vamos ver até onde vai com 56? | comportamento de 56 pontos. 14. Egﬁ:ggagao de diversos
A3D2 A estudante relembra que € e
E4: Espera ndo tem como a gente | possivel trabalhar com matrizes | 1o Familiaridade —com o
jogar essa matriz aqui? com 0 GeoGebra. software . no
desenvolvimento das
atividades envolvendo o
conceito de autovalores e
autovetores.
A3D2 A estudante relembra que € | 16. Familiaridade com o
E4: Tem como jogar aquela Matriz | possivel trabalhar com matrizes software no
aqui para a gente, para ele calcular, | com o GeoGebra, para que o desenvolvimento das
porque a gente sabe que ele calculou | software realize os célculos dos atividades envolvendo o
0s autovalores e autovetores, mas eu | autovalores e autovetores, mas ndo conceito de autovalores e
ndo sei como que eu jogo aquela | se recorda como escrever a matriz. autovetores
matriz aqui. 17. Software realizando 0s
calculos dos autovalores e
autovetores.
A3D2 Buscando escrever a matriz no 18. Explorando a escrita de

E5: Vou ir tentando.

software, o estudante tenta lembrar
a forma correta.

matriz com o objetivo de
auxiliar no
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desenvolvimento da
atividade.
A3D2 A partir do questionamento da | 19. Experiéncia em atividades
Os autovalores te lembram algo? atividade, a estudante identifica anteriores auxiliando no
E4: Me lembra que, aquele negé6cio | que os autovalores apresentam os desenvolvimento da nova
que ele é 0 oposto sabe, sempre vai ser | mesmos nameros, alterando o atividade proposta;
0 oposto, que a gente viu no dltimo. | sinal do numerador, fazendo com
Mas esse valor ele me lembra alguma | que se lembrasse do conjugado de
coisa... deve ser alguma coisa de | um ndmero complexo, visto na
Fibonacci né. atividade anterior. Em seguida
conclui de que deve haver alguma
relacio com a sequéncia de
Fibonacci.
A3D2 O estudante afirma nunca ter
E5: Numero de ouro? O que seria 0 | ouvido o termo “niimero de ouro” 20. Celula}r como um modo d?
nimero de ouro? Nunca ouvi esse | e questionase poderia pesquisar na pesquisa € acesso  a
termo. Pode pesquisar? internet, enquanto sua colega internet.
E4: Eu j& t6 pesquisando dupla. afirma ja estar pesquisando com
seu celular.
A3D2 Apo6s pesquisarem sobre o nimero | 21. Identifica um autovalor
E4: Ah, calma ai volta na pergunta | de ouro, a estudante retoma a como o ndmero de ouro.
anterior. pergunta anterior da atividade, e
E5: “Calcule os autovalores” ou “se te | reconhece que um dos autovalores
lembra algo™? € 0 ndmero de ouro, mesmo que
E4: O que me lembra algo, me | nunca tenha ouvido esse termo.
“lembra” o numero de ouro (risos).
Nossa mas eu acho que eu nunca ouvi
isso na minha vida.
A3D2 A estudante compreende os | 22. Identifica os autovalores
E4: E que os autovetores, é 0s vetores, | autovetores como vetores, e como vetores e destaca
tem que escrever assim 0. ressalta que ha uma forma para como deve ser escrito no
escrever vetores no GeoGebra. software.
A3D2 A estudante compreende que ha | 23. Fotos do celular como
E4: Aqui 6, escreve isso aqui... quer | informagdes relevantes na janela meio de registro;
que eu tiro uma foto? de CAS e que podem ser Gteis na | 24. Trabalho com diferentes
E5: Mais facil. janela de Algebra, assim, os janelas do GeoGebra.
E4: E ai vocé escreve isso aqui SO que | estudantes registram os valores
na janela de algebra. com uma foto com o celular.
A3D2 O estudante expressa sua frustacdo . Al ..
E5: Que m&*#@ velho. Por que os | quando visualiza parcialmente os 25. A importancia do qulnlo
outros aparecem e esse n&o? vetores digitados. Isso acontece dos modos de se utilizar os
devido a forma que escreveram os comandos do software.
vetores na janela de entrada,
alguns com os  simbolos
incorretos.
A3D2 A estudante afirma que as . Al
E4: Isso dai é tudo coisinha, é coisinha | dificuldades com o software séo 26. A - |r_npo[tan0|a da
gue a gente ndo sabe, desculpa. detalhes, os quais ndo estdo familiarizagdo  com o
P: Como assim coisinha? familiarizados, como os comandos software _ para 0
E4: E programagdo, a l4, ele tdigual a | do GeoGebra e a logica de de_sgnvolwmento da
minha cabeca. programaco. atividade proposta.
A3D2 Seguindo com o0s questionamentos -
E4: Vamos analisar esses vetores aqui, | da  atividade, a estudante | 2/- ldentifica — que —os
autovetores estdo em

“o que podemos concluir” desses dois,
“porque isso acontece?”’, alguma coisa
acontece, 0 que que acontece? Um vai
para um quadrante, outro vai para
outro quadrante, s6 que eles tém no

reconhece que 0s autovetores séo
de quadrantes diferentes, e
justifica que isso ocorre devido ao
sinal dos valores serem opostos.

quadrantes diferentes e
levanta uma hip6tese para
justificativa.
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mesmo ndmero, s6 que um fica menor
e 0 outro fica maior. E porque, por
causa gue a raiz esta negativa, por isso
gue isso acontece.

A3D2

A partir da orientagdo da atividade,

Escreva a reta que passa pela origem e | a estudante reconhece que o tdpico 28. R_elqga_o com ,outras
tem como vetor diretor. solicitado remete a uma disciplina d|s<:|pI|nz_as € co'n_teudos h
E4: Ta falando coisa do EAD aqui. gue cursou nos primeiros anos da Geometria Analitica.
graduacdo, periodo marcado pelo
ensino remoto emergencial devido
a pandemia Covid-19.
A3D2 A partir do questionamento na L .
O que podemos observar dos pontos | atividade, a estudante levanta a 29. Crla_gao de hlpote§es a
em relacéo a uma das retas? hipotese de que um dos pontos partir da exploragdo de
E4: Um dos pontos passou... Ah ndo, | pertence a reta, ideia essa recursos do software.
n&do passou ndo. Olha os pontos quase | contrariada em seguida, conforma
passam pela reta. Olha o F passa... O | investigam diferentes pontos com
G th. Quer ver, vamos dar um zoom | o zoom do software, enquanto
para ver se passa. buscam compreender 0
E5: E entdo, aqui parece que eles | comportamento  dos  pontos
passam. buscando validar uma das ideias.
E4: Mas acho que ndo, fica bem
préximo.
A3D2 A estudante amplia 0 zoom cada N .
E4: E ele quase passa pelo ponto. vez mais, e conclui que o ponto 30. Exploragdo de diferentes
ndo pertence a reta. pontos € seu
comportamento com a reta
com auxilio do zoom;
A3D2 A estudante cita como exemplo os | 31. Exploracdo dos dados da
E4: Por exemplo, o ponto F e G, | pontos F e G que aparentemente atividade com o recurso do
parece que passou em cima, mas ndo | pertenciam a reta, mas concluem software para validacéo de
passou. gue ndo pertence com o auxilio do hipoteses.
zoom.
A3D2 Explorando novos pontos, a | 32. Exploracdo de diferentes
E4: Nossa!! Fez a mesma coisa, quase | estudante reconhece, com casos relacionados ao
passou mas ndo passou. Acho que | surpresa, que novamente os pontos problema para a criacdo de
nunca vai passar. ndo pertencem a reta, e levanta a diferentes hipoteses.
hipotese de isso ser valido para
qualquer caso.
A3D2 Questionados pelo pesquisador
P: E por que que isso acontece serad? pela causa que F:jeterrr?in:;q que os 33. Reconhece 0 autovetor
E4: Eu acho que é porque a reta elas, | pontos se aproximem da reta, a como ve'Eor diretor e suas
ela tem que a origem, muito entre | estudante levanta a hipo6tese que |mp||(§agoe~s para @
aspas, no vetor. Entdo ela s6 vai | isso acontece devido a reta ter aproximagao dos pontos.
coincidir com o ponto da origem e 0 | como vetor diretor o autovetor.
ponto do vetor, as coordenadas do
vetor. Acho que essa vai ser 0s Unicos
pontos que vao estar nessa reta, né?
A3D2 Apbs o pesquisador questionar | 34. Antropomorfizacdo  da
P: Quem quer multiplicar 4 matrizes? | sobre quem gostaria de multiplicar tecnologia;
E4: O GeoGebra quer. 4 matrizes, a estudante afirma que | 35. GeoGebra como
0 GeoGebra faria isso. calculadora para matrizes.
A3D2 A partir dos célculos apresentados 36. Questionamento quanto a

P: Ele calcula e me aponta isso aqui.
E4: Parabéns, como que vocé sabe que
iSs0 aqui ta certo?

E5: Vocé confia no pai.

El: Fé.

pelo GeoGebra, a estudante
guestiona como garantir que o
calculo esta correto, e dois colegas
respondem, com humor, com o
sentido de ter que confiar e
acreditar no resultado apresentado.

validagdo dos calculos
apresentados pelo
software.
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A3D2 Diante dos autovalores e dos -
E4: Mas isso af nao foi 0 autovetor ou | nimeros das coordenadas dos | 3'- |dentifica oS autovalores_
autovalor? autovetores serem 0s mesmos, a como coeficientes na lei
estudante reconhece que o0s da funcao.
autovalores estdo presentes na lei
da funcdo calculada.
A3D2 A estudante expressa sua revolta
E4: Ai vocé coloca... nossa, p#&@ | com aexpressdo que devem digitar 38. pestanue_ sobre a
m&#$@ tudo isso? Parénteses, 1 | na janela de entrada, sem seguida importancia  da  escrita
dividido por, “sqrt” e ai dentro vocé | vai ditando para seu colega como correta do comando no
coloca o 5. Beleza agora para fora | deve escrever. software.
vocé coloca mais parentes de novo.
A3D2 A estudante sugere desabilitar a N
E4: Posso tirar todos esses? Que ta | visualizacdo dos pontos que nao 39. Visualizam somente 0 que
atrapalhando né. correspondem mais a discussdo cprresponde; a  que
atual que estdo fazendo. discutem e investigam.
A3D2 Questionados se o0 objetivo final da
P: A gente consegue responder a | atividade foi resfpondido, a| 40 GeoGek_)ra como forr_na_de
pergunta que a gente fez, | estudante afirma que sim, pois generalllz_a(;ao de ideias
inicialmente? para qualquer valor o GeoGebra matematicas.
E4: Sim, porque pra qualquer n o | faz os célculos.
GeoGebra faz.
A3D2 O estudante solicita ajuda ao . e
E1: Oh Gab vem ca por favor. Pra eu | pesquisador quanto ao modo de 41. Ndo fam|||ar|zagz_ao_c_om 0s
colocar uma matriz no cdlculo | escrever uma matriz na janela de comandos e possibilidades
simbdlico é isso aqui ndo é? E isso e | calculo CAS, ap6s o feedback do do GeoGebra.
ai cada linha... Ou eu t6 fazendo | GeoGebra.
alguma coisa errada porque olha s6...
Fica dando essa interrogacdozinha ai
quando eu tento por exemplo colocar
0 autovetor...
A3D2 O estudante reconhece que os | 42. ldentifica os autovalores
Os autovalores te lembram algo? autovalores ja foram vistos pelo na expressao da funcéo e
El: Lembra os negdcios |4 de | grupo quando pesquisaram na reconhece o resultado
Fibonacci. Aqui @, quando a gente | internet pela sequéncia de obtido em uma pesquisa
procurou  apareceu... O  aqui | Fibonacci e se depararam com realizada no Google
(pesquisam por “Fibonacci sequéncia | uma imagem que continha a anteriormente.
termo”), cadé? Al4, e mostra que o | funcdo para cada n, retorna o n-
termo (eles olham uma imagem que | ésimo termo da sequéncia. Apos
estd escrito: “Sabe resolver? Mostre | retomar a imagem, o estudante
que o termo geral da sequéncia de | identifica que a funcéo é composta
Fibonacci €” e tem a expressdo) Ah, | por uma subtracdo dos autovalores
olha que sacana esse negdcio, o termo | elevados a n, dividido por raiz de
geral da sequéncia de “vapo vapo” é | cinco, e apresenta surpresa com
um autovetor a n mMenos O Outro | essa expressao.
autovetor a n dividido por raiz de
cinco. Que coisa né?
A3D2 O estudante reconhece que o0s -
El: E agora... bom entdo essa | autovalores compbdem a expressdo 43. Identifica e reconhece 0s
questdo, forma o termo geral, né? Os | que apresenta 0 n-ésimo termo da autovalgres na expressao
autovalores formam o termo geral da | sequéncia de Fibonacci. da funcao.
sequéncia.
A3D2 A partir da pergunta proposta na 44, Google imagens como

O nUmero de ouro esta presente nas
coordenadas do vetor? E3: Mas o que
gue é 0 nimero de ouro?

(Pesquisam na internet)

El: “Numero de ouro é o nimero de
ouro ou propor¢io Aurea. ” Falou,
falou e ndo falou nada. (Em seguida,

atividade, os estudantes buscam na
internet pelo ndmero de ouro.
Primeiramente, se deparam com
uma informacdo que ndo julgam
ser Util, em seguida, buscando no
Google Imagens, se deparam com
0 valor numérico, 0 que os leva a

fonte de informacéo;
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olham no Google Imagens e
encontram o valor numérico). Ah, nao
aqui...

E3: O nimero de ouro é o famoso 1
mais raiz de 5 sobre 2... entdo sim.

responder a pergunta de forma
afirmativa.

A3D2

Os estudantes reconhecem que 0s

E1: Isso... isso aqui eu acho 6 (passa 0 | autovetores  sdo  ortogonais, 45. Identlflcam a
cursor do mouse sobre o0s vetores, da | entretanto, para  confirmar, ortogonalidade entre o0s
origem ao extremo volta e faz com o | realizam o célculo do produto autovetores, _t_rqbalhando
outro). interno no GeoGebra. com a possibilidade do
E3: Formam um angulo de 90°. GEOGebFa de calcular o
E1: Sim. produto interno.
E3: Eu ndo sei, sO...
El: Eles formam, eles formam. Se a
gente fizer 6, u vezes v, ah la zero.
A3D2 Antes de iniciar uma nova
(Em um momento, o0s estudantes | investigacdo presente no material, 46. Rec_u_r s0s do  Geogebra
mudam as cores dos autovetores.) o0s estudantes atribuem diferentes guxn!a_ndo~ ha
cores aos autovetores, de modo a identificacdo €
orientd-los  na identificacdo exploragdo.
comparando as diferentes janelas.
A3D2 O estudante explora o recurso de | 47. Recursos do GeoGebra
El: Como que eu faco uma reta a | definir uma reta a partir de um auxiliando na elaboracédo e
partir de um vetor aqui? Ponto, vetor | ponto e um vetor diretor. exploracdo (validacdo) da
diretor. Qual € meu ponto, (0,0), e | Visualizada a reta, a estudante hip6tese de que a reta €
meu vetor diretor. afirma que os pontos se uma boa aproximacao dos
E2: Ah se aproxima pra c@%@*&# | aproximam da reta, mas levanta a pontos estudados.
agora. E isso. Melhorou né. S6 que vai | hipétese de os pontos ficarem
passar uma hora. sobre a reta, a qual seu colega
E1l: Uma hora vai. concorda.
QSanﬂmero e ouro. 14 Quesﬂonagios p_e_lo pesqwsagjor, 0 48. Interpretacio dos
: , t& presente no | estudante identifica que o niumero
autovetor ou s6 no autovalor? de ouro é um dos autovalores e resultados .dado_ . pelo
El: Ah, t4 nos dois, porque no | pode se fazer presente nos Geerobra, ientificando
autovalor ele ta |4 e no autovetor, vocé | autovetores, interpretando o vetor 0 ndmero de ouro como
pode, vocé pode interpretar também | calculado pelo GeoGebra. um autovalor e presente
que ele t s6 dividido, o numerador t& nas  coordenadas  do
na, na abscissa e 0 outro na ordenada. autovetor.
A3D2 O estudante afirma que a reta | 49. Compreensdo, com a
El: Aproxima muito bem, se vocé | definida é uma boa aproximagao visualizag&o no software,
pensar numa... numa abordagem | dos pontos, e compara com uma de que a reta, entendida
numérica é como se fosse uma reta de | reta de regressdo linear. com uma regressao linear,
regressdo linear. seria uma boa
aproximag&o dos pontos
obtidos.
A3D2 Relembrando uma  discusséo S .
P: Eu lembro que essa discussdo do | realizada na atividade 2 sobre a 50. !dentlflcaf;ao, a partir da
ortogonal surgiu so aqui e ai eu falei | matriz e os autovetores serem mterw_engao do
o . : . pesquisador, do teorema
para vocés que eles iam ser ortogonais | ortogonais, o estudante relembra X
por causa da matriz e ela tinha uma | que para isso acontecer a matriz reIamonaQo a
caracteristica especial, lembra qual | deve ser simétrica, isto é, quando ortogonalidade dos
que era essa caracteristica? Tinha um | sua transposta é igual a ela mesma. autovetores.
teorema... olha para transposta.
E1: Ah, quando a matriz é simétrica.
A3D2 A estudante  desabilita a 51. Recursos do Geogebra

E2: Quer ver, apaga isso.

visualizacdo dos pontos anteriores
para olharem apenas para 0s hovos
pontos.

auxiliando na exploragéo
de diferentes casos.
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A3D2 Explorando novos pontos e L

E1: O que que deu? Olha, voltou para | definindo a mesma reta como feito 52. Levantando hlpo_teses €

reta. anteriormente, o estudante opina explorando  diferentes

E2: D4 um zoom agora, nio, mais para | que ainda sim a reta esta préxima pontos,  analisando 0

cima, essa parte € muito paia. dos pontos, enquanto sua colega comportan]e_nto da reta

E1: Mano eu diria que ela ndo encosta. | quer investigar com o zoom ao com o auxilio do zoom.

E2: Eu também. longo da reta.  Enquanto

E1l: Pelo teorema do ponto gordo, se | investigam, 0s estudantes

vocé fosse fazer isso aqui na mao... levantam a hip6tese de os pontos

E2: Se eu dou zoom, calma ai... ndo pertencerem a reta, mas que

El: Eles cairam na mesma boa | mesmo assim, é uma boa

aproximag&o, concorda? aproximagé&o.

E2: Calma, vou subir mais um

pouquinho.

A3D2 Dialogando sobre a aproximacéo

El: Ta& convencida que aproxima | dos pontos a reta, um estudante 53. L_ev,antamento de

muito bem? Vocé também tem uma | expde a percepcdo de que quanto hipoteses.

sensacdo de que quanto maior, vocé, | maior o termo da sequéncia, mais

maior o termo da sequéncia, mais | proximo fica da reta, o qual sua

préxima ele ta da reta. colega compartilha dessa

E2: Sim, inclusive achava que uma | impressdo, e expde a ideia de que

hora ia passar, igual era o outro. 0s pontos iriam ficar acima da reta,

E1l: Vocé fala de passar de ao invés de | ndo somente abaixo.

ele ficar em baixo ele vai pra cima?

E2: Sim.

A3D2 Investigando com o recurso de | 54. Exploracdo de diferentes

(Os estudantes investigam tanto os | zoom, a estudante identifica que pontos e seu

pontos com 0 zoom que se deparam | um ponto esta acima da reta, e comportamento com a reta

com um caso que aparenta que o ponto | identificam que os pontos véo se com auxilio do zoom;

estd na reta, mas eles aproximam | alternando acima e abaixo da reta. | 55. Exploracéo e validagdo de

muito, de modo que a escala nos eixos hipoteses.

fica com um intervalo de 0.05 para

cada nimero)

E2: O, fala se esse ndo passou.

El: Passou. Ele vai fazendo assim 6,

ai ele aproxima. (movimenta o mouse

pra cima e pra baixo da reta).

A3D1 Explorando a posicdo dos pontos | 56. Validacdo da hip6tese de

E1: Para baixo, para cima, para cima, | relativa a reta, o estudante vai se a reta é uma boa

para baixo. A reta aproximou | identificando quais pontos estdo aproximagdo dos pontos

perfeitamente de novo. Qual serd que | acima ou abaixo da reta. Ao estudados;

é a distancia? retomar a ideia de que aretaé uma | 57. Elaboracdo de novas
boa aproximacdo para 0s pontos, hipbteses como
levanta uma nova questdo a ser consequéncia da validacéo
investigada, referente a distancia anterior.
dos pontos a reta.

A3D1 O estudante investiga com o0s

E1l: E (8,4) e a reta, que eu quero é | comandos do GeoGebra qual a 58. Rec_ursos do GeoGeb~ra

iSS0 aqui. distancia dos pontos a reta. auxnlandc_J na gxplg ragao

de novas investigagoes.

A3D2 Diante dos célculos realizados | 59. GeoGebra como

P: Af eu pensei “Ah, vou falar para o | pelo  GeoGebra referente a calculadorg;

GeoGebra calcular”, e ai eu ponho as | multiplicacdo de 4 matrizes, o | 60. Interpretagdo e validacéo

matrizes, a diagonal... estudante identifica que o software do resultado apresentado.

E1: Nossa que inferno isso ai. (...) Ele | ndo simplifica e ndo agrupa termos

ndo simplifica. semelhantes, de modo que
apresenta uma extensa matriz
como resultado final.

A3D2 Explorando a funcéo determinada, 61 Recursos do GeoGebra

0 estudante compreende a

auxiliando na
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E1: Oia, mas por que ele foi assim
para 0 cC@#@%$%&? Ah é, é porque
agora é o termo, né? Tal termo e tal
namero.

diferenca entre essa funcdo, que
representa 0 n-ésimo termo da
sequéncia de Fibonacci para cada
n, para os pontos investigados
anteriormente. Com o controle
deslizante, eles exploram até o
100° termo da sequéncia.

compreensdo da fungéo e
na exploragdo da
sequéncia.

A3D2 Diante do comportamento dos .
E1l: Vamo aproximar ele usando uma | pontos, 0 estudante sugere 62. EIabo~ra(;ao d_e uma nova
exponencial? investigar uma fungio exponencial questdo a ser investigada.
E2: Vamo. gue se aproxime dos pontos.
A3D2 Explorando diferentes funcgdes
E2: Eu acho que € o mais perto que | exponenciais, 0s  estudantes 63. Rec_ursos do GeoGeb~ra
chega. elegem a funcgéo que auxnlandc_) na _explgragao
El: Ahé, ta bom po, ta legal. compreendem satisfazer o que de novas investigacoes.
almejavam, conforme
investigaram alterando 0s
coeficientes.
A3D2 O estudante sugere investigar se o | 64. Mobilizagdo com outra
E1l: O Wolfram plota? (Ele habilita o | Wolfram, um software voltado tecnologia — Wolfram.
n com incremento 0.5 para ver como a | para matematica e computacdo, | 65. Levantamento de uma
funcdo se comporta calculando | plota o gréfico da dltima funcéo nova questio a ser
nameros com virgula) investigada na atividade. Apés a investigada.

E1l: Deu interrogacéo.

investigacdo, se depara que este
software também apresenta o

resultado apenas para n
pertencente ao conjunto dos
Naturais.

PERGUNTAS DE ENCERRAMENTO:

1 - Como vocés compreendem as relac6es entre as discussoes feitas e a formacao de vocés?

El: Para mim, assim, foi uma | O estudante inicia dizendo que os | 66. Experiéncia significativa
experiéncia formativa muito boa, | encontros foram uma experiéncia para formagéo;

porque, 0s conceitos de algebra linear | formativa relevante, e justifica | 67. Novas interpretacdes
estavam muito frescos ainda para | devido a oportunidade de rever sobre  conceitos  de
mim, mas eu consegui olhar para eles | conceitos de Algebra Linear, mas Algebra Linear;

de uma forma que eu ndo tinha visto | também de ter novas | 68. Trabalho com computador
antes, sabe, normalmente via gréfico, | interpretacbes,  destacando a permite dinamicidade,
alguma coisa, representacdo no | dinamicidade das modificacGes e exploragdo e visualizacéo.
méaximo um papel ali. E ai, ndo é sé a | exploragbes com o computador,

tecnologia que mudou né, no papel, | permitindo a visualizacdo e o

computador, um software, mas o fato | estabelecimento de relagdes entre

de vocé ter essa dinamicidade, vocé | diferentes exemplos investigados e

conseguir fazer uma pequena | discutidos.

alteracdo e ja ver e explorar depois um

autovalor e autovetor e entdo ja

associar enquanto vocé ta vendo, que

vocé ta fazendo, para mim, essa, eu

acho que uma grande mudanca que eu

senti, né? Para poder entdo olhar com

outro olhar pra um contetdo.

E4: Entdo pra mim, é... eu ndo tinha | A estudante inicia relembrando | 69. Experiéncia ndo adequada
feito disciplina de Algebra Linear até | sua dedicacdo na disciplina de por parte do estudante com
o fim direito, eu fiz mas eu ndo fiz | Algebra Linear, a qual nio se a disciplina de Algebra
direito, e ai para mim, eu tive que... | empenhou até o final, e afirma que Linear;

assim, a parte de autovalores e os | houve um aprendizado em relagdo | 70. Aprendizado dos
autovetores para mim foi tipo... eu | aos conceitos de autovalores e conceitos de autovalores e
agora sei 0 que sdo autovalores e | autovetores. Além disso, destaca autovetores;

autovetores, entéo, foi um | como as atividades com o | 71. Atividade como
aprendizado porque no fim da | GeoGebra LOGO inspiraram sua inspiracdo para a préatica

disciplina eu ndo fiz isso, e também, é,

pratica atual, fazendo com que

docente presente;
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eu ja relacionei bastante até a tartaruga
em si sabe 0 LOGO no GeoGebra com
muitas coisas que eu faco com minhas
criancas 14 no PIBID ou nas minhas
aulas particulares. Tipo na minha aula
particular, também é crianca, eu ja fui
e ja levei a tartaruga para ela, porque
eu sou ansiosa. Ai ja fui, ja mostrei a
tartaruga andando porque o meu
aluno... hum, ndo consegue entender
muito bem as formas geométricas e
ele ta na parte de angulos alternos
internos, entdo a parte do que a
tartaruga rotaciona foi bem legal para
ele aprender, entdo eu ndo sabia que
isso existia foi muito bom para minha
formacao também, que eu posso levar
algo diferente, né para as criangas e foi
bom para mim como pessoa porque eu
aprendi a mexer no GeoGebra. Acho
que aprendi.

trabalhasse com esse recurso, até
entdo desconhecido por ela, no
PIBID e em aulas particulares, e ao
final destaca que criou mais
familiaridade com o GeoGebra.

72. Desenvolvimento de uma
familiaridade com o
GeoGebra.

E5: Pra mim acho que também foi
mais essa... nesse sentido, de vocé
conseguir visualizar aquilo que vocé
t4 fazendo sabe? Entdo quando a gente
fez a, a sequéncia assim bonitinha, e ai
a gente fazia no GeoGebra e eu
consegui enxergar aquilo que a gente
estava fazendo, eu acho que é uma
coisa que eu sinto falta quando eu faco
uma matéria, como uma matéria de
Geometria, Geometria Analitica, ou
de até Calculo, assim vocé ver uma
coisa que Vvocé ndo conseguia
enxergar uma aplicacdo pra aquilo e
acho que a gente tendo que fazer as
aplicaces foi algo que ajudou muito,
porque eu acho muito legal poder
enxergar aquilo o que a gente estd
fazendo sabe, ndo... ndo s6 a forma...
a férmula dela, mas como é que ela
funciona e também na... poder revisar
os conteidos de Geometria, de
Algebra para mim foi muito bom.

O estudante inicia destacando a
possibilidade de visualizar o que
estd sendo estudado, ressaltando
que é uma caracteristica que
poderia se fazer mais presente em
outras disciplinas, destacando
também a apresentagdo de
aplicacbes com 0s conceitos
discutidos, de modo que essas
auxiliam a visualizacdo e a
discussdo, além das atividades
propiciarem um momento de
revisdo de diferentes contetdos.

73. Trabalho com computador
permite visualizacdo dos

casos estudados e de
aplicac0es;
74. Atividades como

momento de revisdo de
diferentes conceitos.

2 - Como vocés entendem que as tecnologias digitais influenciaram, de forma positiva e negativa,

as compreensdes das ideias de Autovalores e Au

tovetores?

E4: O positivo é que ndo precisou ficar
calculando tudo aquilo né, s6 escrever
autovetor e “pa”.

E3: Esse € um ponto, agora se me
perguntar ai se eu sei calcular
autovalor e autovetor na méo...

E4: N&o sei também.

E3: Beijos, tchau até a préxima.

E4: Eu aprendi o que é mas calcular 14
na mao ndo, eu falo assim, “pode me
trazer um GeoGebra”.

A estudante traz como
caracteristica positiva ndo realizar
os calculos manualmente dos
autovalores e autovetores, 0s quais
eram calculados pelo GeoGebra
através de um comando. Em
seguida, ela e wuma colega
ressaltam que ndo saberiam
calcular manualmente, de modo
que afirma ter aprendido o
conceito, mas ndo o célculo,
criando uma certa dependéncia da
calculadora.

75. GeoGebra como
calculadora de autovalores
e autovetores;

Experiéncia ndo adequada
por parte do estudante com
a disciplina de Algebra
Linear;

Dependéncia do
computador e dos célculos
realizados por ele.

76.

77.
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E3: E, assim.. e também o... a
diferenca do online pro instalado, de
computador, foi gritante.

A estudante ressalta a diferenca de
versfes do GeoGebra trabalhadas
na atividade e da qualidade do
hardware, e como impactou no
desenvolvimento da atividade.

78. Qualidade do hardware e
da versao do software
impactando  diretamente
do desenvolvimento da

atividade.

P: A positiva é que ele calcula, e a
negativa? E4: E que dai eu ndo aprendi
a calcular na méo.

El: A negativa é que ele calcula
(risos).

Questionados pelo pesquisador
sobre as caracteristicas negativas
de se trabalhar com o computador,
0s estudantes compreendem que o
calculo ser realizado pelo
computador pode ser algo positivo
e negativo a0 mesmo tempo, pois
ndo exercitaram o célculo manual
nas atividades.

79. GeoGebra como
calculadora de autovalores
e autovetores;

Experiéncia ndo adequada
por parte do estudante com
a disciplina de Algebra
Linear;

Dependéncia do
computador e dos célculos
realizados por ele.

80.

81.

E3: Mas eu acho que é mais facil de
exemplificar, de visualizar porque
vocé vai | e vai fazer na méo, as vezes
sai tudo tipo, muito mais aproximado
e tipo, "imagina que é isso" e ai ndo,
ele ta “€ isso”.

A estudante ressalta a facilidade
em trabalhar com diferentes
exemplos e visualiza-los, algo que
sem o computador seja mais dificil
em articular.

82. Trabalho com computador
permite exploracdo de
diferentes casos e

visualizag&o.

El: Se vocé quer testar mais um
exemplo ndo é tdo rpido tipo... Ah,
olha esse exemplo e agora coloca
outro vetor... ndo, vocé tem que falar
vamos pensar em outro exemplo ai
calcula..

Comparando com o estudo
manual, o estudante compreende
gue o trabalho com tecnologias
permite o estudo de diferentes
exemplos de maneira mais rapida.

83. Trabalho com computador
permite dinamicidade da
exploracdo de diferentes

exemplos.

E1l: Pra mim aquele, aquele momento
que a gente estava falando dos vetores
candnicos 14, que ele apontava como
uma solugdo, e na verdade era
qualquer um, aquilo ali, eu acho que é
um ponto, um ponto negativo de certa
forma, porque, pd, vocé ta fazendo
tudo ali rdpido, vamos dizer assim, é
para ver, vocé ndo vai olhar para uma
matriz, vocé vai desconfiar que ela
ndo é Unica ali, é sO, que ela na
verdade € um sistema com vérias
solugdes, né? Isso eu achei negativo.

O estudante relembra um
momento da atividade 2, onde os
autovetores calculados
correspondiam a base candnica,
mas na verdade todos os vetores
eram autovetores, e compreende
esse momento como algo
negativo, diante da necessidade de
verificar o resultado apresentado
pelo GeoGebra.

84. Necessidade de verificar o
resultado do calculo do

GeoGebra.

3- Quais recursos vocés consideram mais Uteis para compreender

Autovetores?

0s conceitos de Autovalores e

E1l: Criar a matriz, porque se a gente
ndo conseguir criar matriz ndo ia
conseguir calcular os autovetores e
autovalor... calcular.

E4: E, calcular.

Os estudantes compreendem a
escrita de matrizes no GeoGebra
como um recurso Util para o estudo
dos autovalores e autovetores, bem
como o comando de calculo desses
dois.

85. Recursos do GeoGebra no
estudo de autovalores e
autovetores — escrita de
matrizes e calculadora.

E1: Conseguir plotar vetor.

Seguindo com 0s recursos que

E4: E vocé, € isso que eu ia falar, e | auxiliam no estudo de autovetores, 86. Recurso do GeoGebra no

vocé colocar ele como vetor. 0s  estudantes  destacam a e§tudq de autovetores —
possibilidade de visualizar o visualizar 0 autovetor
autovetor como vetor no plano. €omo vetor no plano.

E3: E da para pdr a reta em cima do | A estudante destaca a L

vetor. 87. Visualizacdo da reta a

possibilidade de estudar a reta que
tem como
autovetor.

vetor diretor o

partir do autovetor.
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E1l: Conseguir ver as coisas todas | O estudante destaca a
juntas ali, eu acho que é o que facilita. | possibilidade de visualizar
diferentes objetos de estudo
juntos, em janelas distintas ou
iguais, de modo que facilite o
estudo.

Fonte: Autoria propria.

88. Visualizagdo de diferentes
objetos de estudo como
facilitador no estudo.

5.2.2 Analise Nomotética

Apresentamos, na presente subsecédo, a convergéncia das ideias nucleares em categorias
abertas que constituem a estrutura do fendmeno investigado, qual seja as hossas compreensdes
a partir do estudo de autovalores e autovetores com TDICs realizado pelos alunos.

Apbds o movimento de Andlise ldeografica abordado anteriormente, para iniciar o
movimento de convergéncia das 356 ideias nucleares listadas com base nas falas dos estudantes
no desenvolvimento das atividades e nas perguntas de encerramento, olhamos separadamente
para cada uma das praticas. Com as ideias nucleares identificadas, reunimos as que
compreendemos ser semelhantes no modo de escrita ou no significado, de modo que
interpretamos que o conjunto de ideias revelavam diferentes caracteristicas de um mesmo tema,
assunto ou comportamento. Conforme seus resultados apareciam, muitas vezes foi necessario
retomar as falas dos estudantes, relembrar discussdes e como chegamos a identificacdo
especifica.

Ap0s a reunido das ideias nucleares em diferentes grupos, quer tratem de assuntos ou de
comportamentos, a exemplo das discussdes envolvendo conceitos de Algebra Linear e das
posturas dos estudantes conforme resolviam as atividades e criavam uma familiaridade com os
novos recursos, buscamos recorrentemente refletir, a partir de sucessivas leituras, sobre o que
todas as ideias reunidas nos revelavam em comum, mesmo separadas em diferentes grupos.
Tendo isso em mente, foram reunidas ideias que aparentemente nao dialogam, mas
interpretamos que essa diversidade nos revela caracteristicas de um mesmo cenario.

O resultado desse movimento culminou em duas categorias abertas: “O carater
investigativo do estudo” e “Uma formacdo que vai além do estudo do conceito: aspectos do
passado, presente e futuro”. Reiteramos a possibilidade de que uma ideia nuclear esteja presente
em mais de uma categoria, visto que elas tratam da nossa compreensdo do fendmeno
investigado, havendo uma interconexao entre elas, que ndo se sobrepdem uma a outra.

Esse movimento também estéd organizado por meio de um quadro, no qual, na primeira
coluna, retomamos as ideias nucleares e, na segunda coluna, apresentamos as categorias abertas.

Atribuimos duas cores (verde e azul, respectivamente) para a segunda coluna, visando a facilitar
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a identificacdo das categorias com as respectivas ideias nucleares que as compdem. As ideias
nucleares foram identificadas com o codigo “AZINW.”, que corresponde a Atividade Z e a

Ideia Nuclear W, seguindo a identificagéo feita na etapa anterior.

Quadro 4 — Anélise Nomotética
A1IN9. Alteragéo do sistema a partir do calculo O caréater investigativo do estudo.
realizado pelo GeoGebra através do botdo.
A1IN28. Complementacbes de ideias dos pares.
A1IN11. Compreendem o cAdigo ao estabelecer
relacBes entre a situacio problema.
ALIN5. Compreendem o cédigo programado
exemplificando com uma situacdo investigada.
ALIN8. Compreendem o cédigo relacionando com as
compreensdes do sistema proposto.
A1IN10. Consulta aos demais sobre o que foi dito.
ALIN3L. Criagdo de hipbteses.
A1IN13. Discussdo em grupo com o objetivo de
esclarecer duvidas.
A1IN1. Discussdo em grupo para validacdo e
complementacéo de ideias.
ALING. Discussdo em grupo retomando o que foi
discutido.
A1IN18. Esclarece o que foi dito, explorando o botéo e
suas consequéncias.
ALIN21. Exemplificacdo referenciando outro ponto.
ALIN53. Exploracdo da situacdo alterando os valores.

ALIN22. Exploracgdo de diferentes casos.
ALIN15. Exploracgdo de diferentes casos.
A1IN12. Exploragdo de novos cendrios de investigacao.

ALINA4. Exploracdo de um caso especifico e suas
consequéncias.

A1IN16. Exploracdo do botdo e suas consequéncias nos
pontos.

AL1IN32. Exploracdo do botdo para validar ou justificar
as hipoteses levantadas.

A1IN35. Exploramos novos casos, alterando as
condices iniciais.

ALIN25. Exploram o botdo na tentativa de elaborar
conjecturas.

AL1IN36. Identifica um padrdo e uma proporcao.
AL1IN23. Identificam o comportamento dos pontos.
ALIN3O0. Identificam padrdo como crescimento linear.

ALIN33. Identificam padréo referente ao crescimento
constante.

AL1IN34. Identificam um crescimento linear.

ALIN3. Inicio de conjecturas a partir da exploracéo dos
botdes.

ALIN52. Interacdo com o0s pares para complementar as
ideias.

ALIN26. Levantamento de hip6teses.

ALIN54. Levantamento e verificacdo de hipoteses.
A1IN14. Observam os dados em diferentes janelas do
GeoGebra: Janela de Algebra e de Visualizagfo.
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A1IN19. Reconhecem padrdo, descrito por uma reta
linear.

A1IN2. Reconhecem padrdes.

A1IN24. Reconhecem padrdes.

A1IN27. Reconhecem padrdes.

A1IN17. Reconhecem um padrdo enquanto exploram
um caso especifico.

A1IN20. Relag¢bes com os dados do enunciado com o
ponto explorado.

ALIN45. Utilizam a internet como meio de pesquisa
sobre a definicdo de Autovalor.

A1IN44. Autovalor como escalar, proporgéo.

A1IN47. Dificuldade em interpretar o significado do
Autovalor.

ALIN46. Interpretacdo da definicdo de Autovalor e
Autovetor, sendo o Autovalor como constante.

A1IN50. Relaciona o autovetor com a situacdo
proposta.

AL1IN39. Temas e topicos que remetem a Matriz e
Algebra Linear.

ALIN45, Utilizam a internet como meio de pesquisa
sobre a definicdo de Autovalor.

A2IN106. A interpretacdo do calculo do GeoGebra
comparado com o calculo manual.

A2IN75. Acessam ao site do Symbolab.

A2IN74. Acessam um site de calculadora de matrizes.

A2IN38. Acesso a internet como possibilidade ao se
trabalhar com Tecnologias.

A21IN136. Alteracdo buscando otimizagdo no trabalho
com as informagoes.

A2IN1. Alteram os dados iniciais visando uma melhor
exploragdo da atividade.

A21IN86. Antropomorfizacdo da tecnologia.

A2IN156. Antropomorfizacdo da tecnologia.

A2IN154. Antropomorfizagdo do software.

A2IN187. Arredondamento de valores, compreendidos
como corretos.

A21IN24. Busca pelo cédigo generalizado.

A2IN85. Busca por uma justificativa do ndo
funcionamento

A2INS8. Celular como apoio na consulta de orientagdes
das atividades.

A2IN150. Celular como meio de registro a partir de
fotos.

A2IN3. Celular como meio de registro e consulta para
dividas.

A2IN45. Celular como um modo de pesquisa e acesso a
internet.

A2IN185. Comparam com o calculo manual.

A2IN184. Comparam com resultados anteriores da
atividade, exploracoes ja realizadas.

A2IN197. Compreensdo a partir da pesquisa.

A2IN15. Compreenséo de diferentes objetos do
GeoGebra: Desenho e poligono.

A2IN11. Concorda com as consideracdes feita pela
colega.
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A21IN146. Conjectura equivocada.

A21IN186. Conjectura para explicar os resultados do
software.

A2IN51. Conjectura relacionando o escalar com a
matriz da base candnica.

A21IN133. Conjectura sobre a transformacao linear.

A21IN180. Conjecturam sobre a ideia dos vetores serem
autovetores.

A2IN124. Conjecturas equivocadas.

A2INS5. Consulta a dupla sobre o que foi dito.

A2IN118. Convivéncia de diferentes ideias.

A2IN110. Criacdo de hipoteses comparando 0s

resultados dos célculos de duas transformacoes lineares.

A2IN112. Desacordo entre 0 grupo.

A2IN130. Diferentes recursos com mesma
funcionalidade disponiveis no GeoGebra.

A2IN188. Exploracdo de diferentes casos.

A2IN204. Exploracgdo de diferentes casos.

A2IN207. Exploracgdo de diferentes casos.

A2IN127. Exploram diferentes casos

A2IN42. Fotos do celular como meio de registro.

A21IN43. Fotos do celular como meio de registro.

A2IN171. Generalizaco dos resultados.

A2IN29. GeoGebra como fonte de orientagdo para 0s
comandos do proprio software.

A2IN173. Google como fonte de busca e informac&o.

A2IN30. Google como fonte de busca por explicacdes
sobre Transformac@es Lineares.

A2IN27. Google como fonte de busca por informagdes.

A2IN70. Google como fonte de busca por uma
calculadora online.

A2IN33. Google como fonte de busca, sites da Internet
como meios de consulta as informacoes.

A2IN113. Google como fonte de informagéo, com
preferéncia para aba de imagens.

A2IN23. Google como fonte de informag&o.

A2IN72. Google como forma de busca por uma
calculadora.

A2IN196. Google como meio de busca e fonte de
informacdo.

A2IN14. Google como meio de consultar e sanar
duvidas, buscando por um comando que realize o
desejado.

A2IN7. Google como meio de pesquisa e fonte de
informacdes.

A2IN158. Google imagens como fonte de informacéo.

A2IN189. Google imagens como fonte de informacéo.

A2IN31. Imagens do Google como fonte de respostas.

A2IN114. Informacdo na internet dibia.

A2IN77. Informagdes do site da calculadora como
instrucOes e solucdes para questdes discutidas.

A2IN4. Instrugdes e recursos do préprio software.

A21IN128. Intervencdo do pesquisador a fim de dar
sequéncia nas discussdes.
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A2IN179. Intervencdo do pesquisador para avangar nas
discussoes e conclusdes.

A2IN181. Intervencdo do pesquisador para avangar nas
discussdes e conclusdes.

A2IN73. Layout de plataformas e sua confiabilidade.

A2IN95. O pesquisador instiga uma analise da situagéo
apresentada.

A2IN28. Paint como recurso do computador para
registro e explanacéo das ideias.

A2IN115. Processo salvo e passivel de ser revisitado.

A2IN17. Reconhecem padrdes.

A2IN21. Recurso do GeoGebra como auxiliar na escrita
do codigo.

A2IN6. Recursos disponiveis no GeoGebra auxiliando
na organizacdo do cédigo.

A2IN25. Recursos do GeoGebra auxiliando na escrita
do codigo.

A2IN37. Recursos do GeoGebra auxiliando na
exploracdo da transformacéo geométrica.

A2IN153. Recursos do GeoGebra auxiliando na
exploracdo e validacdo de ideias.

A2IN176. Relacdo entre a variavel, programacao e
desenho.

A21IN208. Relacdo entre angulos ja investigados.

A2IN143. Relagdo entre o resultado e a transformacéo
linear.

A2IN120. Relagdo entre transformacéo e base candnica.

A21IN139. Resultados esperados ndo condizentes com o
apresentado.

A21IN140. Resultados esperados ndo condizentes com o
apresentado.

A2IN152. Resultados obtidos ndo condizentes com 0s
esperados.

A2IN76. Tecnologia fazendo algo por eles, algo que, de
principio, eles deveriam fazer.

A2IN141. Tecnologias como fonte de beneficios.

A2IN151. Trabalho em grupo com atividades diferentes
de modo a dar sequéncia na atividade.

A2IN18. Utilizam o Codigo inicial como base para
demais exploracdes.

A2IN34. Analisam o conceito de Transformacoes
Lineares.

A21IN98. Autovalor como escalar.

A2IN94. Autovalor como o escalar decorrente da
transformacéo linear.

A2IN91. Autovetores como base canodnica.

A2IN93. Autovetores como base canonica.

A2IN97. Caracteristicas de vetores: dire¢do e sentido.

A2IN54. Comparagdo entre comportamento de vetores e
a generalizacdo do discutido.

A2IN52. Comparacdo entre o comportamento apds a
transformacdo de diferentes vetores.

A2IN47. Compreende a relagdo entre o nimero de
autovalores com a dimensdo do espaco vetorial.

A2IN53. Compreende a transformacdo reflexao.

A2IN55. Compreende a transformacdo reflexdo.
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A2IN66. Compreende o calculo matricial de uma
transformacéo linear.

A2IN68. Compreende o calculo matricial de uma
transformacéo linear.

A2IN96. Compreendem a transformacao linear reflexdo.

A2IN119. Compreendem a transformacdo linear
reflexdo.

A2IN90. Compreendem o autovalor como escalar, ja
discutido na transformacéo.

A2IN16. Compreendem o significado da transformacéo
geométrica “Reflexdo”.

A2IN182. Compreendem os vetores como autovetores.

A2IN201. Conjugado de um nimero complexo.

A2IN88. Correspondéncia de autovalor com seu
respectivo autovetor.

A2IN109. Definicdo da matriz da transformacéo.

A2IN100. Diferentes atribuicdes de significados para a
transformacéo.

A2ING69. Diferentes palpites referente a ordem da matriz
da transformacao linear estudada.

A2IN126. Dificuldade em interpretar os autovalores e
autovetores.

A2IN125. Dificuldade na interpretacdo dos autovalores
e autovetores.

A21IN123. Dificuldade na interpretacdo dos autovalores
e autovetores.

A21IN195. Dificuldade na interpretacdo dos autovalores
e autovetores.

A2IN134. GeoGebra como calculadora da matriz
transposta.

A2IN41. GeoGebra como calculadora de autovalores e
autovetores.

A2IN131. Identifica a ortogonalidade entre os
autovetores.

A2IN103. Identifica a solucdo de um sistema linear.

A2IN50. Identifica o escalar menos um multiplicando
diferentes vetores na transformacéo.

A21IN89. Identificacdo da base canbnica.

A21IN183. Identificam e compreendem o0s autovetores.

A2IN166. Identificam um nimero complexo e seu
conjugado.

A2INB81. Identificam uma das propriedades de vetores:
multiplicacéo por escalar.

A2ING62. Importancia da interpretacdo sobre o resultado
calculado pelo GeoGebra.

A21N149. Interpreta a ideia de autovetores.

A21IN49. Interpreta o resultado indicado pelo GeoGebra.

A2IN92. Interpretacdo do calculo identificando um
autovalor.

A2IN87. Interpretacdo dos calculos do GeoGebra.

A2IN122. Interpretacdo equivocada dos autovetores a
partir de uma generaliza¢éo equivocada de resultados.




134

A2IN210. Interpretam a transformacdo linear e relacéo
com resultados de matrizes.

A21IN148. Interpretam a transformacdo linear reflexéo.

A2IN165. Interpretam o calculo realizado pelo
GeoGebra.

A2IN200. Interpretam o célculo realizado pelo
GeoGebra.

A2IN169. Interpretam o resultado calculado.

A2IN178. Interpretam os autovalores e autovetores —
razdo de homotetia e base candnica.

A2IN142. Interpretam os calculos realizados pelo
GeoGebra.

A21IN144. Interpretam os calculos realizados pelo
GeoGebra.

A2IN138. Interpretam os resultados da calculadora
online.

A2IN111. Leitura e interpretacdo do resultado
apresentado pelo GeoGebra.

A2IN116. Leitura e interpretacdo do resultado
apresentado pelo GeoGebra.

A21IN104. Necessidade de interpretar os resultados
apresentados pelo GeoGebra.

A21IN44. Necessidade de relembrar as defini¢des de
autovalores e autovetores.

A21IN48. Pensa sobre o significado de uma matriz de
transformacéo linear.

A21IN46. Pondera sobre o resultado apresentado pelo
software e o0 conceito de autovalor.

A2IN170. Propriedade de autovetores: nimero
complexo e seu conjugado.

A2IN168. Propriedades de autovalores: nimero
complexo e seu conjugado.

A2IN35. Propriedades de vetores.

A21IN203. Questiona sobre a multiplicacdo entre
ndmeros complexos.

A2IN205. Relacdo entre a rotacdo, matriz identidade e
suas propriedades.

A2IN22. Relagdes com conceitos de Algebra Linear:
produto escalar.

A2IN26. Retoma a ideias sobre relacGes trigonomeétricas
discutidas em Algebra Linear.

A2IN132. Visualiza o autovetor como vetor da reta.

A2IN99. Visualizam a transformacéo linear de reflexdo
mas ndo relacionam os vetores como autovetores.

A3IN34. Antropomorfizacdo da tecnologia.

A3IN20. Celular como um modo de pesquisa e acesso a
internet.

A3IN49. Compreensao, com a visualizagdo no software,
de que a reta, entendida com uma regressao linear, seria
uma boa aproximacao dos pontos obtidos.

A3IN13. Criacdo de hipotese.

A3IN29. Criacdo de hipoteses a partir da exploracdo de
recursos do software.

A3IN57. Elaboracgdo de novas hipdteses como
consequéncia da validacdo anterior.

A3ING62. Elaboracdo de uma nova questdo a ser
investigada.
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A3IN32. Exploracéo de diferentes casos relacionados ao
problema para a criacdo de diferentes hipdteses.

A3IN30. Exploracédo de diferentes pontos e seu
comportamento com a reta com auxilio do zoom.

A3IN54. Exploracdo de diferentes pontos e seu
comportamento com a reta com auxilio do zoom.

A3INS. Exploracdo de diferentes resultados através dos
calculos realizados pelo computador.

A3IN14. Exploracdo de diversos pontos.

A3IN3L1. Exploragdo dos dados da atividade com o
recurso do software para validacdo de hipdteses.

A3IN55. Exploraco e validagdo de hipoteses.

A3IN18. Explorando a escrita de matriz com o objetivo
de auxiliar no desenvolvimento da atividade.

A3IN23. Fotos do celular como meio de registro.

A3IN40. GeoGebra como forma de generalizacdo de
ideias matematicas.

A3IN12. Google como meio de pesquisa e fonte de
informacdes.

A3IN9. Google imagens como fonte de informagao.

A3IN44. Google imagens como fonte de informacéao.

A3IN42. Identifica os autovalores na expressédo da
funcdo e reconhece o resultado obtido em uma pesquisa
realizada no Google anteriormente.

A3IN11. Informacéo da inteligéncia artificial dubia.

A3INL1. Internet como meio de acesso a informagao.

A3IN10. Internet e inteligéncia artificial como meio de
acesso a informagao.

A3INGO. Interpretacdo e validacdo do resultado
apresentado.

A3IN53. Levantamento de hipoteses.

A3ING65. Levantamento de uma nova questdo a ser
investigada.

A3IN52. Levantando hipéteses e explorando diferentes
pontos, analisando o comportamento da reta com o
auxilio do zoom.

A3IN64. Mobilizacdo com outra tecnologia — Wolfram.

A3IN84. Necessidade de verificar o resultado do calculo
do GeoGebra.

A3IN78. Qualidade do hardware e da versdo do
software impactando diretamente do desenvolvimento
da atividade.

A3IN36. Questionamento quanto a valida¢do dos
calculos apresentados pelo software.

A3IN47. Recursos do GeoGebra auxiliando na
elaboracéo e exploragdo (validagdo) da hipdtese de que
a reta € uma boa aproximacdo dos pontos estudados.

A3IN51. Recursos do Geogebra auxiliando na
exploracgdo de diferentes casos.

A3IN58. Recursos do GeoGebra auxiliando na
exploracdo de novas investigacdes.

A3IN63. Recursos do GeoGebra auxiliando na
exploracdo de novas investigacdes.

A3IN46. Recursos do Geogebra auxiliando na
identificacdo e exploracdo.

A3ING. Recursos do GeoGebra auxiliando no
desenvolvimento da atividade.
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A3IN7. Recursos do GeoGebra auxiliando no
desenvolvimento da atividade.

A3IN8. Recursos do GeoGebra auxiliando no
desenvolvimento da atividade.

A3IN83. Trabalho com computador permite
dinamicidade da exploracdo de diferentes exemplos.

A3ING68. Trabalho com computador permite
dinamicidade, exploracdo e visualizacéo.

A3IN82. Trabalho com computador permite exploracéo
de diferentes casos e visualizacdo.

A3IN24. Trabalho com diferentes janelas do GeoGebra.

A3IN56. Validagdo da hipotese de se a reta € uma boa
aproximacdo dos pontos estudados.

A3IN39. Visualizam somente 0 que corresponde ao que
discutem e investigam.

A3IN75. GeoGebra como calculadora de autovalores e
autovetores.

A3IN79. GeoGebra como calculadora de autovalores e
autovetores.

A3IN35. GeoGebra como calculadora para matrizes.

A3IN59. GeoGebra como calculadora.

A3IN22. Identifica os autovalores como vetores e
destaca como deve ser escrito no software.

A3IN27. Identifica que os autovetores estdo em
quadrantes diferentes e levanta uma hipotese para
justificativa.

A3IN21. Identifica um autovalor como o niimero de
ouro.

A3IN45. Identificam a ortogonalidade entre 0s
autovetores, trabalhando com a possibilidade do
GeoGebra de calcular o produto interno.

A3IN48. Interpretacdo dos resultados dado pelo
GeoGeobra, identificando o0 nimero de ouro como um
autovalor e presente nas coordenadas do autovetor.

A3INGO. Interpretacéo e validacéo do resultado
apresentado.

A3IN84. Necessidade de verificar o resultado do calculo
do GeoGebra.

A3IN33. Reconhece o autovetor como vetor diretor e
suas implicagdes para a aproximagdo dos pontos.

A3IN86. Recurso do GeoGebra no estudo de
autovetores — visualizar o autovetor como vetor no
plano.

A3IN61. Recursos do GeoGebra auxiliando na
compreensdo da funcdo e na exploragdo da sequéncia.

A3IN85. Recursos do GeoGebra no estudo de
autovalores e autovetores — escrita de matrizes e
calculadora.

A3IN17. Software realizando os calculos dos
autovalores e autovetores.

A3IN87. Visualizacdo da reta a partir do autovetor.

A1IN51. Compreenséo do crescimento descrito por
funcdes conhecidas pelos estudantes.

ALIN56. Criagdo de repertorio do Licenciando, se
colocando no lugar de professor em determinada
disciplina.

A1IN55. Discussdo em grupo para 0s ausentes.

Uma formacao que vai além do estudo do
conceito: aspectos do passado, presente e
futuro
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ALIN58. Dominio dos contetdos das disciplinas
destacadas.

ALIN57. Estabelecimento de relagfes entre contedidos
de Equacdes de Diferenca e Equacdes Diferenciais

ALIN41. Experiéncia ndo adequada por parte do
estudante com a disciplina de Algebra Linear.

A1IN40. N&o lembram do contetdo de Autovalores e
Autovetores a partir da expressao escrita.

AL1IN38. Palpites na tentativa de identificar o conceito.

AL1IN42. Palpites na tentativa de identificar o conteddo.

A1IN43. Palpites sobre diferentes temas tratados em
Algebra Linear.

AL1IN37. Percebem que as discussdes se tratam de
algum conceito de Matematica, mas ndo conseguem
especificar qual exatamente.

ALIN7. Relagdo entre as ideias propostas na atividade e
as ideias discutidas na disciplina de Equaces de
Diferenca.

A1IN29. Relagdes entre o explorado com conceitos
conhecidos (parabola e exponencial).

A1IN49. Compreende o Autovetor como um
representante de um conjunto de vetores.

A1IN48. Explicam o significado sobre direcéo de
vetores.

AL1IN37. Percebem que as discussdes se tratam de
algum conceito de Matematica, mas ndo conseguem
especificar qual exatamente.

A1IN47. Dificuldade em interpretar o significado do
Autovalor.

A2IN79. Ajuda do pesquisador quando existe divida
em relacdo a tecnologia.

A2INB83. Ajuda do pesquisador quando existe divida
em relacdo a tecnologia.

A2IN12. Apontam que programar pode ser trabalhoso e
exige uma familiaridade.

A2IN145. Comparacdo com sua experiéncia na
disciplina.

A2IN10. Construgdo de repertorio para a carreira
docente.

A2IN13. Construgdo de repertorio para a carreira
docente.

A2IN105. Criacdo de repertério do estudante visando
praticas futuras.

A2IN80. Dialoga com o pesquisador sobre o
comportamento da transformacdo linear.

A2IN121. Didlogo com pesquisador corrigindo as
consideracgdes dos estudantes feitas previamente.

AZIN58. Dialogo com pesquisador sobre conteudos de
Algebra Linear.

A2INT71. Experiéncia com Tecnologias em momentos
anteriores, inclusive na disciplina de Algebra Linear.

A2IN2. Experiéncia em atividades anteriores como
solucdo para os problemas presentes.

A21IN9. Experiéncia na disciplina de Algebra Linear, de
modo que esteja lidando com termos familiares.

A21IN84. Familiaridade com as possibilidades do
software.
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A2IN155. Interagdo com pesquisador auxiliando nas
conclusdes.

A2IN39. Interacdo com pesquisador sobre
procedimentos para avancar nas discussdes.

A2IN157. Ndo compreensdo das a¢des do software.

A2IN129. N&o exploracéo dos recursos disponiveis no
software.

A2IN82. Ndo familiaridade com as possibilidades do
software.

A2IN60. Nao recorda de como se calcula o autovalor.

A2IN78. Necessidade da familiaridade com a
plataforma e tecnologia.

A2IN175. Necessidade da familiaridade com o
software.

A2IN160. Necessidade da familiaridade com os
recursos do software.

A2IN102. Necessidade de Intervencdo do pesquisador.

A21IN159. Pesquisador auxiliando em momentos de
divida.

A2IN192. Pesquisador auxiliando na interpretacdo.

A2IN199. Pesquisador auxiliando nas conclusfes das
discussoes.

A2IN163. Pesquisador auxiliando nas conclusoes.

A2IN172. Pesquisador auxiliando nas conclusoes.

A2IN174. Pesquisador auxiliando o trabalho com
tecnologias.

A2IN135. Pesquisador intervindo nas conclusoes.

A2IN137. Pesquisador intervindo para sanar davidas e
propor solugdes.

A2IN117. Pesquisador passivel de ser consultado para
duvidas.

A21IN20. Recordacdo de duas caracteristicas de vetores:
sentido e direcéo.

A2IN190. Recordam de contetidos de Geometria
Analitica.

AZ2IN167. Recordam resultados estudados na disciplina
de Algebra Linear.

A2IN191. Registra a realizac8o da disciplina a distancia
durante o ensino emergencial como uma dificuldade.

A2IN177. Relagdo com outras disciplinas e contetidos —
Geometria.

A2IN19. Relaciona com conceitos da disciplina de
Geometria Analitica.

A2IN202. Relac¢Bes com a disciplina de Funcdes de
variavel complexa.

A2IN161. Relagdes com outras disciplinas e contetidos
— Funcdes de variavel complexa.

A2IN57. Relato de menor dedicacéo na disciplina no
periodo do contelido de autovalores e autovetores.

A2IN63. Ressalvas com discussdes que tratem de
conceitos da Algebra Linear.

A2IN108. Retomam discussdes anteriores quando se
deparam com questdes semelhantes.

AZ2IN36. Argumenta com base nos conceitos estudados
em Algebra Linear.

A2IN59. Compreende a relacdo entre autovetor com
autovalor.
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A2IN61. Compreende parcialmente o processo de
célculo dos autovalores.

A2IN107. Conhecimento parcial sobre os
procedimentos do célculo dos autovalores.

A2IN193. Dificuldade com nimeros complexos.

A2IN164. Dificuldade com nimeros complexos.

A2IN194. Dificuldade com nimeros complexos.

A21IN206. Dificuldade em interpretar e lidar com
nimeros complexos — abstracéo.

A21IN209. Dificuldade em interpretar nimeros
complexos — abstraco.

A21IN40. Dificuldade em realizar os procedimentos de
calculo referente & matriz de uma transformacao linear.

A21IN198. Dificuldade na interpretacdo dos nlimeros
complexos.

A2IN64. Dificuldades em definir a matriz de uma
transformacdo linear.

AZ2ING65. Discussdo com o pesquisador sobre conceitos
de Algebra Linear.

AZ2IN67. Discussdo com o pesquisador sobre conceitos
de Algebra Linear.

A2IN101. Discussao sobre o comportamento dos
vetores.

A2IN32. Entendem que hé abordagens diferentes para
transformagdes lineares, relacionado ao nivel de
escolaridade.

A2IN56. Falta de dominio do contetdo de autovalores.

A21IN128. Intervencdo do pesquisador a fim de dar
seguéncia nas discussdes.

A2IN179. Intervencdo do pesquisador para avangar nas
discussdes e conclusdes.

A2IN181. Intervencdo do pesquisador para avangar nas
discussdes e conclusdes.

A21IN147. N&o apresenta uma compreensao sobre

autovalores e autovetores, de modo que néo identifica se

tratar de um autovetor.

A2IN162. Nimeros complexos como algo dificultoso.

A3IN71. Atividade como inspiracdo para a pratica
docente presente.

A3IN74. Atividades como momento de revisdo de
diferentes conceitos.

A3ING9. Experiéncia ndo adequada por parte do
estudante com a disciplina de Algebra Linear.

A3IN76. Experiéncia ndo adequada por parte do
estudante com a disciplina de Algebra Linear.

A3IN80. Experiéncia ndo adequada por parte do
estudante com a disciplina de Algebra Linear.

A3ING66. Experiéncia significativa para formacdo.

A3IN67. Novas interpretacGes sobre conceitos de
Algebra Linear.

A3IN28. Relacdo com outras disciplinas e contetidos —
Geometria Analitica.

A3IN3. Relagdo dos conceitos estudados na atividade
com a educacdo bésica.
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A3IN73. Trabalho com computador permite
visualizacdo dos casos estudados e de aplicacdes.

A3IN70. Aprendizado dos conceitos de autovalores e
autovetores.

A3IN77. Dependéncia do computador e dos calculos
realizados por ele.

A3IN81. Dependéncia do computador e dos calculos
realizados por ele.

A3INS5O0. Identificagdo, a partir da intervencéo do
pesquisador, do teorema relacionado a ortogonalidade
dos autovetores.

A3IN2. Relagdo entre Algebra Linear e diferentes
conceitos matematicos.

A3INB8. Visualizacao de diferentes objetos de estudo
como facilitador no estudo.

A3IN26. A importancia da familiarizagdo com o
software para o desenvolvimento da atividade proposta.

A3IN25. A importancia do dominio dos modos de se
utilizar os comandos do software.

A3IN72. Desenvolvimento de uma familiaridade com o
GeoGebra.

A3IN15. Familiaridade com o software no
desenvolvimento das atividades envolvendo o conceito
de autovalores e autovetores.

A3IN16. Familiaridade com o software no
desenvolvimento das atividades envolvendo o conceito
de autovalores e autovetores.

A3IN4. Familiaridade com software e possibilidades
com o computador.

A3IN41. N&o familiarizacdo com os comandos e
possibilidades do GeoGebra.

A3IN38. Destaque sobre a importancia da escrita
correta do comando no software.

A3IN19. Experiéncia em atividades anteriores
auxiliando no desenvolvimento da nova atividade
proposta.

Fonte: Autoria propria.
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6 DISCUSSAO DAS CATEGORIAS

Apresentamos, neste capitulo, nossas compreensdes sobre as categorias identificadas e 0s
modos pelos quais elas expdem para nds o sentido do interrogado. Para tanto, dialogamos com
diferentes pesquisas da Educacdo Matematica, retomamaos as expressdes dos sujeitos e expomos
as maneiras, a partir da nossa interpretacdo, que interligam as diferentes ideias nucleares

analisadas.

6.1 O carater investigativo do estudo

Essa categoria é composta pelas ideias nucleares que tratam de momentos em que 0S
estudantes realizam alteracGes, exploracdes de diferentes casos, comparacgdes, bem como
reconhecem padrdes, pesquisam na internet, fazem testes, muitas vezes em consequéncia de
discussdes em grupo e de criacdo de hipoteses, as quais buscam validar ou ndo. Entendemos
que estes comportamentos sdo caracteristicas que compdem o processo investigativo.

Compreendemos também que a presente categoria apresenta aproximacdes, assim como
algumas divergéncias, com o que alguns autores discutem sobre investigacdes matematicas na
Educacdo Matemética. No entanto, ndo temos a inten¢do de delimitar o estudo desenvolvido
em um método de trabalho e, por isso, buscamos descrever e enfatizar pontos em comum que
nos permitem dialogar com os autores que defendem o trabalho investigativo no ensino de
Matematica.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2019, p. 20) abordam quatro momentos principais do que

compreendem como uma investigacdo matematica:

0 primeiro abrange o reconhecimento da situagéo, a sua exploracéo preliminar
e a formulacdo de questdes. O segundo momento refere-se ao processo de
formulacéo de conjecturas. O terceiro inclui a realizacdo de testes e o eventual
refinamento das conjecturas. E, finalmente, o ultimo diz respeito a
argumentacdo, a demonstracao e avaliacdo do trabalho realizado.

Os autores compreendem que 0 primeiro momento, em sua maioria, tem que partir de
questdes abertas, ou seja, “os objetivos nem as tarefas podem ser completamente definidos”
(Ponte et al., 1998, p. 17), e essas questdes devem, de preferéncia, ser definidas pelos
estudantes, podendo, entretanto, ter como ponto de partida um gquestionamento proposto pelo
professor (Ponte et al., 1998). Ainda que o realizado com o0s estudantes ndo corresponda

totalmente ao exposto, visto que tinhamos um objetivo estabelecido pelo pesquisador para cada
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atividade, compreendemos que os demais momentos compartilham de caracteristicas
semelhantes, justificando a nossa percepc¢éo do trabalho como um processo investigativo.

Ponte et al. (1998) apresentam algumas caracteristicas desse processo, como procurar
regularidades, formular, testar, justificar e provar conjecturas, refletir e generalizar, processo
semelhante ao das ideias nucleares reunidas. Assim, durante a realizacdo das atividades, os
estudantes mostravam essas caracteristicas e, mesmo com um objetivo final definido,
investigavam outras questdes propostas por eles.

Compreendemos que a investigacdo extrapola o que € dado no enunciado, uma vez que o
trabalho com o computador amplia as informagdes que podem ser Uteis para a realizagdo da
atividade proposta, como dito anteriormente, alterando valores, explorando novos casos, novas
questdes, retomando conceitos, criando e validando hipdteses.

Desenvolvendo as atividades com o GeoGebra, por exemplo, surgiu a necessidade de os
estudantes compreenderem diferentes modos de representacdo de um mesmo conceito ou
situacdo, relacionando o enunciado com o que estava sendo feito no software, o que fez com
que se dessem conta das diferentes possibilidades que estavam a disposicdo diante do trabalho
com o computador, como a calculadora de autovalores e autovetores e a conexdo das diferentes
janelas, tudo isso enquanto discutiam e interpretavam, isto é, investigavam.

Hillel (2000) destaca que uma das dificuldades evidenciadas pelos estudantes na
disciplina de Algebra Linear é justamente conseguir relacionar as diferentes linguagens,
destacando as linguagens abstrata, geométrica e algébrica. Assim, compreendemos que 0
GeoGebra propicia um ambiente em que o0s estudantes se deparam com essa necessidade de
relacionar a linguagem algébrica com a geométrica na execucgdo das atividades, através das
diferentes janelas do software. Nomura e Bianchini (2014, p. 184) asseveram que ““concluimos
ndo ser comum nem tampouco habitual que os alunos representem o0s autovetores
geometricamente”. Nesse sentido, entendemos que essa seja uma caracteristica positiva da
investigacdo dos autovalores e autovetores com TDICs, uma vez que, lidando com diferentes
representacdes de um objeto, surge a necessidade de estabelecer relacdes entre as diferentes
linguagens e conceitos, movimento esse que nao é automatico (Stewart; Thomas, 2006).

Estar nesse ambiente também gerou uma mudanga no modo de lidar com determinados
valores, fazendo com que, em certos casos, recorressem ao zoom para ampliar e analisar os
valores e a posicao dos pontos, como em “A3IN30. Exploracdo de diferentes pontos e seu
comportamento com a reta com auxilio do zoom” e no arredondamento de valores como algo

aceitavel, como em “A2IN187. Arredondamento de valores, compreendidos como corretos”.
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Mesmo que as atividades tivessem como foco sua realizagdo no GeoGebra, vimos que
esse movimento investigativo com TDICs fez com que os estudantes mobilizassem outras
possibilidades, acessando, por exemplo, o Symbolab, o WolframAlpha e outros sites para
consultar diferentes calculadoras de matrizes, o Google e o ChatGPT para encontrar
informacdes e esclarecer dividas, o Paint para rascunho e espago para os calculos realizados
por eles, e mobilizagdo com o celular para fotos como meio de registro, assim como para acesso
a internet e acompanhamento das orientacdes da atividade. Assim, tendo em vista a quantidade
de software e aplicativos decorrentes do avanco tecnologico, compreendemos que, em um
trabalho com TDICs que busque incentivar a investigacdo dos estudantes, ndo seria favoravel
limita-lo a um ou outro recurso especifico somente.

Diante do estudo realizado, vale destacar que, mesmo com 0s recursos e comandos
disponiveis no GeoGebra ou informacgdes online, ambos ampliando as informacdes disponiveis
para discussdo, surge a necessidade de interpretar o resultado obtido e analisar o que é
apresentado, o0 que muitas vezes nao é condizente com o esperado. Significa dizer que, ainda
que o GeoGebra calcule e execute determinada acdo, o estudante tem uma expectativa com os
resultados e acdes que ele julga aceitaveis e espera que aconteca. Assim, vemos dois momentos
importantes no processo de investigacdo com TDICs: a interpretacéo e a validacédo.

Seja apresentando um resultado apos o calculo seja modificando os objetos na Janela de
Visualizacdo apds um comando, as acdes do software solicitam reflexdo e interpretacdo do
estudante, para compreender o que foi feito e relaciond-lo o maximo possivel a nova
informacdo, com conceitos estudados, informacdes anteriores, discussdes feitas ou com a
situacdo problema estudada. Essa necessidade faz parte do caréter investigativo, a fim de
interpretar diferentes situaces ou conjunto de dados (Ponte et al., 1998).

O principal recurso do GeoGebra destacado pelos estudantes para o estudo dos
autovalores e autovetores foi a calculadora presente na Janela CAS, visto que, selecionando a
matriz, é possivel obter os valores para cada topico. Essa compreensdo é composta pelo relato
dos alunos e pela convergéncia de diferentes ideias nucleares, como a A2IN41, a A3IN75, a
A3IN79 e a A3IN85. Diante do cenario de que, em alguns cliques, o aluno obtém os valores
relacionados a matriz de uma transformacdo linear, uma vez que o GeoGebra os calcula, essa
etapa ndo diz respeito ao estudante, fazendo com que ele se depare mais rapidamente com a
necessidade de interpretar os resultados, isto €, de refletir questdes do tipo: o que estes
resultados me dizem sobre o que estou investigando? O que eles me dizem sobre a

transformacéo linear estudada, alem de dados numéricos?
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Buscamos incentivar essas reflexdes nas préprias atividades. Por exemplo, na atividade
2, para cada transformacéo, eles se deparavam com a questao “quais afirmac6es podemos fazer
sobre a transformagdo linear, os autovalores e autovetores?”. A necessidade de interpretar
decorre da postura adotada sobre a compreensao do trabalho com TDICs em sala de aula, de
modo que “(...) a tecnologia envolvida no processo cognitivo ndo estd ali para agilizar o
processo somente, mas para participar efetivamente da producdo do conhecimento” (Rosa,
2015, p. 74).

Surge, assim, um cenario em que calcular os autovalores e autovetores ndo € suficiente.
E preciso atribuir significado aos escalares e aos vetores obtidos, relacionando-os a
transformacéo linear e ao comportamento de diferentes vetores. Essas relagdes podem ser
impulsionadas ao se trabalhar com diferentes janelas do software, como a Janela CAS e de
Visualizacdo. As ideias “A2IN131. Identifica a ortogonalidade entre os autovetores” e
“A3IN45. Identificam a ortogonalidade entre os autovetores, trabalhando com a possibilidade
do GeoGebra de calcular o produto interno” sdo exemplos dessa situagdo, haja vista que,
observando os vetores na janela de visualizacao, os estudantes identificaram que sdo ortogonais,
sendo possivel verificar essa ideia de diferentes modos com o GeoGebra, como calculando o
produto interno na janela de Algebra.

Diante dessa possibilidade, os estudantes percebem esse recurso com uma certa

dualidade, conforme relatado ao término da Atividade 3:

P: A positiva € que ele calcula, e a negativa?
E4: E que dai eu ndo aprendi a calcular na mao.
E1: A negativa é que ele calcula (risos).

Compreendemos que essa situacdo descreve um cenario com diferentes visbes e
interpretacdes e cabe ao professor avaliar quais caracteristicas quer priorizar na sala de aula e
na formagéo do grupo em questdo. Entendemos que é primordial a compreensdo do processo
de célculo de qualquer objeto matematico, como os autovalores e autovetores, a fim de agregar
na percepcdo do conceito em questdo. Entretanto, acreditamos que compreender apenas isso
ndo é suficiente, é fundamental retomar a situacdo problema, relaciona-la ao que foi posto no
enunciado ou até mesmo a outros conceitos.

Ao trabalhar o conteudo de autovalores e autovetores dando uma maior énfase no
procedimento de célculo, é possivel se deparar com uma situacdo semelhante a apresentada por
Nomura e Bianchini (2014, p.184) quando, em um estudo de caso, relatam que “o aluno limitou-

se a realizacdo de procedimentos operacionais de calculo, expressando 0s passos entre 0s
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processos que, no entanto, ndo se encontravam plenamente interiorizados”, limitando-se a
técnica de resolucdo sem relacionar os conceitos. Contudo, o trabalho com TDICs pode criar
uma dependéncia dos calculos realizados pelo computador, conforme apontam Stewart e
Thomas (2006) quando relatam o caso de um estudante que solicita o software Maple para
realizar os célculos, comportamento esse também apresentado pelos estudantes ao final da
Atividade 3 em funcdo do modo como elas foram realizadas. Todavia, a nosso ver, o estudo dos
procedimentos de célculo dos autovalores e autovetores ndo era o foco principal das
investigacOes propostas, evidenciando que cabe ao professor analisar os prés e contras dessa
situacédo, sempre retomando os objetivos da formagao em questéo.

Em todas as atividades, foram priorizadas a interpretacdo e a discussao dos resultados
obtidos com o GeoGebra, por entendermos que, assim, o ambiente exige que os estudantes
facam transicdes entre formulacdo e validacdo, movimentos com 0s quais podem nao estar
acostumados (Pedersen, 2007). Ao trabalharmos estes conteudos com o computador, estamos
de acordo com as consideragdes de Yildiz-Ulus (2013), que compreende que o trabalho com
TDICs na disciplina de Algebra Linear prioriza a investigacdo de um cenario ao invés da
realizagdo do célculo manual para uma situacédo especifica.

O avanco tecnoldgico fez com que diferentes software, aplicativos e sites simplificassem
a obtencdo dos resultados, uma vez que o algoritmo é programado para calcular como sera
determinada questdo. Assim, compreendemos que o trabalho com TDICs ndo torna
desnecessario o conhecimento do procedimento de célculo, mas enfatiza a interpretacdo do
resultado com o que estd sendo discutido, de forma que seja possivel que o estudo destes
conceitos se torne mais significativo do que limitar a discussdo aos resultados numéricos apos
os célculos. Entendemos que trazer o contedo com essa perspectiva pode ser um modo de
enfatizar a importancia da compreensdo conceitual ao invés de focar exclusivamente no
processo de solucdo, embora alguns estudantes o priorizem de forma contraria, como apontam
Stewart e Thomas (2006).

Retomando as ideias nucleares A1IN50, A2IN178 e A3IN48, temos exemplos de cada
uma das atividades acerca de como se desenvolveu a interpretacdo dos estudantes no processo
investigativo. Em “A1IN50. Relaciona o autovetor com a situagdo proposta”, o aluno
compreendeu que o resultado obtido ndo é o mais adequado para a discusséo feita no tocante
ao numero de ambas as espécies da Atividade 1. Assim, assumiu um autovetor equivalente, que,

relacionado a atividade, é mais condizente com o discutido e investigado.
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Em “A2IN178. Interpretam os autovalores e autovetores — razdo de homotetia e base
candnica”, apos a indicagdo do autovalor igual a 3, o participante compreende que o autovalor
é a razdo de homotetia em questéo e faz referéncia ao modo como 0 nomearam na programacao
como variavel n, relacionada a um controle deslizante. Em “A3IN48. Interpretagdo dos
resultados dados pelo GeoGeobra, identificando o numero de ouro como um autovalor e

presente nas coordenadas do autovetor”, surge o seguinte dialogo:

P: O nimero de ouro ta presente no autovetor ou s6 no autovalor?

E1: Ah, ta nos dois, porque no autovalor ele ta Ia e no autovetor, vocé pode,
vocé pode interpretar também que ele ta s6 dividido, o numerador ta na, na
abscissa e 0 outro na ordenada.

Questionado pelo pesquisador, o aluno identifica que o nimero de ouro é um dos
autovalores e pode se fazer presente nos autovetores, interpretando o vetor calculado pelo
GeoGebra, ndo se contentando apenas com o resultado indicado. Compreendemos que estes sao
alguns exemplos de como pode ocorrer 0 processo interpretativo dos resultados relacionados
com autovalores e autovetores, destacando, entretanto, que esse movimento ndo é imediato. As
ideias nucleares A2IN123, A2IN125, A2IN195, todas nomeadas “Dificuldade na interpretacéo
dos autovalores e autovetores”, tratam de momentos em que 0s estudantes apresentam
dificuldades, solicitando auxilio do pesquisador, cuja intervencdo seré discutida na categoria
seguinte.

Na propria abreviagdo adotada para este trabalho, TDICs, nos damos conta de que séo
ampliadas as informagfes a nossa disposi¢do, sejam elas relevantes ou ndo para resolver
determinadas questdes. Essas informacfes ndo necessariamente devem ser ineditas, como em
ALIN45, em que os estudantes buscam relembrar o conceito de autovalor acessando o Google,
e em A2IN30, em que retomam o conceito de transformacdes lineares.

Seja em uma pesquisa na internet seja nos resultados apresentados pelo software,
contextualizando-os com o problema, é necessario refletir e validar a informacéo encontrada, e
este momento nem sempre € imediato.

Mesmo com a facilidade de acesso ou a rapidez da exibi¢do dos resultados, os estudantes
mostram uma expectativa, uma desconfian¢a, ndo aceitando prontamente todo e qualquer
resultado. Esse comportamento pode ser exemplificado na fala de uma participante durante a
resolucdo da Atividade 3, apds o resultado apresentado pelo GeoGebra: “E4: Parabéns, como
que vocé sabe que isso aqui ta certo?” Ele também é verificado nos seguintes casos: em

“A3IN11. Informacéo da inteligéncia artificial dubia”, identificado pela fala “El: Nossa, ele
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falou um negdcio que eu ndo sei se ¢ uma verdade ou uma inverdade” e em “A2IN152.

Resultados obtidos ndo condizentes com os esperados”:

E4: Esse ndo tinha dado certo... ah la, que maluco.
P: Ué, por que maluco? Ele rodou o tanto que vocé queria.
E4: Ah, é verdade, porque esse tA mais pra cd, por isso ele vem parar aqui.

Compreendemos que este movimento estd relacionado a exploracdo, ao acesso a
informacdo e a criacdo de diferentes conjecturas e hipdteses dos estudantes. Naquele momento,
focamos na confiabilidade diante de diversas ideias, conceitos e informagdes. Isso porque, no
processo investigativo com tecnologias, ndo basta ter o resultado em méaos, deve-se interpretar
e validar se ele é Gtil para o que esté sendo discutido, sem ficar maravilhado com a velocidade
com que foi obtido e com a quantidade de informacdes disponiveis, fazendo com que se perca
o foco da questdo principal.

A necessidade da validacdo é impulsionada pelo carater dindmico com que se da o

processo investigativo com TDICs, uma vez que, em muitos casos:

[...] os atos iniciais deles [alunos] diante de uma atividade consistem de
imediato em realizar movimentos com o mouse e atentar para as implicacdes
dos mesmos na interface do software. Percebemos que sdo poucos os alunos
que inicialmente pensam em um movimento antes de realiza-lo. Entendemos
que o pensar se realiza junto ao movimento, um anima o outro. No entanto,
pode haver intervalos entre movimento realizado e pensamento sobre o
movimento realizado. O movimento realizado, por ser também movimento
visualizado, abre sempre uma gama de possibilidades de movimento e de
pensamento de movimento. Nessa perspectiva, pensar 0 movimento ja é estar
realizando-o, ja é estar imerso nele. No pensamento posso realizar um
movimento e vivenciar toda sua duragdo, antes mesmo de efetiva-lo
sinestésico-tatil-visualmente. (Pinheiro; Detoni, 2018, p. 62-63)

Ponte, Brocardo e Oliveira (2019) apresentam como ultimo momento da investigacéo a
argumentacdo, a demonstracdo e a avaliacdo do trabalho realizado. Ponte et al. (1998)
evidenciam a necessidade de os estudantes justificarem e provarem suas afirmagdes, bem como
Wichnoski e Kluber (2024) expdem a compreensdo de que pode haver uma explicacao intuitiva
que reforca a veracidade das conjecturas, mas ndo as validam. Assim, estes autores apontam a
demonstragdo formal como parte do Gltimo momento de investigacéao.

Durante o desenvolvimento das atividades, em nenhum momento foi solicitada a
demonstracédo de determinada afirmagéo. Assim, diante da perspectiva de Wichnoski e Kluber
(2024), o que ocorreu foi que os estudantes investigavam a veracidade de algo e tomavam-no

como valido até que se mostrasse o contrario. Ndo buscamos, dessa forma, cultivar um ambiente
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em que houvesse a marginalizacdo da demonstragdo (Pinheiro; Detoni, 2018), apenas
priorizamos a investigacao e a criacdo de hipdteses a partir da percepcéo e, ao final, a maior
parte dos resultados foi dialogado com o pesquisador, que confirmava ou apresentava um
contraexemplo.

O processo de validagdo de ideias ocorre também nas hipoteses criadas pelos estudantes,
posto que, em alguns casos, a validacdo individual néo é suficiente, é preciso que o colega de
turma se convenca de tal resultado e também o valide. Deste modo, assim como para a criagdo
de hipdteses, compreendemos que o trabalho investigativo com TDICs impulsiona 0 momento
de validagdo, mobilizando outros recursos para investigar e assegurar a ideia proposta.

Esse movimento pode ser exemplificado pelos didlogos referentes as ideias “A3IN47.
Recursos do GeoGebra auxiliando na elaboracéo e exploracéo (validacao) da hipotese de que a
reta ¢ uma boa aproximagdo dos pontos estudados”, “A3IN55. Exploracdo e validacdo de
hipoteses” e “A1IN32. Exploragdo do botdo para validar ou justificar as hipdteses levantadas”,

como na discussado abaixo:

E4: Calma, calma, presta atencdono V 6,4 e 4,8¢e8...
E5: E porque ele vai ficar igual.

E3: Néo, mas, clica mais um, ele vai mudar quer ver?
(clicam no boté&o 1)

E3: Nao...

E4: Aperta de novo. Sempre vai dobrar.

E3: E, sempre vai se manter igual.

Além de buscarem solucionar as perguntas na atividade, o perfil investigativo de como
os alunos estudaram os conceitos de autovalores e autovetores fez com que levantassem novas
questdes a serem resolvidas. Esse movimento faz parte da investigacdo, conforme apontam
Ponte et al. (1998, p. 120):

O ponto de partida podera ser, em muitos casos, uma ou outra questdo mais
estruturada. Mas, de um modo geral, as tarefas a propor devem permitir ao
aluno uma ampla margem de escolhas pessoais, tanto em relagdo as questdes
a estudar como no que se refere as estratégias a seguir.

Assim, as escolhas quanto as estratégias e modos de lidar com os resultados criam um
ambiente em que “podem surgir também novas questdes a investigar” (Ponte et al., 1998, p.
16). As ideias nucleares “A3IN65. Levantamento de uma nova questdo a ser investigada” e
“A3IN62. Elaborac¢do de uma nova questdo a ser investigada” sao exemplos desse movimento,

uma vez que trabalhar com o computador permitiu o contato com diferentes informacdes e
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recursos, fazendo com que se propiciasse a criacao e a exploragdo de novas questdes, como em
“A3IN63. Recursos do GeoGebra auxiliando na exploracdo de novas investigacdes”. Com
novas possibilidades e novas questdes, sem perder de vista a discussdo principal proposta nas
atividades, hd um incentivo para a exploracdo. Isso porque “destaca-se que o trabalho
investigativo se relaciona diretamente com a experimentagdo, de tal maneira que as ideias
matematicas emergentes sdo frutos das tentativas de compreensdo experimentadas pelos
alunos” (Wichnoski; Kliiber, 2024, p. 8).

Conforme exposto em secOes anteriores, compreendemos que ha uma forte relacéo entre
os conteudos de Algebra Linear, fazendo com que estudar um solicite um entendimento
razoavel de conceitos anteriores. Essa caracteristica, junto com o perfil investigativo no estudo
de autovalores e autovetores, fez com que os alunos articulassem diferentes conceitos
matematicos, e ndo so aqueles relacionados a disciplina em questéo. Tratando especificamente
dos contetidos da disciplina de Algebra Linear, a investigacio do topico principal desta pesquisa
fez com que os discentes retomassem diferentes propriedades de vetores e matrizes, produto
escalar, dimensdo de espaco vetorial, transformacdo linear, matriz de uma transformacéo,
diferentes exemplos de transformacbes, a definicdo e alguns resultados imediatos de
autovalores e autovetores, como a relacdo entre ambos, propriedades e teoremas, a exemplo da
ortogonalidade entre autovetores e diagonalizagéo.

Compreendemos que esse processo investigativo é potencializado quando néo ocorre de
forma solitaria, mas com o outro, isto €, com colegas de turma e diferentes TDICs. O convivio
com os companheiros de turma durante a investigacao prioriza o didlogo, o auxilio matuo para
0 desenvolvimento da atividade, a presenca de acordos e desacordos, 0 que torna necessario
aprofundar a discussdo a fim de convencer o outro ou se deparar com um equivoco. Essa
interacdo € apontada como algo importante e benéfico no processo de investigacdo, conforme
relatam Ponte et al. (1998). Wichnoski e Kliber (2024, p. 10) afirmam gue “ao que concerne a
parte da finalizag&o, os dados revelam que ela acontece com a discussao e a reflexdo conjunta
do trabalho realizado”, semelhante as discussdes finais realizadas com os estudantes.

Para as investigacdes coletivas, com seus pares e com TDICs, tem-se um cenario em que:

a investigacdo da abertura ao didlogo, visto que nela é sempre preciso atentar
a outros pensamentos e percepgdes. Quando essa investigacdo é promovida
em ambientes de GD [Geometria Dindmica], o didlogo também se expde e é
a interface do software que “entrega” sucessivos convites para que ele se
mantenha. (...) Quando um grupo de alunos se volta a esses icones para
trabalhar um mesmo objetivo mediante uma tarefa, as possibilidades de
escolher e clicar passam a ser discutidas. Se o trabalho é realizado em um
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mesmo computador, o controle do mouse e do teclado pode ser negociado. O
percebido por um aluno quando realiza um movimento, uma vez
compartilnado, passa a ser uma possibilidade de percep¢do de todos.
(Pinheiro; Detoni, 2018, p. 61)

Compreender-se com as tecnologias também fez parte desse processo investigativo, haja
vista que, em muitos casos, houve uma antropomorfizacdo da tecnologia, como em A2IN86,
A2IN154, A2IN156 e A3IN34. A partir da perspectiva adotada neste trabalho, a de que ndo
usamos a tecnologia, mas estamos com ela, historicamente e temporalmente situados, a partir

da fenomenologia husserliana, entendemos que:

[...] nossa vivéncia com o mundo vida e com o que nele nos é disponivel se da
em uma dialética na qual as coisas se doam a nossa percepgdo, e nds nos
doamos no ato da percepcdo. Nessa dialética, as possibilidades, tais quais as
gue se mostram nos atos de perceber, de compreender, de imaginar, de mover,
de arrastar sdo aberturas dadas ao sujeito que realiza esses atos. Se é possivel,
é possivel a alguém. Assim, entende-se que as possibilidades de movimento
estdo dadas no mundo vida em que também estdo os software de GD
[Geometria Dinamica] e a tecnologia. Entretanto, a atualizacdo da
possibilidade de movimento é do sujeito-movente que se volta a interface e
pde-se em acdo, investigando, provocando movimento, provocando mudanca
e percebendo mudanca. (Pinheiro; Detoni, 2018, p. 64)

Destacamos que, para a investigacdo com TDICs, é importante o cuidado com a escolha
do local e 0 zelo com o ambiente, de modo a priorizar a qualidade do hardware e do software,
para que apresente um bom funcionamento e preferencialmente seja a versdo mais atualizada
possivel, contando com acesso a internet. Com base na nossa experiéncia com os estudantes,
essas caracteristicas impactam diretamente o andamento da investigacdo, as possibilidades de
exploragdes, 0s recursos disponiveis e até mesmo a motivagao.

Retomando a interrogagdo deste trabalho, “o que se revela em um estudo sobre
autovalores e autovetores com TDICs, junto a alunos de um curso de graduacao em Licenciatura
em Matematica?”, compreendemos que a presente categoria nos revela a possibilidade de um
comportamento investigativo, de modo que seja necessario relacionar diferentes linguagens da
disciplina ao trabalhar com as diferentes janelas do software. Destacamos também a
necessidade de interpretar e atribir significado aos valores apresentados pelo GeoGebra,
relacionando-os com a transformacdo linear e com a situacdo problema, como também a
necessidade da validagdo de conjecturas e das informagdes apresentadas.

Exposta a nossa compreensdo acerca dos motivos que caracterizaram 0O Processo

investigativo ocorrido no estudo de autovalores e autovetores com TDICs, entre aproximacoes
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e divergéncias com o que é discutido até o momento na Educacdo Matematica, compartilhamos
também da afirmacdo de que a investigacdo € um modo de fazer Matematica, de ensinar
Matematica (Wichnoski; Kliber, 2024) e, como destacamos também no trabalho realizado, um

modo de aprender Matematica.

6.2 Uma formacao que vai alem do estudo do conceito: aspectos do passado, presente e

futuro

Essa categoria é composta pelas ideias nucleares que tratam de discussfes coletivas em
que houve intervencdes do pesquisador, momentos esses em que concluiam as atividades,
sanavam davidas e apresentavam resultados sobre autovalores e autovetores. Nessas
oportunidades, houve também casos em que 0s estudantes relacionaram a atividade a
conhecimentos prévios, como conceitos de disciplinas anteriores, relataram momentos da sua
formacéo, evidenciando igualmente a necessidade de uma familiarizagdo com 0s novos recursos
apresentados do GeoGebra, familiarizacdo essa que comecou a se identificar na Ultima
atividade. Por fim, houve momentos em que compreendemos que participar dessas préaticas foi
uma experiéncia formativa para os estudantes, que corroboraram para aumentar um repertério
de possibilidades relacionadas a docéncia e modificar a propria acao ja existente. Entendemos
gue tais momentos revelam caracteristicas da formacéo presente, com aspectos do passado e
novas possibilidades para o futuro.

Vale ressaltar que essa categoria ndo despreza as discussGes sobre autovalores e
autovetores, mas busca destacar que o processo formativo pode extrapolar o contetdo estudado,
constituindo a formacéo docente. Exporemos na sequéncia nossas compreensdes acerca das
caracteristicas da formacdo dos participantes, contemplando momentos anteriores aos
encontros, referidos como passado, momentos durante a resolucdo das atividades, entendidos
como presente, e momentos de perspectiva futura, realizando ponderagdes em relacdo a analise
dos dados e a teoria.

Conforme exposto na categoria anterior, o desenvolvimento das atividades apresentou
diversas caracteristicas do que entendemos como um processo investigativo. Notamos que essas
caracteristicas se devem também tanto ao modo pelo qual as atividades foram planejadas,
quanto a proposta de discutir estes conteddos com as TDICs. Além disso, para garantir o bom
andamento das praticas e das discussdes sobre os autovalores e autovetores, também foi
necessaria uma postura intervencionista do pesquisador, com cautela quanto ao nivel de

intervencao, em diferentes momentos.
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A postura adotada foi semelhante aquela indicada por Ponte, Brocardo e Oliveira (2019,

p. 45-46), segundo 0s quais:

no acompanhamento que o professor faz do trabalho dos alunos, ele deve
procurar atingir um equilibrio entre dois p6los. Por um lado, dar-lhes a
autonomia que é necessdria para ndo comprometer a sua autoria da
investigacao e, por outro lado, garantir que o trabalho dos alunos va fluindo e
seja significativo do ponto de vista da disciplina de Matematica. Com esse
duplo objetivo em vista, o0 professor deve procurar interagir com os alunos
tendo em conta as necessidades particulares de cada um e sem perder de vista
0s aspectos mais gerais de gestdo da situacdo didatica. Desse modo, o
professor é chamado a desempenhar um conjunto de papéis bem diversos no
decorrer de uma investigacdo: desafiar os alunos, avaliar o seu progresso,
raciocinar matematicamente e apoiar o trabalho deles.

Além dessas caracteristicas, prevé-se, no processo de investigacao, que o professor deve
apresentar um dominio do contetdo estudado (Ponte et al., 1998). Desta forma, durante o
desenvolvimento das atividades, as conclusdes sobre as conjecturas criadas pelos estudantes
eram sempre dialogadas com o pesquisador e 0s participantes reconheciam que esse dialogo era
suficiente para validar as ideias, uma vez que tal dominio teérico do pesquisador se fazia
presente nas discussdes. Também vale destacar que alguns teoremas e justificativas foram
apresentadas pelo pesquisador a partir dos cenarios que 0s estudantes se depararam no processo
investigativo. Compreendemos que estes sdo possiveis modos de apresentar alguns
resultados sobre autovalores e autovetores, pois, mediante uma situagdo com a qual os
estudantes se deparavam, era-lhes mostrado um resultado que tratava daquele cenério.

Acreditamos que essa postura pode ser um formato para se apresentar alguns resultados
dos autovalores e autovetores no estudo com TDICs, visto que, quando os estudantes se
deparavam com a mesma situagcdo em outra investigacdo, em certos momentos, alguns deles
identificavam que se tratava de algo que j& havia sido discutido anteriormente. Esse
comportamento pode ser exemplificado com momentos da Atividade 2, quando ocorre a
repeticdo do modo de interpretar os autovetores indicados pelo GeoGebra, assim como em
“A3INS50. Identificagdo, a partir da intervengdo do pesquisador, do teorema relacionado a
ortogonalidade dos autovetores”, momentos esses em que recordaram um resultado debatido
pelo pesquisador na atividade anterior.

Assim, ressaltamos que o dialogo com o professor durante o processo investigativo €
essencial. 1sso porque, além de apresentar resultados, como relatado anteriormente, houve
momentos em que foi necessario corrigir ideias equivocadas que os participantes haviam

tomado como certas. Essa situacdo pode ser exemplificada em “A2IN121. Dialogo com
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pesquisador corrigindo as consideracdes dos estudantes feitas previamente”, quando
compararam com seus resultados com outros da etapa anterior da Atividade 2, tirando
conclusdes incorretas sobre a interpretacdo dos autovetores em uma nova situacdo. Conforme
dito, esses momentos exigem, por parte do professor, um acompanhamento das discussdes
realizadas. A postura adotada foi a de acompanha-los periodicamente, pedindo para que
mostrassem os principais resultados e percepcoes.

Além dessas particularidades concernentes a postura do professor no processo
investigativo, tambeém é necessario levar em consideracdo que esse movimento ocorreu junto
com TDICs. Assim, a conduta adotada foi a de auxiliar nas interpretacGes dos autovalores e
autovetores, pois é necessario ter em conta que, “ao executar as ag¢oes da tarefa, a presenca do
professor € importante para auxiliar os alunos, explicando o que a calculadora faz e o que ela
significa matematicamente” (Yildiz-Ulus, 2013, p. 122, traduc&o nossa)?.

Seguindo a fenomenologia husserliana, entendemos que “nosso corpo-vivente carrega
consigo as lembrancas de vivéncias prévias, que, juntamente com as atuais, tracam caminhos
para a acdo. No ato, essas experiéncias se entrelacam perfazendo uma ‘experiéncia integral’”
(Pinheiro; Detoni, 2018, p. 68). Nesse sentido, vale relembrar que todos os participantes ja
haviam cursado a disciplina de Algebra Linear, o que justifica a nossa escolha por focar na
interpretacéo e nas discussOes de resultados de autovalores e autovetores com TDICs, partindo
do principio de que estes contetidos ndo eram desconhecidos pelos estudantes. Entretanto, a luz
da interrogacdo desta pesquisa, essa Opcdo e a convivéncia com 0s sujeitos nos revelaram
consideracoes e relatos sobre as experiéncias na disciplina. Assim, vemos a necessidade de nos
debrugarmos sobre os relatos para analisarmos e refletirmos 0 modo como esses conteldos
podem estar sendo trabalhados.

A partir do principio destacado, seria compreensivel que os estudantes solicitassem a
retomada de algumas questdes sobre os autovalores e autovetores, pois estes conteudos sdo mais
um dentre varios outros obrigatdrios para um curso de Licenciatura em Matematica. E
importante consider também que, no mesmo periodo das atividades, eles estavam sendo
apresentados a novos conteddos, o que demandava mais atengdo e estaria mais recente nas
lembrancas de assuntos discutidos.

A primeira atividade foi a Unica em que ndo havia uma mencéo clara de que o contetdo
a ser discutido seriam os autovalores e autovetores. Desse modo, fizemos referéncia a esses

topicos, mas sem nomea-los propriamente, buscando perceber se os estudantes fariam essa

% While performing the actions of the task, the presence of the teacher is important in assisting the students,
explaining what the calculator does, and what it means mathematically.
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relacdo enquanto estivessem discutindo a resolugdo, o que ndo ocorreu. Tal fato pode ser
verificado na analise, uma vez que, a partir do didlogo com o pesquisador, surgiram diversas
tentativas de identificar o conceito, como em “A1IN37. Percebem que as discussoes tratam de
algum conceito de Matematica, mas ndo conseguem especificar qual exatamente”, “A1IN38.
Palpites na tentativa de identificar o conceito”, “A1IN42. Palpites na tentativa de identificar o
conteudo” e “A1IN43. Palpites sobre diferentes temas tratados em Algebra Linear”. Dentre
essas tentativas, foram mencionados conteddos como produto vetorial, produto escalar,
determinante de matriz e matriz inversa. Em seguida, ocorreu o seguinte didlogo, referente a
“A1IN40. Nao lembram do conteido de Autovalores e Autovetores a partir da expressao

escrita”:

P: Ta, entdo, aquilo ali (escrito na lousa a afirmagdo que fizemos “multiplicar
a matriz pelo par/vetor obtendo o dobro dele” Av = 2v), ndo lembra nada?
E4: Desculpa, néo.

E3: Nao, néo, ndo, nédo, néo.

Todo esse momento revela que os estudantes ndo identificaram os conteldos porque ndo
se recordam deles, mesmo diante da expressdo escrita na lousa. Assim, surgem outros
questionamentos, como: por que os alunos lembram de outros conteidos e ndo o de autovalores
e autovetores? Nao houve uma aprendizagem significativa destes conceitos por parte de alunos
que foram aprovados na disciplina?

A seguinte fala: “E4: Eu sou péssima nessa parte de autovalor, eu ja tinha tirado nota e
eu nem estudei para a prova da Iolanda” da origem a “A2IN56. Falta de dominio do contetido
de autovalores” e “A2INS57. Relato de menor dedicagdo na disciplina no periodo do contetdo
de autovalores e autovetores”, a qual, em conjunto com as ideias nucleares apresentadas
anteriormente, revela, a partir da interrogacdo de pesquisa, possiveis modos como estes
conceitos estdo sendo tratados nas aulas. Como estes temas sdo os Ultimos previstos em ementas
de um primeiro curso de Algebra Linear, o relato da participante pode ser também o de outros
discentes. Diante da ndo identificacdo dos contelidos na primeira atividade, os estudantes
acessaram a internet para relembrar a definicdo, os conceitos de vetores e matrizes, bem como
discutiram alguns significados, relacionando-os com a situagdo proposta.

Conforme exposto na categoria anterior, o trabalho com TDICs fez com que os estudantes
se deparassem com a necessidade de interpretar os resultados apresentados pela calculadora do
GeoGebra, demonstrando em alguns momentos dificuldades em realizar essa interpretacdo. A

partir dessas situacgdes, refletimos sobre o que esse comportamento nos revela.
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Nossas compreensdes nos fazem ponderar sobre a formagéo dos participantes e 0 modo
como estes contetdos foram trabalhados na disciplina, questionando-nos sobre qual foco é dado
a estes contelidos na sua exposicdo em uma disciplina de Algebra Linear: um foco
procedimental, com énfase nos célculos e resultados numéricos para diferentes transformacoes,
ou um foco interpretativo, que busca um significado para 0s ndmeros apresentados,
relacionando-os com a transformacéo linear estudada? Se o foco for a primeira possibilidade,
no caso dos participantes desta pesquisa, mostra-se que esta sendo ineficaz, uma vez que a
maioria deles declararou nédo se lembrar dos procedimentos de calculo, como em “A2IN60. Nao
recorda de como se calcula o autovalor” e “A2IN107. Conhecimento parcial sobre os
procedimentos do calculo dos autovalores™.

O estudo destes conceitos com TDICs pode ser uma possibilidade para uma mudanca de
foco, desde que se tenha em mente que “o uso de TD (software, recurso, ambiente...) sé se
consolida se esse uso considerar a midia como parte do processo cognitivo, como meio que abre
diferentes fronteiras, diferentes horizontes de se pensar sobre 0 mesmo topico matematico”
(Rosa, 2015, p. 75).

Assim, essas questdes nos levam a refletir sobre como estes contetdos estdo sendo
apresentados, compreendendo que, aparentemente, ndo estdo dando énfase nos objetivos e nas
relacGes para a formacéo de futuros professores de Matemaética. Além disso, o baixo nimero de
pesquisas, principalmente no ambito nacional, que tratam sobre autovalores e autovetores nos
faz indagar como estes contetdos sdo vistos pela comunidade académica, impactando, assim,
nos modos como os formadores de professores lidam com estes conceitos. Entendemos que
essas questdes sdo um alerta sobre o caminho que estamos trilhando na abordagem destes temas
na formacao de futuros professores.

Conforme exposto na categoria anterior, a discussdo sobre autovalores e autovetores
exige uma compreensdo de outros conceitos da disciplina. A maneira como organizamos as
atividades, tendo em mente o trabalho com TDICs, permitiu também uma abertura para
relaciona-los a temas de outras disciplinas, alguns previstos e outros articulados pelos
estudantes. Foram discutidas questdes relacionadas a diferentes funcdes, Equacbes de
Diferenca, EquacOes Diferenciais, Geometria Analitica, Geometria e Fun¢des de Variavel
Complexa.

Compreendemos que o trabalho com tecnologias incentiva essas conexfes com outros
saberes, pois o recurso de diferentes janelas do GeoGebra faz com que, em um mesmo software,
seja possivel discutir questdes relacionadas a Geometria, como a construcdo de triangulos e

diferentes transformacdes no plano, bem como lidar com nimeros complexos nessa mesma
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situacdo, apos o estudo da transformacdo linear. Em outros casos, na analise de comportamento
dos pontos, os discentes relacionavam-nos a funcgdes a que estavam habituados, como parabolas
e exponenciais.

Além disso, esses momentos fizeram com que 0s estudantes apresentassem um dominio
sobre os conteudos discutidos, como em “A1IN58. Dominio dos conteudos das disciplinas
destacadas” e “A2IN19. Relaciona com conceitos da disciplina de Geometria
Analitica”. Entendemos que esses comportamentos também dizem respeito a suas experiéncias
passadas, existindo, entretanto, momentos em que as relacdes com diferentes conceitos também
evidenciam caracteristicas do presente e indicativos de possiveis a¢des futuras na formacéo, as
quais serdo abordadas mais adiante.

Mesmo nos referindo aos momentos da realizacdo das atividades como momento
presente, temos ciéncia de que, durante a escrita deste trabalho e apds sua publicacéo, ele ja
constitui o passado. Contudo, para buscar manter uma ldgica cronoldgica com os dados da
pesquisa, compreendemos que as caracteristicas do passado dizem respeito as experiéncias dos
participantes anteriores as praticas desenvolvidas no estudo. Além disso, durante sua
participacdo, projetavam perspectivas futuras, fazendo, entdo, com que os encontros ficassem
entre esses dois periodos.

A realizagdo da investigagdo com estudantes da Licenciatura foi compreendida nédo sé
como um momento de producdo de dados, mas também como um momento formativo para
eles. Essa ideia foi ratificada pelos proprios participantes, como é possivel observar em
“A3IN66. Experiéncia significativa para formagdo”. A este respeito, exporemos, a seguir,
nossas compreensdes sobre as tematicas formativas identificadas.

A primeira delas diz respeito justamente as discussdes sobre autovalores e autovetores,
tendo em vista que foi possivel retomar estes contetidos e debater sobre eles. Acreditamos que
as discussdes podem ter agregado na compreensdo dos estudantes, posto que algumas ideias
nucleares durante e ao final das atividades indicam essa caracteristica, como “A2IN59.
Compreende a relagcdo entre autovetor com autovalor”, “A2IN90. Compreendem o autovalor
como escalar, ja discutido na transformagdo”, “A2IN182. Compreendem 0S vetores como
autovetores”, “A3IN67. Novas interpretagdes sobre conceitos de Algebra Linear” e “A3IN70.
Aprendizado dos conceitos de autovalores e autovetores”.

Ao final das atividades, os estudantes destacaram que o estudo destes tdpicos com TDICs
beneficia a visualizacdo de diversos objetos, como pontos, vetores, reta, ressaltando
especialmente a importancia da disposicdo de informacdes relevantes na tela, do estudo de

diferentes exemplos e do contato com aplicagdes, conforme € possivel verificar em “A3IN73.
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Trabalho com computador permite visualizacdo dos casos estudados e de aplicagdes”,
“A3INS88. Visualizagao de diferentes objetos de estudo como facilitador no estudo”, entre outras
ideias nucleares. Reafirmamos que essas caracteristicas tém ligacdo direta com o modo como
as atividades foram planejadas para essa pesquisa.

Conforme exposto no capitulo 2, podemos compreender alguns objetivos e justificativas
para o estudo de autovalores e autovetores nos cursos de Licenciatura em Matematica, dado

que:

a teoria de autovalores, autovetores e diagonalizacdo de operadores é um
topico que introduz o futuro professor as aplicagdes relevantes do mundo
atual, com exemplos que podem ser compreendidos em nivel de Ensino
Médio. Por exemplo, a visualizagdo de eixos ou de planos invariantes no plano
ou espaco por transformacdes, como reflexdo ou rotacdo, pode levar o
licenciado a compreender o significado dos autovalores e autovetores de
maneira concreta. O tépico pode ser incluido num curriculo da licenciatura
por meio de uma abordagem que permita, além de aplicagbes basicas na
prépria Matematica, como nas formas canénicas de conicas, o trabalho com
exemplos simples de aplicagdo em problemas contextualizados como, por
exemplo, no tratamento de dados e informacdo como pesquisa na web, na
economia ou nos problemas de engenharia; ou ainda, pode ser motivador para
um professor de Ensino Médio saber que a transmissao de sinais por satélite
usa o conceito de autovalores. (Sbem, 2013, p. 30)

Deste modo, destaca-se a possibilidade de apresentar aplicacdes, a relevancia da
visualizacdo para a compreensao dos significados destes contedos e o incentivo ao estudo de
problemas contextualizados, em especial, em casos que podem ser discutidos na Educacéao
Basica. Em ambas as recomendacdes feitas pelo LACSG (Carlson et al., 1993; Stewart et al.,
2022), € ressaltada a importancia dos autovalores e autovetores em diversas aplicacdes e
também sugerida a introducdo destes conceitos com exemplos geométricos, estabelecendo
aproximacdes com as consideracdes anteriores.

No caso de situacdes que podem ser discutidas na Educacdo Basica, buscamos fazer
perguntas durante a atividade que levassem os estudantes a estabelecerem relagbes com os
conteudos desse periodo escolar. Em nossa analise, compreendemos que o estabelecimento
dessas relagdes ndo se deu em todos os casos, como em “A2IN32. Entendem que ha abordagens
diferentes para transformacdes lineares, relacionadas ao nivel de escolaridade”, em que os
estudantes teorizaram haver duas abordagens sobre transformacdes lineares conforme o nivel
escolar. Houve momentos em que foi percebida a relagdo, como em “A3IN3. Relagdo dos

conceitos estudados na atividade com a Educagdo Basica”, entretanto, as perguntas propostas
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nas atividades fizeram com que os estudantes refletissem mais sobre a pratica docente do que
sobre os contetdos em si.

Mesmo identificando-o como um processo formativo e enaltecendo seus pontos positivos,
0 estudo destes contetidos no formato adotado também apresentou alguns impasses. Pinheiro e
Detoni (2018) destacam que a pouca familiarizagdo com o software pode dificultar o trabalho
investigativo com tecnologias. Esse foi o principal empecilho no estudo com TDICs. Todavia,
apesar ser uma dificuldade, foi possivel observar a criacdo dessa familiaridade com os recursos
enquanto se desenvolvia as atividades, fazendo com que compreendéssemos essa situacéo,
entdo, como um momento formativo com o GeoGebra.

Conforme relatado, nos primeiros encontros, os estudantes foram introduzidos aos
comandos de programacao referentes a tartaruga e a outros recursos do GeoGebra que poderiam
auxiliar-lhes na resolucéo das atividades, como a janela CAS, a janela de planilha, a criagéo de
listas e sequéncias. Como todos esses recursos eram desconhecidos por eles, é natural
compreendermos ter havido uma dificuldade ndo sé com o conceito em questdo e com o0 modo
de lidar com ele (priorizando a interpretacdo), mas também com o como comecar a desenvolver
mais essa etapa através dos recursos do software.

Esses momentos de dificuldade e de falta de familiaridade com o software foram
representados em diferentes ideias nucleares, como “A2IN12. Apontam que programar pode
ser trabalhoso e exige uma familiaridade”, “A2IN129. Nao exploracao dos recursos disponiveis
no software”, “A2IN78. Necessidade da familiaridade com a plataforma e tecnologia”,
“A2IN175. Necessidade da familiaridade com o software”, “A2IN160. Necessidade de
familiaridade com os recursos do software”, “A3IN41. Ndo familiarizagdo com os comandos €
possibilidades do GeoGebra™.

Essas dificuldades foram superadas por dois principais movimentos: no primeiro, 0s
estudantes exploravam diferentes modos de se deparar com a acdo desejada por eles, em um
movimento de tentativa e erro; no segundo, havia a intervencdo do pesquisador para orienta-
los. Para otimizar o tempo e garantir um bom andamento das atividades, até mesmo para nao
gerar demasiadas frustragcOes ou cansagos nos estudantes, entendemos que a intervencdo do
professor € a melhor opc¢do, tendo ocorrido em momentos como “A2IN79. Ajuda do
pesquisador quando existe davida em relagdo a tecnologia”, “A2IN83. Ajuda do pesquisador
quando existe duvida em relagdo a tecnologia” e “A2IN174. Pesquisador auxiliando o trabalho
com tecnologias”. Destacamos que o carater investigativo pode incentivar o primeiro modo
descrito, havendo casos em que haja até mesmo um feedback e corre¢Ges, com orientagdes sobre

0 proprio software no tocante a alguns erros de escrita dos comandos, por exemplo.
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Essas dificuldades se fazem presentes principalmente nos momentos de resolugdo da
segunda atividade, a qual levou mais tempo que as demais, com trés encontros. Entretanto, é
possivel também identificar nela o inicio da familiarizagdo mais desenvolvida, como em
“A2IN84. Familiaridade com as possibilidades do software”, familiarizacdo essa que se
aprofundou, fazendo com que a Ultima atividade fosse 0 momento em que 0s estudantes mais
demonstraram esse desenvolvimento, seja com os recursos do GeoGebra, seja com 0s modos
de expressar e organizar as informagoes, etc., exemplificados em “A3IN4. Familiaridade com
softwares e possibilidades com o computador”, “A3IN15. Familiaridade com o software no
desenvolvimento das atividades envolvendo o conceito de autovalores e autovetores”,
“A3IN16. Familiaridade com o software no desenvolvimento das atividades envolvendo o
conceito de autovalores e autovetores”, “A3IN19. Experiéncia em atividades anteriores
auxiliando no desenvolvimento da nova atividade proposta”, “A3IN25. A importancia do
dominio dos modos de se utilizar os comandos do software”, “A3IN26. A importancia da
familiarizacdo com o software para o desenvolvimento da atividade proposta”, “A3IN38.
Destaque sobre a importancia da escrita correta do comando no software” e “A3IN72.
Desenvolvimento de uma familiaridade com o GeoGebra”.

Assim, constatamos que estes momentos agregam na formacdo docente, uma vez que 0s
estudantes compreendem modos de aprender e de ensinar Matematica com TDICs, assim como
sdo apresentados a novas possibilidades de um software ja conhecido por eles, abrindo as portas
para novas possibilidades e recursos, como o GeoGebra LOGO, essencial para o
desenvolvimento das atividades propostas.

N&o consideramos que uma Unica disciplina na graduacao voltada especificamente para
conhecer e trabalhar com 0 GeoGebra seja, necessariamente, a solucdo. Entretanto, entendemos
que uma formagdo com TDICs sugere que os professores envolvidos nos cursos de formagao
inicial tragam possibilidades (software, sites, entre outros) e recursos mais condizentes com a
sua disciplina, como a janela CAS e a calculadora de autovalores e autovetores, a qual pode ser
introduzida na disciplina de Algebra Linear, de modo que os estudantes possam aprender nio
s0 0 conteudo, mas também novas possibilidades do trabalho com tecnologias, fazendo, assim,
com que, em cada disciplina, aumente ainda mais seu conhecimento sobre 0s recursos
disponiveis.

Conforme exposto anteriormente, durante o desenvolvimento das atividades, os
estudantes estabeleceram relacdes com diferentes conceitos e conteudos, alguns por iniciativa

propria (a partir da investigacdo) e outros previstos na atividade. Dentre as dificuldades
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apresentadas, a maior parte das relacbes estabelecidas com outros contelidos ndo compdem
esses momentos, exceto por um topico: 0s himeros complexos.

As discussfes que envolviam os nimeros complexos estavam previstas na Atividade 2,
no estudo da transformacéo referente a rotacdo de um angulo. Ambos os grupos apresentaram
dificuldade em lidar e interpretar os numeros complexos que se fizeram presentes tanto nos
autovalores quanto nos autovetores, tendo solicitado o0 auxilio do pesquisador, como em “E4:
Agora assim, vai ter que vocé falar as conclusGes porque eu ndo sei mexer com i”. A
manifestacdo da dificuldade com estes conceitos pode ser verificada em A2IN162, A2IN164,
A2IN193, A2IN194, A2IN198, A2IN206 e A2IN209.

A dificuldade evidenciada néo foi totalmente sanada, visto que as discussfes quanto as
duvidas foram pontuais e com foco na interpretacdo dos autovalores e autovetores. Assim,
compreendemos que esse comportamento nos revela uma mesma dificuldade entre um grupo
heterogéneo (de diferentes anos de ingresso) de estudantes de Licenciatura em Matematica,
fazendo com que a consideremos também como um alerta e um indicativo da necessidade de
revisdo do tratamento destes conceitos. Vale destacar que todos os participantes ja haviam
cursado ou estavam cursando naquele semestre a disciplina nomeada FuncGes de Variavel
Complexa. Para que a formacdo dos estudantes seja adequada, compreendemos que seria
interessante que novas acoes fossem tomadas com os estudantes para o estudo destes conceitos.

Entendemos esse momento também como parte do carater investigativo, no qual, entre
acertos e erros, davidas e dificuldades também aparecem. Cabe aos formadores de professores
se atentarem para as questdes que emergem e buscarem um diadlogo com os estudantes para que
esses empecilhos sejam discutidos ainda no periodo de graduacao. Por exemplo, esperamos que
as dificuldades indicadas a partir dessa pesquisa ndo sejam um ponto final, mas sim um
momento de reflexdo para novas agfes com os estudantes, acOes essas a serem realizadas
posteriormente.

Por fim, 0 apontamento anterior inicia a Gltima etapa sobre a qual discorreremos: o futuro.
Para tanto, trazemos nossas compreensfes acerca de como 0s estudantes expressam as
projecdes que fazem para quando estiverem no papel de docentes, a partir das reflexdes feitas
no momento da atividade. Entendemos que as conjecturas realizadas aqui e com a perspectiva
de um futuro na carreira docente por parte dos estudantes caracterizam a discussdo das praticas
como uma forma/acdo, que atualiza e da uma nova forma dentre as possibilidades percebidas
pelos estudantes.

Conforme exposto, haviam perguntas propostas nas atividades que buscavam relacioné-

las a conceitos da Educacdo Bésica. Entretanto, na maioria dos casos, os estudantes ligavam o
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questionamento a futura pratica docente, e ndo a conceitos especificos. Esses momentos
caracterizaram o que compreendemos como reflexdes sobre o vir a ser professor, em que ha
uma expectativa pela docéncia, de modo que, mesmo discutindo autovalores e autovetores, ndo
se perdia de vista os objetivos especificos do curso em gue estdo se graduando.

Essa reflexdo é caracterizada por diversos momentos, até mesmo naqueles em que néo ha
um incentivo especifico no material a essa percep¢do, como no encerramento da primeira
Atividade, identificada por “A1IN56. Criag¢do de repertorio do Licenciando, colocando-se no
lugar de professor em determinada disciplina”, ou durante a Atividade 2, “A2IN105. Criag¢ao
de repertdrio do estudante visando praticas futuras”. As demais ideias nucleares identificadas
sdo consequéncias da compreensdo prevista na atividade, como “A2IN10. Construcdo de
repertorio para a carreira docente” e “A2IN13. Constru¢do de repertorio para a carreira
docente”. Por fim, as discussdes e possibilidades expostas podem fazer parte da pratica futura
dos participantes, mas também j& modificam sua préatica presente. Essa afirmagdo pode ser
evidenciada por meio do relato que da origem a “A3IN71. Atividade como inspira¢ao para a
pratica docente presente”, no qual a participante afirma ter trabalhado com o GeoGebra LOGO
em suas aulas particulares apds ser apresentada ao recurso.

Entendemos que, dentre os dados que formaram as ideias nucleares dessa categoria, 0
relato de uma das estudantes no término da Ultima atividade nos ajuda a exemplificar nossa
compreensdo exposta na presente secdo. Isso porque buscamos discutir, a partir de diferentes
ideias nucleares, como esses momentos com os discentes, para além da producdo de dados,
foram formativos, uma vez que, mesmo tendo como foco a discussdo sobre autovalores e
autovetores, trouxeram relatos sobre experiéncias anteriores, sobre a criagdo de uma
familiaridade com os recursos tecnoldgicos e reflexdes sobre as possibilidades da pratica

docente dos participantes:

E4: Entdo pra mim, é... eu ndo tinha feito disciplina de Algebra Linear até o
fim direito, eu fiz mas eu ndo fiz direito, e ai para mim, eu tive que... assim, a
parte de autovalores e 0s autovetores para mim foi tipo... eu agora sei o que
sdo autovalores e autovetores, entdo, foi um aprendizado porque no fim da
disciplina eu ndo fiz isso, e também, é, eu ja relacionei bastante até a
tartaruga em si sabe, 0 LOGO no GeoGebra com muitas coisas que eu faco
com minhas crianc¢as 14 no PIBID ou nas minhas aulas particulares. Tipo
na minha aula particular, também é crianca, eu ja fui e ja levei a tartaruga
para ela, porgue eu sou ansiosa. Ai ja fui, j& mostrei a tartaruga andando
porque o meu aluno... hum, ndo consegue entender muito bem as formas
geométricas e ele ta na parte de angulos alternos internos, entdo a parte do
que a tartaruga rotaciona foi bem legal para ele aprender, entdo eu ndo sabia
gue isso existia foi muito bom para minha formacgao também, que eu posso
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levar algo diferente, né, para as criancas e foi bom para mim como pessoa
porque eu aprendi a mexer no GeoGebra. Acho que aprendi. (grifo nosso)

Por fim, expostas nossas compreensdes sobre o processo formativo ocorrido com o0s
estudantes, acreditamos ser possivel entender esse momento como uma forma/acéo,
compartilhando preocupacdes semelhantes as da Cyberformacdo (Rosa, 2015). Seguindo com
a perspectiva adotada para o desenvolvimento deste trabalho, temos que “[...] a formacao de
professores na Educacdo Matematica, na perspectiva de um pensar fenomenolégico, constitui-
Se em um renovar e renovar-se continuo — no movimento de compreender e interpretar — 0
projeto humano de educacao” (Orlowski, 2023 p. 222). Entendemos que as analises sobre as
compreensdes dos estudantes relacionadas aos autovalores e autovetores, revisitando tais
conceitos e discutindo-os sob novas perspectivas, caracteriza um renovar, assim como as
perspectivas de atuagdo com 0s novos recursos tecnolégicos renovam as possibilidades de
trabalho docente que tinham em mente, expressas nas ideias nucleares como repertorio
docente.

Entendemos esse repertorio docente como as oportunidades de acdo na sala de aula,
apropriadas pelos estudantes durante o curso de Licenciatura, para que, futuramente,
recordando-se delas, os novos professores tenham um leque de possibilidades para trabalhar
determinados contedos. Essa ideia € semelhante a exposta em Paulo, Amaral e Santiago
(2011), quando ressaltam a importancia de apresentar projecoes de possibilidades que reflitam
suas acOes futuras como professores.

Durante a realizacdo das atividades, os estudantes vivenciaram um momento de fazer
matematica com o outro e com as TDICs. Esses sujeitos, em muitos casos, conforme relatado,
ndo perdiam de vista a compreensédo propria de ser um professor de Matematica, entendida por

nés como semelhante a ideia de vir-a-ser. Assim, temos:

[...] a compreensdo da forma/acdo de professores que aprendem-ensinam
Matematica como movimento que tende a ser, que vai se constituindo no
entrelagamento do processo criador e criativo de acolhimento das atualizagfes
de sentidos produzidos, refletidos, expressados e compartilhados entre os
professores [estudantes] (poiesis) e a busca de modos pelos quais aprender-
ensinar Matematica (mathema) desdobra-se em possibilidades formativas as
pessoas. (Orlowski, 2023, p. 221, grifos do autor, inser¢ao nossa)

Assim, 0s novos sentidos produzidos sobre os conceitos e o trabalho com TDICs,
refletidos devido ao carater investigativo e as perguntas propostas nas atividades, também

exigindo da criatividade dos estudantes, fez com que relacionassem tudo isso almejando a
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pratica docente, na maioria dos casos a pratica futura, mesmo que pudesse modificar a pratica
presente de alguns.

Destacamos a importancia da reflexdo para que se identifique uma forma/acéo que retome
o realizado e altere a pratica. Entendemos que essa caracteristica foi incentivada pela postura
investigativa com TDICs, posto que fazia necessario refletir sobre o feito, sobre com o que se
depararam e sobre as possibilidades da pratica. Além disso, a familiarizacdo criada a cada
atividade decorre também da compreensdo que foi sendo construida sobre o “saber fazer com”
TDICs, isto &, sobre se perceber fazendo e refletir sobre, produzindo conhecimento enquanto
constrde uma identidade de professor, buscando refletir sobre como orientar seus futuros alunos
da mesma forma (Rosa, 2015).

Rosa (2015) discorre sobre a atengdo necessaria tanto a Cyberformacao quanto a relagdo
entre diferentes saberes, com o0s saberes especificos, no caso matematicos, pedagdgicos e
tecnoldgicos. Entendemos que abordamos esses trés saberes e, principalmente, como se
influenciam mutuamente, haja vista que o trabalho com TDICs impactou no estudo de
autovalores e autovetores e as discussbes apontaram praticas docentes possiveis.
Compartilhamos da perspetiva da Cyberformacdo segundo a qual a formacdo matematica pode
estabelecer pontes entre teoria e pratica (Rosa, 2015), buscando a presentificacdo de uma
possivel pratica com os estudantes de Licenciatura.

Assim, investigar, refletir, dialogar e aprender sdo as principais acGes que permearam
esses momentos, como também a perspectiva de ensinar, “que ndo se descola, a0 menos em
inten¢do formativa, da a¢do de aprender” (Orlowski, 2023 p. 26). Essas acdes compdem nossa
compreensdo como um momento de forma/acdo, compartilhando a ideia de que os estudantes
estdo em formacao quando estdo em acdo (Mocrosky; Mondini; Orlowski, 2018).

Por fim, retomando a interrogagdo deste trabalho, “o que se revela em um estudo sobre
autovalores e autovetores com TDICs, junto a alunos de um curso de graduagdo em Licenciatura
em Matematica?”, compreendemos que a presente categoria nos revela um momento de
forma/acdo, de modo que foram discutidos o conceito de autovalores e autovetores, aplicagdes
e teoremas, praticas na Educacdo Basica, além de se observar o desenvolvimento de uma
familiaridade com GeoGebra. Além disso, os estudantes relatam experiéncias anteriores com
este conteudo, o que aponta para a necessidade de revisar o tratamento destes conceitos, bem

como apresentam perspectivas futuras sobre a pratica docente.



164

7 CONSIDERACOES FINAIS

As discussOes realizadas na presente pesquisa foram norteadas pela interrogacéo: o que
se revela em um estudo sobre Autovalores e Autovetores com TDICs, junto a alunos de um
curso de graduacdo em Licenciatura em Matematica? Buscando a compreensdo do interrogado,
optamos pela metodologia de pesquisa qualitativa, seguindo uma abordagem fenomenoldgica.

Entendemos que o fendmeno investigado trata das nossas compreensdes a patir do estudo
de autovalores e autovetores com TDICs realizado pelos alunos, cuja discussao ndo se esgota,
bem como ndo apresenta respostas definitivas e imutaveis. Aqui, discorremos sobre nossas
percepcOes diante do investigado e discutido, tornando possivel diferentes interpretacdes e
concepcoes sobre questdes semelhantes.

Para investigar o fenémeno, desenvolvemos e realizamos trés atividades com cinco
estudantes do curso de Licenciatura em Matematica da Unesp de Rio Claro. Com vistas a
empreender esse estudo sobre autovalores e autovetores, o principal software trabalhado foi o
GeoGebra, com os recursos da janela CAS e com a programacdo do GeoGebra LOGO. Os
dados foram produzidos por meio do registro dos discursos dos discentes durante a realizacao
das atividades. Posteriormente, realizamos dois movimentos de andlise: a Ideografica e a
Nomotética, tendo identificado duas categorias que compdem a estrutura do fenémeno
investigado, a saber, “O carater investigativo do estudo” e “Uma formagdo que vai além do
estudo do conceito: aspectos do passado, presente e futuro”.

Compreendemos que essas categorias tém ligacdo direta com as atividades elaboradas,
isto &, nossas concepcdes de ensino, de mundo e de sociedade fazem parte também da proposta,
incluindo ai o fato de estarmos todos historicamente situados, os modos como compreendemos
as possibilidades de se trabalhar os assuntos abordados e previamente escolhidos com alunos
da Licenciatura e o fato de ndo estarmos diante de obrigacdes e responsabilidades inerentes a
uma disciplina, como o cumprimento de uma ementa.

Na primeira categoria, “O carater investigativo do estudo”, eXpomos nossa compreensao
de que o estudo apresentou caracteristicas de um processo investigativo, reunindo as ideias
nucleares que tratam de momentos em que os estudantes realizaram alteragdes, exploracoes de
diferentes casos, comparagdes, reconheceram padrdes, pesquisaram na internet, realizaram
testes, consequéncia, muitas vezes, de discussdes em grupo e da criacdo de hipoteses. O estudo
assim desenvolvido permitiu o contato com diferentes fontes de informacdo para a resolugéo
das atividades, além das fornecidas pelo enunciado, de modo a favorecer que o trabalho com o

computador ampliasse o conjunto de elementos que poderiam ser Uteis nas discussoes.
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Nas investigacdes, foram articuladas diferentes possibilidades tecnoldgicas para além do
GeoGebra, como o Google, o Chat GPT, o Wolfram, o Paint e o celular pessoal dos
participantes, mesmo havendo um software principal para a realizagdo das atividades. Desse
modo, o titulo deste trabalho “Estudo de autovalores e autovetores com tecnologias digitais”
evidencia essa diversidade articulada pelos estudantes.

Neste movimento investigativo com TDICs, foi desvelada a necessidade de interpretacao
e de validacdo das informacdes. A interpretacdo diz respeito as relacBes estabelecidas com o
que é apresentado pelo computador, conectando-se a diferentes conteudos ou a atividade em
questdo. Esse formato prioriza a interpretacdo dos autovalores e autovetores, ligando-os a
transformacéo linear e a outros conceitos, uma vez que os célculos foram realizados com o
GeoGebra. A validacdo diz respeito as hipoteses levantadas pelos estudantes e as diversas
informagdes disponiveis na internet. Essa caracteristica incentiva 0 processo investigativo
buscando, além do dialogo, contraexemplos das conjecturas levantadas. Ademais, requer uma
reflexdo sobre o que foi encontrado online.

Na segunda categoria, “Uma formacao que vai além do estudo do conceito: aspectos do
passado, presente e futuro”, expomos nossa compreensdo de que a realizagdao das atividades
pelos estudantes trata-se de um momento de formacdo, visto que retne as ideias referentes a
situacOes de discussdes com o pesquisador sobre resultados relacionados aos autovalores e aos
autovetores e a criacdo de uma familiaridade com o software. Ao final, é possivel compreender
que o processo realizado apresenta caracteristicas de uma forma/acdo, pois muda a forma
enquanto esta em agdo, bem como um movimento de tende a ser, com momentos em que 0S
estudantes reconheciam possibilidades de futuras agdes e posturas como docente. O estudo
permitiu que os estudantes vislumbrassem os conceitos abordados e novas possibilidades do
trabalho com TDICs, sem perder de vista o objetivo da docéncia.

Também foram reunidas as ideias nucleares que tratam de relatos de experiéncias
anteriores dos estudantes no curso de Licenciatura. Foram identificados o dominio de alguns
conteudos e o estabelecimento de conexdes com outras disciplinas, mas também relatos de
dificuldades com numeros complexos e com o contetdo de autovalores e autovetores, devido a
vivéncia na disciplina de Algebra Linear e a postura deles diante destes topicos.

Além das discussdes realizadas neste trabalho, vimos abertura para indica¢fes de outras
questdes que podem ser investigadas em novas pesquisas. Os dados produzidos por meio dos
relatos dos estudantes indicam a necessidade de uma revisdo sobre a abordagem de nimeros
complexos nos cursos de Licenciatura em Matematica, tendo em vista que todos eles

expressaram ter dificuldade com estes conceitos.
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A disciplina de Algebra Linear e as pesquisas que investigam suas questdes s3o recentes.
Por essa razdo, entendemos a necessidade da continuidade de pesquisas com este viés, que
busquem agregar na pratica e na experiéncia dos futuros professores e estudantes, além de
contribuir com discussfes importantes para a area da Educacdo Matematica. Neste sentido,
esperamos que o0 presente estudo possa servir como inspiragao e incentivo para o seguimento
dos temas abordados, bem como para o aprofundamento de outras questdes. Dentre os trabalhos
a serem realizados, destacamos a possibilidade do desenvolvimento de outras investigacGes que
tratem da Algebra Linear na formacdo do professor de Matematica, da aprendizagem dos
conceitos dessa disciplina, bem como de questBes que envolvam sua parte historica e seus
conteudos. Philot e Bianchini (2020) também trazem consideragdes referentes a essas tematicas,
indicando a existéncia de espago para mais pesquisas, como a analise dos livros didéticos,
questdes referentes ao curriculo e ensino a distancia (EAD).

Os autovalores e autovetores podem ser tomados como exemplo para essas consideracgoes,
devido ao baixo nimero de estudos nacionais encontrados versando sobre seu ensino ou
aprendizagem. Além disso, 0s apontamentos sobre a parte historica ndo estdo reunidos em uma
Unica investigacdo, de modo que todos os textos lidos sobre essa questdo estdo em linguas
estrangeiras.

Outro ponto que entendemos merecer mais atencao e ser passivel de novas analises € o
GeoGebra LOGO. Compreendemos a potencialidade que o trabalho com este aplicativo pode
ter na Educacdo Matemaética (ndo tendo sido possivel discorrer sobre todos os seus beneficios
aqui), de modo que entendemos ser necessario elaborar pesquisas que tratem essa possibilidade
como foco principal de suas investigacGes, para que novas perspectivas e discussdes sejam
evidenciadas ndo s6 para a comunidade académica, mas também para a pratica docente em
diferentes niveis de ensino. Nesse sentido, escrevemos um artigo (Cordelina; Pavanelo, 2024)
em que apresentamos uma introducdo sobre o funcionamento dessa abordagem e trouxemos
atividades semelhantes as que foram desenvolvidas com os estudantes nos primeiros encontros,
focando na programacao.

Compreendemos que nossas consideracfes na presente pesquisa ndo séo solugdes para
todos os problemas que envolvem o estudo de conceitos da Algebra Linear, mas buscamos
compreender o fendmeno investigado, assumindo a flexibilidade de sua manifestacdo, de forma
gue nossa percepcao possa contribuir com novas experiéncias de professores e estudantes ao
trabalharem com estes contetidos. Nesse sentido, as atividades elaboradas e disponiveis nos

apéndices sd@o um incentivo para que outros docentes adaptem esses materiais, com vistas a
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poderem realizar discussfes semelhantes, visando a um impacto positivo no estudo de
autovalores e autovetores, através das possibilidades apresentadas no trabalho com TDICs.
Um dos primeiros pesquisadores a incentivar o trabalno com computadores na
aprendizagem foi Papert, entendendo a si mesmo como utdpico e reconhecendo a limitagdo da
tecnologia de sua época, mas tendo como expectativa ser fonte de inspiragdo para outras
pesquisas e abordagens educacionais. Compartilhamos essa Ultima visao com Papert, esperando
poder também ser fonte de inspiracdo para novas pesquisas no campo da Educagdo Matematica,
por meio das discussdes apresentadas neste estudo que envolve principalmente a formacéo de
professores, o trabalho com tecnologias articulado com a disciplina de Algebra Linear, de modo

a agregar na busca pela compreenséao de outros pesquisadores sobre aquilo que os inquieta.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO?%

O(a) Sr(a) estd sendo convidado(a) para participar de uma pesquisa de Mestrado intitulada
“Estudo de autovalores e autovetores com tecnologias digitais” que sera desenvolvida por
Gabriel Cordelina, Educacdo Matematica, sob a orientacdo da Profa. Dra. Elisangela Pavanelo
Rodrigues dos Santos, professora titular do Programa. A interrogacao da referida pesquisa é:
“O que se revela em um estudo sobre autovalores e autovetores com TDICs, junto a alunos de
um curso de graduagdo em Licenciatura em Matematica?”. Os beneficios da pesquisa sdo:
participar de uma abordagem de um conteudo da graduacdo envolvendo TDICs, visando
melhorar a aprendizagem do contetdo em questao.

Caso o(a) Sr(a) aceite participar desta pesquisa, sendo aluno da graduacdo, devera
participar das atividades didaticas desenvolvidas, com tempo previsto de 16 horas, divididos
em 8 encontros de 2h de duracdo, ao decorrer de 3 semanas, em dias previamente definidos. Os
dados serdo registrados por meio de observagdo e gravacdo da resolugdo das atividades
didaticas.

A resolucéo das atividades podem gerar riscos, tais como constrangimentos, desconfortos,
timidez, sentimento de medo e/ou exposicdo. Para minimizar esses riscos iremos agendar
previamente a coleta de dados; buscar um local privado e sem interferéncia de terceiros para a
realizacdo da coleta; permitir que o participante tenha acesso ao material; esclarecer possiveis
duvidas do participante sobre sua participacdo e uso de suas respostas/opinides/consideracdes,
para fins de pesquisa; remarcar a coleta, caso solicitado pelo participante; aceitar a solicitagdo
de interrupcdo da gravacdo do procedimento em &udio ou imagem, pelo participante ou
providenciar tal interrupcdo, caso observe alteracbes de humor ou saude que coloquem o
participante em risco durante a coleta de dados; prever diferentes formas de registro dos dados,
caso o participante tenha restri¢des a captura de audio e video de sua participacdo, como, por
exemplo, realizar a coleta de dados apenas em registro escrito/anotacdes.

A qualquer momento, antes, durante ou ap6s sua participacdo coloco-me a disposi¢do
para esclarecimentos sobre eventuais dividas que possam surgir com a pesquisa. A participacdo
é voluntéria e sua recusa em participar ndo lhe provocara nenhum dano ou punicdo. Vocé podera
se recusar a participar, ou retirar seu consentimento, em qualquer fase da pesquisa, sem
penalizagdo alguma. Serdo garantidos o sigilo e a privacidade de sua participagdo. Os dados

coletados s@o confidenciais e serdo utilizados unicamente para fins de pesquisa. Para participar

% (Conselho Nacional de Saude, Resolugdes 466/12 e 510/16)



177

ndo tera nenhuma despesa, bem como, ndo tera qualquer tipo de remuneracao. Se o(a) senhor(a)
se sentir esclarecido sobre a pesquisa, seus objetivos, eventuais riscos e beneficios, convido-
o(a) a assinar este Termo, elaborado em duas vias, sendo que uma ficara com o senhor(a) e a

outra com o pesquisador.

Rio Claro — SP / Abril de 2024

Assinatura do Pesquisador Responsavel

Assinatura do participante da pesquisa

Dados sobre a Pesquisa:

Titulo do Projeto: Estudo de autovalores e autovetores com tecnologias digitais
Pesquisador Responsavel: Gabriel Cordelina

Instituicdo: Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho — campus de Rio Claro
Dados para Contato: gabriel.cordelina@unesp.br

Orientador: Elisangela Pavanelo Rodrigues dos Santos

Instituicdo: Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho — campus de Rio Claro
Dados para Contato: elisangela.pavanelo@unesp.br

Dados sobre os participantes da Pesquisa:

Nome:
Documento de Identidade: Sexo:
Data de Nascimento: I Telefone para contato:

Comité de Etica em Pesquisa da Faculdade de Ciéncias, Unesp-Bauru

Endereco: Av. Eng. Luiz Edmundo Carrijo Coube, n° 14-01CEP: 17.033-360

Bairro: Centro UF: Séo Paulo Municipio: Bauru
Telefone: (14) 3130-9400 E-mail: cepesquisa.fc@unesp.br
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APENDICE B - ATIVIDADE 1: TARTARUGAS E CROCODILOS

Na natureza, a dindmica entre presa e predador é algo natural, e a cadeia alimentar ¢é
responsavel por reger a relacdo entre cada espécie. A Tartaruga Marinha, por exemplo, consome
vertebrados e invertebrados, como esponjas, medusas, algas e grama marinha, entre outras
coisas. Mas um dia de cacgador, também tem seu dia de caca, sendo presa de outros animais
como raposas, falcdes e crocodilos, de acordo com o Projeto Tamar.

Podemos explorar a relacdo entre presa e predador a partir de diferentes modelagens, com
Equacbes de Diferenca ou Equacdes Diferenciais, onde cada caso depende da abordagem
discreta ou continua do tempo.

Vamos investigar uma simplificacdo da relacdo entre tartarugas e crocodilos. Vamos
tratar o tempo (t) de forma discreta, referente a cada semana que passa. A populacdo de
tartarugas do dia de hoje (T'(t)) esta relacionada com a populacdo da semana anterior (T (t —
1)). Assim vamos abordar através de um sistema de Equagdes de Diferenga Lineares
Homogéneo (onde os coeficientes sdo constantes).

A populagéo de tartarugas depende de duas coisas: da taxa de natalidade e da mortalidade
(pelos crocodilos). Para simplificar o sistema, vamos observar apenas a taxa de natalidade dos

predadores, com a populagédo indicada por C(t). Podemos escrever entdo a seguinte equacao:

T(t+1) = 3T(t) — C(t) (T(t + 1)) B (3 _1) <T(t))
Ct+1) = 2C@® Cit+1)) \o 2 C(t)
Interprete a equacao e identifique cada coeficiente com as taxas citadas acima. Com a
escrita matricial, chamamos de A a matriz dos coeficientes.
Agora, vamos analisar o comportamento da populagédo das Tartarugas a cada semana por

meio do Geogebra, através do link: https://www.geogebra.org/m/mt57ffrc.

Na tela do Geogebra, iremos interpretar o eixo x como a populacao de tartarugas, e 0 eixo
y como a dos crocodilos. Assim, cada par ordenado representado pelos pontos se refere a
guantidade de tartarugas na abscissa, e quantidade de crocodilos na ordenada. Inicialmente
iremos trabalhar com pares ordenados ao invés de vetores, para facilitar a visualizacdo do
comportamento a cada interacao.

Antes de iniciarmos essa investiga¢do, leia o codigo de programacédo dos Botdes 1 e 2.
Interprete a programacdo, o que é esperado que aconteca quando cada botéo for clicado? Por

que na programacéo nao ha nada referente ao eixo y?
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Caso fosse escrito “Se(y(L)<=0, DefinirCor(L, VERMELHO))”, tal condi¢do seria
alcancada por qualquer um dos pontos ? Por que?

Explore outros pontos alterando a programacdo dada (lembre de habilitar o rastro dos
pontos para visualizar a interacéo).

A partir dai, defina duas regides no primeiro quadrante que resumem a relacdo entre as
duas espécies, dependendo do ponto inicial (T o, Co), defina as regides em que: “Sempre teremos
ambas as populagdes vivas” e “Nos leva a extingdo das Tartarugas”.

Reflita e discuta em grupo: Conforme hé interacéo, o que acontece com os pontos? Eles
obedecem algum padrao (estdo alinhados ou néo, (de)crescem de forma proporcional)?

O que divide as duas regides? E porque divide?

Comentarios para o professor: Este € 0 momento dos autovalores e autovetores, que na
matriz existem dois, um onde ndo héa crocodilos, e a reta em que divide as duas regides € dada
pelo outro autovetor, com o autovalor relacionado sendo o escalar a cada interacio. E possivel
concluir a atividade comentando brevemente sobre Equacgdes Diferenciais Ordinarias e
Equacbes de Diferenga, sobre como o0s autovetores e autovalores auxiliam na previsao dos
comportamentos
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APENDICE C - ATIVIDADE 2: EXPLORANDO TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

No Geogebra, podemos explorar diferentes transformacbes geométricas através de
ferramentas que ja estdo disponiveis, de modo gque selecionamos o poligono, reta ou ponto e
obtemos um novo poligono, que advém do primeiro.

Os comandos disponiveis sdo: Reflexdo em relacdo a uma reta; reflexdo em relagdo a um
ponto; inversao; rotagcdo em torno de um ponto; translacdo por um vetor e homotetia.

As transformacdes geométricas constam na BNCC tanto para os anos finais do ensino
fundamental quanto para o ensino médio:

Geometria - EFO7TMAZ21: Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de
translacéo, rotacdo e reflexdo, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria
dindmica e vincular esse estudo a representacbes planas de obras de arte, elementos
arquitetdnicos, entre outros.

EM13MAT105: Utilizar as nogdes de transformac6es isométricas (translacdo, reflexao,
rotacdo e composicdes destas) e transformacdes homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes producGes humanas (fractais, construcdes civis, obras de
arte, entre outras).

EM13MAT308: Aplicar as relagbes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou
as nocdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem
triangulos, em variados contextos.

Na presente atividade, iremos explorar as transformacbes acima, com excecdo da
inversdo, através da programacéo na linguagem LOGO, iremos relacionar as transformagdes
geométricas, vistas na Educacdo Basica, com as transformacdes lineares e discutir a respeito
delas com os elementos da algebra linear.

Construindo um triangulo com a tartaruga

Defina um ponto A na origem e em seguida, os pontos B e C no primeiro quadrante.
Programe a tartaruga para que desenhe o triangulo ABC.

Porque é conveniente que o0 ponto A esteja na origem?

Qual o minimo de pontos que preciso para que a tartaruga desenhe qualquer triangulo?

Tal programacdo sera nossa base para explorarmos todas as transformaces, assim, podera
usar o mesmo cédigo em todos casos, mantendo ou alterando as coordenadas dos pontos. Assim,
convém deixarmos salvo em um botdo criado na janela de visualizacéo.

Questionamentos: Essas transformacdes geometricas, sdo consideradas transformacoes
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lineares?
Em todos os casos, busque refletir, como podemos verificar o resultado obtido? Essas

discussdes podem ser realizadas na educacédo bésica?

Reflexdo em relagdo a um ponto

Crie o triangulo ABC como feito anteriormente. Iremos agora explorar a reflexdo deste
triangulo em relacdo a origem. Programe a tartaruga para desenhar o resultado dessa
transformacao.

Criando um novo botdo, busque adaptar a programacdo que ja tém, pensando, 0 que
precisamos alterar?

Investigaremos agora essa transformacdo com os conhecimentos da algebra linear.
Primeiramente, obtenha os vetores que correspondem aos lados dos triangulos.

Apbds a transformacdo linear, identifique os vetores correspondentes a transformacéo
aplicada em cada um deles.

Defina a matriz da transformacdo linear. Calcule os autovalores e autovetores dessa
transformacéo linear. Quais afirmacGes podemos fazer sobre a transformacdo linear, os
autovalores e autovetores?

Comentéarios para o professor: Podem surgir discussdes comparando o calculo do
GeoGebra com o calculo realizado manualmente, pensar no significado da transformacéo e

relacionar com propriedades presentes em livros de Algebra Linear.

Reflexdo em relagdo a uma reta

Tomando como ponto de partida o triangulo ABC, como feito anteriormente, iremos
agora explorar a reflexdo deste triangulo em relacdo a uma reta. Para isso, escolha um dos eixos
como uma reta para uma primeira investigacdo. Programe a tartaruga para desenhar o resultado
dessa transformacao.

Criando um novo botdo, busque adaptar a programacdo que ja tém, pensando, 0 que
precisamos alterar?

Investigaremos agora essa transformacgdo com os conhecimentos da &lgebra linear.
Defina a matriz da transformacdo linear. Calcule os autovalores e autovetores dessa

transformacéo linear. Quais afirmacGes podemos fazer sobre a transformacdo linear, os
autovalores e autovetores?
Agora, utilizando da ferramenta poligono, explore diferentes retas (diferentes das retas

que definem os eixos.)



182

Comentarios para o professor: Novamente, podemos discutir sobre o célculo do
GeoGebra comparando com o caso anterior e o significado do mesmo. Reflexdes nas retas no
eixo X e no eixo Y sdo muito parecidas e apresentam poucas mudangas, as quais podem ser
discutidas porque as mudancas ocorrem. No caso da reflexdo de uma reta qualquer, é
extremamente conveniente realizar os calculos no geogebra. Podemos discutir sobre um
autovetor ser vetor diretor da reta e 0 outro perpendicular a mesma, caso a reta passe pela
origem, de modo que obtemos autovalores e autovetores reais, caso ndo passe pela origem,

lidaremos com nimeros complexos.

Rotac&o em torno de um ponto
Crie o triangulo ABC como feito anteriormente. Iremos agora explorar a rotacdo deste
triangulo em relacdo a origem. Escolha um angulo qualquer e programe a tartaruga para
desenhar o resultado dessa transformacédo. Confirme utilizando as ferramentas do Geogebra.
Busque adaptar a programacao que ja tém, pensando, o que precisamos alterar? (*
reposicionar tartaruga)

Investigaremos agora essa transformagdo com os conhecimentos da algebra linear.
Defina a matriz da transformacéo linear. Podemos fazer isso utilizando o valor do angulo

rotacionado?

Calcule os autovalores e autovetores dessa transformacdo linear. Quais afirmacoes
podemos fazer sobre a transformacéo linear, os autovalores e autovetores ?

Comentarios para o professor: Existe uma matriz de rotacdo e é conveniente comegarmos
com ela. Aqui, obtemos autovalores e autovetores complexos, afinal estamos rotacionando a
figura, e vale notar que os autovalores s&o os valores de um nimero complexo e seu conjugado.
Podemos investigar o porqué a rotacdo implica em valores complexos, de modo que, no plano
complexo, quando multiplicamos dois nimeros complexos, na forma polar € possivel ver que
estamos multiplicando os médulos e somando os angulos, assim, rotacionando. E interessante
investigar diferentes angulos, quais os autovalores e autovetores e porque isso acontece, por
exemplo, os angulos: 0°, - angulo escolhido inicialmente (equivalente a transposta, assim a
matriz é ortogonal, sendo possivel explorar visualmente), 90°, entre outros.

Se 0 ponto nado for a origem as conclusfes se mantém, so foi transladado com vetor de

cada vértice para o ponto escolhido.

Homotetia
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Iremos agora explorar a homotetia. A homotetia difere das anteriores pois ndo é
uma transformac&o isométrica.

Crie o triangulo ABC como feito anteriormente. Para facilitar, tomemos como centro o
ponto A na origem. Desenho o novo triangulo com a razdo da homotetia.

Busque adaptar a programacao que ja tém, pensando, o que precisamos alterar? Se o
centro escolhido nao for a origem, o que muda ?

Investigaremos agora essa transformacéo com os conhecimentos da algebra linear.
Defina a matriz da transformacdo linear. Calcule os autovalores e autovetores

dessa transformacao linear.

Quais afirmacdes podemos fazer sobre a transformacéo linear, os autovalores e
autovetores ? Comentarios para o professor: Todos os vetores do R? sdo autovetores, com
autovalor com a razdo escolhida. Mudando o centro, algebricamente ndo muda nada, apenas
foi transladada seguido o vetor do centro com cada vértice. Novamente, o calculo do
geogebra ndo coincide com um calculo manual, como no primeiro caso, assim, podemos pensar

porque as calculadoras diferem nesse resultado.
Materiais de apoio:

BRASIL. Ministério da Educagdo. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC/
Secretaria de Educacéo Basica, 2017. Disponivel em:
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Acesso em: jan 2024.

MISTURINI, R. Transformacdes Lineares no Plano. 2020. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/BUXHgkwq. Acesso em: 02 fev. 2024,
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APENDICE D - ATIVIDADE 3: 0OS QUADRADOS DO LEONARDO

"A proporcdo aurea ou proporcao divina é uma igualdade associada a ideias de harmonia,
beleza e perfeicdo. Euclides de Alexandria, matematico grego que viveu por volta de 300 a.C.,
foi um dos primeiros pensadores a formalizar esse conceito que até hoje intriga pesquisadores
de diversas areas.O motivo desse interesse € que a propor¢do aurea pode ser observada de
maneira aproximada na natureza, inclusive nas sementes e folhas de plantas e no corpo humano.
Consequentemente, a propor¢do aurea é objeto de estudo de diferentes profissionais, como
bidlogos, arquitetos, artistas e designers."

Da proporcdo Aurea podemos relacionar diversas discussdes, como exemplos do
cotidiano, o numero de ouro, sequéncia de Fibonacci, entre outros.

Atraveés da programacdo com a linguagem LOGO, desenhe o0s 6 primeiros quadrados que
fazem parte da proporcéo Aurea.

Escreva um programa com o minimo de linhas e comandos que conseguir.

Utilizando das ferramentas disponiveis no Geogebra, como Arco Circular, construa a
espiral como na figura acima.

Tal construcdo seria possivel ser feita na Educacdo Basica? Pergunta: Para o n-ésimo
quadrado, qual o tamanho de seu lado?

Pergunta equivalente (pode surgir nas discussdes): obter uma equagédo que para cada n,
que descreva 0 n-ésimo termo da sequéncia;

Para respondermos essa pergunta, primeiramente, podemos explorar a sequéncia de
Fibonacci.

Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Pisano Bigollo (Pisa, 1170 — Pisa, 1250), mais conhecido como Leonardo de
Pisa ou Leonardo Fibonacci é considerado por alguns como 0 mais talentoso matematico
Ocidental da Idade Média. A famosa sequéncia de Fibonacci teria sido alegadamente descoberta
por matematicos Indianos por volta do século VI, muito antes do nascimento de Leonardo. No
entanto, a utilizacao desta sucesséo no seu livro Liber Abaci, com o0 objetivo de dar resposta ao
intitulado O Problema dos Coelhos, tornou-a muito popular no mundo nédo s6 das ciéncias como
das artes, tendo sido atribuido, postumamente, o seu nome a este conjunto especifico de
numeros dispostos por ordem. A questdo que foi colocada por Bigollo é a seguinte:

“Dois coelhos, macho e fémea, nascem no inicio do ano. Assumindo as seguintes
condicdes:

1. Depois de atingir a idade de dois meses, cada par produz um par misto (um



185

macho e uma fémea) e, a seguir, outro par misto a cada més.
2. Nenhuma morte ocorre durante o ano.

Quantos pares de coelhos havera no final do ano?”

Vamos investigar essa pergunta usando o Geogebra. Escreva a sequéncia no software
(seja usando o comando lista de interagdo ou pela planilha do excel - ambos os modos serdo
apresentados nos dias de introducéo do curso).

De ambos os modos, concluiremos que no final do ano teremos 144 coelhos.

O processo para obter os niUmeros da sequéncia ja € conhecido por n6s, mas busquemos
escrever uma equacao matricial que também nos resulta nos valores da sequéncia de Fibonacci.
Discussdo em conjunto para obtermos a equagdo matricial.

Com a equagdo matricial em maos, vamos investigar como se comportam os vetores de
entrada e os vetores resultantes.

Escreva uma sequéncia no Geogebra para visualizar os vetores, respeitando a equacéo
obtida (podemos compreendé-los olhando os extremos, visualizando como uma sequéncia de
pontos para ndo ficar muito carregado a tela do software).

Calcule os autovalores e autovetores da matriz utilizada na equagdo. Os autovalores te
lembram algo ?

Observe o autovetor calculado. O nimero de ouro esta presente nas coordenadas do
vetor? Escreva os autovetores na janela de algebra, para visualizarmos. O que podemos concluir
destes dois autovetores? Por que isso acontece?

Escreva a reta que passa pela origem e tem como vetor diretor um autovetor. O que
podemos observar dos pontos em relagcdo a uma das retas?

Comentarios para o professor: autovetores formam um eixo, sendo um deles vetor
diretor da reta onde 0s pontos se aproximam, sempre com razao de seu autovalor
correspondente.

Agora é sua vez, utilizando da mesma lei de formacao da sequéncia de Fibonacci, escreva
sua sequéncia partindo de dois diferentes numeros. O que podemos observar comparando com
0 que ja foi feito? Por que isso ocorre?

Comentarios para o professor: Aqui, novamente é possivel fazer comentarios relacionando
com a Atividade 1, como os autovetores nos auxiliam em “indicar” os resultados futuros.

Retomando para nosso objetivo inicial, vamos observar novamente a equagao matricial.
Busque escrever uma equacao que calcule (F,,, ¢, F,,) em termos de (F,, F;) (sendo F; e F, 0
dois primeiros termos da sequéncia)

Com base nos célculos feitos, o que pode ser feito para facilitar as contas?
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Comentarios para o professor: Na pesquisa apresentamos quais seriam 0s passos e qual é
a solucdo da equacdo, mas disponibilizamos o acesso da resolucao para aqueles que queiram ver.
Essa é uma escolha que depende do tempo e da turma, ficando a critério do professor.

E finalmente, chegamos na funcao!

Quais sdo 0s numeros da fungdo? Por que eles estdo presentes? Escreva a funcéo no
Geogebra, e observe os pontos do tipo (n, f(n)).

Dica: construa um controle deslizante da variavel “n” e habilite o rastro dos pontos.
Conseguimos responder a pergunta feita inicialmente?

Quais séo as diferencas entre esses pontos e outros que exploramos nesta atividade?

Extra: Também podemos encontrar o nimero de ouro de outra forma na Sequéncia

de Fibonacci. Como ?

Materiais de apoio:
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PEREIRA, F. C. Nameros de Fibonacci: propriedades e aplicacdes. 2022. 66 f. Dissertacdo
(Mestrado) - Curso de Mestrado em Matemética Aplicada e Computacional, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica, Universidade Estadual de Campinas
(Unicamp), Campinas, 2022. Cap. 3.
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