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RESUMO 

Neste trabalho, estudam-se técnicas de agregação e desagregação para 

problemas de programação linear de grande-porte. Limites de erros a priori e 

a posteriori associados a localizações lineares são calculados para se obter uma 

estimativa da solução ótima do problema original. Faz-se uma aplicação da técnica 

de agregação ao problema do transporte generalizado baseado em dois métodos de 

agregação: agregação de origens e agregação de destinos. Por fim, apresenta-se 

um estudo numérico da qualidade dos limites de erro a posteriori propostos por 

Zipkin [23] e Litvinchev [11] para agregação de origens e agregação de destinos no 

problema do transporte generalizado. 
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Abstract 

In this work, aggregation and disaggregation techniques for large-scale 

linear programming problems are presented. To estimate the loss of optimality due 

to aggregation a priori and a posteriori error bounds based on linear localization 

are calculated. An application of the aggregation and disaggregation techniques 

to the generalized transportation problem, aggregating origins and aggregating 

destinations, are given. Finally, a numerical study of the quality of the a poste- 

riori error bounds proposed by Zipkin [23] and Litvinchev [11] to the generalized 

transportation problem is presented. 
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Nomenclatura 

A matriz m x n do problema original PL 

Ak submatriz de A composta pelas colunas de A associadas as variáveis no cluster Sk 

A1 submatriz de A composta pelas linhas de A associadas as restrições no cluster Ri 

Al
k submatriz de A composta pelas colunas e linhas de A associadas as variáveis no 

cluster Sk e as restrições no cluster Ri 

A matriz do problema agregada 

A matriz de incidência nó-arco 

Aij submatriz de A composta pelas colunas de A associadas as variáveis no cluster Sij 

Pi semelhança entre uma restrição i e a função objetivo 

Cfc subvetor de c composto pelas variáveis associadas ao cluster Sk 

c vetor custo do problema original 

c vetor custo do problema agregado 

D dual 

solução ótima para o problema PL dual original 

{D*, U*) solução ótima para o problema PL dual agregado 

{D*,u*,v*) solução ótima para o PTG dual original 

{D*, Ü*, V*) solução ótima para o PTG dual agregado 

dij multiplicador positivo associado com o arco {i,j) na rede generalizada 

d{x,y) distância euclidiana 

6[g,Wi) limitante associado a localização Wi 

fl vetor peso associado as restrições 

G = (X, j7) rede com cojunto de nó X e conjunto de arco J7 

gk vetor peso associado as variáveis 

7 direção de busca arbitrária 

IV 
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X conjunto finito de nós (vértices) em uma rede 

{i,j) arco unindo nó i ao nó j 

G = {l\,Xi,J) rede bipartida 

J conjunto de linhas (arcos) em uma rede 

K número de clusters 

LS limite de erro superior a posteriori 

max maximizar 

min minimizar 

|{.|| norma euclidiana 

WuíLS^Ü^,W) a derivada de LS{UW,W) em relação a Ui 

P primai 

V conjunto de todas as soluções factíveis para o problema original 

PA problema agregado 

PL programação linear 

PO problema original 

PR problema reduzido 

PTG problema do transporte generalizado 

<,> produto escalar 

Ti"(í?, Wi fl Wj) limitante associado a localização (Wi D Wj) 

n+(r) projeção ortogonal de t E M sob o octante não negativo 

IR conjunto dos reais 

Ri cluster associado a agregação de restrições 

p, p partição dos índices das restrições e do conjunto das origens X^ 

5 matriz de similaridade 

Sk cluster associado a agregação de variáveis 

cr, a partição dos índices das variáveis e do conjunto de destinos Zj 

6 número real qualquer 

e limite de erro 

Wi localização 

^ tamanho do passo 

Xij subvetor de x composto pelas variáveis associadas ao cluster Sij 
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Xk subvetor de x composto pelas variáveis associadas ao cluster Sk 

{X ,U) variável agregada primal/dual 

{x,u) variável original primal/dual 

(x,ü) solução desagregada primal/dual 

Z* valor objetivo ótimo para o problema original 

Z* valor objetivo ótimo para o problema agregado 

(Z*,x*) solução ótima para o problema primai original 

{Z*,X*) solução ótima para o problema primai agregado 

{Z*jX^Xpj) solução ótima para o problema do transporte generalizado primai agre- 

gando as origens 

(Z*, X*j,X*p) solução ótima para o problema do transporte generalizado primai agre- 

gando os destinos 

vi 
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Capítulo 1 

Introdução 

A técnica de Agregação e Desagregação é uma ferramenta valiosa para manipular da- 

dos, e tem sido desenvolvida para facilitar a resolução e análise de modelos de otimização de 

grande porte. Basicamente, esta técnica consiste em um conjunto de métodos para resolver 

problemas de otimização, tais como: 

a) Combinação de dados. 

b) Uso de um modelo(s) auxiliar(es), que é reduzido em tamanho e/ou complexidade com 

relação ao modelo original. 

c) Análise dos resultados do modelo auxiliar, em termos do modelo original. 

O principal objetivo dessa técnica é desenvolver modelos auxiliares que forneçam boas 

aproximações para o problema original. 

Existem na literatura vários exemplos do uso da técnica de agregação e desagregação 

em modelos de Programação Linear de Grande Porte. Balas [3], Zipkin [22, 25] e Norman 

[18] aplicam a técnica de agregação ao problema do transporte; Evans [5] ao problema do 

transporte de múltiplos produtos; Zipkin [22] ao problema de rede; Evans [6] e Litvinchev 

[11] ao problema do transporte generalizado; Mendelssohn [17] ao problema de decisão de 

Markov; Weintraub [26] ao problema de planejamento florestal. Outras aplicações podem ser 

encontradas em Rogers et. al [20] e suas referências. 

Para aplicar a técnica de agregação e desagregação deve-se seguir alguns passos, tais 

como: 

1) Análise de Agregação - métodos para determinar os elementos do modelo reduzido. 

2) Análise de Desagregação - métodos para obter uma solução aproximada para o problema 

1 
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original através do problema agregado. 

3) Análise de Erro - métodos para determinar o limite de erro, resultante do uso de técnicas 

de agregação e desagregação. 

Análise de Agregação é o procedimento empregado para agrupar, combinar os dados do 

problema original (PO), formando um outro problema de menor dimensão e/ou complexidade, 

que denomina-se problema agregado (PA). O primeiro item na análise de agregação é a de- 

terminação da entidade a ser combinada, isto é, variáveis e/ou restrições. Uma vez definida a 

entidade a ser combinada, é necessário um procedimento para determinar quais elementos são 

candidatos a fazer parte de um mesmo grupo, chamado de cluster. A definição dos clusters 

determina a dimensão que o novo problema (problema agregado) terá. 

Uma vez definido os clusters, é necessário decidir como combinar seus elementos. Uma 

maneira é chamada combinação de peso-fixo. Um vetor peso convexo, gk arbitrário, onde 

p* > 0 e X) g/ = 1 é usado para agregar os elementos de cada cluster. Um outro método 

é a combinação por dominância, que consiste de uma matriz peso g, tal que, apenas uma 

componente em cada coluna é igual a 1 e as demais iguais a zero, isto é, a coluna do problema 

agregado é formada considerando-se apenas o maior elemento de cada linha da submantriz 

associado ao cluster. 

Análise de Desagregação é o procedimento que utiliza a solução ótima do problema agre- 

gado para estimar uma solução factível aproximada para o problema original. 

A entidade(s) à ser desagregada será idêntica a que foi agregada. A desagregação pode 

ou não usar o mesmo vetor peso que foi usado para agregar os dados originais. 

Os modelos reduzido e original devem estar relacionados, isto é, se a solução desagregada 

do modelo reduzido não fornece a decisão ótima para o modelo original, deve então, fornecer 

decisões próximas do ótimo. Faz-se necessário então, calcular uma estimativa para esta dife- 

rença. 

A análise de Erro é o procedimento que estuda a perda de informações devido ao pro- 

cesso de agregação e desagregação. 

Freqüentemente, dois tipos de limites de erro são calculados: 

1) Limite de erro a priori: é o limite calculado sobre o valor ótimo de um modelo de otimização 

original, depois de um modelo agregado ter sido formado, mas antes de ser resolvido. 

2) Limite de erro a posteriori: é o limite calculado sobre o valor ótimo de um modelo de 
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otimização original, depois de um modelo agregado ter sido formado e resolvido. 

A figura (1.1) abaixo descreve o processo geral de agregação e desagregação para pro- 

blemas de otimização. 

Analise de Agregação Resolução do Modelo 

Reduzido 

Analise de 

Desagregação 

Modelo 

Original 

Modelo 

Reduzido 

Solução 

do 

Modelo 

Reduzido 

Solução 

Aproximada 

do Modelo 

Original 

Estimativa 

do valor 

da furgão 

objetivo 
do 

Modelo 

Original 

Limite de erro 

A Priori 

Limite de erro 

A Posteriori 

Figura 1.1: O processo de agregação/desagregação para modelos de otimização 

Neste trabalho, estudam-se técnicas de agregação e desagregação aplicadas a pro- 

blemas de programação linear. A motivação para este trabalho é organizar alguns resultados 

básicos sobre agregação e desagregação existentes na literatura, e apontar várias aplicações 

da técnica. Em particular, é discutido com detalhes a aplicação da metodologia ao problema 

do transporte generalizado. 

No capítulo 2, apresentam-se métodos de agregação/desagregação, incluindo a definição 

do problema agregado e o cálculo dos limites de erro a priori e a posteriori. 

No capítulo 3, apresenta-se uma aplicação da técnica de agregação/desagregação ao 

problema de transporte generalizado. São descritos dois métodos de agregação e o cálculo dos 

limites de erro a posteriori propostos por Litvinchev [11] e Zipkin [23]. 

No capítulo 4, apresentam-se os resultados de um pequeno estudo numérico aplicado ao 

problema do transporte generalizado. 

Por fim, apresentam-se as conclusões do trabalho e as referências bibliográficas. 
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Capítulo 2 

Agregação para Programação Linear 

2.1 Introdução 

Um Problema de Programação Linear (PL) geralmente consiste em, por exemplo, mi- 

nimizar os custos de produção de uma fábrica; ou maximizar os lucros. Para isso, leva-se em 

consideração algumas restrições como: a mão de obra, o tempo gasto e o custo da produção do 

produto a ser fabricado, o período em que o mesmo pode ficar estocado, o local de estocagem, 

a aceitação no mercado, o transporte do produto, etc. Há problemas que envolvem milhares 

de restrições e variáveis. 

Os modelos de programação linear têm as seguintes características; 

a) Variáveis de decisão contínuas, indicando por exemplo, quanto produzir de um determinado 

item. Essas variáveis são não-negativas. 

b) Um critério de escolha das variáveis de decisão constituído por uma função linear. Esta 

função é denominada função objetivo e seu valor deve ser otimizado (Maximizado ou Mini- 

mizado). 

c) Restrições à decisão a ser tomada, que envolvem, por exemplo, aceitação do produto no 

mercado, mão de obra limitada, tempo gasto na produção. Essas restrições envolvem relações 

de interdependência entre as variáveis de decisão e são expressas por um conjunto de equações 

ou inequações lineares. 

Um modelo de programação linear pode ser representado matemáticamente na seguinte 
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forma matricial: 

max Z = cx 

(P) sujeito a Ax < b 

x > 0 

(2.1) 

onde c = [cj], j — 1, ...,n , b = [ftj], i = 1, A = [a^] é uma matriz m x n, x = [xj] é um 

vetor de variáveis de decisão e {Z*,x*) é a solução ótima. 

Para interpretar o modelo geral, convém associá-lo a uma empresa que têm m recursos 

disponíveis para a fabricação de n produtos distintos. Assim, para os produtos j = 1, ...,n e 

recursos i — 1, ...,m tem-se: 

Xj = nível de produção do produto ou atividade j. 

Cj = lucro unitário do produto j. 

bi = quantidade disponível do recurso i (òj > 0). 

dij = quantidade do recurso i consumida na produção de uma unidade do produto j. 

A função objetivo a ser maximizada representa o lucro total da empresa nas n atividades 

distintas. As m restrições informam que o total gasto do recurso z, nas n atividades, têm que 

ser menor ou, no máximo, igual a quantidade bi disponível do recurso i. 

Qualquer modelo de programação linear pode ser associado a um outro modelo de PL 

chamado de modelo de programação linear dual. O modelo original é chamado de problema 

primai. 

O problema de programação linear dual associado ao problema (2.1) consiste em deter- 

minar u, tal que: 

min D — ub 

{D) sujeito a uA > c 

u> 0 

(2.2) 

onde u = [uí], i = 1,..., m é um vetor de variáveis de decisão dual e {D*,u*) é a solução ótima. 

Pode-se definir algumas relações entre o par primal(P)/dual(D). Uma relação entre 

os problemas P e D diz respeito a soluções factíveis. Qualquer que seja x primai factível e 

qualquer que seja u dual factível tem-se: 

cx < ub 

unesp 
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onde cx e ub são as funções objetivas dos problemas P e D, respectivamente. 

Se a solução ótima x* para o problema primai existe então a solução ótima u* para o 

problema dual existe, e cx* = u*b. Logo tem-se que o valor ótimo satisfaz: 

cx < valor ótimo < ub. 

Considere o par de problemas P e D, então, exatamente uma das sentenças a seguir é 

verdadeira: 

a) Os problemas P e D possuem soluções ótimas x* e u* respectivamente e cx* — u*b. 

b) Se um problema tem o valor objetivo ilimitado', então o outro problema é infactível. 

c) Os dois problemas são infactíveis. 

Maiores detalhes sobre as relações entre os problemas Primal/Dual, assim como, so- 

bre métodos de solução para Problemas de Programação Linear podem ser encontrados em 

Bazaraa [4] e Luenberger [15]. 

Nas seções a seguir, discute-se a técnica de agregação e desagregação aplicada ao Pro- 

blema de Programação Linear: como obter o problema agregado, como obter uma solução 

aproximada para o problema original através da solução obtida para o problema agregado. 

Estuda-se também a metodologia de análise de erro, isto é, como calcular limites de erro a 

priori e a posteriori para a perda de otimalidade causada pelo uso da metodologia de agre- 

gação. 

2.2 Definição do Problema Agregado 

Suponha que o problema PL esteja definido como em (2.1). Como já mencionado, há 

problemas que envolvem milhares de restrições e variáveis. Esses problemas são chamados de 

problemas de grande porte e são difíceis de serem resolvidos pelos métodos tradicionais. 

Para resolver este tipo de problema estuda-se um método que gera um problema com 

dimensão menor que o problema PL original, denominado Problema Agregado (PA) ou Re- 

duzido (PR) e, portanto, mais simples de ser resolvido. No caso de agregação de variáveis, 

através da solução encontrada ao resolver o problema agregado, é possível obter uma solução 

factível para o problema PL original. Nem sempre é possível obter uma solução desagregada 

factível quando a entidade agregada é restrições , ou variáveis e restrições simultânea (Zipkin 
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N). 

Dado o problema PL original (2.1), pode-se construir o problema agregado substituindo 

um conjunto de variáveis (colunas), chamado de cluster, por uma única variável (coluna) re- 

sultante de uma combinação linear de todas as variáveis pertencentes ao cluster. Para tanto, 

considere uma partição a dos índices das variáveis {l,...,n}, em um conjunto de clusters, 

cr = {Sk \ k £ K}. Isto é = {1,n}, Sfc fl S) = 0 para k ^ l, e Uk = \Sk\- As variáveis 

em cada cluster são agregadas, formando uma única variável, usando um vetor peso não neg- 

ativo, gk > 0 tal que = 1, k = Denota-se por Ak a submatriz m x de A, 
jÇSk 

contendo as colunas com os índices em Sk- Analogamente, define-se c^, tal que c = (cj, ...,C/f) 

e Xk, tal que x = {Xi, ...,XK). Uma coluna agregada Ãfc, é obtida através de uma combinação 

linear das colunas de Ak usando o vetor peso gk e, analogamente, Ck e Xk são obtidos através 

de uma combinação linear dos elementos de e Xk, isto é; 

Ak 

Ck 

Xk 

k 

Akgk 

k 
Ckg 

Xkg
k 

1  

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

Tomando então, A = {Ai,Ak), c — (ci,...,Ck-) e X = (Xi,Xk), o problema 

original (2.1) pode ser transformado no seguinte problema agregado: 

max Zv = cX 

(PA) sujeito a ÃX < b 

X>0, 

(2.6) 

onde (Z*,X*) é a solução ótima. 

Pode-se associar também ao problema agregado o problema dual, que é representado na 

seguinte forma: 

min Dv = Ub 

{DA) sujeito a ÜÃ> c 

Ü >0, 

(2.7) 
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onde {D*, Ü*) é a solução ótima. 

Pode-se observar que o problema dual (2.7) do problema agregado (2.6) é equivalente a 

agregar restrições do problema dual (2.2) do problema original (2.1). 

É possível agregar também as restrições de um problema linear. Dado o problema PL 

original (2.1), pode-se construir o problema agregado substituindo um conjunto de restrições 

(linhas), chamado de cluster, por uma única restrição (linha) resultante de uma combinação 

linear de todas as restrições pertencentes ao cluster. Para tanto, considere uma partição p 

dos índices das restrições {l,...,m}, em um conjunto de clusters, p = {Ri \ l € L). Isto é, 

U/lji?; = {l,...,m}, Ri D Rr = 0 para Z ^ r, e m; = \Ri\. As restrições em cada cluster são 

agregadas, formando uma única restrição, usando um vetor peso não negativo, /' > 0 tal que 

yjj = 1, Z = 1,..., L. Denota-se por Ai a submatriz nq x n de A, contendo as limhas com 
i€Ri 
os índices em Ri. Analogamente, define-se 6/, tal que b — {bi, Uma linha agregada 

A;, é obtida através de uma combinação linear das linhas de Ai usando o vetor peso /' e, 

analogamente, bi é obtido através de uma combinação linear dos elementos de ò;, isto é: 

Ã, = 

b, = A 

(2.8) 

(2.9) 

l — 1 

Tomando então, A = [Ai Ai), b = (6i,...,í»l) o problema original (2.1) pode ser 

transformado no seguinte problema agregado: 

max Zr — cx 

{PA) sujeito a Ãx < b 

x > 0, 

(2.10) 

Pode-se associar também ao problema agregado (2.10) o problema dual, que é represen- 

tado na seguinte forma: 

min Dr = ub 

{DA) sujeito a uÃ > c (2.11) 

u > 0, 
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Há ainda problemas, onde é desejável agregar as variáveis e as restrições simulta- 

neamente. Essa é uma terceira maneira de fazer agregação. Para tanto, considere as par- 

tições a e p dos índices das colunas e linhas, respectivamente, conforme definidos acima, e os 

pesos não negativos gk > 0 e /' > 0 tal que: 

E 9- = 1, fc = l,...,/CeE/Í = l, l = 
j€Sk ieR, 

Denota-se por Al
k a submatriz m/ x de A, contendo as colunas com os índices em Sk 

e as linhas em Ri. Analogamente, define-se c^, tal que c = (cj,..., c#), 6;, tal que b = 

(6i,...,6l) e que x = {Xi,XK). Uma coluna agregada Ãl
k, é obtida através de uma 

combinação linear das colunas de Ak e das linhas de Ai usando os vetores peso gk e /' e, 

analogamente, c^, 6; e Xk são obtidos através de uma combinação linear dos elementos de Cfc, 

6/ e Xk respectivamente, isto é: 

Ãi = flAl
kg

k (2.12) 

Ck = Ckgk (2.13) 

bi = fbt (2.14) 

-se li -se (2.15) 

k = 

l = 1..... L. 

Tomando então, A — {A\,..., A^-), c = (cj,...,c^), 6 = (í>i,^l) e AT = (>Ai,..., A^), o 

problema original (2.1) pode ser transformado no seguinte problema agregado (L x K): 

max Zvr — cX 

(PA) sujeito a AX < b 

X>0 

(2.16) 

0 problema dual associado ao problema reduzido (2.16) é dado por: 

min Dvr =Ub 

(DA) sujeito a ÜÃ> c 

Ü>0 

(2.17) 
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Maiores detalhes podem ser obtidos em Rogers et al. [20] e em Zipkin [24], 

O método de agregação descrito acima é chamado de combinação de peso-fixo, e é a 

estratégia de substituição mais usada na literatura. 

Para construir o problema agregado, tem-se alguns passos a seguir, tais como: definir 

os clusters, isto é, de que maneira fazer as partições utilizadas na agregação; como combinar 

os dados do problema original para obter os dados (coeficientes) para o problema agregado. 

Depois do problema agregado ter sido construído e resolvido, desagrega-se a solução do pro- 

blema agregado obtendo uma solução aproximada para o problema original. A seguir discute- 

se esses passos com mais detalhes. 

Definição dos clusters 

Antes de definir a partição a (e/ou p) que será usada na construção do problema agre- 

gado, é preciso fazer uma análise dos dados do problema original e definir qual entidade de 

cluster, variáveis e/ou restrições, deve ser agrupada. A entidade a ser combinada deve ser, 

em grande parte, determinada de maneira a realizar uma boa agregação/desagregação. Por 

exemplo, se o tamanho do problema PL original viola a capacidade de um software, então, 

uma estratégia pode ser agrupar apenas o suficiente para satisfazer a capacidade do software. 

Uma vez definida a entidade de cluster que será agrupada, é necessário estabelecer 

critérios para a definição do conjunto a (e/ou p). 

Shetty e Taylor [21], analizam vários critérios para se agrupar os dados do problema PL. 

Considerando um par de restrições i,j de um problema PL, a semelhança entre elas é 

denotada por Síj e pode ser colocada em forma de matriz. Seja S = [fif,] a matriz de simi- 

laridade. A semelhança entre cada restrição i = 1, ...,m e a função objetivo é denotada por 

Pi. O cálculo de e $ pode ser feito utilizando dois critérios: "proximidade angular" e/ou 

"proximidade espacial": 

"Proximidade Angular": Procura-se agrupar entidades cujos hiperplanos são paralelos ou 

"próximos de paralelos"; 

"Proximidade Espacial": Procura-se agrupar entidades cuja distância entre as partes dos 

hiperplanos que contornam a região factível é mínima. A distância mínima entre quaisquer 

dois hiperplanos é definida como o mínimo das distâncias entre quaisquer dois pontos sobre 

os hiperplanos, tal que, os pontos não estejam sobre o mesmo hiperplano. 

O critério de "proximidade angular", pode ser também definido baseado no cosseno do 
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ângulo entre a função objetivo e cada uma das restrições. 

Assim, é definido como; 

Pi = COS 1 J=1 
V 

i=l i=l 

Os critérios de proximidade angular e/ou proximidade espacial das restrições para o 

problema dual podem ser utilizadas para determinar clusters de variáveis. 

Uma outra medida de similaridade é dada pela distância entre dois vetores d(x, y). Sejam 

x = [xí] e y = [yi] então, uma medida de distância pode ser dada por: 

K 
d{x,y) = {Ysixh - Vk)2)1'2, 

k=i 

onde d{x,y) é a distância euclidiana. 

Considere um vetor coluna definido como Aj = (cj,aij, ...amj), onde Cj é o coeficiente da 

função objetivo e (a^-,amj) são os coeficientes da coluna Aj do problema original. Então, 

uma segunda medida de distância entre duas colunas Aj e Ak pode ser dada por: d{Aj, Ak) = 

1 — cos{Aj, Ak), onde cos{Aj, Ak) é o cosseno do ângulo formado pelas colunas Aj e Ak, isto 

é: 

cos{Aj,Ak) = 
< Aj,Ak > 

1141111^11 ' 

onde <, > indica o produto escalar e ||.|{ indica a norma euclidiana. 

Note que d{Aj, Ak) é uma métrica pois satisfaz: 

d{Aj, Ak) >0, para todo j, k 

d{Aj,Aj) =0 para todo j 

d{Aj, Ak) = d{Ak, Aj) para todo j, k 

d{Aj, Ak) < d{Aj, A) + d{A, A) para todo i,j, k, (desigualdade triangular). 

Note que, quando Aj — Ak a distância d{Aj,Ak) — 0. Maiores detalhes podem ser 

obtidos em Weintraub [26]. 

Uma vez definido os candidatos a fazerem parte de um mesmo cluster, também estará 

definido o número de clusters (k), ou seja, o número de variáveis que o problema agregado 
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terá. 

Métodos de combinação 

Uma vez definido o conjunto cr (clusters), é necessário definir como substituir cada 

cluster Sk de variáveis por uma única variável. Pode-se fazer a substituição dos clusters por 

combinação de peso-fixo, ou por combinação por dominância. 

Métodos de combinação de peso-fixo envolvem um vetor peso gk cujas componentes são 

não negativas e soma unitária. O vetor gk é usado para fazer uma combinação linear dos 

dados do problema original, fornecendo os dados para o problema agregado. 

O método de combinação por dominância é um método de aproximação conservativa que 

consiste em atribuir um peso positivo somente para uma componente de cada elemento do 

cluster, isto é, faz-se uma combinação linear das componentes do cluster utilizando uma matriz 

peso g, tal que, apenas uma componente em cada coluna é igual a 1 e as demais iguais a zero. 

Para um problema de maximização, o maior elemento de cada linha da submatriz associada ao 

cluster formará a coluna agregada. Este critério garante que a solução do problema agregado 

fornecerá um limite inferior para o problema original. 

A combinação por dominância freqüentemente resulta em uma solução inferior àquelas 

encontradas por combinação de peso-fixo. Esse método pode também ser usado para agregar 

restrições ou agregar restrições e variáveis simultaneamente. Zipkin [23] nota que é possível 

determinar uma matriz peso g, que fornecerá uma solução ótima para o problema agregado 

igual a solução ótima do problema original (ver Rogers et al. [20]). 

Solução desagregada 

Depois que o problema agregado é construído e resolvido, pode-se usar o resultado para 

obter uma solução aproximada para o problema original, através da desagregação da solução 

agregada obtida. 

Suponha que o PA foi resolvido, e seja {X*, Ü*) uma solução ótima para o primai e dual, 

(2.6) e (2.7) respectivamente. Então, a solução do problema agregado é usada para obter uma 

solução factível para o problema original, onde a entidade de cluster à ser desagregada será a 

mesma que foi agregada (combinada). 

O caminho mais simples para obter uma solução factível para o problema original (2.1) 

é usar desagregação de peso-fixo, ( ver Zipkin [23], Leisten [9]) isto é: 

(2.18) xj = gkXl jeSk, k = l,...,K. 
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Xj é uma solução factível, mas geralmente subótima para (2.1), isto é, a solução ge- 

rada é uma solução aproximada para o problema (2.1). Seja {x,ü), a solução desagregada 

primal/dual. Então, a solução (x,ü) é chamada de "solução de peso-fixo", para o problema 

(2.1) obtida de {X*,Ü*). 

O problema (2.6) pode ser infactível, e ainda assim, o problema (2.1) pode ser factível, 

portanto, deve-se escolher {cr,g) de maneira que (2.6) seja factível. 

Considerando o caso onde variáveis e restrições são agregadas simultaneamente, também 

pode-se aplicar desagregação de peso-fixo, para obter uma solução aproximada para o proble- 

ma (2.1), maiores detalhes podem ser obtidos em Zipkin [24]. 

Quando um problema agregado é resolvido, freqüentemente é interessante obter algumas 

informações sobre a perda de precisão, devido ao fato, de um problema mais simples que o 

problema original ser resolvido. Um caminho para estimar a perda de precisão é a diferença 

entre os valores das funções objetivos dos problemas original e agregado. Como o valor ótimo 

Z* do problema original não é conhecido, pode-se somente estimar Z* — Z* e obter os limites 

para essa diferença. 

O erro resultante da agregação de um problema PL é expresso pelo grau de subotima- 

lidade da solução agregada, comparada com o valor ótimo da função objetivo do problema 

(2.1). Precisa-se calcular um limite superior e um inferior para o valor da função objetivo do 

problema (2.1). Usualmente dois tipos de limites são considerados: um limite de erro a priori 

que não requer a solução do problema agregado (2.6), e outro a posteriori que é obtido usando 

a solução do problema agregado. 

2.3 Limite de Erro a Priori 

Nesta seção, estudam-se limites sobre a perda de precisão devido a agregação. Esse 

limite, pode ser calculado após o problema agregado ser formado e antes de ser resolvido. 

Este tipo de limite é, chamado de limite de erro a priori, e foi apresentado por Zipkin [23, 24]. 

0 limite de erro a priori, supõe que seja conhecida alguma informação sobre uma solução 

ótima do problema original (2.1). Seja x* uma solução ótima para (2.1). 

Seja W um conjunto fechado, convexo e limitado em iRn, chamado de localização, tal que 

x* E W, onde x* é uma solução ótima para o problema (2.1). A localização W pode ser obtida 
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por uma manipulação das restrições do problema original, ou pode ser construída depois do 

problema agregado ter sido resolvido. Se W é conhecido, pode-se adicionar a condição x EW 

ao problema (2.1), sem alterar a solução ótima. 

No cálculo do limite de erro a priori, Zipkin [23, 24] considera dois tipos de localizações 

definidas na suposição (2.3.1) a seguir. 

Suposição 2.3.1 (a) Seja a — : k = 1,...,/^'} uma partição qualquer dos índices das 

colunas {1, ...,n}, não necessariamente a mesma partição a usada na agregação do problema. 

Sejam di, ...,dn números conhecidos e positivos, epi,...,pK' números não-negativos, tal que, 

para alguma solução primai x* ótima para (2.1), temos: 

x eW = {x : djXj <pk, k = 1,..., K'}. 

ies; 

(2.19) 

(b) Seja p = {i?[ : l — 1,...,L'}, uma partição dos índices das restrições {l,...,m}, não ne- 

cessariamente a mesma partição p usada na agregação do problema. Sejam ej, ...,em números 

conhecidos e positivos, e qi,...,qL' números não-negativos, tal que, para alguma solução dual 

u* ótima para (2.2), temos: 

u eW = {u: Yeiui - ^ = i, (2.20) 

iefi 

Um limite de erro a priori devido agregação de variáveis pode ser obtido a partir da 

proposição (2.3.1) a seguir. 

Proposição 2.3.1 Se o item a) da suposição (2.3.1) vale para alguma solução x* ótima do 

problema (2.1), então: 

Z* < Ub + £+, onde 

K 

fc=l 
max 

(cj - UA*) \ 

dj 1J 
Pk- (2.21) 

onde Ai corresponde a j-ésima coluna da matriz A. 

Demonstração: 

Defina o conjunto W, como W = < Pk,k = l,...,K ,x > 0}. Note que, 
jcs. 
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devido à hipótese da suposição (2.3.1), W ^ 0, pois x* e W. Além disso, VU > 0,U e Mm e 

Vx factível para o problema original, tem-se: 

= cx* < cx* + U{b - Ax*) 

= Uh + {c-UA)x* (2.22) 

< [76 + max{(c — í7A)x} 
XÇ.W 

= Ub + max{J2{cj - UA^Xj}, 
j=\ 

onde é uma coluna da matriz de restrição da problema original (2.1) e pelo teorema das 

folgas complementares U{h — Ax*) > 0. 

Considere o problema de maximização em (2.22), e seja x sua solução ótima. Devido à 

não-negatividade do vetor ü, se o coeficiente (c, — UA^) da variável Xj em (2.22) for negativo, 

então x = 0. Dessa forma, o problema de otimização em (2.22) pode ser simplificado para: 

max{y^[c?- — UA-*]*Xj}, onde [q:]+ = max{0,a;}. (2.23) 
j=i 

Daí levando-se em conta a partição a' definida na suposição (2.3.1), pode-se escrever: 

K 

z-<ub+Y. E Ife - cV)]+%. (2.24) 
fc=l 

Considere agora, os números {di,...,dn} com as características definidas na hipótese 

da suposição (2.3.1). Esses números podem ser introduzidos, sem alterar o resultado, na 

expressão (2.24) da seguinte forma: 

K 
Z- <Ub + Y.Y. 

k=\jes , 

K 
< Uh+Yr * ^ i" max 

fc=iJ'6Sv 

Cj - UM 
djXj 

d. 

c,' — U A3 

Y. djXj 
d. J6S, / 

(2.25) 

onde, lenvando em conta que x E W, ou equivalente, djXj < Pk,k — 1,..., K', obtém-se; 
jesk, 

K 

Z* <Uh + Y max — ^' AczQ . 
k=ij€S* 

cj - UAj 

Pk, (2.26) 

o que completa a prova da proposição. ■ 

Para agregação de restrições pode-se obter um limite de erro a priori de maneira análoga 
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a agregação de variáveis, considerando o item b) da suposição (2.3.1) e para agregação de 

variáveis e restrições simultânea considera-se ositens a) e b) da suposição (2.3.1) para calcular 

um limite de erro a príori. 

Quando calcula-se o limite de erro a priori não se conhece a solução (X*, U*) dos prob- 

lemas agregado. Uma maneira de resolver esta questão é supor que existam números {sj} e 

{rj, tais que, 

Sj > Cj — U*A\j = l,...,n 

ri > AiX* — bi,i = 1, ...,m 

(2.27) 

e que a suposição (2.3.1) vale. Assim, usando (2.21), um limite de erro a priori é dado por: 

Z*-£b- < Z* < 2*+ £b+ (2.28) 

onde 
K 

£b+ = 
k=\ 

£b- = Y. 
i=i 

max 
íefi. leiJ 

qi 

(2.29) 

(2.30) 

e as constantes pk e qi são definidas nas localizações (2.19) e (2.20) respectivamente. 

Tem-se que encontrar {sj} e {rj} sem conhecer Ü* e X*, respectivamente. Isso pode 

ser feito resolvendo uma série de problemas da mochila contínuos. Considere os seguintes 

problemas: 

Sj = Cj — min U A' 

sujeito a UÀk > Ck 

.[/ > 0 

(2.31) 

onde [sj, U*) é a solução ótima para cada j E Sk, k = 1,K e 

n = —bi + max AjX 

sujeito a AiX < bi (2.32) 

X>0 

onde (rj, A*) é a solução ótima para cada i E Ri, 1 = 1, L . 

Se os problemas (2.31) e (2.32) são finitos para todos j e i, então, a inequação dada em 
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(2.28) fornece um limite de erro a priori, pois X* é uma solução factível para (2.6) e U* é 

uma solução factível para o problema dual (2.7). Note que cada um desses problemas é um 

problema da mochila contínuo e pode ser facilmente resolvido. 

Uma solução para um problema tipo mochila pode ser obtida utilizando as condições 

de Karush-Kuhn-Tucher(KKT) (ver Luenberger [15]). Assim, uma solução para o problema 

(2.31) é dada por: 

sj ~ cj ck minfaij/aifc]. 

Uma condição para que o problema (2.31) seja finito para todo j é que A > 0 e c > 0. 

Nesse caso, Sj = Cj — c^min | > 01 , j G. Sk,k = 1,K . Assim o limite de erro a 
1 l «líc J 

priori dado em (2.29) torna-se: 

K 
£b+ - 

k=i 
max { ^ [ aik ^ : j e Siãij > 0 

+ 

Pk- (2.33) 
i,j 1 dj 

Suponha que a' — a. Se os elementos de um mesmo cluster (cj, AJ), j E S'k são idênticos, 

então, o fc-ésimo termo em (2.33) é zero, isto é: 

Substituindo ck = ckg
k e = A.kg

k, em (2.33) e tomando o fc-ésimo termo, tem-se que: 

Ct"(^) 0 o. 
otj d j (ídj 

Pode-se notar que, se variáveis idênticas são agregadas, não existe perda de precisão, 

isto é, Sj = 0, j E S'k. 

Esta observação mostra que quanto maior for a similaridade entre os elementos de um 

mesmo cluster, menor será o erro resultante da agregação do problema. 

De forma similar, pode-se obter as condições para que o problema (2.32) seja finito. 

Uma condição mais geral para que o problema (2.31) seja finito, é uma conseqüência do 

lema de Farkas (ver Rockafeller [19]). O problema (2.31) é finito se, e somente se \Ak < AJ, 

para algum escalar A > 0 e j € (ver Zipkin [23]). Essa condição é equivalente a; 

(a) ciij < 0 implica ãik <0, para todo i. 
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(b) Sejam 

Ij — ^ ^) ^ik ^ ^} 

{^ ■ ^íj O, 

t- = maxf^-} 
16/^ dij 

' O/i 
q = min{—}. 
J ie// ãii 

Então (i) Ij ou q é vazio ou (ii) íj < í+. As condições (a) e (b), consideram a partição a e 

o peso g usados para construir o problema agregado (2.6). A condição (a) sugere que colunas 

com componentes negativas sejam agrupadas com colunas onde essas mesmas componentes 

são negativas. Se uma coluna é agrupada com uma coluna onde as componentes tenham 

sinais diferentes, os pesos devem compensar os elementos negativos, caso contrário, o problema 

agregado será menos consistente que o problema original. A condição (b) pode ser interpretada 

como um aperfeiçoamento da mesma idéia, e garante que todos coeficientes de um mesmo 

grupo de colunas tenham os mesmos sinais. 

A solução para (2.31) é obtida fazendo todas as componentes de U iguais a zero, exceto 

uma, que será igual a 1. 

A tabela (2.1) abaixo, extraída de Zipkin [23], fornece os valores de Sj para várias 

situações devido agregação de variáveis. 

II II //e/r ^ 0 

cfc > 0 (2.31) infactível Cj — ck 
cj ~~ 

o
 II 

IO Cj Cj CJ 

Cfc < 0 Cj Cfc tj Cj Cj Cktj 

Tabela 2.1: Valores de Sj(Zipkin [23]) 

Se (2.31) é infactível para algum j, os duais para o problema (2.1) e (2.6) também 

são infactíveis, o que contradiz a suposição de que existe uma solução ótima finita para o 

problema (2.1). Portanto é necessárrio reconstruir o problema agregado. 

0 limite de erro a priori é calculado a fim de refinar, melhorar o problema agregado. 

Na próxima seção, estuda-se como calcular limites de erro a posteriori. 
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2.4 Limites de Erro a Posteriori 

Nesta seção, estudam-se limites sobre a perda de precisão devido a agregação de variáveis 

calculados a posteriori. Isto é, os limites são calculados após o problema agregado ser formado 

e resolvido. 

Ao resolver o problema agregado, imediatamente obtém-se um limite inferior para o 

valor da função objetivo do problema original, Z < Z*. 

É desejável calcular também, um limite superior sobre o valor da função objetivo do 

problema original. 

Para o cálculo do limite de erro a posteriori, assim como, para cálculo do limite de erro 

a priori, supõe-se que seja conhecida alguma informação sobre uma solução ótima para o 

problema original (2.1). Seja então x* uma solução ótima para o problema original (2.1). 

Tomando como base o cálculo do limite de erro a priori, pode-se calcular um limite de 

erro superior a posteriori. A partir da proposição (2.3.1) e do item a) da suposição (2.3.1) e 

com alguma manipulação algébrica, o limite de erro a posteriori é dado por: 

Üb - e- < Z* < Üh + £+, (2.34) 

onde 
K 

fc=i 

/=l 

max < 
.^s'k 

'cj-Ü-A*]-] 

dj i\ 

max 
iefí] [ ei ). 

Pki 

Qi- 

(2.35) 

(2.36) 

Os limites dados pela expressão (2.34) são conhecidos como limites de erro a posteriori 

de Zipkin, onde {X*,Ü*) são soluções ótimas para os problemas primal/dual, (2.6)/(2.7), 

respectivamente. Maiores detalhes podem ser obtidos em Zipkin [23, 24]. 

Mendelssohn [16], extende a idéia de Zipkin [23] para obter um melhor limite de erro a 

posteriori utilizando a seguinte localização: 

W = {x : ^2 Xj < Pk, k = 1,..., K }. 

j€S'k 

(2.37) 

Isto é, os dj definidos na localização dada em (2.19) são iguais a 1. 

Reescrevendo o problema (2.1) e anexando a localização acima temos; 
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max Z\ = cx 

sujeito a Ax < h (2.38) 

X] Xj < Pk, k = 1,K' 
jzs'k 

x > 0. 

O problema dual associado ao problema (2.38) é escrito da seguinte forma: 

I 
K 

min Di = ub + ^2 6kPk 
k=l 

sujeito a ^2 aijui + ^ cj! j ^ Ski k = 1, ...,K 
i 

u>0\6>0. 

(2.39) 

Considerando (2.39) com u restrito ao conjunto U = {u/u = U*d,0 G M}. O problema 

(2.39) pode ser reescrito como: 

, n (2.40) 

min Di{d) = Z0 + ^2 àkfk 
k=\ 

sujeito a Ç22aijÜ/)d + 6k > Cj, j G S'k,j = 1,' 
i 

Ü >0-6k>0,k = 

Os possíveis valores de Q onde o ótimo para o problema (2.40) pode ocorrer são encon- 

trados como mostra o teorema (2.4.1) abaixo. 

Teorema 2.4.1 (Mendelssohn [16]) Di{0) é uma função convexa e linear por partes. Se- 

ja Di_{d) a derivada a esquerda de Di{9), em relação a 0. Então, os possíveis pontos de 

descontinuidade de Di_{d) onde um ótimo pode ocorrer são di,...,9n onde: 

se ^ 0 
í i _ (2-41) 
oo, se = 0, Vj. 

i 

Considerando a partição S'k o problema dual (2.40) pode ser decomposto em k subproble- 

mas, k = e cada subproblema tem o valor da solução igual ao 

max[cj — {9^2iaijÜ*)Y'pk. Isso implica que Di{9) é dado por: 

0i = 

J6S 

Dl{9) = Z9+Y, 

K 

z 
k=\ 

max^j - {9^2aijU*)) 
jtsk i 

Pk- (2.42) 
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O valor mínimo de Di{9), é a solução ótima para (2.40), para todos valores possíveis de 

9 e , é também um limite de erro a posteriori para o problema (2.1), isto é, o limite de erro a 

posteriori proposto por Mendelssohn é da forma: 

K 
Z* < mm lZ9 + y 

*6K+ I ti 
max(cj — 9U* A*) 
As'k 

Pk > < Ub + £+. (2.43) 

Ou seja, o limite de Mendelssohn é mais refinado do que o limite de Zipkin. 

Shetty e Taylor [21], também desenvolveram limites para o problema original (2.1) a 

partir da solução do problema agregado (2.6). 

Considere um ponto Xq infactível para o problema agregado (2.6) e 7 uma direção de 

busca arbitrária. Seja 9 E M tal que Xq + 9^ > 0 e Xj uma solução ótima desconhecida para 

o problema (2.1). Então: 

Z- = tcix-. 
j=i 

Somando uma porção positiva em Z*, obtém-se a seguinte desigualdade: 

Z* = 12 CJXJ - Í2 cix) + (6 - È Aix*j){xv + 07), 
j=i i=i i=i 

(2.44) 

onde por suposição 37) + $7 > 0 e pelo teorema das folgas complementares tem-se que: 

b-y Ajx] > 0. 
i=i 

Fazendo uma manipulação algébrica na expressão (2.44), tem-se que: 

n 
Z* < bx0 + 6^7 -f y [cj - (xq + 9^)Aj]x* (2.45) 

i=i 
n 

= b{xQ + 9^)-\-y\cj - {xQ + 9^)A:']x*j. 
3=1 

Suponha que exista uma partição Sk, e números não-negativos Pk > 0, k — l,K 

tal que, a solução ótima x* de (2.1) pertença a localização: 

W = {x: y djXj < pk} (2.46) 

definida na suposição (2.3.1). Então tomando a partição Sk tem-se: 

K 
Z* < b{x0 + 9i) + yy [Cj - (xo + 91)Aj]x*. (2.47) 
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Como dj > 0 pode-se dividir e multiplicar a expressão (2.47), por dj sem alterar o 

resultado, então obtém-se: 

K 
z* < b{x0 + 07) + 

k=i jes. 

Cj - {x0 + e^)Aj 

dJ 
[djX*] (2.48) 

Tomando o maior elemento de cada cluster S'k tem-se que: 

K 
Z* < b{xo + Oy) + max 

k=ij€s' 3eS* 

cj - (xq + 0^)Aj 

dj 
[djX*] (2.49) 

K 
— b{x0 + 07) + ^ max 

fc=l 3eS'k 

Cj - {x0 + ej)Aj 

dj 
j€S'k 

Usando (2.46), tem-se: 

K 
Z* < b{xo + 07) + EE max 

Cj - (xq -f- 0-f)A3 

di 
Pk- (2.50) 

Seja {X*,Ü*) a solução ótima do problema agregado (2.6) e seu dual (2.7) respectiva- 

mente, e 7 uma direção de busca arbitrária, então pode-se reescrever a expressão (2.50) da 

seguinte maneira: 

K 
Z* < 6(t/* + ^7) + max 

j=l 3CS'k 

Cj — {U* + 9^) A3 

dj 
Pk (2.51) 

K 
— Z + 6^7 -f- ^ max 

fc=l 3CS'k 

Cj — (U* -I- 9^) A3 

dj 
Pk- 

O mínimo para a expressão (2.51) é um limite superior para o problema (2.1), se tomar 

9, tal que, U* + 9^y > 0. Então o limite proposto por Shetty e Taylor é dado por: 

K 
Z* < Z min < b9ry + V] rríax 

~ I k=1 jes'k u' + e-r > o 
0 e jr 

Cj — {U* + 9^) A3 

dj 
Pk > • (2.52) 

Pode-se observar que para 9 = Q, Z* fornece o limite de Zipkin [23] e que para uma 

direção 7 = —U*, Z* fornece o limite de Mendelssohn [16]. 

Pode-se notar ainda que Zipkin, Mendelssohn, e Taylor e Shetty, usam a mesma metodolo- 

gia para calcular os limites de erro o posteriori. Esses autores constróem os limites superiores 

a posteriori a partir de uma solução dual conhecida. 

22 

cm i 2 3 4 7 í1 unesp 

avatat' W 
12 13 14 15 16 17 1^ 



A tabela (2.2) resume o cálculo básico dos limites de erro superiores a posteriori dados 

acima. 

Autores 

solução 
dual 

considerada limites 

ZipKin U* Zm < Z Emax 
te=l k 

Cj - UmAJ 

d'. 
(2.34) 

Mendelssohn OU" 
6 £ JR * < min < 9Z + \ ^ max (cj - OU* A"* ^ (2.43) 

K 
í/* + d-y > 0 . _ Shetty e Taylor Z < Z + min ^ bO~i 4- 

*GiR O* + $1 >0, | fc=1—fc 

E cj - {V + 07)1 " max —————— 
!€< . J 

Pk > (2 62) 

e e k 

Tabela 2.2: Limites de erro a posteriori para agregação de variáveis em PL 

Knolmayer (ver Leisten [9]), considera que se duas ou mais soluções duais 17,, 

i = 1,..., / são disponíveis, pode-se calcular um limite de erro a posteriori a partir do limite 

de erro a posteriori de Mendelssohn (limite (2.43)), considerando uma combinação convexa 

das soluções duais. 

Seja, 

Í7 = X>^ (2.53) 
1=1 

onde = 1, uma combinação convexa das soluções duais disponíveis do problema agregado 

(2.6). 
t=i 

Substituindo a combinação convexa (2.53), no limite de erro dado pela expressão (2.43), 

obtém-se o limite de erro proposto por Knolmayer: 

Z* < min 1 ^ \Ui \ b+Y* max 
^ >0 \ \éí J 

c, - eçjrxú)* 
1=1 

Pk (2.54) 
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onde Z — e Ui i = 1,...,/ são soluções ótimas para o problema agregado (2.6). 
t=i 

Então, a expressão dada em (2.54) pode ser reescrita como: 

K 
Z* < min < dZ + y2 max 

> o l k=i !_ 
E.A' =1 

Cy- 
i=l 

Pk 

Como a expressão Z* < Ub + (c — UA)x* vale para todas as soluções duais t/, > 0, o 

limite dado em (2.54) pode ser generalizado, formecendo o limite de erro a posteriori proposto 

por Leisten: 

Z* < mm 
A 6 j Vi=i 

y . XíUí > o 

E ^íUÍ \ ^ + E max 

/ k=i j65! 
cj - (EA^i)^ 

1=1 
Pk (2.55) 

K 
min \ Z + ^2 max 
AeJR l k=\ Í€S 'k 

^ AjOj > o 

- (EW)^' 
i=i 

Pk >, 

aqui as soluções Ui i = 1,...,/ também são soluções duais ótimas para o problema agregado 

(26). 

A dificuldade em obter uma solução para a expresão (2.54) ou (2.55) é comparada com a 

dificuldade em obter uma solução para o problema original (2.1). Leisten [9] então apresenta 

uma heurística para encontrar uma solução aproximada para (2.55). 

Heurística 1 

(1) Para todas as soluções duais Üi,i — 1,...,/, disponíveis para o problema agregado 

(2.6) determinar a melhor solução, substituindo Üi por OjÜi em (2.43): 

í - K 

9* = argmin < 9Uib + E m 

(9)AeeiR | ^ 

(2) Para í = 1,— 1 faça: 

(2.1) Determine 
✓ / K 

Cj - QUiA3 
Pk (2.56) 

6i — ar^rnin ^ (6Ui + (1 - 6)Ui+\)b + E max [cj - {6ui + (1 — Pk ^ ■ (2-57) 

Substituindo ÍÃ+i por 9íÜí + {1—9í)Üí+i em (2.43). Esse passo determina a melhor combinação 

convexa das duas soluções duais pré-otimizada Üi e Üí+i do passo 1. 

(2.2) Determine 

í - K' _ . + 
61. = argmin < 9Ui+ib + E max cj " 9Ui+iAJ] pk 

(e)>T),tíe/R 1 ^ jes'k 
J (2.58) 
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Substituindo Ui+\ por em (2.43). Esse passo determina a melhor solução dual que é 

um múltiplo da solução dual pré-otimizada Üi+\. 

(3) Use a melhor solução dual Ui gerada para calcular o limite de erro a posteriori. 

Maiores detalhes podem ser obtidos em Leisten [9] e suas referências. 

Litvinchev e Rangel [14], desenvolveram limites de erro a posteriori baseado na metodolo- 

gia proposta por Mendelssohn, Shetty e Taylor e Leisten. Isto é, fazendo uma mudança no 

vetor de variáveis duais. Além disso, desenvolveram limites de erro utilizando uma localização 

W geral. Um dos passos mais críticos em calcular o limite de erro é construir a localização 

W. 

Considera-se o problema original (2.1), e define-se o limite de erro superior a posteriori 

como segue; 

LS{U, W) = YJ UA + max \ Yi xÁcj - Uiaij) f ■ (2.59) 
1=1 1^ = 1 1 = 1 

onde a localização W é um conjunto fechado, convexo e limitado, contendo a solução ótima 

do problema (2.1). 

Para 17 = 0*, 

LS{U*,W) = y cÍxÍ + mj$ s Y xÁcj -J2ui aó) 
j=i x€iv i j=i Í=I 

(2.60) 

onde U é uma solução factível e Ü* é a solução ótima para o problema agregado (2.6), e x é 

a solução factível desagregada para o problema (2.1). 

Para definir a localização W, supõe-se que algumas restrições do problema original sejam 

incluídas, então, tem-se que: 

W = {x £ W : Y aijxj < bi,i e I C {1, ...,m} = M,}, 
j=I 

onde W é outra localização de x*. 

Considerando as componentes Ui,i 6 M \1 do vetor de variáveis duais, que não foram 

usadas para definir a localização W, tem-se que LS{UW ,W) é: 

LS{Uw,W)= Y. CA + ma* £>(0,- ^ 
ieM\l x (j=l ieM\/ 

(2.61) 

Usa-se a notação Uw para enfatizar que a dimensão e as componentes de Uw dependem 

da localização W formada por algumas restrições do problema (2.1), isto é, Uw G JR"1-'7' e 
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U G Rm. 

Suponha que o limite de erro LS(UW, W) foi calculado para Uw = Ü*w e que o problema 

de maximização em LS{UW,W) tem uma única solução ótima x. Então, tem-se que: 

Vv.LSiÜ*™, W) = 6, - £ ciijXj, i e M \1, (2.62) 

UW(0 = ]1AÜ*W - &uLS{Ü'w,W)) 

onde £ é o tamanho do passo e é definido por uma busca unidimencional, Vui{LS{Uw,W) é 

a derivada de LS{UW, W) em relação a Ui e FI+Í7") é uma projeção ortogonal de r G iR sob o 

octante não negativo. O tamanho do passo £, associado com o melhor passo de descida, deve 

ser definido por uma busca unidimensional: ^ = argrmn{LS{Uw> 0} (técnica do 

gradiente projetado Luenberger [15], Lasdon [8]). Para melhorar o limite de erro LS{Ü*W, W), 

deve-se mudar somente as variáveis duais para as restrições que não foram usadas para definir 

W. 

Denota-se por 6j os coeficientes do problema de maximização, 

m
fax <j Y,xÁci - Y. Uiaij) í > 

1 j ieM\i 
(2.63) 

isto é, ój = Cj — ^ Uidij. 
ieM\l 

Os valores õj dependem do vetor U, e usa-se a notação 6j para destacar que o problema 

(2.63) tem função objetivo linear para qualquer U > 0. 

Seja a localização W definida por: 

VP = {a;| ^ djXj < p, 0 < Xj < rj, j = 1,..., n, > 0}. 
i=i 

(2.64) 

A localização W é convexa, fechada e limitada para quaisquer valores de dj e p e 

pode ser facilmente obtida se o problema original tiver restrições do tipo mochila, tais co- 
n 

mo, ^2aijxj ^ bj,aij,bj > 0. Por exemplo, pode-se tomar rj = min{5i/aij} e uma restrição 
j=i 

ou uma combinação linear da restrições do problema original. 

Para calcular um limite superior utilizando a localização (2.64), deve-se resolver o 

seguinte problema, 
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max E ÔjXj 
j=i 

n 
sujeito a ^2 djxj ^ P 

3=1 
0 Kxj < rjJ = 1,.. 

(2.65) 

n. 

Considera-se o caso onde dj, p > 0. Pode-se obter uma solução ótima x para (2.65) 

utilizando as condições de Karush-Kuhn-Tucher (KKT). 

Sejam as variáveis ordenadas, tal que, (üj/dj > ^2/^2 > ...6n/dn. Uma solução ótima x 

de (2.65) é dada por: 

ÔjXj = [dj]"1" min r3, 

3-1 
p - Y^diXi 

1=1 
dj 

, j = l,n, (2.66) 

onde por definição [r]+ = max{o, r} e o termo [dj]4" em (2.66) garante que Xj = 0 para 6j < 0. 

Se 6j = 0, então Xj não é único, e: 

3-1 
p - ^dixi 

1=1 0 < Xj < min < ' j) dj 

De acordo com Zipkin [23], supõe-se que ao invés de uma restrição linear do tipo (2.64), 

tem-se um número de restrições lineares independentes. Considere a' — {Sk,k. = 

uma partição de {1, ...,n}, não necessariamente o mesmo a usada na construção do problema 

agregado, e a localização 

Wb = {x]^, djXj <pk, k = 1,..., K', 0 < Xj < rj, j = (2.67) 
3£Sk 

Utilizando a localização definida em (2.67), o problema (2.65), decompõe-se em K 

subproblemas independentes do mesmo tipo. Uma solução ótima para cada subproblema é 

calculada usando (2.66). O valor da função em (2.1) é a soma das funções objetivas ótimas 

de cada subproblema. 

Um exemplo importante, onde pode-se facilmente construir localizações do tipo (2.67), 
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são problemas com restrições do tipo transporte generalizado (estudado no próximo capítulo), 

isto é, restrições do tipo: 

ti m 
Xi3 < Si, i eH, Y, ki3xij ^ tvj e xij > 0- 

j=i i=l 

Para esse caso pode-se definir as localizações da seguinte maneira: 

n 

= {x\J2xij < si.0 < xij < eUje T} 
j=i 

^2 = {xlJ^kijXij <u,0 < Xij < s^i e e T}, 
t=l 

onde o problema para calcular o limite de erro superior para o caso da localização Wi é 

decomposto em |E| subproblemas e para o caso da localização em |T| subproblemas . 

Vários tipos de localizações podem ser obtidas em problemas de estruturas especias (ver 

Litvinchev [10]). 

Lembrando que Zipkin [23], usa localizações do tipo: 

Wz = W dixi <Pk,k = > 0,j = 1, 
jes'k 

com a condição de que dj > 0- E que o limite obtido é da forma: 

Z* < Z + ^ [max{ôj /dj}] pk, onde 6j = Cj — UA*, 
k=\ ÍeS'k 

onde U é a solução ótima do problema agregado (2.6). 

Como Wf, Ç Wz, pode-se concluir, que LS{Ü*, Wi) é pelo menos tão bom quanto o limite 

de erro a posteriori obtido por Zipkin [23]. 

Para ambos limites, os clusters de variáveis considerados devem ser os mesmos usados 

na construção do problema agregado. 

No capítulo 3 a seguir, desenvolve-se dois métodos de agregação e desagregação para o 

problema de transporte generalizado e faz-se um estudo do limite de erro a posteriori. 
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Capítulo 3 

Agregação para o Problema do 

Transporte Generalizado 

3.1 Introdução 

Em programação linear, existe uma classe de problemas com uma estrutura especial, 

que são os problemas de fluxo em redes. Problemas deste tipo permitem a elaboração de 

algoritmos especiais que são mais rápidos e eficientes do que os algoritmos para resolver um 

problema de programação linear geral. 

Problemas com estrutura de rede freqüentemente dizem respeito a problemas de dis- 

tribuição de produtos e, conseqüentemente, são economicamente muito importantes para 

muitas empresas comerciais que operam em várias instalações e mantém estoques em ar- 

mazéns locais. Em geral, nas aplicações reais, esses modelos contém milhares de atividades e 

centenas de restrições. 

Uma rede G é constituída por um par de conjuntos (1,07) e denotada por G — (X, J7), 

onde T é um conjunto de pontos (também chamados de vértices ou nós) e J é um conjunto de 

linhas, onde cada linha une um par de pontos do conjunto X. Os nós i, j são ditos adjacentes 

se existe uma linha unindo-os. Uma linha unindo os nós i, j é chamada de arco e denotada 

por um par ordenado (í,j). Pode existir mais de um arco com a mesma direção, unindo os 

pontos i, j, tais linhas são chamadas linhas paralelas e serão denotadas por (i,j)i, {hj)1!, Re- 

considera-se que uma rede G = (X, X) tem um número finito de nós e arcos, isto é: 

X = m} e J = {1,n}. 
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Uma rede pode ser representada graficamente através de um diagrama, onde os nós são 

representados por círculos, os arcos por semi-retas conectando os nós e flechas indicando a 

direção do arco. 

A cada arco {i,j) da rede pode-se associar um valor Cij representando o custo unitário 

do fluxo de mercadorias via este arco. Cada arco da rede possui uma capacidade limitada de 

fluxo. Assim, pode-se dizer que o fluxo no arco (í, j) deve ser menor que Uij e maior que lij. 

A cada nó i da rede, pode-se associar um valor inteiro 6, representando a oferta (6» > 0) 

ou a demanda (fej < 0) de fluxo no nó i. Se 6^ = 0, o nó í e chamado de nó de baldeação. 

O problema do fluxo em rede com custo mínimo é o problema de determinar a quan- 

tidade de fluxo em cada arco da rede de forma a minimizar o custo total do fluxo na rede. 

Denotando por Xíj a quatidade de fluxo no arco (í,j) da rede G = (X, JT"), tem-se o seguinte 

modelo de programação linear: 

53 cijxij mm 

sujeito a: ^ 
{jKi.óeJ} 

lij ^ -Eij ^ j) ^ iX 

X^j ^ ' Xij 6j, Í 1, ..., 771 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

Em termos matriciais tem-se: 

mm cx 

s.a. Ax = b 

l < x < u 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

A matriz A é chamada de matriz de incidência nó-arco. Uma característica dessa matriz 

é que cada coluna Aij tem exatamente dois coeficientes não zeros, +1 na í-ésima linha e —1 

na j-ésima linha, e portanto as colunas da matriz A são dadas por: 

A^j , 

onde ei e ej são vetores unidades em M171, com 1 s nas i e j-ésimas posições respectivamente. 

No problema (3.4-3.6) foi suposto que em uma unidade de fluxo originando-se do nó í e 

percorrendo o arco {i,j) permanecesse uma unidade de fluxo na chegada ao nó j, isto é, não 

ocorre nenhuma perda e nenhum ganho do fluxo ao longo do arco. Essa suposição pode não 
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valer em alguns problemas. Por exemplo, em problemas de transmissão de energia através 

de linhas elétricas, fluxo de água através de canais e transporte de produtos perecíveis. Em 

todos esses exemplos pode existir um multiplicador > 0 associado com o arco tal 

que, uma unidade de fluxo originária no nó z e que percorre o arco (z,j) se transforma em 

dijXij unidades ao chegar no nó j, se dij > 1 dizemos que há um ganho no fluxo e se dij < 1, 

dizemos que há uma perda no fluxo. Neste caso, o problema é chamado de problema de fluxo 

em redes generalizado. E pode ser formulado como: 

mm y ] cijxi,j 

sujeito a: ^ x ij y , dij Xij — biji 1,..., m 

lij ^ xij ^ ^ j) ^ 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Um caso especial do problema de fluxo em rede generalizado (ou simplesmente problema 

de fluxo generalizado) é obtido quando o conjunto X pode ser particionado em dois conjuntos 

Xi e Xj não vazios, tal que, toda linha em J' une um ponto em 2] com um ponto em X2 (isto 

é, não existe linha em J" unindo um par de pontos em 2i (ou em 22)). G é chamada de rede 

bipartida e denotada por G = (X\,X2, J)- 

Uma aplicação ilustrativa de um problema de fluxo generalizado ocorre para um fabri- 

cante de aço com m usinas. Numa base mensal, o gerente de produção determina a distribuição 

das encomendas a cada uma das usinas. A capacidade de fabricação da usina i é toneladas 

por mês. Há n produtos diferentes a serem fabricados. Para o mês corrente, a demanda total 

para o produto j é bj toneladas. Como as usinas diferem em suas instalações, uma unidade 

padrão de medida na usina i designada para fabricar o produto j produz d^ toneladas do 

produto. Uma tonelada do produto j, fabricado na usina i, custa Cjj, e se as usinas estiverem 

dispersas geograficamente os Cij podem também incluir despesas de embarque diferenciadas. 

Considerando que x^ corresponde a unidade padrão de medida da usina i designada para 

fabricar o produto j durante o mês. Os d^ diferentes indicam eficiências relativas de produção 

correspondentes, 2i corresponde as m usinas e X2 corresponde aos n produtos a serem fabri- 

cados. 

O modelo matemático para o problema é dado por: 
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mm 2 = EE 
i=l j = l 

Cij Xij 

{PTG) sujeito a '^2l
xij < aii Para i — l,--) m 

i=i 
m 

Y1 dijXij = bj, para j = 
1= 1 
Xjj > 0 V i,j. 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Denota-se por {Z*,x*) a solução ótima para o problema (3.10-3.12), onde x — [xjj], 

Este é um problema de fluxo generalizado em rede bipartida. 

A matriz de incidência nó-arco para o problema de fluxo generalizado (3.10-3.12) é 

mostrada na figura (3.1) abaixo. 

XH . . . Xln X2\ ... X2n Xmi • ■ ■ Xmn 

1 1 ... I < ai 

usinas : 1 ... 1 

m 1 ... 1 

1 du d2\ dml = 01 

produtos : 

n dln d2n djrm = bn 

Cji ... Cln C21 • • • C2n Cnl Cmn minimizar 

Figura 3.1: Matriz de incidência nó-arco para o problema (3.10-3.12) 

Pode-se observar que a estrutura mostrada na figura (3.1) é muito parecida com 

a estrutura do problema do transporte, por essé motivo, o modelo (3.10-3.12) é chamado 

de "problema do transporte generalizado" (PTG). Maiores detalhes sobre os problemas de 

fluxo em redes generalizado e métodos de resolução como o algoritmo simplex para fluxo 

generalizado podem ser obtidos em Ahuja [l] e Kennington [7]. 

Problemas de transporte generalizado freqüentemente são de grande porte, e portanto, 

podem ser muito difíceis de serem resolvidos pelos métodos tradicionais, como por exemplo, 

o método simplex. 

Devido a esta dificuldade, busca-se métodos de solução aproximada onde um problema 

mais fácil em termos de tamanho e complexidade é resolvido no lugar do problema original. 

Um método para reduzir o tamanho do problema é através de agregação de variáveis 
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e/ou restrições. 

Quando aplica-se o método de agregação para o problema do transporte generalizado é 

interessante calcular os limites de erro a posteriori. Assim como é feito para problemas de 

programação linear em geral. 

Neste capítulo discute-se dois métodos de agregação para o problema do transporte 

generalizado. No primeiro método, aplica-se a metodologia de agregação às origens e no 

segundo aplica-se a metodologia de agregação aos destinos. Discute-se também como obter 

limites de erro a posteriori. 

3.2 Métodos de Agregação para o Problema do 

Transporte Generalizado 

Como os problemas de transporte generalizado freqüentemente são de grande porte, para 

obter uma solução factível para esses problemas estuda-se um método, que gera um problema 

de menor dimensão e, portanto, mais fácil de ser resolvido, isto é, aplica-se a metodologia de 

agregação descrita no capítulo 2. 

Nesta seção discute-se com detalhes dois métodos de agregação aplicados ao problema 

do transporte generalizado. No primeiro método trabalha-se com a metodologia de agregação 

aplicada às origens e no segundo trabalha-se com agregação aplicada aos destinos. 

3.2.1 Agregação de Origens 

Suponha que o problema do transporte generalizado (PTG), esteja definido como em 

(3.10-3.12). Para obter uma solução aproximada para o problema do transporte generalizado 

original, aplica-se a metodologia de agregação de peso-fixo às origens, baseado na proposta de 

Evans [6] e Litvinchev [11], 

Dado o PTG original (3.10-3.12), pode-se construir o problema agregado, substituindo 

um subconjunto de origens por uma única origem. Para tanto, considere uma partição cr 

do conjunto das origens Xi = {l,...,m}, em p subconjuntos Tk = — 1 e 

Tp = {íhP + 1) •■•,Tn}. Assim, temos que Up
k=1Tk = {1,..., m}, Tfc Pi T) = 0 para k ^ l. 

As origens i = l, ■■■)p — 1 não são agregadas, enquanto que as origens i = p,p + 1, ...,m 
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são agregadas formando uma única origem p. 

O problema agregado usando a partição a definida acima, é composto de p origens e n 

destinos e possui px n variáveis (clusters) e p + n restrições. 

Os primeiros (p — 1) x n clusters são da forma: 

Sij = l,j = 1,..., n. 

Enquanto que os últimos n clusters são da forma: 

Spj {Xpj, , X(p+2)j, , j — 

Para os primeiros (p — 1) x n clusters considera-se o vetor peso g definido por; 

g = l,i = 1, ...,p - l,j = 1, 

Para os demais n clusters considera-se um vetor peso não negativo çp, j = l,...,n fixo, 

definido por; 

1 
!/ij =a'Q i=P,P+l m, j = 1,n, 0=J2ai, (3.13) 

t=P 

e que satisfaz a condição: 

Y,sii = i, J = i,..,». Pa>o. (3.14) 
t=P 

Denota-se por Aij a submatriz de A contendo as colunas associadas as variáveis que 

estão no cluster S^. Analogamente, define-se os subvetores Cy e XlJ dos vetores c e x respec- 

tivamente. 

As colunas Aij do problema agregado são dadas da seguinte maneira: 

Aij = Aijg,i= l,...,p,i = 1, n. 

De maneira análoga tem-se que: 

Cij Cijg e Xij \ijg,i 1, ,..,p, j — 1,...,ti. 

E considerando 

di di i 1, ..., Td, 

o problema agregado obtido do problema original (3.10-3.12) pode então ser escrito da seguinte 

maneira: 

34 

2 3 4 7 í1 unesp 

avatat' W 
12 13 14 15 16 17 1^ 



n p~l n m 
min Z "^pí XI cij9ij 

j=l i—l j=l i=p 

(PA) sujeito a XX^ó -a'' 
i=i 

n 
, m ^ 'QijXpj i p, ...,1 

j=i 
p-l m 

XI dijX-ij + Xpj Xlfó^ó' = bji j = 1,..., 
í=l i=p 

■Xij > 0, Ãrn ^ 0, 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

Para fazer coerência com o capítulo 2 daqui em diante passa-se a tratar o problema de 

minimizar como um problema de maximizar. Com isso o problema (3.15-3.18) passa a ser 

escrito como: 

n p— 1 
max Z — XX XI XI Xr. XX CiJ9ij 

j=l i=l J = 1 i=p 

(PA) sujeito a XX^o — aj' ^ = 1,--mP ~ 1 
j=i 

m XX 9iiXvi aii i Pj •••) 
l=i 
p-l m 

P ^pi X . Çijdij — bj, j — 1,..., 
i=l t=p 

Xfo > 0, Xp, > o, 

n 

Substituindo o vetor peso gij dado em (3.13) na inequação (3.21) tem-se: 

XX 9ijXpj < 
1=1 

1 
XX p /o Xpj — 

è ^ <o- 
1=1 

E ^<0, 
7=1 

e considerando: 

'-pj — Ecíí9íí! dpj — ^gzjdij, j — i, ...jti. 
i=p i=p 
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Pode-se reescrever o problema agregado (3.19-3.22) da seguinte maneira: 

max 
n p-1 n 

Z — — ^ ^ cijXij — ^ CpjX 
j=li=l j=l 

PJ 

{PA) sujeito a ^2Xij<ai, i = 
1=1 

< O, (m — p + 1 vezes) 
1=1 
p-i 
^ (djjXi-j -f- dpjXpj bj, j 1, ...,5 n 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 
t=i 

Xij > 0, xpj > o, 

Pode-se observar, que para o problema (3.24-3.27), a estrutura do problema do transporte 

foi perdida. 

Como as (m — p + 1) restrições '^Xpj < O (3.26), são linearmente dependentes, o 
1=1 

problema agregado (3.24-3.27) pode ser resolvido, considerando-se apenas uma das (m —p+l) 

restrições. E fazendo as seguintes mudanças de variáveis: 

X^, i 1,..., p 1, 

O _ 
'Xpj — Xpj , 1 — p, ..., TTí 

e Uj, z = 1, ...p, vj, j = 1, ...,n são variáveis duais. 

As variáveis x^, Xpj, Sj, Vj foram introduzidas devido ao fato de se considerar a 

restrição (3.26) apenas uma vez ao invés das (m — p + 1) vezes. 

Então o problema (3.24-3.27) pode ser reescrito como: 

n p— 1 n o 
max Z — — E/ có xú — có' Xpj 

1=1í=i 1=1 

{PA) sujeito a ^ Xíí< dj, z = l,...,p—1 
1=1 

E Xpi< O, 
1=1 
p-l _ O 

^ ) djj Xjj ''''dj/j Xpj bj, j 1, ...,77. 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

xp> 0, Xpi> 0, W: 

problema do transporte generalizado (3.28-3.31). 

E assim, a estrutura do problema do transporte generalizado é preservada. 
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Pode-se observar que, quando se agrega as origens uma agregação de variáveis e 

restrições simultânea estão sendo realizadas e assim, o problema agregado tem dimensão 

(p + n) x (p x n). 

O problema dual associado ao problema agregado (3.24-3.27) é dado por: 

p-i 
min D = Uíüí + Uidi - ^ Vjbj 

t=l i=p j=l 

{DPA) sujeito a Cij — Üi + Vjdij <0, i = 1, ...,p — 1 

-pj "b Vjdpj ^ ' DiÇ/ij ^0) j 1 ).••>' n. 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 
l=p 

Uí>0, i = Vj irrestrito, 

Uma solução dual para o problema (3.32-3.34), é obtida fazendo: 

Vj= Vj, j = l,...,n, Ui= Üi, i = l,...,p— 1 e Üi, í = são quaisquer números nâo- 

negativos satisfazendo a condição; 
-i m 

a,; (3.35) 
l=P 

A solução dual Üt, i = p,...m em (3.32-3.34) não é única, isto é, pode-se encontrar mais de 

um valor para Üi satisfazendo (3.35). 

Depois do problema agregado (3.24-3.27) ter sido formado e resolvido, pode-se obter 

uma solução factível para o problema original (3.10-3.12), a partir da solução do problema 

agregado (3.24-3.27). 

Teorema 3.2.1 (Evans [6]) Seja XPJ urna solução factível para o problema agregado (3.24- 

3.27). Então a desagregação de peso-fixo de XPj, definida como: 

xij = Xij, i = l,...,p-l, j = 1,...,n, 

Xij = gljXpj, i = p,..., m, j = l,...,n 

é uma solução factível para o problema original (3.10-3.12), e 

n p-i 

^ - cÍÍxíj = - cijxij - cPJxPJ = z*' 
t=lj=l j=l i=l j=l 

onde z* é o valor objetivo desagregado para o problema original e Z* é o valor objetivo do 

problema agregado. 
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Demonstração: 

A primeira coisa a fazer é mostrar que as relações que define a desagregação de peso-fixo 

satisfazem as restrições do problema original (3.10-3.12). 

Verifica-se que a primeira restrição /xíl <0,, i — 1, ...,m é satisfeita: 
1=1 

^ ^ x y ' Xij y (Ajj Gj, i — 1,..., p le 
i=l J = 1 j=l 

j=l J=1 j=] 

< ftjO 

2 ê0 

< Gj, i = p,...,m. 

m 
Agora verifica-se que a segunda restrição y^/lllxt1 = bj, j = 1,n é satisfeita: 

t=i 

XI dijXij — d. ij Xij — 
i=i í=i 

p: 

p-1 m 

XI d" XI d-ijXij 
t=l- i=p 
p— 1 m 

d XI dijggX.^ 
t=i t=p 
p-1 m 

XI d^Xij -I- Ãpj XI Qijdij 
i=i t=p 
p-i 
XI dijXij -(- dpjXpj 
t=i 
bj, j = 

Finalmente, mostra-se que o valor objetivo z* desagregado para o problema original 

coincide com o valor objetivo 2* do problema agregado. 

=- = -EE 
1=1 j = l 

Cij Xij ■ CijXij 

p-1 n n 

i=i j=i j=i t=p 
p-l n n m 

- E E - E E cij9ijXp 
1=1 i=l j = l t=p 
p-l n n 

— XIXI — XI Cpj^pj ~ ^ • 
1=1 J=1 j=l 

'■PJ 
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EXEMPLO 

Passa-se, agora, a exemplificar os conceitos desenvolvidos anteriormente sobre agregação 

de origens, considerando o problema descrito na figura (3.2) abaixo, que tem solução ótima 

Z* = 122.8333, x*n = 9.75, x*n = 11.25, x*u = 5, x*16 = 24, x*4:} = 6.67, x*5 = 8.33, x^ = 0.75, 

e os demais x*, = 0. 

Aplicando a técnica de agregação as origens, considera-se a partição cr do conjunto das 

origens Xj em p = 3 subconjuntos 7* = {k},k = 1,2 e T3 = {3,4,5, }, isto é, para o problema 

agregado o conjunto de origens Tj passa de i = 1,2,3,4,5 para i — 1,2,3, enquanto que o 

conjunto de destinos não se altera. 

O problema agregado terá 3x6 clusters. 

Os primeiros 2x6 clusters são: 

•Sn — }, — {^12}) — {^13}> "Si4 — {^14}, ^is — {^15}, — {^is}) 

— {•^'21}> ^22 — {^22}j ^23 — {^23}) 'S'24 — {■^■24} 1 ^25 — {^25}> ^26 — 

e os últimos n clusters são: 

•$31 - {^31, ^41, 2:51}, ^ = {^32,^42, ^52}, ^ = {^33,^43,^53}, 

^34 {^34, ^44, ^54}, *335 — {^35, ^45, ^55}, — {ÍC36, 3^46, ^56}• 

Utilizando o vetor peso g dado em (3.13), temos: 
5 

O = ^ai = 46 + 28 + 10 = 84 

^ = 1 = 0,55, 

ff4j — 84 — 

10 g5j = ^ = 0,12, 

j = 1,2,3,4,5,6. 

e para as demais origens g = 1. 

Assim, tem-se que; 

^ ^ Cijdij 13 1,..., 6 
í=3 

cai = 50.38, C32 = 41.33, C33 - 4.45, C34 = 51.26, C35 = 10.59, C36 = 11.36 

para i = 1, 2 e j = 1,..., 6 Ãij = Aij x 1 

e para p — 3ej — 1,...,6 Ápj — [A^j, ,..., Amj][gpj,, •.•,gmj]t■ 
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Assim, 

-A31 — 

As demais colunas A:ij. j = 2, 

000 0 

0 0 0 0 

1 0 0 0.55 

0 1 0 0.33 

0 0 1 0.55 0.12 

2 1 1 0.33 = 1.55 

0 0 0 0.12 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

2,..., 6, obtidas de maneira análoga 

•A32 — 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0.55 0.55 0.55 0.55 0.55 

0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 

0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 

0 CO
 

w il 0 i -A34 — 0 i «A35 — 0 , ^4-36 — 0 

2.33 0 0 0 0 

0 3.55 0 0 0 

0 0 3.74 0 0 

0 0 0 2.33 0 

0 0 0 . 
0 1'79 J 

A figura (3.3) abaixo, ilustra o processo de agregação do problema original. 

0 problema agregado é mostrado na figura (3.4) abaixo, e considerando a substituição 

feita em (3.23) e as observações para o problema (3.24-3.27), o problema agregado resultante 

é dado na figura (3.5) abaixo, 
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xn X12 X13 X14 115 X16 X21 X22 X23 X24 X25 X26 X31 X32 X33 X34 X35 X36 X41 X42 143 X44 X45 X46 X51 X62 153 X54 155 X56 

1 1 1 1 1 1 1 < 50 

2 1 1 1 1 1 1 < 20 

3 i 1 1 1 1 1 < 46 

4 I 1 1 1 1 1 < 28 

5 1 1 1 1 1 1 < 10 

1 3 5 2 1 1 = 30 

2 4 3 1 5 1 = 45 

3 2 7 4 3 3 = 20 

4 2 2 6 1 1 = 10 

5 5 5 2 3 3 = 25 

6 1 2 1 3 2 = 24 

1 4 26 3 5 1 9 6 26 57 38 34 65 35 5 75 7 5 44 64 3 27 1 23 1 7 6 10 54 8 min 

Figura 3.2: matriz de incidência nó-arco para o problema original 

2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 unesp 

ata atatatII w 
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 



t-Xn + X13 + X14+X15+ Xi6 
X21 + X22 + X23 + X24 + X25 + X26 

5X21 + 
f4Xi; 3x 22+ 

2xi3+ 7x23+ 
2X14+ 2X24+ 

5X15 + 5X25+ 
X16+ 2X26+ 

X31 

2X31 

I- X32 + X33 + X34 + X35 + X36 

+ X32+ 
4X33+ 

6X34+ 
2X35+ 

X36+ 

X41 

X41 

+ X42 + X43 + X44+ X45 + X46 

+ 5X42+ 
3X43 + 

X44+ 
3X45+ 

3X46+ 

X51 
X51 

+ X52 + X53+ X54 + X55 + X56 

X52 
3X53 

X54 
3X45 

2X56 

+X12 + X13 + X14+X15+ Xi6 
X21 + X22 + X23 + X24 + *25 + *26 

+5X21 + 
+4X12+ 3X22+ 

2X13+ 7X23+ 
2xi4+ 2X24+ 

5X15 + 5x25+ 
X16+ 2X26+ 

X31 
1.55x 

+ X32+ X33 + X34 + X35 + X36 

+ X32 
4X33 

6x34 
2X35 

X36 

Figura 3.3: processo de agregação do problema original 



*11 *12 *13 *14 *15 *16 *21 *22 *23 *24 *26 *26 *31 *32 *33 *34 *35 *36 

1 1 1 1 1 1 1 í 50 

2 1 1 1 1 1 ] Ç 20 

3 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55 í 46 

4 0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 Ç 28 

5 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 Ç 10 

1 3 5 1.55 =30 

2 4 3 2.33 =45 

3 5 7 3.55 =20 

4 2 2 3.74 =10 

5 5 5 2.33 =25 

6 1 2 1.79 =24 

1 4 26 3 5 1 9 6 26 57 38 34 50.38 41.33 4.45 51.26 10.59 11.36 min 

Figura 3.4: matriz de incidência nó-arco para 0 problema agregado 

O 
Xn 

O 
Xl2 

o 
Xl3 

O 
Xl4 

O 
Xis 

O 
Xl6 

O 
X21 

O 
X22 

O O O 
X23 X24 X25 

0 
X26 

0 
X31 

O 
X32 

O 
X33 

O 
X34 

O 
X35 

O 
X36 

1 1 1 1 1 1 1 ç 50 

2 1 1 1 1 1 1 í 20 

3 1 1 1 1 1 1 c 84 

1 3 5 1.55 =30 

2 4 3 2.33 =45 

3 5 7 3.55 20 

4 2 2 3.74 10 

5 5 5 2.33 25 

6 1 2 1.79 24 

1 4 26 3 5 1 9 6 26 57 38 34 50.38 41.33 4.45 51.26 10.59 11.36 min 

Figura 3.5: matriz de incidência nó-arco para o problema agregado 



que tem solução ótima Z* = 165.1007, Xu= 10, X12= 6, X14= 5, X15= 5, X16= 24, 

X22 = 7- X33 = 5.64, os demais X^— 0. 

A solução desagregada para o problema dado na figura (3.2) é: 

z 165.1007, Xn 10, X12 - 6, x^ = 5, xjg = 5, xjg = 24, X22 = 7, X33 = 3.08, X43 = 1.88, 

£53 = 0.67, e os demais Xij = 0. 

O problema dual é dado na figura (3.6) abaixo: 

OOO 000000 Ul U2 U3 Vl V2 V3 V4 V5 Vg 

1 -1 3 < 1 
2 -1 4 < 4 
3 -1 5 < 26 
4 -1 2 < 3 
5 -1 5 < 5 
6 -1 1 < 1 
1 -1 5 <9 
2 -1 3 <6 
3 -1 7 <26 
4 -1 2 <57 
5 -1 5 <38 
6 -1 2 <34 

] -1 1.55 <50.38 

2 -1 2.33 <41.33 
3 -1 3.55 <4.45 
4 -1 3.76 <51.26 

5 -1 2.33 <10.59 
6 -1 1.78 <11.36 

-50 -20 -84 30 45 20 10 25 24 max 

Figura 3.6: matriz de incidência nó-arco para o problema agregado dual 

O O 
que tem solução ótima D* = 165.1006, Ui= 4, U2= 0, U3= 0, v1= 1.6, V2= 2, V3= 1.25, 

V4= 3.5, v5= 1.8, v6= 5. 

A partir desta solução, vamos obter uma solução dual para o problema agregado dado 

pela figura (3.4): 

vi= Vi = 1.6, V2= V2 = 2, V3= V3 = 1.25, V4= V4 = 3.5, v5= Í75 = 1.8, v6= y6 = 5, 

S:= Ü! = 4, ^2= Ü2 = 0, 
5 

para i = 3,4,5, Ui é obtido satisfazendo U3= y^Uidi, onde U3= 0, então: 

Ü3 = 0, Ü4 = 0, 7/5 = 0. 

Além de agregar-se as origens do problema do transporte generalizado, tem-se uma outra 
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opção, que é aplicar a técnica de agregação aos destinos, que será vista na próxima subseção. 

3.2.2 Agregação de Destinos 

Suponha que o problema do transporte generalizado esteja definido como em (3.10- 

3.12). Evans [6], aplica a metodologia de agregação aos destinos de maneira análoga ao que 

foi proposto para agregação de origens. 

Dado o PTG original (3.10-3.12), pode-se construir o problema agregado, substituindo 

um subconjunto de destinos por um único destino. Para tanto, considere uma partição p 

do conjunto dos destinos I2 = em P subconjuntos Tj = {r},r = — 1 e 

Tp = {p,P+ 1,Assim temos que U^=1Tl = {1, Tr fl = 0 para r ^ y. 

Os destinos j = 1, 1 não são agregadas enquanto que os destinos j = p,p + 1, ...,n, 

são agregadas formando um único destino p. 

O problema agregado, usando a partição p definida acima, é composto de m origens e p 

destinos e possui m x p variáveis (clusters) e m + p restrições. 

Os primeiros m X (p — 1) clusters que correspondem as m origens e os p — 1 destinos são 

da forma: 

Sij = {xij}^ = 1,..., m, j = l,...,p- 1. 

Enquanto que os demais m clusters que correspondem as m origens e ao destino p são 

da forma: 

Sip = {Xip, ^(p+l) j Xi(p-)-2) j • •• > ^im} j ^ 1) • 

Para os primeiros (p — 1) X n clusters considera-se o vetor peso g definido por: 

9 = U = 

Para os demais m clusters considera-se um vetor peso não negativo pl,z = l,...,77i fixo, 

definido por: 
1 

9ij = bi—, j = p,p+l,...,n, i = 1,..., m, B = 
i=p 

e que satisfaz a condição: 

= !' í = Qü > 0. 

(3.36) 

(3.37) 

3=P 

45 

cm 1234567 unesp 

▲▼A atatatI ▼AT 
12 13 14 15 16 17 18 



Denota-se por Aij a submatriz de A, contendo as colunas associadas as variáveis que 

estão no cluster Sij. Analogamente, define-se os subvetores CV,- e Xij dos vetores c e x respec- 

tivamente. 

As colunas Aij do problema agregado são dadas da seguinte maneira; 

Aij = AijgA = 1, 

De maneira análoga tem-se que: 

Cij — CijQ ® Xij XijÇji 1, 

E considerando: 

b3 — bj, 

e 
n 

O d-ip — ^ Aijdj 
j=p 

0 problema agregado obtido do problema original (3.10-3.12), pode então, ser escrito da 

seguinte maneira; 

— max Ltp 
m p— 1 m 

z = — ^2 ^2 cijXij — *22 dipXv 

t=l i=l i=l 
p— 1 n 

{PA) sujeito a ^Xij + gjjXjp < cti, i = 1, ...,m 
j=\ j=p 
m 

^ ) djjXjj bj, j 1, ...,p 1 
i=l 
m 

) djpXjp bj, j p, 
i=l 

Xij>0, xip > o, 

n 

Aqui, a desagregação de peso-fixo definida por: 

Xij Xij, j ...,p 1, i 1,..., Tíl, 

Xij = QijXip, j=p,...,n, i = l,..., m, 

não fornece uma solução factível para o problema original (ver Evans [6]), isto é: 

para j = p, ...,n : 

m m m n m 

T. djjXjj = y, djjgjjXjp 7^ E ^2 9ijdijXlp = y~) djpXjp. 
1=1 t=l i=l j=p í=l 
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Para obter uma solução desagregada factível para o problema original Evans [6] propõe 

que se faça uma mudança de variáveis no problema original. 

Essa mudança de variáveis é feita da seguinte maneira: 

jj ij dij Xjj, 

T — Híi 
3 ~ d- 

yij C-ij ' 
C-ijXij — Cíj — — — yij — c^yij. 

dij dij 

onde j3- = c-, dij o 

O problema resultante é dado por: 

-max Z = 
t=i j=i 

sujeito a < ai) para i = 1,.... 
ji dij 
m 

= bj, para j = 1,..., 
i=l 

Vij > 0 V z, j. 

m 

n 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

Aplicando a técnica de agregação de destino, descrita anteriormente ao problema (3.42- 

3.44), obtém-se uma solução desagregada factível para o problema original (3.10-3.12). 

Depois de construir o problema agregado do problema (3.42-3.44), pode-se observar que 

ao agregar os destinos, uma agregação de variáveis e restrições simultânea está sendo rea- 

lizada. E assim, o problema agregado tem dimensão (m + p) x (m x p) como observado na 

agregação de origens. 

Litvinchev [11], propõe um estudo sobre agregação de destinos, agregando todo o con- 

junto dos destinos. 

Dado o PTG original (3.10-3.12), pode-se constuir o problema agregado substituindo o 

conjunto dos destinos I2 — {1, ...,n} por um único destino. 

O problema agregado terá m origens e apenas 1 destino e possuirá m x 1 variáveis e 

777,+ 1 restrições. O problema agregado terá então m x 1 clusters ou simplesmente m clusters. 

Os m clusters Sp-,z = l,... ,m,j = 1 ou simplesmente Si são da forma: 

Sj {Ail, •••, ^in}- 
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Para construir o problema agregado, considera-se um vetor peso não negativo (p > 0 

fixo, definido por: 

1 
? K = 

j=i 
dij = R = = 1,..., m. (3.45) 

Denota-se por Ai a submatriz de A, contendo as colunas associadas as variáveis que estão 

no cluster Si. Analogamente, defini-se os subvetores Ci e Xi dos vetores ce x respectivamente. 

Como o problema agregado possui apenas um destino pode-se denotar Xij por Xi, Qj 

por Cj e Aij por Ai- 

As colunas Ai do problema agregado são, então, dadas da seguinte maneira: 

Ai = Aig,i = 1, 

De maneira análoga tem-se que: 

Ci = Cig e Xi = XigA = 

Assim, o problema agregado pode ser escrito da seguinte maneira: 

m n 
— max z = 

i=l j=l 
o 

{PA) sujeito a Xi^2gij<ai, i = m 
i=i 

Xidijgij bj, j 1, 
i=l 

X>0. 

n 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

Substituindo o vetor peso gij dado em (3.45) na inequação (3.47) tem-se que: 

Xi ^ (gij S eu 
i=i 

n bi 

_7=1 "tj-11- 

- 1 " 6- 
Xi-Y-X < ai 

R ^ dij 
n h- 

XÍYj- ^ aiR 

X.i O/i' 
R 

Si 1 n i i 
U3 

s-d.. 

(3.49) 
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e substituindo o vetor peso dado em (3.45) na inequação (3.48) tem-se que: 

m 
XidijÇij = bj 

t=i 
b-: 
 2— — b. 
duR J 

t=i o 

1 m - ò- 
— yXidij-d- = bj 
R èí 

-i m 

t=I 

^ = bjR 
i=l 

bi 
E* = fR 

uj t=i 
m 

yy = R, 
i=l 

e considerando as notações: 

Ci = y/9ijCij, ai - diR n i = 1,..., m. 
i=i V— 

tX, r! .. j=\dij 

Pode-se reescrever o problema agregado (3.46-3.48) como: 

(3.50) 

— max Z = — CiXj 
t=i 

{PA) sujeito a Xi < ãi, i = 
m 
y^Xi = R, {n vezes) 
i=\ 

Xi > 0, i = l,...,m. 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

Pode-se observar, que a estrutura do problema do transporte foi perdida. 
m 

Como as n restrições y^Xi = R (3.53) são linearmente dependentes, então, o problema 
1=1 

agregado (3.51-3.53) pode ser resolvido considerando-se apenas uma das n restrições. Fazendo 

a seguinte mudança de variável: 

X«= Xi 

e considerando as variáveis duais como: 

O O 
Ui e v, 
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onde as notações X, u, v foram introduzidas devido ao fato de se considerar a restrição (3.53) 

apenas uma vez ao invés das n vezes. Nesse caso, pode-se reescrever o problema (3.51-3.53) 

como: 

m 
- max Z = - ^ Cj Xt (3.54) 

i=\ 
0 _ . / \ 

(PA) sujeito a Xi< ãi, i = l,...,Tn (3.55) 
m 

E Xi= (3.56) 
i=l 
o 
Xt> o, í = 1,m. 

Assim, a estrutura do problema do transporte é preservada. 

Novamente, pode-se observar que a agregação de destinos resulta em uma agregação de 

variáveis e restrições simultânea. A dimenão do problema agregado é (vn + 1) x (m x 1). 

0 problema dual associado ao problema agregado (3.51-3.53) é dado por: 

m n 
min D = caÜi - RVj (3-57) 

í=i j=i 

(DPA) sujeito a Q — ÍÃ + Vj > 0, i = 1,..., m, ji'= 1, ...n (3.58) 

£7 > 0, V irrestrito. 

Uma solução dual para o problema (3.57-3.58) é obtida fazendo: 

Üi =Uj, f = 1, ...,m e os Vj são quaisquer números não-negativo satisfazendo a condição: 

?= (3-59) 
nj=i 

A solução dual Vj, V j em (3.57-3.58) não é única, isto é, pode-se encontrar mais de 

um valor para Vj satisfazendo a condição (3.59). 

Para o problema (3.54-3.56) e seu dual respectivamente, pode-se obter a solução analiti- 

camente. 

Considere a reordenação dos coeficientes c» de acordo com cfi < ... < cm, e considere o 

índice l, tal que, 
i t-i 

ãi > R, mas ^ ãi < R. 
i=l i=l 

Então 

CLí, Í — l, ...,l 1 



Ui = 

X;= R - J2ai' 
i=l 

o _ 
U= CU 

Ci + Cl, i = 1, I - 1 

O, i = l, ...,m 

1-1 1-1 

Z* = üiCi - ci{R - Y, ai)- 
Í— 1 

Depois do problema agregado (3.51-3.53), ter sido resolvido, usa-se a solução ótima, para 

estimar uma solução factível para o problema original (3.10-3.12). 

Obtém-se uma solução factível {z*,x) para o problema (3.10-3.12) a partir da desagre- 

gação de peso-fixo: 

Xij = QijXi, i = 1,...,m, j = gij > 0. (3.60) 

EXEMPLO 

Passa-se, agora, a exemplificar os conceitos desenvolvidos anteriormente sobre agregação 

de destinos, proposta por Litvinchev e considerando o problema dado pela figura (3.2). 

Aplicando a técnica de agregação aos destinos proposta por Litvinchev, agrega-se o 

conjunto de destinos X2 = {1,...,6}, obtendo apenas um destino, isto é, para o problema 

agregado o conjunto dos destinos I2 passa de j — 1,..., 6, para j = 1, enquanto que o conjunto 

das origens não se altera. 

O problema agregado terá 5 clusters que são: 

51 = {^11, 2:12, ^13; ^14, ^15, 

52 — {^21, ^22) ^23) ^24; ^26}, 

53 = , ^32 > X33, £34, ^35, ^36 }) 

'5*4 = {^41, ^42 > ^431 ^44 > ®451 ^46 } , 

Sò {^51 j ^52 j ^53 ? ^54 5 *^55 3 ^56 }" 3 

Utilizando o vetor peso g dado em (3.45), temos: 

R = Ybj = 30 + 45 + 20 + 10 + 25 + 24 = 154 
j=I 
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= [0.06,0.07,0.03,0.03,0.03,0.16]*, 

g2j = [0.04,0.09,0.02,0.03,0.03,0.OS]4, 

g3j = [0.09, 0.29,0.03, 0.01, 0.08,0.16]', 

gAj = [0.19,0.06,0.04,0.06,0.05,0.05]', 

g5j = [0.19,0.29,0.04,0.06,0.08,0.08]', 

j = 1,2,3,4,5,6. 

Assim, tem-se que; 

d = ^CigaJ = 1, ...,6 isto é : 
i=i 

0.06 

0.07 

0.03 

0.03 

0.03 

0.16 

Õ! = [1 4 26 3 5 1] = 1.45 

de maneira análoga obtém-se: 

C2 7.15, ca = 18.88, C4 = 15.44, c5 = 8.15 

e.Ai = Ax5fi = l,5, 

então: 

Ai — 

111111 0.38 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 
0.06 

0 0 0 0 0 0 0 
0.07 

0 0 0 0 0 0 0 
0.03 

3 0 0 0 0 0 0.19 
0.03 

0 4 0 0 0 0 0.29 
0.03 

0 0 5 0 0 0 0.13 
0.16 

0 0 0 2 0 0 0.06 

0 0 0 0 5 0 0.16 

0 0 0 0 0 1 0.16 
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De maneira análoga obtém-se: 

^2 — 

0 0 0 0 

0.29 0 0 0 

0 0.67 0 0 

0 0 0.47 0 

0 0 0 0.75 

0.19 . -^3 — 0.19 , A4 — 0.19 , ^5 — 0.19 

0.29 0.13 0.29 0.29 

0.13 0.13 0.13 0.13 

0.06 0.06 0.06 0.06 

0.16 0.16 0.16 0.16 

0.16 0.16 0.16 0.08 

A figura (3.7) abixo, ilustra o processo de agregação do problema original. 

0 problema agregado é dado na figura (3.8) abixo, 
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Xii+Xn+Xn+Xu+X^+X 

3xi i+ 
4x 12+ 

5x 13+ 
2x 14+ 

5x 15+ 
Xl6+ 

X21 + X22 + X23 + X24 + X25 + X26 

5X21 + 
3X22+ 

7X23+ 
2X24+ 

5X25+ 
2X26+ 

*31 + X32 + *33 + X34 + X35 + X36 
X41 + X42 + X43 + X44 + X45 + X46 

X51 + X52 + X53 + X54 + X55 + X56 
2X31+ X41+ X51 

*32+ 5X42+ *52 
4X33+ 3X43 + 3X53 

6X34+ X44+ X54 
2X35+ 3 X45+ 3 X45 

X36+ 3X46+ 2X56 

X, 

x2 
X3 

X4 
x, 

+X 2+X3 +X 4+X5 

Figura 3.7: processo de agregação do problema original 



*2 ^3 Xt X5 

1 0.38 < 50 

2 0.29 < 20 

3 0.67 < 46 

4 0.47 < 28 

5 0.75 < 10 

1 0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 =30 

2 0.29 0.29 0.29 0.29 0.29 =45 

3 0.13 0.13 0.13 0.13 0.13 =20 

4 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 = 10 

5 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 =25 

6 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 =24 

1.45 7.15 18.88 15.44 8.15 min 

Figura 3.8: matriz de incidência nó-arco para o problema agregado 

Considerando as substituições feitas em (3.49) e em (3.50) e as observações para o 

problema (3.51-3.53), o problema agregado resultante é dado na figura (3.9) a abaixo: 

O 
Xi 

O 
X2 

O 
X3 

O 
X4 

O 
X5 

1 1 < 118.00 

2 1 < 67.16 

3 1 < 68.66 

4 1 < 59.88 

5 1 < 13.26 

1 1 1 1 1 1 =154 

1.45 7.15 18.88 15.44 8.15 min 

Figura 3.9: matriz de incidência nó-arco para o problema agregado 
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que tem solução ótima Z* = 360.1163, Xi= 129.96, X2= 24.04, X3= 0, X4= 0, X5= 0. 

A solução desagregada para o problema dado na figura (3.2) é: 

z* = 359.87, xu = 8.43, xu = 9.48, x13 = 3.36, xu = 4.22, x15 = 4.22, x16 = 20.24, 

X21 = 0.93, X22 — 2.34, X23 = 0.44, X24 = 0.78, X25 = 0.78, X26 = 1-87 e os demais Xij = 0. 

Onde o problema dual é dado na figura (3.10) abaixo, 

O OOOO 
ui U2 U3 U4 U5 

0 
V 

1 1 -1 < 1.45 

2 1 -1 < 7.15 

3 1 -1 < 18.87 

4 1 -1 < 15.44 

5 1 -1 < 8.15 

129.96 67.16 68.66 59.88 13.26 -154 max 

Figura 3.10: matriz de incidência nó-arco para o problema agregado dual 

que tem solução ótima D* = 360.1163, Uj^ 5.70, U2= 0, 113= 0, 114= 0, 0, v= 7.15. 

A partir desta solução, vamos obter uma solução dual para o problema agregado dado 

pela figura (3.8), onde esta solução é dada a seguir: 

^4= Ü, - 5.70, ^2= Ü2 = 0, ^3= Ü3 = 0, ^4= Üi = 0, n5= Üò = 0 
6 

para j = 1,2,3,4,6, Vj é obtido satisfazendo v= onde v= 7.15, então fazendo: 
j=i 

V2 = 0, V3 = 0, V4 = 0, V5 = 0, Ve = 0, tem-se que Vi = 36.71. 

As soluções duais {Ü*,Vf) do problema agregado, são utilizadas para fornecer infor- 

mações sobre a perda de precisão, isto é, para obter o limite de erro a posteriori. 

3.3 Limite de erro a Posteriori 

Para o problema do transporte generalizado (3.10-3.12), assim como para PL, em geral 

a solução desagregada não é ótima. Supondo que o PTG agregado é resolvido e que uma 

solução desagregada x para o PTG original é obtida, assim, temos que a perda de precisão 

introduzida usando o PTG agregado ao invés do PTG original é dada por Z* — Z*. O objetivo 

desta seção é discutir limites de erro a posteriori para Z* — Z*. 

O cálculo dos limites de erro a posteriori é baseado na teoria desenvolvida em 
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Litvinchev [11] para limites de erro a posteriori para agregação em Programação Convexa. 

Vamos considerar que o PTG agregado foi obtido através de agregação das origens conforme 

definido na subseção 3.2.1. 

Seja x uma solução factível para o problema original obtida através da desagregação da 

solução ótima X*, isto é, x = gX*. 

Usando a solução ótima {Ü*, V*) do problema dual de PTG dado em (3.32-3.34) defina: 

)=i 
(3.61) 

t=l 

(í.Ã) = - bi) -E0?^ - E^J) - (3-62) 
t=l i=l j=l t=l t=i i=i 

Fazendo algumas manipulações algébricas em (3.62), tem-se que: 

(z>A) = IZ Ê - 5ZIZ Vjdi3xij + IZ y/òi _ E Uiai + E E UiXió " Z* 
i=l i=l i=l t=l i=l i=i 

E Efe - Wn + v-^x» + E v-b, - E - z* 
t=l j=i i=i i=l 

EEfe- Íi"íi« + £'")*« + z* - z* 
i=l J=1 

EE^-^i + ^K- 
i=i j=i 

onde 

-E^Í+E^^zv 
1=1 i=l 

O lema (3.3.1) abaixo, fornece limites de erro a posteriori. 

Lema 3.3.1 (Litvinchev [11]) 

a) Seja W E Mn um conjunto fechado e limitado tal que W D V, onde V é o conjunto de 

todas as soluções factíveis para o problema original. Então: 

6(g, W) = max(2;, A.) > Z* — Z* > 0. 
xew 

(3.63) 

b) Seja Wi — {x\ < 0,í = 1, ...,m,x > 0} um conjunto fechado e limitado, definido 
i=i 

por algumas restrições do problema original. Então: 

%, ^i) = max(a:, A) > 7r(í?,VUi) 
X(z W\ 
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n m 

= maoc{ca; " (H (3-64) 
XEWl i=i t=i 

> Z* - Z* > 0. 

c) Seja W uma localização conhecida que contém a solução ótima x* do problema original: 

x * G W = {x | qt{x) = 0,í = 1, ...,T,x > 0}, 

onde qtix) é uma função linear eWé um conjunto fechado e limitado. Então: 

6{g} W) = max(x,A) 
xew 

> K{g,W) 
m n n m 

= maxjca; xv _ aí) " S Vj dZ di3xii ~ bj)} ~ Z* (3-65) 
xew t=l i=i j=i »=i 

> z* - Z* > 0. 

d) Sejam as localizações W\,W como definidas em (b) e (c) respectivamente. Então: 

7v{g, Wí) > Tr{g, nW) > Z* - Z* > 0. (3.66) 

Demonstração: 
m n 

Para qualquer x E V tem-se V*Çy^d^Xjj — bj) = 0 e HfCj^Xg — af) < 0. Além disso, 
t=l i=i 

pela definição de (x,Ã) dada em (3.62) e a condição que W fjE, tem-se que: 

n m m n 
max(x,Ã) > max(x,Ã) > max{/(x) - ^VfÇ^dgXg - bj) - ^ÜfÇ^Xg - a^} - f{X*) 

seV xeV j=i i=i i=i j=i 

> maxf(x) - f(X*) = f(x*) - f(X*) = Z*-Z*>0 
xÇLV 

isso mostra (3.63). 

Da definição da localização W\ e da definição dada em (3.62), tem-se: 

n m m n 

max(x, Ã) > max{/{x) - ^ Vj d^dijXii ~ hi) xv " aí)} - fi**) 
xewi j=1 i=1 i=1 j=1 

n m 

> rnax{/(x) - ^ VjÇ^dijxij " bj)} " f{x*) x€Wi . , . . J = 1 1=1 
n m 

> maoç nün{/(x) - ^ ^/d^- 6t)} - fiX*) 
j=i t=i 

= f{x*)-f{X*) = Z*-Z*>0, 
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do qual obtém-se (3.64). A penúltima equação é obtida pelo teorema do ponto de sela (ver 

Lasdon [8], Luenberger [15]. 

Para provar (3.65), nota-se que por definição da localização W, f{x*) = max{/(x)|x e 

{VnW)}. 

Usando a definição dada em (3.62) e o teorema do ponto de sela, tem-se: 
n m m n 

max(x, A) > max{/(a:) - ^ U/(^ dijXij - bj) xij - Oi)} - f{X*) 
xew xew i=l t=l 

m n 
i=\ j=\ 

n m 
= 7c{g, W) > max min {f{x) - J2 Ü/(^ d^Xij - bj) - ^Ü*(^ Xij - aj)} - f{X*) 

j=i t=i t=i j=i xew u >o 
v > o 

= f{x*)-f{X*) = Z*-Zt>0, 

A última parte do lema é provado notando que, pela definição da localização W e pelo 

teorema do ponto de sela, 

n 
f{x*) = ma.yi{f{x)\xE{Wir\W),^2xij — ai<0,i = l,...,m} 

i=i 
m n 

= max mm{f{x) -^Ü-Ç^Xij - o,)}, 
xe{Wir\W) v>o " i=l t=l 

isto é: 
m n 

^(f.^i) = max{/(x)-^U/Q^Xíj-Oí)}-/(X*) 
16 ^ t=i i=i 

m n 
> max_ {/(S) - - fli)} -/(X*) 

i=1 i=1 

m n 
> max min{/(x) - - Oi)} -/(X*) 

feílVjnw) i=1 i=1 

= f{x*) - /(X*) = Z* - Z* > 0. ■ 

Suponha, seguindo Zipkin [23], que a localização W é dada por: 

W = {xíj : ^2 dijXij <pk, k = l,...,p- l,p, x^ > 0,i = = l,...n}, 
i£Tk 

onde Tk — {k}, k = 1, ...,p— 1 e Tp = {p,p + 1, ...,m} é uma partição do conjunto de origens 

2i, dij > 0 e pk > 0. Então, o cálculo de ô^g^W) em (3.65) se reduz a resolver p problemas 

da mochila, independentes da forma: 

max S E (_cú + Vjdi3 ~ Ui)Xij 
j=l ieTk 

s.a. "y ] d^Xij ^ Pki j 1) 
i&Tk 

x^ > 0,z e Tk,j = l,...,n. 
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Isto é: 
p —c-■ 4- V*d- ■ — TI* 

c-+y- u>). 
fc=l k "o 

Como o problema inicial é linear, esta estimativa é idêntica à que foi obtida pelo método 

apresentado em Zipkin [23]. 

A equação (3.64) mostra que a estimativa dada em (3.63) pode ser melhorada reduzindo 

o conjunto W. 

No caso geral, o cálculo dos valores de <5 ou tt em (3.63-3.66) é tão difícil quanto resolver 

o problema inicial. Mas existem alguns casos mais simples. Isto é, se o problema inicial tem 

restrições lineares tipo-mochila, pode-se utilizá-las para definir o conjunto W. Desta forma, o 

cálculo de S{g,W) ou ix^g^W) se reduz a resolver um problema da mochila, o qual tem uma 

solução analítica. 

Assim, para obter limites de erro a posteriori para o problema do transporte generalizado, 

considera-se as seguintes localizações propostas por Litvinchev [11]: 

Wi = {x^ : - ai' i = xij > 0}, 
i=i 

Wo {xij • ^ ' djjXjj — bj, j — 1, ...,?7., x^ bb 0}, 

(3.67) 

(3.68) 
t=i 

Ws = {xij : 0 < x^ < bj—, i = 1, j = 
dij 

W4 — {xij : 0 < Xij < ai, i = j = 

(3.69) 

(3.70) 

onde as localizações Wi e W2 são definidas pelas restrições do problema original (3.10-3.12) 

e, as localizações W^s e W4 são definidas por uma manipulação algébrica das mesmas. O uso 

dessas quatro localizações permitem que os limitantes sejam obtidos analiticamente. O mesmo 

não acontece se as localizações são definidas por meio de duas restrições lineares gerais (sem 

estrutura especial). 

A partir das localizações definidas em (3.67-3.70), pode-se obter quatro limites de erro 

a posteriori para o problema do transporte generalizado. 

Usando o limite dado em (3.64) junto com a localização W\ (3.67), pode-se obter o limite 

6{g,Wl) resolvendo o seguinte problema: 
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à{g, Wi) — max EE(-c«-p; + ^)x 
i=l i=l 

,m sujeito a ^ ai' ^ = ^ •••> 
i=i 
«ii > 0, i = 1,..., n, i = 1,..., m, 

(3.71) 

que pode ser separado em m problemas independentes. Pelas restrições do problema dual 

(3.32-3.34), tem-se que —— Ü* + V*dij < 0, i = 1, ...,p — 1. Neste caso, o limite de erro 

6{g,W\) pode também ser obtido analiticamente da seguinte maneira: 

Teorema 3.3.1 (Evans [6]) 

m n 

%.Wi) = E^-^+W-^E*» 
t=P 
m 

i=l 

= [max (—C/p + dq-V/ - ci:, )+] 
t=p J 

> z* - z*. 

(3.72) 

Demonstração: 

Considere o problema dual (3.32-3.34), onde C/7 e V)* são soluções duais ótma. 

Seja x* uma solução ótima e Z* o valor ótimo para a função objetivo do problema original 

(3.10-3.12), então a relação a seguir vale: 

Z" = EE^t 
1=1 i=l 

p-1 

< EE^t - IE(E<Í«4 - W' + E(a'- E^j)^ + Efe -E^l 
i=l j=l J=1 t=l i=l i=l i=p i=l 
m n n m p—1 n m n 

= E E - E(E^4 - y - E(oi - E XWÜ: - E^ - E 4)°?. 
t=l j=l j=l t=l i=l i=l i=p j=l 

pois, pelo teorema das folgas complementares: 
n m p—l n m n 

1E(E44 - h)v; + Et"'" E^OP" + E*0'" E4)0/l > o- 
j=l 1=1 i=l j=l i=p j=l 

Rearranjando os termos e utilizando uma pequena álgebra obtém-se: 

p—1 m n m n P~1 n _ m n 

z- < (- E "tü: - E + E W1 + E E(^ " <<«4)4 + E E 4^ + E E 4e' 
Í=1 í=p J=1 i=lj=l i=li=l i=pi=l 
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O termo entre colchetes é Z*. Então, tem-se: 

fn n p—1 n m n 
z- < z- + EUc«~<1vv;)*h + EE*:A' + EEx:A' 

i=l j=l i=l j=l i=pj=l 

P~1 n m n 

= z' + E E(c« - + 0;-K, + E - diÃ + 
i=l i=l t=p j=l 

Introduzindo Z* — Z*: 

P~1 n m n 

z--z-<E + d^v- - O-)^. 
1=1.7=1 i=p j=\ 

Ainda usando o teorema das folgas complementares, tem-se que: 

EÊ(-c«+^r;-f/'K,, = 0 

i=l i=l 

então: 

z'-z'<E Ei"* + á'Ã' - AKÍ- 
i=p 7=1 

Considere o máximo dos coeficientes (—Cy + dijV* — U*) para j = 1, ...,n então: 

max(—Cy + d^V* — U*) ij (3.73) 
i=p 7=1 

Considere o problema de maximização em (3.73) e seja á sua solução ótima. Devido a 

não negatividade do vetor x, se o coeficiente (—Qj + d^V* — Ü*) da variável Xij em (3.73) for 

negativa, então á; = 0. Dessa forma, (3.73) pode ser simplificado para: 

Z'-Z'< v;|:r.>,s.;-r„ + - í/;)+i (3.74) 
l=P i=l 

Como x*- é a solução ótima do problema original, então, x*- satisfaz a restrição y^Xg < al 

j=i 
do problema original (3.10-3.12). Então, tem-se que: 

E4/ ^ ai 
7=1 

substituindo em ^[max(—Qj + d^V* — U*)+] , tem-se; 
i=P 7=1 

z* - < E o-i[max(—- i7;)+].i (3.75) 
t=p 
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A expressão (3.75), nos permite calcular uma estimativa para o limite de erro d{g,W\) 

analiticamente, isto é: 

%,^i) = ;>>t[maX(-ct,+dtJ\/; - ü:)+] >Z*- Z\ 
t=p 

Considerando o limite dado em (3.64) junto com a localização W2 (3.68), pode-se obter 

o limite de erro W2) resolvendo o seguinte problema: 

%, Wz) = max 
t=l i=i 

tj 

, n sujeito a dijXij = bj, j = 1,...,: 
t=i 

Xij > 0, j = 1, ...,n, i = 1,..., m, 

(3.76) 

que pode ser separado em m problemas independentes. Analogamente ao limite de erro 

S{g, W\), pelas restrições do problema dual (3.32-3.34) tem-se que —— U* + Vfdij <0, i — 

1, ...,p — 1. Também pode-se obter uma estimativa analítica para o limite de erro 6{g, Wi)'- 

H9. Wy = Ê bl {( -> Z* - Z" > 0- (3.77) 
i=l 

Considerando ainda o limite dado em (3.64) e a intersecção das localizações Wi (3.67) e 

W3 (3.69), pode-se calcular o limite de erro 7r{g, Wi D W3) resolvendo o seguinte problema: 

7r(g, W\ fl W3) = max - SS wn + Y. vj(Y - bj) - z* 
t=i j=i j=i i=i 

sujeito a - ai' 1 = 1,-,™ 
i=i 

1 

(3.78) 

0 < Xij < bj—, j = i = 
'dij' 

Lembrando que as restrições do problema original utilizadas para construir a localização 

não são incluídas na função objetivo do problema (3.78). 

A solução analítica pode ser escrita da seguinte maneira: 

Considere a reordenação dos coeficientes de de acordo com {di\V\ — cJi)
+ > ... > 

{dinVn — cin)+, e considere o índice li, tal que; 

li 1 
Y, bò ~i~ ^ai' • 1 
j=l av 

li-1 l 
mas ^ bj—— < flj. 

j=i di3 
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Então a solução ótima para o problema (3.78) é: 

Xij bj , j — 1,li 1, 
aij 

li-1 l 

Xüi = di ~ bj— , rl 
j=i aú' 

Xij = 0, j = li + l,...,n, 

e o valor de n{g, Wi H W^) é dado por: 

m li~1 h (H -V* — r- )+ ii_1 1 n 

7.(9. w, n w3)=—sL+(^ - - E - z-- 
1=1 j=l aij J—1 aij j=l 

Pode-se notar que o valor de 7r(^, tPi fl W^) é independente da solução dual Ü*. 

Finalmente, considerando ainda o limite dado em (3.64) e a intersecção das localizações 

W? (3.68) e Wa (3.70), pode-se calcular o limite de erro /n{g,W2 H WÀ), resolvendo o seguinte 

problema: 

m n 
TT (g, W2 H WÀ) = max - E E w - E - <■<) - z- 

Í=1 J=1 i=l J=1 

sujeito a ^ ^ Xijdij bj, i 1,..., 77. 
í=i 
0 < a:»,-< Oi, j = l,...,n, í = 1, 

(3.79) 

Lembrando que as restrições do problema original utilizadas para construir a localização 

W2 não são incluídas na função objetivo do problema (3.79). 

A solução analítica pode ser escrita da seguinte maneira: 

Considere a reordenação dos coeficientes de x^- de acordo com (cxj + Ü\)j^ < ... < 

(cmj + Üm)j- e considere o índice lj, tal que: 

J2dijai > bj, mas J2 dij d i À: bj. 
i=l í—1 

A solução ótima para o problema (3.79) é dado por: 

Xij dj, Í 1, lj 1 , 

xijj ~ (bj ^ dijCLi) , 
aijj t=i 

= 0, i = l, ...,m, 
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e o valor de 7r(í/, IV2 fl W^) é dado por: 

n W4) = - ^[^ Oitcij +£?•) + (6, - E dijOi)^ + 0,))—] + Y:0:ai-z-. 
J=1 Í=1 i=l 3 dijj i=1 

Pode-se notar que o valor de 71"(g, W? fl W^) é independente da solução dual V*. 

Na construção dos limites Wí fl Wj) pode-se notar que as restrições do proble- 

ma original uilizadas para construir as localizações não são incluídas nas funções objetivas 

dos problemas para calcular Ti{g, Wí n Wj) enquanto que para os limites 6{g,Wi) todas as 

restrições do problema original são incluídas na construção dos problemas para calcular os 

limites 8{g,Wi). 

Nota-se que localizações menores produzem uma estimativa de erro melhor. Mas, as 

vezes não se pode comparar as localizações. Por exemplo, quando as localizações tem inter- 

secção não vazia mas uma não contém a outra. Neste caso, tem-se que fazer uma comparação 

computacional dos limitantes, isto é, tem-se que calcular os limitantes associados com as dife- 

rentes localizações e depois definir qual localização fornece o melhor (menor) limite. 

O cálculo dos limites de erro a posteriori quando o PTG agregado for obtido através da 

agregação dos destinos, conforme definido na subseção 3.2.2, é análogo ao cálculo dos limites 

de erro a posteriori quando o PTG agregado for obtido através da agregação das origens. 

Considerando as localizações: 

Wi = {xij :Y^xij < üí, i = 1,..., m, Xij > 0}, 
i=i 

W2 — {xij • j djjXjj fej, j 1, ...,77., Xij ^ 0}, 
t=l 

W3 = {Xij : 0 < Xij <bj—, i = l,...,m, j = l,...,n}, 
u-ij 

W4 = {Xij : 0 < Xij < Oi, i = 1, ...,7n, j = 1, 

o cálculo dos limites de erro a posteriori quando o PTG agregado for obtido através de agre- 

gação dos destinos, é resumido a seguir. 

6(9, Wi) = max Y; ZX"cü -Ui + Vj*dij)xij 
i=l j=i 
n 

sujeito a Y/Xii — ai' ^ = 

7=1 
x^ > 0, j = i = 1,..., 771, 
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ou analiticamente, 

m 
%!^1) = max (—Cij + dijV* - Í7;)+] > Z* 

^ je{p,...,n} 
- z*. 

W2) = max 

m n 

EE(-c« - ^+ 
i=l i=l 

sujeito a 
ni 

^ ^ dijXij — bj, 7 = 1, 
1=1 

...,n 

> 0, 7 = 1,..., n, i = 1,... ,m, 

ou analiticamente, 

A. í(-Cii-D; + v;dlj)] %.^) = E6ífcTxm| ^ j > > Z* - Z* > 0. 

i^ig, W] D = max 

m n n m 

-ES + E 5*(E 
t=l 7=1 7=1 i=l 

- bj) - z* 

sujeito a 
n 

J2xij<ai, 
7=1 

0 ^ xij — bj , 7 1 > 
dij 

...,n, i = 1, 

ou analiticamente, considerando a reordenação dos coeficientes de de acordo com {d^ Vj — 

Cti)+ > ••• > (dinVn — Cm)+) e considerando 0 índice li, tal que: 

u 1 

^bé j=l "o 

li-i j 
> Uj, mas ^ — 

7=1 dij 
di. 

então, a solução ótima é dada por: 

Xij bj — , 7 11 • • • > 11 
dij 

ii-1 l 
xiii — ai ~ bj, , 

j=l ij 

xij = 0, 7 = Zid-l,...,n, 
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e o valor de ^{g, Wi Pi W3) é dado por: 

m íi"1 fe ld- V* — r d+ li'1 1 " 
w(g, w, n w3) = êjê js-l—sL+(oí - f; h-i-K^K - «n)*) - Ê rçrt> - z"- 

i=l j=\ uij j=\ «tj J=1 

m n 
7r(5f, ^ W4) = max - E E - E P/tE ^ - "O - z* 

t=li=l i=l j=l 

sujeito a .n 53 Xijdij — bj, i — 1, 
Í— I 

0 < Xij < di, j = i = 1,m, 

ou analiticamente, considere a reordenação dos coeficientes de Xij de acordo com {c]j+Ui)j— < 

... < {cmj + Üm)j- e considerando o índice lj, tal que: 

^dijcii > bj, mas ^ < bj. 
t=i t=i 

então, a solução ótima é dada por: 

Xij — Uj, i — 1 j •••) lj 1 j 

1,-1 1 

xijj (^j ^3 j) 1 ) 
aljj 1=1 

Xij = 0,1 = 1,m, 

e o valor de n{g, W2 H W4) é dado por: 

1,-1 /,-i n x -1 m 
^(s. H/2 n IVí) = - ElE + c;) + (6, - E + C,-)—I + E Ü-a, - Z-. 

j=i i=i t=i ahi i=i 

EXEMPLO 

Passa-se, agora, a exemplificar os conceitos desenvolvidos anteriormente sobre o cálculo 

dos limites, tanto para agregação de origens quanto para agregação de destinos, considerando 

o problema dado pela figura (3.2). Cacula-se os limites de erro a posteriori para os exemplos 

dados nas subseções 3.2.1 e 3.2.2 respectivamente. Para os dois métodos de agregação os 
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cálculos dos limites de erro foram feito considerando as seguintes localizações: 

Wl = 

xn + x\2 + ^13 + xu + xis + x16 < 50 

X21 + X22 + X23 + X24 + X25 + X26 ^ 20 

X31 + X32 + X33 + X34 + X35 + x^e < 46 

X41 + X42 + X43 + X44 + X45 + 0:46 < 28 

X51 + X52 + X53 + X54 + X55 + X56 < 10 

Xij > OVf, j 

W9 = 

3xn + 6x21 + 2x31 + X41 d- X51 = 30 

4X12 d" 3x22 d- X32 d- 5x42 d" X52 = 45 

5X13 d- 7x23 d- 4x33 d- 3X43 d" 3X53 = 20 

2xi4 d" 2X24 4" 6X34 d- X44 -f X54 = 10 

5X15 d- 5x25 d- 2X35 d- 3X45 d- 2X55 = 25 

Xi6 d" 2^26 d- X36 d" 3x46 d- 2x56 = 24 

Xij > OViJ 
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0 < Zn < 10 0 < xn < 50 

0<x12< 11.25 0 < < 50 

0 < ^13 < 4 0 < xja < 50 

0 < xu < 5 0 < x14 < 50 

0 < x15 < 5 0 < xjs < 50 

0 < a;16 < 24 0 < xI6 < 50 

0 < X21 < 6 0 < X21 < 20 

0<x22< 15 0 < X22 < 20 

0 < ^23 < 2.85 0 < ^3 < 20 

0 < ^24 < 5 0 < X24 < 20 

0 < ^25 < 5 0 < X25 < 20 

0 < < 12 0 < ^26 < 20 

0 < 2:31 < 15 0 < ®3i < 46 

0 < a;32 < 45 0 < ^32 < 46 

W3= « 
0 < X33 < 5 

S W4 = « 
0 < X33 < 46 

► 
0 < ^34 < 1-67 0 < X34 < 46 

0 < X35 < 12.5 0 < X35 < 46 

0 < ^36 < 24 0 < rcse < 46 

0 < X4! < 30 0 < X4! < 28 

0 < ^42 < 9 0 < X42 < 28 

0 < «43 < 6.67 0 < X43 < 28 

0 < ^44 < 10 0 < X44 < 28 

0 < X45 < 8.33 0 < X45 < 28 

0 < a;46 < 8 0 < X46 < 28 

0 < ^51 < 30 0 < X5: < 10 

0 < rc52 < 45 0 < X52 < 10 

0 < «53 < 6.67 0 < X53 < 10 

0 < 0:54 < 2 0 < X54 < 10 

0 < ^55 < 12.5 0 < X55 < 10 

■ 0 < x56 < 12 0 < x56 < 10 

69 

cm i unesp 

▲▼A atatatI ▼AT 
12 13 14 15 16 17 18 



max 
xeWi 

O conjunto W\ é composto pelas restrições de origens, o conjunto IV2 é composto pelas 

restrições de destinos, o conjunto W3 é composto por limites para as variáveis deduzidas das 

restições de destinos e o conjunto W4 é composto por limites para as variáveis deduzidas das 

restições de origens. 

Limites para agregação de origens. 

Para obter o limite S{g,Wi), resolve-se o seguinte problema linear: 

0.2:cn + 23.72x\3 + 3.5xie + 3:21 ■+• 17.21x23+ 

50X24 + 29X25 + 24X26 + 6I.8X31 + 38x32 — 

O.O2X33 + 54x34 + 3.5x35 + 42.4x41 + 54x42— 

0.76x43 + 23.5x44 — 4.4x45 + 8x46 — 0.6x51 + 5X52+ 

2.23X53 + 6.5X54 + 50.4x55 — 2X56 

que tem solução ó(g, W\) = —134.1263, X33 = 46, x\b = 28, xjíg = 10 e os demais x*- — 0. 

Para obter o limite òi^g, I+2), resolve-se o seguinte problema linear: 

0.2xii + 23.72xi3 + 3.5xi6 + X21 + 17.21x23+ 

50x24 + 29x25 + 24x26 + 61.8x31 + 33x32 — 

0.02X33 + 54X34 + 3.5X35 + 42.4X41 + 54X42- 

0.76x43 + 23.5X44 — 4.4X45 + 8x46 — 0.6x51 + 5X52 + 

2.23x53 + 6.5X54 + 50.4x55 — 2x56 

que tem solução <5(^,1+2) = —71.76735, x^ = 11.25, Xj4 = 5, X43 = 6.66, x^ = 8.33, xbl = 30, 

x^g = 12 e os demais x*j = 0. 

max 
xeWi 

max 
xeWiDWa 

Para obter o limite 7v(g, W\ PI W3), resolve-se o seguinte problema linear: 

—3.99xii — 4xi2 + 19.72xi3 — 4xi4 — 4xi5 — 4xi6+ 

0.67x21 + 17.21x23 + 50x24 + 29x25 + 24x26 + 

61.68x31 + 33x32 — 0.02x33 + 54x34 + 3.4x35 + 

42.33x41 + 54x42 — 0.76x43 + 23.5x44 — 4.4x45 + 8x46 — 

0.67x51 + 5x52 + 2.23x53 + 6.5x54 + 50.4x55 — 2x55 + 205.3998 

que tem solução ir^g, Wi PI W3) = —261.8680 + 205.3998 = —56.4682, xjj = 4.75, x^ = 11.25, 

Xj4 = 5, Xjg = 5, Xjg = 24, X33 = 5, X43 = 6.66, x\b = 8.33, Xgg = 10 e os demais xP = 0. 
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Para obter o limite 7r(^, IV? fl W4), resolve-se o seguinte problema linear: 

| —5^!! — 8x12 — SOxja — Txu — 9x15 — 4x16 — 365.1007 | max 

que tem solução 7r(^,iy2 n W4) = 292.6667 - 365.1007 = -72.434, x*n = 6.66, x*12 = 11.25, 

x*u = 5, x\q — 24, 0:43 =* 6.66, x\b = 8.33, x*^ = 10 e os demais x*^ — 0. 

Em resumo, obtém-se os seguintes limites: = 3.1733, ::= 1-6979, — 

1.3359, 7r(g^r^v-') _ 1 7i37) onde Z* — Z = —42.26737, então, tem-se que o melhor limitante 

é 7r(<7, W\ PI PP3). 

Limites para agregação de destinos. 

Para obter o limite 8{g,W\), resolve-se o seguinte problema linear: 

max 
xeWi 

lOS.dS^n - 9.70a;i2 - 31.70xi3 - 8.705xi4 - 10.705xi5- 

6.705x16 + 174.55x21 - 8.42x31 + 29.42x41 + 35.70x51 

que tem solução é^lPi) = —9843.044, xJi = 50, X21 = 20, X41 = 21, X51 = 10 e os demais 

Xij = 0- 

Para obter o limite 6{g, IP2), resolve-se o seguinte problema linear: 

max 
xG VV2 

103.43xii - 9.70xi2 - 31.70xi3 - 8.705xi4 - 10.705xi5- 

6.705x16 + 174.55x21 - 8.42x31 + 29.42x41 + 35.70x51 

que tem solução ò{g,W2) = —813.4359, x^ = 5, x^ = 15, x^ = 6.66, x^ = 8.33, x^j = 30, 

X56 = 12 e os demais x*^ = 0. 

Para obter o limite 7r{g,Wi DWs), resolve-se o seguinte problema linear: 

max ( 109.13xii + 174.55x21 + 8.42x31 — 7.29xi4 + 35.71x51 + 741.1687 [ 
xeW1nW3 [ " J 

que tem solução 7r(g,Wi n IV3) = —2264.854 + 741.1687 — —1523.6863, x\^ — 10, X21 — 6, 

Xgj = 15 e os demais x*^ = 0. 

Para obter o limite 7r(^, Wi D W4), resolve-se o seguinte problema linear: 

max í -6.70xii - 9.70xi2 - 31.70xi3 - 8.70xi4 - 10.70xi5 - 5.70xi6 - 645.274 [ 
leWjnWj [ 11 ^ ) 

que tem solução 7r(g, IV2 H W^) = 0 — 645.274 = —645.274, todos os x*^ — 0. 

Em resumo, obtém-se os seguintes limites: = 41.4823, = 3.4281, ZLÍS^I^l — 

g 42i4) Tr{9,W2nw4) = 2.7i94) on(ie Z* - Z = -237.28297, então, tem-se que o melhor limitante 
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e 7r(g,W2n W4). 

No proximo capítulo, mostra-se os resultados de um pequeno experimento numérico onde 

calcula-se o limite de erro a posteriori para problemas de transporte generalizado. 
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Capítulo 4 

Experimentos Numéricos 

4.1 Introdução 

Neste capítulo, apresentam-se os resultados de um pequeno estudo númerico do limite 

de erro a posteriori devido a agregação aplicada ao Problema do Transporte Generalizado. O 

objetivo deste estudo é verificar a eficácia da abordagem proposta por Litvinchev (seção 3.3) 

quando comparada com a abordagem de Zipkin (seção 2.4). 

4.2 Problemas Testados 

Nesse experimento, calcula-se o limite de erro a posteriori para o problema do transporte 

generalizado: 

max z = -EE 
i=l i=l 

CijXij 

(P) sujeito a ^^Xij < cii, i — l,... 
j=l 

m (4,1) 

^ ^ dijXij — bj, j — 1, ...ti 
t=i 

— 0) 

onde Cij, Uj, bj e > 0, dij < bj e ^ al = bj. 
t=i j=i 

Para isso, gerou-se 23 problemas do tipo (4.1) com m = 3,..., 12, n = 4, ...,13 e com 

73 

cm i 2 3 4 7 í1 unesp 

avatat' W 
12 13 14 15 16 17 1^ 



valores de dij, a^, bj e Cij escolhidos casualmente, para resolver os PTG usou-se o software 

CPLEX. 

Em todos esses problemas aplicou-se dois métodos de agregação: agregação de origens 

e agregação de destinos. O cálculo dos limites foi feito considerando as seguintes localizações: 

n 
Wi = {x^ : Y^Xij < ai, i = 1,rn, Xij > 0}, 

i=i 
m 

Wi = {xij : dijXij = bj, j = x^ > 0}, 
i=i 

Wz = {x^ : 0 < x^ ^bj—, z = 1,m, j = 
Uij 

W4 = {xij : 0 < Xij < eu, i = 1, j = 

Os limites de erros a posteriori d{g, Wi), 6{g, W-z), tt^, fl W3) e 7r(^, D W4), foram 

obtidos através da resolução de problemas lineares ou analiticamente como descrito no capítulo 

3, seção 3.3. 

É importante ressaltar que os limites de erro a posteriori 6{g, W\), 6{g, W2) são baseados 

na abordagem de Zipkin (localizações separadas) e os limites de erro a posteriori n(g, VPi flVfa) 

e tt^, W2 G W4) são baseados na abordagem de Litvinchev (intersecção de localizações). 

Ao aplicar agregação às origens, as variáveis foram rearranjandas em k = pxn clusters, 

onde p = 2,3,4,5 é o número de origens no problema agregado. 

Para os primeiros (p — 1) X n clusters considerou-se o vetor peso g > 0 definido por: 

g=lí i = j = 

e para os demais n clusters considerou-se o vetor peso g^ > 0 definido por: 

^ 771 

gij = ai—,ondeO = Yl
ai' i = P,P + l, j = 

i=P 

e que satisfaz a condição : 

Ydij = 1J = > 0. 
i=p 

Ao aplicar agregação aos destinos as variáveis foram rearranjadas em k = m clusters, 

considerando a proposta de Litvinchev discutida na subseção 3.2.2. 

Para os m clusters considerou-se o vetor peso > 0, definido por: 

1 n 

9ij = = l,--,™ onde R = Ybr 
cLijrí j=i 
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A tabela (4.1) abaixo, apresenta as dimensões (m = número de origens e n = número 

de destinos) e as soluções dos problemas originais utilizados neste experimento. 

Problema Dimensão (m x n) Solução linear (Z*) 

1 3x4 -94.19608 

2 3x4 -1201.83333 

3 3x4 -142.4 

4 3x4 -949.83333 

5 4x5 -143.66667 

6 5x6 -122.83333 

7 6x7 -160.5714 

8 7x8 -156.9167 

9 8x9 -356 

10 9 x 10 -194.6667 

11 10 x 11 -78.3590 

12 10 x 11 -90.9667 

13 10 x 11 -74.3238 

14 10 x 11 -70.7523 

15 10 x 11 -86.3 

16 10 x 11 -92.2166 

17 10 x 11 -79.4667 

18 10 x 11 -76.4160 

19 10 x 11 -88 

20 10 x 11 -108.4667 

21 10 x 11 -99.1333 

22 11 x 12 -124.0976 

23 12 x 13 -159.7678 

Tabela 4.1; Soluções dos problemas originais 
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4.3 Resultados 

A seguir apresenta-se os limites de erro a posteriori calculados devido a agregação de 

origens e destinos para os problemas descritos na tabela (4.1). Para facilitar a comparação dos 

limites, apresenta-se limites de erro estimado divididos pela diferença Z* — Z* (limite de erro 

atual) e o valor obtido é sempre maior ou igual a 1. Além disso, os menores valores obtidos 

são associados aos melhores limitantes. 

Nas tabelas de (4.2) - (4.4) abaixo, apresentam-se os limites de erro obtidos para os 

problemas originais onde as origens foram agregadas. 

Na tabela (4.2) abaixo, apresenta-se o cálculo dos limites para 10 problemas com di- 

mensão, variando de 12 a 156 variáveis. Os respectivos problemas agregados tem dimensão 

variando de 8 a 33 variáveis. Está sublinhado na tabela o melhor limitante para cada proble- 

ma. Em todos os casos, com exceção do problema 6, o melhor limite é obtido usando como 

localização a intersecção dos conjuntos W2 e W4. O conjunto IV2 é composto pelas restrições 

de destino e o conjunto W4 é composto por limites para as variáveis deduzidas das restrições 

de origem. Comparando os limites S(g, W\) com Tx{g, Wi fl W3) e 6{g, W2) com ir^g, W2 H W4) 

é possível notar, que incluir restrições para as variáveis nas localizações, isto é, fazer as in- 

terseções WiHWz e W2HW4, reduz a estimativa de erro. Pode-se notar ainda, que o limitante 

ò{g,W2), com exceção do problema 11, é o segundo melhor limitante. Para o problema 5, o 

limite de erro dado por 8{g, W2), TV^g, Wi fl W3) e ^{g, W2 H W4) é igual a diferença Z* — Z*. 

Problema m X n Solução S(9,W1) %,1V2) 7r(g, Wi n Ws) 7r(ff, W2 n W4) K P 
agregada Z' Z' - 2' Z' - 2' Z' - 2' z* - z* 

1 (3x4) -111.5725 16.4015 1.0934 1.0934 1.0934 8 2 
5 (4X5) -167 15.00002 1 i 1 15 3 
6 (5 x 6) -165.1007 3.1733 1.6979 1.3359 1.7137 18 3 
7 (6x7) -344.5049 5.4476 1.5171 2.0847 1.4536 21 3 
8 (7x8) -361.4979 2.9152 1.1146 1.7882 1.0949 24 3 
9 (8 X 9) -656.6851 5.8758 1.0782 1.8406 1.0166 27 3 
10 (9 X 10) -681.4183 4.5461 1.2315 2.4532 1.2087 30 3 
11 (10 X 11) -390.2606 1067.7852 1518.2212 5.2452 3.0205 33 3 
22 (11 x 12) -1204.8752 5.3667 1.1549 3.1545 1.1115 24 2 
23 (12 x 13) -1109.8136 5.7412 2.1933 3.8861 1.0664 26 2 

Tabela 4.2: Limite de erro a posteriori / agregação de origem 
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Na tabela (4.3) abaixo, apresenta-se os limites para 4 problemas com 3 origens e 4 

destinos. Os problemas agregados foram obtidos agregando-se 2 origens, reduzindo assim, a 

dimensão dos problemas de 12 variáveis e 7 restrições para 8 variáveis e 6 restrições. Está 

sublinhado na tabela o melhor limitante para cada problema. Em todos os casos, o melhor 

resultado é obtido com o limite 7r(5f, W2OW4) seguido por W2), OVEs) e 6{g,W\). 

Problema Solução %,^i) Trte.WjDWa) 7r(0, W2 n W4) K=8 p=2 

(m x n) = (3 x 4) agregada Z" Z* -Z* Z* - Z* Z* -Z' Z* - Z* 

1 -111.5725 16.4015 1.0934 1.0934 1.0934 

2 -1224.114 36.2011 8.2606 20.6495 8.2606 

3 -172.8235 9.5417 2.1635 2.1635 2.1635 

4 -1085.852 8.0857 2.0062 5.3833 2.0062 

Tabela 4.3: Limite de erro a posteriori / agregação de origem 

Na tabela (4.4) abaixo, apresenta-se o limite de erro para 11 problemas com 10 

origens e 11 destinos. Os problemas agregados foram obtidos considerando 3, 4 e 5 origens, 

reduzindo assim, a dimensão de 110 variáveis e 21 restrições para 33, 44 e 55 variáveis e 14, 

15 e 16 restrições respectivamente. Está sublinhado na tabela o melhor limitante para cada 

problema. Em todos os casos, com exceção do problema 15, o melhor limite é obtido usando 

como localização, a intersecção dos conjuntos IV2 e W4. Comparando os limites 6{g,W\) com 

n:{g) W\ n W3) e 6{g, W?) com 7r{g, W2 n W4) é possível notar que incluir restrições para as 

variáveis nas localizações, isto é, fazer as interseções Wi fl W3 e W2 Cl IL4, reduz a estimativa de 

erro. O limitante 6{g, W2) com exceção dos problemas 11 e 15, é o segundo melhor limitante. 

Pode-se dizer ainda, que o problema 19 apresenta o limite de erro 7r(g, W\ fl W3) menor que 

1 devido erro de arredondamento. 
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Problema Solução 8(g,wx) %, w2) 7r(5,W2nVP4) K P 
(m x n) = (10 x 11) agregada Z* Z' - Z" Z* - Z* z* -z* z* - z* 

11 -390.2606 1067.7852 1518.2212 5.2452 3.0205 33 3 

12 -385.7743 7.2235 1.3883 3.0134 1.3250 33 3 

13 -294.5352 5.9547 1.4212 2.8694 1.3133 33 3 

14 -271.3049 7.6141 1.6127 3.1383 1.5742 33 3 

15 -278.5530 6.3572 1.5144 1.2726 1.5013 33 3 

16 -434.3320 7.0919 1.2166 3.3467 1.2166 33 3 

17 -242.6884 8.9394 3.4877 4.0172 1.5118 44 4 

18 -675.8293 7.1137 2.1158 3.9727 1.8556 44 4 

19 -176.6686 6.2747 1.2653 1.6927 0.9526 55 5 

20 -198.6019 11.7085 3.9008 5.3168 3.5286 55 5 

21 -168.5310 6.1938 2.1729 2.3478 2.0671 55 5 

Tabela 4.4: Limite de erro a posteriori /agregação de origem 

Pode-se constatar, que ao agregar as origens no problema do transporte generalizado, 

com exceção dos problemas 6, o melhor limitante é obtido usando como localização a inter- 

secção dos conjuntos W2 e W4, e que o limitante 6{g,W2) é o segundo melhor limitante com 

exceção dos problemas 11, 15 e 21. 

Nas tabelas (4.5) - (4.7) abaixo, apresentam-se os limites de erro obtidos para os pro- 

blemas originais, onde os destinos foram agregados. 

Na tabela (4.5) abaixo, apresenta-se o cálculo dos limites de erro para 10 problemas 

com dimensão variando de 12 a 156 variáveis. Os respectivos problemas agregados, tem 

dimensão variando de 3 a 12 variáveis. Está sublinhado na tabela o melhor limitante para 

cada problema. Em todos os casos, o melhor limitante é obtido usando como localização 

a intersecção dos conjuntos W2 e IV4. O segundo melhor limitante é ó(g, W2) seguido por 

tt(<7, W\ fl W3) e 8[g, W\). Pode-se notar ainda, que para o problema 5, o limite de erro dado 

por 7r((7, W2 H W4) é igual a diferença Z* — Z*. 
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Problema m xn Solução %,^i) 6{g,W2) nÍ9> Wi n W3) r{g, W2 n W4) K 

agregada Z* Z*-Z* Z* -Z* z* -z* Z' - Z* 

1 3x4 -147.50671 57.8738 2.5493 7.69002 1.0288 3 

5 4x5 -184.0104 73.9155 4.7851 14.9244 1 4 

6 5x6 -360.1163 41.4823 3.4281 6.4214 2.7194 5 

7 6x7 -923.6648 7.2884 1.5715 6.0787 1.3903 6 

8 7x8 -555.4028 24.5249 1.0259 7.7693 1.01335 7 

9 8x9 -1058.729 44.0331 1.1570 10.6231 1.0193 8 

10 9 x 10 -1046.3778 61.1778 2.34703 13.9882 1.4684 9 

11 10 x 11 -244.0444 72.6463 3.7313 26.5827 2.6648 10 

22 11 x 12 -1039.8440 24.6181 1.4330 14.4027 1.2302 11 

23 12 x 13 -1282.4320 43.8542 1.7337 20.7163 1.4094 12 

Tabela 4.5: Limite de erro a posteriori / agregação de destino 

Na tabela (4.6) abaixo, apresenta-se o limite de erro para 4 problemas com 3 origens 

e 4 destinos. Os problemas agregados foram obtidos agregando os 4 destinos, reduzindo assim, 

a dimensão de 12 variáveis e 7 restrições para 3 variáveis e 4 restrições. Está sublinhado na 

tabela o melhor limitante para cada problema. Em todos os casos, o melhor limitante é obtido 

usando como localização a intersecção dos conjuntos IV2 e W4. O segundo melhor limitante é 

ô{g, W?) seguido por 7r{g, Wi fl W3) e 6{g, Wi). 

Problema Solução %,WM s{g,w2) r{g, Wx n W2) Tr{g, W2 n W4) K=3 

(m x n) = (3 x 4) agregada Z* Z' -Z' z* -z* Z'-Z* Z* -Z' 

1 -147.5071 57.8738 2.5493 7.69002 1.0288 

2 -1260.974 178.8381 13.6108 62.2482 2.2075 

3 -357.1250 18.5869 1.1882 4.2688 1.1749 

4 -1611.087 37.5118 3.5851 10.1339 1.6643 

Tabela 4.6: Limite de erro a posteriori / agregação de destino 

Na tabela (4.7) abaixo, apresenta-se o limite de erro para 11 problemas com 10 origens 

e 11 destinos. Os problemas agregados foram obtidos agregando os 11 destinos, reduzindo 

assim, a dimensão de 110 variáveis e 21 restrições para 10 variáveis e 11 restrições. Está 

sublinhado na tabela o melhor limitante para cada problema. Em todos os casos, o melhor 
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limitante é obtido usando como localização a intersecção dos conjuntos IV2 e W4. O segundo 

melhor limitante é com exceção do problema 15. 

Problema Solução HgW) %, W2) n W3) 7r(5, W2 n W4) K=10 

(m x n) = (10 x 11) agregada Z* Z' - Z' z* -z* z* -z* Z* - Z* 

11 -244.0444 72.6463 3.7313 26.5827 2.6648 

12 -559.6533 30.1996 2.0952 12.9748 1.1273 

13 -351.3057 19.7570 1.1876 10.3759 1.082 

14 -363.1060 23.0619 1.2126 12.2761 1.0731 

15 -514.3423 39.9620 1.2341 1.2161 1.1416 

16 -561.5689 30.8178 1.4018 12.4384 1.1666 

17 -462.8376 47.9032 6.4309 15.0723 1.2508 

18 -975.4712 25.8735 2.2774 10.5769 1.1571 

19 -615.3144 68.0275 10.7280 16.2528 1.2942 

20 -762.6182 53.9989 7.7995 9.0552 1.5096 

21 -721.4729 43.0124 4.0139 14.6112 1.1523 

Tabela 4.7: Limite de erro a posteriori / agregação de destino 

Pode-se constatar, que ao agregar os destinos para todos os problemas, o melhor 

limitante é obtido usando como localização a intersecção dos conjuntos W2 e W4, e que o 

limitante 6(g, é o segundo melhor limitante, com exceção dos problema 15. 

Ao agregar origens ou destinos, o melhor limitante é obtido usando como localização a 

intersecção dos conjuntos W2 e W4 e que o limitante 6(g, W2) é o segundo melhor limitante 

para a maioria dos problemas. Comparando os limites <5(^, W\) com -n^g, Wi fl W3) e 5(^, IL2) 

com 7r(g, ^nU^) é possível notar, que incluir restrições para as variáveis nas localizações, isto 

é, fazer as interseções Wi D W3 e W2 H IV4, reduz a estimativa de erro. É importante lembrar 

que ao considerar como localização as interseções dos conjuntos Wi e Wj, o conjunto Wi é 

excluido da função objetivo do problema linear que fornece o valor do limitante Tv{g, Wi fl Wj). 

Observa-se que, não pretende-se obter conclusões gerais a respeito do comportamento 

do erro calculado utilizando localizações lineares, devido à pequena quantidade de problemas 

considerado, bem como suas dimensões. O objetivo deste pequeno experimento foi obter uma 

indicação da eficiência dos limites propostos por Litvinchev [11], Os resultados estimulam a 

realização de experimentos mais complexos. 

80 

unesp 

▲▼A atatatI ▼AT 
12 13 14 15 16 17 18 



Capítulo 5 

Conclusão 

Neste trabalho, estudou-se métodos de agregação e desagregação para problemas de pro- 

gramação linear de grande porte. 

A técnica de agregação e desagregação é de fundamental importância na resolução de 

vários problemas de otimização de grande porte. Basicamente, consiste em substituir o pro- 

blema original por um problema de dimensão menor, mais fácil de ser resolvido. Através 

da solução deste problema reduzido é possível obter uma solução factível para o problema 

original. 

Ao se usar esta solução aproximada é importante obter uma medida para a perda de 

otimalidade. 

Discutiu-se no capítulo 2, deste trabalho, dois tipos de limites de erro para problemas 

PL: a priori e a posteriori. O limite de erro a posteriori pode ser obtido fazendo uma mudança 

no vetor de soluções duais do problema reduzido. Os limites discutidos neste trabalho foram 

propostos por Mendelssohn, Taylor e Shetty, Leisten, Knolmayer e Litvinchev e Rangel e tem 

por base a metodologia desenvolvida por Zipkin. 

Apresentou-se no capítulo 3 uma aplicação da técnica de agregação e desagregação ao 

problema do transporte generalizado. Foram propostos duas metodologias para a obtenção 

do problema agregado: agregação de origens e agregação de destinos. Os limites de erro a 

posteriori, discutidos neste capítulo, foram apresentados por Evans e Litvinchev, e tem por 

base, a metodologia proposta por Zipkin. 

No capítulo 4, apresentou-se um pequeno estudo numérico da qualidade dos limites a 

posteriori, discutidos no capítulo 3. Os resultados deste estudo indicam que para as duas 
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metodologias de agregação, na maior parte dos problemas testados, o melhor limite é obti- 

do usando como localização a interseção dos conjuntos W? e W^. 0 limite 6{g, W2) é o 

segundo melhor limite na maior parte dos problemas testados. Comparando 6{g} W\) com 

niy/i fl W2), e ó{g, W2) com fl W2), é possível notar que incluir restrições para as 

variáveis na localizações reduz a estimativa de erro, lembrando que ao considerar como loca- 

lização as interseções dos conjuntos Wi e Wj, o conjuntos Wi é excluído da função objetivo do 

problema linear que fornece o valor dos limitantes 7r(g, Wi fl Wj). 

Observa-se que não pretende-se obter conclusões gerais a respeito do comportamento 

do erro calculado utilizando localizações lineares, devido à pequena quantidade de problemas 

considerado, bem como suas dimensões. O objetivo deste pequeno experimento foi obter uma 

indicação da eficiência dos limites propostos por Litvinchev [11]. Os resultados estimulam a 

realização de experimentos mais complexos. 

Quando o limite de erro obtido for muito ruim uma alternativa para obter soluções apro- 

ximadas melhores para o problema original é refazar a agregação, isto é, redefinir o conjun- 

to de clusters, obtendo assim, um novo problema agregado e recalcular o limite de erro. 

Este processo pode se repetir até que um bom limite de erro seja obtido, e assim, uma boa 

solução aproximada para o problema original é obtida. Este processo é chamado de técnica 

Iterativa de Agregação e Desagregação (ver Mendelssohn [17]). 

Outro tópico, relacionado com este trabalho, e que poderá ser explorado em trabalhos 

futuros é o estudo de limites de erro associados a outros tipos de localizações, como por exem- 

plo, localizações não-lineares. Um estudo sobre o uso de localizações elipsoidais é apresentado 

em Andrade [2] e em Litvinchev [12, 13]. Fazer aplicações em outros tipos de problemas 

encontrados na literatura, tais como: problemas lineares com variáveis 0 — 1. 
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