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“Let me tell you something you already know. The world ain’t all sunshine and
rainbows. It’s a very mean and nasty place and I don’t care how tough you are it will
beat you to your knees and keep you there permanently if you let it. You, me, or nobody
is gonna hit as hard as life. But it ain’t about how hard ya hit. It’s about how hard you
can get hit and keep moving forward. How much you can take and keep moving

forward. That’s how winning is done!”

Rocky Balboa
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Resumo

Apresentamos as propriedades geométricas da variedade de Lyra e estudamos sua
aplicacdo na modelagem do espago-tempo. Nesse cendrio, os referenciais fisicos ficam
definidos pelo sistema de coordenadas x* e uma funcado de escala de Lyra ¢. Construimos
tensores com respeito as transformacoes simultaneas de (x#, ¢) e definimos suas leis de
transformagdo. Equipamos a variedade com uma conexao afim e construimos o operador
de derivacdo covariante de Lyra. Através das propriedades afins da variedade de Lyra,
definimos o tensor de tor¢ao, o tensor de curvatura e suas contra¢des. Definimos também
os equivalente em Lyra da Equagdo de Hamilton-Jacobi e o teorema da divergéncia. Sob
as hipéteses de compatibilidade métrica e auséncia de tor¢ao, formulamos uma teoria de
gravitagdo escalar-tensorial chamada de teoria LyST (Lyra Scalar-Tensor), onde os campos
fundamentais relacionados a geometria do espago-tempo séo a métrica g,, e a funcao de
escala de Lyra ¢. As equagdes de campo em LyST sdo obtidas via principio variacional,
considerando uma generalizagdo em Lyra da acdo de Einstein-Hilbert. Mostramos que
ela apresenta um limite newtoniano bem definido e que suas previsdes se equivalem as
da Relatividade Geral nos fendmenos em escala de sistema sistema solar. Encontramos
duas classes fisicamente coerentes de solugdes esfericamente simétricas, que dependem
do parametro mg := MG, que é a massa gravitacional da fonte; e o parametro r;, que
tem unidades de distancia e contabiliza a influéncia da escala de Lyra. No limite de
r;, — 00, as solugdes encontradas tendem a solugdo de Schwarzschild. Na classe de solu-
¢oes onde r;, > 0, encontramos uma singularidade aparenteem r =1/ (1/2mg +1/r) e
uma singularidade real em r = rr, além da singularidade em » = 0. Essa solugdo divide
0 espago-tempo em duas regides (r < r; e r > rr) que ndo tem contato causal. Outra
solucdo de interesse é aquele em que r < —2m e, nesse caso, temos somente a singula-
ridade em r = 0 e a singularidade aparente em r = 1/ (1/2m¢ + 1/rr). Por fim, fizemos
um estudo aprofundado sobre as geodésicas no espago-tempo esfericamente simétrico

de LyST e caracterizamos os seus diversos tipos de trajetrias geodésicas.

Palavras Chaves: Gravitacao; Geometria diferencial

Areas do Conhecimento: Ciéncias Exatas e da Terra; Fisica; Fisica das Particulas Elemen-

tares e Campos; Gravitagao.



Vi



Abstract

We present the geometric properties of Lyra manifolds and study its application in
space-time modeling. In this scenario, the physical frames are defined by the coordinate
system x# and a Lyra scale function ¢. We constructed tensors with respect to the simul-
taneous transformations of (x*,¢) and defined their transformation laws. We equipped
the manifold with an affine connection and constructed the Lyra covariant derivation
operator. Through the affine properties of the Lyra manifold, we defined the torsion ten-
sor, the curvature tensor and their contractions. We also defined the Lyra equivalents
of the Hamilton-Jacobi equation and the divergence theorem. Under the assumptions
of metric compatibility and torsion-free spacetime, we formulated a scalar-tensor theory
of gravity called LyST theory (Lyra Scalar-Tensor), where the fundamental fields related
to spacetime geometry are the metric g, and the Lyra scale function ¢. Field equations
in LyST are obtained via the variational principle, considering a generalization in Lyra
of the Einstein-Hilbert action. We proved that it has a well-defined Newtonian limit and
that its predictions are equivalent to those of General Relativity in solar system scale phe-
nomena. We found two physically interesting classes of spherically symmetric solutions,
which depend on the parameter m¢ := MG, which is the gravitational mass of the source;
and the parameter r;, which has units of distance and accounts for the influence of Lyra’s
scale. In the limit of r;, — oo, the solutions tend to the Schwarzschild solution. In the class
of solutions where r;, > 0, we found an apparent singularity at r = 1/ (1/2m¢g +1/rr)
and a real singularity at » = r, in addition to the singularity at » = 0. This solution splits
spacetime into two regions (r < rp and r > rp) that have no causal contact. Another
interesting solution is the one where r < —2m and, in this case, we only have the singu-
larity at r = 0 and the apparent singularity at* = 1/ (1/2m¢g + 1/rr). Finally, we made
an in-depth study of geodesics in LyST’s spherically symmetric spacetime and characte-

rized its different types of geodesic trajectories.
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Prefacio

Nas ultimas décadas, a tecnologia tem impulsionado grandemente o avango cientifico e
vem permitindo a verificagdo experimental de teorias fisicas com precisdo nunca antes
acessiveis. Neste cendrio, a teoria da Relatividade Geral (RG) se estabeleceu como o
modelo padrao da interacdo gravitacional cldssica. Para se ter uma ideia do quao rapida
estd a evolugdo das pesquisas nessa drea, desde 2011, 4 prémios Nobel de fisica foram

dados a pesquisadores por contribui¢des em gravitacdo e cosmologia:

¢ Prémio Nobel 2011 — Saul Perlmutter, Brian P. Schmidt e Adam G. Riess pela desco-
berta da expansao acelerada do universo pela observagdo de supernovas distantes;

¢ Prémio Nobel 2017 — Rainer Weiss, Barry C. Barish e Kip S. Thorne pela contribuicao
decisiva para o detector LIGO e as observagdes de ondas gravitacionais;

¢ Prémio Nobel 2019 — James Peebles, Michel Mayor e Didier Queloz pela contribui-
¢do a nossa compreensdo da evolugdo do universo e o lugar da Terra no cosmos

¢ Prémio Nobel 2020 — Roger Penrose pela descoberta de que a formacado de buracos
negros é uma predig¢do robusta da teoria da relatividade e; Reinhard Genzel and
Andrea Ghez pela descoberta do objeto supermassivo no centro de nossa galéxia.

Todavia, a RG ainda néo é capaz de explicar a fenomenologia gravitacional por completo
quando levamos em considera¢do apenas as fontes observaveis. A aceleracdo da expan-
sdo cosmica, por exemplo, é um fendmeno gravitacional que a Teoria da Relatividade
Geral ndo pode explicar sem a consideragdo de componentes adicionais, visto que o que
observamos de fato (ou seja, matéria tipo poeira) levaria a uma expansdo desacelerada.
Por outro lado, a detec¢do de ondas gravitacionais e os recentes resultados em observacdo
de buracos negros sdo fendmenos compativeis com as predi¢des da RG. Para um conside-
ravel setor da comunidade cientifica, a solucdo desse paradoxo é simples: a Relatividade
Geral permanece intocada e o problema deve-se pela suposta existéncia de componentes
escuras que atuam como fonte gravitacional mas que ndo estdo sendo consideradas visto
que supostamente ndo interagem com a radiagdo. Contudo, até a data de escrituracdo
desse trabalho, ndo foi encontrada nenhuma evidéncia direta dessas componentes. Um
outra linha de trabalho leva os pesquisadores a proposicdo de teorias alternativas de gra-
vitagdo, cunhadas de Teoria Modificadas de Gravitacio, que sejam capazes de, a0 mesmo
tempo, manter as vantagens da Teoria da Relatividade Geral e explicar todos os fenome-
nos gravitacionais observados.

Contudo, as Teorias Modificadas de Gravitagdo tem um longo histérico, e foram in-

troduzidas ndo s6 por motivagdes experimentais, mas também por razdes tedricas. De
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fato, teorias alternativas tem sido propostas desde a data publicacdo da Relatividade Ge-
ral, o que faz desta drea como sendo tépico de pesquisa centendrio. Esse longo histérico
fez com que muitas teorias, como por exemplo a gravitagdo na variedade de Lyra, fossem
suplantadas com o passar dos anos. Dessa forma, a existéncia de problemas em aberto
aliada a crescente perspectiva de novas metodologias de fisica observacional serviram de
motivagdo para o inicio do projeto de pesquisa que deu origem a essa tese de doutorado,
que objetiva reascender o interesse em teorias de gravitacdo em Lyra a luz das novas
descobertas em gravitagao.

O projeto que se iniciou em maio de 2019 era primeiramente voltado para o estudo
da cosmologia de acordo com a teoria gravitacional de Sen & Dunn [1]. No decorrer
do estudo, notamos a necessidade de se priorizar o desenvolvimento de uma teoria de
gravitacdo reformulada, que fosse generalizdvel, formal do ponto de vista geométrico
e derivavel de um principio de minima a¢do. Desenvolvemos um procedimento geral,
donde podemos construir teorias de gravitacdo diversas sobre a variedade de Lyra. Do
terceiro capitulo em diante, focamos em uma teoria métrico-compativel e livre de tor¢do,
que chamamos de LyST (para Lyra Scalar-Tensor), e que mostrou ser para a variedade de
Lyra o que a Relatividade Geral é para a variedade Riemanniana. Entretanto, deixamos
transparente o procedimento para se construir generalizagdes. Assim, esse trabalho visa
apresentar a construgdo do formalismo pelo qual a variedade de Lyra modela o espago-
tempo, a formulagdo da Teoria LyST, a solugdo esfericamente simétrica e o estudo de
geodésicas de particulas livres no espago-tempo esfericamente simétrico de Lyra. Como
uma etapa natural do desenvolvimento do projeto, publicamos um trabalho sobre a cons-
trugdo da teoria LyST na variedade de Lyra [2] e estamos preparando outros dois com os
resultados de nossos estudos [3, 4].

O texto dessa tese inicia-se com uma introdugéo histérica no Capitulo 1 relacionando
os principais desenvolvimentos das teorias de gravitagdo e motivando o leitor sobre a
importancia do estudo de teorias alternativas. Em seguida, o Capitulo 2 apresenta os
principios geométricos necessarios para a construcdo da variedade de Lyra e os entes ge-
ométricos essenciais na descrigdo no movimento geodésico. Esse capitulo introduz todo
o ferramental que utilizaremos para a formulacdo da Teoria Escalar-Tensorial LyST. Essa
formulagédo é exposta em detalhes no Capitulo 3, onde comentamos as hipéteses geomé-
tricas adotadas e analisamos algumas das suas consequéncias. Por fim, no Capitulo 4,
apresentamos uma solugdo esfericamente simétrica a partir da qual conseguimos obter
a descricdo das trajetérias geodésicas no espago-tempo de Lyra. No Capitulo 5, consoli-
damos os resultados obtidos no trabalho, propomos préximos passos e apresentamos as

perspectivas futuras para trabalhos com teorias de gravitagdo na variedade de Lyra.



Convencoes e Notacoes

Nesse trabalho, vamos adotar a assinatura da métrica como (4, —, —, —) e a velocidade
de luz unitdria (c = 1). Vamos adotar a conven¢do de soma de Einstein onde indices
repetidos em posicOes subscrita e sobrescrita indicam uma soma em todas as n dimensdes

das quantidades consideradas:
n
AyuBl = Z%)AMBV.
V:

Além disso, vamos ter que lidar com quantidades definidas em diferentes variedades. Ao
longo do texto, foi tomado o cuidado de se detalhar na descri¢do o significado de cada
quantidade. Contudo, pode acontecer do leitor comegar sua leitura ap6s a definigdo, o
que a primeira vista pode acarretar numa confusdo de simbolos. Por isso, é importante
estabelecer o significado das varidveis nesse capitulo para que o leitor possa consultar

sempre que preciso.

¢ G : constante gravitacional de Newton

¢: fungdo de escala de Lyra

* gy componentes do tensor métrico

¢ g: determinante da métrica

* [, ap] : simbolo de Christoffel do primeiro tipo

. {;‘ﬁ} : simbolo de Christoffel do segundo tipo

o TV, p- Conexdo afim definida sobre a variedade riemanniana
o TV g+ Conexao afim definida sobre a variedade de Lyra

* e,: base geral para o espago tangente a um ponto P

* 0,: base canodnica relacionada as coordenadas x/ para para o espago tangente a um

ponto P
* 0": base geral para o espaco cotangente a um ponto P

e dx": base candnica relacionada as coordenadas x* para para o espago cotangente a

um ponto P

o R~
Puv
dos em termos do simbolo de Christoffel do segundo tipo {a"ﬁ}.

RW eR : tensor de curvatura, tensor de Ricci e escalar de curvatura defini-

X1



® R% By R,y e R : tensor de curvatura, tensor de Ricci e escalar de curvatura definidos

em termos da conexdo de Lyra I’ 5
V: simbolo da derivagdo covariante de Lyra
m: massa das particulas-teste sobre o espaco-tempo de Lyra

mg : massa gravitacional (mg := MG) das fontes gravitacionais
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Geometria de Lyra






Capitulo 1

Introducéao

A proposicdo da Lei de Gravitacdo Universal por Newton em 1665 foi um inquestiond-
vel marco para a evolucdo do pensamento cientifico [6, 7]. Sua lei de forca gravitacional
proporcional ao inverso do quadrado da distancia foi capaz de unificar fendmenos gra-
vitacionais terrestres e celestiais em uma tnica teoria. Ela traz consigo dois conceitos
bastante importantes que ao longo do tempo se mostraram fatores cruciais para formula-
¢do e estabelecimento de teorias de gravitacdo: (1) o conceito de espago e tempo absolutos
[8] e, (2) uma nogdo primdria do que hoje se conhece por principio de equivaléncia fraco
[9]. Entretanto, a teoria de Newton traz consigo a incompatibilidade metafisica de de-
pender de uma agdo instantanea a distancia. Apesar desse problema, a Lei de Gravitacdo
Universal levou os pesquisadores a realizar predi¢des corretas para uma grande gama
de fendmenos gravitacionais, tanto terrestres quanto celestiais, ao longo de quase de 2
séculos.

Foi somente na metade do século XIX que alguém foi capaz de apontar um feno-
meno gravitacional incoerente com a teoria de Newton. Urbain Le Verrier observou uma
precessdo de 35 segundos de arco diferente da precessdo esperada para a 6rbita de Mer-
ctrio, de acordo com a teoria de perturbag¢des aplicada sobre as equag¢des de movimento
de Newton [10, 11]. Posteriormente, Simon Newcomb mediu este efeito de forma mais
acurada, encontrando um desvio de 43 segundos de arco [12, 13]. A "crenca" na eficdcia
da Lei de Gravitagdo Universal era tdo acentuada que, a priori, Le Verrier tentou atri-
buir essa incompatibilidade, ndo a uma incoeréncia da teoria, mas sim a existéncia de um

astro ainda nado observado cuja 6rbita perturbava a 6rbita de Merctrio [14].

Outro tépico de discussdo acerca de um dos pontos chave da teoria de Newton — o
espago absoluto — se deu pela chamada correspondéncia de Leibniz—Clarke [15]. Este debate
se configurou pela troca de cartas entre Gottfried Wilhelm Leibniz e Samuel Clarke cujo
topico principal era o contraste de diferentes visdes sobre teorias do espago. Enquanto
Clarke apoiava a visdo newtoniana de espago e tempo absolutos, Leibniz discorria sobre
a nogdo de espago relacional, onde o espago s6 se define pela relagdo entre objetos e ndo
poderia existir na auséncia de matéria [16]. Essas ideias vieram a tona novamente no fim
do século XIX com os trabalhos de Ernst Mach. Ainda que de modo vago, os trabalhos de
Mach trouxeram a ideia de que "a inércia se origina da relagdo entre os corpos", em contraste
a visdo de Newton de que "inércia é sempre relativa ao referencial do espago absoluto".

Com o inicio do século XX, novos desafios a gravitagdo newtoniana se tornaram evi-



dentes. O desenvolvimento das equagdes do eletromagnetismo de Maxwell iniciou um
novo capitulo no debate sobre 0 modelo de espago-tempo. Conhecidamente, estas equa-
¢des ndo sdo invariantes em relagdo as transformacgdes de Galileu tal como as equagdes de
Newton. Assumindo que os referenciais inerciais sejam conectados por transformagdes
desse tipo, as equacdes de Maxwell, na forma como propostas, deveriam ser validas no
referencial inercial de repouso do éter, supostamente o referencial inercial absoluto. Se-
guindo essa linha de raciocinio, através das subsequentes comprovagdes experimentais
da teoria de Maxwell em laboratdrios terrestres, seria possivel concluir que o referen-
cial do laboratério seria indistinguivelmente préximo do suposto referencial absoluto na
maioria dos casos, supondo que as distor¢des em relagdo aos resultados previstos pelas
equagdes de Maxwell estariam abaixo das incertezas experimentais. Para uma efetiva
tentativa de comprovagao do éter, Michelson e Morley propuseram um experimento de
interferometria de alta precisdo, aproveitando-se da velocidade relativa da Terra com
respeito ao meio para propagacdo de ondas eletromagnéticas que estaria em repouso em
relacdo ao suposto referencial absoluto [17]. Contudo, o experimento se mostrou incapaz
de comprovar a existéncia desse meio. Esse resultado promoveu uma difusdo de ideias

relativisticas.

Poincaré, ao se deparar com a impossibilidade de detecgdo do éter, argumentou que
sua existéncia seria uma mera questdo metafisica e sugeriu que este conceito pudesse ser
negligenciado algum dia [18]. Partindo do pressuposto da impossibilidade de detec¢do
de qualquer movimento relativo ao éter, Poincaré introduziu o conceito do Principio da
Relatividade do Movimento, no qual as leis do movimento deveriam ser as mesmas para todos
os referenciais inerciais [18]. Contudo, apesar dessas ideias, Poincaré ndo aparenta ter se
desgarrado completamente do conceito do referencial absoluto. Em primeiro lugar, ele
também afirmou nédo ser possivel saber se o principio da relatividade do movimento é
verdadeiro, mas que seria interessante determinar suas implicagdes [19]. Deve-se sali-
entar também que ele nunca deixou de lado o conceito de éter, chegando a referir-se a
este como uma "hipdtese conveniente" e o utilizando nos trabalhos subsequentes [20].
Isso fica bastante claro em seu procedimento de sincronizagao de relégios onde, além de
introduzir os conceitos de tempo local e aparente para distintos referenciais inerciais, ele
apresenta o que ele chama de "tempo verdadeiro" que seria medido no referencial absoluto
[21].

Uma forma diferente de se pensar seria assumir que os referenciais inerciais se co-
nectam, ndo pelas transformagdes de Galileu, mas sim por uma lei de transformacdo
alternativa. Essa proposta foi realizada em 1904 por Lorentz, que foi capaz de derivar
as transformagdes que preservam a forma das equagdes de Maxwell [22]. Um resultado
bastante importante desse trabalho foi a consequente existéncia de um limite para a velo-
cidade de particulas massivas, que seria o da velocidade da luz. Com as transformacdes

propostas por Lorentz, era possivel explicar a falha do experimento de Michelson e Mor-
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ley em detectar o éter por efeitos de contracdo dos bragos do interferdmetro e dilatacdo
temporal dos crondmetros oriundas desse novo conjunto de transformacdes.

Einstein, em 1905, mostrou que os resultados dos trabalhos de Lorentz e Poincaré
(apesar de ndo referenciados) poderiam ser derivados por um simples conjunto de pos-
tulados [23]:

1. O Principio da Relatividade: as leis da fisica devem ser as mesmas em todos os

referenciais inerciais

2. A constincia da velocidade da luz: A velocidade da luz no vacuo deve ser a

mesma, medida em qualquer referencial.

A diferenca de abordagem de Einstein para com outros autores é que ele insere esses
dois conceitos como primeiros principios. Diferentemente de Poincaré, Einstein coloca o
principio de relatividade, ndo como uma condigado de trabalho dada a impossibilidade de
deteccdo do éter, mas sim como uma caracteristica do espago. Além disso, a constancia
da velocidade da luz é vista por Einstein como um importante principio fisico e ndo como
consequéncia das transformacdes de Lorentz. Com essa abordagem, Einstein foi capaz
de derivar todos os resultados expostos isoladamente pelos outros pesquisadores [24].

Logo ap6s a teoria da Relatividade Especial de Einstein ter sido publicada, Einstein
rapidamente se atentou para a generalizagdo dos conceitos relativisticos ao caso de refe-
renciais nao inerciais. Em 1907, ele notou que a gravitacdo newtoniana era incompativel
com a Teoria da Relatividade Especial, visto que, embora a teoria estabelecesse uma re-
lagdo entre inércia e energia, ela nada tinha a dizer a respeito da relagdo entre inércia e
peso [24, 25]. Em um trabalho intitulado “A Influéncia da Gravidade na Propagagio da Luz”
[26], Einstein estabelece uma hip6tese sobre a natureza fisica do campo gravitacional.
Assume-se a existéncia de um campo gravitacional homogéneo, que sob a 6tica de um
referencial inercial K, tem intensidade g. Considerando o Principio de Equivaléncia de
Newton, g é a aceleragdo que o campo gravitacional homogéneo produz sobre todas as
particulas pontuais, observadas pelo referencial K. Logo, a descri¢do do movimento des-
sas particulas em K seria equivalente a descrigdo do movimento em um referencial nao-
inercial K/, sem campo gravitacional, que possui aceleracdo g em relagdo ao referencial
K. Essa similaridade na descrigdo do movimento das particulas pontuais é consequéncia
do Principio de Equivaléncia de Newton. A hipétese de Einstein foi que a equivaléncia
dos referenciais K e K’ é valida ndo somente para fendmenos mecénicos, mas para todos
os fendmenos fisicos. Sendo assim, ele formulou o Principio de Equivaléncia Forte ou Prin-
cipio de Equivaléncia de Einstein, que incorpora e generaliza o Principio de Equivaléncia de
Newton [9].

Uma caracteristica basica de uma teoria de gravitacao relativistica é a ndo-linearidade.
Um forma simples de se detectar esse requisito é através do estudo do sistema de duas

particulas. A partir do resultado relativistico que relaciona massa e energia através da ex-
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pressdo E = mc?, sabe-se que a massa do sistema é a soma das massas menos o médulo da
energia de ligagdo entre as duas particulas. Dessa forma, o campo gravitacional externo
oriundo do sistema bindrio serd, em parte, gerado pela gravitacdo das duas particulas.
Uma teoria de gravitacdo aceitdvel plenamente relativistica s6 viria a se concretizar com
a publicacdo da Teoria da Relatividade Geral, no ano de 1915. Contudo, desde o ano de
1907, Einstein se convenceu de que o Principio de Equivaléncia seria o ponto de partida
para organizar suas ideias em uma teoria de gravitagao [27, 28].

Com o principio de equivaléncia, Einstein realizou algumas previsdes fenomenol6-
gicas, tais como a ponderabilidade da energia, a deflexdo dos raios de luz no campo
gravitacional [26, 29], e o atraso de reldgios no campo gravitacional [24]. Esse tltimo
efeito é consequéncia direta do redshift gravitacional, como provado por Einstein em seu
artigo original. Porém, concernente a isso, é preciso deixar claro alguns pontos. Diversos
autores de livros-texto de Relatividade Geral e Gravitacdo citam a dedugdo do redshift
gravitacional por Einstein através do seu Principio de Equivaléncia1 [29, 31, 32, 33, 34].
O que geralmente ndo se comenta é que, nessa dedugédo, Einstein utiliza de forma des-
pretensiosa a férmula de Doppler para o deslocamento da frequéncia entre emissor e
receptor com velocidades distintas. Embora leve a uma correta predi¢do do efeito do
Redshift Gravitacional, a heuristica de Einstein é falha e peca ao negligenciar a aborda-
gem relativistica do efeito Doppler [35]. Um estudo detalhado acerca desse topico pode
ser encontrado na Ref. [9].

A Lei de Gravitagdo Universal de Newton é incompativel com a teoria da relatividade
especial. Uma abordagem possivel para se construir uma teoria de gravitagdo consistente
com os principios da relatividade restrita seria buscar alterar a teoria de Newton. No en-
tanto, ndo foi este o caminho seguido para formulagdo da Relatividade Geral. Conforme
ja comentado, Einstein conseguiu derivar uma série de efeitos relativisticos baseando-se
apenas no principio de equivaléncia. Nesse sentido, o entendimento de que todos os cor-
pos caem precisamente da mesma forma definem curvas preferenciais no espago-tempo,
chamadas de geodésicas. No caso do espaco de Minkowski, essas curvas geodésicas sdo
justamente as trajetérias dos referencias inerciais. Nessa interpretagdo, o fendmeno gra-
vitacional pode ser entendido como sendo a distor¢do das geodésicas em relacdo as da
Relatividade Especial, e ndo como o resultado da agdo de um campo gravitacional adici-
onal.

Mas o que causa a distor¢do das geodésicas? O segundo conjunto de ideias que le-

1Uma excecdo é a terceira edicao de Gravitation and Spacetime de Ohanian e Ruffini [30], conforme pode
ser verificado na sua nota de rodapé 1 da pagina 137.



varam a formulagdo da Relatividade Geral, compdem o chamado principio de Mach e
trabalham acerca desse questionamento. Na Relatividade Especial e em teorias anteri-
ores, a estrutura do espago-tempo é fixa, vdlida em todos os eventos e permanece inal-
terada pelos corpos materiais. A ideia de Mach era de que os conceitos de referencial
nao-acelerado e referencial ndo-rotativo s6 fazem sentido em um universo com matéria.
Sendo assim, a presenca de matéria no universo deve influenciar nas definigdes locais de
"ndo-aceleracdo" e "ndo-rotacdo". Einstein se inspirou nessa ideia e se motivou a elaborar
um teoria onde, diferentemente da Relatividade Especial, a estrutura do espago-tempo é
influenciada pela presenca de matéria.

A nova teoria de espago e tempo, e consequentemente de gravitagdo, propde que as
propriedades intrinsecas do espago-tempo, que independem de observador, sdo descritas
por uma métrica. Nessa descri¢do, os fendmenos gravitacionais surgem exclusivamente
da equagédo das geodésicas de um espago-tempo com distor¢des em relagdo ao caso plano
(que seriam as equagdes de movimento da teoria). Essas distor¢des surgem devido ao
tensor de energia momento descrevendo a distribuigdo de matéria no espago-tempo, e
sdo modeladas via uma equagdo de campo. Esta deve ser definida de acordo com algum
principio. Dessa forma, a estrutura do espago-tempo (descritas pela métrica) estd relaci-
onada ao seu contetido de matéria, de acordo com algumas das ideias de Mach (mas ndo
de todas elas).

1.1 Relatividade Geral

O desenvolvimento conceitual das ideias de cunho fenomenolégico foi o cerne da cons-
trugdo da Teoria da Relatividade entre os anos de 1907 e 1912. Foi somente depois do
verdo de 1912 que Einstein tentou incorporar esses conceitos fisicos em uma teoria fisica
formal. A ideia de que gravitacdo pode retardar crondmetros e curvar os raios de luz
deu uma nogdo de que o espago-tempo de Minkowski ndo seria o modelo ideal para uma
teoria de relatividade generalizada.

Alterar esse cendrio ndo era, e ainda ndo é, nada trivial. Por isso, Einstein precisou de
ajuda do matemaético Marcel Grossmann, seu amigo. Grossman baseou-se num artigo de
revisdo de 1901 de Ricci e Levi-Civita chamado, em traducao livre, de "Cdlculo Diferen-
cial Absoluto" 2. Esse formalismo matematico por si s6 ja chamou atengéo por possibilitar
a representacdo de teorias fisicas em quaisquer sistemas de coordenadas. Essa caracte-
ristica era justamente o que Einstein precisava para estender o principio da relatividade
para referenciais ndo inerciais e organizar suas ideias em uma teoria de gravitagdo. Os
dois, em colaboragdo, publicaram um artigo chamado "Rascunho (Entwurf) de uma Te-
oria de Relatividade Generalizada e uma Teoria de Gravitacio" [36]. Nesse trabalho, é

2Hoje, essa drea ¢ conhecida por célculo tensorial.
3Em traducdo livre.



possivel encontrar muito do contetido que hoje é familiar aos pesquisadores de gravita-
¢do. Os conceitos do cédlculo tensorial sdo expostos para possibilitar a generalizagdo do
espago-tempo de Minkowski para um espago-tempo com curvatura.

Embora esse artigo desse a impressao de que a principal parte do trabalho da cons-
trugdo da teoria estava concluido, isso ndo era verdade. Em primeiro lugar, conforme
notado pelo préprio Grossman, as equagdes de campo propostas ndo tendiam suave-
mente as equagdes da gravitacdo newtoniana nos limites de campos fracos e velocidades
nao relativisticas. Além disso, a teoria de 1913 ndo acomodava o movimento andmalo de
Merctrio. A busca pelo conjunto de equagdes de campo foi tépico de trabalho de Einstein
pelos dois anos seguintes.

Em junho-julho de 1915, David Hilbert, que acabara de se interessar pelo assunto,
convidou Einstein a ministrar aulas sobre a sua atual teoria de relatividade generalizada
na Universidade de Gottingen. Na segunda metade desse ano, Einstein se manteve em
contato por cartas com Hilbert, que comegou a trabalhar em uma teoria combinada de
gravitacdo e eletromagnetismo. Em novembro de 1915, Einstein deu quatro aulas em
Berlin, o que levou as publicagdes finais e a correta equa¢do de campo de sua Teoria de
Relatividade Geral em 25 de novembro. Nesse més, Einstein enviou trabalhos quase que
semanalmente aos boletins da academia prussiana, corrigindo erros prévios e reformu-
lando a teoria [37, 38, 39, 40]. David Hilbert nesse tempo, trabalhava num projeto de
reescrituracdo das equagdes de campo da antigo teoria Entwurf de Einstein em uma for-
mulagdo mais elegante. Com sua abordagem, Hilbert foi capaz de derivar exatamente
as mesmas equacoes de campo de Einstein, e as apresentou na Academia de Ciéncias de
Gottingen em 20 de Novembro.

Assim como na Relatividade Restrita, existe muito controvérsia sobre na prioridade
de formulagado da Relatividade Geral. Nao é o objetivo desse trabalho argumentar se foi
Einstein ou Hilbert o pioneiro na obtenc¢do das equagdes de campo, mas sim, reconhecer
o trabalho dos dois e a contribuicdo de cada um deles nas formulagdes geométricas das
teorias gravitacionais atuais. O leitor interessado nesse topico pode consultar as Refs.
[41, 42,43, 44, 45].

1.1.1 Conceitos de Geometria Riemanniana

A constatacdo de que o espago-tempo de Minkowski é incompativel com uma descri-
¢do gravitacional relativistica dd origem a necessidade de se generalizar o espago-tempo
em termos de suas propriedades geométricas. Ainda que hoje se conhecam construgoes
heuristicas da Teoria da Relatividade Geral, muito bem embasadas em conceitos fisicos,
elas pouco ajudam na compreensdo macro do cendrio, muito menos dao ideias sobre as
possiveis formas de generalizagdo da teoria. Dessa forma, assim como Einstein precisou
focar primeiramente nas ferramentas matemaéticas para a correta descricdo geométrica

do espago-tempo, seréd feita uma pequena sintese sobre 0s conceitos necessarios a formu-
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lagdo da Relatividade Geral.

Na Relatividade Geral, a estrutura do espago-tempo é modelada conforme as regras
da geometria Riemanniana, onde o conjunto de todos pontos (eventos) forma uma va-
riedade diferenciavel M. Cada ponto P € M pode ser definido por ao menos uma

0,x1,x%,x%). Em geral, essas coordenadas ndo valem

quadrupla de coordenadas x* = (x
para todos os pontos da variedade, o que implica que é necessario vérios sistemas de
coordenadas para cobrir a variedade M.

Define-se um espago vetorial tangente Tp (M), com uma base natural e, := 9, as-
sociada a cada um dos sistemas de coordenadas. Nesse caso, um determinado campo
vetorial v € Tp (M) pode ser expandido como v := v*e,. Os coeficientes v* podem ser

chamados de componentes de v na base e,,.

Meétrica

O produto interno de dois vetores v e u em um determinado ponto da variedade é defi-
nido pela métrica g (v, u). Suas componentes, tomadas em um determinado sistema de

coordenadas, podem ser obtidas operando-a sobre os vetores da base candnica. Ou seja:

S =g (e ev). (1.1)

Com a métrica, o conceito de "comprimento de um vetor" ganha sentido, e pode ser
representado como |v| = /g (v, V).

A defini¢do da métrica permite associar o espaco vetorial Tp (M) com um outro es-
pago T} (M), com base candnica dada por 6* = dx". Dessa forma, cada vetor v esta
relacionado com um covetor g (v, -) com componentes v, respeitando a relagago g (v,-) =
vydx". Aplicando-a sobre os elementos da base do espago vetorial e, associados as coor-

denadas x* = (x, x), encontra-se:

g (v,0,) = v,dx" (9,)
g (0'9y,0,) = v,dl

vy = g0t (1.2)

Uma vez que a métrica relaciona v e g (v, -), pode-se referir a v, e v" respectivamente

como as componentes covariante e contravariante de um campo vetorial v.

A consideragdo de uma métrica permite a definigdo de uma medida de deslocamento
infinitesimal entre dois pontos vizinhos da variedade. Essa quantidade é chamada de
elemento de linha e é definida por:

ds? = guudxdx". (1.3)
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Tensores

O produto tensorial de k espagos covetoriais T}, (M) e I espagos vetoriais Tp (M) é tam-
bém um espago vetorial, cujos elementos sdo designados por tensores de tipo (k, ), com
rank k + 1. A métrica é um exemplo de cotensor de tipo (2,0) e rank 2 e os vetores e

covetores citados acima sdo tensores de rank 1, respectivamente de tipos (0,1) e (1,0).

Como ja comentado, um sistema de coordenadas, em geral, ndo cobre todos os pontos
da variedade. Dado que dois sistemas de coordenadas x* e x* sejam bem definidos em
um ponto especifico P, os elementos dos campos tensoriais tangentes nesse ponto podem
ser expandidas nas bases canonicas desses dois sistemas®*. Nesses casos, as componentes
de um tensor geral T de tipo (k,!) apresenta uma lei de transformagdo de componentes
dada por:

aye  OXM oxX“k gx'1 oxXY oy

To g = S et S TH (14)

Derivada Covariante

Em uma variedade de Riemann geral, a operagao de derivagdo ordindria de um campo
tensorial ndo é um campo tensorial. Para definicdo de uma operacao diferencial cujo re-
sultado seja também um campo tensorial, deve-se introduzir uma conexdo linear V na
variedade. Um operador V, é relacionado a cada campo vetorial u, tal que, quando apli-
cado a um campo vetorial distinto v, resulte num campo vetorial V,v. Além disso, é

requerido que V respeite as seguintes propriedades [46]:

@D Vy(v+w)=Vuw+ Vyw;

(i) Vyiv (W) = Vygw + Vyw;

(iii) Vpy (V) = FVyv; e

(iv) Vy (Fv) = (uF) v+ FVyv

onde F é uma fungédo suave. Assim sendo, Vv pode ser chamado de derivada covariante
de v na direcdo de u. Para expressa-la em componentes, expande-se 0s vetores u e vem

componentes e usa-se as propriedades determinadas acima:

4Na verdade, como os sistemas de coordenadas ndo cobrem toda a variedade, uma determinagdo mais
precisa depende da definigdo de um conjunto aberto U de M. A defini¢do mais formal serd explorada com
mais detalhes na construcdo geométrica da variedade de Lyra.
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Vauv = V(uﬁaﬁ) (v"dy) = uﬁvaﬁ (v"9y) =
—— —
prop. iii prop. v

= PV, (o) 0 + uPo* (Vo,d,) =
=ub (0p0") 0 + uPo® (vaﬁaa) )

O objeto vaﬁaa descreve a variagdo de um dos vetores de base (aqui no caso, d,) no
sentido de outro vetor de base dg. Esse tensor pode ser expandido em uma base 9,
como:
=A
Vapdu =T 301, (1.5)

onde TA,X p s80 os chamados "coeficientes da conexao", ou simplesmente conexao no jargao
das teorias de gravitagdo relativisticas’. Esse objeto descreve uma propriedade geomé-
trica da variedade e, em geral, é independente de quaisquer outras entidades geométri-
cas. O leitor familiarizado com Teoria de Relatividade Geral pode associar essa quan-
tidade ao simbolo de Christoffel de segundo tipo, e, consequentemente a derivadas de
primeira ordem dos coeficiente métricos. Contudo, é preciso ter cautela. Essa associagdo
s6 é vélida para um conjunto muito especifico de hipéteses (compatibilidade métrica e
auséncia de tor¢ao), consideradas na Relatividade Geral. No momento, o foco é manter a
mente aberta pra geometria e aplicar as hipoteses geométricas na hora certa. Nesse espi-
rito, TAIX p € geral, e ndo apresenta simetria definida nos indices inferiores. Neste trabalho,
tomamos o segundo indice como aquele relacionado a dimensdo de derivagdo, como é
o caso de B na Eq. (1.5). Isso é um convengdo adotada aqui e pode ser diferente em
trabalhos de outros autores.

Assim:
Vav = uf (0p0") 94 + uﬁv“anﬁaA ,

Vv = (uﬁaﬁzﬂ T uﬁv“ﬂﬁ) d,. (1.6)

Agora, queremos ser mais especificos e calcular a variagdo de v na direcdo de um dos ve-
tores de base. Para isso, basta fazer u como sendo u = 9,, e também pode ser considerada

a relagdo u*d, = &}, tal que u* = J, nos casos em que precisamos das componentes.

Va,v = (600p0" + 600 T ) 91

= <8VU/\ —|—T/\MZ)'X> 0, .

5A barra em T diferencia a conexdo Riemanniana da conexdo I' que serd abordada no capitulo sobre
variedade de Lyra
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O tensor V, v pode ser expandindo em uma base especifica d,. Os coeficientes dessa
representacio sao definidos por V,v*, tal que:

Vavv - (VVU/\) a)L .
Assim, a variagdo da componente v* na direcio da coordenada x" sera:
(Vﬂf‘) 0, = (ava —i—f)‘wv"‘) 0,

Vot = 3,00 + T 0" (1.7)

A derivagdo covariante pode ser generalizada para o caso de um tensor geral T de
tipo (p,q). Nesse caso, sua derivada covariante serd designada por V, T e pode ser
expandida como:

V1

Vo.T =ViTy, (0 @dX" @ - @dx"" ® 3, @ -+ @ 0y,

ViV o .
onde as componentes VaTyl..jp sdo escritas como:

vivg vy1Vg S Asevg
VT 0 =0Tyl + T Tl +
. =V VA =A vievg —=A V1V
+ +T )\IXTHI“‘HP T Hl“T)L---],tp r ypaTyl...A : (1'8)

Torcao e Curvatura

Com a introdugéo da conexao, pode-se calcular a curvatura R e a tor¢io® T na variedade
de acordo com [46]:

R (u, V) W = Vuva - VvVuw - V[V/u]w

T(uwv)=Vyw—Vyu—[uv].

Expandindo-se nas bases canénicas, encontram-se as respectivas expressoes para as

componentes:

A

= =A =0 =A
Rl = 0T 0y — 0T g +T7,,T

pp

=A

IR (1.9)

60 simbolo — sobre a torgdo T serve apenas para diferenciar essa quantidade da tor¢ao T definida na
variedade de Lyra.
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=X

=T =T . (1.10)

Em muitas situagdes, serd necessdrio trabalhar com as formas contraidas do tensor de

curvatura. A primeira dessas quantidades tensoriais derivadas da curvatura da varie-
dade é o tensor de Ricci, definido pela contragdo entre os indices A e v da Eq. (1.9):

=A =A =0 =A =0 =A
Rap = Rn = 0l an =0T o + T n T = T T i (1.11)

Da mesma forma, o escalar de curvatura é definido pelo trago do tensor de Ricci:

=A =A =0 =A =0 =A
R =g Ry = "I, — T ) + ¢ T" T oy — T 1T, . (1.12)

< =A
Expressdo paral”

A quantidade TAW sdo os coeficientes de V; (dy) representados na base d,. Essa quanti-
dade, portanto, determina o comportamento dos vetores de base ao longo dos pontos da
variedade. Nao ¢é de se admirar que tanto curvatura quanto torgao sejam exclusivamente
dependentes dela. Entretanto, essa quantidade é bastante arbitrdria em sua forma mais
geral. Num espaco-tempo 4-dimensional, por exemplo, possui 64 componentes distintas,
o que deixa bastante complicado o estudo de um sistema fisico. Em muitas situag¢des, a
propria simetria do problema ameniza essa arbitrariedade. Todavia, existem argumentos
fisicos e geométricos pré estabelecidos para se eliminar alguns de seus graus de liber-
dade. Para clarificar esse hip6teses em discussdes posteriores, pode-se reescrever TAW

como ’:

P = {vﬁ?\} B EM vt ngg (T/\MV — Tvap — TW‘V) ¢ (1.13)

onde {V’f\} sdo os simbolos de Christoffel, definidos por :

1
{56} = 58" (0rgue + 0810 —Aogun); (1.14)

Mﬁw\ = g}lﬁvygv/\ - gyﬁvvgw\ - gyﬁv/\g;w (1.15)

é o tensor de compatibilidade métrica. Assim, a conexdo é composta por uma parte
relacionada as derivadas de primeira ordem da métrica, uma segunda parte que define a

derivada covariante da métrica e uma terceira relacionada a torcao.

"Detalhes de como isso é feito serdo dados no desenvolvimento da geometria de Lyra, no nosso Capitulo
2.
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Curvas Autoparalelas

Considera-se uma curva ¢ definida sobre a variedade M, cujas coordenadas x/ sdo para-
metrizadas de acordo com um parametro afim A. Associado a essa curva, existe um com
vetor tangente v, = v(g)” d;, , onde v(g)” = dx¥/dA . Esta curva o serd uma autopara-
lela caso seu vetor tangente seja transportado paralelamente sobre si. Matematicamente,
isso implica em dizer que a derivagdo covariante do vetor na sua prépria dire¢do é zero:
Vv, Ve = 0. Partindo da Eq. (1.6), a expressdo para as componentes do vetor tangente em
termos das coordenadas, encontra-se:

Ve vo = o) (a0l ) 3yt oyl T e,

(o
_ o v oK T
0= (E)Vv(a) + U(U)v(a)r W) 0,

d2x®  _y dxtdx?

Geodésicas e Equacdes de Movimento

Com a introdugdo da métrica, e a defini¢do do elemento de linha (1.3), pode-se descrever
o movimento de particulas livres do espago-tempo da Relatividade Geral. Considere-
se uma trajetdria s definida no espago-tempo, parametrizada pela parametro afim A. O

movimento é tomado como sendo aquele que minimiza a integral de ds:

) (/ ds) =0. (1.17)

Trajetorias que respeitam essa condicdo sdo chamadas das trajetdrias geodésicas ou sim-

plesmente geodésicas. Substituindo a Eq. (1.3) em (1.17) e realizando-se o calculo variaci-

b dxt dxv
0 ( / gy an ) =0
d2xk { p }dx”‘ dxP

A2 T\l AN dr

que é conhecida com a equagdo da geodésica na Relatividade Geral.

onal, encontra-se:

(1.18)

1.1.2 Equacdes de Campo

O espago-tempo da Relatividade pressupde algumas hipéteses geométricas. A primeira
delas é a de tor¢ao nula

7
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e a seguinte é a de compatibilidade métrica:

que naturalmente leva a:
FVis
M,z =0.

Com essas condigdes, a expressdo (1.13) para a conexdo se reduz a:

I, = {5} (1.19)

que mostra a simetria nos indices inferiores da conexdo (visto que os dois indices inferi-
ores do simbolo de Christoffel sdao simétricos). Com essa constatacdo, a curvatura (1.9)
e suas formas contraidas (1.11) e (1.12) dependem apenas das primeiras derivadas da
métrica.

As equagdes de campo da Relatividade Geral sdo oriundas de um principio variacio-
nal aplicado sobre a acdo de Einstein-Hilbert:

5= /d4x \/?g |:16:7l.(G,R' (ag) + Ematéria (¢ira¢i) ’ (1-20)
onde ¢ é o determinante da métrica, R o escalar de curvatura e Lmateria (¢, 9¢;) a la-
grangiana que depende dos campo de matéria ¢; (Aqui, i ¢ um indice que "varre" todos
os campos considerados; ou seja, ¢; ndo é um campo tensorial, mas sim, representa n
campos de natureza qualquer).

Aplicando as variagdes com respeito aos coeficientes métricos, encontra-se:

1
R‘u]/ - Egl,“/R - 87TGT]11/ (1.21)

onde o tensor de energia-momento métrico é dado por:

aACmatéria

T (1.22)

T;u/ = gyvﬁmatéria -2

As variagdes com respeito aos campos ¢; ddo origem as equagdes dos campos de matéria:

Ménq; ~ 9, MV 8Emaer) _ (1.23)

9 (i)

1.1.3 Limita¢des da Relatividade Geral

Com a Teoria da Relatividade Geral foi possivel explicar uma vasta gama de fendmenos
gravitacionais numa ampla faixa de escalas. Devido a esse fato, a RG tem figurado ao
longo de mais de um século como a teoria gravitacional vigente. Contudo, o recente

avango da tecnologia experimental junto a evolucdo na compreensdo dos métodos de
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fisica tedrica alimentam uma vasta lista de lacunas que tém posto em cheque esse status
quo. Como exemplo de problemas fenomenoldgicos, pode-se citar a incoeréncia da massa
de aglomerados galacticos com o teorema do virial [47], o padrao das curvas de rotagado
de galéxias espirais [48], a aceleracdo cosmolégica recente [49, 50].

Essas constatagdes sdo acomodadas dentro do contexto da Relatividade Geral pela
inser¢do de componentes ndo observadas, designadas por matéria e energia escuras. Na
cosmologia, esse modelo é chamado de ACDM (A de constante cosmoldgica e CDM de
cold dark matter). Porém, assumir a existéncia dessas componentes sem a devida observa-
¢do fenomenoldgica dos efeitos dos campos e/ou particulas a elas atrelados €, de certo
modo, uma hipétese de trabalho. (Esse problema talvez seja o "éter" da geragdo moderna
de pesquisadores.) Obviamente, dentro da comunidade académica, esse cendrio é bas-
tante incomodo, ainda mais, quando se leva em a consideragdo que a "existéncia" dessas
componentes ndo é suficiente para explicar a totalidade dos fendmenos observados. Con-
cernente a isso, duas grandes questdes permanecem em aberto no que se refere a medigdo
dos valores de dois dos parametros do modelo padrdo da cosmologia atual (ACDM): sdo
as tensoes do parametro de Hubble Hj e da amplitude das flutuagdes quadradas médias
na densidade de massa em uma esfera co-mével de didmetro 8 Mpc, ou og. Referente
a Hy, as medigdes desse parametro pelos dados de Radiagdo Césmica de Fundo (CMB)
presumindo ACDM diferem da medigdo local direta pelo método de calibracdo sucessiva
(local distance ladder measurements) realizado pela colaboragdo SHOES [51]. J& para o3, sdo
encontradas discrepancias estatisticas entre a medicdo pelo satélite Planck em relacdo a
medicdo obtida via grandes compilagdes de distor¢des no dominio do redshift [52].

Além disso, existem desconfortos teéricos acerca da RG. Dentre eles, pode-se citar o
inevitavel aparecimento de singularidades no espago-tempo da RG [53, 54], e principal-
mente, o fato desta ser a tnica interacdo fundamental ndo renormalizavel [55]. A cons-

tatacdo desses fatos vem motivando a investigacdo de teorias alternativas de gravitacao

1.2 Teorias de Gravitacao Modificadas

As abordagens de modificagdo ou generalizacdo da Relatividade Geral sdo extremamente
diversas e podem ser rusticamente agrupadas de acordo com caracteristicas em comum.
Essa divisdo é meramente um guia para compreensdo e ndo deve ser levada como uma
regra, visto que em alguns casos, uma teoria pode muito bem se encaixar em mais de um
cenério®. O primeiro grupo é aquele de teorias de ordem superior, onde se adicionam
invariantes ao integrando da acdo de Eisntein-Hilbert (vide Fig. 1.1). Esses invariantes
dependem exclusivamente dos mesmos campos da Relatividade Geral de tal forma que

ndo existe adigdo de graus de liberdade; o nimero de equagdes de campo é o mesmo que

8Nessa abordagem, ndo estdo sendo consideradas as teorias que visam a quantizacéo do campo gravita-
cional.
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Figura 1.1 — Representagdo esquemadtica das teorias de gravitacdo de ordem superior de-
finidas pela adi¢do de invariantes a acao de Einstein-Hilbert. Fonte: [5]

o da RG, mas as teorias de ordem superior e a RG se diferem funcionalmente. Esse grupo
é conceitualmente o mais simples, ainda que as equagdes possam ser extremamente com-
plicadas de se resolver.

Outro grupo de teorias é aquele onde o fendmeno gravitacional é descrito ndo sé por
um, mas por diversos campos. Essas teorias, por muitas vezes, sdo designadas por teoria
Tensorial-Vetorial-Escalar e, em inglés, chamadas de TeVeS (Fig.1.2).

Por dltimo, destaca-se o grupo de teorias obtidas pela alteragdo de principios geo-
métricos. Esse grupo é bastante extenso e de complexidade bastante grande, visto que,
na formulacdo da Relatividade Geral, Finstein apresentou uma estrutura geométrica re-
sultante de um conjunto restrito de hipdteses adotadas. Dentre essas hipéteses estdao
a adogdo da variedade riemanniana para modelagem do espago-tempo, a forma do in-
tervalo infinitesimal do espaco-tempo, a integrabilidade do comprimento de vetores e a
auséncia de torgdo [27]. Isso abriu precedentes para formulacado de teorias alternativas de
gravitacdo através de mudancas dessas consideragdes [56, 57, 58, 59]. A Fig. 1.3 mostra
exemplos da categoria de gravitacdo modificada via alteragdo da geometria subjacente.

Nao ¢é o objetivo desse trabalho a exploragdo de todas as teorias esquematizadas nas
Figs. 1.1, 1.2 e 1.3. Entretanto, nas proximas subse¢des, vamos tecer alguns comentérios
sobre duas teorias modificadas que auxiliardo na compreensdo da evolugdo dos concei-
tos necessdrios a formulagdo da Teoria Escalar-Tensorial na variedade de Lyra; tratam-se
das teorias de Jordan-Brans-Dicke e de Weyl. Além disso, é importante comentar sobre
a teoria gravitacional de Senn & Dunn, formulada como uma teoria gravitacional ob-
tida de um principio variacional na variedade de Lyra. Serd exposto o contexto histérico
dessa formulacao e explicado o porqué, de acordo com o autor desse trabalho, essa te-
oria ndo pode ser classificada da forma como os autores propdem. A teoria de Senn &
Dunn manteve um legado como sendo a "teoria de gravitagdo de Lyra". Entretando, em
sua formulacédo (vide Ref. [1]), os autores cometeram um equivoco no procedimento va-

riacional que levou a obtenc¢do de um conjunto de equagdes que, apesar de terem o seu
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Figura 1.3 — Representagdo esquemadtica obtidas pela alteragdo de principios geométricos
distintos daqueles da Relatividade Geral. Fonte: [5]

valor heuristico, ndo podem ser obtidas via extremizacdo da agdo de Einstein-Hilbert na
variedade de Lyra.

1.2.1 Teoria de Jordan-Brans-Dicke

A teoria de Jordan-Brans-Dicke tem como objetivo aderir a gravitagdo relativistica ao
principio de Mach, ainda que parcialmente, via modificagdo da formulagdo original da
Relatividade Geral de Einstein. Diferentemente do que ocorre na Relatividade Geral,
onde o tensor métrico é a tinica quantidade descrevendo a gravitacdo, a teoria de Jordan-
Brans-Dicke considera um campo escalar ¢ além da métrica [60]. Dessa forma, essa teoria
se encaixa no grupo de teorias com campos adicionais. Esse formalismo envolve neces-
sariamente uma constante adimensional w nao determinada a priori’.

O desenvolvimento bésico da teoria se deu partindo do principio variacional geral da
teoria de Einstein, cuja a agdo é dada na Eq. (1.20). Se o pardmetro (de acoplamento) da

gravitacdo de Newton G é constante, o principio de estacionariedade da agdo dé origem

E comum encontrar na literatura comentérios de que a teoria de Brans-Dicke recupera a Relatividade
Geral no limite de |w| — oo (veja por exemplo, a Ref. [61]). Porém, nem sempre essa afirmagéo é valida. Isso
pode ser diretamente constatado através de um contra-exemplo na Ref. [62].
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as equagdes de campo de Einstein (1.21). A invaridncia por difeomorfismos presente em

(1.20) leva naturalmente & conservagdo do tensor energia-momento.

A ideia de Brans para generalizac¢do foi propor a multiplicagdo da densidade de la-
grangiana pela constante G~ e elevar G~! a posicdo de um novo campo escalar acoplado
com a matéria e a gravitagdo, redesignando-o por ¢. Entdo, deve-se adicionar uma den-
sidade de langragiana envolvendo derivadas de primeira ordem em ¢ para manter as
equagdes de campo de ¢ também a derivadas de segunda ordem desse campo. Por sim-
plicidade, Brans optou por manter esse termo da lagrangiana em primeira ordem em ¢ e

primeira ordem em d,,¢:

5/d4x\/?g [(])R (9g) — ‘;awamp + 167G L matéria| = 0. (1.24)

Note o aparecimento da constante adimensional w. Essa constante foi induzida dessa
maneira pela escolha de Brans sobre a forma do setor da densidade de lagrangiana de-
pendente de ¢. Flexibiliza¢des nessa exigéncia ddo origem a teorias de gravitacdo mais

gerais, conforme pode ser conferido na Ref. [63].

A variagdo com respeito aos coeficientes métricos dd origem a equagdo de campo
analoga as Equagdes de Einstein:

1 1 8tG
<aﬂ¢av¢ - zg;waa‘l)aa‘:b) + $ [v(yav)‘l’ - g;wD‘P = ;Tyv (1.25)

w
¢

onde Tyy € o tensor energia-momento associado a densidade de lagrangiana de matéria.

1
Ryw = §guvR -

Por sua vez, a variagdo da agdo com respeito ao campo escalar ¢ dd origem a equagédo de
campo:
O — iaa(pa"‘qb + PR (1.26)
2¢ 2w
Se comparada a Teoria da Relatividade Geral, a teoria de Brans-Dicke apresenta ape-
nas um parametro extra: a constante w. E possivel avaliar a viabilidade da teoria utilizando-
se dos erros experimentais da gravitagdo para estabelecer limites a w. Com os teste expe-
rimentais nas escalas de Sistema Solar, via aproximagao Pés-Newtoniana, pode-se esta-

belecer a condigdo de que [64, 65]:
w > 40000.

A escala de grandeza desse valor é um problema, pois seria esperado que os parametros
de acoplamento adimensionais estivessem na ordem de grandeza da unidade. Ainda
que a teoria de Brans-Dicke ndo possa ser considerada como uma alternativa vidvel a
Relatividade Geral da forma como foi inicialmente proposta, ela serve de molde para a

construcdo de uma classe mais geral de teorias que incluem um campo escalar.
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1.2.2 Teoria de Weyl

No cendrio de teorias modificadas de gravitacdo, a teoria unificada de Hermann Weyl,
publicada em 1918, ganha destaque, uma vez que traz a tona a possibilidade do uso da
liberdade de adogdo de hip6teses geométricas para formulagdo de uma estrutura que aco-
moda tanto gravitagdo quanto eletromagnetismo [66]. Na geometria de Weyl, a mudanga
do comprimento de vetores sob transporte paralelo é ndo nula e depende de uma nova
quantidade vetorial A, que desempenha o papel de potencial eletromagnético. Uma im-
portante constatacdo é a de que a estrutura apresentada exibe um novo tipo de simetria,
chamada simetria de gauge, além da invariancia por difeomorfismos.

Apesar da simplicidade, da beleza matematica e do grande potencial de unificacdo de
teorias fundamentais com base em conceitos geométricos simples, a teoria de Weyl apre-
senta problemas de natureza fisica. Em primeiro lugar, conforme apontado por Einstein,
a hipétese de ndo integrabilidade do comprimento faz com que a frequéncia das linhas
espectrais emitidas por &tomos dependa de sua histéria passada e, como tal, ndo perma-
neceriam constantes [67]. Além disso, a densidade de lagrangiana invariante por a¢des
de difeomorfismos e por mudangas de gauge dé origem a equagdes de campo de 4° or-
dem, o que ndo é desejdvel em uma teoria fisica [68]. Apesar disso, o trabalho de Weyl é
amplamente reconhecido, uma vez que foi o pioneiro na abordagem de teorias de gauge,
conceito no qual se apoia grande parte dos trabalhos em fisica moderna. Uma forma de
se reduzir os problemas inerentes a teoria de Weyl consiste em impor que o vetor deslo-
camento de Weyl seja irrotacional, ou seja A, = 9,0 [69]. Teorias com essa caracteristica,
chamadas de WIST (de Weyl integrable spacetime) tém despertado a atengdo dos pesquisa-
dores e, nos anos recentes, tém sido constantemente exploradas [70]. Nessa abordagem,
a unificagdo entre gravitacdo e eletromagnetismo € posta de lado, e o WIST ¢ visto como

um teoria escalar-tensorial de gravitagdo [71, 72, 73].

1.2.3 Teoria de Sen & Dunn

Uma outra forma de se manter a integrabilidade do comprimento de vetores foi proposta
por Lyra em 1951 através da adocdo de uma fungdo de gauge ¢ como parte integrante da
estrutura geométrica da variedade [74]. Essa consideracdo altera naturalmente a defini-
¢do dos referenciais fisicos, uma vez que estes, na geometria de Lyra, dependem tanto das
coordenadas quanto da fungdo de escala. Lyra propde que a conexdo afim que descreve
o transporte paralelo seja definida pela soma de dois setores; um deles dependendo de
métrica e ¢, e o segundo dependendo exclusivamente de uma 1—forma A, tal que o ten-
sor de curvatura, o tensor de tor¢do e suas respectivas formas contraidas serdo fungdes,
ndo s6 de métrica, mas também de ¢ e A, [75].

Embora tenha descrito a estrutura geométrica, Lyra ndo formulou uma teoria de cam-
pos onde os entes geométricos desempenham o papel de campo gravitacional. A pri-
meira proposta nesse sentido foi realizada por D. K. Sen, em 1957, na formula¢do de
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um modelo cosmolégico estdtico onde a fungdo de escala aparece como responséavel pelo
aparecimento do redshift das linhas espectrais galécticas [76]. Para isso, Sen propds a

obtengdo das equagdes de campo através do principio variacional

) ( / d4x4>4\/?g72> =0, (1.27)

onde tanto o elemento de integracdo d*x¢*,/—g¢ quanto o escalar de curvatura R sio in-
variantes sob mudancas de referenciais de Lyra. Como resultado, apresentou as equagdes

1 3 3

onde A;, é uma 1—forma que, segundo o autor, é consequéncia direta da fungdo de gauge
¢ no transporte paralelo, ainda que ele ndo deixe claro a relagdo entre A, e ¢. Nessa equa-
¢do, Ry e R sdo o tensor de Ricci e o escalar de curvatura calculados com os simbolos de
Christoffel, como é feito na na Relatividade Geral. Para derivagdo de (1.28), Sen utilizou
a condicao de fixagdo de gauge ¢ = 1, mantendo livre as componentes de A, e tomando
a variacdo da agdo com respeito as componentes métricas. Posteriormente, Sen mostrou
que as geodésicas na variedade de Lyra ndo sdo, em geral, curvas autoparalelas [77]. En-
tretanto, como caso especifico, é possivel garantir o autoparalelismo das geodésicas com
a condicao,

Ay = ;ay Ing?. (1.29)

Ap6s a medi¢do da radiagdo césmica de fundo e a comprovagdo do modelo do Big-Bang
[78], a Eq. (1.28) foi extensamente utilizada para modelagem da dindmica cosmolégica
[79, 80, 81, 82, 83, 84]. Em 1971, Sen e Dunn deram um passo adiante na tentativa de
se formalizar uma teoria escalar-vetorial na variedade de Lyra [1]. Para isso, os autores,
reconhecendo a influéncia simultanea de g,, e A, nos fendmenos gravitacionais, reali-
zaram o procedimento variacional sem a fixacdo de gauge, tomando a varia¢do da acdo
com respeito as componentes métricas e as componentes de A;,. A equagdo de campo
oriunda das variagdes métricas tem (1.28) como o caso limite de ¢ = 1. Por sua vez, o
segundo conjunto de equagdes, dado por

Ay = Lo ¢* (1.30)

2¢

relaciona diretamente A, com ¢. Essa relagdo é problemaética, primeiro, porque é ex-
plicitamente incompativel com a condicdo de autoparalelismo geodésico (1.29), e, como
consequeéncia, as geodésicas métricas e afins ndo coincidem na Teoria Escalar-Tensorial
formulada por Sen & Dunn. Segundo, porque a condic¢do de fixagdo de gauge utilizada
na dedugao de (1.28), ou seja, ¢ = 1, leva ao anulamento de A, na Eq. (1.30).

A nao imposicdo de uma condicdo de gauge nessa teoria faz com seja possivel tra-
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balhar com equagdes diferencias acopladas para os coeficientes métricos e a fungdo ¢.
Nesse caso, Sen & Dunn deixam de lado a Eq. (1.28), valida apenas num gauge especi-
fico, e combinam os dois conjuntos de equagdes numa tnica relagdo:

1 3 3g v
Ryv - Eg;u/R - @47,;447,1/ + 4;2 4),)\47’)‘ = %4)2T}4V . (131)

Essa expressdo chama a aten¢do, uma vez que pode ser interpretada como um caso espe-
cifico da teoria de Brans-Dicke [60]. Os autores propuseram uma solugdo esfericamente
simétrica para (1.31) dada em termos de séries de poténcias em 1971 [1]. No ano seguinte,
Halford encontrou uma solugéo analitica esfericamente simétrica fechada em coordena-
das isotrépicas [85].

Contudo, Jeavons, McIntosh & Sen, no ano de 1975, embora reconhecam e importan-
cia heuristica da Eq. (1.31), mostraram que esta, diferentemente do que estd proposto
em [1], ndo pode ser obtida do principio de minima acdo (1.27) [86]. Através dos nos-
sos proprios estudos [2], foi possivel concluir que durante o procedimento variacional,
a relagdo foi calculada negligenciando-se a contribuigdo dos termos [ d*x¢?6 (,/—gR) e
3 [ d*x¢3s (( V—8Au gP“’)’V). A equagdo de campo que respeita o principio supracitado
surge da variacdo da acdo com respeito as componentes do tensor métrico, ao passo que
a condigdo de autoparalelismo das geodésicas A, = ¢ 19, In¢? surge naturalmente da
variagdo da agdo com respeito a A.

Através dos estudos sobre teorias de gravitacdo na variedade de Lyra, fica claro que,
de fato, a presenga de um termo de escala na lei de transformacdo de vetores induz na-
turalmente termos extras aos simbolos de Christoffel na conexdo. No entanto, ndo nos
parece um procedimento estritamente necessario introduzir uma 1—forma A, como um
ente descorrelacionado de ¢ para descrigdo desses termos, visto que as proprias equagdes
de campo estabelecem uma relacao direta entre A, e ¢, tanto no trabalho de Sen & Dunn
de 1971 [1] quanto da teoria de Jeavons, McIntosh & Sen de 1975 [86].

As afirmagdes realizadas nos dois tdltimos pardgrafos serdo justificadas nos estudos
da variedade de Lyra e da teoria de gravitacdo a ela associada. Comegamos a relatar esses
estudos a partir do préximo capitulo desta tese.
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Capitulo 2

Geometria de Lyra

Ap6s um pouco de contextualizagdo histdrica, o foco serd direcionado a construgdo de
uma teoria de gravitagdo sobre a variedade de Lyra. Esse procedimento é longo e, como
a base geométrica da teoria esta sendo alterada, ele deve ser feito com bastante cuidado.
Muitos autores adotam as equagdes de campo de Sen & Dunn como as equagdes do
campo gravitacional, assumindo-as como os equivalentes das equagdes de Einstein para
a variedade de Lyra [87, 88, 89, 90]. Essa constatagao é falsa. A equagdo de Einstein da
variedade de Riemann é obtida via principio variacional com densidade de lagrangiana
dada pelo escalar de curvatura. Assim, um equivalente das equacdes de Einstein seria
obtido tomando a generalizagdo de Lyra para a agdo de Einstein-Hilbert e realizando as
variagoes. O fato dessas equagdes ndo serem oriundas de um principio variacional nao é
um problema, visto que ndo existe nada na natureza que obrigue o campo gravitacional
a respeitar algum principio de agdo extrema. Contudo, essas equagdes foram resolvidas
com falsas premissas ou falsas afirmacdes. Como a geometria da variedade foi alterada,
temos que realizar consideragdes geométricas em todas as etapas da anélise, e ndo ape-
nas na obteng¢do das equagdes de campo. Em [91, 92] por exemplo, os autores adotam o
elemento de linha:
ds? = e'dt* — edr® — 1 (6 + sin® 0d¢?)

como sendo a forma do elemento de linha esfericamente simétrico. O leitor adaptado a
Relatividade Geral pode ndo encontrar problema nessa afirmagdo, mas na verdade, ela
ndo é real. Esse elemento de linha nem mesmo é um invariante de Lyra. Um elemento
de linha invariante a uma isometria deve necessariamente passar por uma solu¢do da
equacdo de Killing considerando os geradores da transformagdo desejada. A equagdo de
Killing por sua vez, depende da geometria considerada. Ou seja, na geometria de Lyra,
a expressdo para o elemento de linha esfericamente simétrico é diferente daquela para a
geometria Riemanniana. A lista de expressdes advindas da geometria Riemanniana que
sdo invélidas na variedade de Lyra é gigantesca. Por isso, vamos construir do zero grande
parte do ferramental necessdrio para descrever a gravitagdo no contexto da geometria de
Lyra.

A adogdo de uma geometria alternativa a geometria Riemanniana para modelar o
espaco-tempo traz consigo uma série de desafios. A proposta de Lyra de se permitir o
escalonamento local dos vetores de base de um determinado referencial (através de uma

fungdo de escala ¢) abriu discussdes sobre a correta forma de se parametrizar os novos
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graus de liberdade. Lyra, no desenvolvimento de sua teoria, parametrizou a influéncia
dessa funcdo de escala na conexao afim em termos de um 4—vetor A,. Nessa abordagem,
as equagOes de campo derivadas através da agdo invariante de Lyra de Einstein-Hilbert
estabelece uma relagéo direta entre A, e as derivadas ordinarias de ¢. Nesse sentido,
nos pareceu muito mais natural a reconstrucdo da estrutura geométrica em termos de ¢

apenas, sem necessidade de introduzir o 4—vetor A,.

2.1 Sistemas Referenciais de Lyra

Para definir as propriedades do que futuramente serd dito "geometria de Lyra", considera-
se um espago euclideano RN, onde N € Z’, . Dessa forma, assumindo a existéncia de sub-
conjunto M de RN, M serd chamado de “variedade diferencidvel” caso apresente deter-
minadas propriedades que serdo discutidas na sequéncia. Em primeiro lugar, assume-se
que “M é uma superficie n-dimensional suave”, onde {n € Z* |n < N}. Contudo, é ne-
cessario definir exatamente o que essa afirmagdo significa. Para isso, deve-se entender
o conceito chave de sistemas referenciais, o0 que que serd abordado mais adiante. Por en-
quanto, devemos nos concentrar apenas na ideia de que M é uma superficie suave de
dimensdo 1 contida em RY.

Agora, considera-se um conjunto aberto de M designado por U. Para caracterizagdo
de cada um dos elementos de M na geometria de Lyra, introduz-se um mapa injetivo
X U~ R" etambém um mapa ® : U — R*, chamado de mapa de escala. Conforme
representado na Fig. 2.1, a aplicagdo x relaciona os elementos de U a uma regido x (U) de
um espaco euclideano R”, onde n é a dimensdo de M. Dessa forma, aplicando y em um
ponto P € U de M, obtém-se uma n—upla de niimeros (x;, xlg, cee, xl’;) que designam
um ponto em R". Esse conjunto de ntimeros recebe o nome de coordenadas de P em x e é

denotado por xp := (xp,x3,- -+, x}):
Xp:=xoP, (2.1)

onde adotou-se a equivaléncia das notagdes x o P e x (P). Para garantir que as coorde-
nadas respeitem a topologia e a suavidade de M, assume-se que x seja um homeomor-
fismo, tal que x e sua inversa x ! sejam mapas continuos e também que x € C*, onde

C* designa o conjunto das fungdes infinitamente diferenciaveis [93].

Definicdo 2.1. Seja M um subconjunto de RYN. Um sistema de coordenadas
em M é um par (U, x) onde U C R" é um subconjunto aberto de M e
X : U~ R" é um mapa injetivo com as seguintes propriedades:

a. x ¢ um homeomorfismo do conjunto aberto U em um conjunto aberto

x (U) (x respeita a topologia de M); e
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Figura 2.1 — Representagdo do sistema de coordenadas e a fun¢do de escala nos pontos
da variedade M.

b. x € C® (x respeita a suavidade de M).

Por outro lado, o mapa de escala, assumidamente C*, relaciona cada um dos pontos
de U a um ntamero real positivo @ o P. Considerando uma parametrizagdo especifica x,
@ o P pode ser encarado como um fungado das coordenadas por intermédio da identidade
X tox=1
doP=dox loyoP= (@ox_l) o Xp.

Dessa relacdo, percebe-se que ® o x~! é uma aplicagio que recebe as coordenadas de P e
as mapeia em um ntmero real. Por conta disso, define-se a fungio de escala ¢ : R" — R*
como ¢ := ® o x !, tal que:

DoP = (xp). (2.2)

Na estrutura geométrica de Lyra, um sistema referencial serd caracterizado, ndo apenas
pelo sistema de coordenadas, mas também pelo mapa de escala.

Definigdo 2.2. Seja M um subconjunto de RN. Um sistema referencial em
M é a triade (U, x, ®) onde (U, x) compdem um sistema de coordena-

das, conforme Def. 2.1,e ® : U — R* é um mapa de escala C*.
Deve-se considerar um sistema referencial especifico (U, x1, $1) como uma possivel
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R" 4

R" A

Figura 2.2 — Representagdo do sistema de coordenadas e a fun¢do de escala nos pontos
da variedade M.

parametrizacdo de uma “superficie suave”. Contudo, ndo é requisito que tal parame-
trizagdo contemple por completo a superficie M. Pode-se pensar em um conjunto de
parametrizagdes (U, xx, Px), comk =1,--- , I, em que I é uma quantidade de referenci-

ais suficiente para que a unido de todas as regides Uy contenha M; ou seja:

MCUUk.

kel

E possivel que alguns desses referenciais apresentem regides U que se interceptem.
Assumindo que esse seja o caso de dois referencias (U, x1, P1) e (Up, x2, P2), cf. Fig.
2.2, os pontos P € U; N U, na regido de interseccdo U; N Up podem ser descritos por
dois sistemas de referéncia, no minimo. Nessa situagdo, existe a possibilidade de troca

de referencial. Para investigar isso, definem-se dois conjuntos R":
xpp:=x1 (U1 NUz) e x1:=x2 (U NUy)
e dois conjuntos em R*:
fi=P(UhNlUz) e o= (U1NU).
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As fungdes de transi¢do que conectam x13 e X271 sdo:

X152 1= X20X] " € Xo1:=X19X5 (2.3)

Deste modo, sendo x = x1 (P) ey = x2 (P) as coordenadas de P nos referenciais (U, x1, P1)
e (U, x2, P2) respectivamente, elas se relacionam pelas fun¢des de transicdo através de:

Y= X1-2 (x) € X =X2-1 (y)

Uma vez que os mapas x sdo homeomorfismos, entdo, segue-se que as fungdes de tran-

sigdo também o sdo. Além disso, demanda-se que x1-;2 € X2-,1 sejam fungdes suaves.

De forma andloga, as fun¢des que conectam f; e f, sdo definidas como:
f1_>2 =dr0 CD;l e f2_>1 =9 0 bel, (2.4)

por intermédio das quais as fun¢des de escala de cada referencial ¢ (x) = P (P) e

¢2 (y) = D (P) se relacionam:

2 (y) = fisa (1 (x)) e ¢1(x) = fas1 ($2())-

Assume-se aqui que f1_; e fo—,1 sejam aplicagdes C=.
Posto que as fungdes de transi¢do x1-2, X251, fi2 € f2—s1 sdo suaves, diz-se que os
sistemas referenciais (Uj, x1, ®1) e (Uz, x2, P2) sdo suavemente conectados.

Definigdo 2.3. Seja M um subconjunto de RYN. Um atlas de Lyra em M ¢é
uma familia de referenciais de Lyra (U, xi, Px) com as seguintes propri-
edades:

a. M C Uger Ug 5

b. quaisquer dois sistemas referenciais de Lyra sdo suavemente conecta-

dos.

2.2 Variedades de Lyra

Considera-se um subconjunto M C RN equipado com um atlas de Lyra (Ug, xx, Pk) e
Suponha ainda um mapa continuo F : M — R que associa um ntimero real a cada
elemento de M. Seja P € M um ponto arbitrario em M. Deseja-se agora definir um
significado para a afirmacdo de que “F é diferencidvel no ponto P”. Tomando um sistema
referencial (Uy, x1,P1) tal que P € Uy, as coordenadas desse ponto serdo xp = x1 (P).

Pode-se representar F em termos de uma fungéo euclideana ordindria f; := Fo x; ! com
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dominio em U;. Assim:
FoP=Foyx;'oxioP=fi(xp).

No decorrer do capitulo, f; serd chamada de fungdo representativa euclideana de F, ou ape-
nas de representativa. Se F em si é definida em uma vizinhanga de P, vé-se que a represen-
tativa euclideana f; é definida na vizinhanga das coordenadas xp. Consequentemente,
pode-se fazer a seguinte definicdo:

Definic¢do 2.4. Seja um mapa F : M — RR. Tomando um sistema refe-
rencial especifico (U, x1, P1) tal que o ponto P € U tenha coordenadas
xp = x1 (P), denomina-se a representativa euclideana de F neste referencial
omapa f; : Uy — R definido por f; := Fo x; ' . Assim, F ¢ diferenciével
no ponto P se e somente se a representativa euclideana f; é diferencidvel

no senso usual nas coordenadas xp.

A primeira vista, é temerario que essa defini¢ao nao tenha significado uma vez que
foi necessaria a escolha de um referencial para estabelecé-la. Contudo, assumindo que
f1 é diferencidvel em xp, em um outro referencial (Uy, x2, P2) onde P tenha coordenadas
yp = X2 (P), é possivel garantir que a outra representativa euclideana de F, dada por

f» = Fox, ', seja diferenciavel em yp:

fr=Foxz'=Fo(xitox)oxs' = fioxi'o (xions")
= fioxa-1,

onde usou-se a Eq. (2.3). Conforme proposto, os sistemas de coordenadas sdo relacio-
nados suavemente e, por conta disso, a fungdo de transi¢do x»-,1 é uma fungdo suave.
Dessa forma, garante-se a diferenciabilidade de f, se f; assim também for. Por conta do
atlas tornar possivel introduzir o conceito do mapa diferenciavel f : M — R, é dito que
o atlas gera uma estrutura diferencidvel em M.

Agora, suponha que se tenham dois atlas (Uy, xi, Pr )i € (Uj,X]-,@j)jel que cobrem
o mesmo subconjunto M. Se todos os sistemas referenciais no primeiro atlas sdo sua-
vemente relacionados a todos os sistemas referenciais no segundo atlas, entdo, eles vao
gerar a mesma estrutura diferencidvel. Ou seja, um mapa continuo F : M — IR serd di-
ferencidvel em relagdo ao primeiro atlas exatamente quando for diferenciavel em relacdo

ao segundo. Isso motiva o seguinte conceito:
Defini¢ao 2.5. Um atlas de Lyra (U, xi, Pk );c; €m um subconjunto M

é chamado maximal se tem a seguinte propriedade: sempre que se exis-

tir um referencial (U, X, ®) suavemente conectado a todos os referenci-
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ais (Ug, xx, ©x) no atlas, entdo, (U, x, P) pertence ao atlas em si; isto ¢,
(U, x, D) = (Ux, x, k) para algumk € I.

Entdo, um atlas maximal compreende todas as mudancas de coordenadas suaves em M.
Para um dado atlas (U, xk, Pk).c;, pode-se facilmente gerar um atlas maximal simples-
mente suprindo-o com todos os referenciais que sdo suavemente conectados com ele.

Pode-se formalizar a definicdo de uma estrutura diferenciavel como:

Defini¢ao 2.6. Uma estrutura diferenciavel no subconjunto euclideano

M é um atlas maximal em M.

Finalmente, pode-se enunciar uma defini¢do precisa do que se entende por “superficie
suave”, que, de agora em diante, serd referida com uma variedade diferencidvel:

Defini¢do 2.7. Uma variedade diferencidvel de Lyra M é um subcon-

junto M equipado com uma estrutura diferenciavel.

Seja M uma variedade diferencidvel e P € M um ponto arbitrario. Se for possivel
cobri-la com um tinico sistema de coordenadas, ela é chamada de variedade simples. Nesse
caso, um mapa F : M — R pode ser investigado através de uma tnica fungdo represen-
tativa f (x). Entretanto, em um caso geral, é necessdrio muitos sistemas de coordenadas
para cobrir M. Um mapa F : M — R deve, portanto, ser representado por muitas
representativas fy (x) correspondentes aos vdrios sistemas referenciais (U, xx, ). Nas

regides de interseccdo ();; = U; N Uj, as representativas respeitam:
fi(xi) = fj (x))
onde x; = ;o P e xj = x; o P sdo as coordenadas de P em dois referenciais distintos.

2.2.1 Vetores

Da mesma forma como foi possivel definir mapas F : M — R associando um ntimero
real a cada ponto de variedade M, é possivel pensar em curvas parametrizadas sobre
M, onde um intervalo unidimensional fechado [a, b] é associada a um subconjunto uni-

dimensional de M. Nesse contexto, estabelece-se a seguinte defini¢do.

Defini¢ao 2.8. Considera-se uma variedade diferenciavel M. Uma apli-
cagdo diferencidvel suave « : [a,b] — M é chamada uma curva diferen-

cidvel sobre M.

Como se sabe, em RR?, as curvas tem papel muito importante visto que podem ser
utilizadas para determinagdo de vetores via o conceito de derivada direcional na sua res-

pectiva direcdo. Como as quantidades vetoriais sdo imprescindiveis para a descricdo de
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F(a(b))

Figura 2.3 — Determinagdo do vetor tangente vp como a derivada direcional da aplicacdo
F na direcdo da curva « sobre a variedade M, parametrizada por ¢.

grande parte dos fendmenos fisicos, pode-se utilizar a Def. 2.8 para defini-las, de maneira

analoga a que é feita no espaco euclideano de dimensao 3.

Defini¢do 2.9. Considere-se uma variedade diferencidvel M e uma curva
« : [a,b] = M, parametrizada por « = « (¢) onde t € [a,b]. Considere-
se também um ponto arbitrario P € M, tal que P = « (tp), e um mapa
diferencidvel F : M — R definido na vizinhanca de P (vide Fig. 2.3). O
vetor tangente a curva no ponto P é definido com sendo o operador sobre

F que resulta na derivada direcional de F com respeito a curva a:

d(Fouw)

F—
M dt

(2.5)

P
Toma-se um referencial de Lyra especifico (U, x, ®), onde a derivada di-

recional de F pode ser reescrita em termos da representativa euclideana

f:=Foyx 'eacurvaa(t) através de suas coordenadas de x (t) = x o a.

d(Foa)| d(Foxtoxoa)| _ df(x)
vFE = =
dt P dt b at |p
dxt

No restante da segdo, aborda-se apenas vetores definidos no mesmo ponto P. Por conta
. ~ , . M . .
disso, abandona-se a notagdo com o indice P sob v e ‘%, ficando a cargo no leitor subten-

der que estas estdo definidas no ponto supracitado.

O conjunto dos vetores gerados por todas as curvas em M que passam por P formam
um espago vetorial Tp.M, chamado espago tangente (vide Fig. 2.4). A cada sistema refe-
rencial de Lyra (U, x, ®), esta atrelada uma base para natural para Tp.M, definida pela
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M

Figura 2.4 — Espago tangente Tp.M definido sobre o ponto P € M.

expressdo:

1
e, = may, (2.7)

emque ¢ (x) =¢pox =PoPex = xouwa. Sendo assim, as componentes de um vetor v
dado em (2.6) serdo:
ol = ¢ (x) ¥ (0), (2.8)

onde x*' := dx"/dt. Dessa forma, o vetor pode ser escrito como v = v# ey.

Uma consequéncia imediata das Eqs. (2.7) e (2.8) estd na lei de transformacédo das
quantidades vetoriais sob alteracdes de referenciais de Lyra. Supondo a mudanga (U, x, ®)— (U, x, @),
que leva simultaneamente a uma mudancga de coordenadas x = yoP — X = Y o P e uma
transformagdo de escala ¢ = ® o P — ¢ = @ o P, 0s vetores de base se alteram de acordo
com:

_ 1 9 ¢(x) 1 ox" 9
HTE@A g ¢ (x) 07 o
_ ¢ (x)ox"
e”_$(§)ﬁev' (2.9)

~~~

Da mesma forma, partindo da expressao (2.8), verifica-se que a lei de transformacéo das

componentes vetoriais sera:

= dxt ¢ (X) oxt dx¥
ot _(P<x)ﬁ - (P(x) dxV (X)W

=M __ 5(7) ox" v
Up = & (x) 9% (2 (2.10)

Conforme pode ser verificado, a presenca da escala de Lyra na defini¢do da base de
TpM altera a lei de transformagdo vetoriais quando em comparagdo com a forma com
que se alteram as componentes de vetores sob mudancas de sistema de coordenadas
na estrutura Riemanniana. E justamente uma mudanca do tipo de (2.10) que foi pro-

posta por Lyra para a resolugdo do problemas da nado-integrabilidade do comprimento
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de vetores sob transporte paralelo para a teoria de Weyl [74]. Contudo, uma abordagem
detalhada desse topico demandaria a adi¢do de uma estrutura afim na variedade, o que
por ora deve ser evitado, posto que o foco no momento estd em estudar da influéncia da
escala de Lyra nas quantidades geométricas usuais em teorias de gravitagdo relativisticas.

A defini¢ao da base (2.7) com a funcdo de escala dd origem a uma estrutura geomé-
trica bastante distinta daquelas usuais em geometria Riemanniana. A principal razdo
disso estd na ndo comutatividade dos elementos da base induzida pela escolha do re-
ferencial. De fato, a relacdo de comutacéo é [ey, ev} = 7"v€x, onde as constantes de

estrutura podem ser determinadas pela aplicagdo de [e;, e,] sobre uma fungdo f € C™:

el [ o]

el (50) 1o ()

[e;,,ev]f=;<—a£f>avf+¢2aavf 1( ¢2> 3.f - aaﬂf

ewels=5 (- %) f—( ),
ey el f = <¢2 vy, — 4,2 cpé“) ;aaf,

ey, e0] =92 <5;j8v4) — 53‘8;,(;)) e (2.11)

Pode-se definir as constantes de estrutura da base local como:

Ky = ¢ (5gav¢ - 538,@) , 2.12)
de tal forma que [e,, e,] = Viweu

2.2.2 Meétrica

No espaco euclideano ordindrio IR", o produto interno entre dois vetores v = ovle, e
u=uley:

v.ou=olul 4+ +0"",

é simétrico, bilinear e positivo definido. Para trabalhar em geometrias gerais, é necessario
estender a no¢do dessa operacdo a vetores tangentes em uma variedade M.

O primeiro conceito importante estd na forma como se definem os vetores. Em cada
ponto, associa-se um espago tangente composto por todos os vetores ali definidos. As-
sim, vetores em dois pontos distintos pertencem a espagos vetoriais distintos. Contudo,
em R” 0 espaco tangente de todos os pontos da variedade coincide com a variedade em

si, 0 que permite com que vetores possam ser transladados e comparados em pontos dis-
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Figura 2.5 — Produtos internos em dois pontos distintos.

tintos. Como consequéncia, uma operagdo de produto interno apenas contempla todo o
dominio de pontos de IR”. Em geometrias gerais, isso ndo ocorre [93]. Por outro lado,
deve-se associar um produto interno, a cada ponto, cf. Fig. 2.5. Essa familia de produtos
internos é chamada de métrica, e é denotada pela letra g. Se vp e up sdo vetores tangen-
tes pertencentes a0 mesmo espago Tp M, o valor de seu produto interno serd denotado
por g (vp;up). Observa-se que ndo foi definido o produto interno de vetores de pontos
distintos.

Assim como no caso euclideano, deve-se assumir g simétrico :

g (vp;up) = g (up;vp) (2.13)

e bilinear:

g (Avp + pup; wp) = Ag (vp; wp) + g (up; wp), (2.14)

onde A e u sdo escalares. Entretanto, ndo sera exigido que o produto interno seja positivo
definido. Apenas que ele seja nio-degenerado; ou seja, o tinico vetor ortogonal a todos os

outros vetores em TpM é o vetor zero:

g (vp;up) =0 para todos up em Tp M implica vp = 0. (2.15)

Nesse ponto, convém introduzir um sistema referencial e sua base candnica corres-

pondente ey, - - - , e,. Assim sendo, os ntimeros:

8w = 8§ (ey} ev) (2.16)

sdo referidos como as componentes métricas. Seja vp e up dois vetores tangentes que,
nesse referencial, apresentam componentes v¥ e u" respectivamente. Entdo, pelas propri-
edades de bilinearidade de g, pode-se expressar o produto interno vp e up inteiramente
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em termos dos coeficientes métricos:
g (vt'e,;u'e,) = v'u'g (ey;e)) = guotu’. (2.17)

Em cada ponto, a métrica é completamente caracterizada pelas suas componentes g, (P).
Entao, deve-se reconhecer os coeficientes métricos como fungdes definidas no intervalo
do sistema de coordenadas. Identificando P com suas coordenadas (xl, cee, x"), reconhece-

se guy Como sendo uma fungéo euclideana ordinéria:

Suv = v (xll. .. ,xn) '

Diz-se que a métrica é suave se g, depende suavemente das coordenadas. No que se

segue, serd assumido que as métricas sdo sempre suaves.

Defini¢do 2.10. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica suave
g ¢ uma familia de produtos internos definidos em cada espago tangente,

com as seguintes propriedades:

1. g é um mapa bilinear simétrico e ndo-degenerado.

2. Os coeficientes métricos g, dependem suavemente das coordena-
das (xt,---, x™).

Com a métrica, pode-se, portanto, definir o conceito de comprimento |v| de um vetor
v € TpM através de:

o] = \/g(v,v).

2.2.3 Covetores

O préximo conceito a ser introduzido na variedade M é o de covetor, conceito este que é

crucial na determinag¢do de um espaco dual a Tp M.

Defini¢do 2.11. Um covetor wp no ponto P é um mapa linear:
wp: TpM — R. (2.18)

Em alguns casos, convém a utilizagdo da notagdo de Dirac, onde um dado um vetor
tangente vp serd denotado por meio de um ket |v) e o covetor w denotado por um bra

(w|. Entdo, o covetor w aplicado sobre em v é escrito simplesmente como o bracket:
wov = (w|v). (2.19)
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A linearidade de um covetor w pode ser expressada a seguinte maneira:
(w|Av+pu) = A (w|v) +p(w|u). (2.20)
A soma entre dois covetores w e {, definida conforme [93]:

(w+|v) = (w|v) +(L]v),

dé origem ao mapa w + {, cuja soma respeita a Eq. (2.20); ou seja, é também um mapa
linear. De forma semelhante, o produto de um covetor w por um ntimero escalar A é
dada por:

(Aw|v) =A(w|v) . (2.21)

Consequentemente, verifica-se que bracket é bilinear em ambos os argumentos.

O conjunto de todos os covetores no ponto P formam um espago vetorial, denotado
por T5M, que é chamado de espago vetorial dual [93]. E conveniente estudar a estrutura
desse espago vetorial um pouco mais de perto. Considera-se um ponto P € M e um sis-
tema referencial (U, x, P) que descreve a sua vizinhanga. Com relagdo a esse referencial,
deseja-se determinar uma base 6" para o espaco cotangente de tal forma que um covetor
w possa ser expandindo como w = w;60". Com relagio aos covetores de base, requer-se
que respeitem a propriedade (6*|e,) = 4. Sendo assim, a aplicacdo de wp sobre vp
que, como ja verificado, é dada pelo bracket (2.19), pode ser expandida em componentes
através de:

(w|v) = (w,0"| v'e,) = wyo!. (2.22)

Nota-se que uma expressdo como w,v", embora os indices indiquem a escolha de um
referencial especifico, é independente de referencial visto que o bracket (w|v) foi defi-
nido de forma puramente global, sem referéncias ao sistemas referenciais de Lyra usados
sobre M. Essa é uma caracteristica geral de expressoes onde se soma sob um indice repetido.

Haja visto que se introduziu um referencial especifico, pode-se identificar o espago
dual T3 M como um espago vetorial, no sentido que o covetor w é representado na base
0" por componentes w,. Nesse sentido, pode-se atrelar dois espagos vetoriais para cada
ponto P na variedade:

T;()M e Tp./\/l

Na discussdo acerca de espagos vetoriais tangentes, foi verificado que um vetor v tem
um interpretagdo geométrica simples: ele pode ser reconhecido com um vetor velocidade
correspondente a uma curva suave A passando por P. Agora, busca-se uma interpretacao
geométrica equivalente para um covetor.

Considera-se uma funcédo diferencidvel F : M — R, definida na vizinhanga de P, e
uma curva A : R — M que passe por esse ponto, cf. Fig. 2.6. Entdo, F o A é uma funcdo

ordindria de R para R meramente descrevendo a variagdo de F ao longo de A, onde, para
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Figura 2.6 — Transformacao entre referenciais inerciais.

um dado valor de f, obtém-se um outro ntimero real F (A (¢)). Uma vez que esta é uma
func¢do ordindria, pode-se diferencid-la em t = 0:

dF (A (1))
Codt

E vantajoso investigar esse niimero um pouco mais de perto, pois ele representa a taxa
de variagdo e F na dire¢do de A. Ao se introduzir um referencial (U, x, ) ao redor de
P, pode-se representar F por uma fungao representativa Fo x ! = f, e, dessa forma, a
curva A pode ser parametrizada como y o A = x!, tal que

F()\(t)):FoxfloXO/\ot:foxiot:f<xi(t)> .

No sistema de coordenadas supracitado, o vetor tangente vp tem componentes intrinse-
cas dadas conforme Eq. (2.8):
o' = ¢ (x) x" (0).

Usando essas parametrizagdes, obtém-se:

AFA()|] 4, Cof dxt| 1 of
dt -0 - ﬁ f(x; (t))|t:0 - W W —0 - ¢(x) Wvﬂ'

(2.23)

Essa férmula mostra que o ntimero 4 F (A (t)) depende somente do vetor tangente vp
e ndo da curva particular que o gera. Além disso, verifica-se que essa dependéncia de vp
é linear. Assim, a operacdo acima descrita configura um mapa linear no espaco tangente
TpM por:
dF (A (t))

at

onde A é qualquer curva suave que gera vp. Contudo, um mapa linear entre o espago

vVp —

tangente Tp (M) e um real define justamente um covetor. Esse covetor serd denotado

por df e serd referido como a derivada exterior de f.
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Dessa forma, foi mostrado que:

(@flve) = 5 £ (W O)lo = 577 50" @29

Comparando (2.24) com a Eq. (2.22), pode-se obter imediatamente as componentes de

df. Assim, no referencial escolhido, d f pode ser representado como:

_ 1 of
df = (P(x)weﬂ. (2.25)

Pode-se considerar, portanto, que df atua como uma generalizacdo para a geometria
de Lyra dos vetores gradientes do célculo vetorial em espacos euclideanos. Com eles, é
possivel analisar a estrutura do espago dual T3 M um pouco mais de perto. Sendo P um
ponto sobre M, introduz-se um referencial (U, x, ®), tal que P € U e, por hipétese, as
coordenadas de P sejam nulas, x (P) = x* = 0. Assim, pode-se construir um referencial

para o espago tangente Tp. M da seguinte maneira.

Suponha que X" : M — R sejam n mapas suaves, onde cada um retorna a v—ésima

coordenada do referencial (U, x, ®P); ou seja X" o P = xV.

Definindo xV := X" o x 71,
obtém-se :

X'oP=X'ox toxoP=X"ox tox,=x"(x,),
XV (xp) = xV.
Isso indica que, interpretando x” (x),) como uma fungdo representativa da aplicagdo X",

a dependéncia deve acontecer apenas de forma trivial da coordenada xV. Aplicando o

operador d em cada um desses mapas, cf. Eq. (2.25), encontra-se:

_Llovg _lg
¢ ox* ¢

Consequentemente, verifica-se que ¢dx! serve como vetores de base candnicos para o espago

dx’

dual T} (M). Nesse aspecto, se um covetor arbitrario w tem coordenadas w),, entao:

w = wypdxt. (2.26)

Finalmente, pode-se investigar a forma como as coordenadas de um covetor w se

transformam mediante a troca do sistema referencial (U, x, ®)— (U, X, 6). Usando (2.9):

_ _ x) dxv x) dxv x) oxv
oy = (w|e,) = <w! ZEX; ax”e”> = ngi 7 (w|e,) = 225 S -

Entdo, as coordenadas de um covetor sdo alteradas de acordo com a seguinte lei de trans-
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formacao:

a v
y = ig; éwv. (2.27)

Assim, as coordenadas se transformam covariantemente e isso justifica o nome covetores.

2.2.4 Espaco Dual

Até esse ponto, trabalhou-se com uma variedade sem métrica. Em cada ponto P € M, foi
mostrado como construir dois espacos vetoriais 7—dimensionais Tp.M e Ty M. Equipando-
se uma métrica g a variedade M, é possivel atrelar Tp.M e T} M, onde cada vetor tan-
gente v € TpM é identificado com um tnico covetor w € Tp M de uma forma comple-
tamente geométrica. Considerando-se um vetor tangente v, constréi-se um mapa linear
TpM — R utilizando-se a métrica, conforme:

u—g(v;u).

Sabe-se que um mapa linear TpM — R é justamente um covetor. Assim, o vetor tan-
gente v gera um covetor que serd denotado por g (v; - ). Para prosseguir, introduz-se um
sistema de coordenadas na vizinhanca de P, onde v pode ser representado pelas coorde-
nadas v#. Nesse aspecto, as coordenadas v, correspondentes ao covetor g (v; - ) podem
ser facilmente encontradas:

v, =g(v,e) =g(vteye) =0v'g(eye),

U]/ - g}ﬂ/ UV.

Entdo, o vetor tangente com coordenadas v# gera um covetor com coordenadas v,. O
mapa [ : o* — v, = ¢,,v" é um isomorfismo entre TpM e T, M porque g,y € uma
matriz regular. Da-se o nome de identificaciio candnica a essa relacdo. Mostra-se assim que,
da mesma forma como na geometria Riemanniana, a métrica pode ser usada para subir

e abaixar indices de vetores e covetores de Lyra.

2.2.5 Tensores

Na segdo 2.2.2, introduziu-se o produto interno sobre a variedade, considerando-se uma
métrica definida pelo mapa bilinear que relaciona dois vetores em Tp. M em um ndmero
real. Ainda que a ideia seja bastante simples e intuitiva, esta requer um cuidado adi-
cional. Os possiveis argumentos para a métrica sio componentes do espago tangente.
Pode-se pensar nesses dois argumentos como uma tinica componente de um espaco for-

mado pelo produto tensorial de dois espagos Tp.M; ou seja, Tp M &TpM. Assim, o mapa
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bilinear que define a métrica pode ser representado como:
g: TpMTpM — R.

Esse conceito pode ser facilmente generalizado para maiores dimensdes. Para isso, considera-

se um mapa F(-;---; -) com k argumentos. Esses argumentos sdo vetores tangentes

...

vih .. v e F mapeia um k—upla <V( ,v(k)) em um numero real F (V(l),- . ,v(k))‘

Do

O conjunto de todas as k—uplas (v, ,v(5) ) possiveis é denotado por:
! p p P

TM®---@TpM,

k fatores

e, entdo, F é definido como um mapa F :TpM®- - - ® TpM— R. Aqui, assume-se que F
é linear em cada um de seus argumentos:

F (v, dutpow, o v) <A (v, u v

+ uF (Vu),... W, ,V<k>) )

propriedade essa que é expressa dizendo que F é um mapa multilinear.

Defini¢ao 2.12. Um cotensor F é um mapa multilinear:

F: TIM®---TpM — R.

k fatores

Se F tem k argumentos, diz-se que F é um cotensor de rank k e o conjunto
de todos os cotensores de rank k serd denotado por T§,°"‘)M.

Nesse aspecto, um covetor w é um cotensor de rank 1 ao passo que a métrica g é um

cotensor simétrico e ndo degenerado de rank 2.

O préximo passo consiste em investigar a possibilidade de se introduzir componentes
para possibilitar os cdlculos com cotensores. Caso tudo ocorra bem, deve ser possivel
concluir que esses cotensores, de fato, correspondem ao conceito familiar de tensores

oriundo da fisica ordinéria.

Considere-se um ponto P da variedade e escolha-se um referencial de Lyra (U, x, ®),

tal que P € U. Agora, defina-se um cotensor
S: TIM®---QTpM — R.
Suas respectivas componentes sdo obtidas adotando os vetores de base candnica de Tp. M
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como argumentos da aplicagdo:

Sy‘..)\ =S (ey, s ,e/\) (228)

Sejav(y), -+ -, V(x) um conjunto com k vetores tangentes arbitrdrios com componentes v({l),

-, (]?) respectivamente. Pela propriedade de multilinearidade de S, pode-se expressar
ovalorde S (u, v, w) em termos das componentes de S e as componentes v*, u" e w’ dos

vetores:

_ A
S (V(l)/ s ,V(k)) =S (v(l)ey, s ,U(k)E)L>
A

= v(‘u . U(k)s (e‘u,. .. ’e/\)

_ H A
Observe que, embora as componentes especificas Sy... A v(f), s, U(]?) dependam do refe-
rencial, o mimero Sy...Av(f) e v(,?‘) é independente dele.

Com isso que foi colocado, pode-se obter a lei de transformacdo de S sob uma mu-

danga de referenciais (U, x, ®)— (U, x, ®) a partir de (2.9):

e (9(x) o p (x) 0’
Sa...r)/ — S (ea, te ,er)/) — S <(P(x)ax&e’“ ctty @(y) ax,ye)\>
k(x) 9xt ox

= zk Exi P ...ﬁs (ew... ,eA)

~¢F (x) oxt axAS

@

k
ey =2 (x) ox” ---gﬁsy.%. (2.29)

7 (@)
Entdo, vé-se que as componentes dos cotensores de Lyra se transformam de forma dife-
rente daquela como se transformam os cotensores na geometria de Riemann, haja vista a
presenca de ¢* (x) / ﬁk (X) na expressdo para a transformacao.

Durante a execugdo de célculos e manipulag¢des algébricas, teremos que lidar com
muitas operagdes matematicas envolvendo tensores. Dentre as possiveis, vamos desta-
car algumas das mais comuns. Nota-se aqui que, em muitos casos, as operagdes dos
tensores numa variedade de Lyra ndo se alteram em relacdo aos tensores na variedade

riemanniana.

1. Soma de dois cotensores — Se S e T sdo cotensores do mesmo rank k, entdo, a soma

S 4 T é definida como o seguinte cotensor de mesmo rank k:
(S+T) (111,' o ,uk) = S(ll1,' e ,uk) +T(1l1,~ .. ,uk)
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e a soma é caracterizada pelas componentes:

S]‘»l"'l‘»k + Tﬂl"'ﬂk‘

2. Produto de cotensor e escalar — Se S é um cotensor de rank k e A um escalar, entdo, a
pode-se definir um novo cotensor de rank k, AS, pela férmula:

(AS) (1.11,"' ,uk) = AS (ul,--- ,uk) .

O produto de um cotensor e um escalar é caracterizado pelas componentes AS;, ...,

3. Produto tensorial — Se S e T sdo cotensores de ranks s e t respectivamente, entdo, seu
produto tensorial é definido como o seguinte cotensor e rank s + t:

(S®T) (wy,- -+, us, v, , Vi)
O produto tensorial tem componentes:

Sy Tor oy -

4. Contragdo — Se T é um cotensor de rank k e V(1), -, V() S80 vetores tangentes, entdo,
a contragdo é definida como sendo o seguinte cotensor de rank (k — m):

T (Y Vi )
e a contragdo é caracterizada pelas componentes

Vi

v(l) .. m

T, “Olmy-

1 Vm+1Vk

E importante observar que, como o espago dos cotensores Tl(go’k) M carrega uma estru-
tura linear, ele é um espaco vetorial. Uma vez que se tem o produto vetorial a disposigdo,
pode-se discutir como se construir tensores de rank arbitrario sistematicamente usando
covetores como blocos de construgdo. Previamente, foi estudado o espago dos covetores
oM = Tg)’l)/\/l, encontrando, em especial, os covetores da base canonica 6¥. Esses sao
os covetores que devem ser usados como unidades bésicas.

Focando em um ponto P sobre a variedade, atrela-se um espaco tangente Tp M que
pode ser utilizado para construir o espago dos cotensores. Contudo, conforme verificou-
se anteriormente, pode-se definir também um espaco vetorial cotangente T; M de di-
mensdo n com uma estrutura muito similar a do espago tangente. Sendo assim, pode-se

generalizar a discussdo de cotensores da seguinte maneira.
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Defini¢do 2.13. Um tensor misto F de tipo (k,[) é um mapa multilinear:

Fp:TH(M)® - @Th(M)xTp(M)®- - @Tp(M) = R.

NV
k—fatores |—fatores

Um tensor misto de tipo (k, ) tem rank k + I, e o espago de todos os ten-

sores mistos de tipo (k, ) serd denotado por Tg(’l)/\/l.

Um tensor misto de tipo (0,) é chamado de cotensor de rank 1. Por outro lado, o tensor
de tipo (k,0) é chamado simplesmente de tensor de rank k. Porém, se existe uma métrica g
na variedade M, é costumeiro nédo distinguir entre os varios tipos de tensores de mesmo
rank. Fala-se apenas de tensores, e um dado tensor T é representado por varios tipos de
componentes. Por exemplo, um tensor T de rank 2 é representado pelos seguintes con-
juntos de componentes Ty, T, T,/ e T' que se relacionam através das das expressoes:

Ty = g" T, T/ =" T TH = g"gf' Ty,
T%v = gy)\T/}/ T;w = g/\va/\ T}/W = gmgva)‘p-

Essas operagdes sdo conhecidas como abaixar e levantar indices. Um tensor tipo (k, 1)
pode ser expandido em uma base {6 @ --- ® 0" @ e,, ® --- ® ey, } e apresenta uma lei
de transformacdo de componentes dada por:

T (= k=1 ~= =
e [P () ox™  9x™ Jx¥! X"
T (%) = <¢(x)> oxi " axmaxh agh e (%) (2.30)

2.2.6 Conexido Afim

Uma conexdo afim em M é definida como um mapa bilinear V : Tp M@TpM — TpM
que associa dois vetores u e v a um vetor V,v [94]. Considerando u, v e w, tal que
u,v,w € TpM, e uma fungdo suave F € C%, é requerido que a conexdo respeite as
seguintes propriedades:

@) Vy(v+w)=Vuw+ Vyw;

(ii) Vyiy (W) = Vyw + Vyw ;
(iii) Vpy (V) = FVyv; e

(iv) Vy (Fv) = (uF) v+ FVyv.

Sejamo : R =+ MeA : R — M duas curvas suaves na variedade, que se interceptam
no ponto P = ¢ (0) = A (0) € M. Pode-se definir os campos vetoriais tangentes v e u a
o e A, respectivamente através de (2.5), onde F € C* : M — R. Tomando um referencial

42



especifico (U, x, ¢), tal que P € U, representa-se v = vte, e u = u'e,, onde as suas
respectivas componentes sdo dadas por

o' = (x)x"(0) e w'=¢(y)y™"(0)

sendo x e y as coordenadas das curvas o e A respectivamente. A operagdo Vv repre-
senta a mudanca do campo vetorial v na dire¢cdo de u. Dessa forma, a conexdo afim traz
naturalmente consigo o conceito de campos vetoriais paralelos ao longo de uma curva.
Se Vuv = 0, diz se que v é paralelamente transportado na dire¢do de u.

Agora, deseja-se obter a expressdo para as componentes do vetor Vv no referencial

escolhido. Expandindo esses vetores na base natural:

Vuv = Ve, (v'ey).
Utilizando a propriedade (iii):

Vav = u'Ve, (v'ey),
e, em seguida, a propriedade (iv):

Vuv=u"(e,v")e,+u"vHVee,.
Define-se os elementos da conexdo I'*,, através da expressao:
ra],ﬂ/etx = Veve‘u Y] (2.31)

de modo que:
Vav=1u"(e,v ") e, +u v T, eq

Utilizando a Eq. (2.7) para expressar os vetores da base em e, v/, encontra-se:
Vev=1u" <</> 1&1)“) ey +u v T ey,

Vav=u' (4)’18#)“ + F“WUP‘> e,. (2.32)

Conforme ja comentado, no caso em que v é paralelamente transportado na diregao
de A, vale a relacdo Vv = 0. Por meio da Eq. (2.32), verifica-se que a mudanca das com-
ponentes de v sob transporte paralelo na dire¢do de u surge em decorréncia da equagdo
diferencial:

¢~ u 9,0 + T o' u V=0, (2.33)
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Supondo uma direcdo infinitesimal u* = dx¥, encontra-se:
dx'o,v" = =TI, vt pdx"

ot = —F"‘Wv”gbdxv,

que é a generalizacdo da férmula para a variagdo 6v* das componentes de vetores sob
transporte paralelo.

2.3 Propriedades Métricas da Variedade

2.3.1 Elemento Linha

A introdugdo da métrica permite a defini¢do de elementos fisicos essenciais na construgdo
de uma teoria de gravitagdo. O primeiro deles é a nogdo de comprimento. Seja uma
curva A : R — M, parametrizada pelo parametro afim t. Por intermédio dela, pode-se
definir vetores tangentes com v = ¢ (x) x*'e,,, onde ()" indica derivacdo com respeito ao

parametro t. Define-se o segmento da curva s entre a e b como:

b
s:/ dtg(v,v)"/?, (2.34)
a

onde [4,b] C R. Escolhendo um referencial especifico (U, x, P), o segmento da curva

pode ser escrito como:
b
dxt dxV
= | dt\/ P> ————. 2.35
s= [ an o G (2.35)
Supondo que a distancia entre a e b seja infinitesimal, tal que b = a + dt, o elemento de

linha infinitesimal pode ser escrito como:
ds? = ¢*gudxt'dx’ . (2.36)

Nota-se aqui a presenga da escala na definiagdo do elemento de linha, o que o diferencia
do elemento de linha comumente considerado nas teorias construidas sobre a estrutura
geométrica Riemanniana. A presenca desse termo faz com que ds” seja invariante em
realacdo as transformacdes de referenciais de Lyra, visto que satura a presenga da escala
na lei de transformacao do tensor métrico.
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2.3.2 Geodésicas

Uma geodésica métrica é uma curva que passa pelos pontos a e b, cuja distancia s é estaci-

ondria sob variacoes infinitesimais fixas nos extremos:

(f2) -

Com isso a Eq. (2.36), verifica-se que o principio variacional que define as curvas geodé-

sicas pode ser expresso como:

b dxt dx?
5 (/ﬂ \/gM 4’% cp;tdt> =0 (2.37)

Definindo uma lagrangiana:

ds
— — 2 vy V
L= i \/ PGt (2.38)

com x¥ = dx"/dt, as equagdes de Euler-Lagrange para (2.37) serdo:

oL d [ oL
% i <8x> =0. (239)

A priori, estas equagdes determinam a curva x¥ (t) que representa um extremo entre dois
pontos. Entretanto, seria melhor trabalhar com L2 em detrimento de L a fim de evitar a

raiz quadrada. Para fazer isso, em primeiro lugar multiplica-se (2.39) por —2L:

d (L L
2L (aw) ~2Lg - =0.

Essa equagdo entdo pode ser reescrita como:

Cooxv

d (oL?\ oL? _, 9LdL
dt \ 9xY oxV dt’

Sabe-se que L = ds/dt. Assim:

d (Y At oL s
oxv oxV dt?

Convém resolver essa equagdo por partes. Focando primeiramente no membro esquerdo,
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podemos considerar a Eq. (2.38), tal que:

2 2
;t (gi"> a giv B ;t [ax" ((P Sup? xﬁ)} oxV ((P Sup? xﬁ)

= 24) gm/f +24>28,3gwx“5cﬁ —|-Za/g (4)2) gm/j(“xﬁ_F
— 0y (97) 8up P — 20, gupt" P

Renomeando indices mudos:
207058 X" %P = $*0pgar XiP + ¢?0,gp P X" .

Logo:

d [oL? oL 5 20 p » 1 2
Tlew) 30 = 207y X" +2¢°x"xP ( [v, aB] + g0 InP° — Ega,;av Ing¢ (2.41)
onde usou-se a expressdo para o simbolo de Christoffel de primeiro tipo:

[v,0B] = 5 (Ip8av + dugpy — dgup)

N =

O lado direito da Eq. (2.40) pode ser resolvido utilizando a liberdade de defini¢do do

pardmetro t. Escolhendo

t=c1s+cy, (2.42)
com c; e ¢ sendo constantes reais, 0 membro direito de (2.40) se anula e a equagdo se
reduz a: 512 512

d (JL L
7 <8xv) o 0. (2.43)

Com a reparametrizacdo de f para cis + c, 0 membro esquerdo de (2.40) se torna:

d [9L? oL? “ de dxB 1 ,
dt <ax1/> T o 2¢°¢ txvd 7 T2 <[v apB] +9pInp*gay — 50y Ing gul;)
(2.44)
Substituindo (2.44) em (2.43):

dx" dx® dxP
P’ Gav——ry e + ¢? A <[1/,oc,8]—|—gmaﬂln¢ — g,x/ga ln<p>

Contraindo essa expressdo com % g

dx" dx® dxP v v
4>d52 +¢— T s (g” [v, aB] +851n¢ M gay — fg” dyIn¢ g,xﬁ) 0.

46



Reconhecendo o simbolo de Christoffel de segundo tipo:

A 1,
{a}[;} =g" v, ap] = §gV (aﬁgm/ +aagﬁv — avgaﬁ) ,

entao:

d2xl | dxt dxf
Vo T as |
o dx® dxP

Byt

1
- -1 250 - v -1 2 _
+¢ 15 ds (q; dp In ¢°dy, 58 ¢ dyIng g,,qg> 0.

Pela simetria dos indices « e B:

d27xl‘+ dx“ﬁ H +
Doz TG ds Leb)
pdx* dxP <1

ds ds

Como a fungdo de escala é diferente de zero, entdo:

A2xt dx® dxP

amx axt

7 s ds L)
dx® dxP

ds ds

il (a,x In g5y +apIn pof — g*d, In q>gaﬁ) —0

(2.45)

. 1 1,
37 Bu g0+ 3135 IngR0l — Jg"g 1 Inglgs ) =0,

d2xt dx® dxP
axXn axr
7 T as as
dx® dxP

+¢! (aafl’fSE +0ppdy — av¢8””8aﬁ> a5 ds

=0

(2.46)

A Eq. (2.46) é a equagdo da geodésica na geometria de Lyra. Note-se que ela generaliza

o resultado conhecido da relatividade geral para a variedade riemanniana, em cujo caso

aparecem apenas os dois primeiros termos do lado esquerdo.

2.3.3 Elemento de Volume

Na geometria de Lyra, a presenca da escala influencia no elemento invariante de volume.

Partindo-se da lei de transformagdo das componentes do tensor métrico — que é um tensor

(0,2) — verifica-se que o determinante da métrica, sob uma mudanca de referenciais, se

altera como:

2n X 2
3(%) = et (35 ) s ),

47



onde definiu-se g := det g;,,. Assim, o elemento de integracao de volume sera d"x¢" /|g (x)|
e o volume de uma determinada regido R C M sera:

vol (R) = /X(R) d'x " \/m

A obtencdo desse resultado tem relevancia na definicdo das integracdo covariantes na
variedade Lyra. Assim, quando formos construir um principio de acoplamento minimo
para as teorias de gravitacdo em Lyra, devemos levar a fungdo de escalar em conta na

definigdo dos principios variacionais associados a teoria.

2.4 Propriedades Afins da Variedade

Uma vez tendo abordado algumas das propriedades métricas da variedade de Lyra, va-
mos direcionar nossos estudos para algumas de suas propriedades afins. Equipamos
nossa variedade com uma conexao afim, conforme descrito na se¢do 2.2.6. Com ela, te-
mos a possibilidade de se definir o autoparalelismo de curvas na variedade de Lyra e
também, a introdugdo de derivagdes covariantes. Nesse secdo, vamos explorar alguns
dos resultados e os entes geométricos que podem ser obtidos a partir das propriedades
afins da variedade.

2.4.1 Derivada Covariante

Tomando as curvas A(,) que, num referencial especifico, geram cada um dos vetores da
base, entdo, a derivada covariante do vetor v na direc¢do de e,, de acordo com (2.32), sera:

Ve, v = ((p’la,,v"‘ + rawvﬂ) e (2.47)

v

Esse equagdo pode ser expandida como Vv = V0" e;, donde se conclui que as compo-
nentes da operacdo de derivagdo covariante de um vetor na geometria de Lyra sdo dadas
por:
1
vVva — Eavva ‘I" Fa‘uV'UH . (248)

Nota-se que se diferem do caso riemanniano pela presenca do fator ¢ ! na derivagao or-
dindria das componentes. Além disso, o fato peculiar da conexdo afim na variedade de
Lyra ndo ser simétrica faz com que a ordem dos indices inferiores em I'*, tenha signifi-
cado. Na convengdo adotada na Eq. (2.31), o indice livre do operador de derivagdo (no
caso de (2.48) é o indice v) ocupara a segunda posicdo dos indices inferiores da conexao.

A derivada covariante de um covetor w serd escrita como Veyw = Vywy 0%, onde,
para determinacdo das componentes V,w,, deve-se lembrar que a derivada covariante

de um escalar f é V,f = uf e que a aplicagdo de um covetor w em um vetor tangente
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retorna um escalar. Dessa forma, aplicando w em um vetor tangente de base, encontra-se:

1
Vwy = iaywv —TI,w@). (2.49)

O conceito de derivagdo covariante pode ser estendido para o caso de um (p, q) —tensor
geral T. Nesse caso, sua derivada covariante serd designada por V, T e pode ser expan-

dida como:
— Vil iy ... I
Ve, T =ViTy . (€20 @ 20" Re,®---Rey),

V1V, ~ .
onde as componentes V,,(Tyi...;ﬂp sdo escritas como:

vievg 1o e A,
VaTinil, = o + T Ty +
v Y A Vr ooV, Uy,
4o T TN T WTA{_M: e rAMTM:_“Aﬂ, (2.50)

A partir da lei de transformagéo (2.50), verifica-se que a derivada covariante de um
campo escalar f ndo é equivalente a derivagdo ordinaria, posto que 9, f néo se transforma

como vetor de Lyra.

2.4.2 Curva Autoparalela

Seja ¢ : R — M uma curva suave em M, com vetor tangente v = v'e,. Esta serd dita
uma curva autoparalela caso v seja paralelamente transportado em relacdo a sua préopria
curva geradora o; ou seja, Vyv = 0. Com o auxilio da Eq. (2.33), tomando u = v, e
a expressao para as componentes do vetor tangente em termos das coordenadas v =

¢ (x) (dx*/dA), encontra-se a equacdo diferencial para um curva autoparalela:

cp’lv Vo, o + Fawz}"vl’ =0,

dx? dx® dx dx’
-1 wr o wA —
? (4’dA>a”<4’dA>+rW<4’dA><4’dA> 0
dxV dx® dx’ dx® 2ra  AxMdxV
o <d/\> O =0

d?x® o ova \ dxFdx’
P+ (90 9°T) Ty =0

d7(8V¢)d7+¢dA
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d2x" dxt dx¥
T (e Vugen) S5 — 0, (251)

onde V¢ := ¢ 19,¢. Essa equagdo pode ser comparada com a Eq. (2.46) para a curva
geodésica na variedade de Lyra, e evidencia mais uma propriedade da variedade de Lyra.
Fica bastante claro que a curva autoparalela, em geral, ndo coincide com a geodésica em
nosso contexto, diferentemente do que ocorre no caso padrao da variedade riemanniana.

2.4.3 Curvatura

Uma quantidade central em geometria diferencial nos estudos das variedades é o tensor
de curvatura. Quando aplicado & modelagem do espago-tempo nas abordagens conven-
cionais, a curvatura é de fundamental importancia pois estd diretamente associada ao
conteido material fonte de gravitacdo via as equagdes de campo, e influencia na dis-
torcao das linhas geodésicas por intermédio da conexao afim. O tensor de curvatura é
definido como um mapa linear R : TpM®TpM @ TpM — TpM dado por [46]:

R(u,v)w=VVyw -V, Vyw— V v,y W- (2.52)

Da defini¢do acima, verifica-se diretamente que R é antissimétrico nos seus argumentos;
ouseja R (u,v) w = —R (v, u) w. Calculando as suas componentes para um referencial
especifico na variedade de Lyra, obtém-se: :

Rywerf = [R (epev) ea] f =
- {ve}, (Ve,ea) — Ve, (Veyea) _ V[eﬂ,ev]ea] f

= {Ve“ (prep) — Ve, (prep> — va,,pepe“} f,

R/\Mwe/\f _ [Veﬂrpwep + FPMVeP (ep) — Ve, <pr> ey — rPerl, (ep) — y’yvvepea} f
= [(e,lrp,w) ep + 1" (Vepep> - (eVFPW> ep— T4y (Ve,e0) — 'prFT,XPeT] f

1 1
{aaurpavep + rpm/ (er}teT> - ($al/rplx‘ll) €p — Fptxyrrpve‘[ - ’Yp]ﬂ/r‘rape‘f:| fi

1 1
RAymxeAf = $aﬂr/\rxv + rpavr/\py - aavr/\"‘l’ - rplxyr/\pv - ’Yp}ﬂ/r/\lxp:| eAf

[1 1 _
= $8HFAM + rpavrApy - aavr/\ay - rpzx;tr/\pv —¢ 2 (5,“181,(]) - (55(—)”(]?) r)\zxpjl erf

/1 _ 1 _
— <$ayrﬁw +¢ 2rﬁway(p) — <$avrﬁw +¢ 2rAWaV4>) + TP T, — FPWFAPV] erf,
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RY et = [¢72 (9041 + Thu0u) = 972 (90uT + T 000) + TPl = TPl | enf

1 1
- {Eaﬂ (er'a) - il (@00 ) + TPauTyy — rf’WrApv} erf,

R, = 4}2811 (or")

1

- 0 (4>FAW) + TP T, — TP T, (2.53)

Essa expressao evidencia que a relagdo de dependéncia entre a curvatura e a conexdo
difere do caso riemanniano pela presenca da fungdo de escala nos dois primeiros termos.
Partindo das Eqgs. (2.58) e (2.52), considerando & como um simbolo de soma ciclica,

pode-se mostrar que curvatura e tor¢do respeitam [46]:
1. Primeira identidade de Bianchi:

SR (u,v)w]=6&[t(t(u,v),w)]+ (VuT) (v,W); (2.54)

2. Segunda identidade de Bianchi:

S [(VaR) (v, w)] + R (T (u,v),w) = 0. (2.55)

Uma importante quantidade tensorial relacionada as propriedades de curvatura da

variedade é o tensor de Ricci, definido pela contracdo entre os indices A e v da Eq. (2.53):

1 1
Rap i= Ry = 7o (¢rm) — 20 (4>FAW) TE LY OIS L (2.56)

Da mesma forma, o escalar de curvatura é definido pelo trago do tensor de Ricci:

1 1
R:=g" Ry = —g" oy (9T, ) — 9" (9171 ) + 8T w0 — 8T T, . (257)
¢ ¢ H

Nota-se que podemos recuperar o tensor de curvatura, o tensor de Ricci e o escalar de
curvatura da Relatividade Geral tomando ¢ = 1 nas Egs. (2.53), (2.56) e (2.57).

244 Torcao

Por sua vez, o tensor de torgdo é definido por T : TpMxTpM — Tp M [46]:
T(u,v) = Vyv—Vyu—[uv]|, (2.58)
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donde se verifica diretamente que T (u,v) = —7 (v, u). Suponha a escolha de um refe-

o
nv

ao referencial serdo obtidas aplicando a Eq. (2.58) aos vetores de base:

rencial especifico. Entdo, as componentes do tensor de tor¢do 7%, na base local atrelada

ey =T (en e)

T‘X‘uvea - VQF e, — Vevey - [ey, ev] .

Utilizando as Egs. (2.11) e (2.31), encontra-se:
T"‘Wea = F“Wea - l"”‘w/ea - qb_z ((5ﬁ8v¢ — (558,4(]5) e,y

e = |T%, —T%, — ¢! <5zvv¢ - 53‘%4;)} €.

Dessa relagdo, fica claro que o tensor de tor¢do em Lyra ndo estd associado apenas a
parte antissimétrica da conexdo devido ao fato das constantes de estrutura 7}, da base
canodnica, dadas em (2.12), serem ndo nulas. As componentes do tensor de tor¢do serdo,

portanto:

P, =T, — T 4 ¢l (V},(pé,‘f - vvqb(s;;) . (2.59)

24.5 Componentes da Conexao

Até o momento, a conexdo foi incorporada a estrutura como um ente geométrico inde-
pendente da métrica. Essas quantidades se entrelacam diretamente na expressiao para
a derivada covariante da métrica, de tal modo que a relagdo entre conexdo e métrica
estd ligada a Vg (v, w). No caso em que V48 (v,w) = 0, diz-se que a variedade apre-
senta compatibilidade métrica ou que é métrico-compativel. Contudo, essa ndo é a Unica
propriedade geométrica de importancia para descricdo das propriedades afins da vari-
edade. Outra forma consiste em atribuir ou ndo a presenga de curvatura e torgao, visto
que estas quantidades dependem de I', conforme Egs. (2.59) e (2.53). Em linhas gerais,
determinando-se a propriedade de compatibilidade métrica e a presenga ou néo de tor-
¢do, é possivel reduzir de forma significativa os 64 graus de liberdade presentes em TI'.
Ademais, adiantando ao leitor a ideia da correlagdo entre os efeitos geométricos e gra-
vitacionais, a imposicdo desses vinculos estd associada a propriedades fisicas como inte-
grabilidade do comprimento de vetores sob transporte paralelo, integrabilidade do vetor
sob translagoes.

Existe uma expressao pratica para os coeficientes da conexdo partindo da expressao

da derivada covariante da métrica. Considere-se trés vetores tangentes u,v,w € TpM.
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Determine-se a derivada do tensor métrico no sentido de u:

Vug (v, W) = ulg(v,w)] —g(Vuv, W) — g (v, Vuw) .

Na sequéncia, permute-se 0s vetores na expressdo anterior:

Vvg (0, w) =g (u,w)] - g (Vyu,w) —g(u,Vyw);

Vwg(u,v) =wig(uv)]—g(Vwu,v) —g(u, Vyv) .

De posse das trés equacdes, define-se o cotensor de nao metricidade M (u, v, w) através
da relacgao:
M (u,v,w) :=Vug(v,w) — Vyg(u,w) — Vyg(u,v) (2.60)

tal que:

M (u,v,w):=ulg(v,w)] —g(Vyv,w)—g(v,V,w)+
—vig(uw)|+g (V u,w)+g(u Vew)+
—wig(wv)]+g(Viuv)+g(u Vwv)

M (u,v, w) i=u[g (v, w)] — v [g (u,w)] — w5 (w,v)] +
—g (Vv —Vyu,w)+
+ 8 (Vwu — Vyw, v)+
+g(u, Vyv—Vyw) +2g (u, Vyw).

Utilizando a expressdo (2.58) para o tensor de tor¢do, pode-se reescrever M (u, v, w)
como:

M (u,v,w) :=ulg (v,w)] - v[g(uw)] —w]g (uv)]+
=g (T (wv) +[uv], w)+
+g(t(w,u)+[w,u],v)+
+g(t(w,v)+[w,v],u)+2g(Vyw,u).

Antes de prosseguir, é importante interpretar o que foi feito. A primeira linha esta as-
sociada a derivadas da métrica. Quando realiza-se o calculo de componentes e expande-
se 0s vetores na base natural, esse setor fica associado aos simbolos de Christoffel. Os
termos da segunda e terceira linha se dividem em dois cada por intermédio das propri-
edades de linearidade da métrica. Assim, g (7 (u,v),w) estd com relagdo a torgdo da
variedade e g ([u, v],w), com as constantes de estrutura da dlgebra de Lie da base, que,
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como visto, dependem da funcdo de escala. Por tltimo, o termo Vyw pode ser expan-
dido em termos dos coeficientes da conexdo, conforme Eq. (2.31). Portanto, de forma
ampla, pode-se verificar que a equagdo acima exposta relaciona a conexdao com tensor
de ndo-metricidade, derivadas da métrica, tor¢do e func¢do de escala. Para obtencdo da
relacdo exata, basta adotaru = e;,,v = e, e w = e;:

M (ey ev,e)) :=ey [g (v, er)] — ey [g (e er)] —en[g(en )] +
—g (7 (enev),er)—g([epe], er)+
+g(7(eren) e) +g([er e, e)+
+g(t(eren),en) +g(ler e, en) +28(Veenr ey)

Utilizando as rela¢des Ve, = F"‘w,ea , T (ey,ev) = T”‘Wea e [ey,ev] = ’y;jvea encontra-
se:

M (e, e, e)) :=e, (g (e, er)] —e [g(ener)] —er[g(ene)] +

- <T‘\}IL’ =+ 7?{1) g (ei\/ e/\) + <Tﬂ,f\,u + 7%;1) g (‘eﬂ, € )
+ (T +700) 8 (e ) +2I%),8 (en, €y) -

Nota-se aqui que os tensores estdo aplicados sobre os vetores de base; ou seja, podemos

reescrever em termos das Componentes:

1 1 1
Myl/)\ ::$aygw\ - %avgy)\ - @a)\gyv‘f’

« « X x
- <T v + 7]1/1') Sar + <TL Au + Y\//) Sav

e 4 [
+ (T + ") Sap + 21", Qap-
Isolando o termo com a conexdo, encontra-se:

1
Zr“)wgay :$ (avg;m + a)tgpn/ - aygv)\) +

o o e e
+ (T uv + 7/&’) ar — (T At + r)/,\;/) Savt

- (Ta)w + 'Yl/x\v) Sap — M}ll//\ .

Contraindo com as componentes contravariantes da métrica, e isolando os coeficientes
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da conexao, encontra-se:

1

2ra/\vgaygy/3 :agw (avg;m +0Aguv — aygm) +
+ gl‘ﬁ (Tl\}“, + ’y?ﬁ,) QA — g#ﬁ <T‘\/\’” 4 '7?\,,) Gt
- (Ta)w + '}/Kv) gyﬁgrxy - g”ﬁMWA ,

11

B2

H (avgw\ + a/\g;w - aygm) +
1 ( 1 L (4
+ ig‘u‘B <TL\]/1’ + r)/l\’lll’> g[\'/\ - Eg”ﬁ <T\/\!1 + V‘\u) LQ(\I’_F
1 1
=5 (T 15 8" 8un — M,
1 1 1
L j{ﬂ} — oM+ 58 (gm“w — 8w Y au gm"‘w) +
1 up o w o
+ 58 (gMT w — av Ty — SauT M) . (2.61)

Tomando a Eq. (2.12) para expressar as constantes de estrutura em termos da escala, as

contragdes de 'y"‘w com a métrica que aparecem em (2.61) serdo:
ga/\ryayv = 4772 (gy)Lquj - g‘/)\aﬂqb) 4
=8 pp = ¢ (+8m0rd — 810ud)

—&ap Yy =2 (+8uord — Sauovd) .

Substituindo-as em (2.61):

1 1 _
rﬁ/\l/ 25{5} - EMﬁm + ¢ 728" (10000 — £129,9) +

1
+ Egyﬁ (gzx/\Tayv — 8Ty — gayT“Au)

1 1 _ 1
rﬁ)w :7{1/[;} - EM/SVA + (P ! (55v/\¢ - gVAvﬁ‘l)) + ngs (TAMV — Tuap — Ty)u/) .

¢
(2.62)

Na variedade de Riemann-Cartan o tensor de ndo-metricidade M desaparece, assim
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como o terceiro termo do lado direito, pois ¢ = 1.

2.5 Teorema da Divergéncia

Considere-se V C R* um hipervolume delimitado pela hipersuperficie 9V de dimensao

3. Agora, dada a integral:
/ d*x p* \/—g V,.a" (2.63)
v

onde V, é a derivada covariante de Lyra e a” é um vetor de Lyra, deseja-se determinar

se existe uma versdo covariante do teorema da divergéncia na variedade de Lyra:

/d4x¢>4 V=8 Vua éyg Px¢® \/—gn,a"
14 v

para um vetor normal 1, a superficie de integragdo. Essa constatagéo é de fundamental
importancias nas deriva¢des que vamos realizar mais adiante nesta tese.

Expandindo a derivada em (2.63), de acordo com a regra deduzida na Eq. (2.48),

obtém-se:
4 4 4 4 1 H
d*x¢* \/—gVua' = | d*x¢*\/—g aaya” +T7,,0 ) (2.64)
v |4

A expressdo geral para a conexdo estd dada em (2.62). Contraindo o indice superior com

o segundo indice inferior:

1,y 1 1, 1
1 3 1 1
"o "
Do = 5{{;} + EV?&‘P = SM 0+ 58 (Do = Tuap — Toag) -

Retomando a expressdo para o tensor de nao metricidade:

Miywp = Vu&up = Vugup — Vo&uv

temos:

gW‘MWp = MAVP = gW‘Vygvp — g’”‘VVgW, — g”AVng.

Contraindo os indices A e v, obtemos:
MYy, =V 8y = VFgup — 8" Vg
Mvvp = —8"Voguv -
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Por fim, serd preciso utilizar a identidade do simbolo de Christoffel [95]:

Logo:

10,5/ —
1 A
P = ¢ V=8 S <PV AP+ zg;w (Vaguv + Tavp — Tuaw — Tua) - (2.65)

Substituindo (2.65) em (2.64):
/ d*x ¢t \/—g V" =
1%
1 10)\/—

= [ d*x¢* /= {aaA A A—I— YV pa’

J, w0t Vs P EVE B

1
+ /V d4x 474 vV —9 ng/ (v)xg‘uv + T)u/y - Ty)\v - Tv)q,t) ll/\

Por enquanto, vamos trabalhar com o primeiro termo do membro direito:

4 10iv/-8 » )
Tl_/dxqa\ﬁ(aajtqu +— V<pa
:/vd : (4’ V=gt + 90, /—ga" + $4’ JngA4’“A>
_ /V dx [¢%0 (v=ga") +3¢° /=g Vaga'] .

Pode-se somar e subtrair um termo do tipo 9,¢° (,/—ga’):

T = /V d*x [aA (q>3\/—7ga)‘) +3¢3\/—7g;aﬂpaﬂ
—/Vd4x [3¢28Aq> <\/—7ga)‘)} :

Ty :/Vd"‘x 9\ (¢3\/jgaA) :

O objeto entre parénteses pode ser entendido como um vetor v*. Por isso, podemos usar
a forma conhecida (da geometria de Riemann) para o teorema da divergéncia e converter

essa integral em d*x em uma integral de "superficie':

T = 55 d3xq>3«/—gn)ta)‘, (2.66)
v

onde 7, é um vetor normal a superficie do volume de integracdo de (2.63).
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Nesse caso, temos:

/ d*x ¢p* \/—g Va" :55 x>\ /—gnrat+
v v
1
+ /Vd4x ot \/—g ng (Va&uv + Tavp — Tuaw — Toap) at. (2.67)

Esse resultado é bastante importante! Ele nos mostra que uma versdo na variedade de
Lyra do teorema da divergéncia:

/d4x4>4,/—gVAa/\ :55 x>\ /—gnya’, (2.68)
v v
é somente possivel caso:

V/\gyv + () — Tudv — Toap = 0. (2.69)

2.6 Espaco-Tempo de Lyra

Nas secOes anteriores, foram abordados os conceitos de uma geometria geral na vari-
edade de Lyra. Deseja-se utilizar esse desenvolvimento como modelo para fendmenos
fisicos. Dessa forma, é preciso entender como descrever as entidades fisicas nessa varie-
dade.

Antes de prosseguir, é importante ser claro quanto ao que estamos tentando modelar.
Nesse modelo, a gravidade pode ser inferida por uma particula teste através da distorgdo
das suas linhas geodésicas em relacdo as linhas retas. Em muitos livros-texto de Relati-
vidade Geral, fala-se sobre a distor¢ao das geodésicas de particulas livres pela curvatura
do espago-tempo. Isso, apesar de parecer intuitivo, ndo é verdade. Temos teorias te-
leparalelas e, portanto, sem curvatura, mas com geodésicas ndo triviais assim como na
Relatividade Geral. Outros, podem argumentar que a forma da conexdo na equagdo de
movimento é responsavel pelas alteragdo das geodésicas. Isso pode ser uma meia ver-
dade dentro do contexto da geometria Riemanniana, mas a resposta é um pouco mais
complexa. Na Relatividade Geral, onde a conexdo é dada pelos simbolos de Christoffel,
isso é fato. Porém, numa otica mais geral, vai depender se a teoria apresenta geodési-
cas autoparalelas. Em linhas gerais, em uma teoria de gravitacdo com geometria distinta
da Riemanniana, deve-se ter cuidado com os conceitos geométricos assumidos com base
na experiéncia em teorias de gravitacdo em variedades Riemannianas, visto que mui-
tos deles ndo sdo vélidos em um geometria como a de Lyra. Nesse trabalho, a fim de
se descrever o movimento de particulas livres em um espago-tempo modelado por uma
variedade de Lyra, vamos rederivar as equagdes de movimento desde o principio.

O ponto de partida, assim como é feito na Relatividade Especial e na Relatividade
Geral, é a defini¢do da distancia infinitesimal entre dois eventos do espago-tempo. O
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elemento de linha na geometria de Lyra é:
ds? = ¢?gdxdx’. (2.70)
Nota-se que a presenca da escala ¢? na expressao faz de ds?> um invariante de Lyra:
d5* = §°g,,, dx"dx’
_7 (zigﬁgi‘igw) <gf dxa> (%dxﬁ)

A i o AV
- ) (G ) (55 st
= p?grodxdx”

= ds?

Assim, pode-se determind-lo em um outro referencial onde a escala é unitdria e o

intervalo entre eventos ocorre no mesmo ponto da se¢do espacial da variedade:
dSZ = goodfz.
Reparametrizando o tempo goodP* — d72:
ds*> = dt?,
essa relagdo mostra que:

dr? = <p2g,xﬁdx“dx5 . (2.71)

Suponha uma particula livre no espago-tempo de Lyra, com massa m, e 4-velocidade

dada por:
dx*
o = —_
u* = ¢ I (2.72)
tal que, pela Eq. (2.71):
uu® = 1. (2.73)

Nota-se que u* se transforma como um vetor da variedade de Lyra:

g B port A pox
dt  ¢oxP"dt  ¢poxP

Define-se também o 4-momento da particula de massa m através de:

p* = mu®. (2.74)



Como consequéncia:
pap” = m>. (2.75)

2.6.1 O Método de Hamilton-Jacobi na variedade de Lyra

Em alguns casos, os fendmenos fisicos podem ser mais diretamente estudados via a Equa-
¢do de Hamilton-Jacobi [96, 97]. No caso de uma variedade Riemanniana, a equagdo de
Hamilton-Jacobi é escrita como [96]:

dS dS
uv 72 — 2
oxtoxv 7

(2.76)

onde S é a fungdo principal de Hamilton e m é a massa da particula. Entretanto, na sua
obtencdo, sdo utilizados uma série de conceitos vélidos exclusivamente em geometria rie-
manniana [97]. Sendo assim, ndo se pode aplicd-la ingenuamente sem antes se averiguar
sua validade na teoria geométrica de Lyra.
A forma geral da equagdo de Hamilton-Jacobi, como ja se conhece, é [98]:
aS S
H(x,— ) +—=0,
< oxH > oT
onde T é um parametro de evolucdo (como o tempo préprio no caso de particulas massi-
vas, por exemplo). Claro estd que a hamiltoniana H no movimento de particulas livres,
ndo deve depender explicitamente de 7. Nesse caso, propde-se uma solugéo para S (x*, 7)

da forma:
S(xt,T) =S (x")—Cf (1),

onde C é uma constante real e f uma fungdo arbitraria da varidvel 7. Assim:

dS
w - —
H(xﬂﬂ)_c. (2.77)

Portanto, para encontrar uma equacdo de Hamilton-Jacobi que seja vélida na variedade
de Lyra, basta encontrar a hamiltoniana de uma particula livre em termos das coorde-
nadas e momentos, e substituir estes por dS/dx*. Através da resolugdo da Eq. (2.77),
obtém-se S (x#,¢1,- -+ ,cy), onde ¢y sdo n constantes do movimento. As equagdes que
descrevem a solugdo das coordenadas sdo obtidas impondo-se que as derivadas da fun-

cdo principal de Hamilton S sejam constantes «':

;9S

K= (2.78)

Os momentos canonicamente conjugados a cada uma das coordenadas sdo obtidos via

[98]:
0S
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Em primeiro lugar, conforme serd demonstrado na secdo 4.2, uma lagrangiana que

reproduz as equagdes da geodésica é:
L (x“,xﬁ) = %([)2 (x") guv (x*) 2H%", (2.80)

onde aqui, a dependéncia de L das coordenadas e velocidades generalizadas foram ex-
plicitadas.
Determinando-se a lagrangiana, de acordo com a abordagem hamiltoniana, definem-

se 0s momentos candnicos 77, pela expressao usual:

_JdL  m 9 2 B
= g = 2098 (P8
7, = mg* (x*) Sup (x%) P, (2.81)

Isolando 1P nessa equacéo:
8"ty = me g gy p P

; g (x) T
2 (x%, ) = &0 2t (2.82)
( ﬁ) m4’2 (x%)
pode-se reescrever a lagrangiana como:
4 m 1 e 1 1%
L (x ,7'[‘3) = 5472&41/ <m¢2g yﬂzx) <m¢2g’5 7'[’3)
WV (o
_ g ) mum (2.83)

2m¢? (x*)

Uma vez obtida a lagrangiana e as velocidades em termos de coordenadas e momen-

tos, a Hamiltoninana sera:

H (x#, 1) = muat (x*, ) — L (x, 71p)

1
= Wga}tnyna _ Wgﬁvnﬁﬁv

. g (x*) mumty

H (x", 7,) = Tnd? () (2.84)

Conforme as Egs. (2.72) e (2.74), sabe-se que 0 4—momento da particula é dado por:
K ¢H 1 a4
pr=mpx" = Eg TTy. (2.85)

Logo, através das Egs. (2.75), (2.84) e (2.85), verifica-se que a hamiltoniana é uma cons-

tante temporal:
B gty my 1

H (xll, 7'[,'#) = T(Pz e %g‘uvpypv
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m

H=—, 2.86

. (2.86)

resultado este que se mostra condizente com (2.77). Combinando (2.84) com (2.86) e
substituindo os momentos 77, por dS/dx¥, encontra-se:

aS m
| [
H<x'8xﬂ> 27

1,053 m
g —— = _.
2m$p?©  dxHoxv 2

Por fim, a Equagdo de Hamilton-Jacobi vélida na variedade de Lyra sera:

wdS S _ oo

A Eq. (2.87) difere do resultado conhecido na variedade Riemanniana, Eq. (2.76), pela

presenca do quadrado da escala como fator multiplicativo no membro direito.

2.6.2 Isometrias na Variedade de Lyra

Existe um interesse especial em quantidades que sdo invariantes perante transformacoes
especificas. No caso das transformacdes de referenciais (x”,¢) — (X,¢), uma quan-
tidade T’ (x) de natureza arbitrdria (ou seja, pode apresentar carater escalar, vetorial,
tensorial, etc.) é invariante de forma sob tal transformagdo caso :

T. (x")=T.(x"); (2.88)

ou seja, as fungdes T... e T\ retornam os mesmos resultados para os mesmo argumentos.
Nesse caso, a transformacao é dita uma isometria.

Um campo escalar ¥ na variedade de Lyra se transforma como:
Y (x") =Y (). (2.89)

Supondo que esse campo respeita uma determinada isometria, através da condigédo (2.88),
encontra-se:
Y (x") =Y (). (2.90)

Essa equagdo ¢ valida em qualquer troca arbitraria de referenciais (x*,¢) — (%", ¢),
e, em geral, ndo pode ser resolvida. Contudo, muitas das simetrias de interesse fisico sdo
descritas em termos de grupos de Lie e podem ser obtidas através de geradores infinite-
simais. Dessa forma, pode-se manter o foco nesses tipos de transformagdes infinitesimais

a procura de uma solugdo para a forma funcional de ¥ (x) para os casos supracitados.
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Consideram-se simetrias infinitesimais aquelas parametrizadas de acordo com a trans-
formacao:
xt o — xt = xt el (x)

¢ = ¢(X)=¢(x)+ed(x)

onde £ é um pardmetro arbitrario e infinitesimal e ¢* e ® sdo campos de Killing que carre-

(2.91)

gam a informagdo sobre a isometria.

Sob (2.91), o campo escalar ¥ se transforma como:

YY) =YY"+ =
¥ (x) + €9, ¥C" . (2.92)

Pode-se utilizar a lei de transformacéo (2.89) para reescrever o membro esquerdo de
(2.92):
Y (x") =¥ (x) + €0, ¥
Agora, aplicando a condigdo de isometria (2.89), encontra-se a equagdo que determina a
forma funcional que um campo escalar ¥ deve apresentar para respeitar uma simetria
descrito pelo vetor ¢*:
Y (x) =¥ (x") + €9, ¥E",

ou seja

3. ¥ & = 0. (2.93)

Isometrias de Campos Vetoriais

Para o caso de um campo vetorial, o procedimento é um pouco mais longo, uma vez
que a lei de transformacao vetorial é mais complexa. Conforme ja verificado, sob uma
mudanca de referenciais na variedade de Lyra, as componentes de um vetor de Lyra se
transformam como: = 3

oy (x) = iaii‘v“ ) .
Sob transformagdes de referenciais (xV, ¢) — (¥, ¢), o vetor v, (x") é invariante de forma
caso, no referencial (T’,@, a fungéio vetorial @ (Y") retorne o mesmo resultado que

14 17
vy, (x”) para o mesmo argumento. Ou seja:



Obter as isometrias de um campo vetorial, portanto, consiste em se resolver a equagao

v a aylx vid

vy (x7) = 5@00‘ (x") (2.94)
para encontrar a transformacao de referenciais. Alternativamente, pode-se inverter o pro-
blema, procurando campos vetoriais v, (x") que respeitam uma determinada isometria
de interesse. Esse segundo caso é mais interessante uma vez que, na maioria das vezes,
a isometria do problema é inferida por observagdes, hipdteses em primeiros principios
e, nesse aspecto, é desejdvel obter os campos que respeitam a simetria requerida. No
restante do capitulo, o foco do trabalho estaré restrito a essa tarefa.

Trabalhar com a Eq. (2.94) para casos gerais é uma tarefa impraticidvel. Em vez disso,
pode-se atacar o problema propondo simetrias infinitesimais parametrizadas de acordo
com a transformacao (2.91). Esse procedimento leva as equagdes de Killing, cujas solu-
¢Oes obedecem as simetrias em questdo. Para obter a equacdo de Killing para esse caso,
vamos primeiramente aplicar as transformacdes infinitesimais de coordenadas e depois,

a transformacdo infinitesimal de escala.
Através da primeira das Egs. (2.91), temos:

ox* ox*

i 5y +€0,5" e = = Ok — edu . (2.95)

Sob (2.91), a escala da geometria de Lyra ¢ se transforma como:

¢(x") =@ (x" +€0") = ¢ (¥) + 9 pS"
= ¢ (x") (1 +€ds InPpC*) (2.96)
e 0 campo vetorial:
0y (X)) =0y, (x") + €0,7,C". (2.97)

Por outro lado, a lei de transformagao de v, (x”) é dada por:

Aplicando as Egs. (2.95), (2.96) em (2.97):

= v = xV __ ¢ (xv) " _ v
Ty (x") + €0,0,8" = 70 (Lt o g (8% — €9,") vy (x)
¢

- (Vn — €040,C" — €9y InPE vy , (2.98)

onde desprezamos os termos de ordem ¢2. Para garantir a condicdo de isometria, deve-se
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impor que:
To (xY) = vy (V) . (2.99)

¢ (x¥) — _
L Vn — €0,0,C" — 0y, InpEVv,) — €0,0,8" = v, (xV),
¢ (x") — } ¢ (x") = v
s 1—¢e9,In — 1| vy — e2="L0,0," — €0,0,8" =0. (2.100)
Fe) | ) § ) O e
Para prosseguir, expande-se o termo €9,7,¢", mantendo-se apenas termos de primeira
ordem:
~ ¢ (") ¢ (")
& Uavle = & Vay = U[x + E—= Val/le . 2.101
: : [¢ IR TN (2400
Assim, substituindo (2.101) em (2.100):
¢ (x . ¢ (x , o XA
U 4’29"\; (1—edy Ingg") — 1] - s$ ngg (0,0aC" + &¥0yv,) — €CV0y [‘P EXAg v =0
Pode-se dividir a equagéo toda por ¢/ ¢:
14 v 1 ¢ A
(040a8" + EY0y0a) + Y020y Ingp = ~0a [1 — z E;” ) (2.102)

= (A
4 (xA) =1+ ;)sdl' (x/\) —&dy Ingpg" ou 4)5;0 =1- ;£<I> (xA> +edy Ingpg*, (2.103)

a Eq. (2.102) se reduz a:

® (x4)

(008" + V0,04 ) + "0y In¢p = _WT + §'va0, Ing,

0,04C" 4 GV 00y + ?;va =0, (2.104)

cujo tltimo termo do membro esquerdo é a contribuicdo extra para o caso de Lyra.
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Isometrias de Campos Tensoriais

Um campo tensorial covariante de rank 2 se transforma como:

bl V) (P <xv) 2 ax,u axV v
Top (%) = <¢<xv)> 35 5 T (¥). (2.105)

Aplicando as Egs. (2.95) e (2.96)

NN
Top (%) = <"’(" >> (1-e0aInG°e") (Tup (x") — e0pE" Tuy (x") — DuG Ty (x")) ,

¢ (x)
(2.106)
Expandindo o lado esquerdo:
VN 2
Tup () = (55 ) (Tup () = 998 Tus (o) = 29Ty () +
— <4’(xv))zea ING & Tup () — €9 Tapl™ (2.107)
5(9{”) A afp ALaps - .

Mantendo-se apenas os termos de primeira ordem da expansao de €9 ATM;CA, através de
(2.107), obtém-se:

v 2
e Topt = 0, [(ig;) Top (+) + O <e>] &
_ ¢ (x") A eT (V) & ¢ (x")\?
_ ((P(xv)) 01Tyl + €Typ (x) 10 <q>(xv)> . (2.108)

Substituindo (2.108) em (2.107):

AN 2
Toc‘B (XV) = <Z E;%) <Ta/5 — saﬁg‘/TM — SaagyTHﬁ — SaATa‘BéA> +

NN)

.e_

("))
5 (xv)> (2.109)

Impondo a condigado de isometria Tog (xV) = Ty (xV):
)2
) <<P> (890Tup + 9p8" Tow + 8 T5) =
_ ¢ 2(1—88Aln¢2§)‘) — 1| — eTys&d
wp $ wp A
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Dividindo a equagao por (¢/ @)2:

£ (S92 Tup + 058" Ta + 0uE Ty ) =

— 2 2
= lap 1-— (z) ] — Sa/\ 1n$ZCATaﬁ — ST,X'BC'Aa/\ In <i) .
Ou seja,
— N 2
ErONTup + 0pE Tay + 0al Ty + TopE o) Ing? :%Tw [1 — <i E;D ] . (2110)

Supondo que a transformagdo de escala possa ser posta na forma infinitesimal, pode-se
substituir (2.103) em (2.110):

P
&0 Tup + 058" Taw + 0" Tyup +2$Taﬂ =0. (2.111)

Isometrias do Tensor Métrico

Na secgdo anterior, obteve-se a equacdo que determina a forma que um campo tensorial
covariante de rank 2 deve apresentar para respeitar uma determinada isometria definida
pelos vetores ¢*. Um tensor covariante muito importante é a métrica g, Essa segdo visa
aplicar a Eq. (2.111) a esta quantidade, utilizando suas propriedades para simplificacdo

das equagdes.

Aplicando (2.111) a g,»:
A v U @ _
§70rgup + 9pC" Gav + 0uGl gpup + 25&5 =0. (2.112)

Aplicando a regra da cadeia nos termos dg¢" gy € 4G/ gy p, Obtém-se:

85§Vg,w = 0p (¢"gav) — Cvaﬁgucv = dglu — (;‘/\aﬁgm.

aag}[gyﬁ = J, (C”gyg) — C”aagyﬁ = aaé'ﬁ — CAaagw .
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Substituindo as duas relagdes acima na Eq. (2.112), encontra-se:

D
& (018ap — 0p8ur — 0agrp) + 0pla + 0ulp + 255’“5 =0,

b
&g (08up — 9p8ar — 9agrp) + 0pla + 0ulp + 25&13 =0.

Reconhecendo o simbolo de Christoffel no primeiro termo do membro esquerdo:
d d ’ P s =
g8+ a8 — 20 { [} + 27805 = 0 2.113)

Essa é a expressdo para a equagdo de Killing para as simetrias do tensor métrico. Con-
tudo, ela ndo estd escrita de forma covariante de Lyra. Para obter essa equacgdo de forma
covariante, 0o membro esquerdo pode ser reescrito em termos das derivadas covariantes

do campo ¢¥. Da expressédo (2.49), a derivada covariante de um vetor gz sera:

1
Vap = 50up - WY

onde

1 1 . 1
e = g{ﬁa} — Mgt (810 — 85 V9) + 58 (Thpn — Tapo — Topa) -

Dessa forma, obtemos:

1 1 1
Vbp = 59y 5{21}@3 + o MYplr — ¢ (cz,év,;(p — g,xﬁv%p) &
1
- EgAp (Tpox — Tapp — Tppu) G2 -

Permutando os indices « e , encontra-se:
Vibe =1 pba — 1 A0+ oM slr — 07 (51Vup — 35 V) 1

¢ ¢ 2

- %8Ap (Tapp — Toup — Toap) &1 -
Somando as duas dltimas equagdes, temos:

Valpt+Vpla = +;) (0ulp + 0pla) — ;{&}Q + MA(,X,;)CA
+ 285V 921 — 207 8V + 8 (Toiag) + Tulp) ¥ Totep)) S (2114)

Podemos manipular ainda mais o parénteses com os coeficientes da tor¢do. Da Eq. (2.59),
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sabe-se que T, (gp) = 0. Portanto:

Talap] T Talpo] T To(ap) = 2T(ap)o -

Substituindo em (2.114), obtém-se:

ValptVpla = qlb (9a8p +9pla) — ;{Aﬂ}‘ﬁ M

+28up VP81 — 207180V ) + 28 T(ap)pla -

Assim:

(0alp + 0pla) — 2{:;}@ =
= OValp + OV e — PM (15 60 — 28apdV D1 + 28V )P — 208" T(ap)plr-

Substituindo essa expressdo em (2.113), encontra-se a forma geral covariante para a

equacdo de Killing para as isometrias do tensor métrico na variedade de Lyra:

b
PValp + PVpla + 25, Vi) — 2$g,xﬁ+

1
—29¢x (gaﬁVAcp + 5 M ) + gAPr(,x,g)p> =0. (2.115)

2.7 Comentarios Finais

A consideracdo de um fator de escala nos vetores da base candnica, conforme definido
na Eq.(2.7), traz uma série de consequéncias geométricas para a variedade. Foi visto
que um referencial de Lyra depende, ndo s6 do sistema de coordenadas, mas também
da escala. As transformagdes de referenciais de Lyra ddo origem a tensores com leis
de transformagodes distintas dos tensores riemannianos, cf. Eq. (2.30). Além disso, a
escala influencia também nas propriedades da conexao afim I'* «p que apresenta uma
dependéncia explicita da primeira derivada da funcao de escala, além das dependéncias
da torcdo e do tensor de compatibilidade métrica (vide Eq. (2.30)). A expressdo para as
componentes das derivagdes covariantes (2.50) também ¢é digna de nota, visto que, além
da dependéncia indireta da escala pela presencga das componentes da conexao (no caso de
derivadas covariantes de vetores ou tensores), depende explicitamente através do termo
de derivacdo ordinéria que é multiplicado pelo fator ¢ 1. Os tensores de curvatura e

tor¢do também s3o estruturalmente distintos das suas versoes na variedade riemanniana.
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O tensor de curvatura de Lyra (2.53) ndo depende somente de I' e ', mas apresenta
também uma dependéncia explicita de ¢ e, por sua vez, a tor¢do ndo é dada apenas pela
parte antissimétrica da conexdo, mas também por um termo adicional dependente da
escala, conforme a Eq. (2.59).

Num espago-tempo de Lyra, que é como vamos chamar quando a variedade de Lyra é
aplicada ao modelo do espaco-tempo, o elemento de linha invariante de Lyra é distinto
do da Relatividade Geral pois depende explicitamente da fun¢do de escala. Além disso, a
escala é incorporada na defini¢do da 4-velocidade das particulas de modo a fazer dessas
quantidades vetores de Lyra. Como consequéncia, a escala ¢ gera altera¢des significativas
na equacdo de Hamilton-Jacobi e as equagdes de Killing.

Com a defini¢ao dessas quantidades, damos um passo na dire¢cdo de concluir nosso
objetivo de se construir uma teoria escalar-tensorial de gravitagdo na variedade de Lyra.
A determinacdo das propriedades da variedade de Lyra é bastante importante, pois nos
revela um cendrio ndo tdo trivial para essa formula¢do. Em outras teorias onde um campo
escalar é acoplado na acdo de Einstein-Hilbert, todos os métodos vélidos em variedade
riemannianas continuam aplicdveis, mudando-se apenas as equagdes de campo e suas
solugdes. Em Lyra, porém, devemos sempre ter um cuidado adicional pois, mesmo coisas
simples como a escolha de um ansatz para o elemento de linha a ser utilizado em uma
solucdo, ou mesmo a defini¢ao da 4-velocidade sdo distintas. Saber dessas diferencas
nos leva a tomar decisdes mais conscientes referentes as hipoteses geométricas sobre o
espago-tempo e nos dd uma visdo mais macro em relagdo as possiveis generalizagdes. No
capitulo seguinte, vamos abordar algumas dessas hip6teses e utilizar o conhecimento das

propriedades da variedade de Lyra para construgdo da teoria LyST.
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Parte 11

Gravitacdao na Variedade de Lyra com
Geodésicas Autoparalelas
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Capitulo 3

Teoria Escalar-Tensorial na Variedade de Lyra -
LyST

3.1 Introducao

O modelo padrdo de gravitagdo vigente é o da Relatividade Geral, e é caracterizado por
atribuir um carater geométrico ao espago-tempo. Visto que o campo principal dessa teo-
ria é o tensor métrico g, ela € uma teoria tensorial. Mas ela ndo € a tinica desse tipo. Como
exemplos adicionais, pode-se colocar todas as teorias de gravitacdo obtidas para adicdo
de novos invariantes na agdo, que foram introduzidas na Se¢do 1.2. De um ponto de visto
de legado historico, as teorias tensoriais relativisticas ndo foram as mais intuitivas de se
elaborar. Os primeiros esfor¢os na construgdo de uma teoria de gravitagdo relativistica
foram direcionados para a generaliza¢do da gravitacional newtoniana. Como por exem-
plo, podemos considerar as teorias de Nordstrom [99, 100, 101, 102]. Teorias desse tipo
sdo escalares, visto que o campo principal de teoria é um potencial escalar. As teorias de
Nordstrom sao bastante simples e interessantes, mas divergem da Relatividade Geral em
trés principais pontos. Primeiro, suas construgdes ndo se baseiam no principio da equi-
valéncia; segundo, como consideram o trago do tensor energia-momento na equagdo de
campo, a radiagdo eletromagnética ndo poderia atuar como uma fonte de gravitacdo; e
por ultimo, elas ndo sdo capazes de prever corretamente a precessao do periélio da érbita
de Mercdrio.

Conforme discutido no Capitulo 1, diversas teorias alternativas a Relatividade Geral
foram sendo formuladas ao longo do século XX. Uma classe dessas teorias de gravita-
¢do, e que foi apresentada na Secgdo 1.2, é aquela onde campos adicionais a métrica sdo
considerados. Nas teorias escalares-tensoriais, temos um campo escalar e a métrica con-
tribuindo mutuamente na descri¢do do fendmeno gravitacional. Nesse caso, o cendrio
é bem diferente daquele das teorias de Nordstrom do inicio do século XX, visto que a
fundamentagdo geométrica e fisica de Relatividade Geral permanece intacta e o campo
escalar é acoplado ndo-minimamente a agdo. Como exemplo, pode-se considerar a teoria
de Brans-Dicke [60].

Uma aparente desvantagem de algumas das teorias escalar-tensoriais reside na atri-
buicdo de um significado do campo escalar adicional. Diferentemente do tensor métrico,

onde seu papel é muito bem estabelecido desde a fundamentagdo geométrica, os cam-
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pos escalares sdo geralmente acoplados manualmente a agdo e tem seu significado atri-
buido a posteriori. Essa constatagdo evidencia a importancia de se utilizar a variedade
de Lyra como modelo do espago-tempo visto que, assim como a métrica, a fungdo de es-
cala ¢ tem papel geométrico bem definido desde a construcdo das bases geométricas do
espaco-tempo. Assim, o objetivo desse capitulo é elaborar uma teoria escalar-tensorial
com campos ¢ e g, ambos com contetido geométrico.

Nessa abordagem, é preciso utilizar as propriedades geométricas gerais da variedade
de Lyra que foram apresentadas no capitulo anterior. Entretanto, a estrutura completa,
contendo gy, ¢, M 5 € Tupp, tem muitos graus de liberdade e é bastante complicada para
uma primeira tentativa. Assim, iremos realizar algumas hipéteses geométricas simplifi-
cadoras que, como serd demonstrado, garantem o autoparalelismo das curvas geodésicas
e a validade de uma versao covariante de Lyra do teorema da divergéncia. Este teorema
é de grande utilidade no procedimento variacional para obtengdo de equag¢des de campo
e reduzem significativamente o ntimero de fun¢des do espaco-tempo a serem determina-
das.

3.1.1 Autoparalelismo das curvas geodésicas

O mecanismo pelo qual pode-se designar uma interpretagdo geométrica a gravitagdo é
aquele onde, desconsiderando-se o conceito de forca gravitacional, sdo as propriedades
geométricas do espago-tempo que influenciam uma particula teste através da equagao
que dita o seu “movimento natural”. A definicdo do que seria o “movimento natural”
ndo é algo completamente definido e, de certa forma, configura uma hipétese adicional a
estrutura gravitacional [103].

Por um lado, o principio mais usual para se estabelecer um movimento livre é o da
distancia estaciondria, no qual, a distancia s entre dois pontos a e b respeita és = 0.
Como ja comentado, as curvas que satisfazem esse vinculo sdo as curvas geodésicas, com

equacado dada pela Eq. (2.46):

a2 v dx® dxP
W_F [{“ﬂﬁ} T zv(“(Pdg) — Vupg" 8up gt dr 0. (3.1)

Uma outra forma de se entender o conceito de movimento natural ndo estaria relacionado
a distancia da curva, mais sim, ao caminho mais direto, o que é obtido procurando a curva
cujos vetores tangentes apresentam componentes invariantes por transportes paralelos a
ela. A equacgdo que surge desse vinculo é dado pela Eq. (2.51):

dx® dxP

M poy A 2
+ (1" 4y + Viat3p)) =0 (3.2)

d2xk
dt?

No caso do espago-tempo da Relatividade Geral, onde ¢ = 1eT" g = { ;;5}, verifica-se

que essas defini¢des coincidem. Como a base fenomenolégica gravitacional atualmente
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conhecida esta dada em escalas onde a RG é comprovada, por ora, ndo é possivel apontar
com embasamento experimental qual destes principios guia a trajetéria dos corpos em
movimento num campo gravitacional. No caso de uma teoria escalar-tensorial geral na
variedade de Lyra, deve ficar claro que a adog¢do da geodésica ou da curva auto-paralela

configura uma hipétese adicional a teoria de gravitagao.

A estrutura geométrica geral da variedade de Lyra depende da escala ¢, do tensor
métrico gy, do tensor de ndo metricidade M,,, e do tensor de torcao T wp De fato,
essa é uma estrutura muito completa, mas que tem poucas finalidades praticas uma vez
que a quantidade exorbitante de graus de liberdade relacionados de forma ndo-linear
pelas equagdes de campo torna impossivel a solugdo do sistema gravitacional na maior
partes dos problemas de interesse fisico. Essa constatacdo motiva a adogdo de hipéteses
adicionais a estrutura. Nesse sentido, é conveniente utilizar essa liberdade para garantir

uma equivaléncia entre curvas geodésicas e autoparalelas sobre a variedade de Lyra.

De fato, para que as Egs. (3.1) e (3.2) sejam equivalentes, deve ser valido o vinculo:

H Ho_ U
OT" o) T Va9l = {16} +2V 90} — Vi gap (3.3)

Simetrizando a expressdo para os coeficientes da conexdo, dada na Eq. (2.62):

1
I gy = {fﬁ} — M+ (VWP% — 8upV" 4’) — PTip) - (3.4)

Substituindo a Eq. (3.4) na expressdo (3.3), a condigdo de autoparalelismo das curvas
geodésicas se reduz a:
MH

_ Lk
ap = T(up) (3.5)

E bastante interessante o fato de que a condigdo de autoparalelismo das curvas geodésicas
ndo necessariamente implica nos principios de compatibilidade métrica e auséncia de
tor¢do. O contrdrio é necessariamente vélido. Ou seja, o espago-tempo de uma teoria
que assume compatibilidade métrica e auséncia de tor¢do apresenta naturalmente uma

equivaléncia entre curvas autoparalelas e curvas geodésicas.

3.1.2 Condicdes geométricas

Conforme ja comentado, a primeira condi¢do para formular a nossa teoria de gravita-
¢do na variedade de Lyra é impor um teoria em que as geodésicas sejam também curvas
autoparalelas. O vinculo mais geral para fazer vélida essa condicdo é (3.5). Porém, po-
demos adotar algumas consideragdes mais restritivas. A hip6tese adicional mais simples

possivel é aquela que exige um espago-tempo tempo livre de torgdo:
=0 (3.6)
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e compatibilidade métrica:
Vu8up =0. (3.7)

Verifica-se diretamente que essas hipdteses compdem uma solugao trivial para a condicdo
de autoparalelismo geodésico dado pela Eq. (3.5). Além disso, com essas duas condicdes,
garantimos a condicdo (2.69) para a validade da versdo covariante em Lyra do teorema
da divergéncia.

Foi visto na Eq. (2.62) que os coeficientes da conexdo podem ser escritos em termos

de gy, 7 wp € M wp Aplicando (3.6) e (3.7) nessa expressdo, encontra-se diretamente:

o, = (ol ; (699 — 81 VP9) (3.9)

Essa conexdo sera designada por conexdo LyST, onde LyST vem de Lyra Scalar-Tensor
Gravity, que € a teoria gravitacional formulada nesse capitulo.

Através da expressdo para a conexdo (3.8), pode-se calcular o tensor de curvatura
conforme detalhado no Apéndice A.1:

1 1
RA{X}[V :ﬁlR’/\(xw/ + ? <g0¢v5£ - got;t&i\) VP¢VP¢+
+ ; (53V;4Va4’ — 4 ViVt + gau Vi VP — g“VVyVA(])) (3.9)

onde RAHM é o tensor de curvatura da Relatividade Geral, calculado apenas com os sim-
bolos de Christoffel [104] :

R =02} -4+ £)3) - ()2} o

O tensor de Ricci em LyST é obtido contraindo-se os indice A e v de (3.9):

1 2

1

3
(Pg,vavw — ngvpcpvpcp. (3.11)

onde R, € o tensor de Ricci na variedade Riemanniana [104]:

Ray = a”{avv} B av{;ﬂ} + {"‘PV}{PVH} N {“pﬂ}{pvv} ’ (3.12)

Por fim, o equivalente de Lyra do escalar de curvatura serd o trago da Eq. (3.11):

R= 4}273 + 2vyvmp - ;jv,ﬂpw(p, (3.13)

onde R é o trago do tensor de Ricci, dado em (3.12).
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3.2 Prescricao de Acoplamento Minimo

A teoria de gravitagdo que estamos querendo desenvolver deve se apoiar no principio de
que as leis da fisicas sejam simultaneamente invariantes sob transformacdes de referen-
ciais de Lyra (i.e. transformacgdes de coordenadas e de escala). Sabe-se que em muitos
sistemas fisicos onde a gravitagdo pode ser negligenciada devido a escala de energia, as
leis da fisica respeitam a invariancia sob a acdo do grupo de Poincaré e estdo inseridas
na estrutura geométrica de Minkowski. Isso decorre como consequéncia da possibilidade
de se poder associar um espago tangente de Minkowski em cada ponto do espago-tempo.
Dado esse cendrio, surge a necessidade de se definir de maneira coerente as leis da fisica
em um espaco-tempo de Lyra a partir de leis definidas de anteméo no espaco-tempo de
Minkowski. Nesse contexto, a Prescri¢do de Acoplamento Minimo aparece como um con-
junto bésico de regras que generalizam as leis para espacos-tempo gerais. Literalmente,
ela propde transformagdes que tornam uma agdo escalar sob o grupo de transformagdes
de Poincaré em uma agao escalar sob transformacoes de Lyra.

O primeiro passo consiste em generalizar a estrutura métrica do espago-tempo, tro-
cando o tensor métrico de Minkowski 7, para um mais geral g, . E valido dizer que tal
procedimento nao é restrito a se obter leis da fisica em espagos-tempo curvos, visto que,
mesmo na estrutura de Minkowski, essa substituicdo se faz necessdria nos casos em que
a utilizacdo de um sistema de coordenadas que ndo o cartesiano se mostra favordvel.

Outro problema inerente a generalizacdo de leis fisicas ao espago-tempo curvo estd na
propria natureza diferencial das leis fisicas. Muitas vezes, as equacdes fisicas sdo dadas
na forma de relagdes envolvendo as derivadas dos campos com respeito as coordenadas,
que, como outrora comentado, ndo sdo quantidades tensoriais. Foi preciso generalizar o
conceito de derivada 8;, para uma derivada covariante VV, de tal forma que a,l — Vy
quando 17y — guv-

O terceiro ponto diz respeito ao elemento invariante de hipervolume nas integrais
de agdo; este é mais delicado e carece de um pouco mais de detalhes. Para abordé-lo,
vale a pena dar um passo atras e estudar a definigdo no espago-tempo de Minkowski e
depois generalizar o hipervolume (ou medida de integracdo de espago-tempo) para Lyra.
Um campo coerentemente definido no espago-tempo deve ser resultado de um principio
de minima agdo. No espago-tempo de Minkowski, as integrais da agdo sdo tomadas em
termos do elemento de integragao d*x:

s= [ dx/=nLwov),

onde 7 = det (17,y) é 0 determinante da métrica de Minkowski '. Nesse caso, tanto S

Nos livros textos onde se trabalha apenas com transformacdes de Lorentz que relacionam as coordena-
das cartesianas de diferentes referenciais inerciais, o determinante da métrica de Minkowski é sempre —1 e,
consequentemente, \/—7 = 1. Devido a esse fato, é bastante comum nos depararmos com integrais de acdo
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como d*x,/—7 e L sdo invariantes de Poincaré.

No espago-tempo de Lyra, se aplicarmos os dois pontos ditos anteriormente, teria-

maos:
S=/d4x¢fg£<¢,V¢>.

As substitui¢oes de derivagdes ordindrias por derivagdes covariantes de Lyra na lagran-
giana faz de £ um invariante de Lyra. Porém, S s6 serd um invariante de Lyra se d*x,/—g

também for, o que ndo é o caso. Assim, devemos encontrar um fator multiplicador F para

(fd‘*y) - <Fd4x> .

Para uma transformacao geral de coordenadas, d*x se transforma de acordo com:

d*x tal que

d*x = det J d*x

onde | é a matriz jacobiana da transformacdo de coordenadas. Assim, sabemos que F
deve se transformar como:
F=-—F. (3.14)

Elementos que se transformam de acordo com alguma potencial do jacobiano sdo conhe-
cidos em geometria diferencial como densidades tensoriais. Em Lyra, a lei de transfor-
macao geral para uma densidade tensorial D de peso W e rank | + k sera:

Diy.opy (%) = [det (Zf"vﬂ W (i Eiﬁ)k_l :

m oo [t [ p1
X T [I } 5 [I ] 5 Dy (x) (3.15)

onde J", = 9x"/dx"sdo as componentes da matriz jacobiana da transformacéo de coor-
denadas. A densidade tensorial mais direta que se pode obter sem a necessidade de se
introduzir campo extras é a partir do determinante da métrica. Em Lyra, as métricas de

dois referenciais gerais se relacionam através de:

T (%) = (28)2 ) (07 s ) (3.16)

O determinante de (3.16) é:
sor-an (382 (0,077 s~ (o350 o

de campos relativisticos dados sem o fator \/—#. Porém, quando se considera uma transformacao geral do
grupo de Poincaré, o determinante da métrica é diferente de —1 em geral e, por isso, o fator \/—# ndo pode
ser negligenciado [105, 106].
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em que ¢ = det g,,. Utilizando as seguintes propriedades dos determinantes:

1
det M’

det (AM) = A"detM e det (M’1> =

onde n é a ordem da matriz, encontramos:

¢t 1 Y )
§(x) = ($4(x) det]) g (x). (3.17)

Como as métricas do espago-tempo sdo Lorentzianas (de assinatura (3,1) ou (1,3)), seu
determinante serd sempre negativo. Por isso, cada membro da Eq. (3.17) é também nega-

tivo. Multiplicando por —1 e tomando a raiz quadrada, encontramos:

75 = g 05 (0. (.18)

Vemos que ¢*,/—¢ se transforma exatamente como o requerido pela Eq. (3.14). Portanto,
um passo final na Prescrigdo de Acoplamento Minimo é multiplicar todas as densidades
tensoriais de peso W que porventura aparecam na teoria por (¢*\/—g) W; em especial o
elemento de hipervolume d*x que aparece na integral da agdo de toda teoria fisica.

O passos bésicos que definem a Prescri¢do de Acoplamento Minimo na variedade de

Lyra sdo:

* substituir a métrica de Minkowski por uma métrica geral
(1 = guv)

* substituir derivadas parciais por derivadas covariantes de Lyra

(Ou = Vi)

* multiplicar poténcias adequadas de ¢*,/—g para saturar a zero o
peso de densidades tensoriais. Em especial, o elemento de hiper-
volume do espago-tempo (d*x — ¢*\/—gd*x)

3.3 Equacgdes de Campo

Com a definigdo dos entes geométricos oriundos da curvatura e a definigdo de uma pres-
crigdo de acoplamento minimo, temos os ingredientes necessarios para a construgdo da
nova teoria de gravita¢do. Para obtencdo das equagdes de campo, propde-se um principio
de minima acdo, onde o integrando é invariante sob mudangas de referenciais de Lyra.
Visto que as condigdes (3.6) e (3.7) sdo as mesmas condi¢des geométricas requeridas na
formulacdo da Relatividade Geral, convém assumir que a teoria LyST seja o andlogo da

Relatividade Geral na variedade de Lyra e formular um principio variacional dado pela
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generalizagdo da acdo de Einstein-Hilbert em Lyra:

S = /d4x4>4 V-8 (R+2x%Ly), (3.19)

onde R é dado pela Eq. (3.13) e £,, é uma densidade de lagrangiana que, por hipétese,

depende apenas de ¢ sua primeira derivada covariante. Inserindo (3.13) em (3.19):

Vycpqul))

7 ;o (3.20)

S :/d4x¢4\/fg <4}2R+2%£m (¢, V) + Zvyvmp —12

Aplicando o principio variacional em relagdo as componentes métricas Suv, encontra-se

o seguinte conjunto de equagdes diferenciais:

1
Ry = 58w R + 20V Vi — 208 Va V9 + 38 VapV g = ¢?Tyy,  (3.21)

onde o tensor energia momento é definido como na relatividade geral, i.e.:

oLy,

Sgh (3.22)

T;w = g;w»cm -2

Pode-se verificar que o limite da Relatividade Geral é recuperado tomando ¢ — 1, que é

o resultado esperado. Alids, esse bom limite é a razdo de adotarmos (3.22).

Tomando as varia¢des com respeito com a fungdo de escala ¢, obtém-se a equagdo:

6V, Vi — 12V, oV + R = e M (3.23)

onde: or or
M= —4Ly, — = —V, = ]. 3.24
oG V) 02

Tomando o trago da Eq. (3.21), verifica-se que:

R+ 69V V¢ — 12V, oV p = —2¢°T. (3.25)

Combinando com (3.23), encontra-se uma regra de associa¢do entre o escalares M e T
M= —T.
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Tabela 3.1 — Ordens de gradeza das velocidades orbitais dos planetas do sistema solar.

Planeta  Velocidade (km/s) Velocidade (% de c)

Merctrio ~ 60 ~ 0.020
Veénus ~ 35 ~ 0.012
Terra ~ 30 ~ 0.010
Marte ~ 20 ~ 0.007
Jupiter ~ 15 ~ 0.005
Saturno ~ 10 ~ 0.003
Urano ~5 ~ 0.002
Netuno ~5 ~ 0.002

3.4 Limite Newtoniano

As equagdes de campo de gravitacdo LyST precisam estar coerentes com a fenomenologia
gravitacional acessivel aos observatérios terrestres. Como se sabe, os efeitos gravitacio-
nais na mecanica celeste sdo, com excegdo da precessao de periélio de Merctrio e o desvio
de feixes de luz, perfeitamente descritos pela gravitagdo Newtoniana em nivel de sistema
solar dentro das incertezas observacionais. Uma teoria gravitacional bem sucedida deve,
portanto, recuperar as equagdes da gravitacio de Newton em uma determinada escala
de validade, cunhada de Limite Newtoniano. Obvio que é esperado que a teoria Escalar-
Tensorial na Variedade de Lyra respeite o limite newtoniano sob certas condi¢des, uma
vez que o limite dessa teoria para a Relatividade Geral é bem definido (quando ¢ — 1),
e a Relatividade Geral, por si, apresenta equagdes geodésicas que tendem as equagdes da
gravitagdo newtoniana em circunstancias adequadas.

Restringindo o foco a fenomenologia gravitacional, trés requisitos basicos definem o
limite newtoniano [107]. O primeiro deles é o de velocidades ndo relativisticas. Essa é
uma caracteristica comum dos astros no sistemas solar. Pode-se tomar como exemplo as
ordens de grandezas das velocidades orbitais, cf. Tabela 3.1 . Sendo assim, as compo-
nentes espaciais de 4-velocidade das particulas testes podem ser negligenciadas dentro
dessa ordem de aproximagao:

dx dt
T <o (3.26)
Portanto: 5
dx? dx dx?
1= ) —— = —=x1 3.27
=1 <dT> it dt 1 (3:27)
A equacdo para a geodésica (4.24) se reduz a:
d>xt
7+ [} +2V0ps — & Vupgoo ~ 0. (3.28)

O segundo ponto é impor que o campo gravitacional seja estatico. Como consequéncia,
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as derivadas temporais da métrica que aparecem no simbolo de Christoffel,

1 1
{(510} = 58" (908x0 + dogox — ug00) ~ 58900,
assim como a derivada temporal de ¢, devem ser negligenciadas. Dessa forma:

LU SO
g2~ 58080+ 8 p vPgoo- (3.29)
O terceiro requisito é garantir que o campo gravitacional seja fraco. Como consequén-
cia, o campo gravitacional deve ser entendido como um perturbagdo ao espago-tempo de
Minkowski, o que na teoria escalar-tensorial de Lyra, é obtido no limite de Suv R My €
¢ ~ 1. Assim, define-se:

S X+ Ny e ¢x=14+6p(x), (3.30)

onde 1, < 11y € 6¢ (x) < 1. Além disso, assumiremos coordenadas cartesianas, tal que
1w = diag (1, —1, -1, —1). Um consideragdo adicional é de que os indices contravarian-
tes de hHV sejam obtidos via contragdo com a métrica de Minkowski. Ou seja:

WY = 1y P hgg. (3.31)

As componentes contravariantes do tensor métrico pode ser escritas como g'"" ~ ¥ +
ogM, onde 6gM"" < n*. Queremos escrever gt com h*¥ impondo a reciprocidade na
contragdo entre métrica covariante e contravariante; ou seja g, gP = (55 . Dessa relagao,

pode-se mostrar que
08" =~y Py, = —h*P.

Assim:
gt~y — . (3.32)

Considerando as Egs. (3.30) em (3.29), mantendo apenas os termos de primeira ordem,

encontra-se:

d?xt w 1

Para o setor temporal, a equagdo é:

d?x° 1

Uma vez que dx°/dt é constante, o lado esquerdo se anula automaticamente. Como foi

imposto que hy,, e ¢ sdo campos estéticos, o lado direito é zero também e essa equagdo
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fica trivialmente definida. Por outro lado, para o setor espacial:

d?x! 1
T ~ —0,; (2h00 —I—(S(P) . (3.34)
Logo:
d*x
el -vu (3.35)
onde
1
u= Ehoo +0¢. (3.36)

Nota-se que o potencial newtoniano U depende tanto da métrica quanto do campo

5¢.

Uma vez obtida essa importante constatagdo, deve-se voltar as aten¢des para as equa-

¢des de campo (3.23):
1
Ryv 20V, Vo + VAV P — 38, VAPV agp = 309 <Tw - 2ng> (3.37)

Em primeiro lugar, no caso de baixas velocidades e campos fracos, o tensor energia

momento é dominado pela densidade de energia [61]. Sendo assim:

Focando nas componentes temporais da equacdo de campo:

1

Roo +2¢VoVod + o0 VAV — 300V PV ¢ = se¢p? (Too - 2800T> . (3.39)

Aplicando as condicdes de limite de campos fracos e limite ndo relativistico:
»
Roo + 00" (69) ~ S0

i.e.
Roo — V2 (5¢) ~ gp. (3.40)

A expressdo para Rg pode ser obtida utilizando a expressao para o tensor de Ricci
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(oriunda de 3.12):

o n{g} -3} + 2}16) - L) asn

Muitos dos termos definidos através dos simbolos de Christoffel tem dependéncia, ora de
derivadas temporais, ora de termos de ordem superiores. Nas hipéteses aqui adotadas,
eles devem ser negligenciadas. Sendo assim, cada termo da Eq. (3.41) fica como:

1 i
{6} = 38" (90gay + 3ygox — agoy) = 0;

1 o 1 o
{6} = 58" (30820 + ogox — Dugu0) ~ —58" g0

Q

1
—5(17”“—#}1"“)8“ (1—|—h00) ~

1
~ — 51" uhoo;

1
{6} = 58" (Pagay + 0uur — 18ey)
1 1

1
~ EUVAaah,\H

1 1 NG 1
{9;0}{0?} = 58" (9080 + 90gpx — Iugp0) §8P’3 (90gpy + 9ug0p — Ip8gon)

1
= 18" (90820 = 9a8y0) 8° (Iu0p — Ip8on)

1
=1 (" — h') (Wpﬁ - hpﬁ) (9pha0 — duhipo) (9uhop — phoy)

7

{p;;‘}{(fo} - _%gm (9pZan + 9ugon — o) %Wpﬁaﬁhoo

1 o 1
=3 (7P — hP%) (apgw + 0ugpn — aaSmt) Eﬂpﬁaﬁhoo

~0.

Substituindo esses resultados na Eq. (3.41):

1

1
ROO [ —8V [—zﬂ”aaahoo} [ ia”ayhoo .
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Como 9:hgy = 0, encontra-se:
1.
ROO ~ Ealaihoo .

Reconhecendo 9'9; — —V?, a expressdo ndo relativistica e de campos fracos para Ro
serd [108]:
1
Roo ~ —Evzhoo. (3.42)

Substituindo (3.42) em (3.40):
192 — 2 (6¢) ~ =
27w P)~ 5P

1
V2 <2h00 +5¢> = —%’p. (3.43)

Para recuperar a equagdo de Poisson, deve-se tomar:
n = —8nG. (3.44)

Dessa forma:

V2 Ghoo - 54>) ~ 47Gp. (3.45)

Das Egs. (3.36) e (3.45) verifica-se que no limite newtoniano da gravitagdo LyST, o
campo gravitacional tem tanto a contribuigdo métrica (através de hgp) quanto da fungao

de escala (por meio de d¢).

3.5 Comentarios Finais

Nesse capitulo, construimos a teoria de gravitacdo LyST. Ela se baseia nas hipéteses
de compatibilidade métrica e auséncia de tor¢do que garantem a similaridade entre as
geodésicas métrica e afim. Com essas hipoteses, foi possivel obter a curvatura e suas
contragdes. O proximo passo foi determinar um principio variacional para a obtencdo
das equagdes de campo. Construimos uma generalizagdo em Lyra da a¢do de Einstein-
Hilbert, onde de acordo com o principio de acoplamento minimo na variedade de Lyra,
foi considerado um elemento invariante de volume d*x,/—g¢* e o escalar de curvatura
de Lyra R no integrando. Obtivemos as equagdes de campo e conseguimos mostrar que
ela apresenta um limite newtoniano bem definido, tanto nas equagdes de campo (que
tendem a equagdo de Poisson) quando na equacao da geodésica, que tende a expressao
de uma forca conservativa a partir de um potencial. Essa caracteristica é bastante im-
portante, pois serve como um indicativo de que os fendmenos gravitacionais explicados
pela teoria newtoniana ndo excluem a teoria LyST nas suas escalas de validade. Agora,

queremos iniciar uma primeira aplicagdo da teoria, que é no caso esfericamente simétrico

85



que serd abordado no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Simetria Esférica na Gravitacdo LyST

No capitulo anterior, foi construida a teoria de gravitagdo LyST sobre a variedade de
Lyra. Com as equagdes de campo e a equagdo da geodésica definidas, podemos submeter
a teoria a verificagdes fenomenoldgicas, a fim de estabelecer a sua validade. O primeiro
passo nessa abordagem consiste em obter as solugdes com simetria esférica. Essa etapa
é crucial pois, com ela, poderemos contrastar as suas predi¢des com informagdes obtidas
em nivel de sistema solar.

Em geral, as teorias relativisticas de gravitacdo utilizam os astros do sistema solar
como laboratério de experimentacdo. Contudo, pelo fato das escalas de energia serem
ndo relativisticas, é possivel apenas comparar as predigdes da teoria relativistica como
perturbagdes de primeira ordem sobre a teoria newtoniana. Nesse ponto, jd averiguamos
que a teoria LyST se comporta bem para esse caso uma vez que apresenta um limite
newtoniano bem definido. Assim, uma boa estratégia de abordagem serd a obtencdo de
uma solugdo estaciondria esfericamente simétrica seguida do estudo das suas geodésicas.
Nesse estudo, vamos explorar as trajetérias de particulas massivas e ndo massivas a fim
de se ter uma nogdo sobre a influéncia gravitacional na teoria LyST. Serdo investigadas
as aproximagdes em primeira ordem sobre a gravitagdo newtoniana para a expressdo da

precessdo do periélio orbital aplicada a 6rbita de merctrio.

4.1 Solucao Estatica Esfericamente Simétrica no Vacuo

O caso de interesse é aquele em que o espago-tempo tem solugdo estaciondria e esferica-
mente simétrica, com coordenadas (f,7,0, ¢). A expressdo para o elemento esfericamente
simétrico na variedade de Lyra é derivada no Apéndice B. Assim, vamos assumir que as
componentes métricas da Eq. (B.34) ndo apresentam dependéncia temporal e, portanto,
trabalhar com um elemento de linha do tipo:

ds? = ¢ (r)?a (r)dt? — ¢ (r)> B~ (r) dr® — ¢ (r)*r? (d6? + sin? 6dg?) (4.1)

cuja métrica referente e sua inversa sdo, respectivamente:

Suv = diag (zx (r), —[3’1 (r), —12, —r? sin? 9) , 4.2)
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¢M" = diag (oc’l (r),—B(r),—r 2, —r2sin’ 9) . (4.3)

Os simbolos de Christoffel sdo:

/ Ba
, m 00 5 Oﬁ/ 0 0
w 0 0 00O w 0 0 —rB 0
0 000 0 0 0 —rsin?6p
(4.4)
0 00 0 00 O 0
1 1
{2} _ 00 5 0 ; {3} _ 00 O -
m 0lo 0 m 00 0 «cotf
0 0 0 —sinfcosH 0 % cotd 0
Com eles, calcula-se as componentes ndo nulas do tensor de Ricci na variedade
Riemanniana: .
Rp= b
1 D(” Il n” /
Rl_ _ﬁZDé _‘X4£ +ijl2 _‘37’ (45)
R2 — B B pa? pa '
2 20 4o 402 ra ’
1 ! !
Ri= -hrd-f-f,
donde, pelo célculo do trago, obtém-se o escalar de curvatura de Riemann:
2 2 17 !n! 2 2 / 2 /
R-2_26_ P _ap  pa” 2px 25 (4.6)

2 72 n 2x 202 ro r

Substituindo as Egs. (4.5) e (4.6) em (3.21), juntamente com a condi¢do de que ¢ =

¢ (1), entdo, as equagdes de campo se reduzem a:

ﬁ/ 4)/ 1 1 [B/ 44)/ 24)// 4)/2
Bo B2 R B g g @

(4.7a)
L A T

T TBE TR e g @ Y
(4.7b)

ol D‘/ﬁ/ Dé/(,b/ “/2 IB/(P/ o ﬁ/ 24)/ 24)// 4)/2 0

T2 dap ap A2 Py 2ar 2pr ¢ ¢ @7
(4.7¢)

5 o o' B “/4)/ 0(’2 514)/ o ﬁ, 24)/ 24)// 4)/2

'0) (5 S~ tae e e e p )

(4.7d)
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Claramente, as Eqgs. (4.7¢c) e (4.7d) sdo idénticas e levam as mesmas consequéncias.

Na Relatividade Geral, o espago-tempo ao redor de um buraco negro estaciondrio,

carregado ou ndo, pode ser escrito com uma métrica da forma:
guv = diag (tx (r), —a"t (r), —1%, —1*sin® 9) , (4.8)

mesmo que se considere a contribui¢ao da constante cosmolégica. Uma vez que as obser-
vagoes indicam uma correspondéncia bastante significativa entre os fendmenos gravitaci-
onais e as predi¢des da Relatividade Geral, deve-se seguramente assumir que uma teoria
gravitacional na variedade de Lyra deve recuperar as equagdes da Relatividade Geral nos
regimes de validade dos dados ja observados. Seguindo essa linha de raciocinio, pode-se
formular uma abordagem de trabalho, assumindo-se uma métrica tal como (4.8) para a
variedade de Lyra. Claro que esta ndo é abordagem mais geral; mas sua consideragdo
simplifica grandemente o trabalho e, como sera posteriormente demonstrado, da origem
a solucdes que tendem ao espaco de Schwarzschild em limites especificos. As solucgdes
com métrica da forma (4.8), serdo designadas por solugdes "tipo-Schwarzschild" e serdo

primeiramente averiguadas.

Enfatizamos que ao adotarmos (4.8) ndo eliminamos a informacao sobre a fungdo de
escala da solugdo esfericamente simétrica sob construgdo no contexto de Lyra. De fato, ¢
aparece separadamente de g, e € levado em conta explicitamente no elemento de linha
(4.1) e nas equagdes de campo (4.7). Por isso, ¢ aparecerd na solu¢do que encontraremos
para o equivalente de Schwarzschild na gravitacdo de Lyra.

4.1.1 Solugdes tipo-Schwarzschild

As equagdes de campo para um espago-tempo vazio esfericamente simétrico descrito por
uma métrica tipo Schwarzschild sdo obtidos das Egs. (4.7), assumindo-se « =  (que é a
condicdo para que (4.2) fique da forma (4.8)):

a¢_W+72+E+E+?_$:O’ (4.9a)
! ! / / 2
_"‘w 0;2_:2_;‘;_‘2;_3;2 —0, (4.9b)
% 1ol / / " )
o ";4)_2_2:;_22 ‘fl’)zzo. (4.9¢)
Somando-se as Egs. (4.9a) e (4.9b), encontra-se:
AL (4.10)

¢ ¢
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Nota-se que, resolvendo ¢ com (4.10), pode-se em um segundo momento, utilizar alguma
das Egs. (4.9) para resolugdo de a. Opta-se aqui pela utilizacdo de (4.9b). Para solugado

dessas equacgdes, define-se momentaneamente a variavel:

/
z = ¢ , (4.11)
¢
tal que:
4)//
T =7 422 (4.12)
¢
Portanto, as Egs. (4.9b) e (4.10) se reduzem a:
2 —22=0, (4.13a)
! 1 1 "4
o 1] (4.13b)
o ar? 12 ar v

A Eq. (4.13a) é uma equacao diferencial de simples solugao:

z(r) =~ _1rL, (4.14)

onde 71 é uma constante real. Combinando (4.11) e (4.14), pode-se obter a solugdo para

o) )
P(r) = (4.15)

rL—r

Nessa expressdo, rop é uma constante de integragdo definida sobre a linha dos reais.
Substituindo (4.14) em (4.13b), obtemos, depois de alguns passos algébricos:

Lo +a—

do r. (142r/rp) /AN
dr r (1—r/r) (1 )_0'

Definido p = r/rp:

de  a(1+4+2p) ( 1)
—+ -4 (1-=) =0.
do  p (1-p) P

Essa é uma equacdo diferencial linear de primeira ordem, cuja solucéo é:

a(p)=(1-p)*[1—(1—p)A]

7

D

onde A € R é uma constante de integracdo. Portanto:

a(r) = (1—&)2 [1— (1—&) A} % (4.16)

Essa funcdo tem duas raizes. A primeiras delas é obtida caso o primeiro fator da mul-

tiplicagdo em (4.16) se anule. Isso ocorre quando r = r;. A segunda raiz, que serd
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designada por rs, é obtida quando o segundo fator se anula. A condi¢do para isso é
1—(1—r/rL)|,—, A =0, easolucao dada por:

rs =1L <1 — i) . (4.17)

Nota-se que ndo é possivel obter uma solugéo finita para (4.17) no caso em que A = 0.
Essa constatagdo naturalmente divide a solugdo (4.16) em dois grupos. Naquele em que

A =0, a fungdo « sera:

2
a(r) = (1 - r) oy (4.18)

rL r

Por outro lado, no caso em que A # 0, pode-se resolver a Eq. (4.17) para A e o substituir

em (4.16), para reescrevé-la como:

2
r 1—rs/r
=(1-—— —_ 4.19
%) ( VL) <1—1’s/7’L> (*.19)
Por fim, sintetiza-se o conjunto de solugdes esfericamente simétricas das Egs. (4.15),
(4.18) e (4.19) em:

Solugdes do Tipo A
(1’)—1’70 e a(r)= 1- = i 1-r/r (4.20)
PLr) = 1-= N L 1—rs/rL i
e:
Solugoes do Tipo B
N=-"_ e a(r)=(1-_ n (4.21)
P =11 B re) r’ '

De um ponto de visto de fenomenologia fisica, a solugdo do tipo A é mais interessante.
Isso porque, para recuperarmos o limite da Relatividade Geral, precisamos tomar o limite
em que a func¢do de escala é uma constante. Observando as solugdes para ¢ (r) nas Egs.
(4.20) e (4.21), podemos obter esse limite caso v, — co. Tomando essa condigdo nas

solugdes para &, encontramos:

ao passo que
‘XtipoB (7’) — Q.

Assim, somente as solugdes tipo A recuperam o limite de Schwarzschild e serdo aquelas

com que iremos trabalhar no decorrer do estudo.
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4.2 Geodésicas

Tendo encontrado as solugdes para as equagdes de campo, deve-se voltar as atengdes
para as equacdes de movimento. Supondo que a trajetéria de um particula livre possa
ser parametrizada com o tempo préprio T, entdo, esta pode ser obtida através do célculo

de variagdes como sendo aquela que minimiza o funcional:
/ dx® dxP

5s=0. (4.23)

ou seja:

Esse cdlculo foi realizado para um contexto geral na se¢do 2.3.2. De fato, a Eq. (2.46),
juntamente com a defini¢do da derivada covariante de Lyra da fungdo de escala (ou seja,
V¢ = 9,¢/¢) pode ser escrita como:

4 [} + Vaddp + Vppsk — gV ppgap] 158 =0, (4.24)
onde foram utilizadas as notagoes () := ‘;—(T) e() = %_

Contudo, no caso da simetria esférica, é mais instrutivo, sob certas circunstancias,
trabalhar com lagrangianas que originam as equagdes de movimento (4.24). De (4.22),

pode-se verificar diretamente que uma lagrangiana possivel é:

L= /¢t xv. (4.25)

Porém, com essa expressdo, a obtencdo das equagdes serd grandemente dificultada. Como
alternativa, pode-se buscar uma nova lagrangiana que leva as mesmas equacdes de mo-

vimento.

Proposicao 4.1. A lagrangiana
1o .
L= ¢ Suuxt . (4.26)
dd origem a equagdo de movimento (4.24), assim como (4.25).

Demonstragio. Para mostrar que a lagrangiana (4.26) resulta na Eq. (4.24), pode-se calcu-
lar as equagdes de Euler-Lagrange:

oL d JL

oxt droir #.27)

onde x# = dx# /dt. O primeiro membro de (4.27) sera:

oL s 15 4.
o = PP P gap + 592550, gup.
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Derivando (4.26) com respeito a x¥, encontra-se:

oL 5, .
g~ 8wt

Portanto, o segundo de membro de (4.27) sera dado pela expresséo:
o (¢°Quux™) = 2¢05Puux" %P + $p?0pguut* 2P + 7 gapx*

A Equacdo de Euler-Lagrange sera

S 1 S O 2 S X
90" 1P gup + 5 74" ¥PDyugup — 200pPgapt 1P — 0pgax* P — 97" = 0.

Nota-se que:

SO 1 C .
TE I, p———

— 200ppuut P = — PO %P — POpPgaut P .

Com (4.31) e (4.32), a Eq. (4.30) pode ser reescrita como:

— P Qup ¥ — 2 1P [y, ap) + (90, 980p — POP By — POpPLan) Wb =0.

Contraindo com ¢—2gH" :
0=—# — {11+ (cp*lay(pgaﬁgw — 7100 p3 — ¢ ppaL ) 5P,
Reconhecendo que V¢ = ¢~ 19,¢:
# ({;ﬁ} + Vah+ Vot — Vyng,xﬁg””) i =0,

e, assim, conclui-se que, de fato, a lagrangiana (4.26) leva a (4.24).

No decorrer do texto, considera-se entdo a Eq. (4.26):

1
L= Ecngwxﬂxv.

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Portanto, para o caso esfericamente simétrico em que o tensor métrico é definido pela Eq.
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(4.8), a lagrangiana sera:

P> (a(), ¢*() o ¢°(1) 2 2y
L= e — 0 0 4.34
5 2 (1) 5 > (6% +sin” 0¢%) , (4.34)
onde & e ¢ sdo fungdes de r dadas nas Eqgs. (4.20). No decorrer desse capitulo, vamos
omitir a dependéncia de r em ¢ e a por economia de notagdo, mas vale salientar que
a:=uwa(r)ed:=¢(r).
Na sequéncia, serdo calculadas as quantidades que aparecem nas equagdes de Euler-

Lagrange para cada coordenada. Comecando pela coordenada temporal ¢, verifica-se

que:
oL
— =0.
ot
Por outro lado, temos:
oL _ uf
aF et

Combinando essas duas relagdes, a equacdo de Euler-Lagrange com respeito a coorde-

nada t d4 origem a seguinte equacao de movimento:
P*af =k, (4.35)

onde k é uma constante que surge em decorréncia da ciclicidade da coordenada ¢ na
lagrangiana L.

Por sua vez, para a coordenada radial, encontra-se:

oL _¢*a, (¢ & ¢* o (9 22 (¢ I\ 2, 20
5 =5t <2¢+a>—2“r <2¢—a>—¢r <<P+r> (6> +sin®0¢” ) .

Temos também:

e, com isso:

dt o«

d oL 2 (o S
A equacdo de movimento nessa coordenada serd, portanto:

P4 a2 (‘Z)I + 2“;) + ((Z — ;‘;) —ar? <‘Z + 1) (6% +sin®09?) =0.  (4.36)

Agora, vamos trabalhar com a coordenada polar 6. Tomando a derivada da lagrangi-

ana com relacao a 6 e com relac¢do a 6, obtemos:

L
30 = —¢°r*sinf cos 0¢?;

94



aL 22'
a0 T

Assim, podemos calcular o segundo termo da equagdo de Euler Lagrange:

d oL _ 13024 29 54 2 25
dtod 2¢¢'ir°0 — ¢2ri0 — 10
Portanto: o
é+sin9cos€gb2—|—2<q;+r> 0 =0. (4.37)

Por fim, a coordenada azimutal. A lagrangiana é também ciclica nessa variavel:

oL
a9
gglt; = —¢*r*sin’0¢,
¢*r*sin®0p =h, (4.38)

onde h é uma nova constante de movimento.

Devido a simetria esférica, o movimento geodésico resultante de uma condicao inicial
especifica estara restrito ao plano geodésico. Aqui, assume-se que as coordenadas foram
definidas de tal modo que o plano geodésico se caracteriza por § = /2. Assim, as
equagdes de Euler Lagrange (4.35)-(4.38) se simplificam e podem ser escritas como:

P>t =k; (4.39a)

.. 2:2 47/ o’ ) (Pl o 2.2 4), 1 _0N-
P+ ot <¢+2“>+r <¢—2(X>—ocr(p <¢+r> =0; (4.39b)
¢*r*g =h. (4.39¢)

Pode-se substituir uma das equagdes pelo vinculo u,u" = 1 para particulas massivas
ou uyu# = 0 para ndo massivas, lembrando que, na geometria de Lyra, a 4—velocidade
precisa ser determinada com um fator ¢ para que se transforme, de fato, com um vetor

de Lyra. Assim:

2 T
upul = p=guu " =

Usando a Eq. (4.8), encontramos:
. (PZ .
P*at? — = # — ¢*r* (6% +sin? 0¢?) =
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Como 0 = /2, entéo:

. 2j2 0
Pl — 4’77 _ ¢ =
1
Utilizando as Egs. (4.39a) e (4.39¢), obtém-se:
. k? , h?
p*ai® = e e ¢H2? = i
Logo
2 2.2 2 0
kT _E % = : (4.40)
Pt a7 1
O conjunto de equacgdes (4.39) e (4.40) sera:
4)20421; =k; (4.41a)
dr L, (dt\* (¢ dr\* (¢ o
2 " (w) (Nza)*(m) (qua)*
dp\* (¢ 1
P 2 — LA — — .
ar <dT> <¢ +r> 0; (4.41Db)
¢2r2§f =h; (4.410)

2 _
"2_452(‘”> _r )0 (m-O)/ (4.41d)
1 (m#0)

onde m designa a massa da particula em movimento geodésico. No caso de particulas
ndo massivas, k e h sdo respectivamente energia e momento angular. Por outro lado, se a
particula tem massa, entdo essas constantes serdo energia e momento angular especificos;
isto é, energia e momento angular divididos pela massa m. Essa interpretagao ficard mais
clara quando as equagdes forem rederivadas na segdo 4.2.1 via método de Hamilton-

Jacobi.

As Egs. (4.41c) e (4.41d) podem ainda ser combinadas para a obtengdo de uma equa-

cdo diferencial que descreve a trajetéria orbital como uma funcdo de r em termos de ¢.

96



Definindo

a Eq. (4.41d) fica:

= E.

k2 ¢2(drd(p>2_ h?

P’ « \dedt 212
Usando (4.41¢):
dr\? k4 ap?rt
<dq0> = F — & ()Zz — 067’2. (4:4:2)

Quando se trabalha com solugdes esfericamente simétricas, algumas equagdes sdo

melhor abordadas definindo-se uma nova variavel u:

1 du dr
U=- e — = ——.

r u r

Nesse caso, as fungdes o := a (1) e ¢ := ¢ (r) devem ser subentendidas como ¢ (1/u) e
« (1/u). Entretanto, para uma maior clareza na exposi¢do, vamos continuar omitindo as

dependéncia nessa fung¢des. Assim sendo, a Eq. (4.42) pode ser escrita como:

du\> k*  ag?
(dq)) =2 shi; — au? (4.43)

Derivando com respeito a ¢:

d?u  1d (au?) e d n
2t @ +ﬁﬁ(tx¢)_o. (4.44)

Essa equacdo serd estudada mais adiante no texto.

4.2.1 Abordagem de Hamilton-Jacobi para Particulas Massivas

Uma abordagem alternativa para a obtencdo das equacdes geodésicas é o método de
Hamilton-Jacobi, desenvolvido na se¢do 2.6.1. Como visto, a equagdo de Hamilton-Jacobi

no contexto da geometria de Lyra ¢é escrita como:

dS dS
uv U2 — 22
oxiaxt 9
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em que S é a fungao principal de Hamilton. No caso de uma métrica esfericamente simé-

trica conforme a proposta em (4.8), sua inversa é dada por:
g = diag [ofl (r), —a(r), —r 2, —r 2sin2 0} . (4.45)

Escolhendo um plano orbital onde 6 = /2, reduz-se uma dimensdo do problema, e a

equacdo de Hamilton-Jacobi fica:

1 /952 as\? 1 [/as\* ., ,

=] —al=) 55| = . 4.46

oc(Bt) a(8r> r2 (8(;}) g (r) (4.46)
Devido as isometrias do espago-tempo, a hamiltoniana independe tanto da coordenada
temporal t como da coordenada angular azimutal ¢. Nesse caso, propde-se uma solugdo

para S com a forma:
S=Et—1lp+S,(r), (4.47)

onde E e ] sdo constantes.

Substituindo (4.47) na Eq. (4.46), encontra-se:

2 2
(5 Ly

w dr)
B2 m2¢?2 2
Sr(r):i/dr\/lxz—lx -3 (4.48)
A fungéo principal de Hamilton serd, portanto:
E2  m2¢? P2
=Et—lp=+ \/——, 4.49
S @ / dr\/ — P (4.49)

que depende de duas constantes: [ e E. Conforme exposto em (2.78), as equagdes de
movimento podem ser obtidas tornando constantes as derivadas de S com respeito a

cada uma destas constantes. Come¢ando com a constante E:

.95 a\/EZ m2p2 2
Kt:tref—aE—tj:/draE ﬁ_T_W’

1 1 10
— tref = dr= ——E2,
t tref :F/ 7’2 \/EZ g2 2 &2 OE

t— tos = FE / dr . (4.50)
\/52 m2: 2
2T T T
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Agora, para a constante [:

_ S 8\/E2 m2p2 2
K¢:_¢ref_al__¢i/draz 2 o« ar?’

(4.51)

Nota-se através das Equagdes de Hamilton-Jacobi, que pode-se relacionar a evolugdo
das coordenadas diretamente, sem a necessidade de se parametrizar o movimento com
um parametro afim, como € feito no caso do célculo das equagdes geodésicas.

Os momentos candnicos sao : 3s

Pode-se utilizar a Eq. (2.81) para determinar como as velocidades generalizadas depen-

dem das coordenadas:
dS

oxH’
1 aS

B — P

* mcng oxH’

Para o caso de t, a Eq. (4.49) permite encontrar:

T, = mcngmg,xﬁ =

1 dS _ a!

m?S 9 mgr

. E
2

t=—. 4.52
Pui= (4522)

Para r, a Eq. (4.49) da:

1 11a£_(_“) \/—2 2 2,—1 2_0‘7112
r_m(ng ar_mq>2 +1/a—2E ma—'¢ ) ’

m2pta 2% = 0 2E? — mPag? — a1
r2 ’
2 2 2
1E ¢9p 1T (4.52b)
(X(PZ m2 a 1’24)2 m2
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E, por fim, para a coordenada ¢:

!
2.2
Pprogp = —. (4.52¢)

Nota-se que as Egs. (4.52) sdo as mesmas que a primeira, terceira e quarta das Eqgs. (4.41),

reconhecendo quek = E/meh = 1/m.

4.2.2 Abordagem de Hamilton-Jacobi para Fétons

No caso de particulas ndo massivas (m = 0), temos:

w9S 95
dxH oxv ’
em que S é a funcdo principal de Hamilton. Usando a métrica inversa na Eq. (4.45), esta
equacao fica:
1/ 9s\* 1 (0S)?
“(Z2) —w(Z2) - (22) =0 4,
) o (5) = G) 0 e

As isometrias do espago-tempo garantem que a Eq. (4.47) seja valida também no caso
de particulas-teste ndo-massivas. Logo, substituindo (4.47) em (4.53):

Sy (r) :i/dr — - —. (4.54)

A fungdo principal de Hamilton sera:

Et—lp+ d\/Ez P 4.55

que depende dos parametros [ e E. Assim como apresentado na Eq. (2.78), é possivel
obter as equagdes de movimento fazendo com que as derivadas de S com respeito a
cada uma desses parametros sejam constantes. Realizando esse procedimento para as
constantes E e [, de forma andloga a que foi feita na segdo 4.2.1, obtemos:

-2

«
B2 _ 2
o2 w?

t—tret = :FE/dT (456)
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—.
\/Ez—i—zzx

Para fétons, 0 momento candnico serd 7, = ¢* gngﬁ. Pela abordagem de Hamilton-

¢ — Pref = £l / drrlz (4.57)

Jacobi, esse momento candnico estd associado a S através de:

=2
oxH
Portanto: 1 25
P = @ gﬁH ol
Para o caso temporal, obtemos:
¢*af = E. (4.58a)

Para r:
,ij _ 4;;?2 - rj;z o, (4.58b)
E, por fim, a coordenada angular ¢:
b=~z (-]
P*r?g =1. (4.58¢)

Assim como no caso de particulas massivas, as Egs. (4.58) sdo as mesmas que a primeira,
terceira e quarta das Eqgs. (4.41) para m = 0. Um detalhe adicional é que, conforme
j& havia sido comentado e agora foi constatado, k e h em (4.41) sdo respectivamente a

energia e o momento angular no caso de particulas ndo massivas.

Colecionamos as Egs. (4.58a) e (4.58¢c) no conjunto de equagdes abaixo:

101



Py =k (4.59)
s (8 (42) (8 (- 5)-

ar? <djf 2 (9; + 1) —0; (4.60)

7o <, (4.61)

R A

4.2.3 Correcao a Gravitacio de Newton

Na secdo 3.4, foi verificado que, no caso de movimentos ndo relativisticos de particulas
testes sob influéncia de campo gravitacional fraco e estético, a gravitacdo LyST apresenta
equagdes de campo e movimento tais como a da Lei de Gravita¢do Universal de Newton.

Focando no caso de simetria esférica, as Egs. (3.34) e (3.45) se reduzem a:

d2r dau
FTo R (4.63)
e dZ
u
onde: .
u (X) = Ehoo + ¢, (4.65)

onde hgp é o termo de perturbagido ao coeficiente 799 da métrica de Minkowski e ¢ é um
termo perturbativo a fun¢ao de escala unitaria; i.e. ¢ = 1+ J¢ A solugdo esfericamente
simétrica obtida para a teoria gravitacional na variedade de Lyra é inteiramente definida
pelas fungoes « (1) e ¢ (r), cf. Egs. (4.20). Realizando uma expansado em série de Taylor

para as condi¢des de campo fraco r; < r e r < rp, (e logicamente, r; < 1), obtemos:

r 7’2

4)(1’)%1—{—E+72, (4.66)
L
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2 2
a(r)z1+3(rs+r§>—(1+rs>rs—2r<1+3rs)+r2. (4.67)

rL 1 r.) r L 271

Comparando as Eqgs. (4.66) e (4.67) com (3.30), reconhece-se que:

2 2
h00:3<r5+r;>—<1+rs>rs—2r<1+3“>+72 (4.68)
rLoorg rL) r rL 2rp 7
© 2
roor
op=—+—. 4.69
b=t (469)
Substituindo (4.68) e (4.69) em (4.65):
1 rs\ s 37s 372
Ux)=—2(1+=2) 525,422 4.70
() 2( +rL> r Zr%r+2r% (4.70)

onde foram negligenciados os termos constantes em U, visto que ndo contribuem para as

equagdes de campo e de movimento. Substituindo (4.70) em (4.63):

d?r 1 rs\ s 3rs 3r
—=—|14+=) =4+ - . 4.71
dar? 2( +1’L> r2+2r% r2 471)
Definindo-se a massa geométrica:
1 Ts 1 Ts
=-———— =1 |1+=], 4.72
meg 2(1_&) zrs< +7’L> ( )
rL
podemos reescrever a Eq.(4.71) como:
d%r mg 3 1 3r
— = -t (4.73)
2 2 2 2
dt r 2r? ( ﬁ 4 % ) r?

A partir da aproximagdo em primeira ordem de r; !, nota-se que a massa, fonte de gra-
vitacdo na descri¢do newtoniana esta relacionada, ndo sé a r; (como é o caso da Relati-
vidade Geral), mas também com r;. Dessa forma, o efeito de r; em primeira ordem é
simplesmente alterar a definicdo da massa gravitacional newtoniana. Os efeitos de se-

gunda ordem incluem uma aceleragdo repulsiva constante % (1% e o termo atrativo
2mg ﬁ)

3r
>
43

tipo anti-de-Sitter —

4.3 Propriedades da solucao esfericamente simétrica

A constatacdo da existéncia de um limite newtoniano, conforme exposto na segdo 3.4

permite o reconhecimento da massa newtoniana, que, por principios fenomenolégicos,
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é uma grandeza real e positiva. Sendo assim, pode-se reescrever a solugdo (4.20) para «

substituindo-se a constante r; em termos de mg e r;. Isolando r; em (4.72):

1
1 1°
T

ZI’VZG

rs = (4.74)

Substituindo (4.74) na segunda equacao de (4.20):

2
a(r) = <1—r> (1—2”:@+2mc> . (4.75)

Na solugdo para a escala ¢, dada em (4.20), toma-se ¢ = 1, tal que:

() =77 (4.76)

Nessa parametrizac¢do, o elemento de linha serd dado por:

—4 =il =)
2 2
_Q_ﬁ @_mmfm>mtofr>#m2(un
rL r rp rL

Antes de prosseguir, deve-se reescrever as equagdes para a geodésica, dadas em (4.78),
de acordo com as expressdes (4.75) e (4.76):
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<1 _ ZmG + 2mc> ﬁ :k; (4.78&)
r, ) dt
2
o de . (4.78b)

2 2
(=) | (-

Limite de Schwarzschild

Nesse ponto, deve-se verificar se as Eqs (4.75) e (4.76) sdo fisicamente coerentes. Sabe-se
que a Relatividade Geral deve ser a teoria emergente no limite de ¢ — 1 da gravitacdo

na variedade de Lyra. Considerando essa condigdo em (4.20), encontram-se as relacdes:
(PO ~1 e rp > (479)

que devem ser vélidas simultaneamente. Investigando o limite de r;, — oo em (4.20),

verifica-se diretamente que
2m
wU)21—479, (4.80)
que é o resultado esperado, de acordo com a solugdo de Schwarzschild na Teoria da
Relatividade Geral [95]. Comprova-se assim a existéncia de um limite de Schwarzschild
na solugdo obtida e, com isso, a possibilidade de se interpretar o parametro r; como a

generalizagdo em Lyra do conceito do raio de Schwarzschild.

Regime de Grandes Distancias

O campo gravitacional sentido por particulas teste infinitamente afastadas pode ser ob-
tido tomando o limite de r — oo em (4.20) e depende quase que exclusivamente de um

termo quadrético:
2m G

a(r) ~ (1 + ) é (4.81)

rL T’L
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Comparando com a solu¢do de Schwarzschild de-Sitter no limite de grandes distancias:

=1-5 -T2 482
a(r) . 3r 3r, (4.82)

entdo, verifica-se que o parametro r;, estd associado com a massa da fonte e a Constante

2
A~ —32 (1 + ’”G> . (4.83)
ry

Cosmoldgica:

Entretanto, é o valor de r;, que determina se a constante A serd positiva ou negativa. A
solucdo serd assintoticamente de-Sitter (ou seja, A > 0) quando 71, respeita a condigao

—2mg < rp < 0. Nesse caso (em que |r.| < 2mg), a Eq. (4.83) pode ser reescrita como:

A= OMG <1 _ Il > . (4.84)
|rL| sz

Porém, nas solugdes em que —2mg < rp < 0, a fungdo a (r) é negativa para todos os
valores positivos de r:

S O} (S R

como pode ser visualizado na Fig. 4.1. Isso faz com que goo < 0 e g11 > 0, 0o que leva a
uma assinatura de métrica do tipo (— + ——).

Por outro lado, se r;, < —2mg ou ry, > 0, entdo, o espago-tempo nas regides afastadas
da fonte gravitacional serd do tipo AdS, com:

A~ —32 <1 n 2mG> : (4.85)
T’L rL

Classes de Soluc¢oes

Com os comentarios realizados acerca do comportamento assintético das solugdes, pode-

se classifica-las em trés classes distintas ':

¢ Classe 1: 11, > 0, solugdes assintoticamente AdS, com r, positivo;

¢ Classe 2: 1, < —2mg, solugdes assintoticamente AdS, com 7y, negativo;

e (Classe 3: —2mg < rp < 0, solugdes assintoticamente de-Sitter.
O comportamento de & como fung¢do da coordenada radial pode ser verificado na Fig.
4.1. Nesse tipo de solucao, a apresenta duas raizes reais positivas, uma em r = ﬁ e

2mG .
outra em r = ry, sendo que r = r;, é um ponto de minimo da funcéo « (7). Nas solugdes

Nao se esta considerando a solugao Schwarzschild que é também, uma possivel solugao.
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Classe 1 Classe 2

5 pr . . . .
---- Schwarzschild (1 - ») 4+
a4 . =10%m
3F — =10 mg of
_of — . =10*mg P
= 0
[S] S
L e e U ---- Schwarzschild (r, - %)
0 -2r —— 1 =-10%m, 1
— L =-10>mg
-1F ] _af =102,
0.1 1 10 100 1000 104 10° 0.1 1 10 100 1000 10? 10°
r/mg r/mg
Classe 3
O . . . .
---- Schwarzschild (r, - )
—rp=-mg/2
=50 o
—rL=-5mg/4
= L
g 100
-150F
-200 ! !
0 2 4 6 8 10
r/mg

Figura 4.1 — Comportamento de cada uma das classes de solugdes de a. O caso limite de
rp — oo leva naturalmente a solucdo de Schwarzschild.
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de Classe 2, o valor de « cresce monotonicamente conforme se aumenta a coordenada
radial, tendendo a um regime tipo anti-de-Sitter em r — oco. Por ultimo, as solugdes de
Classe 3, tendem a um regime tipo de-Sitter em r — oco. Contudo, conforme pode ser
visualizado, a fung¢do « (r) é negativa para todos os valores reais positivos de r.

4.4 Trajetoria de Particulas Massivas

As particulas de massa ndo-nula, designadas por m, apresentam trajetérias geodésicas
tipo-tempo. Os objetos astrondmicos sujeitos a agdo de campos gravitacionais cuja fonte
tem massa M muito superior a deles (m < M), podem ter sua trajetéria modelada como
particulas teste, cujas coordenadas (r, 0, ¢) estdo sujeitas aos vinculos geodésicos (4.41):

P*af =k, (4.86)
L e ('ﬁf’z SN B (4.87)
‘X(PZ & 1,24)2 4 :

¢*r*p =h, (4.88)

onde k e h sdo respectivamente, a energia e momento angular especificos da particula. As
fungoes « (r) e ¢ (r) definem, respectivamente, a métrica e a escala e surgem como solu-
¢Oes das equagdes de campo da gravitagdo LyST, dadas pelas Egs. (4.20). Salienta-se que
nas Egs. (4.86) - (4.88), o plano orbital foi mantido constante e o sistema de coordenadas

orientado tal que 6 = 7t/2.

Conforme ja comentado, quando se trabalha com problemas de potenciais centrais, as
equagOes, em muitos casos, sao melhores desenvolvidas em termos da varidvel u = 1/r.

Tomando as solugdes (4.75) e (4.76) em termos de u:

1)’ 2
oc(u)z(l—) <1—2mcu—|—mc) ,
rpu rL

1
4’(”):1_L/

rpu

pode-se reescrever a Eq. (4.44), com ¢ = 1, como:

d%u 6meg mg 1 mg 2
=24 - (14 = 4.
d(p2+u<1+ . > h2+rL< +rL)+3mGu (4.89)
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4.4.1 Movimento Radial

Um movimento puramente radial mantém fixas as coordenadas angulares. Dessa forma,
de acordo com a Eq. (4.88), verifica-se que trajetérias desse tipo ocorrem quando = 0.
Aplicando essa condig¢do em (4.87):

1 B2 @A) (dr\?_
a(r)¢*(rym?  a(r) <dT> =1 (4.90)

Das Egs. (4.20), pode-se mostrar que:

a(r)g?(r)=1-="+="= (4.91)

¢* (r) 1 1 , (4.92)

Logo, a Eq. (4.90) fica:

dr\? r\* [/ E2 2mg  2mg
() = (-7) Ge15-5). 4

Na teoria de gravitagdo LyST, a velocidade dr/dt ndo se anula em r = 5, 0 que é um
possivel indicio de que o horizonte é resultado da escolha de coordenadas. Em contra-
partida, na teoria escalar-tensorial de Lyra, dr/dTt se anula em r = ry. Por esse resultado,
pode-se especular que r = 1 é, de fato, uma divergéncia fisica no espago-tempo. Na

secdo 4.5.1.2, esse topico serd investigado com mais detalhes.

Supondo que, num tempo inicial T = 0, a particula esteja em repouso na coordenadas

r = rg, onde ry € uma constante real diferente de r;:

dr

r=ro

Dessa forma, pode-se, através de (4.93), reescrever as constantes E e m em termos de s,
rp erp:

— =1-"—3 == (4.94)

Substituindo (4.94) em (4.93):

dr r\ 2 2mg  2mg
= B 4,
z--(1-5) , (4.95)

onde foi tomado o sinal negativo para descricdio do movimento de queda livre. Dessa

equacao, verifica-se que os movimentos que levam a uma velocidade radial ndo complexa
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estdo restringidos pelo vinculo r < rp. Integrando (4.95), encontra-se:
L 1 N T CED ICE e
—23/2\/%<%_%>3/2 & I-1 \rn r. ro)\r r) 2\rn r
2 1 1 1 1
Pl ry ro r ro

L

onde 1y é o tempo préprio onde r = ry. Dessa equagdo, vé-se que o tempo proprio para

um observador em queda livre partindo de ro > r; chegar até r; é divergente:
T(ry) — co.

Esse resultado é um sinal de uma patologia a ser analisada adiante.

44.2 Potencial Efetivo

Na mecénica newtoniana, a lagrangiana por unidade de massa de uma particula em um

potencial central do tipo V (r) = —mg/r é dada por:

I O S Y N
[,—2(1’ +1°6%) + _

Por conta da coordenada 0 ser ciclica em £, as equag¢des de Euler-Lagrange mostram que

o momento conjugado a coordenada 6, dado por pg = 9L /36, é conservado. Assim:
po=:h= 20 = constante,

onde 1 é o momento angular por unidade de massa. A energia total por unidade de

massa é: ,
= Efz + Ve (1) (4.96)
em que:
mg h2
Vegr (1) = Y + 52 (4.97)

Segundo a teoria de gravitacdo newtoniana, uma érbita circular s6 pode ocorrer no ponto
radial exato em que o potencial efetivo (4.97) é um minimo. Em geral, com exce¢do dos
casos circulares, as rbitas ligadas apresentam dois pontos de retorno. O termo centrifugo
h?/2r? em (4.97) gera uma barreira infinita 8 medida que r — 0, tal que é impossivel para
um particula com momento angular intrinseco & ndo nulo alcancar a origem. As 6rbitas

ligadas sdo caracterizadas por Ve < 0. A 6rbita circular ocorre no ponto de equilibrio,
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que pode ser determinado anulando-se a derivada radial da Eq.(4.97):

mg h2
— —2—=0—
r2 273 0

New)  H?
circ T mic;
Uma equagdo relativistica andloga a (4.96), dentro do contexto da gravitagdo de Lyra,

pode ser obtida partindo-se da Eq. (4.87):

ﬂ_iz_“hz ®

St gt ¢
2
¢4;>2:k2_%_ <1_2mG+2mG> )
r r rL
onde usaram as Eqs. (4.75) e (4.76) para « e ¢. Logo:

1 1 lah?> m m

S(KR—1) = ¢+ - —C 4 Z6 498
2 ( ) 2 At 2 12 T + L (4.98)

No caso nao relativistico, a energia E estd quase que em sua totalidade na forma de ener-
gia de repouso E ~ m. Lembrando que k = E/m, essa condigdo implica em k ~ 1.
Definindo k = 1 4 &, recupera-se a expressdao nao relativistica (4.96) expandindo (4.98)
para & — 0O:

E = %4##2 + Ve (1), (4.99)

onde definiu-se o potencial efetivo:

Com a solugdo (4.75) e (4.76):

mg mg 1 2mg h? WlGhZ
= +5 (1 + ) i (4.100)

v _Mc Mc
ett (7) L 7 L

As equagdes geodésicas podem dar origem a diversos tipos de trajetorias que se dis-
tinguem de acordo com as propriedades do potencial efetivo. Para estudé-las, reescreve-

se o potencial normalizando as quantidades ry, r e h por mg:

p::m76 ’ pL::mic e 7’]:m7G (4101)

Essa varidveis sdo adimensionais e foram definidas apenas para compactar a notagéo.

Ao longo do texto, as Eqs. (4.101) serdo frequentemente consideradas nas discussdes,
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para passar de p, o e 57 parar, r, h e mg, visto que sdo estas tltimas as que apresentam
significado fisico direto.

Com a reparametrizacdo, o potencial pode ser escrito como:
1 1 1 2\ > 7n?
fo(p):—+<1+>—. (4.102)
: AN VS
Para um valor fixo de py, entende-se o potencial como sendo fungdo, tanto de p quanto
de 7.

Em primeiro lugar, um fator discriminante entre os tipos de trajetdrias possiveis para
a particula-teste é a presenga dos pontos de equilibrio no potencial efetivo. Nesse aspecto,
para um valor fixo de 7, tomando-se a condigdo para extremizagdo de (4.102), encontra-

AV 1 1( 2> 1> 1>
——+-(1+=2) (2L - (-3 L =0,
o p* 2 oL ( )p?’ ( )94

1 2 2 2 2:|
— |- (1+= +372| =0
w7 (g ) e

Uma solugdo 6bvia a essa equagdo é p — co. Como este ndo é um caso de interesse fisico,

se:

trabalha-se na equacgao quadratica:

0% — <1+2> n’o+3n* =0,
PL

cujas raizes sdo:

2 2
&= <1+) n?—12, (4.103)

pode-se reescrever as raizes como:

Pi:;<1+2)_1(§+12)

poL

1+ 1] . (4.104)
V(1+12/¢)

O parametro ¢ vai determinar os possiveis tipos de potenciais de acordo com seu valor,

uma vez que se { < 0, ¢ = 0e ¢ > 0 remetem respectivamente a nenhum, um ou

dois pontos de equilibrio em Veg. Desse vinculo, vé-se que uma vez estabelecidos os

valores dos parametros 7y, e mg, o que determina a quantidade de pontos de equilibrio

do potencial é o valor do momento angular especifico /1, conforme ilustrado na Fig. 4.2:
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Figura 4.2 — Graficos para o potencial (4.102) para diferentes valores de momento an-
gular especifico i, mantendo-se fixo p = 10°. No caso em que h =
V3/ (1/2mg +1/r1), Vegs apresenta apenas um ponto de equilibrio. Por ou-
tro lado, sempre que h > /3/ (1/2mg + 1/rL), o potencial exibira dois pon-
tos de equilibrio, ao passo que se h < v/3/ (1/2m¢ + 1/rL), ndo apresentara
nenhum. A curva tracejada indica graficamente a posicdo dos pontos de
equilibrio. No caso de solugdes de classe 2 com r;, < —2m, as caracteristi-
cas do potencial sdo equivalentes as solugdes de classe 1 com r, > 2mg.

—1 -1
(<0 — 75< (1 + %) V12 = h</3 (ﬁ + %) — sem pontos de equilibrio;

L

—1 -1
=0 — 11:<1+p%> V21 — hzﬂ(ﬁ—k%) — 1 ponto de equilibrio;

L

—1 -1
>0 — 11><1+p%> V12— h>ﬂ<ﬁ+%) — 2 pontos de equilibrio.
Assumindo que ¢ > 0, o potencial terd ao menos um ponto de equilibrio e a caracteri-
zagado destes depende da anélise da segunda derivada de (4.102) aplicada a cada uma das

raizes (4.104). Em primeiro lugar, a segunda derivada de (4.102) com respeito a p seré:

y 2 ( 2 > /Y
= - +3(14+ =) L —124;.
eff (P) P3 oL P4 ,05

Aplicando a expressdo (4.104), substituindo-se 7 em termos de ¢ de acordo com a Eq.
(4.103), encontra-se:

at (p+) = £

161/ (1+2>3 1
(& +12)%2 or) (VE+VEF12)*t

Conforme proposto, se { > 0 e assumindo que |pr| > 1, vé-se claramente por essa
equagdo que Vi (04) > 0e Vi (p—-) < 0, 0 que indica que p; é um ponto de minimo
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ao passo que p_ é um ponto de maximo. No caso trivial onde ¢ = 0, o tinico ponto de
equilibrio serd em p = 6, que indica r = 6m.

Da Fig. (4.2) vé-se que o ponto de méximo local Veg (p—) pode ou ndo ser um ponto
de méximo global, dependendo do valor do momento angular. E de interesse obter a
condicdo em 7 que garante que Ve (0—) > Vig (00). Para isso, em primeiro lugar, deve-
se obter a expressao para o valor do potencial no ponto de maximo local, combinando-se
as Egs. (4.102) e (4.104):

1, 2\ 1 ) 2\, 5o, 201
Veff(pf)—mi’] <1+pL> +710817 |:77 (1+pL) 12 +$ 8

Por outro lado, pode-se verificar de (4.102) que:

. 1
Vet (00) = ,}5{}0 Vet (0) = o

O valor de 17 onde Vi (p—) e Vg (00) se equivalem é obtido da relagdo Vi (p—) =

Vet (00):
[172 (;LH) 2—12]3— <1+p2L)2 [18;7—773 <p2L+1> 2]2 =0.

Abrindo as poténcias, encontra-se:

172<4+42+1>—16:0.
PL P

A solugdo positiva para 7 serd 7 = 4/ \/ 1+ 4mg/ry +4m% /12, 0 que mostra que a con-
dicdo para que o pico Ve (0—) seja maior que o potencial no infinito, e, portanto, um
maximo global, é:

4mG

h > .
\/1 +4/pL+4/p]

(4.105)

O efeito da escala de Lyra sobre o potencial efetivo esta dada em termos do pardmetro
rr. Pode-se concluir da Eq. (4.100) que, nos casos em que 2mg < |rr|, a influéncia de r
é, em termos préticos, transladar verticalmente a curva do potencial em relagdo a curva
obtida no limite da Relatividade Geral (ou seja, o limite r;, — ©0). Conforme ilustrado
na Fig. 4.3, os graficos de potencial onde r;, > 0 sdo deslocados para cima ao passo que
os gréficos onde r < 2mg se deslocam-se para baixo. > Apesar desse deslocamento, as
caracteristicas do potencial permanecem equivalentes aquelas da Relatividade Geral, o

que leva a concluir que na gravitagdo LyST, a natureza dos movimentos geodésicos sdo

20 caso das solugdes de classe 3, definidas pelo vinculo —2mg < r; < 0 ndo foram gerados visto que
essa familia de solugdes leva a inversdo dos cones de luz em todo o dominio da coordenada radial r.
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Figura 4.3 — Curvas do potencial efetivo para diferentes valores de r;. (a) h <

\@(ﬁjtﬁ)il;(b)h:ﬁ<ﬁ+l>il;e(c)h>\@(ﬁqt 1)71.

L L
similares aos da teoria de gravitagao padrao.

Tipos de Trajetérias

A Fig. 4.2 exibe o comportamento do potencial efetivo para diferentes valores de h. No

-1
caso em que 0 momento angular especifico respeita a condigdo 0 < h < /3 (ﬁ + %)
(vide Fig.4.3.a), o potencial cresce monotonicamente a medida que r vai ao infinito. A

auséncia de pontos de minimo implica na impossibilidade de movimentos ligados para

-1
esses valores de h. Por outro lado, para i > V3 < L4 1 > , 0 potencial tem, tanto

2mg U1y
um minimo quanto um méximo local. Nessas circunstancias, convém separar dois tipos

sz rp

-1
de familias de potenciais. O primeiro caso é quando quando /3 ( L+ l) <h<

dmeg/ \/ 1+4mg/r, + 4mé / r%, conforme ilustrado na Fig. 4.4.b, onde o méximo local é
menor que o potencial do infinito e os movimentos ligados s6 podem ocorrer caso a ener-

gia da particula respeite Vi (0+) < € < Vet (0— ). Entretanto, se h > 4mg/ \/ 1+ 4meg/rp +4m% /13,
as Orbitas ligadas respeitam o vinculo Veg (1) < € < Vegr (p—) e, além destas, um mo-
vimento hiperbdlico caso a energia seja 1/r; < £ < Vet (p—), reiterando-se que 1/r é o
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valor do potencial no infinito.

Nestes gréficos, as linhas horizontais representam movimentos com um valor fixo de
energia. A natureza das Orbitas no espago-tempo LyST serd inteiramente dependente
das propriedades dos dois tipos de potencial comentados acima. Através deles, pode-se
reconhecer os diferentes tipos de movimento:

1. Captura gravitacional:
E> A (p*) ;

2. Movimento hiperbdlico (espalhamento) :

h>4mG/\/1+4mG/rL+4m2G/r% e 1/pL <& < Vegr (p-)

3. Orbitas ligadas;

1/pL <& <Var(p-)  seh>dmg/\[1+4me/r +4m%/r}

1
Vet (0+) < € < Vege (p-) se\@(ﬁ—kl) <h<4mG/\/1+4mG/rL+4mé/r%

rL

4. Orbitas circulares estaveis;

5. Orbitas circulares instéveis;
6. Movimento préximo ao horizonte;

Na sequéncia, serdo abordados os detalhes da trajetéria de captura gravitacional, espa-
lhamento, 6rbitas ligadas e, em especifico, a 6rbita circular estdvel. Além disso, serd con-
siderada em todos os casos a condi¢do de que as 6rbitas estdo suficientemente afastadas,
tal que r > 2m¢ mas ndo infinitamente distantes, a ponto de que r < |r1|. Essa dltima
em condicdo, em especifico, faz com que a gravitagdo LyST se aproxime da Relatividade
Geral .

4.4.3 Captura Gravitacional

O primeiro tipo de movimento a ser estudado é o de captura gravitacional. Considerando-
se uma particula com momento angular especifico &, esse tipo de trajetéria ocorre quando
E > Vgt (p—). Com essa condigdo, nota-se através da Eq. (4.99) que num movimento ge-
odésico de captura gravitacional (regido 1 da Fig. 4.4), a derivada 7 ndo altera seu sinal
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Figura 4.4 — Trés familias de potencial efetivo caracterizando os diferentes tipos de mo-
vimentos orbitais. As linhas horizontais representam valores constantes de
energia.

ao longo do movimento, posto que a escala de Lyra é positiva em todos os pontos:

=2 (1 - r>4 (€ = Vesi ()] -

ry

Em especial, no caso da queda de uma particula distante, mas que respeite a condicao
r < |rp| supracitada, 7 é negativo em toda a trajetéria. Consequentemente, a coordenada
radial r diminui seu valor até cruzar o horizonte de eventos em rg, onde ela é capturada

(vide Fig. 4.5). A secdo de choque, para esse caso, pode ser calculada de acordo com:
o = 7tb? (4.106)

sendo b o parametro de impacto.

O moédulo do momento angular, como ja se sabe, é | = mh. Por outro lado, é calculado
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localmente conforme | = |r X p|, onde r é o tri-vetor posi¢do e p € o tri-vetor momento.
De acordo com a Eq. (4.77), verifica-se que o espago-tempo oriundo das solugdes das
equagdes de campo tende a Minkowski no caso em que mg < r < rr. Nesse limite, o

elemento de linha (4.77), sera obtido expandindo os coeficiente em primeira ordem de

mg e rL’l:

ds? ~ <1 _ 2";G> 2 — (1 n 2’”7@ n fr> dr? — <1 n 2:> r2d02. (4.107)
L L

Termos proporcionais a m¢g/ry, por serem de segunda ordem, foram negligenciados.

Define-se um novo sistema de coordenadas (T, X, Y, Z) tal que:

AT? = <1 - MG) A

r

(1 + 2’”7‘3 + ?) dr? + (1 + 2:> r’dQ? = dX* +dY* +dZ7?,
L L

e, consequentemente, pelo elemento de linha:
ds? = dT? — dX? —dy? —dz>.

Pode-se associar versores X, ¥ e Z respectivamente as coordenadas espaciais X, Y e Z.
Nesse caso, a posicdo de uma particula serd dada, simplesmente por r = XX + by, sua
velocidade dada por v = —vX e 0 seu momento linear p = —pX. Portanto, o médulo do

momento angular da particula sera:
I'=[rxp|=[pbz| = pb.

Por outro lado, sabe-se que | = mh:
mh = pb

O momento da particula é dado por
p=mv/V1-22, (4.108)

onde v := |v|. Portanto:

b= Z\/l — 02, (4.109)

Da relagdo de dispersdo de energia relativistica, sabe-se que E? = p? + m?. Portanto:



Figura 4.5 — Captura gravitacional de uma particula com velocidade inicial v.

Da Eq. (4.108), sabe-se que:

,  m?
=1
Combinando as duas tltimas equagdes:
1
K = o (4.110)
Isolando v? nas Egs. (4.109), encontra-se:
v? = !
~.
1+5
Substituindo em (4.110):
2
=1+ Z_Z (4.111)

Escrevendo-se k =~ 1+ &, onde £ < 1 é a energia cinética ndo relativistica por unidade

de massa da particula:
h2
&= . 4.112
A medida que aumenta-se o pardmetro de impacto b, as particulas tendem a percorrer
uma trajetéria maior até serem capturadas de fato (vide Fig, 4.6). No entanto, existe um
valor méximo de b para a captura acontecer. Isso ocorre quando b assume um valor beap,
tal que £ passa a ser menor que Ve (p—):

& (bcap) = Vet (P—) .
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b=0.99b,, m—

b=0.8b.y, et

cap

b=0.7 b, =——

/ cap
//;—-b ~ 06,

Figura 4.6 — Trajetorias de capturas para diferentes valores de parametro de impacto,
mantendo-se / fixo.

Das Egs. (4.102) e (4.112), tem-se:

-1/2
bap = 3vommg { (14 2 )0 [(14 2)2Bon B (1o T g
pL pL U U PL

A secdo de choque, devido as Egs. (4.106) e ao resultado (4.113), sera:

-1
o = 54mm*mg { <1+2> S+ [<1+ 2> 2 13] 3/2 1—? <1 — 4)} (4.114)
oL pL 1 1 oL

Nesse ponto, convém realizar um estudo em dois limites diferentes: o caso de parti-
culas ndo-relativisticas e o das ultra-relativisticas. Primeiramente, verifica-se por (4.109)
que o limite ndo-relativistico de v — 0 leva bc,p a divergir. Em outras palavras, o mo-
vimento ndo relativistico ocorre para parametros de impacto significativamente grandes.
Essa questédo abre a tarefa de se obter a condigdo em 7 para que bap tenda ao infinito e,

consequentemente, a condi¢do em 7 para o limite ndo-relativistico. Partindo de (4.113), o
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limite em que bcap — oo serd dado pela relagao:

(o) (2B ) -
PL PL U U PL

Tomando o limite de p;, — o0, a solucdo dessa equagao serd 7 = 4. Como nossa condigdo
fisica envolve valores bastante grandes de pr, esperamos encontrar um resultado para 5
ligeiramente préximo de 4. Para obtermos uma solucdo desse tipo, podemos fazer uma
substituicdo de varidveis 7 — 4 4§, e expandir para § < 1 em primeira ordem. Fazendo

assim, obtemos 6 ~ —16/p;. Dessa forma, encontramos 7 ~ 4 (1 —4/pr) e, portanto:
h=4mg(1—4mg/rp).

Assim, pela Eq. (4.109), o parametro de impacto seré:

b~ dmmg (1_4mc> ’
0 rL

e com isso, a segdo de choque se d4 por:

2

2
8
Orrel (V) =~ 167thZ1G (1 — :’ZG> . (4.115)

Por outro lado, para o caso ultra-relativistico v — 1, e de acordo com (4.109), verifica-

se que beap =~ 0 € a condigdo. Esse regime é obtido da Eq. (4.113) fazendo 7 = mLG — oot

61’]1(;
by ~ 27m*m% (1 — —=
cap mme L

e, consequentemente:

Orel (0) == 27 7emPm’ (1 — 6’2‘;) . (4.116)

444 Movimento Hiperbélico

Para o estudo do movimento hiperbélico, assume-se que inicialmente a particula esteja

distante com um parametro de impacto b (vide Fig. 4.5). Conforme comentado, as condi-

¢Oes para esse movimento sdo h > 4mg/ \/1 +4me/ry +4m%E /12 el/pr < E < Ve (p-).
Considerando um parametro de impacto (4.109), a energia pode ser escrita conforme Eq.
(4.112). Essas equacdes mostram que, ao se assumir 1/p; < &, a condigdo € < Vgt (p—),
contrdria ao caso da captura gravitacional, leva a uma condigao sobre o parametro de
impacto:

b > beap

onde bcap estd definido na Eq. (4.113).
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Figura 4.7 — Movimento hiperbdlico para parametros de impacto maiores que beap onde
a trajetéria da particula é desviada por um angulo «. Por sua vez, o valor da
coordenada angular azimutal no fim do movimento é ¢ = 7 + «.

A trajetéria de movimento geodésico pode ser descrita relacionando-se as coordena-
das r e ¢ através da equacado diferencial (4.42). Entretanto, conforme foi discutido nas
se¢Oes anteriores, é mais facil distinguir os diferentes tipos de movimentos geodésicos
pela definicdo de um potencial efetivo e reparametrizando os parametros geodésicos em
termos de energia, momento angular e pardmetro de impacto, alteragdes estas que ndo
estdo presentes na equacgdo citada. Retomando a equacdo geodésica para r, dada em
(4.99), pode-se reescrevé-la como:

= 4¢3 /2[E — Vgt (r)] - (4.117)

Combinando a Eq. (4.117) na forma:

fi’@ = £¢ 2 /2[E = Ve (r)]

com a equacdo geodésica (4.88), encontra-se

dr 2

g~ j:rz\/ 73 (€ = Vert (1)) (4.118)
O movimento hiperbélico se define em toda a faixa de valores de 7, tal que Ve (r) <

E. A particula se aproxima da fonte até um raio rmin em que € = Vi (fmin) € a coorde-

nada azimutal assume o valor ¢ = (7 + «) /2, sendo que « (vide Fig. 4.7) é funcdo tanto

de b quanto de h. Nesse ponto, a Eq. (4.117) altera o sinal e a particula passa a se afas-
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tar. O raio de maior aproximagdo pode ser determinado resolvendo para rmin a seguinte
equagdo cubica:

(4.119)

2 3
min min

21’]1(; h2 mGh2

rL > T B 2 '
Apesar de apresentar trés raizes, apenas duas destas sdo reais e positivas e corresponde
aos pontos onde a curva horizontal de @ na Fig. 4.4.c cruza com o potencial. Destas
duas raizes, a maior é aquela que limita inferiormente o movimento de uma particula
na regiao @ . Por conta da simetria das equag¢des de movimento de aproximacao e
afastamento, o valor final da coordenada azimutal serd ¢ = 7r + «, indicando um desvio

de trajetdria dada pelo angulo «.

Pela Eq. (4.118), a variacdo de ¢ até o ponto de maxima aproximagdo é:

Tmin dr (7T+Dé)/2
I [
Tini 72\/1%2 [5 — Veff (7’)] 0

ou seja:
"min dr

— T,
Tini r? V E — Vigg (T)

onde rini € um valor que respeita rini > mg e ring < 11, conforme as condigdes anterior-

w (b, 1) = /2h (4.120)

mente impostas.

A integral dada na Eq. (4.120) é complicada de se resolver, o que ndo desperta in-
teresse do ponto de vista fisico. Entretanto, a solu¢do numérica pode ser obtida para
dmeg/ \/l +4dmg/ry + 4mZG/r% < h < o0ebep < b < co. Obviamente, para valores de b
pouco maiores que bcap , 0 angulo de desvio é bastante acentuado, da mesma forma como

também o é para pequenos valores de h. A Fig. 4.8 exibe o desvio de algumas trajetérias
para determinados valores de /1 e b, donde pode-se verificar que o efeito da escala de Lyra
sobre o movimento hiperbélico é atenuar o dngulo de espalhamento. Além disso, uma
comparagdo acerca da natureza dos movimentos de captura e desvio hiperbdlico pode

ser visualmente realizada investigando a Fig. 4.9.

4.4.5 Movimento Circular

Do ponto de vista matemaético, as geodésicas sobre os pontos de equilibrio p+ determi-
nam Orbitas circulares. Entretanto, espera-se que esse tipo de trajetéria seja fisicamente
estdvel apenas quando definida sobre o ponto de minimo p4. Dito isso, vé-se da Eq.
(4.104) que os valores de p4 condizentes com as 6rbitas circulares estdveis sdo aqueles
onde ¢ > 0, o que leva as regides com raio r > 6mg. A condi¢do ¢ > 0, de acordo com

(4.103) e (4.101) estabelece o seguinte vinculo ao momento angular de uma particula em
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—— LyST geodesic with r, = 10°m

----- GR geodesic: 1, — ©

Figura 4.8 — Comparagao entre as curvas geodésicas tipo (2) para gravitagdo Lyst e a Rela-
tividade Geral para os mesmos valores de pardmetro de impacto e momento
angular. Foi assumido um valor de r1 /mg = 1000.

Orbita circular estavel;

T (condigdo de equilibro para orbita circular). (4.121)

r

[l

O movimento geodésico circular é caracterizado pelo movimento no plano equato-
rial, variando a coordenada azimutal e mantendo constante a coordenada radial em
um valor r., onde a particula apresenta energia e momento angular especificos, dados
respectivamente por k. e h.. Impondo dr/dg = d*r/dg* = 0 e consequentemente
du/de = d*u/de* = 0 obtém-se, de acordo com a Eq.(4.89):

5m m 1 m
e <1+G> =2+ <1+G) + 3mgu’,
rL h rL rL

onde o indice ¢ estd indicando que u. é uma constante. Isolando o quadrado do momento

angular intrinseco h2 nessa equagao:

2
W = MeTe (condi¢do em h para Orbita circular). (4.122)

c
re(1439) = £ (14 15) — 3mg
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Figura 4.9 — Comparagdo entre varias curvas geodésicas cujos valores de parametro de
impacto sdo igualmente espacados. As curvas tracejadas em cor laranja re-
presentam os movimentos de captura gravitacional ao passo que as curvas
em azul sdo as trajet6rias hiperbdlicas.

Impondo 7 = 0 na equagdo para a energia (4.87), obtém-se:

;kZ __1
w(re) @ (re) © r2d?(re)

Tendo em vista as Egs. (4.75) e (4.76) para « e ¢, obtemos:

2 2
e ke (1_2) (1_ 2mG +2m_G) _ (1_ 2mg +2’”_G). (4.123)

Ye rp Ye rp

W =1.

Substituindo (4.122) em (4.123):

1/2

4mg 1‘%
2m 2mg\ V2 —2mg + e <1+—> — <
k. — (1 _2me _G) : SRR L (4129)
e 7L re(1+26) — £ (14 25) —3mg

Da Eq. (4.123), vé-se que, numa Orbita circular, existe um vinculo entre a energia espe-

cifica k e o momento angular especifico h. Assim, uma vez que se determina a energia
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Figura 4.10 — Variacdo da energia k = E/mg em funcdo de r/m¢ para uma 6rbita circular
de acordo com a Eq. (4.124), onde m( é a massa de repouso da particula
teste e m¢ é a massa da fonte gravitacional.

especifica k, de uma 6rbita circular , 0o momento angular fica automaticamente definido:

e (\/ Skl W) e

Podem-se usar esses resultados para determinar as caracteristicas das orbitas ligadas.

Diferentemente do caso ndo relativistico, em que as 6rbitas ligadas sdo aquelas que apre-
sentam energia negativa, no caso relativistico, a condi¢do para uma 6rbita estar ligada é
apresentar energia total menor que sua energia de repouso, ou seja E < my. Na Fig. 4.10,
essa condicdo remete a regido em que E/my estd abaixo de k = E/mg = 1. No caso limite

em que E/my =k =1, a Eq. (4.124) é escrita como:

3 8m? 12 4m?
mir6—<mc+ 2G>+mc<1+ mG)—Gzo.
rL ry }’L

Multiplicando por r2/mg:

3 12
e <3+8’”26> ’2 4 (1+ mG) ro = dmg. (4.125)
53 7L 53 ry

Essa equacdo apresenta trés raizes para r., valores estes que delimitam as regides dos pos-
siveis raios 7. de orbitas circulares ligadas. No entanto, para discussao, convém analisar
apenas dois limites. O primeiro deles é aquele onde r;, — o e a influéncia da escala de
Lyra pode ser interpretada como uma perturbagédo sobre a Relatividade Geral. Mantendo
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apenas os termos lineares em 7, lda Eq. (4.125):

12
31’3—(1—}— mc)rc—i—élmG:O.
rL rL

As raizes dessa equagdo sao:

2
rc:m(1+12mc>in (1+12mc> _48mG,
6 rL 6 ry rL

que serdo designadas por 7, min € 7cmax €, NO limite de r;, > m, sdo dadas aproximada-
mente por:
L

Yemin =~ 4mG € Temax =~ ?
Portanto, de um ponto de vista puramente geodésico, vé-se que o menor raio possivel
para que 7 = 0 é 4m¢ ao passo que o méximo é r1 /3. Entretanto, do estudo de estabi-
lidade, foi verificado que os pontos de equilibrio estdveis do potencial s6 aparecem em
r > 6mg. Dessa forma, conclui-se que as 6rbitas circulares sdo possiveis com raios em
6mg < re < rp/3,no limite de rp — oo.

Outro limite de interesse é aquele em que r; — 0. Tomando-o em (4.125), mantendo

2

apenas os termos de ordem r; ©, encontra-se:

3
rc 8mG 2 _
- ——15=0
2 2
L L
cuja solugdo é:
Ve = 871’!(; .

Assim, se r; — 0, as 6rbitas circulares estaveis estdo restritas ao intervalo 6mg < r. <

8771(;.

4.4.6 Movimento Ligado e Precessao de Periastros

O udltimo caso de trajetérias de particulas massivas é o de movimentos ligados, caracteri-
zados por valores de energia representados nas Figs. 4.4.b e 4.4.c pelas linhas horizontais
@. Esses sdo os casos de orbitas ciclicas de particulas teste ao redor de fontes gravita-
cionais. Assim como nas sessOes anteriores, é desejavel estudar o problema nas escalas
proximas ao limite newtoniano a fim de se procurar por correspondéncias com dados

observacionais. No caso newtoniano, as solu¢des para a equagdo de movimento orbital

sao [30]:
1 /du\*> & mg 1,
2(514)) —E TRt
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Estas sdo analiticas e, sob convenientes escolhas de sistema de coordenadas, podem ser
caraterizadas por elipses fechadas de acordo com:

u—l 1+ecosg
a 1—e? ’

onde os parametros orbitais sdo a excentricidade e e 0 semi-eixo maior a:

2Eh? h? 1
e a=-—— . (4.126)
me, meg (1 —e?)

e=,/1+

Por outro lado, para o caso da Relatividade Geral, a geodésica tem um termo de corre¢do

1(du 2—£+@u—1u2+m ul
2\dg) 2" 2" 2 ¢

e, por isso, a solugdo nao é tdo direta. Contudo, é possivel obter uma solugdo perturbativa

ctbica em u:

sobre a 6rbita newtoniana. Nessa abordagem, os parametros que caracterizam a natureza
da o6rbita sdo os mesmos da teoria newtoniana, mas a trajetéria da particula em RG di-
fere da 6rbita newtoniana pois a primeira exibe uma precessdo de periastro (no sistema
solar, utiliza-se a designacdo periélio). O valor de pequenos deslocamentos angulares de
periastro em n rotagdes de uma particula teste ao redor da fonte gravitacional é [30]:

2
Ap = 67 S = 6rtn—"C

h? a(l—e?)’
As medicdes dessa quantidade estdo coerentes com a Relatividade Geral, ao menos den-
tro das incertezas observacionais no sistema solar. Nesse cendrio, se a gravitagdo LyST
exibir precessdo distinta desse valor, estaria virtualmente descartada. Para averiguar esse
fato, retoma-se a equagdo geodésica de LyST (4.43) que relaciona u e ¢:

2 2
% <ZZ)> = % (5+mcu—n:LG) —%uz (1_rLlu> (1—2mcu—|—2:zc') .
Claramente, esta é uma equacao diferencial de solu¢do bem mais desafiadora que os casos
anteriores. No entanto, existem fatos bastante pertinentes sobre a abordagem de trabalho
aqui adotada que potencialmente vdo simplificar o estudo referido. O primeiro deles
é que no limite da solugéo procurada, dado por mg < r < ry, tanto mg quanto r; '
devem ser tratados como pardmetros perturbativos de primeira ordem. Sendo assim,

mantendo-se apenas os termos de primeira ordem sobre a equacado anterior:

1 /du\> € mgu 1, 3, U
2<d¢> ~ gl S man+ (4.127)
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Nota-se que, desconsiderando a contribuicdo ctbica, a equagdo diferencial tem a mesma

natureza que a equagdo newtoniana:
1 /du\> & [(mg 1 1, 3
(=) ==+ (2 + = )u—= . 412
2<dgo) h2+<h2+rL>u ok + O (u) (4.128)

Esse fato garante que a gravitagdo LyST ndo estd automaticamente em desacordo com as

observacgoes.

Definindo momentaneamente uma quantidade 771 com unidades de massa:

1771(; meg 1
— = — + —, 4.129
2R (4.129)

a Eq. (4.128), nessa ordem de aproximagdo, pode ser reescrita como:

1<du>2_€ Mg 1,

2\dg) "R

cuja solugdo, assim como no caso newtoniana, sera:

1 1+ecosg
= , 4.130
! T'med < 1—e¢? ) ( )

onde e e rq Sa0 respectivamente a excentricidade e o raio médio da 6rbita, expressados

por:
2Eh? W2 1

e = 1+jermed:ﬁc@,

mg

em analogia a Eq. (4.126). Com a Eq. (4.129), essas quantidades podem ser escritas como:

e=4/1+ 2ER e r = i !
- mZ (1+202/r) ™ mE 1+ h2/r) (1—e2)

Com a Eq. (4.130) pode-se obter a 6rbita de um planeta ao redor do Sol, conforme
mostrado na Fig. 4.11, em que o Sol situa-se em um dos focos. A distdncia mais préxima

ocorre quando o dngulo ¢ se anula:

Tmin = "med (1 —€). (4.131)
Em contraposicao, se ¢ = 71, entdo o raio € maximo e

Tmax = "med (1 +€) . (4.132)

Vé-se dessa forma que 7,4 pode ser encarado como uma estimativa grosseira para o raio
da particula. De fato, pela soma das Eqgs. (4.131) e (4.132), min = (min + "max) /2.
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afélio periélio
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Figura 4.11 — Orbita planetdria eliptica ao redor do Sol.

Derivando a Eq. (4.127) com respeito a ¢, encontra-se:

d*u mg 1 ’
T(PZ‘FMZW‘FE‘{‘?)WIGM .

Com a defini¢do de 11 dada na Eq. (4.129), encontra-se:

dzu mG 2

- +tu=—="+3mgu". 4.133
No caso assintético de r — co, em que u — 0, o termo proporcional a u? é negligenciavel
se comparado ao termo u. Por conta disso, propde-se uma solucdo dada em série de
potencias de mg:

u = u(o) + u(l)mc —+ .. (4134)

Substituindo (4.134) em (4.133) e mantendo apenas os termos lineares em m:

d*u d*u 7
(0) (1) _ g 2
ig2 o tme ( g2 +”(1)) = 2 T 3mai -

Com os termos de ordem zero no parametro mg, obtém-se:

dZU(O) +u 0 = @ (4135)
dg? (0) 2’

enquanto que os termos de primeira ordem fornecem:

dzu(l)
d¢?

+ua) = 3%) ) (4.136)
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Como ja visto em (4.130), a solucdo de (4.135) é:

Uy = % (1+ecose) . (4.137)
Com u ), a Eq. (4.136) se torna:
d*u 3% 6ike 3mZe?  3imze?
Tgr HH = T T oS g S e cos (29) (4.138)

Para resolver essa equagao diferencial, propde-se uma solugdo do tipo:
upy =x+y+z, (4.139)

tal que sejam simultaneamente vélidas as seguintes equagdes:

d?x 3mz  3m%e?
R TR T T (4.140)
d*y 61ii%e
ey = Tl cosg (@.141)
¢ 2 2,2
d 31
dg;“ = ’fo cos (2¢) . (4.142)

Uma solucdo geral seria dada pela soma das solu¢des homogéneas e particulares. Entre-
tanto, a solugdo homogénea dessa equagdes ja estd contida na expressdo para Uu(g). Por

isso, deve-se utilizar as equagdes (4.140)-(4.142) para determinar solugdes particulares.

Para (4.140), propondo uma solugio do tipo x = ag>+bg+c, obtém-se:

3~2 2
2a+aq)2+bq)+c:% <1+e> ,

~2 2
que mostra que a = b = 0 e, consequentemente que c = 3’:—46 (1 + %) Portanto:

3771%3 2
x = I <1 + 2) . (4.143)

Para (4.141), propde-se solugdes heterogéneas do tipo y = a¢@ cos ¢ + bg sin ¢. Substi-

tuindo essa anzatz na equagado diferencial:
72
e

2bcos ¢ —2asin ¢ = E

Cos ¢.
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Portanto,a = 0e b = 31’712Ge /h*. Dessa forma:

3 =2
y= ’Zfefpsinqo- (4.144)

Por ultimo, requer-se que z = asin (2¢) + bcos (2¢). Aplicando essa expressdo em
(4.142):

377 2,2
—3asin (2¢) — 3bcos (2¢) = T;ff cos (2¢) ,
donde conclui-se que a = 0 e b = —3riige? /2h*, e a solugéo para z se reduz a:
37ﬁG€2
z=— 7 cos 2¢. (4.145)

Com as solugdes heterogéneas individuais substituidas em (4.139), encontra-se:

3¢ e? 3ike 31 ce?
Uiy = h4G <1—|—2> + h4G psing — —, 7 cos (2¢) (4.146)

No caso de pequenas excentricidades, os termos quadraticos em e podem ser negligenci-
ados: ) )
3m 3mse .
Uy = Tf + h4G @ sin . (4.147)

A solugdo aproximada, de acordo as Egs. (4.137) e (4.147), sera escrita como:

N 37 3T
u:ijf[l-l—ﬁ-i—e(cosgo-l— m}meGq)sinq)ﬂ.

Como o termo 3mgiiig/h?* é de primeria ordem em relacdo a mg, a solucio para u pode
ser aproximada em:

mg 3G 3mgtig
uzw[l—l—}lz—i—ecos((p— 2 q))]

Dessa expressdo, vé-se que a Orbita ainda é periédica, mas com um periodo distinto do
caso newtoniano. O termo periddico alcancard seu méximo quando o argumento for

mdultiplo de 27t. Portanto:

2ntn = ¢ (1 — 3m§2mc) ,

ou, em nossas aproximacgoes:

@ =2nn <1 + 3meG> /

hZ

com n € Z. Isso mostra que uma 6rbita com corregdes relativisticas ird se fechar para
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valores de ¢ maiores que 271, tal que ¢ = 2711 4 A, onde:

mghig
AqD - 6””7.
Considerando-se agora a expressdo (4.129), encontra-se:

2

Ap = 67'(11% + 67rn G

. 4.148
> (4148)

O primeiro termo dessa equagéo é de primeira ordem, visto que, por Eq. (4.137), h*/mg
deve ser da mesma ordem de grandeza do raio orbital. Esse termo é justamente a expres-

sdo para a precessdo do periélio de merctirio de acordo com a Relatividade Geral:

2

A¢:A§DRG <1+ > :A(PRG |:1—}-r1:ed<1—62)
L

mgrr
Por outro lado, o segundo termo é de segunda ordem por conta do vinculo mg < rmeq K
rp para as escalas adotadas. Nesse sentido, nas ordens de grandeza do sistema solar,
onde a medida mais significativa é a da precessdo do periélio de merctrio dada por
(43.1£0.5) ” por século [104], o segundo termo de (4.148) ndo deve contribuir com mais
do que 1% do que o valor da RG. A tinica informacao que pode ser obtida é a de que
r. 2 100r§, onde rg = 0.4u.a. é aproximadamente o raio de Merctrio, o que é um fato
conhecido pela observagdo de fendmenos astrofisicos. Sendo assim, esse resultado pode
ser encarado como um indicativo de que os fendmenos em escala de sistema solar sejam
inadequados para vincular os valores de rr. Por outro lado, nés temos a constatacdo de

que, ao menos em nivel de sistema solar, a teoria LyST ndo pode ser descartada.

4.4.7 Precessao de periélio via abordagem de Hamilton-Jacobi

Nesse ponto deseja-se obter a influéncia da gravitacdo de Lyra em alguns fendmenos
astrofisicos. No sistema solar, um dos testes cldssicos da gravitagdo Einsteiniana é a pre-
cessdo do periélio de Merctrio e mais especificamente, a contribuicdo relativistica para
precessdo do periélio, uma vez que uma 6rbita perfeitamente eliptica é somente um caso
ideal, onde se negligencia a contribuigdo gravitacional de outros astros, o momento de
quadrupolo da fonte gravitacional, e a precessdo de Lense-Thirring, dentre outros efei-
tos. Até o inicio do século XX, os fendmenos fisicos que conhecidamente contribuem
para a precessdo da Orbita de Merctrio ndo eram condizentes com o dado observado.
Para entender a influéncia dos modelos de gravitagdo relativisticos e como eles sanam o

problema, convém realizar primeiramente uma breve revisao de conceitos.
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Consideragdes sobre a 6rbita newtoniana

Considere-se uma particula de massa m no espago nao relativistico, sob a agdo de um
potencial gravitacional gerado por uma fonte de massa M:
GMm

u(r)=-="-, (4.149)

onde m < M e G é constante gravitacional de Newton. A lagrangiana para esse movi-

mento pode ser posta como:
1 .
L (xk, xl) = Emgi]-xlfck —U(r),

onde x! = (r,0,9), % = dxl/dt e gij = diag (1,r2, 12 sin? 9). Os momentos canonica-
mente conjugados as coordenadas espaciais x’ sdo p; = dL/d%' = mgijxj . Com eles, a

lagrangiana pode ser reescrita como:
Lk ) = Loiipp — U
xp) =5 8"pipi—U(r),
e a Hamiltoniana H = p;&' — L fica:
H( p) = Loiipp U
xp) =5 8'pipj+U(r) .

Os momento canonicamente conjugados as coordenadas esféricas x' = (r,0, ¢) podem
ser escritos como p; = (pr, e, py)- Considerando essa nomenclatura, juntamente com os
coeficientes métricos referentes ao sistema de coordenadas esféricas e o potencial (4.149),

temos:

2m  2mr?  2mr2sin? 0 r

H () = A Po _ GMm

Como a interacdo é dependente somente de r, 0 momento angular é ortogonal a tra-
jetoria. Assim, pode-se fixar o plano orbital em § = 77/2, tal que § = py = 0:

H— ;L% Pfg B GMm
2m  2mr? r

Com a Hamiltoniana escrita em termos de coordenadas x' e momentos conjugados pj, a
Equacdo de Hamilton-Jacobi [97]:

o)
k —_— =
H <x zPl) + of 01
serd obtida substituindo os momentos pelas derivacdes parciais da funcdo principal de
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Hamilton S com respeito as suas respectivas coordenadas conjugadas. Assim, obtemos:

1 (3s\* 1 (2S\* GMm _2s
— =) toaz|\l52) —— 5 =0
2m \ or 2mr? \ d¢ r ot
Pela ciclicidade das coordenadas t e ¢ na lagrangeana, uma solugdo para a fung¢do prin-
cipal de Hamilton é dada por:

S(r,p,t)=Et—1p+5.(r) .

Dessa forma, a equa¢do de Hamilton-Jacobi se reduz a:

=£.

1 (dS;\*, 2 GMm
dr 2mr? r

Resolvendo para S;:

2
= flan o (2 1)
r

a fungdo principal de Hamilton se torna:

2
S(r,¢,t) —Et—lq):t/dr\/Zm 5—|—GMm>—l. (4.150)

72

As equagdes de movimento surgem anulando-se as derivadas da Eq. (4.150) com respeito
as constante £ e I:
(4.151)

/ \/Zm 4 GMm 12

(4.152)

¢= /72\/ _I_GMm_;'

72

A solugao da Eq. (4.152) é:

12 1
() e
GMm 1+4/14+ Mflcf 3 COS @

que é a equacdo de uma elipse. Nela, o movimento é oscilatério e tem raio minimo:

12/GMm?

2
T4+4/1+ M%lem3

A distancia angular entre os pontos onde a particula atinge a menor distancia da fonte é
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A = 27, visto que a periodicidade estd determinada pela presenca da fungao trigono-

métrica cos ¢.

Agora, foca-se na gravitagdo de Lyra, onde é a Eq. (4.51) que descreve a relagdo entre
raio e dngulo. Para o movimento de um planeta em torno do Sol ser fenomenologica-
mente coerente, essa equagdo ndo deve ser muito diferente da equagdo de trajetéria pre-
vista pela teoria de Newton. As condi¢des para essa equivaléncia sdo a velocidade nao-
relativistica e campo gravitacional pouco intenso. Na gravitacdo newtoniana, no caso de
movimentos ligados, a 6rbita se caracteriza por uma trajetoria eliptica, onde a fonte gra-

vitacional ocupa um dos focos. O periélio e afélio nessa 6rbita sdo dados respectivamente

por:
2mé& 2mé
Tmin = T(l_e) € Tmin = ZT(1+€)’
que, de fato, sdo justamente as raizes do argumento da raiz quadrada de (4.152). Na
gravitacdo newtoniana, o planeta atinge periélio (e também afélio) sempre em intervalos

angulares de 27, visto que a 6rbita é uma elipse fechada.

No caso relativistico, seja pela Relatividade Geral ou pela teoria de gravitagdo em
Lyra, ndo se esperam diferencas gritantes nas magnitudes das distancias de maior e me-
nor aproximacao, energia nao relativistica e momento angular, ao menos em nivel de
sistema solar. Entretanto, quaisquer pertubagdes a (4.152) devem contribuir para o efeito
de precessdo de periélio. Como este é um fendmeno acumulativo, ainda que as contri-
buigdes perturbativas sejam pequenas, elas podem ser contabilizadas pelos astronomos
através de medigdes ao longo de grandes intervalos de tempo. De fato, tal fendmeno foi
crucial para o estabelecimento da teoria da Relatividade Geral. Sendo assim, é preciso

verificar como a consideracdo da escala afetaria o efeito de precessao.

Em termos préticos, pode-se fazer isso de duas formas possiveis: perturbativamente
ou numericamente. Aqui, o primeiro caso é mais interessante por uma série de fatores
que serdo exposto com o desenvolvimento do texto. Entretanto, a determinagdo numérica

serd importante para averiguar a validade da expressdo perturbada.

Procedimento Perturbativo para a Precessdo de Periélio

Na segdo 2.6.1, foi verificado que a equagdo que deve ditar o movimento orbital é:

1 1
2 \/E2 —m?u (r) $p? — i—ia (r)

(4.153)

(p—(pref:il/dr
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Entretanto, para o célculo da precessdo, seguindo [96], deve-se dar um passo atrds e

trabalhar com a fungédo principal de Hamilton (4.49):
S=Et—Ilp+S,(r)

onde:

B E2 B mz('bz (7’) B 12
Sy (r)==% /dr\/a R 2 (1) O (4.154)

Em primeiro lugar, deve-se considerar que, no limite ndo relativistico, a energia E
da particula se divide naturalmente em um contribuicdo massiva m e uma energia ndo

relativistica &:
E=m+E&, (4.155)

onde £ <« m.

Para prosseguir, define-se a nova varidvel de integragdo como:

2
2mg | 2
r =t (r) =12 (1 - r> <1 Sl mG) (4.156)

r rL

que é justamente o denominador do termo proporcional a [2 em (4.154). Isolando 7, man-

tendo os termos 7, e rL_l em até segunda ordem, tem-se:

/ mz 2 12
r%r’(l—i—nzlc—l—:-l-Z?Z—i- rz . (4.157)
L r T

Substituindo (4.157) na Eq. (4.75), mantendo-se apenas os termos até segunda ordem de

mger; 1, encontra-se:

6mg 2mg  2m%L 27 2

N a1 — - —, 4.158
w(r)~ 1+ rL v r: oo 1 9
2m 2m 2m2 27 5¢'7
-1 G G G
~1 4.159
a " (p) + " +— 2t 7 ( )
¢ 2 2
4 8 4 14
w2 (p) m 14+ 1200 MG S Ao 14T (4.160)
rL Y Y rL T

Substituindo (4.155, 4.156, 4.157, 4.158-4.160) e a Eq. (4.72) em (4.154) e mantendo

apenas os termos até segunda ordem, encontra-se:

Sy (r) ==+ / dr’ [21715 + &%+ rlL (4mgm?® + 8m& r')

1 1 0 2 2]
+7 (2mgm? + 8mgmé) — -2 (I> — 6m*mg;)
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Comparando com a parte radial da fun¢do principal de Hamilton na Relatividade
Geral [96]:

SﬁRG) _ i/ dr’ \/Zmé’ +E2 4+ % (mrs + 4mrsE) — ;2 (12 — 6m?m%,),
percebe-se que a tinica diferenga entre ambas é a presenga do termo % (4mem? +8méE 1)
que aparece no caso da 6rbita na variedade de Lyra. Entretanto, esse termo s6 contribui
alterando suavemente a relacdo entre energia e momento da particula. Apenas as mudan-
cas no coeficiente de 1/ '/ 2 culminariam em uma distorc¢do orbital capaz de ser detectada
via precessdo de periélio [96]. Dessa forma, verifica-se que os efeitos de precessdo de
periélio da teoria de gravitagdo na variedade de Lyra ndo sdo distinguiveis daqueles pre-
vistos pela Relatividade Geral em primeira ordem de aproximagao dentro das ordens de

grandeza do sistema solar.

4.5 Trajetoria de F6tons

A trajetéria de particulas de massa zero (aqui em especifico, serd assumido o féton) é uma
geodésica nula, e, nesse caso, ndo se pode utilizar o tempo préprio T como pardmetro.
Em vez disso, usa-se algum pardmetro afim A. Para movimentos no plano equatorial, as

equagdes de geodésicas nulas, conforme Eqgs. (4.41), serdo:

dt
2 _— = M
Pur =k; (4.161a)
d
2200 _ o
o ) h; (4.161b)
1, ¢*[dr\> 1 ,
—Mpzk " (d/\ —rz(i)zh =0, (4.161c¢)

onde k e h sdo energia e momento angular do féton.
Através das relacdes (4.161b) e (4.161c), pode-se encontrar uma importante equacgdo
para o estudo de érbitas em problemas onde a relagdo entre a coordenada radial e o

angulo azimutal tem papel de destaque:

dr\?> Kt
<d(/>> = ?—MZ. (4.162)

A Eq. (4.162) apresenta duas solugdes visto que a relagdo diferencial depende de um
termo de derivada quadratica. Em casos especificos, é mais conveniente trabalhar apenas
com a equacdo de ordem superior obtida ao se derivar (4.162) com respeito a ¢:

d?u 1d(ocu2)_ .
de2 "2 du

(4.163)
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onde foi definida a variavel u = 1/r.

De posse das Eqgs. (4.161) e (4.162) e (4.163), pode-se estudar os casos isolados de

movimento radial e movimento circular para particulas ndo-massivas.

4.5.1 Movimento Radial e a Distor¢ao dos Cones de Luz

No caso em que ¢ = 0, vé-se por (4.161b) que o momento angular deve ser nulo. Apli-

cando essa condic¢do na Eq. (4.161c), é obtida a relagao:

ﬂ 2: ikZ
dA Pt

Com a solugdo para ¢ dada na Eq. (4.76), encontra-se:

2 4
(&) - (-2

Dessa equagdo, percebe-se uma notével caracteristica da gravitagdo LyST: no ponto onde
r = rr, ndo existe variacdo da coordenada radial. Isso é exatamente o que foi observado
no caso de particulas massivas. Esse tipo de caracteristica ndo é observada na Teoria da
Relatividade Geral. Por outro lado, a percep¢do de que dr/dt é ndo divergente sobre o
horizonte de eventos é um indicio de que o raio de Schwazrzschild da Relatividade Geral
configura-se como uma singularidade aparente. Na teoria LyST, portanto, nada pode ser
concluido com respeito a isso.

Reescrevendo (4.164) em termos da derivada dr/dt:

ﬁ 2 g 2: 1_L 4k2,
dA dt L

e, com a Eq. (4.161a), obtém-se:

K2 (dr\? r\*
gz \ar) ~ 17 ) "

Usando-se a Eq. (4.75) para «,

2
W:i<LJ> @_%w+%m> (4.165)
dt TL r 7L

Dessa equacdo, ndo se pode obter solucdes explicitas para r em funcdo de t. Porém,
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singularidade
singularidade

Figura 4.12 — Geodésicas nulas para a solugdo esfericamente simétrica na gravitacdo

escalar-tensorial na variedade de Lyra em coordenadas de Schwarzschild.
-1
.. o 1 1 . ~
Na vizinhanca de rp e vy = (% + E) , nota-se uma grande distorgdo
dos cones de luz. O diagrama da esquerda remete ao caso onde r; < r; e 0
gréfico da direita para rg > ry.

assumindo t como fungao de r, encontra-se:

t4 (7’) =C + + ZmG In

_r _r
(=) R

Note que o limite de r;, — oo leva naturalmente ao resultado da Relatividade Geral:

—2mg || . (4.166)

trg (1) = c1 £ [r+2mgIn (r — 2mg)] .

A derivada dt/dr diverge nas raizes de « (r), o que acontece em dois valores de co-

2mg T
geodésicas nulas oriundas da Eq. (4.166), tanto para o caso em que 75 < r;, quanto para

-1
ordenada radial: ¥ = rper = r; = ( L4 l) . A Fig. 4.12 mostra varias curvas

rs > 11, . Através desses diagramas, verifica-se que a esquerda de 7, os cones de luz se
rotacionam a 90°; regides estas em que r e t trocam de carater. Nas vizinhancas de r; e
1, pode-se verificar uma significativa distor¢do dos cones de luz. Isso indica que uma
particula demoraria um tempo coordenado t infinito para alcangar os raios r; ou r;. No
caso de r, esse problema pode ser rapidamente entendido como um efeito da escolha
de coordenadas visto que, na equacédo diferencial dada em termos do parametro afim A,
nao foi observado nenhum problema de divergéncia, conforme pode ser verificado pela
Eq. (4.164). Entretanto, para o caso de rj, a interpretacdo é bem mais complicada. Em
primeiro lugar, verifica-se pela Eq. (4.166) que o tempo que um feixe de luz leva para
alcangar o raio ry, é divergente. Essa caracteristica j4 tinha sido observada no movimento
radial de particulas massivas. As regides de r < r; e r > r;, ndo podem, portanto, ser co-
nectadas causalmente. Como hipdtese de trabalho, serd assumido que < r, para todos

os fendmenos analisados.
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emissor receptor
fixo fixo
(”E, 95, ¢E) (VR, QR, ¢’R)

Figura 4.13 — Evento de emissdo e observacao para dois fétons distintos.

4.5.1.1 Redshift Gravitacional

Considere-se a regido nas vizinhangas de uma distribuigdo esfericamente simétrica de
massa. No contexto da gravitagdo de Lyra, o elemento de linha nessa regiao serad dado
pela Eq. (4.77):

ds? = ¢ (1’)2 a(r) dr? — ¢ (r)2 a ! (r) dr* — ¢ (r)2 r2dQ?, (4.167)

onde as fungdes radias «a (r) e ¢ («) sdo dadas em (4.75) e (4.76).

Agora, considere-se o caso de uma fonte de luminosa fixa que emite um pulso no
evento A de coordenadas (fg, g, 0, ¢k ), que serd recebido por um observador no evento
C, de coordenadas (tg,r,Or, ¢r). A trajetéria percorrida pelo feixe de luz entre os even-
tos de emissdo e observacdo é uma geodésica nula no espago-tempo esfericamente si-
métrico de Lyra. Um segundo féton é emitido em um evento B (tg + Atg, 15,0k, ¢r) €
recebido pelo observador em D (tg + Atg, 1R, 0r, $r) A Fig. 4.13 esquematiza os eventos
de emissdo (A e B) e observacdo (C e D) dos dois. Aplicando a condigdo ds?> = 0 que

define uma geodésica nula em (4.167), encontra-se:
w(r)dt? = o=t (r)dr* +12dQ?,
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ou

a(r) ar? = —gijdxidxj, (4.168)

onde os indices i e j percorrem apenas as coordenadas espaciais. Parametrizando o mo-

vimento de acordo com um pardmetro afim A, essa equacdo pode ser reescrita como:

: i\ 1/2
dt _ dx' dx/
e <_gijd)\d/\> . (4.169)

Assim, o intervalo temporal coordenado que separa os eventos de emissdo e recepcdo

tr — t R dx' d\ "2
e [ (i)

AR r\ 2 2mg = 2mg -1 dxt dx/ 12

E

sera:

E importante salientar que a integral do membro direito da equagdo depende apenas
do caminho pelo espaco. Entdo, para o caso onde tanto o emissor quanto o receptor
estdo fixos, o valor de tg — tg serd sempre o mesmo para todos os sinais enviados. A
diferenca de coordenada temporal Atg que separa os eventos A e B deve ser a mesma
que o intervalo Atg que separa os eventos de recepgdo C e D:

Atg = Atg. (4.171)

Considera-se o referencial do emissor, com coordenadas locais (TE, xé) posicionado
na origem das coordenadas espaciais; isto é, xé = 0. Portanto, o intervalo entre dois
eventos de emissio sera:

d52 = dTE2 = goodtz,

ATE = 1/ 800 (TE>AtE. (4.172)

Da mesma forma, o intervalo de tempo préprio no referencial de observacao sera:

ATR = 1/ 800 (T’R)AtR. (4.173)

Substituindo essas relagdes em (4.171), encontra-se:

€ com iSso:

ATE ATR

V/80o (7E) - V8o (rr)

AR /oo (rR)
ATt goo (TE)

(4.174)
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Para dois sinais de luz, em especifico os de duas frentes sucessivas de uma onda
eletromagnética, Aty e ATg sdo os periodos das ondas de emissdo e recepgdo, respectiva-

mente. Assim, a relagdo entre frequéncia de emissdo e recepcao sera:

VR goo (T’E)
— === 4.175
VE 8oo (T’R) ( )

Uma vez que:

goo(r):uc(r):<1—r 2<1_2mc+2mc),

rL r rr
entdo:
2
T 2m 2m
w_ |(1-%) (1-%E+ %)
v 2 2 g
SR [EONCEREY
1/71{ _ (1—TE/1’L> 1—2mG (1/1’E—1/TL) . (4176)
VE 1—7’R/1’L 1—2mG(1/rR—1/rL)

O redshift gravitacional z é definido de acordo com a relagao [104]:

-1
1+z= <VR) .
VE

y = 1—1’R/1’L 1—2mc(1/1’R—1/1’L)_1
- 1—1’E/1’L 1—2mG (1/1’E—1/1’L) '

Assim:

Considerando termos de primeira ordem em mg e ;. !, encontra-se:

7 A <mG _ rR) <1 - 7E> . (4.177)
TE ry R

Um caso de bastante interesse fisico é aquele em que o raio de observagdo é muito

maior que o raio de emissdo, como nas observagdes espectrogréficas de fendomenos de
emissdo de objetos astrondmicos muito afastados. Nesse caso, o redshift sera:

2 2 - R (4.178)

Nota-se que a expressdo (4.178) pode dar origem a blueshift, mesmo nos casos em que
rg < rr. Porém, nos casos onde mg < rg <€ rgp < rp (fendmenos afastados do ho-
rizonte de Schwarzschild, escala de Lyra atuado como perturbagdes no espago-tempo
de Schwarzschild e raio de observagdo maior que o raio de emissdo), sempre teremos z
positivo, o que leva de fato a previsdo de redshifts.
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4.5.1.2 Singularidades e Estrutura Causal

Na se¢do anterior, foram obtidas as solug¢des para as componentes ggo € g11 da métrica e
para a fungdo de escala ¢. Foi possivel encontrar uma solugdo tipo Schwarzschild onde
as componentes goo € g11 respeitam o vinculo goog11 = —1. Em relagdo a solugdo esferica-
mente simétrica da gravitacdo LyST, porém, essa solucao apresenta particularidades que
despertam interesse e demandam um estudo mais aprofundado. Em primeiro lugar, o
coeficiente métrico gop se anula, ndo s6 no raio de Schwarzschild r;, mas também em um
valor de raio 1. A grosso modo, essa caracteristica aparenta indicar uma solu¢do com
multiplos horizontes. Dessa forma, essa se¢do visa estudar mais a fundo esses conceitos,
procurando determinar se existem singularidades fisicas e, se sim, qual a sua natureza.

Um primeiro estudo de interesse é a determinagdo da distor¢do dos cones de luz, o
que pode ser feito através do estudo das geodésicas tipo-luz. Entretanto, ndo é preciso
adentrar na obtengdo das equagdes das geodésicas, uma vez que o interesse reside apenas
na determinagdo do movimento radial. Um cone de luz local é definido pelo anulamento
do elemento de linha:

ds® = ¢*gudxt'dx’ =0,

que corresponde as geodésicas de particulas ndo massivas. Mantendo o foco em movi-
mentos radiais, tal que df = d¢ = 0, tem-se:

w(r)dt? —a~t(r)dr* =0,

o que leva a:

% = +a1(r). (4.179)
Com a solugdo para « (1) dada na Eq. (4.75), encontra-se:
-2 -1
a@_ g <1 _ r) <1 _2me 2mG> . (4.180)
dr rL r rL

Conforme ja comentado, para regides muito distantes da fonte (r > r; e r > rs) o espago-
tempo ndo tende a Minkowski, mas sim a de-Sitter ou anti-de-Sitter. Essa é uma caracte-

ristica que influencia diretamente na propagacao radial de feixes luminosos, visto que:

dat
dr
longe da fonte.
A solugdo para a Eq. (4.180) é:
te(r)y=c £ % +2mgIn <1 _r 5 = 2mc> . (4.181)
(1-%) g

144



Para se certificar, é necessério conferir se existem divergéncias no valor de invariantes
do campos gravitacional nesses pontos. O invariante mais simples que se pode pensar é
o escalar de curvatura R. Entretanto, no caso das soluc¢des de vacuo, o trago das equagdes
de Einstein mostra que R = 0 em todo o espago, o que inviabiliza a utilizagdo de R para
essa andlise . Alternativamente, pode-se utilizar o escalar de Kretschmann, definido por
[109]:
K= R;u/oc‘BRw/oqS ’

para esse fim. Utilizando as Egs. (3.9) juntamente com as Eqgs. (4.20), pode-se mostrar,
ap6s uma manipulacédo algébrica, que os escalar de Kretschmann seré:

K= 1223 (1_72)2 (4.182)
" (-%)

Nota-se que K ~ 48M? /r® no caso em que r — co. No raio r = rs, verifica-se que o escalar

de Kretschmann é finito, o que leva a concluir que a divergéncia no raio de Schwarzschild
rs indicada pela Eq. (4.180), assim como no caso da Relatividade Geral, ndo se origina de
uma singularidade essencial, e, por isso, pode ser removida através de uma escolha ade-
quada de referencial. Entretanto, no ponto em que r — ry, o invariante de Kretschmann
vai a zero. Para que esse ponto seja interpretado com maior clareza, pode-se estudar o

que ocorre com um particula em movimento radial de queda livre.

4.5.2 Potencial Efetivo

De forma anéloga ao que foi feito na segdo 4.4.2, pode-se escrever a Eq. (4.161c) em termos
de um potencial efetivo. Partindo da equacao referida, pode-se escrever:

ms m2
SR Ve (1) = 7, (4.183)
onde foi definida a quantidade:
h
b=, (4.184)
e o potencial efetivo:
2
Vige (1) 1= % (4.185)
A equacgdo de movimento sera:
; ho oy |mg

Em muitos casos, uma solugdo adequada para a Eq. (4.186) deve estabelecer a rela-
¢do entre a coordenada radial 7 e a coordenada azimutal ¢ na geodésica nula. Portanto,
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convém reescreve-la em termos da derivada de r com respeito a ¢:

dr ho=2 [ m?2
qoﬁ = :l: ZG bi‘,zc - Veff <T).

Pela Eq. (4.161b), sabe-se que ¢*r>¢ = h. Dessa forma:

1 dr 1 [m?
iy~ i% 753 — Vgt () (4.187)

Agora que ja se conhece como resolver um problema de movimento geodésico nulo
com simetria esférica via utilizagdo de potencial efetivo, é preciso determinar as informa-
¢es fisicas que essa quantidade pode fornecer. Expandindo (4.185) de acordo com (4.75),

encontra-se:

m2 2m 2m3. m? 6m 2m> 3m
Veir (1) i= —2 (1= =0 )+ 58 4+ =6 (1- 20 ) -6 (1 -0 (4.188)
r r TL T’L r rpr r

Definindo-se momentaneamente as quantidades relativas:

T L
pi=ai e pLi= ok, (4.189)
obtém-se:
1 ( 2) 2 1 ( 6) 2 < 3)
V. = (1-Z )+ +=(1-=]—-""0(1-=). (4.190)
W= ) e e ) Tae U

As possiveis diferentes familias de potencial se distinguem apenas pelo valor da razdo
entre mg e r;. A Fig. 4.14 traz algumas curvas do potencial (4.190) com diferentes valores
de pr, tanto positivos quanto negativos. Verifica-se que, no caso de p;, > 0, a Eq. (4.190)
apresenta um ponto de méximo local a esquerda, um ponto de minimo local a direita e,

para p;, — oo, a curva tende a um valor constante dado por:

1 2
lim V. = (1+—). 4.191
)= 5 (17, .

Os pontos de méximo e minimo locais sdo obtidos resolvendo-se a relagao:

Veit _ (4.192)
dp
cujas solugdes sdo dadas por:
0 e p- (4193)
== 133/ ¢ PP ‘
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Figura 4.14 — Potencial efetivo para o movimento de fétons considerando-se valores po-

sitivos e negativos de py..
Calculando-se a segunda derivada, pode-se caracterizar cada um desse pontos extremos.

No caso de p_:
= i (1+3mG/rL)4 <0,

d* Ve _
dp? |, 8lm}

0 que mostra que p_ é um ponto de maximo para valores finitos de m¢ e r1. Por sua vez,

2m>
G 0 ,

para p, encontra-se:
4> Vess

dp ? P+
o que leva a concluir que p4+ é um ponto de méximo. Dessas relagdes, pode-se distin-
guir trés tipos bdsicos de potenciais de acordo com a presenca dos pontos de méximo e

1
53

minimo:
1. se =3 < pr < 0, ndo existem valores finitos de maximo e minimo locais na regido

dado porp > 0;

2. se pr, < —3, Vi 0 apresenta apenas o ponto de maximo, dado em p_;
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3. se pr > 0, Vi apresenta méximo e minimo locais .

Com eles, pode-se tecer algumas importantes observacdes. Na segdo 4.3, foram verifi-
cadas diferentes classes de solugdes esfericamente simétricas. Destas, a classe 2 (onde
—2 < p < 0) foi negligenciada haja vista sua inadequagdo com fendmenos fisicos (pois
esta culmina no anulamento dos coeficientes métricos). Sendo assim, existe um estreito
intervalo dado por —3 < p; < —2 onde o potencial efetivo de fé6tons ndo apresenta
pontos de maximo ou minimos para valores positivos da coordenada radial.

Para os casos em que p; > 0, o potencial no ponto de minimo p4 = pr. serd sempre

zero:

1 6 2 6
PRI S Sl Sl d g 3

=0. (4.194)

Ja nos casos onde V¢ apresenta um maximo local, que serd designado aqui por Vmax,
verifica-se que o valor desse méximo é independente de p;. Da fato:

Vinax = — - (4.195)

Pode-se observar tipos distintos de comportamentos de acordo com o valor constante
(4.191) ao qual Vi tende no infinito. No caso limite, 0 méximo local é igual ao valor

1 2 1
7 (1 + pL) = 5 (4.196)

Essa equagdo pode ser reorganizada como p? — 27p; — 54 = 0 e apresenta duas raizes

assintoético:

reais:
pr=—-3 e pr =6 (4.197)

Assim, se 0 < p; < 6 0 maximo local ndo serd um méximo global. Nesse caso, a barreira

ndo sera suficiente para impedir a captura de uma particula vinda do infinito. Por outro
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lado, se pr. > 6, 0s movimentos geodésicos de particulas vindas do infinito podem ser
uma captura ou desvio hiperbélico, de acordo com o valor de b.

Com a distingdo dos possiveis perfis para V¢ , que estdo ilustrados na Fig. 4.15,
percebe-se que a natureza dos movimentos em geodésicas nulas ndo diferem das geodé-
sicas tipo-tempo. Nessa figura, as linhas horizontais representam movimentos com um

valor fixo do pardmetro b e 0os ntimeros representam os seguintes tipos de movimentos:

1. Captura gravitacional:
2

m
b—zc > max { Vimax, Ve (20) } ; (4.198)

2. Movimento hiperbélico (espalhamento):

2 < -3 ; ou
iz (1 + 2) <M o1 nde {FF (4.199)
43 pL

3. Orbitas ligadas:

2
0< 26 < V(o se 0 < pr <6,

L fff (o )2 PL (4.200)
0<#<t(1+2) sep>e

4. Orbitas circulares estaveis (ndo aplicdvel);
5. Orbitas circulares instaveis;
6. Movimento préximo ao horizonte .

Na sequéncia, vamos detalhar as caracteristicas das trajetdrias tipo-luz assim como foi
feito na Segdo 4.4.3 para trajetorias de particulas massivas. Entretanto, no caso de geodé-
sicas tipo-luz, ndo se pode configurar um movimento radial pleno, visto que, conforme
mostra a Eq. (4.194), o ponto de minimo local leva ao anulamento do potencial. Assim
sendo, verifica-se por (4.183) que ndo existe uma solucdo finita para # = 0. Além disso,
serdo consideradas as condig¢oes de 2mg < r < |r|.

4.5.3 Captura Gravitacional de Fétons

No caso especifico em que —3 < p; < —2, onde o potencial ndo apresenta maximos
locais, o movimento de captura gravitacional é inevitdvel. Por outro lado, se 0 < pr, < 6
ou p; < —3, a condicdo suficiente para o movimento de captura gravitacional é a de
que a razdo m% /b* seja maior que o maximo local Vg (p—). Conforme a Eq. (4.195), essa
constatagdo implica a definicao de um valor limitante para o pardmetro de impacto, dada
por:

beap = V27m. (4.201)
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Figura 4.15 — Quatro familias de potencial efetivo de particulas ndo massivas, caracteri-
zando os diferentes tipos de movimentos orbitais. As linhas horizontais
representam valores constantes e energia.

Dessa forma, a consideracdo dessa condi¢do na equagdo de movimento (4.183) faz com

que o sinal de 7 ao longo da trajetéria ndo se altere:

1 dr 1 [m?
1/'72% = :I:m—G TZG — Vest (1’) . (4-202)

Assim, uma vez que as condic¢Oes iniciais sejam tais que dr/d¢ < 0, o movimento de

captura gravitacional ocorre.

Condigoes Iniciais

Para abordagem do problema, deve-se tomar condigdes iniciais onde o espago-tempo é
quasi-Minkowski. Para isso, é preciso manter os termos até segunda ordem referentes as
condig¢des mg < v er < rp no potencial efetivo (4.188):

2 3 2 2
m 2mg 2m m 6mg 2m 3mg
Ve (1) =~ (1= =7 )+ =35+ 2 (1 -—=(1- ’
r r r s r rr r

ie.

Vege (1) = ?G (4.203)



Portanto, a equagdo de movimento (4.187) pode ser aproximada por:

1 dr 1 1

—— =t/ = — —. 4.204

r2de b2 1?2 ( )
Para encontrar a solugdo dessa equagdo diferencial, define-se uma varidvel u := 1/7, tal

que:

d 1
M V1,
de b
As condigdes iniciais devem ser tomadas num valor de coordenada radial ry, tal que
mg < 19 K rr.. Tomando a condigdo de que ¢ = 0 para ug = 1/rg, obtém-se:

/(Pd~ ib/u di
O q)_ Uug \/1—b2ﬁ2,

b = +£sin ((;H—arcsin b) .
r ro

Uma condicado extra que serd adotada é a de que b seja negligencidvel em comparagdo a
ro. Assim:

b

o= Esing. (4.205)

Dessa relagdo, percebe-se que b é o valor da coordenada cartesiana y na regido 2mg <
r < rr, onde o campo gravitacional é fraco. Essa constatacdo leva a concluir que, como
esperado, b é o parametro de impacto da trajetéria. Assim, as solugdes procuradas sdo
obtidas integrando-se a Eq. (4.202) com a condicdo inicial de que y — b para ¢q suficien-

temente pequeno .

4.54 Movimento Hiperbélico

O movimento hiperbélico de fétons caracteriza um processo de espalhamento, onde o
feixe luminoso se aproxima da fonte gravitacional com parametro de impacto b > beap,
cf. Eq. (4.201), até um raio de maxima aproximagao rmin de onde a particula é desviada
e passa a se afastar. A configuracdo geométrica é similar ao estudo do espalhamento de
particulas massivas realizado na segao 4.4.4. O ponto de méxima aproximagao r, ocorre

justamente quando o argumento da raiz quadrada de (4.187) se anula:

m2

TS = Vest (7a) - (4.206)
O valor final da coordenada angular azimutal é 7 + &, conforme pode ser inferido da
Fig. 4.7. Uma vez que a equacdo de movimento de aproximacao (Eq. (4.186) com sinal
negativo) e a de afastamento (mesma equagdo com sinal positivo) sdo equivalentes a

menos de um sinal, o movimento é simétrico e, consequentemente, o valor da coordenada
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angular no ponto de méxima aproximagdo serd ¢ = (77 +«) /2.

As condigdes iniciais de um movimento hiperbdlico como esse sdo tomadas em um
valor radial onde mg < r < rp (regido que tende a Minkowski) tomandoy = be ¢ = ¢y,
onde ¢y < 1. Integrando as equagdes de movimento desde um ponto inicial (ro, o) até

o ponto de maxima aproximacao (r,, t/2 + «/2), onde r, < ry, obtém-se:

(rt+a)/2 Ta 1 dr
AT (-3
o CIRVAL S AN (S r

eff

7r+1x o0 = m /ro 1 dr
P R R v
o\ = Ve (1)

Alguns comentérios devem ser realizados nesse ponto. Em primeiro lugar, r, é deter-

(4.207)

minado de acordo com a Eq. (4.206). Apesar de esta ser uma afirmacdo bastante simples,

sua execugdo ndo ¢ tao trivial. Expandindo o potencial efetivo nessa relacdo, encontra-se:

sz:sz< 2m6>+2m%+mzc<1_6"16>_2mé <1_3’”G> (4.208)

b2 r2 T r r? ta rLTa T4

que é uma equagdo de terceira ordem em r,. Isso sem contar a integral que deve ser re-
solvida em (4.207) expandindo-se a expressdo de Vi (7). Nos casos onde um resultado
acurado é imprescindivel, a forma mais eficiente de ser resolver o problema é numerica-
mente. Essa mesma abordagem ja foi utilizada na secdo 4.4.4 para o caso de particulas

massivas.

4.6 Comentarios Finais

O estudo das solugdes esfericamente simétricas da teoria LyST ¢é bastante esclarecedor.
Como principal resultado, destacamos que os fendmenos gravitacionais em nivel de sis-
tema solar ndo invalidam a teoria. Para chegarmos nessa conclusao, obtivemos uma solu-
¢do tipo-Schwarzschild para LyST que depende da versdo em Lyra do raio de Schwarzs-
child r; um parametro tnico rr, com unidades de comprimento. Com essa solugéo, es-
tudamos as geodésicas no espago-tempo de Lyra, donde conseguimos mostrar que, no
limite de campos fracos e velocidades ndo relativisticas, a Lei de Gravitagdo Universal
permanece véalida. O parametro r; s6 passa a ter contribuigdo a partir da segunda ordem
de aproximacao, situagdo em que acrescenta um termo repulsivo 37,/ 1’% e um termo atra-
tivo —3r/ r%, linear com a distancia. Como sdo contribuigdes de segunda ordem de ry,
ndo sdo relevantes em nivel de sistema solar, mas podem ter contribui¢des significativas
em escalas mais amplas, como em fenomenologia extragalactica e cosmologia. Com res-
peito a testes relativisticos, mais especificamente a precessdo do periélio de merctrio, a
teoria LyST prevé o mesmo resultado da Relatividade Geral dentro de aproximagdes em
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primeira ordem.

As solugoes esfericamente simétricas ndo sdo assintoticamente planas (assim como
a solugdo de Schwarzschild com constante cosmologia da RG). Elas se dividem em trés
classes de acordo com o valor do pardmetro r;. Dentre essas classes, uma delas é de
menor relevancia fisica visto que retorna valores negativos para os coeficiente métricos
para qualquer valor da coordenada r. Essa caracteristica faz com que os cones de luz se-
jam invertidos, inviabilizando o conceito de causalidade no espago-tempo como bem se
conhece. A Classe 1 de solugdo é particularmente interessante pois apresenta duas singu-
laridades: uma em r; e outro em ry. Verificamos que a singularidade em r; é aparente, ou
seja, pode ser removida com uma troca de referencial, mas a singularidade em 7, é real.
Assim, as regides de r < ri, e r > rp ndo podem ter contato causal. Nesse cendrio, como
os experimentos mostram que 75 deve ser préoximo de 2MG, entdo o parametro ry, deve
ser bastante grande em relagdo a 7, (visto que aparece com potencias negativas nas equa-
¢oes). Como consequéncia, 71, > 75 e, por conta da auséncia de contato causal comentada
acima, r, seria o maior raio para os eventos em contato causal; ou seja, o tamanho do
universo. No caso da Classe 2, temos uma estrutura causal similar ao caso da solugdo de
Schwarzschild com constante cosmoldgica.
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Capitulo 5

Conclusdes e Perspectivas Futuras

Nesse trabalho, fizemos uma recapitulac¢do histérica do desenvolvimento das teorias de
gravitacdo até chegarmos nas teorias escalares-tensoriais (Capitulo 1). Vimos que uma
familia de propostas de teorias alternativas a Relatividade Geral é aquela onde se mo-
dificam algumas das hipéteses geométricas adotadas. Nesse cendrio, apresentamos a
proposta de alteragdo de Lyra, que basicamente consiste em reescalonar a defini¢do dos
vetores da base canonica através de uma fungdo de escala ¢. Com essa defini¢do, temos
um novo conceito de referencial que agora depende, além das coordenadas, também de
uma funcdo de escala. Em uma compara¢do com a geometria riemanniana, essa altera-
cdo da origem a reformulagdes em praticamente todos os entes geométricos necessarios
a construgdo das teorias geométricas de gravitagdo, o que nos levou a realizacdo de um
estudo geral sobre a variedade de Lyra, derivando as quantidades necessarias a partir de
primeiros principios (Capitulo 2).

Na variedade de Lyra, supondo um tensor geral T de rank (k, I), as suas componentes
definidas num referencial de Lyra (x#, ¢) se relacionam com as componentes em um novo

referencial (¥*, §) através da seguinte lei de transformagao:

RN S R i,
e [P (X) ox™M  oxM ox" Ox" g
Torp () = (¢(X>> axnaun agh ok e () G1)

Note a presenga do fator (¢/¢) “! na expressdo, o que a diferencia da lei de transfor-
macdo dos tensores na variedade riemanniana. Por conta dessa lei de transformacao, o
elemento de linha invariante no espago-tempo de Lyra deve ser definido com um fator
de escala quadratico:

ds* = ¢2gwdx"dxv, (5.2)

0 que garante a invariancia de ds?> sob mudancas de referencial. Esse ¢ um ponto bastante
importante que deve ser contabilizado na construgao das teorias de gravitagdo em Lyra.
Outro ponto relevante estd na expressdo para a conexdo afim, que apresenta um termo

adicional dependente apenas da escala:

1 1 1 1
I‘ﬁ/\v - 5{5\} o QMﬁw\ + 5 (§EVA4) - gw\vﬁcp) + Egﬂﬁ (T/\yv — Tvap — Tw\v) , (53)

onde M é o tensor de compatibilidade métrica. Essa é a expressdao mais geral para a co-
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nexdo em Lyra e pode ser simplificada de acordo com as hipéteses geométricas adotadas.
Em Lyra, temos uma expressao distinta para a derivagdo covariante. As componentes

da derivada covariante de Lyra de um vetor A¥, por exemplo, sdo dadas por:
1
VAl = aavAf* +1, AN (5.4)

Nota-se que o primeiro termo do lado direito, referente a derivagdo ordindria, é escalo-
nado pelo fator ¢ 1. Outro ponto é que, em geral, os simbolos da conexdo ndo apresen-
tam simetria definida nos indices inferiores. Na convencao utilizada nesse trabalho, o
indice associado a derivagdo ¢ o segundo indice da posigdo inferior de " .

Por fim, vamos destacar as propriedades de duas grandezas geométricas obtidas a

partir da conexdo afim: curvatura e tor¢do. A curvatura, definida em Lyra pela expressao:
RA,, = 3, (T L3, (o1 | K L 5.5
txyv_P V((P av) _E V<(P ay)"’ avL oop T L aps pvos ( : )

apresenta uma dependéncia explicita da escala ¢, além da dependéncia implicita con-
tida na definidagdo de I'", . Esse ¢ um ponto significativo que diferencia a expressdo da

conexdo em Riemann. Além disso, a tor¢ao
T =T%, —T%, + ¢! (vygb(sg ~ vvgb(s;;) (5.6)

ndo estd mais associada unicamente a parte antissimétrica da conexdo, o que é algo que o
leitor deve ter em mente para evitar confusdes nas interpretagdes dos resultados oriundos

de teorias na variedade de Lyra.

Espaco-Tempo de Lyra

No espago-tempo de Lyra, a expressdo para as geodésicas também ¢ significativamente
diferente das geodésicas riemannianas. Como padréo, a geodésica tem uma parte similar

ao caso riemanniano acrescido de um termo dependente de escala:

A2 % . . . . dxt dx
WJF ({W} + Vupdy + Vuddy — Voog ngv) dA dr 0. (5.7)

Da mesma forma se apresentam as curvas autoparalelas em Lyra:

d?x* . Qo dxtdx’
Tzt (4>r o vabéy) o =0 (5.8)

Nota-se que, diferentemente do espaco-tempo da Relatividade Geral, ndo existe equi-
valéncia entre as curvas autoparalelas e as geodésicas no espago-tempo geral de Lyra.

Contudo, pode-se impor essa equivaléncia como uma hipétese geométrica adicional. A
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condigao fisica para suportar essa hipotese é M" B~ Ta 5}3'

Na proposta de se utilizar a variedade de Lyra como modelo dindmico do espago-
tempo, é preciso ser cuidadoso na defini¢do dos graus de liberdade que descreverdo os
sistemas fisicos. A 4—velocidade u* de uma particula deve ser definida com a escala ¢

para se comportar como um vetor de Lyra:

dxt

ut = p—oy, 5.9
0 (59)
onde T é o tempo proprio da particula. Esse detalhe culmina diretamente em uma nova

expressdo para a equagao de Hamilton-Jacobi:

dS dS
uv 2 42
S 9w ™ ¢, (5.10)

donde é possivel obter as geodésicas métricas através do método de Hamilton-Jacobi.

Teoria LyST

Com a defini¢do do entes geométricos, pode-se utilizar a variedade de Lyra como mo-
delo do espaco-tempo. Para isso, é necessario definir as hipdteses geométricas do mo-
delo e formular um principio variacional responséavel por estabelecer a dindmica tempo-
espacial. Construimos uma teoria de gravitacdo baseada nas hipéteses de compatibi-
lidade métrica (MV wp = 0) e auséncia de torgdo (T” wp = O) que chamamos de LyST.
Nota-se que essas condicdes satisfazem naturalmente o requisito de autoparalelismo das
curvas geodésicas (assim como no caso de Relatividade Geral). Sob essas hipdteses, a

expressdo para a conexdo da teoria LyST sera:

1 1
[ = o) + 5 00V — 8w V"9) (5.11)
e a curva geodésica (ou curva paralela, que agora sdo equivalentes) fica determinada pela
expressdo:
dlex w o o « dx¥ dx?
iz (o) + Vuoss + Vugdh — g V) Ty =0 (5.12)

Por fim, foi proposta uma agdo equivalente em Lyra a agdo de Einstein-Hilbert com um

termo de matéria:

1
S = / d4x¢4¢fg[R (8,98, ¢, V9, V2P) = 1= Lo (¥, 091, 8,98, 9, V) | . (5.13)

Note que R é o escalar de curvatura de Lyra que depende de ¢ e suas primeiras e segun-
das derivadas, além de g e dg. Da mesma forma, £,, ¢ uma densidade de lagrangiana de
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matéria invariante de Lyra que, por hip6tese, depende de ¢, g;,v, dos campos de matéria
¥k e as suas derivadas. Além disso, temos a presenca do fator ¢* no elemento infinitesi-
mal de volume que garante a invaridncia da agao sob transformacgdes de Lyra. Portanto,
os campos fundamentais a serem considerados no principio variacional sdo a métrica
Suv, A escala ¢ e os campos de matéria ;. Tomando variagdes com respeito a métrica Suvs

encontramos:
1
Ruw = 58w R + 20V, Vit = 2080 VaV 9 + 38 VapV'e = —87G¢ Ty, (5.14)

onde R, e R sdo o tensor de Ricci e escalar de curvatura calculados com o simbolo de
Christoffel. Por sua vez, ao calcular as variagdes com respeito a ¢, obtém-se:

R+ 6oV, Vi — 12V ¢V ¢ = 81Go*T, (5.15)

equacao esta que estd completamente contida em (5.14) e pode ser obtida a partir desta
pelo calculo do trago. Verifica-se que, aplicando o limite de ¢ — 1 na Eq. (5.14), recupe-

ramos a forma das equagdes de campo de Einstein.

Por fim, podemos consolidar a teoria pela verificagdo do limite newtoniano. Sob a
hipétese de campos fracos e velocidades nao-relativisticas (condi¢des estas que se adé-
quam a grande maioria dos fendmenos observados na escala do sistema solar), pode-
mos escrever a métrica de Lyra com um termo de correcdo a métrica de Minkowski
(§uv & Muv + hyy) € a escala como sendo uma perturbagéo a unidade (¢ =1+ J¢), onde
|hw| < 1e|6¢p] < 1. Com essas consideragdes nas equagdes de campo (5.14), verifica-
se que o setor temporal é o dominante e a equagdo de campo vélida para as escalas de

energia consideradas é justamente a equagao de Poisson:
, (1
v Ehoo +6¢ | = 4nGp. (5.16)

Efetuando as mesmas consideragdes nas equagdes para a curva geodésica, verifica-se no-
vamente que o setor mais significativo é o temporal e a equagdo de movimento oriunda
da interacdo gravitacional é a de uma forca conservativa:

d*x 1

——~ -V | zhyp+4 5.17

P S0 +69 ), (5.17)
onde x é 0 3—vetor SO(3) de posic¢do. Assim, verificamos que, em nivel de equagdes de
campo e equagdes de movimento, a teoria LyST tem um limite suave bem definido para a
gravitacdo newtoniana. Esse é um indicativo de que os fendmenos observados na escala
do sistema solar estdo condizentes com as previsdes da teoria LyST. Além do mais, as
Egs. (5.16) e (5.17) nos revelam que tanto a métrica como a escala sdo campos que atuam

na descrigdo da interagdo gravitacional.
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Simetria Esférica

Resolvendo a Equacédo de Killing para a isometria de rotagdo, obtemos a forma do ele-
mento de linha esfericamente simétrico (vide Apéndice B). Com as hipéteses adicionais

de métrica tipo-Schwarzschild estaciondria, obtemos a forma da métrica:

L 1 2 2.2
guv = diag <o¢ (r), ) re, —r°sin 9) (5.18)
onde « (r) é uma fungdo radial que, junto com a funcéo de escala ¢ (r), deve ser determi-
nada pelas equagdes de campo LyST. Assim como demonstrado no Capitulo 4, a solugdo

esfericamente simétrica para LyST é:

2
w(r) = <1 _ r> <1 _ 2mg + 2mG> (5.19)

ry r rL

o(r)=—, (5.20)

onde mg := MG é a massa geométrica da fonte gravitacional e 7, um parametro com uni-
dades de distancia que contabiliza a influéncia da escala de Lyra nas equag¢des. No limite
de rp — oo, recuperamos o limite da Relatividade Geral (ou seja, ¢ = 1) e, como é de se
esperar, a solugdo de Schwarzschild (x = 1 —2mg/r). Assim, a massa geométrica deve
ser uma quantidade positiva definida e esta relacionada a carga da interacdo gravitacio-
nal no limite newtoniano, conforme pode ser concluido da Eq. (4.73) no limite de r;, — oo.
Nota-se que a solucdo ndo é assintoticamente plana, como no caso de Schwarzschild, e se

assemelha a solucdo de Schwarzschild com constante cosmolégica.

Com a solugdo esfericamente simétrica, tomamos o limite de campos fracos e estabe-
lecemos termos de corregdo a Lei Universal de Gravitacao de Newton:

P2 1
r__ms, 3 3 (5.21)

2 2 2 2
dt r 2r? (21 +;> r2
me L
Nota-se que efeitos de primeira ordem de 7, ! nao alteram a teoria newtoniana; ou seja,
# = —mg/r?. Assim, a influéncia de Lyra deve atuar somente nos fendmenos em escalas
de energia muito maiores do que aquelas do sistema solar. Considerando a contribuicdo

em segunda ordem de r;, temos uma aceleracdo repulsiva constante % (1% e o termo
t(ata)

atrativo anti-de-Sitter —%, que devem ser mais relevantes em fendmenos em astrofisica

2
L
extragaldtica ou cosmologia.
Nas Secdes 4.4 e 4.5, com a solugdo esfericamente simétrica de LyST, obtivemos as
expressOes para as trajetérias geodésicas e estudamos diversos tipos possiveis de mo-

vimentos de particulas-teste [3]. Esse estudo visa entender a contribui¢do da escala de
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Lyra no movimento geodésico e, com isso, servir de apoio e referéncia na procura de
fendmenos e/ou experimentos que possam testar a teoria LyST. Nessa linha de trabalho,
verificamos que a predicdo para a precessdo do Merctrio em LyST é a mesma que aquela
obtida pela Relatividade Geral em primeira ordem de aproximagdo (vide a Segdo 4.4.6).
Esse resultado é bastante importante pois ndo refuta LyST. Junto com o fato de que o li-
mite newtoniana de LyST é equivalente ao da RG, temos bastante evidéncia de que LyST
e RG sdo teorias degenerescentes na escalas de energia dos fendmenos gravitacionais do

sistema solar.

Préximos passos

Nesse trabalho, realizamos um reformulacdo geométrica da variedade de Lyra que é bas-
tante rica e interessante pois abre incontdveis frentes de trabalho. Propusemos a teoria
LyST como um primeiro estudo de caso pois, tragando um paralelo com a Relatividade
Geral em Riemann, acreditamos ser a etapa mais natural. Entretanto, existem diversas
abordagens a serem estudadas que nao estiveram no escopo dessa tese. Persistindo na
comparagdo com a variedade de Riemann, temos um mar aberto de frentes de estudo,
haja vista que tudo aquilo que se tem construido em Riemann pode, em teoria, ser cons-
truido em Lyra.

Em paralelo a esse trabalho, temos estudos encaminhados em algumas frentes que
devem apresentar resultados em um curto prazo. De um ponto de vista teérico, estamos
reconstruindo as expressdes dos entes geométricos de Lyra em termos de formas diferen-
ciais, o que nos ajudara na constru¢do do andlogo da teoria de Einstein-Cartan em Lyra.
Além disso, é necessério estabelecer o procedimento de derivagdo covariante de grupos
internos para possibilitar o acoplamento de campos de spin semi-inteiros nas teorias gra-
vitacionais em LyST. Ademais, um estudo mais aprofundado e formal da transformacéao
de referenciais de Lyra estd em desenvolvimento. Por fim, existe a possibilidade de se
explorar a generalizagdo do equivalente teleparalelo da gravitagdo LyST.

Agora, sob um ponto de vista de fenomenologia fisica da teoria LyST, temos estu-
dado as implica¢des da funcdo de escala de Lyra na cosmologia. Nessa tarefa, devemos
realizar um estudo de espagos maximalmente simétricos. Assim, poderemos descrever
um espago-tempo de Lyra com segdo espacial dada como um subespago maximalmente
simétrico em acordo com o Principio Cosmolégico. Feito isso, serd possivel encontrar a
solugdo das equagdes LyST para cosmologia e comparar suas previsdes com dados de
modulo de distancia de supernovas. A hipétese é de que a influéncia de Lyra possa exer-
cer um papel de energia escura, dada a presenca de um termo repulsivo da corre¢do em
segunda ordem a gravitagdo newtoniana (5.21). Como uma tarefa adicional, podemos
investigar a hipétese de que o termo atrativo anti-de-Sitter em (5.21) seja a explicacdo do

problema de massa faltante em mensuracdes de aglomerados galacticos e nas curvas de
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rotacdo de galdxias sem a defini¢do de matéria escura. Dessa forma, enxergamos a teoria
como interessante de um ponto de vista fenomenoldgicos na duas das maiores areas de

pesquisa cosmoldgicas atualmente: matéria e energia escura.
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Apéndice A

Gravitacdo LyST: Célculos e Observagdes

A.1 Tensor de Curvatura e Tensor de Ricci

No Capitulo 3, introduziu-se a teoria de gravitacdo na variedade de Lyra que surge
quando se impde um espago-tempo métrico-compativel e livre de tor¢do. Matematica-
mente, essas condi¢gdes podem ser representadas respectivamente pelas relacoes:
oo -
M g=0 e T,=0,
onde M é o tensor de ndo-metricidade e T é o tensor de tor¢do. Aplicando essa condi¢do

na expressdo (2.62) para os coeficientes da conexdo afim, obtém-se a conexdo da teoria

LyST:
Iy, = ;,{ ﬁ} +o7! (55%4) - ng%) ) (A1)

que é a entidade bésica que define as propriedades afins da variedade.

A primeira quantidade oriunda da conexdo a ser abordada aqui é a curvatura, que
estd definida em (2.53).

1
¢

Considerando (A.1) nesta equagdo, encontra-se:

1
R)\D(;ﬂ/ = Eaﬂ (4)1—‘)\0(1/> al/ (4)1—‘/\06]4) + rplxvr/\py - rptxlur)\py

Ry z(;zay 2 +80Vep — g V9] - (Plzav {2+ 80Vap — V9] +
+ 4}2 ({ﬂfv} + 00V ag — gm,Vpcp) ({PAV} + 0, Vo — ngVAcp) +
- (o) + 90— 5 77) ({3 + 69,0 — g 70)
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Expandindo, distribuindo e reorganizando os termos, resulta:
2pA AN A A A
PR =0} =0l +{Ho — {GHo
+ 030, Vo — 0,80V P — 800, VP — 530, Vap + 0,80 V' + a0y V' o+
+ {ufv} (51)4LVP‘P - ngvA(l)) + {p);t} (§1€va¢ - goa/vp(l)) +
— {81 (60900 = 8 V9) — {1} (51 Ved — e VP9) +
+ (6100 — 801 V"9) (50 — 0 V°P) — (. Vad — 2 V*9) (1Yo — 800 V')
Reconhecendo a curvatura Riemanniana R)‘WV e distribuindo os termos na tltima linha:
(PZRAIX}H/ :R/\t){]ﬂ/ + 538uvw¢ - a;tgtwv)\‘l’ - gavauvA4’+
— 530y Va@ + 0080, VP + 80y 0 V' P+
T {ofv} (‘5QVP‘P - gPuVA‘P) + {,?M} (OUVadp — 8avVP) +
— (21 (0109 =g V0) — {2} (6 Vat — 2 VPP) +
+ (04— 8uV"9) 0Vat — (819 — 80u V) g VP p+
— (Ve — VI ) Vo + (04Vup — 8y VPP) 80V (A2)

Agora, deve-se trabalhar com as derivagdes de V¢, de modo a reescrevé-las como deri-

vadas covariantes de ordem superior. Tomando ava, verifica-se que:

1
ViV = $ayva¢ —Th,Vop = 3,Vap = OV, Vad + ¢, V0,

AN [WNW +{ L1V + VeV — ngpwpq)} . (A.3a)

Fazendo 0 mesmo para 9, V¢, 9,V ¢ e 9, V¢

9, Vo = [q)vvva(p + {81Vt + Vet Vg - gwww,,(p} , (A.3b)
0,V 9 = |9V, Vo — [ 2 1VPp — 61V,0VPp + VoV '] (A30)
9,V = [vaw — {21V =8}V VP + vvcpv%} . (A.3d)
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Substituindo-se as Egs. (A.3) em (A.2):

(PZRAWV :RA'XHV + avgleAcp —d ngVA‘lH’

B9V Vatp+{ £ 100V o9 + ) VeV =) 20 VP9V

n
+ |0V Vap—{ £ 0NV =01 Ve Vi + 8) 80 VPV o9 |
+ gtw‘vavA‘P {pl}ga;tvpéb 8undy Vo VPP + 30,V 9V’ ‘/’}
i
n

~gu VA9 + {2 12w VP9 + 8ud Vo Vp—gu V19 V9 |
(0 (41500~ 50 9"0) + {3} (190~ g ¥79) +

— L2 (00,00 = gn V) = {2} (B Vatp—g0i VP 9) +

+, ViV ~0,80 VoV P + g VPV upt

OV PVt +6)8auV pp VE P + ~8au VoV’

Muitos dos termos da expressdo acima cancelam-se e a expressao com um todo se reduz
a:
PRy =R + 0080 V' — 0480V 9 + (820V,Vap — 616V, Vo) +
+ (8 ViV~ 8wV V 0| + [3udp Vop VPP — 200V, VP +
+ {6180V — {1 gV 0. (A4)
Agora, deve-se direcionar a atencdo para as derivadas ordindrias dos coeficientes métri-

cos a fim de reescrevé-las em termos de derivadas covariantes. Uma vez que foi conside-

rada a condicdo de compatibilidade métrica (Vg = 0), encontra-se:

1
aavg"‘i‘ = rpavg/w + Fpﬂvg“/\'
Usando (A.1):
1 _J1 1 0 1 1 o
&avgtw = [¢{apu} + $ (Va(])év - ngpcp)} Spn T |:4){ypv} + $ (Vygbév - gWVp(p) 8up
lavgtw = ~fp }gpy + l{ , }gt’ép + 1 MM)
P T p LSS T g8 T |

+ ;, (Vs gar—gurVap)
;avgw - ;{fv}gpu = ;{fv}gww
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Permutando os indices y e v e subtraindo da expressdo anterior:

;)avgot;t - ;aﬂgﬂw B ;{‘fv}gpﬂ + ;{apﬂ}gpv =0. (A.5)

Com a Eq. (A.4) com a Eq. (A.5), encontra-se:
(PZRAMW :,R’/\ocyv + al’gf\',”v/\(l) o al'gf\l’v/\qb + [(534)vl4v0‘¢ - 5£¢VVVW(P} +
+ |8t ViV P — 2ud Vi V| + [8udh Vop VI — 88l Vo pVEP| +
+ {8 8o Ve = {£ 180V 0.

A _ 1 A 1 A A
R apv _PR apv + 4)2 (glwéy _g"‘}l§1/) vp¢vp¢+
1 A _gA A A
+5 S0V uVa — 4V, Va + 8ap Vi VAP — gy Vi VA (A.6)

Tensor de Ricci

Outra quantidade fundamental no desenvolvimento da teoria de gravitagdo é o tensor de
Ricci, dado pelo trago do tensor de curvatura de Riemann. Contraindo os indices A e v
na expressao (A.6), obtém-se:

1 1

1
+s [(sﬁvyvaq) —OVaVad + 8y VaV'P — 8 Vi V9]

1 1
szy :ngxy - 3ga,4PVp4>VP4>+

1
+ p AV, Vo — ViV + g ViV 9 — V. Vad|

1 2 1
Rtxy - PR{W + 5 -

V.V
7 <P+¢

3
8 VAV — Pngpﬁbvpﬁb (A7)
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Escalar de Curvatura

Por fim, vamos calcular o escalar de curvatura pelo trago do tensor de de Riemann:

o 1 o 2 n 1 o 1 3 n
g/\ R)ux = @82‘ R/\zx + $gA vav/\(l)+ ag/\ g/\ocv]/lv'l - Eg/\ gAavp‘PVp‘P,
1 2 .. 4 12
1 6 12
R= @R + avyvmp — EV,@V% (A.8)
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Apéndice B

Isometria de Rotacdo da Teoria LyST

Em um espago-tempo esfericamente simétrico, o tensor métrico é invariante por rotagdes
espaciais. Em termos de coordenadas cartesianas x* = (t,x,y,z), as rotagdes espaciais
podem ser escritas através de:
IH U b
x"=xl4e|Li| x (B.1)
14

em que L; é o gerador da rotagdo em torno do i-ésimo eixo cartesiano. A expressdo ma-

tricial para o os geradores é:

000 0 0 0 0 0 00 0 0
000 0 0 0 01 00 -1 0

Ly = s Ly = P
&) 000 —1 @ 0 0 00 ®) 01 0 0
001 0 0 -1 0 0 00 0 0
(B.2)

Nota-se ainda que as matrizes acima podem generalizadas em uma expressdo para suas

componentes
2
o] = —oen, (B3)

onde ¢;;, é o simbolo totalmente antissimétrico.

Comparando a Eq.(B.1) com (2.91), considerando também os geradores (B.3), determinam-

se os trés campos de Killing associados a simetria de rotacéo:
(:Z) = —6Vkeikvxv (8-4)

parai = 1,2,3. E conveniente realizar uma transformagdo para um sistema de coordena-
das adequado a simetria envolvida. Esse sistema é obviamente o esférico ¥ = (,7,0, ¢),
onde cada ponto é definido por uma coordenada radial r, um angulo polar § em relacdo

ao eixo z e um angulo azimutal ¢ com respeito ao eixo x. O tempo permanece 0 mesmo.
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As relagOes entre as coordenadas cartesianas e esféricas sao:

x = rsin® cos¢ r= \/m
o — sl (B.5)
y= rsinfsing = arctan Y-
z= cosf @ = arctan %
A matriz jacobiana da transformacao é
of of of of
of ox oy oz 1 0 0 0
T = % gTr( % % | 0 sinfcosg sin # sin ¢ cos @ (B.6)
Tl g g 9 g o lcosfcos Lcosfsing —1lsing '
of dx dy oz P @ p @ P
S 0 —lcscOsing LescOeosg 0

of oJx dy 0z

Tendo definido a forma como se transformam as coordenadas, é preciso obter a trans-
formacédo dos campos vetoriais de Killing (B.4) através de:

- ik
(:?i) - @%) = — ] e’
Portanto:
5?1) = —J10e103x° — J1,0Pe130x? = — 1z + Ty,

= +]’431’sin05ingo — jyzrcos 0.

Calculando as componentes:
$oy =0

5%1) = J,rsin@sin ¢ — JL,rcosf = rsinf cos@sin ¢ — rsinfcosfsing = 0;

- 1 1
¢ty = J5rsinésing — J%rcos 6 = —r sin® 0'sin ¢ — T cos®fsin g = — sin ¢;
5?1) = J%rsinf@sin g — J°,rcosf = —% csc cos prcos® = — cos ¢ cotf.
Por fim, obtém-se:
5’(41) = (0,0, —sin ¢, — cot 6 cos @) (B.7)

Realizando o mesmo procedimento para os outros dois campos de Killing, encontra-

se:
& = (0,0,cos ¢, — cot B sin (B.8)
(2) ¢ ?
e
¢ = (0,0,0,1) . (B.9)
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Uma vez obtido os campo de Killing associados a simetria de rotacdo, agora, deve-se
impor tal isometria aos campos bdsicos da teoria de gravitagdo na variedade de Lyra, que

sdo o escalar ¢ e o tensor métrico g .

Em primeiro lugar, aplica-se a Eq. (2.93) ao campo ¢ para cada um dos 3 campos de
Killing g@):

99l =0,
dg¢p (—sin @) + dp¢p (— cotfcos @) =0,

tan ¢ tan 6 (dg¢) + dpp = 0. (B.10a)

9P &y = 0,

99¢ (cos @) + dp¢ (—cotfsing) =0,
tan 6 dg¢p — dyp¢ (tan @) =0, (B.10b)

aa(P 5?3) = 0/
dpp = 0. (B.10c)

Combinando as Egs. (B.10), observa-se que a escala ndo depende das coordenadas angu-
lares. Assim ¢ (r,t). Contudo, para as solugdes aqui requeridas, serd assumido também

que ¢ é estaciondrio, tal que:

p=0(r). (B.11)

O préximo passo consiste em utilizar a Equagédo de Killing (2.111) para impor condi-

¢des sobre as componentes do tensor métrico:

goo (t,1,6,9) 8o (t,1,0,9) 8oz (t,7,0,9) ( )

| s (t70,9) gu(tr0,9) gu(tr0,¢) gi(tr0,9)
T gt 8,9) g12(tr6,9) gu(tr6,e) gn(tr6,9)
( ) ( ) ( ) ( )

g (t,r,0,¢) gi3(tr,0,¢) g3(tr0,¢

Como nao estd sendo imposto que o tensor métrico seja invariante de forma com respeito
a um troca de escala, toma-se ® = 0 na Eq. (2.111), aplicada sobre g, Assim:

g)\a/\goc,@ + aﬁgvgm/ + aaéygyﬁ =0 (B12)
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Utilizando primeiramente (B.9), obtém-se:

a"‘gﬂ‘/&é) + aﬂgé)gﬂw + av(j’gg)gua =0= a(pgw,f??)) =0,

i.e.
v _
dp

0 que mostra que nenhuma componente da métrica depende do dngulo azimutal.

0. (B.13)

Restam ainda os dois campos de Killing das Eqs. (B.7) e (B.8). Ambos apresentam

componentes 0 e 1 nulas. A Eq. (B.12) para esses campos se torna:

azgyv§2 + ayéngV + ay€3g3v + avézgﬂ + av§3gpt3 =0. (B.14)

Com a Eq.(B.14), pode-se obter as restri¢des nas componentes do tensor métrico estu-
dando combinagdes especificas dos indices y e v. Para indices y = v = 0:

96g00¢%, =0
{ egooé(l) - @ -0 (B.15)

aegoogé) =0 96

Portanto, por intermédio dos resultados (B.13) e (B.16), conclui-se que a componente goo
da métrica s6 pode depender de t e r.

Fixando os indicesem y = 0ev =i

9280y + 9y 802 + il 800 = 0 (B.16)
angiC%z) + aiC%Z)gOZ + aiC?g)gO?) =0
donde se conclui que, parai = 1:
dgo1 _
=0, (B.17)

Mostra-se com isso que, assim como a componente gy, go1 ndo depende de coordenadas
angulares.

Ja para o caso em que i = 2 na Eq. (B.16), tem-se um sistema linear homogéneo com

solugdes triviais:

398025%1) + aegfl)gos =0
008026 () + 06875803 = 0

dgo2 _

=5 =0 (B.18)
e

803 = 0; (B.19)

Por outro lado, para i = 3, ja utilizando (B.19):
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32g03§%1) + 335%1)3’02 + 335%1)g03 =0
32803972) + 335%2)802 + 335‘?’2)3703 =0
o2 =0. (B.20)

Considerando os indices 4 = 1e v = j, tem-se:

azgl]'f%l) + algfl)gz]' + 815?1)&3]' + a]'(f%l)glz + a]'(ff’l)glg, =0
azgljf%z) + 315%2)82]‘ + 815?2)831/ + ajg%z)glz + ajg%2)813 =0
9281j¢) T 9 +9; =0
zgljé:( 5 1812 5 )813 = (B21)
92811872) + 98Ty 812+ 9j¢15 813 = 0
Desse forma, se j = 1, a solugdo é simples uma vez que (B.7) e (B.8) ndo dependem da
coordenada radial:

9811
a0

Como consequéncia, a componente g1; s6 dependente de r e t. Por outro lado, para j = 2:

=0. (B.22)

398125( + 395 1813 =
898126(2) + 395(2)&3 =0

agi _

5 =0 (B.23)
e

g13=0. (B.24)

Por fim, com j = 3, considerando que gi3 = 0, conclui-se que:

azg13§( + asé 1812 + 335 1813 =0
azg13§(2) + 335(2)812 + 335(2)813 =

g12 = 0. (B.25)

Calculando a equacao de Killing para indices 4 = v = 2, encontra-se:

32g22§( + azé 1822 + azé 1832 + azé 1822 + 32§ 1823 =0
azgzzg(z) + 326(2)822 + 325(2)832 + 825(2)822 + 325(2)823 =

4

aegzzg( + aeC 1823 + 395 1823 =0
398225(2) + 39(5(2)823 + aeC(Z)gm =0
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aegzzgfl) + 2395‘2’1)&3 =0
aegzzé%) + 2395?2)&3 =0

0822 _

5 = 0 (B.26)
e

823 =0. (B.27)

Restam apenas duas componentes para serem determinadas: g2, e g33. Uma relagdo entre

elas pode ser obtida estudando o caso de (B.14)em y =2 ev = 3:

32g23§%1) + azgfl)gss + 3353%1)@2 + 335?1)823 =0
azgzagfz) + 325?2)g33 + 335%2)&2 + 335‘2’2)3’23 =0

Como g23 = 0, entdo:

dg (— cotfcos @) g33 + 9y (—sin @) g2 =0
dg (— cotfsin @) g33 + 9y (cOs @) g2 =0

7

csc? 6 cos g3z — cos ¢gar = 0
csc? 0 sin 933 — sin gy =0

933 = sin? 0 g» (B.28)

Por fim, considerando y =v =3:
328335%1) + 335%1)823 + 335?1)833 + 33(;?%1)832 + 335?1)833 =0,

398335%1) + 28¢§?1)g33 = O/
— sin ¢dgg33 — 2 cot B9, (cos ¢) g33 = 0,

— sin ¢dgg33 + 2 cot O sin ¢g3z3 = 0,

0g33 _
W = 2cot 9g33.

Resolvendo essa equacao:
833 = f (t, 7’) Sil’l2 0.

Comparando essa equagdo com (B.28), conclui-se que a “constante de integracdo em 6”
f (t,7) éjustamente g2, que depende apenas de t e r.
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Compilando todos os resultados obtidos até agora, a forma geral do tensor métrico é:

Qoo (£,7) go (t,7) 0 0
Su = go1 (t,r) gu(t7) 0 0 (B.29)
gzz (t, 7’) 0

0 0
0 0 0 g2 (t,7) sin? 0
O elemento de linha condizente com a simetria esférica é dado pela substitui¢ao de (B.29)
na Eq. (2.70) para o elemento de linha ds:

ds® = goo (t,7) 9*dt* + g1 (t,7) §*dr* + 2801 (t, 1) p*dtdr + ¢* g (t,7) [d6” + sin® 0d¢?] .

E conveniente reescrever as componentes nao nulas da métrica como:

Qoo (£,7) = A(t,r) ; gu(t,r) — —B(t,71)
go (t7) = —C(t,r) ; gn(t,r) — —r*D*(t,1)

Assim:

ds? = A (t,r) ¢*dt* — B (t,r) p*dr* — 2C (t,r) p*dtdr — D (t,r) ¢* [r*d6? + r* sin® 0d¢?] .
(B.30)
Essa é a forma mais geral possivel para um elemento de linha envolvendo simetria esfé-
rica na gravitacdo LyST. Nota-se que a parte espacial da métrica é um invariante rotacio-

nal, i.e., deve admitir o grupo de rotacdo SO (3) como seu grupo de isometria.

A expressdo (B.30) pode ser simplificada pela escolha adequada do sistema referen-
cial. Por exemplo, define-se uma coordenada radial ' pela expressao:

. r
~ D{(t,r)
e, com isso:
_ d?’/ ,(atD) ,(a,/D) ;o 1 /a,./D ’ ,(atD)
dr—ﬁ—r D2 dt —r D2 dr’ = B_rﬁ dr' —r D2 dt.
Consequentemente:
1 ,3.D\?,,» 7*(D)>? (D) (1 ,0,D
2 _ [+ Y ! t 2 A~ \Yt L 9 !
dr _<D rDz) dr +7D4 dt 21’7D2 (D rD2>drdt.

O elemento de linha serd, portanto:
ds? = ¢2A (t,r)dt2 — 2B (t,r) dr' > — 2¢2C (t,7) dtdr’ — ¢ +'* (d6% + sin® 0dg?) (B.31)
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onde foram definidas as seguintes fungdes:

D) Br'?*(9:D)*
D2 D+

. 1 ,0.D\?
B:B<D—r’ 52> ;

c-cin () w52 (3-70)

O termo de (B.31) envolvendo dr'dt pode ser eliminado por uma redefini¢do de coor-

A:A+2Cr’<

denadas. Considera-se um nova coordenada temporal ' que se relaciona infinitesimal-

mente com f e r de acordo com a equagdo:

np!

dt = = (t,7) dt’ +
(t,7)

t,r)
&) dr

S
| O

em que E (¢,7) é uma fungdo arbitraria do tempo e da coordenada radial. Nesse caso,

~ 2 ~
y 5 E ¢ E C
At r)dt? =2C (t,r)dtdr' = A | =dt + =dr' | —2C | =dt + =dr' ) dr,
(t,7) (t,r)dtdr <A +Ar> <A +Ar>r

2 EC EC 2

—_ —= dtlz —|‘ — dr/z —|— 27~dt/d7’/ — Zfdt/drl _— ZT di’/z ,
A A A A A
E2 =2

= ' — ii dr'? (B.32)

Pode-se, portanto, substituir (B.32) em (B.31). Além disso, como a coordenada temporal

antiga t é fungdo apenas de (#,7"), as fungdes de (t,7’) podem ser escritas como fungdes
de (¢,7'):

;N2 o N2
g2 — ¢2E(t,r) ar'? — ¢ (C(t'r)+B (t’,r’)) dr'? — ¢ 1'? (d6? + sin® 0dg?) .

At,r) A7)
(B.33)
Chamando: )
w(t,r) = E(t,r)
T AW,
© -1
_(Ew )
p (t/,i’/) = (A (t,7") +B (t/,r/) ’
a Eq.(B.33) se torna:
2 _ 2 2 P (LT) o o 294 2
ds= = ¢~ (t,r)a (t,7)dt” — dr* — r* (d6* + sin® 0d¢?), (B.34)

B(tr)
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onde se renomeou t' — t e ¥’ — r, que é nomenclatura comumente utilizada nos livros
texto. A Eq. (B.34), juntamente com a hipotese de estacionariedade dard origem ao ele-
mento de linha estaciondrio e esfericamente simétrico (4.1) que sera utilizando ao longo
do Capitulo 4.
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