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RESUMO

O trabalho tem por objetivo projetar e simular um controlador para o sistema didatico 2 DOF
Ball Balancer com base em realimentacao linearizante (do inglés, Feedback Linearization)
combinada a alocacao de polos pela formula de Ackermann, assegurando estabilidade e
dindmica desejada em malha fechada. A partir do modelo ndo linear do sistema e de uma
mudanca de varidveis, a dindmica foi reescrita como cadeia de integradores com entrada virtual,
o que viabilizou o emprego de técnicas lineares em espaco de estados e a sintese direta do ganho
de realimentacdo. A simulacdo demonstrou convergéncia estavel da posi¢ao da esfera ao ponto
de referéncia e auséncia de oscilagdes excessivas, evidenciando que o cancelamento da nao
linearidade e o projeto em espago de estados sustentam o desempenho observado nos eixos x e

y e na trajetoria da bolinha na plataforma.

Palavras-chave: feedback linearization; formula de Ackermann; alocagdo de polos; ball

balancer 2 DOF; controle nio linear.
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ABSTRACT

The objective of this work is to design and simulate a controller for the 2 DOF Ball Balancer
didactic system based on Feedback Linearization combined with pole placement using
Ackermann’s formula, ensuring stability and the desired closed-loop dynamics. Starting from
the system’s nonlinear model and a change of variables, the dynamics were rewritten as an
integrator chain with a virtual input, which enabled the use of linear state-space techniques and
the direct synthesis of the feedback gain. The simulation demonstrated stable convergence of
the ball’s position to the reference point and absence of excessive oscillations, showing that the
cancellation of nonlinearity and the state-space design support the observed performance on the

x and y axes and on the ball’s trajectory on the platform.

Keywords: feedback linearization; Ackermann’s formula; pole placement; 2 DOF ball

balancer; nonlinear control.
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1 INTRODUCAO

A Teoria de Controle constitui um campo da engenharia ¢ da matematica voltado a
analise do comportamento de sistemas dinamicos e a elaboragdo de estratégias capazes de
modificar ou orientar tal comportamento. Seu proposito fundamental consiste na formulagao de
modelos matematicos que representem adequadamente os sistemas reais, possibilitando, a partir
deles, o projeto de leis e algoritmos de controle que garantam o desempenho desejado. Dessa
forma, um sistema de controle pode ser compreendido como um mecanismo responsavel por
administrar, comandar, direcionar ou regular o funcionamento de dispositivos ou sistemas com
o intuito de atingir um objetivo especifico (Ogata, 2010).

A tematica do Controle Linear percorre uma trajetoria de €xitos e sucesso através de
métodos poderosos de controle, que se baseiam na relacdo entrada-saida, ou funcdo de
transferéncia de um sistema. Entretanto, o Controle Nao linear tem sido objeto de estudo de
diversos pesquisadores nas mais variadas areas, desde a robotica até a engenharia biomédica.
Isso se da devido ao fato de que o universo possui nao linearidades intrinsecas, que advém do
hardware do sistema, e o controle linear se apoia na operagao em pequenos intervalos. Diversas
grandezas, como as forgas centripeta e de Coriolis, sdo dindmicas e variam com o quadrado da
velocidade, o que demanda modelos e técnicas ndo lineares (Slotine; Li, 1991).

Na robdtica, muitas aplicagdes necessitam se manter estdveis, mesmo diante de
perturbagdes nao lineares. Em uma aplicagdo robdtica de grande acurdcia, como uma
impressora 3D, a velocidade precisa se manter estdvel mesmo durante movimentos bruscos.
Em sistemas deste tipo, a atuagdo de controladores nao lineares torna-se fundamental, pois estes
permitem lidar com variagdes abruptas de dindmica e ndo linearidades estruturais, conforme
descrito por (Slotine; Li, 1991).

O controle linear ainda tende a assumir que todo sistema ¢ linearizavel. Apesar disso,
sabe-se que existem ndo linearidades de natureza descontinua que impossibilitam a
aproximacao linear, pois descontinuidades ndo podem ser localmente aproximadas; tais
caracteristicas sao chamadas de hard-nonlinearities, como a friccdo de Coulomb e a histerese.
Desta forma, sdo necessdrias técnicas de andlise ndo linear para predizer a performance do
sistema diante de ndo linearidades intrinsecas e compensa-las adequadamente (Slotine; Li,
1991).

Outra limitacdo dos sistemas ndo lineares se dd na forma de lidar com modelos que
possuem incertezas em seus parametros, como variacdes lentas ou abruptas de pardmetros do

sistema. Exemplos incluem a variagdo de pressao em um voo de avido ou a mudanga dos
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parametros de inércia de um robd ao ser arremessado um objeto, fendmeno semelhante ao
objeto deste estudo. A teoria de controle ndo linear permite tratar tais incertezas de maneira
mais robusta (Slotine; Li, 1991).

Com o surgimento dos microprocessadores, a simulagdo de controles ndo lineares foi
simplificada. Além disso, controladores ndo lineares costumam ser mais simples e intuitivos
que controladores lineares, uma vez que se baseiam diretamente na natureza dos sistemas e de
suas equagoes diferenciais nao lineares. Estas perspectivas, exploradas por Slotine e Li (1991),
reforgam o papel central da teoria de controle ndo linear no desenvolvimento de sistemas

modernos de alta performance.

2 FUNDAMENTACAO

O advento do controle moderno, a partir da segunda metade do século XX, consolidou
0 uso da representagdo em espago de estados como ferramenta fundamental para a analise e o
projeto de sistemas dindmicos, especialmente aqueles com multiplas entradas e saidas (Ogata,
2010).

Diferentemente do controle classico, que se baseia predominantemente em
representacdes no dominio da frequéncia, o controle moderno adota o formalismo do espago de
estados, permitindo uma analise mais abrangente e eficiente de sistemas dindmicos de multiplas
entradas e saidas (Slotine; Li, 1991).

Entre as técnicas modernas de controle ndo linear destaca-se o controle linearizante,
ou linearizacdo por realimentacdo, cujo objetivo ¢ transformar a dinamica ndo linear em uma
estrutura linear equivalente mediante o cancelamento das nao linearidades por meio de uma lei
de controle adequadamente projetada (Slotine; Li, 1991).

Essa abordagem permite impor diretamente o comportamento dindmico desejado ao
sistema, desde que condi¢cdes como controlabilidade e grau relativo estejam satisfeitas. A
esséncia do método estd em redefinir as entradas do sistema para cancelar as ndo linearidades
da dindmica original, obtendo-se assim uma estrutura mais simples e linear, na qual ferramentas
de controle classico podem ser aplicadas. Essa transformacdo ¢ possivel quando o sistema
atende a determinadas condi¢des de controlabilidade e possui grau relativo bem definido
(Slotine; Li, 1991).

Uma vez obtido o modelo linearizado, técnicas lineares classicas podem ser aplicadas.
Nesse contexto, a formula de Ackermann se destaca como um método direto para o célculo dos

ganhos de realimentacdo de estado, possibilitando a alocacao arbitraria dos polos do sistema
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desde que a planta seja controlavel (Ogata, 2010). Assim, a combinagdo da linearizagdo por
realimentacdo com a férmula de Ackermann permite especificar com precisdo a dindmica de

malha fechada.
2.1 SISTEMAS NAO LINEARES

Conforme Ogata (2010) e Nise (2013), um sistema ¢ dito ndo linear quando o principio
da superposi¢do nao ¢ aplicavel. Desta forma, em sistemas nao lineares nao ¢ possivel obter a
resposta de duas entradas as considerando individualmente e somando seus resultados. Muitas
relacdes de grandezas fisicas apesar de serem retratadas por equagdes lineares, ndo sdo de fato
lineares, sendo lineares em um intervalo limitado.

O estudo de sistemas nao lineares ndo s se preocupa com aspectos de analise como
também com o projeto de controladores (Slotine; Li, 1991).

Diversos sistemas hidraulicos, eletromecanicos e pneumaticos envolvem relagdes ndo
lineares entre suas varidveis. A saida de um componente pode ser saturada caso haja sinais de
grande amplitude na entrada. J& para pequenos sinais, existe uma zona morta pela qual os
componentes sdo insensiveis, incapazes de apresentar uma resposta. Existem ainda nao
linearidades quadraticas que podem surgir em amortecedores em alta velocidade, com o
amortecimento reagindo ao quadrado da velocidade de operacao (Ogata, 2010).

Na tematica dos sistemas ndo linear, um sistema dindmico pode ser representado por

um conjunto de equagdes diferenciais.

x(t) = f(x(®). (1)

Considera-se que f ¢ uma funcdo continua e localmente Lipschitz em relagdo a x(t)
emumaregido D € R™ o que significa que existe uma constante L valida para cada vizinhanga
de pontos em D. Essa propriedade garante a existéncia e unicidade da solu¢do para o Problema
de Valor Inicial, PVI, uma vez que impede comportamentos cadticos e converge para uma unica
solucao.

A solugdo x(t) da equacdo diferencial (1) denomina-se Trajetoria do Sistema e

pertence ao espago vetorial de dimensao finita n, representada pela norma Euclidiana.

Xl = Vx(@®)Tx(0). (2)
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Estabelecendo a relagdo entre a trajetoria e um ponto de equilibrio do sistema.
Segundo Slotine e Li (1991), o vetor x, = 0 € R™* é dado como ponto de equilibrio

do sistema (1) se obedecer a (3).

f(x,)=0,vt>0. 3)

Para Khalil (2015), o ponto de equilibrio x, = 0 € R™ do sistema (1) é estavel
somente se VE > 0,3 w = w(E) > 0. Tal que,

xoll <w =[x <EVE=DO. 4)

Em que w constitui um raio inicial escalar dependente de £, que por sua vez ¢ um raio
arbitrario que define a vizinhanga ao redor do ponto de equilibrio. Ou seja, para cada tolerancia
&, existe um limite inicial w que assegura estabilidade.

Ainda, o ponto de equilibrio x, = 0 € R™ do sistema descrito em (1) é dito

assintoticamente estavel se o sistema ¢ estavel, vide (4), e existe w tal qual:

Ix(O)ll <w = x| - 0,  parat - . )

A estabilidade assintotica ndo s assegura a convergéncia, em que a trajetoria do
sistema alcanca um ponto de equilibrio, como também assegura a permanéncia como estavel
(Yamanaka, 2025).

Segundo Khalil (2015), os sistemas nao lineares nao se limitam a um unico ponto de
equilibrio, podendo haver diversos pontos de equilibrios isolados — cuja convergéncia depende
da condicdo inicial. Ainda, a estabilidade de qualquer ponto de equilibrio pode ser analisada

considerando a origem x, = 0 como um ponto de equilibrio do sistema (Slotine; Li, 1991).

2.2 FUNCAO DE LYAPUNOV

A estabilidade ¢ fundamental na andlise de sistemas de controle, sendo indispensavel
para assegurar o funcionamento correto e seguro de sistemas dindmicos. Conforme Machado
(2003), a instabilidade impossibilita a operagdo de sistemas em aplicagdes reais, tornando

inviavel sua utilizacdo pratica. Slotine e Li (1991) reforcam que sistemas instaveis sao
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incapazes de garantir desempenho adequado, o que compromete diretamente a viabilidade de
técnicas de controle.

Para sistemas lineares invariantes no tempo, diferentes métodos consolidados podem
ser empregados na avaliacdo da estabilidade, incluindo o Critério de Nyquist, o Critério de
Routh e o Método de Lyapunov. No caso de sistemas ndo lineares e/ou variantes no tempo,
destaca-se o segundo Método de Lyapunov, reconhecido como uma ferramenta robusta e de
carater geral para o estudo de estabilidade (Slotine; Li, 1991; Khalil, 2015). Sua aplicabilidade
a sistemas de ordem arbitraria torna-o um instrumento versatil tanto em analises tedricas quanto
em aplicacdes praticas (Machado, 2003; Yamanaka, 2025).

Nos sistemas dinamicos, considera-se um sistema estavel se, a partir de condigdes
iniciais contidas em uma regido fechada e limitada de um ponto de equilibrio, as trajetorias
permanecem confinadas em outra regido também fechada, limitada e contendo esse ponto de
equilibrio ao longo do tempo (Slotine; Li, 1991). Portanto, ndo apenas a existéncia de um ponto
de equilibrio, mas também a evolucdo temporal das trajetérias em seu entorno, constitui a
definicao de estabilidade.

Entretanto, a andlise de estabilidade ndo se restringe exclusivamente aos pontos de
equilibrio. Em diversas aplicagdes praticas, como no controle de aeronaves, ¢ igualmente
relevante a estabilidade da trajetoria desejada, isto €, a capacidade do sistema em manter-se
proximo ao caminho de referéncia mesmo na presenca de perturbagdes externas (Yamanaka,
2025).

Considerando o espago de estados, define-se B como a bola de raio r constituida por
todos os estados x(t) que satisfazem ||x(t)|| <R, e Sgp como a superficie esférica
correspondente ao conjunto de estados cujo modulo € exatamente ||x(t)|| = R, com a norma
dada por ||x(t)|| = \/m O ponto de equilibrio x, = 0 é denominado estavel, no
sentido de Lyapunov, quando, para qualquer R > 0 escolhido, existe um raio r > 0 tal que, se
a condigdo inicial satisfaz ||x(t)|| < r, entdo as trajetdrias do sistema permanecem limitadas
pela regido definida por ||x(t)|| < R, paratodo t > 0. Caso ndo exista tal relagdo entre r ¢ R,
o ponto de equilibrio ¢ classificado como instavel (Yamanaka, 2025).

Logo, estabilidade segundo Lyapunov diz que € possivel manter a trajetoria do sistema
tdo perto quanto quisermos do ponto de equilibrio, uma vez que a regido da condi¢do inicial

seja escolhida de maneira apropriada.

VR >0, 3r>0, [lx(®||<r = Vt=0, ©)
[Ix(@Il <R,
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VR >0, Ir >0, x(0) €B, = Vt =0, x(t) € Bg.

Entende-se que um ponto de equilibrio ¢ instavel quando, dada uma bola By de raio
arbitrario R > 0, ndo se pode encontrar um raio r > 0, tal que toda trajetéria iniciada em B,
permanega confinada em By para todos os instantes futuros. Assim, qualquer perturbagao
inicial, por menor que seja, conduz o sistema para fora da regido previamente estabelecida,
caracterizando a instabilidade.

Em diversas aplicagdes, torna-se necessario adotar nog¢des mais refinadas de
estabilidade, capazes de descrever ndo apenas a permanéncia da trajetdria proxima ao ponto de
equilibrio, mas também a rapidez com que essa aproximagao ocorre. Nesse contexto, define-se
que o ponto de equilibrio x, = 0 ¢ assintoticamente estavel quando ele ¢ estdvel segundo
Lyapunov e, existe um raio r > 0 tal que, sempre que ||x(t)|| < R, tem-se x(t) — 0 quando
t — oo. Essa condicdo estabelece que as trajetdrias ndo apenas permanecem proximas do
equilibrio, mas convergem a ele com o passar do tempo.

Por outro lado, quando o ponto de equilibrio satisfaz a defini¢cdo de estabilidade de
Lyapunov, porém ndo apresenta convergéncia assintotica, denomina-se marginalmente estavel.
A Figura 1 permite observar de maneira qualitativa os diferentes comportamentos associados

as categorias de pontos de equilibrio mencionadas.

Figura 1 — Conceitos de estabilidade

Curva | — Assintoticamente estavel
Curva 2 — Marginalmente estavel
Curva 3 - Instavel

Fonte: Adaptado de Slotine e Li (1991).

No M¢étodo de Linearizagao de Lyapunov, se um sistema linearizado ¢ estritamente
estavel, ou seja, todos os autovalores de A estdo a metade esquerda do plano complexo, entdo
seu ponto de equilibrio é assintoticamente estavel para o sistema nao linear real.

Mas, se o sistema possui ao menos um autovalor de A a metade direita do plano

complexo, o sistema linearizado ¢ instdvel e o ponto de equilibrio também.
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J& se o sistema linearizado ¢ marginalmente estdvel, com todos os autovalores presentes na
metade esquerda do plano complexo, sendo um deles sob o eixo jw, ndo ¢ possivel concluir
sobre a estabilidade do ponto de equilibrio.

2.2.1 Funcbes De Lyapunov Quadraticas

Na classe das fungdes escalares, as formas quadraticas sdo fundamentais para o estudo

da estabilidade. Essa classe de fungdes pode ser descrita como:

V(x() = x(®)TPx(t)

Piy Py . P ][*(D]
= () %O xu@] |2 P2 P |0 O) @)
Py Py oo Py l|xa(®)

Onde, x € R™ s3o um vetor ¢ P € R™*™ yma matriz real e simétrica.

Um dos meios de verificar se a forma quadratica ¢ definida positiva € o critério do

A determinacao de que uma forma quadratica ¢ definida positiva pode ser conduzida
por meio do critério de Sylvester, conforme apresentado em Slotine e Li (1991), Khalil (2015)
e Giorgi (2017). Esse critério fornece uma condi¢do necessaria e suficiente para garantir que a
funcao quadratica V (x(t)), expressa em (8), seja definida positiva: todos os menores principais
sucessivos da matriz P devem ser estritamente positivos. Em outras palavras, a positividade
desses determinantes principais assegura que P seja uma matriz definida positiva, o que implica

que V(x(©)) > 0V x(t) # 0.

Pi1 Py, ... Piy
P P
Py, > 0,det P“ P“] >0,...,det Pro Poo o Pon | 0, (8)
21 22 . . ‘. .
Pin Py .. P

Além disso, outra maneira de verificar se P ¢ simétrica definida positiva observando
se todos os autovalores de P, reais por P ser matriz simétrica, sao positivos.

A analise da estabilidade através do segundo método de Lyapunov, valida para
sistemas lineares ou ndo lineares, pode ser interpretada de uma maneira menos formal: se um
sistema tem um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, a sua energia inicial ¢ dissipada

continuamente, diminuindo até atingir um ponto de equilibrio no qual a sua energia ¢ nula. No
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entanto, para certos sistemas, ndo existe uma defini¢do clara de func¢do energia. Entdo, para
superar esta dificuldade Lyapunov introduziu o conceito de fun¢do de Lyapunov, dada por
V(x(t)), que é uma fungdo de energia ficticia, a qual é um conceito amplo e generalista que a
defini¢do de energia.

A fun¢do de Lyapunov ¢ uma fungdo real e escalar do vetor de estado x(t) com

primeira derivada continua que satisfaz as relagdes presentes em:

V(x(©) > 0,vx(t) = 0e V(0) =0,
V(x()) < 0,vx(t) # 0,V(0) = 0. 9)

Uma condicdo suficiente para que o ponto de equilibrio x, = 0 de um sistema seja
estavel ¢ a existéncia de uma funcdo de Lyapunov que satisfaca as condi¢des V (x(t)) > 0 para
todo x(t) # 0 e V(0) = 0, além de V(x(t)) < 0 para todo x(t) # 0. Quando, adicionalmente,
a derivada V(x(t))é estritamente negativa para x(t) # 0, o ponto de equilibrio x, = 0 ¢
assintoticamente estavel.

Considerando os critérios apresentados, a fungao de Lyapunov mais simples utilizada
na literatura ¢ a chamada Fun¢do de Lyapunov Quadrética, do inglés Quadratic Lyapunov

Function — QLF, definida:

V(x(®) =x@®)TPx(t), P>0  PT=Pp, (10)

sendo P uma matriz simétrica e definida positiva. Se a derivada temporal V (x(t)) < 0 para
todo x(t) # 0, entdo o ponto de equilibrio x, = 0 ¢ localmente assintoticamente estavel para o

sistema.
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2.3 ESPACO DE ESTADOS

Com a evolucao tecnologica, os sistemas modernos passaram a ter muitas entradas e
saidas variantes no tempo, que podem ser relacionadas de maneira complexa. Para lidar com
esses sistemas, surge no controle moderno a necessidade de reduzir a complexidade das
expressoes matematicas. Logo, se torna mais adequada a abordagem com base nos espacos de
estado (Ogata, 2010).

Na teoria de controle moderno, um sistema ¢ descrito por um sistema de equagdes em
termos de n equagdes diferenciais de primeira ordem, que capturam a dindmica interna do
sistema e as relagdes de entrada-saida, e que podem ser combinadas em uma equagao diferencial
vetorial-material de primeira ordem, simplificando a representacdo matematica, mesmo com
um aumento no nimero das variaveis de estado (Ogata, 2010).

Essas equacdes descrevem como os estados evoluem no tempo, € a partir deles ¢ obtida
a saida do sistema. Uma vantagem do método dos espagos de estado ¢ lidar com sistemas
MIMO, do inglés multi-input multi-output, que sao sistemas de multiplas entradas e saidas
(Nise, 2013).

Em suma, o estado de um sistema dindmico corresponde ao menor conjunto n de
variaveis de estado cuja especificagdo em um sistema inicial t = t;, juntamente com uma
entrada futura conhecida t > t,, permitem determinar o comportamento do sistema em todos
os sistemas posteriores (Ogata, 2010).

Se n varidveis de estado sdo suficientes para descrever completamente o
comportamento dindmico de um sistema, entdo essas variaveis podem ser organizadas como os
n componentes de um vetor de estado x(t). Conhecidos o estado inicial x(t,) e a entrada u(t)
para t > t,, o sistema possui sua evolu¢do temporal totalmente determinada para qualquer
instante t > t, (Ogata, 2010).

O espago de estados possui dimensdo n e seus eixos coordenados sdo formados pelos

eiXos X4, X3, ..., X, que constituem as variaveis de estado (Ogata, 2010).

2.3.1  Analise matematica dos espacos de estado

No estudo da formulagdo em espago de estados, consideram-se trés tipos de variaveis:

as variaveis de entrada, as varidveis de saida e as varidveis de estado — que podem se

interrelacionar de maneira complexa. Em um sistema dindmico, tornam-se necessarios
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mecanismos que permitam armazenar informacdes sobre o comportamento passado das
entradas para t > t;. Conforme (Ogata, 2010), essa funcdo ¢ desempenhada pelos integradores,
que atuam como elementos de memoria dinamica.

As saidas desses integradores podem ser escolhidas como varidveis de estado, pois
representam o conjunto minimo de grandezas cuja evolugdo temporal, juntamente com a
entrada do sistema, determina completamente o seu comportamento para t = t,. Logo, como a
dinamica do sistema depende diretamente do nimero de variaveis de estado, conclui-se que o
numero de integradores necessarios corresponde ao niimero de varidveis de estado do modelo
(Ogata, 2010).

Para um sistema linear e invariante no tempo, LTI, de multiplas entradas e saidas, com
n integradores e r entradas u,(t) e m saidas y,,(t), cujas saidas dos integradores sao dadas

pelas varidveis de estado x,(t), tem se a equacao de estado:

x(t) = A(®)x(t) + B(t)u(t), (11)
sendo:
x(t) constitui o vetor de estados, com dimensao n,.
u(t) é o vetor do sinal de entrada, com dimensao n,,.
A(t) ¢ a matriz de estado, de dimensdo n, X n,, que descreve a dinamica interna da
planta.
B(t) a matriz de entrada n, X n,,, responsavel por relacionar a saida mensuravel com
os estados.
A equagdo de saida do LTI pode ser descrita como:
y(t) = C(O)x(t) + D()u(o), (12)
sendo:

y(t) constitui o vetor de estados, com dimensao n_y.

C(t) a matriz de saida n,, X n,.

D(t) a matriz de transmissdo direta mn, X n,, responsavel pela representagdo do
acoplamento direto da entrada na saida.

Observe que o LIT descrito pode ser observado na Figura 2, cujos vetores de estados,

e os vetores dos sinais de entrada e saida estdo representados.



Figura 2 — Diagrama de blocos de um sistema de controle linear de tempo continuo,

representado no espago de estados.

N D)
u(?) x(f) x(7) y(
B(1) Jat C()
A ——

Fonte: (Ogata, 2010)

A forma matricial do vetor de estados ¢ obtida através de(13):

xl(t) = fl(xll X2, ---;xn; Uq,Upy ey Uy, t)
xz(t) = fz(xl,xZ, ...,xn; ul,uz, ...,ur; t)

Xn () = fr(xq, Xo) o) X3 Ug, U, oo, Uy T).

Assim,

x = f(x,u,t).

f1(x1, Xg, ooy Xy Ug, Uy, o, Ups £)

f(x u,t) = fz(xl,xz, vy X Uq, Uy wee, Uy t)
) ) . .

frn (X1, X, ey Xy Ug, Ug, woey Uy E)

De maneira anéloga, as saidas se dao:

yl(t) = gl(xlixZ' vy Xy Ug, Uy o, Uy t)
V2(t) = g2(xq, X2, o) X5 Ug, U, oon, Uyps T)
Vn(t) = gn(xq, Xo, oo, Xpj Uq, Uy, oory Uy E).

Logo,

y = g(x,u,t).

26
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(15)

(16)

(17)
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G1(X1, X, eeey X3 Uq, Uz, v, Ups T)
glx,u,t) = 92(x1, %2, ---;Xni:upuz; oy Ups £) . (18)

Im (X1, Xg, ey X Ug, Up, oo, Uy E)

Além disso, um sistema dindmico pode ser interpretado como um conjunto finito de
elementos concentrados, cuja dinamica ¢ descrita por equacdes diferenciais ordinarias, nas
quais o tempo atua como variavel independente. Assim, ao empregar a notagdao vetorial-
matricial, uma equag¢do diferencial de ordem n pode ser reescrita como um conjunto de n
equagoes diferenciais de primeira ordem. Quando os elementos do vetor que compde essa
formulagdo sdo escolhidos de modo a constituir o conjunto minimo de grandezas capazes de
caracterizar completamente o comportamento do sistema, esses elementos sdo definidos como
variaveis de estado. Consequentemente, a representacdo vetorial-matricial resultante recebe a

denominacao de equagao de estado.

%] [@1 Gz e Q] [X1 b1 b1z .. bin][Wa
3.5_2 _ a:21 a:22 a?n‘ lxz n b?l b?z b?n u:2 - (19)
Xn [An1 Qn2 Annl 1 Xn bn1 by bl lUn
Yi] [€11 €12 - Cn][%*1 di; diz . dpp][®
}’:2 _ c?l c?z C?n‘ Ixz n dfl dzzz d?n‘ qu . (20)
Yn| [Cn1 Cn2 o Cunl [Xn dnl dnz dnn Un
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2.4 ALOCACAO DE POLOS USANDO A FORMULA DE ACKERMANN

A féormula de Ackermann ¢ um método direto para o célculo do vetor de ganhos K de
realimentacdo de estado em sistemas lineares invariantes no tempo com uma entrada,
garantindo a alocacdo desejada dos polos do sistema em malha fechada. Baseada no teorema
de Cayley-Hamilton, ela utiliza a matriz de controlabilidade do sistema e o polindmio
caracteristico desejado para obter K sem precisar resolver sistemas de equagdes.

E importante salientar que, embora o sistema original seja ndo linear, apos a aplicagio
da técnica de realimentagdo linearizante obtém-se uma dinamica equivalente linear em espaco
de estados, a qual a formula de Ackermann pode ser aplicada (Slotine; Li, 1991).

Segundo (Ogata, 2010), o Teorema de Cayley-Hamilton ¢ util na solu¢do de problemas
que envolvem equagdes matriciais. Este teorema estabelece que a matriz A satisfaz sua propria
equacao caracteristica, vide o polindmio caracteristico da matriz A (21), cujo n indica a ordem

do sistema.

|sI — Al =s"+a;s" 1+ +a,_4s+a, =0. (21)
Para o sistema

x(t) = Ax(t) + Bu(o). (22)

Em que o controle de realimentacao de estado ¢ dado por u = —Kx(t), que o sistema
seja de estado completamente controlavel, e que os polos de malha fechada desejados estejam

situados em s = yy, S = Uy, ..., S = Uy,. Tem-se, entdo,

x(t) = (A — BK)x(t). (23)
Define-se

A=A - BK. (24)

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, a matriz A satisfaz seu proprio polindmio
caracteristico. Assim, substituir A por A em (21) permite impor que o polindmio caracteristico

de A seja exatamente o polindmio desejado.

s —A| = |sI = A+ BK| = (s — )(s = ptz) ... (s = pty) (25)
=s"+a;s"t 4+ +a,_1s+a, =0.
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Em termos matematicos, a formula é dada por K = [0 0 ... 1]C 1¢(A), sendo C a
matriz de controlabilidade, vide (26), e ¢ (A) o polindmio caracteristico desejado avaliado em
A. Assim, desde que a planta seja controlavel, a formula garante o posicionamento arbitrario

dos polos do sistema em malha fechada, da forma escolhida pelo projetista (Slotine; Li, 1991).

C=[B:AB:A?B:..-: AV 1B]. (26)

Se a matriz de controlabilidade presente em (26) ndo for invertivel, o sistema ndo ¢
controlavel. Para que a planta seja dita controlavel, ¢ necessario ser viavel a constru¢do de um
sinal de controle u(t) que transferira um estado inicial para qualquer outro estado final em um
intervalo finito de tempo. Formalmente, o par (4, B) € controlavel se e somente se a matriz de
controlabilidade C definida em (26) possuir posto completo n (Ogata, 2010).

A contribuicao relativa de cada polo para a resposta transitoria depende da razdo entre
as partes reais desses polos. Conforme (Ogata, 2010), quando esta razdo excede
aproximadamente 5, os polos proximos ao eixo imagindrio, jw, dominardo no desempenho da
resposta transitoria.

R.(polo ndo dominante) b (27)

R.(polo dominante) a

Entretanto, se ndo existir dominancia, a saida sera a soma das contribui¢des individuais

dos polos. Os valores a e b da relacdo presente em (27), sdo obtidos na Figura 3.
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Figura 3 — Relacgdes de dominancia entre polos.

Img(s)
4

|4 >
Fonte: Adaptado de Ogata (2010).

2.5 FEEDBACK LINEARIZATION

No design de sistemas ndo lineares, a Feedback Linearization, em portugués
linearizagdo por realimentagdo, corresponde a uma das ferramentas mais importantes
disponiveis. O cerne desta técnica se situa na transformagao algébrica de sistemas ndo lineares
em sistemas lineares, parcialmente ou em sua totalidade, para que as técnicas de controle linear
sejam aplicadas. A técnica visa transformar o modelo do sistema original em modelos
equivalentes mais simplistas (Slotine; Li, 1991; Chang; Kwatny; HU, 1998).

Esta linearizacdo busca cancelar as ndo linearidades do sistema, impondo uma
dinamica linear desejada em malha fechada, e pode ser aplicada nos sistemas descritos pela
forma canodnica de controlabilidade, companion form. A abordagem pode ser pratica se os
problemas de robustez causados pelo cancelamento inexato da dindmica e pela estimativa

imperfeita de estado puderem ser devidamente tratados.
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3 SISTEMA 2-DOF BALL BALANCER

O Ball Balancer ¢ uma plataforma amplamente utilizada em experimentos de controle
classico e moderno, devido a sua natureza intrinsecamente instavel e a necessidade de técnicas
de controle em malha fechada para manté-lo operando de forma adequada. Trata-se de um
sistema didatico que consiste em uma esfera posicionada sobre uma placa movel, cuja
orientacdo pode ser controlada em dois graus de liberdade, isto ¢, nas direcdes x e y. O
equipamento, fabricado pela Quanser®, esta disponivel no Laboratorio de Pesquisa em
Controle, LPC, da FEIS e pode ser observado na Figura 4 — Sistema 2 DOF Ball Balancer do
Laboratério de Pesquisa em Controle FEIS/UNESP.

Figura 4 — Sistema 2 DOF Ball Balancer do Laboratdrio de Pesquisa em Controle

FEIS/UNESP.

{4

- —

Fonte: Autoria propria.

O principio fisico de operagdo baseia-se no fato de que pequenas inclinagdes da placa

geram componentes da forca gravitacional capazes de deslocar a esfera ao longo de sua
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superficie. Dessa forma, controlar a posi¢ao da esfera exige a compensagdo continua desse
movimento natural, o que caracteriza o sistema como instdvel e altamente sensivel a
perturbagdes. Por esse motivo, o Ball Balancer constitui uma bancada adequada para avaliagao
de técnicas de realimentagdo de estados, observadores e estratégias de controle robusto.

O sistema de dois graus de liberdade, 2 DOF, possui dois atuadores responsaveis pela
inclinagdo da placa nas direcdes ortogonais, x € y. Sensores Opticos registram a posi¢ao
instantanea da esfera, permitindo que essa informacao seja utilizada pelo controlador em malha
fechada. A Figura 5 apresenta a modelagem esquematica correspondente ao movimento da

placa no eixo x, modelo que pode ser estendido de forma andloga ao eixo y (Quanser, 2008).

Figura 5 — Diagrama de movimento do 2 DOF Ball Balancer na direcao de um eixo.

Engrenagem
do Motor

Engrenagem Plataforma Movel

de Carga Suporte da Barra

Engrenagem
do Potenciometro

Placa de Suporte Inferior

Fonte: Yamanaka et al. (2024).

O sistema consiste em uma placa quadrada sobre a qual uma esfera se desloca
livremente. Essa esfera pode ser mantida em um ponto de referéncia fixo ou seguir trajetorias
predefinidas, como um quadrado ou um circulo. A posi¢do da esfera ¢ monitorada por uma
camera RGB, do inglés Red, Green, Blue, instalada acima da placa, que realiza o
reconhecimento com base na cor da bola. Para controlar a inclina¢do da placa, utilizam-se dois
servomotores, cada um acoplado a um dos eixos ortogonais (x e y) da placa. O ajuste do angulo
de inclinacao ¢ obtido por meio do controle da posigdo das engrenagens dos servomotores,
garantindo que a esfera permaneca na posigdo desejada.

Os parametros do sistema descritos na Figura 5 e seus valores podem ser vistos na

Tabela 1. Os parametros e seus valores servem para ambos 0s €ixos.



Tabela 1 - Parametros do sistema 2 DOF Ball Balancer.
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Simbolo Descricao Valor
Begq Amortecimento referente ao motor. 0,0844
my Massa da bola. 0,003 kg
Tarm Distancia do eixo do motor ao ponto de fixacao da barra. 2,54 cm
Tp Raio da bola. 1,96 cm
Lyiate Comprimento da placa. 27,5cm
Am Parametro do prototipo. 1,76 rad/sV
Teq Parametro do prototipo. 0,0285 s
Jv Momento de inércia da bola. 0,0046 kgm?
Kpp Pardmetro do sistema. 1,2952 m/s? rad
g Aceleragdo da gravidade. 9,81 m/s?
Fonte: Quanser (2008)
Sendo o parametro K}, representado na Tabela 1 dado:
K =+ 2m€rarm2r§g | (28)
plate (MpTy + Jp)
E o pardmetro 7., presente na Tabela 1 obtido:
_ 2My Tt g (29)

Teq = 5
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3.1 MODELAGEM MATEMATICA E EQUACIONAMENTO DO SISTEMA 2-DOF
BALL BALANCER

A modelagem matematica de um sistema constitui uma etapa fundamental, uma vez
que descreve a dindmica e ¢ base para o projeto do controlador. Um modelo matemético
adequado pode tornar melhor o desempenho do controle. De acordo com Quanser (2008), o

modelo matematico ndo linear do sistema 2 DOF Ball Balancer ¢ dado por:

01 [y o (Q(t)) 2 o [8
*(®) =|o 0 J= 1 l["(t) +| 0 |u(o). (30)
(0 1‘ o0}
gyl |00 - FI6) Teq
Cuja saida é:
<]
y®=[1 0 0 o F%Jl (31)
o(t)
Sendo a posigdo da bola na placa representada por:
_ Kypsen(6(D))
f3(6(0)) = Tx(t)- (32)

Sendo:

x(t) = x, posi¢do da bola para o eixo x,

x(t) = x, posi¢do da bola para o eixo y,

6(t) ¢ o angulo no eixo do servomotor:

com 6(t) = 6y parao eixo x € (t) = 6,, para o eixo y;
u(t) ¢ o sinal de controle:

com u(t) = u, parao eixo x e u(t) = u, parao €ixoy.
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4 PROJETO E SIMULACAO DE UM CONTROLADOR PARA O BALL
BALANCER

O objetivo deste projeto se da em estabilizar a planta e impor determinada dinamica a
resposta no controle da posi¢ao da bola sobre a placa. Para isso, a utilizacdo de um controle
pela técnica de Feedback Linearization é proposta, buscando cancelar as nao linearidades do
sistema e torna-lo mais simplista e linear. Feito isso, projetar o controlador a partir de métodos
convencionais de controle linear, como alocagao de polos.

Seguindo o modelo ndo linear do Ball Balancer, pode-se identificar claramente as

variaveis de estado do sistema:

X = K,psen(0). (33)
. 1 ) (34)
g = i (=Beqf + Anmu(®))-

Os parametros das equagdes podem ser vistos na Tabela 1. Como as equagdes sdo de
segunda ordem, ¢ necessario transformar em um sistema de primeira ordem para definir as
variaveis de estado de maneira mais facil e ser possivel trabalhar com espagos de estado.

Para uma utilizagdo mais simplista da técnica de Feedback Linearization, realiza-se a
mudanca de variavel, a fim de reescrever o sistema ja que a ndo linearidade ndo esta situada

junto ao sinal de controle. A mudanca de variavel foi feita tal qual:
Z1 =X (35)
ZZ = x
z3 = X = Kypsen(0)
z, = X = K, cos(6)8.

Assim, a derivada

7, =X =2z, (36)

2, =x® = —K,,5en(68)06 + Kj,co s(0) 6.
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Entdo, substituindo (34) em (36), tem-se:

. : 1 . (37)
z, = —K,psen(0)6? + K, cos(8) {]— (—BeqH + Amu(t))}.
eq

E expandindo (37) tem-se:

. Bey . A
Zy = —K,psen(0)6? — ]ﬂﬁl{bb cos(8) + ]—mu(t) K, ,cos(6). (38)

eq eq
Ainda, a fim de cancelar as nao linearidades e fazer com que a dinamica vista pelas

varidveis z seja uma cadeia de integradores com entrada virtual v, considera-se:

2y =V (39)

Assim, a partir de (38) e considerando (39), obtém-se a Lei de Controle que
implementa a Feedback Linearization ao sistema ao isolar o sinal de controle u, obtendo-se
(40), cancelando-se as nao linearidades do sistema na lei de controle. A fim de aplicar o controle

por alocagdo de polos, considera-se uma entrada virtual v como realimentacdo de estados do

tipov = —Kz.
Jeq { ) Beq . } (40)
u(t) = K, sen(8)0% + —0K,,, cos(8) — Kz(t) ;.
(©) = G Ropeos @) (o sen(O)8% + 720Ky cos(0) = Ka(®)
Onde,
K = [k1 kz k3 k4]
E

z = [z, z, 73 24",

Desta forma, ¢ utilizado a representacao do sistema em espago de estado dado em (41).

para projetar o ganho com a formula de Ackermann.

0 1 0 0yjZ] [0

. Z

=g o o UIZ[+[5]v®. (41)
0 0 o0 ollzl L1
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Para o retorno ao sistema original, realiza-se novamente a mudanca de variaveis, tal

qual (42) a fim de que se torne possivel a simulagdo do controlador.

X = Zl (42)
X = ZZ
Z3
0 = sen! (—)
Kpp
) z
6 = i

Kppcos (sen‘1 (;—;))

4.1 SIMULACAO

A simulagd@o do controlador de realimentacao de estado foi realizada empregando-se a
formula de Ackermann no ambiente MATLAB, utilizando os pardmetros fisicos apresentados
na Tabela 1 e especificando-se um conjunto de polos desejados para o sistema linearizado. O

vetor de polos de malha fechada escolhido encontra-se:

p =[-1,5-0,5j,—1,5 + 0,5/, —8, —8]. (43)

de modo a satisfazer o critério de dominancia entre polos, garantindo-se que a razao entre as
partes reais dos polos dominantes e ndo dominantes fosse superior a 5. O vetor p define,
portanto, a localizag¢@o dos polos do sistema, vide
Figura 6

Figura 6, em malha fechada correspondente a lei de controle u(t) = —K x(t), onde
K ¢ o vetor de ganhos obtido pela aplicacdo da formula de Ackermann ao par (A, B) do sistema
linearizado em (41).

O par (A, B) do sistema linearizado ¢ formado pela matriz A e pela matriz B. Sendo a

matriz A dada por:
(44)

BN

Il
coo o
cocor
ocor o
oroo

E a matriz B dada por:
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0 (45)
0

0

1
A matriz de controlabilidade C,,foi obtida a partir das matrizes de estado Ae de entrada

B, sendo definida por:

C,, = [B AB A%B A3B]. (46)

Logo, a matriz de controlabilidade é:

0 0 0 1 (47)

c. =0 0 10

mof0o 1 0 0

1 0 0 O

O ganho K obtido ¢ dado no vetor de ganhos é:
K =[160,0 232,0 114,5 19,0]. (48)

Figura 6 — Vetor de polos de malha fechada escolhido.

' Img(s)

» Re(s)

_-_-__| -05

Fonte: Autoria propria.

As Figuras 7 e 8 apresentam as respostas nos eixos X e y separadamente, enquanto a

Figura 9 sintetiza o comportamento planar da bola no sistema Ball Balancer.



Figura 7 — Resposta em X.
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Figura 8 — Resposta em y.
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Fonte: Autoria propria.

Observa-se pelas Figura 7 e Figura 8 que o sistema converge para o ponto de referéncia

sem oscilacdes excessivas, coerente com a escolha dos polos dominantes. J4 a evidencia a

trajetoria da bola no plano xy, confirmando a estabilidade e o posicionamento adequado obtido

pela realimentacao de estado.



40

Figura 9 — Posi¢ao da bola no plano xy do sistema Ball Balancer Quanser em malha fechada

com a lei de controle.
4 T T T T T T T

Fonte: Autoria propria.



41

5 CONCLUSAO

O trabalho alcangou o objetivo de estabilizar e impor dinamica desejada ao 2 DOF
Ball Balancer por meio de realimentagdo linearizante, a Feedback Linearization, combinada
com alocagdo de polos via féormula de Ackermann. A partir do modelo ndo linear fornecido
pelo fabricante e das relagdes dindmicas obtidas, a mudanca de variaveis levou o sistema a uma
cadeia de integradores controlada por uma entrada virtual, viabilizando o uso de técnicas
lineares de projeto em espago de estados.

Na etapa de sintese, foram selecionados polos dominantes ¢ ndo dominantes de modo
a satisfazer o critério de dominancia, razdo de partes reais superior a 5, tomando, para o caso
apresentado, o conjunto p = {—15-0,5j, —1,5+0,5j, —8, —8}, o que define uma
resposta transitéria com modo dominante complexo moderadamente amortecido € modos nao
dominantes mais rapidos responsaveis pela rejei¢do de perturbagdes. A aplicacdo da formula
de Ackermann resultou no vetor de ganhos K, conforme o valor obtido na simulagao, vide (48),
utilizado na lei de controle linearizante (40).

Os resultados experimentais, sintetizados nas respostas em Xx e y e na trajetoria no
plano xy, evidenciam convergéncia estavel ao ponto de referéncia, erro estacionario desprezivel
e auséncia de oscilagdes excessivas, compativeis com a dindmica imposta pelos polos —3 + je
pela magnitude dos ganhos de K. Observa-se ainda que a agdo de controle compensa as nao
linearidades gravitacionais (f,3(6) = Kpj sin (0) - 6 - x) sem amplificar ruido, confirmando o
acoplamento controlado entre os eixos e a eficacia da estimativa de estados via filtragem
derivativa.

Do ponto de vista técnico, este trabalho contribui ao consolidar a integragdo entre
Feedback Linearization e alocagdo de polos via formula de Ackermann em um sistema
intrinsecamente instavel, ao validar experimentalmente o vetor de ganhos K obtido para a
cadeia de integradores do sistema linearizado, e ao evidenciar a simulagdo, abrangendo
modelagem, projeto, estimagdo de estados e verificagdo experimental, que facilita a
transferéncia da metodologia para aplicacdes similares no contexto da FEIS.

Em sintese, a estratégia proposta demonstrou estabilidade assintdtica e desempenho
consistente em bancada, confirmando a viabilidade do controle ndo linear por realimentacdo

seguido de projeto linear em espaco de estados para o Ball Balancer 2 DOF.
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