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“A ciência é a poesia da realidade.”  
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RESUMO 

 

O trabalho tem por objetivo projetar e simular um controlador para o sistema didático 2 DOF 

Ball Balancer com base em realimentação linearizante (do inglês, Feedback Linearization) 

combinada à alocação de polos pela fórmula de Ackermann, assegurando estabilidade e 

dinâmica desejada em malha fechada.  A partir do modelo não linear do sistema e de uma 

mudança de variáveis, a dinâmica foi reescrita como cadeia de integradores com entrada virtual, 

o que viabilizou o emprego de técnicas lineares em espaço de estados e a síntese direta do ganho 

de realimentação.  A simulação demonstrou convergência estável da posição da esfera ao ponto 

de referência e ausência de oscilações excessivas, evidenciando que o cancelamento da não 

linearidade e o projeto em espaço de estados sustentam o desempenho observado nos eixos x e 

y e na trajetória da bolinha na plataforma.   

 

Palavras‑chave: feedback linearization; fórmula de Ackermann; alocação de polos; ball 

balancer 2 DOF; controle não linear. 

 

  



 
 

ABSTRACT 

 

The objective of this work is to design and simulate a controller for the 2 DOF Ball Balancer 

didactic system based on Feedback Linearization combined with pole placement using 

Ackermann’s formula, ensuring stability and the desired closed-loop dynamics. Starting from 

the system’s nonlinear model and a change of variables, the dynamics were rewritten as an 

integrator chain with a virtual input, which enabled the use of linear state-space techniques and 

the direct synthesis of the feedback gain. The simulation demonstrated stable convergence of 

the ball’s position to the reference point and absence of excessive oscillations, showing that the 

cancellation of nonlinearity and the state-space design support the observed performance on the 

x and y axes and on the ball’s trajectory on the platform. 

 

Keywords: feedback linearization; Ackermann’s formula; pole placement; 2 DOF ball 

balancer; nonlinear control. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

A Teoria de Controle constitui um campo da engenharia e da matemática voltado à 

análise do comportamento de sistemas dinâmicos e à elaboração de estratégias capazes de 

modificar ou orientar tal comportamento. Seu propósito fundamental consiste na formulação de 

modelos matemáticos que representem adequadamente os sistemas reais, possibilitando, a partir 

deles, o projeto de leis e algoritmos de controle que garantam o desempenho desejado. Dessa 

forma, um sistema de controle pode ser compreendido como um mecanismo responsável por 

administrar, comandar, direcionar ou regular o funcionamento de dispositivos ou sistemas com 

o intuito de atingir um objetivo específico (Ogata, 2010). 

A temática do Controle Linear percorre uma trajetória de êxitos e sucesso através de 

métodos poderosos de controle, que se baseiam na relação entrada-saída, ou função de 

transferência de um sistema. Entretanto, o Controle Não linear tem sido objeto de estudo de 

diversos pesquisadores nas mais variadas áreas, desde a robótica até a engenharia biomédica. 

Isso se dá devido ao fato de que o universo possui não linearidades intrínsecas, que advêm do 

hardware do sistema, e o controle linear se apoia na operação em pequenos intervalos. Diversas 

grandezas, como as forças centrípeta e de Coriolis, são dinâmicas e variam com o quadrado da 

velocidade, o que demanda modelos e técnicas não lineares (Slotine; Li, 1991). 

Na robótica, muitas aplicações necessitam se manter estáveis, mesmo diante de 

perturbações não lineares. Em uma aplicação robótica de grande acurácia, como uma 

impressora 3D, a velocidade precisa se manter estável mesmo durante movimentos bruscos. 

Em sistemas deste tipo, a atuação de controladores não lineares torna-se fundamental, pois estes 

permitem lidar com variações abruptas de dinâmica e não linearidades estruturais, conforme 

descrito por (Slotine; Li, 1991). 

O controle linear ainda tende a assumir que todo sistema é linearizável. Apesar disso, 

sabe-se que existem não linearidades de natureza descontínua que impossibilitam a 

aproximação linear, pois descontinuidades não podem ser localmente aproximadas; tais 

características são chamadas de hard-nonlinearities, como a fricção de Coulomb e a histerese. 

Desta forma, são necessárias técnicas de análise não linear para predizer a performance do 

sistema diante de não linearidades intrínsecas e compensá-las adequadamente (Slotine; Li, 

1991). 

Outra limitação dos sistemas não lineares se dá na forma de lidar com modelos que 

possuem incertezas em seus parâmetros, como variações lentas ou abruptas de parâmetros do 

sistema. Exemplos incluem a variação de pressão em um voo de avião ou a mudança dos 
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parâmetros de inércia de um robô ao ser arremessado um objeto, fenômeno semelhante ao 

objeto deste estudo. A teoria de controle não linear permite tratar tais incertezas de maneira 

mais robusta (Slotine; Li, 1991). 

Com o surgimento dos microprocessadores, a simulação de controles não lineares foi 

simplificada. Além disso, controladores não lineares costumam ser mais simples e intuitivos 

que controladores lineares, uma vez que se baseiam diretamente na natureza dos sistemas e de 

suas equações diferenciais não lineares. Estas perspectivas, exploradas por Slotine e Li (1991), 

reforçam o papel central da teoria de controle não linear no desenvolvimento de sistemas 

modernos de alta performance. 

 

2 FUNDAMENTAÇÃO 

 

O advento do controle moderno, a partir da segunda metade do século XX, consolidou 

o uso da representação em espaço de estados como ferramenta fundamental para a análise e o 

projeto de sistemas dinâmicos, especialmente aqueles com múltiplas entradas e saídas (Ogata, 

2010). 

Diferentemente do controle clássico, que se baseia predominantemente em 

representações no domínio da frequência, o controle moderno adota o formalismo do espaço de 

estados, permitindo uma análise mais abrangente e eficiente de sistemas dinâmicos de múltiplas 

entradas e saídas (Slotine; Li, 1991). 

Entre as técnicas modernas de controle não linear destaca-se o controle linearizante, 

ou linearização por realimentação, cujo objetivo é transformar a dinâmica não linear em uma 

estrutura linear equivalente mediante o cancelamento das não linearidades por meio de uma lei 

de controle adequadamente projetada (Slotine; Li, 1991).  

Essa abordagem permite impor diretamente o comportamento dinâmico desejado ao 

sistema, desde que condições como controlabilidade e grau relativo estejam satisfeitas. A 

essência do método está em redefinir as entradas do sistema para cancelar as não linearidades 

da dinâmica original, obtendo-se assim uma estrutura mais simples e linear, na qual ferramentas 

de controle clássico podem ser aplicadas. Essa transformação é possível quando o sistema 

atende a determinadas condições de controlabilidade e possui grau relativo bem definido 

(Slotine; Li, 1991).  

Uma vez obtido o modelo linearizado, técnicas lineares clássicas podem ser aplicadas. 

Nesse contexto, a fórmula de Ackermann se destaca como um método direto para o cálculo dos 

ganhos de realimentação de estado, possibilitando a alocação arbitrária dos polos do sistema 
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desde que a planta seja controlável (Ogata, 2010). Assim, a combinação da linearização por 

realimentação com a fórmula de Ackermann permite especificar com precisão a dinâmica de 

malha fechada. 

 

2.1 SISTEMAS NÃO LINEARES 

 

Conforme Ogata (2010) e Nise (2013), um sistema é dito não linear quando o princípio 

da superposição não é aplicável. Desta forma, em sistemas não lineares não é possível obter a 

resposta de duas entradas as considerando individualmente e somando seus resultados. Muitas 

relações de grandezas físicas apesar de serem retratadas por equações lineares, não são de fato 

lineares, sendo lineares em um intervalo limitado. 

O estudo de sistemas não lineares não só se preocupa com aspectos de análise como 

também com o projeto de controladores (Slotine; Li, 1991).  

Diversos sistemas hidráulicos, eletromecânicos e pneumáticos envolvem relações não 

lineares entre suas variáveis. A saída de um componente pode ser saturada caso haja sinais de 

grande amplitude na entrada. Já para pequenos sinais, existe uma zona morta pela qual os 

componentes são insensíveis, incapazes de apresentar uma resposta. Existem ainda não 

linearidades quadráticas que podem surgir em amortecedores em alta velocidade, com o 

amortecimento reagindo ao quadrado da velocidade de operação (Ogata, 2010). 

Na temática dos sistemas não linear, um sistema dinâmico pode ser representado por 

um conjunto de equações diferenciais. 

 

 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)). (1) 

   

Considera-se que 𝑓 é uma função contínua e localmente Lipschitz em relação a 𝑥(𝑡) 

em uma região 𝐷 ⊂ ℝ𝑛𝑥, o que significa que existe uma constante 𝐿 válida para cada vizinhança 

de pontos em 𝐷. Essa propriedade garante a existência e unicidade da solução para o Problema 

de Valor Inicial, PVI, uma vez que impede comportamentos caóticos e converge para uma única 

solução. 

A solução 𝑥(𝑡) da equação diferencial (1) denomina-se Trajetória do Sistema e 

pertence ao espaço vetorial de dimensão finita 𝑛, representada pela norma Euclidiana.  

 

 ‖𝑥(𝑡)‖ = √𝑥(𝑡)𝑇𝑥(𝑡). (2) 
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Estabelecendo a relação entre a trajetória e um ponto de equilíbrio do sistema. 

Segundo Slotine e Li (1991), o vetor 𝑥𝑒 = 0 ∈ ℝ𝑛𝑥 é dado como ponto de equilíbrio 

do sistema (1) se obedecer a (3). 

 

 𝑓(𝑥𝑒) = 0, ∀ 𝑡 ≥ 0. (3) 

 

Para Khalil (2015), o ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 ∈ ℝ𝑛𝑥 do sistema (1) é estável 

somente se ∀ ℰ > 0, ∃ 𝑤 = 𝑤(ℰ) > 0.  Tal que, 

 

 ‖𝑥0‖ < 𝑤 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ < ℰ, ∀ 𝑡 ≥ 0. (4) 

 

Em que 𝑤 constitui um raio inicial escalar dependente de ℰ, que por sua vez é um raio 

arbitrário que define a vizinhança ao redor do ponto de equilíbrio. Ou seja, para cada tolerância 

𝜀, existe um limite inicial 𝑤 que assegura estabilidade. 

Ainda, o ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 ∈ ℝ𝑛𝑥 do sistema descrito em (1) é dito 

assintoticamente estável se o sistema é estável, vide (4), e existe 𝑤 tal qual: 

 

 ‖𝑥(0)‖ < 𝑤 ⇒ ‖𝑥(𝑡)‖ → 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡 → ∞. (5) 

 

A estabilidade assintótica não só assegura a convergência, em que a trajetória do 

sistema alcança um ponto de equilíbrio, como também assegura a permanência como estável 

(Yamanaka, 2025). 

Segundo Khalil (2015), os sistemas não lineares não se limitam a um único ponto de 

equilíbrio, podendo haver diversos pontos de equilíbrios isolados – cuja convergência depende 

da condição inicial. Ainda, a estabilidade de qualquer ponto de equilíbrio pode ser analisada 

considerando a origem 𝑥𝑒 = 0 como um ponto de equilíbrio do sistema (Slotine; Li, 1991). 

 

2.2 FUNÇÃO DE LYAPUNOV 

 

A estabilidade é fundamental na análise de sistemas de controle, sendo indispensável 

para assegurar o funcionamento correto e seguro de sistemas dinâmicos. Conforme Machado 

(2003), a instabilidade impossibilita a operação de sistemas em aplicações reais, tornando 

inviável sua utilização prática. Slotine e Li (1991) reforçam que sistemas instáveis são 
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incapazes de garantir desempenho adequado, o que compromete diretamente a viabilidade de 

técnicas de controle. 

Para sistemas lineares invariantes no tempo, diferentes métodos consolidados podem 

ser empregados na avaliação da estabilidade, incluindo o Critério de Nyquist, o Critério de 

Routh e o Método de Lyapunov. No caso de sistemas não lineares e/ou variantes no tempo, 

destaca-se o segundo Método de Lyapunov, reconhecido como uma ferramenta robusta e de 

caráter geral para o estudo de estabilidade (Slotine; Li, 1991; Khalil, 2015). Sua aplicabilidade 

a sistemas de ordem arbitrária torna-o um instrumento versátil tanto em análises teóricas quanto 

em aplicações práticas (Machado, 2003; Yamanaka, 2025). 

Nos sistemas dinâmicos, considera-se um sistema estável se, a partir de condições 

iniciais contidas em uma região fechada e limitada de um ponto de equilíbrio, as trajetórias 

permanecem confinadas em outra região também fechada, limitada e contendo esse ponto de 

equilíbrio ao longo do tempo (Slotine; Li, 1991). Portanto, não apenas a existência de um ponto 

de equilíbrio, mas também a evolução temporal das trajetórias em seu entorno, constitui a 

definição de estabilidade. 

Entretanto, a análise de estabilidade não se restringe exclusivamente aos pontos de 

equilíbrio. Em diversas aplicações práticas, como no controle de aeronaves, é igualmente 

relevante a estabilidade da trajetória desejada, isto é, a capacidade do sistema em manter-se 

próximo ao caminho de referência mesmo na presença de perturbações externas (Yamanaka, 

2025). 

Considerando o espaço de estados, define-se 𝐵𝑅 como a bola de raio 𝑟 constituída por 

todos os estados 𝑥(𝑡) que satisfazem ||𝑥(𝑡)|| < 𝑅, e 𝑆𝑅 como a superfície esférica 

correspondente ao conjunto de estados cujo módulo é exatamente ||𝑥(𝑡)|| = 𝑅, com a norma 

dada por ||𝑥(𝑡)|| = √𝑥𝑇(𝑡)𝑥(𝑡). O ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 é denominado estável, no 

sentido de Lyapunov, quando, para qualquer 𝑅 > 0 escolhido, existe um raio 𝑟 >  0 tal que, se 

a condição inicial satisfaz ||𝑥(𝑡)|| < 𝑟, então as trajetórias do sistema permanecem limitadas 

pela região definida por ||𝑥(𝑡)|| < 𝑅, para todo 𝑡 ≥  0. Caso não exista tal relação entre 𝑟 e 𝑅, 

o ponto de equilíbrio é classificado como instável (Yamanaka, 2025). 

Logo, estabilidade segundo Lyapunov diz que é possível manter a trajetória do sistema 

tão perto quanto quisermos do ponto de equilíbrio, uma vez que a região da condição inicial 

seja escolhida de maneira apropriada. 

 

 
∀ 𝑅 > 0, ∃  𝑟 > 0, ||𝑥(𝑡)|| < 𝑟    ⇒    ∀ 𝑡 ≥ 0,

||𝑥(𝑡)|| < 𝑅, 
(6) 
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∀ 𝑅 > 0, ∃ 𝑟 > 0, 𝑥(0) ∈ 𝐵𝑟 ⇒ ∀𝑡 ≥ 0, 𝑥(𝑡) ∈ 𝐵𝑅 . 
 

Entende-se que um ponto de equilíbrio é instável quando, dada uma bola 𝐵𝑅 de raio 

arbitrário 𝑅 > 0, não se pode encontrar um raio 𝑟 > 0, tal que toda trajetória iniciada em 𝐵𝑟 

permaneça confinada em 𝐵𝑅 para todos os instantes futuros. Assim, qualquer perturbação 

inicial, por menor que seja, conduz o sistema para fora da região previamente estabelecida, 

caracterizando a instabilidade. 

Em diversas aplicações, torna-se necessário adotar noções mais refinadas de 

estabilidade, capazes de descrever não apenas a permanência da trajetória próxima ao ponto de 

equilíbrio, mas também a rapidez com que essa aproximação ocorre. Nesse contexto, define-se 

que o ponto de equilíbrio 𝑥𝑒  =  0 é assintoticamente estável quando ele é estável segundo 

Lyapunov e, existe um raio 𝑟 >  0 tal que, sempre que ||𝑥(𝑡)|| < 𝑅, tem-se 𝑥(𝑡)  →  0 quando 

𝑡 →  ∞. Essa condição estabelece que as trajetórias não apenas permanecem próximas do 

equilíbrio, mas convergem a ele com o passar do tempo. 

Por outro lado, quando o ponto de equilíbrio satisfaz a definição de estabilidade de 

Lyapunov, porém não apresenta convergência assintótica, denomina-se marginalmente estável. 

A Figura 1 permite observar de maneira qualitativa os diferentes comportamentos associados 

às categorias de pontos de equilíbrio mencionadas. 

 

Figura 1 – Conceitos de estabilidade 

 

Fonte: Adaptado de Slotine e Li (1991). 

 

No Método de Linearização de Lyapunov, se um sistema linearizado é estritamente 

estável, ou seja, todos os autovalores de A estão à metade esquerda do plano complexo, então 

seu ponto de equilíbrio é assintoticamente estável para o sistema não linear real. 

Mas, se o sistema possui ao menos um autovalor de A à metade direita do plano 

complexo, o sistema linearizado é instável e o ponto de equilíbrio também. 
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Já se o sistema linearizado é marginalmente estável, com todos os autovalores presentes na 

metade esquerda do plano complexo, sendo um deles sob o eixo 𝑗𝜔, não é possível concluir 

sobre a estabilidade do ponto de equilíbrio. 

 

2.2.1 Funções De Lyapunov Quadráticas 

 

Na classe das funções escalares, as formas quadráticas são fundamentais para o estudo 

da estabilidade. Essa classe de funções pode ser descrita como: 

 

 𝑉(𝑥(𝑡)) = 𝑥(𝑡)𝑇𝑃𝑥(𝑡)

= [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡)… 𝑥𝑛(𝑡)] [

𝑃11 𝑃12 … 𝑃1𝑛

𝑃12 𝑃22 … 𝑃2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃1n 𝑃2n … 𝑃𝑛𝑛

 ]

[
 
 
 
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
⋮

𝑥𝑛(𝑡)
  ]

 
 
 

. 
(7) 

 

Onde, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛𝑥 são um vetor e 𝑃 ∈ ℝ𝑛𝑥×𝑛𝑥 uma matriz real e simétrica. 

Um dos meios de verificar se a forma quadrática é definida positiva é o critério do 

A determinação de que uma forma quadrática é definida positiva pode ser conduzida 

por meio do critério de Sylvester, conforme apresentado em Slotine e Li (1991), Khalil (2015) 

e Giorgi (2017). Esse critério fornece uma condição necessária e suficiente para garantir que a 

função quadrática 𝑉(𝑥(𝑡)), expressa em (8), seja definida positiva: todos os menores principais 

sucessivos da matriz 𝑃 devem ser estritamente positivos. Em outras palavras, a positividade 

desses determinantes principais assegura que 𝑃 seja uma matriz definida positiva, o que implica 

que 𝑉(𝑥(𝑡)) >  0 ∀ 𝑥(𝑡)  ≠  0. 

 

 𝑃11 > 0, det [
𝑃11 𝑃21

𝑃21 𝑃22
] > 0,… , det [

𝑃11 𝑃12 … 𝑃1𝑛

𝑃12 𝑃22 … 𝑃2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃1n 𝑃2n … 𝑃𝑛𝑛

 ] > 0, (8) 

 

Além disso, outra maneira de verificar se 𝑃 é simétrica definida positiva observando 

se todos os autovalores de 𝑃, reais por 𝑃 ser matriz simétrica, são positivos. 

A análise da estabilidade através do segundo método de Lyapunov, válida para 

sistemas lineares ou não lineares, pode ser interpretada de uma maneira menos formal: se um 

sistema tem um ponto de equilíbrio assintoticamente estável, a sua energia inicial é dissipada 

continuamente, diminuindo até atingir um ponto de equilíbrio no qual a sua energia é nula. No 
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entanto, para certos sistemas, não existe uma definição clara de função energia. Então, para 

superar esta dificuldade Lyapunov introduziu o conceito de função de Lyapunov, dada por 

𝑉(𝑥(𝑡)), que é uma função de energia fictícia, a qual é um conceito amplo e generalista que a 

definição de energia. 

A função de Lyapunov é uma função real e escalar do vetor de estado 𝑥(𝑡) com 

primeira derivada contínua que satisfaz as relações presentes em: 

 

 
𝑉(𝑥(𝑡)) > 0, ∀𝑥(𝑡) ≠ 0 𝑒 𝑉(0) = 0, 

𝑉̇(𝑥(𝑡)) ≤ 0, ∀𝑥(𝑡) ≠ 0, 𝑉̇(0) = 0. 
(

(9) 

 

Uma condição suficiente para que o ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 de um sistema seja 

estável é a existência de uma função de Lyapunov que satisfaça as condições 𝑉(𝑥(𝑡)) > 0 para 

todo 𝑥(𝑡) ≠ 0 e 𝑉(0) = 0, além de 𝑉̇(𝑥(𝑡)) ≤ 0 para todo 𝑥(𝑡) ≠ 0. Quando, adicionalmente, 

a derivada 𝑉̇(𝑥(𝑡))é estritamente negativa para 𝑥(𝑡) ≠ 0, o ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 é 

assintoticamente estável. 

Considerando os critérios apresentados, a função de Lyapunov mais simples utilizada 

na literatura é a chamada Função de Lyapunov Quadrática, do inglês Quadratic Lyapunov 

Function – QLF, definida: 

 

 𝑉(𝑥(𝑡)) = 𝑥(𝑡)𝑇𝑃𝑥(𝑡), 𝑃 > 0, 𝑃𝑇 = 𝑃, (10) 

   

sendo 𝑃 uma matriz simétrica e definida positiva. Se a derivada temporal 𝑉̇(𝑥(𝑡)) < 0 para 

todo 𝑥(𝑡) ≠ 0, então o ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 é localmente assintoticamente estável para o 

sistema.  
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2.3 ESPAÇO DE ESTADOS 

 

Com a evolução tecnológica, os sistemas modernos passaram a ter muitas entradas e 

saídas variantes no tempo, que podem ser relacionadas de maneira complexa. Para lidar com 

esses sistemas, surge no controle moderno a necessidade de reduzir a complexidade das 

expressões matemáticas. Logo, se torna mais adequada a abordagem com base nos espaços de 

estado (Ogata, 2010). 

Na teoria de controle moderno, um sistema é descrito por um sistema de equações em 

termos de 𝑛 equações diferenciais de primeira ordem, que capturam a dinâmica interna do 

sistema e as relações de entrada-saída, e que podem ser combinadas em uma equação diferencial 

vetorial-material de primeira ordem, simplificando a representação matemática, mesmo com 

um aumento no número das variáveis de estado (Ogata, 2010). 

Essas equações descrevem como os estados evoluem no tempo, e a partir deles é obtida 

a saída do sistema. Uma vantagem do método dos espaços de estado é lidar com sistemas 

MIMO, do inglês multi-input multi-output, que são sistemas de múltiplas entradas e saídas 

(Nise, 2013). 

Em suma, o estado de um sistema dinâmico corresponde ao menor conjunto 𝑛 de 

variáveis de estado cuja especificação em um sistema inicial 𝑡 = 𝑡0, juntamente com uma 

entrada futura conhecida 𝑡 ≥ 𝑡0, permitem determinar o comportamento do sistema em todos 

os sistemas posteriores (Ogata, 2010). 

Se 𝑛 variáveis de estado são suficientes para descrever completamente o 

comportamento dinâmico de um sistema, então essas variáveis podem ser organizadas como os 

𝑛 componentes de um vetor de estado 𝑥(𝑡). Conhecidos o estado inicial 𝑥(𝑡0) e a entrada 𝑢(𝑡) 

para 𝑡 ≥ 𝑡0, o sistema possui sua evolução temporal totalmente determinada para qualquer 

instante 𝑡 ≥ 𝑡0 (Ogata, 2010). 

O espaço de estados possui dimensão 𝑛 e seus eixos coordenados são formados pelos 

eixos 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 que constituem as variáveis de estado (Ogata, 2010). 

 

2.3.1 Análise matemática dos espaços de estado 

 

No estudo da formulação em espaço de estados, consideram-se três tipos de variáveis: 

as variáveis de entrada, as variáveis de saída e as variáveis de estado – que podem se 

interrelacionar de maneira complexa. Em um sistema dinâmico, tornam-se necessários 
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mecanismos que permitam armazenar informações sobre o comportamento passado das 

entradas para 𝑡 ≥ 𝑡1. Conforme (Ogata, 2010), essa função é desempenhada pelos integradores, 

que atuam como elementos de memória dinâmica.  

As saídas desses integradores podem ser escolhidas como variáveis de estado, pois 

representam o conjunto mínimo de grandezas cuja evolução temporal, juntamente com a 

entrada do sistema, determina completamente o seu comportamento para 𝑡 ≥ 𝑡0. Logo, como a 

dinâmica do sistema depende diretamente do número de variáveis de estado, conclui-se que o 

número de integradores necessários corresponde ao número de variáveis de estado do modelo 

(Ogata, 2010). 

Para um sistema linear e invariante no tempo, LTI, de múltiplas entradas e saídas, com 

𝑛 integradores e 𝑟 entradas 𝑢𝑟(𝑡) e 𝑚 saídas  𝑦𝑚(𝑡), cujas saídas dos integradores são dadas 

pelas variáveis de estado  𝑥𝑛(𝑡), tem se a equação de estado: 

 

 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (11) 

 

sendo: 

𝑥(𝑡) constitui o vetor de estados, com dimensão 𝑛𝑥. 

𝑢(𝑡) é o vetor do sinal de entrada, com dimensão 𝑛𝑢. 

𝐴(𝑡) é a matriz de estado, de dimensão 𝑛𝑥 × 𝑛𝑥, que descreve a dinâmica interna da 

planta. 

𝐵(𝑡) a matriz de entrada 𝑛𝑥 × 𝑛𝑢, responsável por relacionar a saída mensurável com 

os estados. 

 

A equação de saída do LTI pode ser descrita como: 

 

 𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐷(𝑡)𝑢(𝑡), (12) 

 

sendo: 

𝑦(𝑡) constitui o vetor de estados, com dimensão 𝑛_𝑦. 

𝐶(𝑡) a matriz de saída 𝑛𝑦 × 𝑛𝑥. 

𝐷(𝑡) a matriz de transmissão direta  𝑛𝑦 × 𝑛𝑢, responsável pela representação do 

acoplamento direto da entrada na saída. 

Observe que o LIT descrito pode ser observado na Figura 2, cujos vetores de estados, 

e os vetores dos sinais de entrada e saída estão representados. 
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Figura 2 – Diagrama de blocos de um sistema de controle linear de tempo contínuo, 

representado no espaço de estados. 

 

Fonte: (Ogata, 2010) 

 

A forma matricial do vetor de estados é obtida através de(13): 

 

 

𝑥1̇(𝑡) = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)

𝑥2̇(𝑡) = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)
⋮

𝑥𝑛̇(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡).

 (13) 

 

Assim, 

 

 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡). (14) 

 

e, 

 

 

𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) = [

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)
⋮

𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)

]. (15) 

 

De maneira análoga, as saídas se dão: 

 

 𝑦1(𝑡) = 𝑔1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)

𝑦2(𝑡) = 𝑔2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)
⋮

𝑦𝑛(𝑡) = 𝑔𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡).

  (16) 

Logo, 

 

 𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡). (17) 
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E, 

 

 

𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡) = [

𝑔1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)

𝑔2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)
⋮

𝑔𝑚(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟; 𝑡)

]. (18) 

 

Além disso, um sistema dinâmico pode ser interpretado como um conjunto finito de 

elementos concentrados, cuja dinâmica é descrita por equações diferenciais ordinárias, nas 

quais o tempo atua como variável independente. Assim, ao empregar a notação vetorial-

matricial, uma equação diferencial de ordem 𝑛 pode ser reescrita como um conjunto de 𝑛 

equações diferenciais de primeira ordem. Quando os elementos do vetor que compõe essa 

formulação são escolhidos de modo a constituir o conjunto mínimo de grandezas capazes de 

caracterizar completamente o comportamento do sistema, esses elementos são definidos como 

variáveis de estado. Consequentemente, a representação vetorial-matricial resultante recebe a 

denominação de equação de estado. 

 

 

[

𝑥̇1

𝑥̇2

⋮
𝑥̇𝑛

] = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

] [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] + [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 … 𝑏𝑛𝑛

] [

𝑢1

𝑢2

⋮
𝑢𝑛

].  (19) 

 

 [

𝑦1

𝑦2

⋮
𝑦𝑛

] = [

𝑐11 𝑐12 … 𝑐1𝑛

𝑐21 𝑐22 … 𝑐2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 … 𝑐𝑛𝑛

] [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] + [

d11 d12 … d1n

d21 d22 … d2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
dn1 dn2 … dnn

] [

𝑢1

𝑢2

⋮
𝑢𝑛

].  (20) 
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2.4 ALOCAÇÃO DE POLOS USANDO A FÓRMULA DE ACKERMANN 

 

 A fórmula de Ackermann é um método direto para o cálculo do vetor de ganhos K de 

realimentação de estado em sistemas lineares invariantes no tempo com uma entrada, 

garantindo a alocação desejada dos polos do sistema em malha fechada. Baseada no teorema 

de Cayley-Hamilton, ela utiliza a matriz de controlabilidade do sistema e o polinômio 

característico desejado para obter 𝐾 sem precisar resolver sistemas de equações. 

É importante salientar que, embora o sistema original seja não linear, após a aplicação 

da técnica de realimentação linearizante obtém-se uma dinâmica equivalente linear em espaço 

de estados, à qual a fórmula de Ackermann pode ser aplicada (Slotine; Li, 1991). 

Segundo (Ogata, 2010), o Teorema de Cayley-Hamilton é útil na solução de problemas 

que envolvem equações matriciais. Este teorema estabelece que a matriz 𝐴 satisfaz sua própria 

equação característica, vide o polinômio característico da matriz A (21), cujo 𝑛 indica a ordem 

do sistema. 

 

 |𝑠𝐼 − 𝐴| = 𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑠 + 𝑎𝑛 = 0. (21) 

   

Para o sistema  

 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡).  (22) 

   

Em que o controle de realimentação de estado é dado por 𝑢 = −𝐾𝑥(𝑡), que o sistema 

seja de estado completamente controlável, e que os polos de malha fechada desejados estejam 

situados em 𝑠 = 𝜇1, 𝑠 = 𝜇2, …, 𝑠 = 𝜇𝑛. Tem-se, então, 

 

 𝑥̇(𝑡) = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥(𝑡).  (23) 

   

Define-se  

 Ã = 𝐴 − 𝐵𝐾. (24) 

   

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, a matriz Ã satisfaz seu próprio polinômio 

característico. Assim, substituir 𝐴 por Ã em (21) permite impor que o polinômio característico 

de Ã seja exatamente o polinômio desejado. 

 

 |𝑠𝐼 − Ã| = |𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐾| = (𝑠 − 𝜇1)(𝑠 − 𝜇2) …(𝑠 − 𝜇𝑛) 
= 𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑠 + 𝑎𝑛 = 0. 
(25) 
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Em termos matemáticos, a fórmula é dada por 𝐾 = [0  0 …   1]𝒞−1𝜑(𝐴), sendo 𝒞 a 

matriz de controlabilidade, vide (26), e 𝜑(𝐴) o polinômio característico desejado avaliado em 

𝐴. Assim, desde que a planta seja controlável, a fórmula garante o posicionamento arbitrário 

dos polos do sistema em malha fechada, da forma escolhida pelo projetista (Slotine; Li, 1991). 

 

 𝒞 = [𝐵 ⋮ 𝐴𝐵 ⋮ 𝐴2𝐵 ⋮ ⋯ ⋮ 𝐴𝑛−1𝐵]. (26) 

 

Se a matriz de controlabilidade presente em (26) não for invertível, o sistema não é 

controlável. Para que a planta seja dita controlável, é necessário ser viável a construção de um 

sinal de controle 𝑢(𝑡) que transferirá um estado inicial para qualquer outro estado final em um 

intervalo finito de tempo. Formalmente, o par (𝐴, 𝐵) é controlável se e somente se a matriz de 

controlabilidade 𝒞 definida em (26) possuir posto completo 𝑛 (Ogata, 2010). 

A contribuição relativa de cada polo para a resposta transitória depende da razão entre 

as partes reais desses polos. Conforme (Ogata, 2010), quando esta razão excede 

aproximadamente 5, os polos próximos ao eixo imaginário, 𝑗𝜔, dominarão no desempenho da 

resposta transitória. 

 𝑅𝑒(𝑝𝑜𝑙𝑜 não 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡𝑒)

𝑅𝑒(𝑝𝑜𝑙𝑜 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡𝑒)
=

𝑏

𝑎
. 

(27) 

 

Entretanto, se não existir dominância, a saída será a soma das contribuições individuais 

dos polos. Os valores 𝑎 e 𝑏 da relação presente em (27), são obtidos na Figura 3. 
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Figura 3 – Relações de dominância entre polos. 

 

Fonte: Adaptado de Ogata (2010). 

 

2.5 FEEDBACK LINEARIZATION 

 

No design de sistemas não lineares, a Feedback Linearization, em português 

linearização por realimentação, corresponde a uma das ferramentas mais importantes 

disponíveis. O cerne desta técnica se situa na transformação algébrica de sistemas não lineares 

em sistemas lineares, parcialmente ou em sua totalidade, para que as técnicas de controle linear 

sejam aplicadas. A técnica visa transformar o modelo do sistema original em modelos 

equivalentes mais simplistas (Slotine; Li, 1991; Chang; Kwatny; HU, 1998). 

Esta linearização busca cancelar as não linearidades do sistema, impondo uma 

dinâmica linear desejada em malha fechada, e pode ser aplicada nos sistemas descritos pela 

forma canônica de controlabilidade, companion form. A abordagem pode ser prática se os 

problemas de robustez causados pelo cancelamento inexato da dinâmica e pela estimativa 

imperfeita de estado puderem ser devidamente tratados. 
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3 SISTEMA 2-DOF BALL BALANCER 

 

O Ball Balancer é uma plataforma amplamente utilizada em experimentos de controle 

clássico e moderno, devido à sua natureza intrinsecamente instável e à necessidade de técnicas 

de controle em malha fechada para mantê-lo operando de forma adequada. Trata-se de um 

sistema didático que consiste em uma esfera posicionada sobre uma placa móvel, cuja 

orientação pode ser controlada em dois graus de liberdade, isto é, nas direções 𝑥 e 𝑦. O 

equipamento, fabricado pela Quanser®, está disponível no Laboratório de Pesquisa em 

Controle, LPC, da FEIS e pode ser observado na Figura 4 – Sistema 2 DOF Ball Balancer do 

Laboratório de Pesquisa em Controle FEIS/UNESP.  

 

Figura 4 – Sistema 2 DOF Ball Balancer do Laboratório de Pesquisa em Controle 

FEIS/UNESP. 

 

Fonte: Autoria própria. 

 

O princípio físico de operação baseia-se no fato de que pequenas inclinações da placa 

geram componentes da força gravitacional capazes de deslocar a esfera ao longo de sua 
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superfície. Dessa forma, controlar a posição da esfera exige a compensação contínua desse 

movimento natural, o que caracteriza o sistema como instável e altamente sensível a 

perturbações. Por esse motivo, o Ball Balancer constitui uma bancada adequada para avaliação 

de técnicas de realimentação de estados, observadores e estratégias de controle robusto. 

O sistema de dois graus de liberdade, 2 DOF, possui dois atuadores responsáveis pela 

inclinação da placa nas direções ortogonais, 𝑥 e 𝑦. Sensores ópticos registram a posição 

instantânea da esfera, permitindo que essa informação seja utilizada pelo controlador em malha 

fechada. A Figura 5 apresenta a modelagem esquemática correspondente ao movimento da 

placa no eixo 𝑥, modelo que pode ser estendido de forma análoga ao eixo 𝑦 (Quanser, 2008). 

 

Figura 5 – Diagrama de movimento do 2 DOF Ball Balancer na direção de um eixo. 

 

Fonte: Yamanaka et al. (2024). 

 

O sistema consiste em uma placa quadrada sobre a qual uma esfera se desloca 

livremente. Essa esfera pode ser mantida em um ponto de referência fixo ou seguir trajetórias 

predefinidas, como um quadrado ou um círculo. A posição da esfera é monitorada por uma 

câmera RGB, do inglês Red, Green, Blue, instalada acima da placa, que realiza o 

reconhecimento com base na cor da bola. Para controlar a inclinação da placa, utilizam-se dois 

servomotores, cada um acoplado a um dos eixos ortogonais (𝑥 e 𝑦) da placa. O ajuste do ângulo 

de inclinação é obtido por meio do controle da posição das engrenagens dos servomotores, 

garantindo que a esfera permaneça na posição desejada. 

Os parâmetros do sistema descritos na Figura 5 e seus valores podem ser vistos na 

Tabela 1. Os parâmetros e seus valores servem para ambos os eixos. 

Engrenagem 

de  arga

Engrenagem 

do Potenci metro

Engrenagem 

do Motor

Placa de  uporte  nferior

Plataforma M vel

 uporte da  arra

 ola
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Tabela 1 - Parâmetros do sistema 2 DOF Ball Balancer. 

Símbolo Descrição Valor 

𝐵𝑒𝑞 Amortecimento referente ao motor. 0,0844 

𝑚𝑏 Massa da bola. 0,003 𝑘𝑔 

𝑟𝑎𝑟𝑚 Distância do eixo do motor ao ponto de fixação da barra. 2,54 𝑐𝑚 

𝑟𝑏 Raio da bola. 1,96 𝑐𝑚 

𝐿𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 Comprimento da placa. 27,5 𝑐𝑚 

𝐴𝑚 Parâmetro do protótipo. 1,76 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑉 

𝜏𝑒𝑞 Parâmetro do protótipo. 0,0285 𝑠 

𝐽𝑏 Momento de inércia da bola. 0,0046 𝑘𝑔𝑚2 

𝐾𝑏𝑏 Parâmetro do sistema. 1,2952 𝑚/𝑠2 𝑟𝑎𝑑 

𝑔 Aceleração da gravidade. 9,81 𝑚/𝑠2 

Fonte: Quanser (2008) 

 

Sendo o parâmetro 𝐾𝑏𝑏 representado na Tabela 1 dado: 

 
𝐾𝑏𝑏  =

2𝑚𝑏𝑟𝑎𝑟𝑚𝑟𝑏
2𝑔

𝐿𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒(𝑚𝑏𝑟𝑏
2 + 𝐽𝑏)

. 
(28) 

 

E o parâmetro 𝜏𝑒𝑞 presente na Tabela 1 obtido: 

 
𝜏𝑒𝑞 =

2𝑚𝑏𝑟𝑎𝑟𝑚𝑟𝑏
2𝑔

5
. 

(29) 
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3.1 MODELAGEM MATEMÁTICA E EQUACIONAMENTO DO SISTEMA 2-DOF 

BALL BALANCER 

 

A modelagem matemática de um sistema constitui uma etapa fundamental, uma vez 

que descreve a dinâmica e é base para o projeto do controlador. Um modelo matemático 

adequado pode tornar melhor o desempenho do controle. De acordo com Quanser (2008), o 

modelo matemático não linear do sistema 2 DOF Ball Balancer é dado por: 

 

 

[
 
 
 
𝑥̇(𝑡)

𝑥̈(𝑡)

𝜃̇(𝑡)

𝜃̈(𝑡)]
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0 1 0 0
0 0 𝑓23(𝜃(𝑡)) 0

0 0 0 1

0 0 0 −
1

𝜏𝑒𝑞]
 
 
 
 

[
 
 
 
𝑥(𝑡)

𝑥̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

𝜃̇(𝑡)]
 
 
 

+

[
 
 
 
 

0
0
0

𝐴𝑚

𝜏𝑒𝑞]
 
 
 
 

𝑢(𝑡).  (30) 

 

Cuja saída é: 

 𝑦(𝑡) = [1 0 0 0]

[
 
 
 
𝑥(𝑡)

𝑥̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

𝜃̇(𝑡)]
 
 
 

. (31) 

 

Sendo a posição da bola na placa representada por: 

 

 𝑓23(𝜃(𝑡)) =
𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃(𝑡))

𝜃(𝑡)
𝑥(𝑡). (32) 

 

Sendo: 

 

𝑥(𝑡)  =  𝑥𝑥 posição da bola para o eixo 𝑥, 

𝑥(𝑡)  =  𝑥𝑦 posição da bola para o eixo 𝑦, 

𝜃(𝑡) é o ângulo no eixo do servomotor: 

com 𝜃(𝑡)  = 𝜃𝑥 para o eixo 𝑥 e 𝜃(𝑡)  = 𝜃𝑦 para o eixo 𝑦;  

𝑢(𝑡) é o sinal de controle: 

com 𝑢(𝑡)  =  𝑢𝑥 para o eixo 𝑥 e 𝑢(𝑡)  =  𝑢𝑦 para o eixo 𝑦.   
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4 PROJETO E SIMULAÇÃO DE UM CONTROLADOR PARA O BALL 

BALANCER 

 

O objetivo deste projeto se dá em estabilizar a planta e impor determinada dinâmica à 

resposta no controle da posição da bola sobre a placa. Para isso, a utilização de um controle 

pela técnica de Feedback Linearization é proposta, buscando cancelar as não linearidades do 

sistema e torná-lo mais simplista e linear. Feito isso, projetar o controlador a partir de métodos 

convencionais de controle linear, como alocação de polos. 

Seguindo o modelo não linear do Ball Balancer, pode-se identificar claramente as 

variáveis de estado do sistema: 

 

 𝑥̈ = 𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃). (33) 

 
𝜃̈ =

1

𝐽𝑒𝑞
(−𝐵𝑒𝑞𝜃̇ + 𝐴𝑚𝑢(𝑡)). 

(34) 

 

Os parâmetros das equações podem ser vistos na Tabela 1. Como as equações são de 

segunda ordem, é necessário transformar em um sistema de primeira ordem para definir as 

variáveis de estado de maneira mais fácil e ser possível trabalhar com espaços de estado. 

Para uma utilização mais simplista da técnica de Feedback Linearization, realiza-se a 

mudança de variável, a fim de reescrever o sistema já que a não linearidade não está situada 

junto ao sinal de controle. A mudança de variável foi feita tal qual: 

 

 𝑧1 = 𝑥 

𝑧2 = 𝑥̇ 

𝑧3 = 𝑥̈ = 𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃) 

𝑧4 = 𝑥 = 𝐾𝑏𝑏𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝜃̇. 

(35) 

 

Assim, a derivada  

 

 𝑧̇1 = 𝑥̇ = 𝑧2 

𝑧̇2 = 𝑥̈ = 𝑧3 

𝑧̇3 = 𝑥 = 𝑧4 

𝑧̇4 = 𝑥(4) = −𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝜃̇𝜃̇ + 𝐾𝑏𝑏𝑐𝑜 𝑠(𝜃) 𝜃̈. 

(36) 
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Então, substituindo (34) em (36), tem-se: 

 

 
𝑧̇4 = −𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝜃̇2 + 𝐾𝑏𝑏 cos(𝜃) {

1

𝐽𝑒𝑞
(−𝐵𝑒𝑞𝜃̇ + 𝐴𝑚𝑢(𝑡))}. 

(37) 

 

E expandindo (37) tem-se: 

 

 
𝑧̇4 = −𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝜃̇2 −

𝐵𝑒𝑞

𝐽𝑒𝑞
𝜃̇𝐾𝑏𝑏 cos(𝜃) +

𝐴𝑚

𝐽𝑒𝑞
𝑢(𝑡)𝐾𝑏𝑏cos(𝜃). 

(38) 

 

Ainda, a fim de cancelar as não linearidades e fazer com que a dinâmica vista pelas 

variáveis 𝑧 seja uma cadeia de integradores com entrada virtual 𝑣, considera-se: 

 

 𝑧̇4 = 𝑣. (39) 

 

Assim, a partir de (38) e considerando (39), obtém-se a Lei de Controle que 

implementa a Feedback Linearization ao sistema ao isolar o sinal de controle 𝑢, obtendo-se 

(40), cancelando-se as não linearidades do sistema na lei de controle. A fim de aplicar o controle 

por alocação de polos, considera-se uma entrada virtual 𝑣 como realimentação de estados do 

tipo 𝑣 = −𝐾𝑧. 

 

𝑢(𝑡) =
𝐽𝑒𝑞

{𝐴𝑚𝐾𝑏𝑏cos (θ)}
{𝐾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝜃̇2 +

𝐵𝑒𝑞

𝐽𝑒𝑞
𝜃̇𝐾𝑏𝑏 cos(𝜃) − 𝐾𝑧(𝑡)}. 

(40) 

 

Onde, 

𝐾 = [𝑘1 𝑘2 𝑘3 𝑘4]. 

E 

𝑧 = [𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧4]
𝑇 . 

 

Desta forma, é utilizado a representação do sistema em espaço de estado dado em (41). 

para projetar o ganho com a fórmula de Ackermann. 

 

 𝑧̇(𝑡) = [

0 1 0 0
0 0 1 0
0
0

0
0

0
0

1
0

] [

𝑧1

𝑧2
𝑧3

𝑧4

] + [

0
0
0
1

] 𝑣(𝑡). (41) 
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Para o retorno ao sistema original, realiza-se novamente a mudança de variáveis, tal 

qual (42) a fim de que se torne possível a simulação do controlador. 

 

 𝑥 = 𝑧1 

𝑥̇ = 𝑧2 

𝜃 = 𝑠𝑒𝑛−1 (
𝑧3

𝐾𝑏𝑏
) 

𝜃̇ =
𝑧4

𝐾𝑏𝑏𝑐𝑜𝑠 (𝑠𝑒𝑛−1 (
𝑧3

𝐾𝑏𝑏
))

. 

(42) 

 

 

4.1 SIMULAÇÃO 

 

A simulação do controlador de realimentação de estado foi realizada empregando-se a 

fórmula de Ackermann no ambiente MATLAB, utilizando os parâmetros físicos apresentados 

na Tabela 1 e especificando-se um conjunto de polos desejados para o sistema linearizado. O 

vetor de polos de malha fechada escolhido encontra-se: 

 

 𝑝 = [−1,5 − 0,5𝑗, −1,5 + 0,5𝑗, −8, −8]. (43) 

 

de modo a satisfazer o critério de dominância entre polos, garantindo-se que a razão entre as 

partes reais dos polos dominantes e não dominantes fosse superior a 5. O vetor p define, 

portanto, a localização dos polos do sistema, vide  

Figura 6 

Figura 6, em malha fechada correspondente à lei de controle 𝑢(𝑡)  =  −𝐾 𝑥(𝑡), onde 

K é o vetor de ganhos obtido pela aplicação da fórmula de Ackermann ao par (A, B) do sistema 

linearizado em (41). 

O par (A, B) do sistema linearizado é formado pela matriz A e pela matriz B. Sendo a 

matriz A dada por: 

 

𝐴 = [

0 1 0 0
0 0 1 0
0
0

0
0

0
0

1
0

] 

(44) 

E a matriz B dada por: 
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[

0
0
0
1

] 

(45) 

A matriz de controlabilidade 𝐶𝑚foi obtida a partir das matrizes de estado 𝐴e de entrada 

𝐵, sendo definida por: 

 

 𝐶𝑚 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵 𝐴3𝐵]. (46) 

 

 

Logo, a matriz de controlabilidade é: 

 

𝐶𝑚 = [

0 0 0 1
0 0 1 0
0
1

1
0

0
0

0
0

]. 

(47) 

 

O ganho 𝐾 obtido é dado no vetor de ganhos é: 

 

 𝐾 = [ 160,0  232,0  114,5   19,0]. (48) 

 

 

Figura 6 – Vetor de polos de malha fechada escolhido. 

 

Fonte: Autoria própria. 

 

As Figuras 7 e  8 apresentam as respostas nos eixos x e y separadamente, enquanto a 

Figura 9 sintetiza o comportamento planar da bola no sistema Ball Balancer. 
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Figura 7 – Resposta em x. 

 

Fonte: Autoria própria. 

 

Figura 8 – Resposta em y. 

 

Fonte: Autoria própria. 

 

Observa-se pelas Figura 7 e Figura 8 que o sistema converge para o ponto de referência 

sem oscilações excessivas, coerente com a escolha dos polos dominantes. Já a evidencia a 

trajetória da bola no plano 𝑥𝑦, confirmando a estabilidade e o posicionamento adequado obtido 

pela realimentação de estado. 
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Figura 9 – Posição da bola no plano 𝑥𝑦 do sistema Ball Balancer Quanser em malha fechada 

com a lei de controle. 

 

Fonte: Autoria própria. 
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5 CONCLUSÃO 

 

O trabalho alcançou o objetivo de estabilizar e impor dinâmica desejada ao 2 DOF 

Ball Balancer por meio de realimentação linearizante, a Feedback Linearization, combinada 

com alocação de polos via fórmula de Ackermann. A partir do modelo não linear fornecido 

pelo fabricante e das relações dinâmicas obtidas, a mudança de variáveis levou o sistema a uma 

cadeia de integradores controlada por uma entrada virtual, viabilizando o uso de técnicas 

lineares de projeto em espaço de estados. 

Na etapa de síntese, foram selecionados polos dominantes e não dominantes de modo 

a satisfazer o critério de dominância, razão de partes reais superior a 5, tomando, para o caso 

apresentado, o conjunto 𝑝 = {−1,5 − 0,5𝑗,   − 1,5 + 0,5𝑗,   − 8,   − 8}, o que define uma 

resposta transitória com modo dominante complexo moderadamente amortecido e modos não 

dominantes mais rápidos responsáveis pela rejeição de perturbações. A aplicação da fórmula 

de Ackermann resultou no vetor de ganhos 𝐾, conforme o valor obtido na simulação, vide (48), 

utilizado na lei de controle linearizante (40). 

Os resultados experimentais, sintetizados nas respostas em 𝑥 e 𝑦 e na trajetória no 

plano 𝑥𝑦, evidenciam convergência estável ao ponto de referência, erro estacionário desprezível 

e ausência de oscilações excessivas, compatíveis com a dinâmica imposta pelos polos −3 ± 𝑗e 

pela magnitude dos ganhos de 𝐾. Observa-se ainda que a ação de controle compensa as não 

linearidades gravitacionais (𝑓23(𝜃) = 𝐾𝑏𝑏  sin (𝜃) ⋅ 𝜃 ⋅ 𝑥) sem amplificar ruído, confirmando o 

acoplamento controlado entre os eixos e a eficácia da estimativa de estados via filtragem 

derivativa. 

Do ponto de vista técnico, este trabalho contribui ao consolidar a integração entre 

Feedback Linearization e alocação de polos via fórmula de Ackermann em um sistema 

intrinsecamente instável, ao validar experimentalmente o vetor de ganhos 𝐾 obtido para a 

cadeia de integradores do sistema linearizado, e ao evidenciar a simulação, abrangendo 

modelagem, projeto, estimação de estados e verificação experimental, que facilita a 

transferência da metodologia para aplicações similares no contexto da FEIS. 

Em síntese, a estratégia proposta demonstrou estabilidade assintótica e desempenho 

consistente em bancada, confirmando a viabilidade do controle não linear por realimentação 

seguido de projeto linear em espaço de estados para o Ball Balancer 2 DOF. 
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