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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos uma descricdo axiomatica das classes de Stiefel-
Whitney e, assumindo validos estes axiomas, mostraremos algumas de suas apli-
cacgOes. Posteriormente, definiremos as classes de Stiefel-Whitney e mostraremos
que esta definicdo satisfaz os axiomas, além de garantir a unicidade das classes de
Stiefel-Whitney. Por fim, definiremos a classe de Euler e mostraremos algumas de

suas aplicagdes, bem como sua relagdo com as classes de Stiefel-Whitney.

Palavras-chave: Variedades C*°, Fibrados Vetoriais, Classes de Stiefel-Whitney,

Fibrados Orientados, Classe de Euler.



ABSTRACT

In this work, we will present an axiomatic description of the Stiefel-Whitney classes
and, taking these axioms true, we will show some of their applications. After that,
we will define the Stiefel-Whitney classes and we will show this definition meets
the axioms, besides it ensures the unity of the Stiefel-Whitney classes. Lastly, we
will define the Euler class and we will show some of its application as well as its

relationship with the Stiefel-Whitney classes.

Keywords: C'* Manifolds, Vector Bundles, Stiefel-Whitney Classes, Oriented Bun-

dles, Euler Class.
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1 Introducao

Os estudos sobre classes caracteristicas comecaram em 1935 quando Eduard Sti-
efel definiu certas classes de homologia para fibrados tangentes de variedades C*°.
Simultaneamente, Hassler Whitney tratou do caso para qualquer fibrado esfera *. Pos-
teriormente, Whitney contribuiu no desenvolvimento da linguagem da Teoria de Coho-
mologia e, assim, surgiram os conceitos das classes de cohomologia. Com isso, Whitney
provou o resultado que seria chamado mais tarde de Teorema do Produto de Whitney.

O objetivo deste trabalho sera o de estudar as classes de Stiefel-Whitney e a classe
de Euler, sendo esta tltima um "caso particular"das classes de Stiefel-Whitney. Ve-
remos como estas classes sao construidas e suas aplicagoes. Para isto, organizaremos
este trabalho do seguinte modo:

No capitulo 2, fixaremos algumas notacoes que serao usadas no decorrer do traba-
lho e mostraremos as defini¢oes e os resultados necessarios para o desenvolvimento do
capitulo 3.

No capitulo 3, definiremos as variedades C'™ e seus respectivos espacos tangentes.
Com isso, poderemos definir a variedade tangente de uma variedade C'*° e provaremos
alguns resultados importantes envolvendo estes trés objetos, que serao necessérios para
o entendimento dos exemplos 4.2 e 4.3, sendo que estes exemplos serao utilizados com
frequéncia neste trabalho.

Como as classes de Stiefel-Whitney e de Euler estao sempre associadas a um objeto
chamado fibrado, o capitulo 4 servira como base para o restante do trabalho, pois nele
definiremos os chamados fibrados vetoriais, que por comodidade chamaremos apenas
de fibrados. Os exemplos de fibrados e os resultados deste capitulo serao utilizados em
todos os capitulos posteriores.

No capitulo 5, encontraremos fibrados que sao obtidos através de outros fibrados,
por meio de construgoes especificas, como por exemplo o fibrado restri¢cao, que é cons-
truido simplesmente pela restricao do seu espago base a algum do seus subespacos.

O capitulo 6 contera o primeiro topico principal deste trabalho, as classes de Stiefel-
Whitney. Nele, descreveremos as classes de Stiefel-Whitney associadas a um fibrado

1Um fibrado esfera é obtido de um fibrado vetorial Euclidiano considerando somente os vetores de
seu espaco total com norma igual a um.

12
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por meio de quatro axiomas e, assim, veremos que estas classes encontram-se na coho-
mologia do espaco base deste fibrado com coeficientes em Z,. Assumindo validos essses
quatro axiomas, veremos algumas de suas consequéncias e calcularemos as classes de
Stiefel-Whitney das esferas e dos espacos projetivos reais. Também veremos impor-
tantes aplicagoes destas classes, tais como resultados sobre imersoes de variedades C'*°
em espagos euclidianos e quando duas variedades C'* pertencem a mesma classe de
cobordismo.

No capitulo 7, daremos a definicao formal das classes de Stiefel-Whitney por meio
do isomorfismo de Thom e dos quadrados de Steenrod. Assim, provaremos que esta
definicao satisfaz os quatro axiomas propostos no capitulo 6.

No capitulo 8, provaremos qe as classes de Stiefel-Whitney sao unicamente determi-
nadas quando seu espaco base é paracompacto. Para tanto, definiremos as variedades
de Grassmann e as variedades de Grassmann infinitas e veremos alguns resultados en-
volvendo estas variedades.

Por fim, veremos no capitulo 9 o segundo e tltimo tépico principal deste trabalho,
a classe de Euler. Entretanto, esta classe nao esta associada a qualquer fibrado, mas
aos fibrados orientados. Deste modo, definiremos o que é a orientagao de um espagco
vetorial real qualquer com dimensao n > 0 e, assim, definiremos os fibrados orientados
por meio da orientagao da fibra. Este sera o tinico capitulo em que trabalharemos com
a cohomologia do espaco base de um fibrado com coeficientes em Z, pois a orientagao do
fibrado interferira no sinal da classe de Euler, como veremos na propriedade 9.5. Tam-
bém veremos como a classe de Euler esta relacionada com as classes de Stiefel-Whitney
e mostraremos suas consequéncias e aplicagoes, sendo algumas destas consequéncias si-
milares com as da classe de Stiefel-Whitney:.

Este trabalho tem como base o livro Characteristic Classes de John W. Milnor e
James D. Stasheff ([§]).



2 Conceltos e Resultados Preliminares

Inicialmente, fixemos algumas notagoes que serao utilizadas em todo o trabalho.

Sejam X e Y conjuntos quaisquer e f : X — Y uma fung¢ao. Denotaremos
por f7(B) a imagem inversa do subconjunto B C Y pela funcio f. Caso exista
f71:Y — X, o conjunto f~!(B) denotard a imagem direta de B C Y pela func¢io
f~1. Ainda, 1x : X — X denotaré a funcao identidade de X.

Seja U C R™ um subconjunto qualquer. Sempre que dissermos que U C R™ é
aberto estaremos nos referindo a U como um suconjunto aberto de R". Caso contrario,
explicitaremos em qual conjunto U é aberto.

Dados dois espagos vetoriais V; e V5 de mesma dimensao finita, indicaremos V; = V,
quando V; e V5 forem isomorfos.

Agora, considere dois espagos topologicos X e Y. Se X e Y forem homeomorfos,
denotaremos X =~ Y. Por outro lado, se X e Y tiverem o mesmo tipo de homotopia,
denotaremos X ~ Y. Também, dado A C X qualquer, denotaremos por A e int(A) o
fecho e o interior de A em X, respectivamente.

Considere G um grupo e a € G qualquer. Denotaremos por < a > o subgrupo de
G gerado pelo elemento a € G.

Ainda, denotaremos por D" = {x € R" : ||z]| <1} e S" 1 ={z e R" : ||z|]| =1}
o disco e a esfera de R". Também, dada uma variedade M, denotaremos seu bordo por
oM.

Agora, diremos que um espaco topologico X é paracompacto se:
e X ¢ um espaco de Hausdorf;

e para toda cobertura aberta {U,}acn de X, existe um refinamento {V,}.ca de
{Us}aen que é localmente finito em X, isto é, para todo « € A, V,, C U, para
algum o’ € A e qualquer ponto € X admite um aberto W C X contendo z € X
que intercepta um numero finito de elementos de {V, }4ea.

Por fim, provemos o resultado abaixo, que sera utilizado no Capitulo 4.

14
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Teorema 2.1. Sejam X, Y, Z espagos topologicos e f : X — Y, g:Y — Z funcgoes.
Segof: X — Z é continua e f é um homeomorfismo (respect. g), entio g também é
continua (respect. f).

Demonstracao. Inicialmente, considere o seguinte diagrama comutativo:

x—* .z
N
Y
Suponha o caso em que g o f é continua e f é um homeomorfismo. Como g =
(go f)o f7! entdo g ¢ continua.

Analogamente, suponha que g o f é continua e ¢ é um homeomorfismo. Como
f=glo(gof), entdao f é continua. =

Agora, vejamos algumas defini¢oes e resultados que sao fundamentais para o de-
senvolvimento do capitulo 3.

2.1 Preliminares para o Capitulo 3

Sejam U C R™ um aberto e f = (f1,..., fmm) : U = R™ uma fungdo. Dizemos que
f & de classe C* se as derivadas parciais de todas as ordens de cada componente f;,
1=1,...,m, de f, existem e sao continuas.

Agora, se considerarmos f : X — R” uma funcao, onde X C R" é qualquer, dire-
mos que f é de classe C'™° se, para todo z € X, existirem um aberto V' C R" contendo
x € X e uma fungao F': V — R™ de classe C* tal que Flynx = flvrx-

Sejam X C R" e Y C R™ quaisquer e f : X — Y uma fungao. Diremos que f é de
classe C* se a composta io f : X — R™ for de classe C*°, onde ¢ : Y — R™ ¢ a fungao
inclusao. Ainda, diremos que f é um difeomorfismo se f for uma bijecao de classe C*
com inversa também de classe C*°.

Por comodidade, quando uma fungao f : X — Y for de classe C'™° diremos apenas
que f é C*™.

Agora, vejamos alguns resultados ja conhecidos da Anélise que nos auxiliarao na
construcao dos Espacos Tangentes das Variedades e na demonstracao de resultados
sobre estes.

As provas dos resultados abaixo podem ser encontradas em |[7].
Sejam U C R*¥ um aberto e f : U — R™ uma funcao. Para cada z € U e qualquer

h € R*. a derivada da funcdo f no ponto x € U aplicada ao vetor h € R¥ ¢ definida
por

o) — 1 11D = @)

t—0 t
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Observemos que, para cada x € U, temos que d,f : R¥ — R™ ¢ uma funcdo bem
definida. Com isso, temos o:

Teorema 2.2. Se U C R* ¢ um aberto e f : U — R™ ¢ C*, entdo, para cada x € U,
d.f : RF = R™ ¢ uma transformacao linear.

Nas condicdes do Teorema acima, temos, relativamente as bases canonicas de RF e
R™, que a matriz da transformacao linear d, f : R¥ — R™ ¢ dada por:

9 Of1
811 8atk
Juf =
Ofm Ofm
ox Tt Oz mxk

A matriz J,f é chamada de matriz Jacobiana da fungao f em x € U.

Ainda, se f : U — V & um difeomorfismo C*°, onde U C R¥ ¢ V C R¥ sao abertos,
entdo d, f : R¥ — R* ¢ um isomorfismo linear, para cada = € U.

Se U C R* & um aberto, f: U — R™ ¢ uma funcdo com k < m e xy € U é tal que
Jrof tem rank méaximo, ou seja, rank(Jy, f) = k < m, entdo existe um aberto V. C U
de R*, com zy € V, tal que rank(J,f) = k, para todo y € V.

Considere U C R¥, V. C R™ abertos e f : U — R™, g : V — RP funcoes C™ tais
que I'm(f) C V. Assim, para qualquer « € U, temos que dy(go f) = dpmyg o dsf.



3 Variedades C°° e seus Espacos
Tangentes

Veremos neste capitulo uma breve introdugao a Teoria das Variedades diferenciaveis
de classe C'*° e alguns resultados envolvendo seus respectivos espagos tangentes.

Definicao 3.1. Diremos que um subconjunto M C R™ € uma variedade C* de dimen-
sao k > 0, também chamada de k—variedade C*, se para todo x € M, existirem um
aberto V.C M contendo x € M, um aberto U C R¥ e uma funcio ¢ : U — V tal que
@ € um difeomorfismo.

Nestas condigoes, diremos que ¢ : U — V' é uma parametrizacao local de M em
tornode x € M e o' : V — U ¢é chamada de sistema de coordenadas locais.

Exemplo 3.1. Como exemplo mais simples de uma variedade C'*°, considere U C R"
um aberto. Entao, U C R™ é uma n—variedade C*°.

De fato, pois se considerarmos a funcao identidade 1y : U — U, teremos que, para
todo x € U, 1y : U — U sera uma parametrizacao local de U em torno de x € U.

Observagao 3.1. Se M C R" é uma k—variedade C* e ¢ : U — V é uma para-
metrizacao local de M em torno de x € M, com p(u) = x para algum u € U, entdo
olw : W — (W) é uma parametrizacao local de M em torno de z € M, para qualquer
W C U aberto de R¥, com v € W.

Observacao 3.2. Se M C R"™ é uma k—variedade C'*°, é possivel construir, para todo
xr € M, uma parametrizacao local ¥ : U — V de M em torno de x € M tal que
¥(0) = x, onde U C R* ¢ um aberto contendo a origem. De fato, seja ¢ : U — V uma
parametrizagao local de M em torno de z € M com p(u) = x. Considere T : R* — RF
a translagio dada por T(v) = v — u, para todo v € RE. Note que U = T(U) C R ¢ um
aberto contendo a origem e que toda translacao ¢ um difeomorfismo, pois a inversa de
uma translacdo seré outra translacao e d,T = lgr : R¥ — R¥, para todo v € R*.

Assim, ¢ = o (T|y)™ : U — V sera uma parametrizacio local de M em torno de
x € M tal que (0) = x.

No que segue, sempre que nos referirmos a uma parametrizacao local ¢ : U — V
de M em torno de x € M, estaremos considerando que (0) = .

Agora, suponha M C R™ uma k—variedade C* e ¢ : U — V uma parametrizagao
local de M em torno de z € M.

17
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Definicao 3.2. Definimos o espaco tangente da variedade M em x € M como sendo
o conjunto T,M = dyp(R¥).

Exemplo 3.2. Seja U C R"™ um aberto. Como vimos no Exemplo 3.1, temos que
U C R" é uma n—variedade C'"° e 1y : U — U é uma parametrizacao local de U em
torno de qualquer ponto u € U. Entretanto, conforme visto na Observagao 3.2, temos
que ¥ = 1y o (Ty)™ : U — U sera uma parametrizagao local de U em torno de u € U
tal que ¥(0) = u, onde T : R" — R" é a translagao dada por T'(z) =  — u, para todo

reR"eU=T().

Portanto:

T.U = dyp(R")
= do(1y o (T]y)~")(R")
= d,1y o do(T|v) " (R")
= 1gn 0 1gn (R™)
— R

para qualquer v € U.

Lema 3.1. Seja M C R™ uma k—wvariedade C*.Entao, para todo x € M, o espaco
tangente T, M nao depende da parametrizacao escolhida.

Demonstracao. Sejam ¢y : Uy — V e py : Uy — V parametrizagoes locais de M em
torno de x € M. Note que podemos assumir Im(p;) =V = Im(ps), pois caso contra-
rio, basta tomar V' = I'm(p1) N Im(g2).

Como @9 é um difeomorfismo, entao h = @5 Yo, : Uy — U, é um difeomorfismo e
w20 h = . Logo, dopr = dops o doh.

Como h é um difeomorfismo, entdao doh : R¥ — R¥ é um isomorfismo linear. Assim,
dop1(RF) = dops o doh(RF) = dypa(R*), ou seja, T, M independe da parametrizagao
escolhida. ]

Portanto, T, M esta bem definido.

Lema 3.2. Seja M C R™ uma k—variedade C*. Entao, dim(T,M) = k, para todo
reM.

Demonstragao. Seja ¢ : U — V uma parametrizagao local de M em torno de x € M.
Como ¢! oy = 1y, entdo d,p ! odyyp = 1gk. Portanto, dyp : R¥ — T, M ¢ injetora e,
consequentemente, um isomorfismo, isto ¢, R* 2 dyp(R¥) = T, M.

Logo, dim(T, M) = k. O
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Agora, dadas M C R™ e N C R™ duas variedades C*>* e f : M — N uma fungao
C*°, queremos definir d, f : T,M — TN de forma que se M, N, P sao varieda-
des C*, f: M — N eg: N — P sao fungoes C*™ (e assim, g o f é C*), entdo
dy(go f) = df@wyg o duf.

De fato, primeiramente, considere M C R"™ uma k—variedade e N C R™ uma
r—variedade, ambas C* e f : M — N uma funcao C*°. Também, considere ¢ : U; —
Vi e : Uy — V, parametrizages locais de M e N em torno de z € M e f(x) € N,
respectivamente, com f(V;) C Va.

Desta forma, podemos definir h : Uy — U, por h(u) = ¢~ o f o ¢(u), para todo
u € U;. Assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

vi—L v
| e
Uy - U,

Logo, h é C*°.

Agora, olhando para as transformacoes lineares doy : R* — T, M, doh : R¥ — R"
e dotp : R" — Ty, N, temos que dyp e dgrp sao isomorfismos, ou seja, podemos definir
dof : ToM — Ty N por d, f(v) = dotpodyho(dyp)* (v), para todo v € T, M, conforme
o diagrama comutativo abaixo:

de f

T,M Ty N
(dow)™* l Tdmﬁ
k r
R ” R

Por outro lado, sejam M C R"™ uma k—variedade, N C R™ uma r—variedade
e P C R! uma s—variedade, ambas C*® e f : M — N, g : N — P funcoes C*.
Considere ¢ : Uy — Vi, ¢ : Uy — V4 e 0 : U3 — V3 parametrizagoes locais de M, N e
P em torno de x € M, f(x) € N e go f(x) € P, respectivamente, com f(V;) C Vs e
g(Va) C V3, conforme o seguinte diagrama:

vi—L o2y,
I
U1 n U2 ™ U3

onde h =9 to fopeh =0"1ogo sio fungoes C™.
De acordo com a definicao dada acima, temos que:
di@yg o dyf = (dob o doh’ o (dytp) ™) o (dotp o doh o (dop) ™)

= doe e} doh, o doh e} (do@)_l
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= do‘g e} do(h/ O h) e} (do(p)_l

=d.(go f)
Portanto, conseguimos definir d,, f : T, M — T4 N nas condi¢oes que gostariamos.

Prosseguindo, seja M C R™ uma k—variedade C*.

Definicao 3.3. Definimos a variedade tangente de M como sendo o sequinte subcon-
jJunto:
TM = {(z,v) € M xR" : veT,M}CR™"

Exemplo 3.3. Seja U C R"™ um aberto. Como vimos no exemplo 3.2, temos que
T, U = R" para todo u € U.

Deste modo, temos que TU = U x R".

Por fim, dadas M C R", N C R™ variedades C*° e f : M — N uma funcao C'*°,
definimos df : TM — TN por df (x,v) = (f(x),d. f(v)), para todo (z,v) € TM.

Lema 3.3. Sejam M C R", N C R™ variedades C* e f: M — N uma fun¢ao C™.
Entao, df : TM — TN é C*.

Demonstragao. Inicialmente, suponha M C R"™ uma k—variedade C*°. Para provar
que df : TM — TN ¢ C*, ¢ suficiente mostrar que i o df : TM — R?>™ & C*°, onde

i: TN — R* ¢ a inclusao. Sendo assim, devemos provar que para todo (z,v) € TM,
existe um aberto W C R*" contendo (z,v) € TM e existe dF : W — R*™ uma fungao
C> tal que dF'|wory = i o df lwarm-

Para tanto, considere ¢ : U — V uma parametrizacao local de M em torno de
re€ M. Comoi'of:M—R™eéC® pois f: M — N¢&C>® ondei: N—R"¢a
inclusao, entao existe um aberto W C R" contendo z € M e existe F': W — R™ uma
funcao C* tal que Flg, =7 © flirau-

Entdo, dF : W x R* — R?™ ¢ definida por dF(z,v) = (F(z),d,F(v)) = (F o
m1(z,v),d, F o my(x,v)), para todo (z,v) € W x R, onde m : W x R" — W e
o : W X R™ — R™ séo as projegdes canonicas dadas por 7 (z,v) = = e my(z,v) = v,

respectivamente, para todo (z,v) € W x R™.

Logo, dF' é uma fungao C°, pois suas componentes sao C*°. Ainda, dF|wnary =
iodf|wnry, onde W =T x R™ C R?" & aberto.

Portanto, df : TM — T'N é C*°. [

Teorema 3.1. Se M C R" é uma k—variedade C™, entao TM C R?" ¢ uma 2k—variedade
.

Demonstracao. Tomemos, para qualquer z € M, uma parametrizagao local ¢ : U — V
de M em torno de x € M.
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Assim, para todo (z,v) € TM, tome U = U x RF C R* ¢ V =V x T,M C R*
abertos, com (z,v) € V. Considere também, a fungdo dy : U — V, definida por
dp(y,u) = (¢(y), dop(u)), para todo (y,u) € U, que é sobrejetora e, pelo Lema ante-
rior, é C*°.

Como ¢ : U — V & um difeomorfismo, entao doy : R¥ — T, M é um isomorfismo.

Agora, provemos que dp : U — V & injetora. Para tanto, sejam (y1,u1), (Yo, uz) € U
tais que dp(y1,u1) = de(ya, us). Entao:

do(yr, ur) = dp(ya, us)

= (0(y1), dow(u1)) = (£(y2), dop(uz))
= @(y1) = p(y2) e dop(u1) = dop(us)
= Y1 = Yo € U] = Us

Logo, dp é injetora.

Por fim, defina (dp)™' : V — U por (de) ™ (y,u) = (¢~ (y), (dow) ' (v)). Analoga-
mente, como ¢! ¢ C™, entdo (dp)~' também & C*.

Assim, concluimos que dyp : U — V éuma parametrizacao local de T'M em torno
de (z,v) € TM, isto é, TM ¢é uma 2k—variedade C'*. O

Como tultimo resultado deste capitulo, temos:

Exemplo 3.4. Sejam M; C R" uma k—variedade C* e My C R™ uma r—variedade
C*. Entao, M = M; x My C R*™ é uma (k + r)—variedade C*°. Ainda, T(y, 4.\ M =
T., My x T, M, para todo (x1,22) € M.

Para tanto, considere ¢; : Uy — Vi e @9 : Uy — V5, parametrizagoes locais de
M; e M, em torno de x1 € M; e z9 € M,y quaisquer, respectivamente. Note que
U = U xU, C R¥" ¢um aberto, V = Vi x Vo C M é um aberto contendo (z1,25) € M
e =1 X py:U—=V éum difeomorfismo, uma vez que ¢, e ¢ 0 sao.

Entao, ¢ : U — V & uma parametrizagao local de M em torno de (z1,z5) € M
qualquer, ou seja, M C R™™ é uma (k 4 r)—variedade C'*°.

Por fim, temos que:
T(:vl,:vz)M = d(0,0)¢<Rk+T)
= dop1(R") x dop(R")

= Tlel X TxQMQ.



4 Fibrados Vetoriais

Neste capitulo, apresentaremos um estudo sobre fibrados vetoriais, além de exem-
plos destes que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

Um fibrado vetorial ¢ consiste do seguinte: um espago topologico £ = E(&) cha-
mado espago total, um espago topolégico B = B({) chamado espago base, uma fun¢ao
continua 7 = m¢ : E(§) — B(§) sobrejetora, chamada projecao, de forma que para
todo b € B(£), o conjunto 7 (b) tem "estruturade espago vetorial real.

Quando nao houver confusao sobre qual fibrado vetorial estaremos falando, deno-
taremos apenas por E e B seus respectivos espacos total e base.

Ainda, exigimos a trivialidade local, isto é: para qualquer b € B, existe um aberto
U C B, com b € U, existe um inteiro n > 0 e existe um homeomorfismo h : U x R" —
7 (U) comutando o diagrama

U xR*—"— 7-(U)
PN
U

tal que h(b, ) : R® — 7" (b) é um isomorfismo de espaco vetorial, onde p; :
U xR" — U é a projecao no primeiro fator. Nestas condig¢oes, dizemos que & é
um R"—fibrado vetorial.

As operagoes + : 7 (b) x 7 (b) = 7" (b) e - : R x 7 (b) — 7" (b) que tornam 7" (b)
um espaco vetorial real sdo definidas da seguinte maneira: considere e, ej,e; € 7 (b) e
a € R quaisquer e tome z, x1, x5 € R" tais que h(b,x) = e, h(b,x1) = ey e h(b, 3) = es.
Sendo assim, definamos:

€] +eg = h(b, T+ .1'2)

ae = h(b, ax)

Note que estas operacoes estdo bem definidas, pois e; + ey € 7 (b) e ae € 7 (b).
Com efeito, pois m(e;+e2) = moh(b, z1+x2) = p1(b, x1+x2) = be w(ae) = woh(b, ax) =
p1(b, ax) = b.

22
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O par (U, h) é chamado de sistema de coordenadas locais para & sobre b € B. O
espaco vetorial 7 (b) é chamado de fibra sobre b € B e sera denotado por F, = F,(€).

Por comodidade, chamaremos um fibrado vetorial apenas por fibrado.

Exemplo 4.1. Seja B um espago topologico. Consideremos € o fibrado onde E(e%;) =
B xR" B(el)=Bem=p :BxR"— B éa projecao do primeiro fator. Entao =
é continua e sobrejetora. Ainda, como para qualquer b € B, B é uma vizinhanca de
b€ Bem B, entao h = lgxgn : B x R* — 7 (B) = B x R" ¢ um homeomorfismo tal
que moh =p;eh(b, ):R"— {b} x R", dado por h(b,z) = (b, z) para todo z € R", é
um isomorfismo de espagos vetoriais, onde a estrutura de espago vetorial de {b} x R™
é dada por:
(b,z) + (b,y) = (b, +y)

a(b,x) = (b, ax)
para quaisquer z,y € R" a € R.

Definicao 4.1. Dizemos que dois fibrados £ e n sao isomorfos, denotado por & = n,
quando B(§) = B = B(n) e existir um homeomorfismo [ : E(§) — E(n) tal que
F(F (&) C Fy(n) e flre) : Fo(&) = Fy(n) € um isomorfismo, para todo b € B.

Da definicao acima, obtemos que m, o f = m, ou seja, o seguinte diagrama ¢é
comutativo:

f
E(¢) E(n)
B
De fato, considere x € E({) arbitrario. Assim, x € Fr,(,)({) e, consequentemente,
f(x) € Fray(n), isto &, m,(f(x)) = me(x). Portanto, m, o f = me.

Definicao 4.2. Dizemos que um fibrado £ € trivial se & = €h(e) Para algum inteiro
n > 0.

Exemplo 4.2. Seja M C R™ uma k—variedade C'**°. Consideremos 7); o fibrado onde
E(ty) = TM, B(ty) = M en : TM — M é dada por 7(z,w) = z, para todo
(z,w) € TM. Entdo, m é continua e sobrejetora. Ainda, para qualquer z € M,
considere ¢ : U — V uma parametrizagao local de M em torno de x € M e defina
h:V xRF — 75(V) por h(b,v) = dp o (¢~ x 1gk)(b,v), para todo (b,v) € V x R,

conforme o diagrama abaixo:

U x RF

w—ly Y
" ™ (V)

V x RF

Assim, h é um homeomorfismo tal que m o h = p;. Com efeito, para todo (y,v) €
V x RF temos que:

70 h(b,v) = 7o dp(ip~(5), v)
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= 7 (b, dQPfl(b)SO(U))

=b

= p1(b,v)

Por fim, A(b, ) : R* — {b} x T,M dada por h(b,v) = (b,d,~1%(v)), para todo
v € R¥, ¢ um isomorfismo de espacos vetoriais, pois dy—1(p)p R¥ — Ty M & um isomor-
fismo.

O fibrado 7, é chamado de fibrado tangente da variedade M.

Exemplo 4.3. Seja M C R™ uma k—variedade C'*°. Consideremos v, o fibrado onde
E(vy) = {(z,v) € M xR" : v e (T,M)'}, Bluy) = M er: E(vy) — M é dada
por w(z,v) = x, para todo (z,v) € E(vy). Entao, m é continua e sobrejetora. Ainda,
cada fibra F,(vy) = {x} x (T, M)+ tem a seguinte estrutura de espaco vetorial:

(x,v1) + (z,09) = (x,v1 + vg)
a(z,v) = (z,av)

para quaisquer (x,v1), (z,v2), (z,v) € Fp(vy), a € R.

A trivialidade local ser4 demonstrada posteriormente. O fibrado vy, é chamado de
fibrado normal da variedade M.

P . n . . . .
Para o proximo exemplo, seja RP™ = —2"— o espaco projetivo real n—dimensional
a~—a

munido da topologia quociente que tem a seguinte propriedade: "se p : S™ — RP"
€ a projecao canodnica e X € um espaco topoldgico qualquer, entio f : RP" — X €
continua se, e somente se, fop:S™— X é continua’.

Exemplo 4.4. Considere 7, o fibrado denominado linha canonico onde F(v;) =
{(Z,v) € RP" xR"™ : v =Xz, A € R}, B(y}) =RP"en : E(y)) - RP™ ¢
dada por 7(Z,v) = T, para todo (Z,v) € RP" x R"*1. Entao, 7 ¢ continua e sobreje-
tora. Ainda, cada fibra Fi(7}) pode ser identificada com a reta, passando pela origem
em R""1 cujo vetor diretor é x € R""!, ¢ a esta reta podemos dar sua estrutura usual
como subespaco vetorial de R+,

Provemos a trivialidade local. Temos que exibir, para cada * € RP"™, um subcon-
junto U C RP™ aberto contendo T € RP"™ e um homeomorfismo h : U x R — 7" (U)
tal que h(b, ):R — 7" (b) é um isomorfismo e comuta o diagrama:

UxR—"—=7"(U)
N

Para isto, tomemos V' C S™ um aberto contendo x € R"*! e que nao contenha um
par de pontos antipodas. Sendo 7 uma aplicacao aberta, considere U = 7(V) C RP™
um aberto contendo z € RP™.




25

Assim, defina h : U x R — 7 (U) por h(y,t) = (7,ty), para todo (7,t) € U x R.
Note que h = (hy,hs), onde hy : U x R — U é a projegdo do primeiro fator e
hy : U xR — R ¢ dada por hy(y,t) = ty, para todo (7,t) € U xR, em que y € R*™!
¢ o tnico representante de j € U em V. Por outro lado, hy = g o ((p|y)~* x 1g), onde
plv : V — U é um homeomorfismo e (p|y) ' x1g : UxR — VxR, g: VxR — R"™ da-
das por (p|v) ' x1r(y,t) = (y,t) e g(y,t) = ty, paratodo (y,t) € UxRe (y,t) € VxR,
respectivamente, sao continuas. Logo, hy e hy sao continuas, ou seja, h é continua.

Ainda, h é uma bije¢do. De fato, h é injetora, pois se h(y1,t1) = h(yz,t2), entao
(1, t1iva) = (U2, taya), isto é, 71 = Ua e t1yn = tays. Agora, note que da forma como
tomamos V', y; = yo. Logo, t1y; = tay1, ou seja, (t; — t2)y; = 0. Como y; € S™, entao
y1 # 0, isto é, t; — ty = 0, ou seja, t; = to.

Por outro lado, h é sobrejetora, pois se (7,v) € " (U), entdo v = ty, para algum
t € R. Tomando (7,t) € U x R, temos h(y,t) = (v, ty) = (y,v).

Agora, defina f : 7 (U) — U x R por f(y,w) =< (ply) (W), w >, para todo
(y,w) € 77 (U). Como ply : U — V & um homeomorfismo e a aplicacio produto in-
terno <,  >:R"! x R**1 — R é continua, entdo f é continua.

Deste modo, h™! : 77 (U) — U x R definida por h=1(y,w) = (¥, f(y, w)), para todo
(y,w) € 77 (U), é continua e ¢ a inversa de h. Portanto, h ¢ um homeomorfismo.

Ainda, h(z, ) : R — 7" (Z) dada por h(Z,t) = (T,tx), para todo t € R, é um
isomorfismo linear.

Por fim, 7o h(Z,t) = n(Z,tx) = T = p1(T,t), para todo (T,t) € U x R, ou seja,
moh =p.

Com isso, provamos a trivialidade local do fibrado linha canénico 7.

Defini¢ao 4.3. Uma secao de um fibrado & é uma funcgao continua s : B(§) — E(§)

tal que mo s = lp). Dizemos que a fungao s € uma se¢ao nao nula se s(b) € E(§) é
um vetor nao nulo da fibra F,(§), para todo b € B(§).

Definicao 4.4. Um campo de vetores de uma variedade C*° M € uma segao do fibrado
™ -

Lema 4.1. Se & for um fibrado trivial, entao & admite uma se¢ao nao nula.

[

Demonstracao. Como £ é um fibrado trivial, entao £ = EpB(e)s Para algum inteiro n > 0,
ou seja, existe um homeomorfismo h : B(§) x R™ — E() tal que h(Fy(c))) C F3(€)
e h|pb(€%(§)) t Fy(€(6)) — F5(€) € um isomorfismo linear, para todo b € B(().

Deste modo, defina s : B(§) — E(&) por s(b) = h(b,e), para todo b € B(§), com
0 # e € R". Assim, s é continua. Ainda, como p;(b,e) = b, para todo b € B(§),
entao (b,e) € Fy(el)). Sendo h|pb(s%(€)) um isomorfismo linear, h(b, e) € F,(§), isto é,
7(h(b,e) = b. Logo, temos para todo b € B(§) que 7o s(b) = mo h(b,e) = b, ou seja,
7o s = lp(. Portanto, s ¢ uma secao do fibrado §.
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Por fim, sendo e # 0, segue que (b, ¢) ¢ um vetor nao nulo da fibra Fy(e% ). Nova-
mente, como h| Byl ) ¢ um isomorfismo linear, segue que h(b, e) é um vetor nao nulo

da fibra Fy(€), para todo b € B(§).

Portanto, s é uma se¢ao nao nula do fibrado &. O

Como motivagao para o proximo Teorema, vejamos que y; nao é um fibrado trivial.
Neste caso, cada ponto (T,v) € E(v{) pode ser escrito como:

((cos(0), sen(0)),t(cos(f), sen(h))), onde t € R e 0 € [0, 7]

Esta representacao ¢ tinica exceto nos pontos:

((cos(0), sen(0)),t(cos(0), sen(0))) = ((cos(m), sen(w)), t(cos(m), sen(w))), para todo
teR.

Logo, podemos obter o espago total do fibrado linha canénico v; pelo quociente

E(v) = %, isto ¢, F({) é uma faixa de Mobius aberta.

Assim, como a faixa de Mobius nao ¢ homeomorfa ao cilindro S' x R, entdo v{ nao
¢ um fibrado trivial.

O proéximo Teorema nos diz que este resultado é mais geral:
Teorema 4.1. O fibrado linha candnico v} nao € trivial, paran > 1.

Demonstragao. Pelo Lema 4.1, basta mostrar que v} nao admite se¢do nao nula, para
n>1.

Para tanto, considere s : RP™ — F(v!) uma se¢ao qualquer do fibrado 7). Da
defini¢ao de E (7)), segue que a fungao s deve ser definida por s(z) = (7, ¢(x)x), para
todo x € S™, onde t : S™ — R é uma funcao. Por outro lado, sendo s continua, segue
da topologia de RP™ que s o p(z) = s(T) é continua, ou seja, t(x)x é continua, isto é,
dados zg € S™ e € > 0 quaisquer, existe §; > 0 tal que:

€8, ||z —zol| <01 = [[t(z)x — t(z0)T0]| < §
Nestas condicoes, temos que ¢ : S™ — R é continua. De fato, considere zo € S™ e
e > 0 quaisquer. Tomando 6 = min{dy, m}, obtemos que se x € S™ é tal que
||z — x0]| < 0, entao:
[t(z) — t(xo)| = |[(t(z) — t(x0))x||
= |[t(x)x — t(xo)x]|
= ||t(z)x — t(x0)xo + t(x0)T0 — t(20)X|

< [[t(@)x = t(zo)xol| + [[t(x0)zo — t(wo)x|]
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< [[t(x)z = t(wo)xol| + [[t(x0) (w0 — )]

< [[t(z)z = t(zo)zol| + [t(zo)l[|x = o]

Agora, note que para qualquer = € S", temos:
(@, t(x)z) = s(z) = s(—x) = (=z,t(—z)(—2)) = (T, ~t(-2)z)

Logo, t é uma funcao impar, continua e para n > 1, S™ é conexo, isto é, segue
do Teorema do Valor Intermediario que existe o € S™ tal que t(zg) = 0. Assim,
s(Tg) = (To,0) ¢ o vetor nulo da fibra Fi-(7}), para n > 1, ou seja, a fungao s nao ¢
uma secao nao nula.

Portanto, o fibrado ! nao é trivial, para n > 1. O

Definigao 4.5. Um conjunto de se¢oes {si,...,sn} sobre um fibrado & é linearmente

independente se, para qualquer b € B(E), o conjunto {s1(b), ..., s,(b)} for linearmente
independente na fibra Fy(§).

Lema 4.2. Sejam & en R"—fibrados sobre o mesmo espaco base B. Se f : E(§) — E(n)
¢ continua, f(F4(§)) C Fy(n) e flre @ Fu(§) = Fy(n) € um isomorfismo linear, para
qualquer b € B, entao f é wum homeomorfismo, ou seja, £ = n.

Demonstracao. Primeiramente, provemos que f é bijetora.

Sejam ey, eo € E(&) tais que e # ey. Temos dois casos a analisar:

(1) e1 € Fy, (&) e eq € Fy,(€), para by, by € B e by # by

(i) e1,es € Fy(&), para b€ B

Para o caso (i), f(e1) € Fy,(n) e f(es) € Fy,(n), com by # by. Deste modo,
f(e1) # f(ea), pois caso contrario, teriamos que

by = m,(f(e1)) = my(f(e2)) = b2

o que é um absurdo.
No caso (ii), como f|p,) ¢ um isomorfismo, entao f(e;) # f(e2) em Fy(n).

Agora, provemos que f é sobrejetora. Para isto, tome e € FE(n) qualquer. En-
tao, e € Fr (¢)(n). Como flr, ¢ ¢ um isomorfismo, existe v € Fr ()(£) tal que

f|Fm,(e)(£) (v) =e, isto &, f(v) =e.

Por fim, mostremos que f~' : E(n) — FE(£) é continua. Para tanto, considere

(U,h) e (V, g) sistemas de coordenadas locais para & e 1), respectivamente, em torno de
bpeUNV CB.
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Considere g to foh: (UNV)xR™ = (UNV) x R" definida por g~* o foh(b,x) =
(b, [fi;(0)]nxn(2)), para todo (b,x) € (UNV) x R", onde [fi;(b)]nxn € a matriz do iso-
morfismo linear (g(b, _))"" o f|re o h(b, _) : R" — R™, para qualquer be UNV.

Tomando [Fy;(b)]nxn = [fij(b)]nxn, obtemos que hlto flog: (UNV) x R" —
(UNV) xR, definida por A=t o f~1 o g(b,y) = (b, [F;;(b)]nxn(y)) para todo (b,y) €
(UNV) x R, é continua, donde segue pelo Teorema 2.1 que f~! ¢ continua, uma vez
que h e g sao homeomorfismos.

Portanto, f é um homeomorfismo, ou seja, £ = 7. m

Teorema 4.2. Um R"—fibrado £ € trivial se, e somente se, admite n se¢oes linearmente
independentes.

Demonstracao. Inicialmente, suponha ¢ um R"—fibrado trivial, ou seja, & = €Be)-
Assim, existe f: B(§) x R — E(£) um homeomorfismo tal que f({b} x R™) C Fy(§)
e fliyxrn : {0} x R* = Fy(§) ¢ um isomorfismo linear, para todo b € B(£). Ainda,
temos o seguinte diagrama comutativo:

E(¢) L B(¢) xR"

N A
B(¢)

Primeiramente, observemos que €Be) admite n segoes linearmente independentes,

a saber: "s! : B(£) — B(&) x R" definida por s.(b) = (b, ¢;), para quaisquer b € B(&) e

1
i=1,...,n,onde {e,....,e,} é a base candnica de R"".

Agora, defina s; : B(§) — E(§) por s;(b) = f o si(b), para quaisquer b € B(§) e
1=1,...,n.

Entao, s; ¢ continua e m¢os; = meo fos; = pyos; = lp(), para qualquer i = 1,...,n,
ou seja, s; sao secoes de &, para i =1,...,n.

Ainda, desde que {s}(b),...,s;,(b)} é linearmente independente e f|yxrn € um iso-

cey Op

morfismo linear, para qualquer b € B(), entao {s1(b),...,s,(b)} é linearmente inde-
pendente.

Portanto, obtemos um conjunto {si, ..., s,} de n se¢oes linearmente independentes

de €.

Reciprocamente, considere sy, ..., s, : B(§) — FE(§) n segoes linearmente indepen-
dentes de £. Defina f : B(§) x R" — E(§) por f(b, (z1,....,x,)) = Z%‘Sz‘(b) para
i=1

qualquer (b, (x1,...,x,)) € B(§) x R™.

Deste modo, f|gpyxrn @ {0} X R" — F;(§) € um isomorfismo linear, pois:
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(i) fliyxrr € uma aplicagao linear. De fato, para quaisquer (1, ..., 2y), (Y1, -, Yn) €
R"™ e a € R, temos:

f|{b}><]R"(a<bv (xla "'vrn)) + (bv (yl, e yn)))
= flyxrn (b, a(@1, .. 20) + (Y1, - Yn))
= f|{b}><]R"(b7 (Oéxl + Y1, -, Ty + yn))

= f(b, (az1 + Y1, ..., Ty + Yp))

n

= Z(O@i +yi)si(b)

—a Z x;8;(b) + Z yisi(D)
= af(b, (1, ..., 2)) + f(b, (Y1, -y Yn))

= O[f‘{b}XR"(b) (l’l, 73371)) + f‘{b}xR"(ZL (y17 7yn))

(ii) fl@yxrr € sobrejetora. Com efeito, consideremos e € F(§) qualquer. Como
{s1(D), ..., s,(b)} € linearmente independente e dim(Fy(§)) = n, obtemos que
{s1(D), ..., s,(b)} € uma base para Fy(§). Assim, existem tunicos zi,...,z, € R

tais que e = Z x;5;(b).
i=1
Assim, tomando (b, (21, ...,7,)) € {b} xR, segue que f|pyxrn (b, (#1,...,2,)) = e.

Ainda, f é continua, pois f = i o f|pyxre © p2, onde i @ Fy(§) — E(&) é a in-
clusao (continua), flgpixee @ {b} x R* — F;(§) é um isomorfismo linear (continua) e
po : B(§) x R" — R™ é a projegao no segundo fator (continua).

Portanto, o Lema anterior nos garante que £ = €y 1sto € ¢ é um R"—fibrado
trivial. O]

Para ilustrarmos o Teorema 4.2, precisaremos da:

Definigao 4.6. Dizemos que M C R™ é uma k—variedade C*> paralelizavel se Ty =
k
gM-

Vejamos alguns exemplos de variedades paralelizaveis. Para tanto, necessitaremos
de algumas noc¢oes sobre nimeros complexos, quatérnions e numeros de Cayley que sao
encontradas no Apéndice B.

Exemplo 4.5. S' C R? ¢ uma 1—variedade C'* paralelizével, pois 71 = e,.

De fato, uma vez que R* = C, onde C denota o conjunto dos ntimeros complexos,
podemos considerar S C C, isto ¢, S' = {z = 2y + 210 € C : |z| = 1}. Deste modo,
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mostremos que Tg1 admite uma secao nao nula. Para tanto, defina s : S' — T'S* por
s(x) = (z,x1) = ((xo, 1), (—21, 29)) para todo x = (zg,z1) € S*.

Note que s estd bem definida, pois < z,xi >= 0. Ainda, s ¢ continua, 7, , 0s = 1
e s(z) #0 € F,(ts1), pois xi # 0 para qualquer x € S*.

Logo, s é uma se¢ao nao nula de 741, ou seja, segue do Teorema 4.2 que 7g1 = 521.
Exemplo 4.6. S? C R* ¢ uma 3—variedade C* paralelizével, pois 7gs = €%,.

De fato, uma vez que R* = H, onde H denota o conjunto dos quaternions, podemos
considerar S® C H, isto ¢, S® = {x = zg + 215 + 22 + 23k € H : |z| = 1}. Deste

modo, mostremos que 7gs admite trés segoes linearmente independentes. Para tanto,
defina sy, 59, 53 : S® — T'S® respectivamente por:

o 81([[‘) - (ZL', xl) - ((l’o,[[‘th, CU?,), (_$17 X, T3, _ZUQ))7 para tOdO xr = (‘/L‘O?xla Za, I3) €
53

o so(x) = (z,27) = ((wo, x1, T2, T3), (—T2, —T3, To, 1)), para todo x = (xg, T1, T2, T3) €
53

o s3(z) = (z,2k) = ((xo, 1, T2, x3), (—x3, T2, —T1, X0)), para todo x = (xg, 1, T2, T3) €
53

Como < z,7i >=< x,x] >=< x,rk >= 0, entao s; estd bem definida, para todo

[l =1,2,3. Ainda, para todo [ = 1,2, 3, s; é continua e Trg O 81 = lgs.

3
Por fim, para quaisquer aq, s, a3 € R e x € S? tais que Z asi(x) = (z,0), temos:
=1

3
> asi(x) = (x,0)
I=1
& (z, a121) + (2, a0zg) + (2, aszxk) = (z,0)
& (x,qxi + awxj + azzk) = (x,0)
S art + asxr) + asck =0

Em particular, para x = 1 € S3, temos a7 + o] + ask = 0, ou seja, oy = 0 para
todo 1 =1,2,3.

Logo, s1, s9, s3 sao se¢oes linearmente independentes de 743, ou seja, segue do Teo-
rema 4.2 que Tgs = £%;.

Exemplo 4.7. 57 C R® é uma 7—variedade C* paralelizével, pois g7 = %;.

De fato, uma vez que R” = O, onde O denota o conjunto dos ntimeros de Cayley,
podemos considerar S” C O, isto ¢, S”T = {z =z + x161 + ... + 2767 € O : x| = 1}.
Deste modo, mostremos que 7g7 admite sete secoes linearmente independentes. Para
tanto, defina, para todo x = (g, 21, T2, T3, T4, T5, Tg, 77) € ST, 51,...,87 : ST — TS”
respectivamente por:
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o s1(r) = (z,xeq)

- ((an X1,T2,23,T4,Ts5, Tg, 33'7), (-.1'1, Zo,Ty4,T7, —X2,T6, —Ts, _:U3))

o so(r) = (x,xeq)

= ((ZL'(), X1,T2,23,T4,Ts5, Tg, .fL'7), <—£C2, —X4,T0,T5,T1, —X3, X7, _:CG))

o s3(x) = (z,xe3)

= ((.',Uo, T1,T2,T3, T4, Ts5, Te, flf7), <—.'L'3, —T7, —T5, L0, L6, L2, — T4, xl))

o su(x) = (z,xe4)

- ((xOJ Ty, X2,T3,Ty4,Ts, e, I’7), <—LU4, To, =1, —Tg, Lo, L7, T3, —I'5))

o s5(z) = (z,xes)

= (($0,$1,$2,$3,$4,$5,$67$7); (—$5; —Zg, L3, —T2, —$771‘07$1;$4))

o s4(z) = (z, xeq)

- ((x()a X1,T2,T3,T4,Ts5, Tg, $7), (_xﬁv Xy, —T7, Ty, —T3, —T1, L0, C('72))

o s7(z) = (z,xeq)

= ((0, 71, T2, T3, T4, Ts, Te, T7), (—T7, T3, Tg, —T1, T5, —Ta, —Ta, Tg))
Como < z,ze; >= 0 para todo i =,1...,7, entdao s; estd bem definida, para todo
i=1,..,7. Ainda, para todo ¢ =1,...,7, s; € continua e 7, 0 s; = lg7.

7
Por fim, para quaisquer oy, ...,ay € Re z € S7 tais que Z a;8;(x) = (x,0), temos:
i=1

Z a;8;(x) = (x,0)

& Z(m,aimei) = (z,0)
& (z, Zaixei) = (z,0)

7
= E a;ze; =0
i=1
7

Em particular, para x = 1 € S7, temos Zaiei = 0, ou seja, a; = 0 para todo
i=1

i=1,..1.
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Logo, s1, ..., s7 sao secoes linearmente independentes de 747, ou seja, segue do Teo-
rema 4.2 que 7g7r = 527.



5 Construcao de Fibrados a Partir de
Fibrados Dados

Neste capitulo, faremos a construcao de novos fibrados a partir de fibrados dados.
5.1 Fibrado Restricao

Sejam £ um R"—fibrado e By C B({) um subespago topologico de B(¢). Conside-
remos &g, o fibrado vetorial onde E(|g,) = m; (Bo), B(&|s,) = Bo e 7 = 7r5|ﬁE(BO) ;

7T'§_<BO> — By. Entao, m é continua e sobrejetora. Ainda, para cada b € By, temos que:

Fy(€],) = 7" (b) = mg (b) N (Bo) = m (b) = Fy(€)
Agora, provemos a trivialidade local.
Seja b € By qualquer. Como £ é um R™—fibrado, entao existem U C B() um
b,

aberto contendo b € By e um homeomorfismo h : U x R™ — 7" (U) tais que h(b, ) :
R™ — F,(£) é um isomorfismo linear e comuta o diagrama:

U xR —"—rt(U)

R e
U

Tomando Uy = U N By, temos que Uy C By é um aberto contendo b € By. Ainda,
defina hg = hly,xrn : Uy X R* = 7 (Up) = 7" (Up).

Deste modo, hy ¢ um homeomorfismo, pois h é um homeomorfismo, ho(b, ) =
h(b, ) :R"™ = Fy({|p,) = Fp(§) ¢ um isomorfismo linear, pois h(b, ) é um isomor-
fismo linear e por fim, 7 o hg = 7T|7rg(U0) o h|yxrn = 7T5|W2(U0) o h|yyxrr = P1lugxRn-

Portanto, £| 5, ¢, de fato, um fibrado trivial localmente trivial.

5.2 Fibrado Induzido

33
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Sejam £ um R"—fibrado e B; um espaco topolégico qualquer. Para qualquer funcao
continua f : By — B(§), consideremos f*¢ o fibrado vetorial onde E(f*¢) = {(x,y) €

By x E(§) : f(z) =me(y)}, B(f*§) = Brem : E(f*§) — By é dada por m(v,y) ==
para qualquer (z,y) € E(f*§). Entao, m é continua e sobrejetora.

Ainda, temos o diagrama

E(f*¢) E(§)
Wlt j”&
B B(§)

comutativo, onde f : E(f*¢) — E(§) ¢ definida por f(x,y) = y, para qualquer
(z,y) € E(f*E).

Note que, para qualquer b € B, temos:
Fy(f*€) = my (b) = {(z,y) € E(f*¢) : m(z,y) =0}
={(z,y) € E(f¢) : = =10}
={(b,y) € E(f*€)}
={(b;y) € Bi X E(§) : f(b) =m(y)}
= {b} x Fi)(§)
= Fra)(8)
onde o isomorfismo acima ¢ dado por ﬂFb(f*g) () = Fra(€).
Agora, provemos a trivialidade local.
Seja b € By qualquer. Como f(b) € B(£) e £ ¢ um R"—fibrado, entao existem

U C B(£) aberto contendo f(b) € B(§) e h: U x R" — ¢ (U) um homeomorfismo tal
que h(f(b), _) : R™ = Fyp)(§) € um isomorfismo linear e comuta o diagrama:

Tomando U; = f(U) C By um aberto contendo b € By, defina hy : U; x R* —
7 (Uy) por hi(z,a) = (z,h(f(x),a)), para todo (z,a) € U; x R*. Note que h; esta
bem definida, pois se (z,a) € U; x R", entao (z,h(f(x),a)) € =« (Uy), desde que
m1(z, h(f(z),a)) = x € Uy. Ainda, h é continua, pois h e f o sao.

Agora, defina g : 77 (U;) — U; x R™ por g(z,y) = (z,p2 o h~'(y)), para todo
(z,y) € 7 (Uy), onde py : U x R* — R™ & a projecao do segundo fator. Uma vez que
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x € Uy, temos que g é bem definida. Ainda, g é continua, pois p, e h~! o sdo.
Por outro lado, para quaisquer (z,a) € U; x R™ e (z,y) € ©) (U;) temos:

e gohi(z,a)=g(z, h(f(z),a))
= (z,p2o W71 (h(f(2),q)))
= <x7p2(f(x>7a))

= (z,a) = 1y, xrn (2, @)

o hyog(x,y) =hi(z,paoh™(y))
= (z,h(f(x),p20h7}(y)))
= (2, h(me(y),p2 0 W71 (y)))
= (2, ho (¢, p2 0 h™")(y))
= (z,ho(proh™,proh™)(y))

= (2,hoh™\(y))

- (xay) = 17T1F(U1)(xay)

Logo, h; é bijetora, continua e com inversa g também continua, isto é, h; ¢ um
homeomorfismo. Além disso, para qualquer (z,«) € Uy x R™, temos que m0hy(x, ) =
771(1:7 h(f(x)7a)) =T = pl(.T,Oé) € hl(b7 _> :R" — Fb(f*g) = {b} X Ff(b)(f) dada por
hi(b, )(a) = (b, h(f(b), )(a)) é um isomorfismo linear, pois h(f(b), ) o é.

Portanto, f*£ é, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.
Lema 5.1. Se & é um R"—fibrado trival, entao f*¢ é um R™—fibrado trivial.

Demonstracao. Se & é um R"—fibrado trivial, segue do Teorema 4.2 que existem n
segOes linearmente independentes sy, ..., s, : B(§) — E(£). Assim, defina S; : By —
E(f*¢) por S;i(z) = (x,s;(f(z))), para quaisquer © € By ei=1,...,n.

Note que, para qualquer i = 1,...,n, S; estd bem definida, pois m¢(s;(f(x))) =
me 0 5;(f(z)) = f(x), para qualquer x € Bj.

Ainda, para qualquer ¢ = 1,...,n, S; é continua, pois s; e f 0 s@o e o con-
junto {Si,...,S,} é linearmente independente, uma vez que para quaisquer b € B

e ay,...,a, € R tais que ZaiSi(b) =0 € F(f*¢), temos:

i=1
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ZaiSi(b) —0s Zai(b, si(f(b) =0
& Z(b, a;si(f(b))) =0
& (b, Zaisi(f(b))) =0

&> asi(f(b) =0
i=1
< a;=0,paratodoi=1,....,n

Por fim, para qualquer z € By, m0S;(x) = mi(x, s;(f(z))) = x = 1p,(z), para todo
1=1,...,n.

Portanto, f*¢ admite n se¢oes linearmente independentes, ou seja, segue novamente
do Teorema 4.2 que f*¢ é um R"—fibrado trivial. O

O fibrado induzido nos sugere uma definigdo mais geral do que a defini¢ao de iso-
morfismo entre fibrados vetoriais, como segue:

Definigao 5.1. Sejam & e n fibrados. Dizemos que uma fun¢ao continua g : E(§) —
E(n) € uma aplicagao fibrada de & em n se leva cada fibra Fy(€) isomorficamente em
alguma fibra Fy(n).

Agora, mostremos que dada qualquer aplicacao fibrada g de £ em 7, existe uma
tnica fungao continua g : B(§) — B(n) tal que o diagrama

E(§) —— E(1)

B(¢) B(n)

comuta.

Para tanto, defina g : B(§) — B(n) por g(b) = V', para todo b € B(&), onde
9(Fy(§)) = Fy(n).

Para provarmos a continuidade de g, devemos mostrar, inicialmente, que para qual-
quer fibrado &, a projecao m¢ : E(§) — B(&) é uma aplicagao aberta. De fato, considere
(U, h) um sistema de coordenadas locais para £ sobre b € B(¢). E suficiente mostrar
que Wg\wg(U) : ¢ (U) = U é uma aplicagio aberta.

Se A C 7 (U) ¢ um aberto, entao A" (A) C U x R" e p;(h"(A)) C U sao abertos,
pois h é continua e p; é uma aplicagao aberta. Como o diagrama

U xR —"— b (V)

N2

U
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comuta, entdo m¢(A) = p1(h7(A)) C U é um aberto, isto é, ¢ é uma aplicagao
aberta.

Agora, note que para qualquer A C B(n) aberto, temos que g~ (A4) = m¢ (g™ (7} (A4))) C
B(§) é um aberto, ou seja, g é continua.

Ainda, dado x € E(§) qualquer, temos que = € Fr,(2)(§) e 9(Fro(x)(§)) = F(n),
para algum b’ € B(n). Entao, go m¢(x) = g(me(x)) = b'. Por outro lado, m, o g(x) =¥/,
pois g(x) € Fy(n). Portanto, gome = m, 0 g.

Por fim, mostremos a unicidade de §. Suponha que exista g : B(§) — B(n) conti-
nua tal que g o = m, o g. Entdo, dados b € B(§) qualquer e 0 € F(£), temos que

9(b) = g(me(0)) = my(9(0)) = g(m(0)) = g(b). Logo, g =7.

Com isso, podemos enunciar o seguinte:
Lema 5.2. Sejam £ en fibrados. Se g : E(§) — E(n) é uma aplicagdo fibrada de & em
neg: B(&) — B(n) € sua aplicagao correspondente nos espagos bases, entio & = g*n.

Demonstragao. Defina f : E(§) — E(g'n) por f(x) = (me(z), g(x)), para todo = €
E(&). Desde que m,(g(z)) = g(me(z)) para todo x € E(&), entdo f esta bem definida.
Ainda, f é continua, pois 7 e g o sao.

Agora, se x € Fy(£), entao f(x) = (me(x),g(x)) = (b,g(x)) € {b} X Fyw)(n) =
Fy(g™n), pois my(g(x)) = g(me(x)) = g(b). Deste modo, f(Fb() C (g )

Ainda, como g|p,e) @ F3(§) — Fye)(n) ¢ um isomorfismo linear, entdao f|g, (g
Fy(§) — Fu(g™n) = {b} x Fye)(n) dada por f|r,e(x) = (b, g|r,e) também ¢ um iso-
morfismo linear.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, & = g*1. O]

5.3 Produto Cartesiano

Sejam ¢ e n fibrados. Considere £ X7 o fibrado vetorial onde E (& xn) = E (&) x E(n),
B xn)=DB()xB(n) em=mexm,: E({xn) = B xmn). Assim, 7 é continua
e sobrejetora. Ainda, Fiy, 5,)(§ X n) = F3, () x Fy, (1), para qualquer (by, by) € B(& xn).

Agora, provemos a trivialidade local.

Seja (b1, be) € B(& xn) qualquer. Como £ e 7 sao fibrados, entao existem U; C B(§)
e Uy C B(n) abertos contendo by € B(£) e by € B(n), respectivamente, e existem h; :
U xR* — WZ(U;[) ehy: Uy xR™ — W;(UQ) homeomorfismos tais que hy(by, ) : R" —
Fy (&) e ha(by, ) : R™ — F,(n) s@o isomorfismos lineares e comutam os diagramas:

U1 x R™ W;(Ul) U2 x R™ W;(Ug)

N N

U1 U2
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Entao, U = U; x Uy C B({ x 1) é um aberto contendo (by,be) € B(§ x 1) e
h:U x R — 7" (U) definida por h((x,y), (a, B)) = (hi(x, a), ha(y, 8)), para todo
((x,y), (a, B)) € U x R*™™ & um homeomorfismo, uma vez que hy e hy 0 sdo.

Ainda, o diagrama
U x Rv™

\/

comuta e h((by,b2), ) : R*™™ — F, 4,(§ x ) dada por h((bi,b2), _)(a,B) =
(ha(b1, _)(@), ha(be, )(B)), para todo (o, ) € R™™ & um isomorfismo linear, desde
que hy(by, ) e ha(by, ) o sao.

Portanto, & x n é, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

Exemplo 5.1. Sejam M; C R" e My C R™ variedades C*°. Se M = M; x My, entao
T™ = vy X TMy-

Com efeito, lembrando que TM = {((x1,x2), (v,v2)) € M x R™™™ = (vy,0y) €
T($17$2)M = TmlMl X T:BQMQ}, defina f :TM — TM1 X TM2 por f((xl, SL’Q), (Ul,v2>) =
((x1,v1), (z2,v2)) para todo ((x1,z3), (v1,v2)) € TM.

Deste modo, f estd bem definida e é continua. Ainda, f|p(11’12)(7M) : Flay 20)(Tar) —
Fo (Tan) X Fuy(Ta,) dada por flr, . n) (21, 22), (v1,02)) = ((21,v1), (22, 02)) para

todo ((z1,x2), (v1,v2)) € Flz, 4, (Ta) € um isomorfismo linear.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, Tas = Taz, X Tas,-
5.4 Soma de Whitney

Sejam & e n fibrados sobre o mesmo espago base B. Definimos a soma de Whit-
ney entre £ e 1, denotada por £ & 7, como sendo o fibrado induzido d*¢ x 7, onde
d: B — B x B é a aplicagao diagonal dada por d(b) = (b,b), para todo b € B.

Note que, para qualquer b € B, temos que:

Fy(§@n) = Fy(d*(§ x )

= {b} x Faw)(§ x n)
= {b} X Fiop) (€ x n)
= {b} x Fy(§) x Fy(n)

= {b} x Fy(§) © Fy(n)
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onde o isomorfismo T : {b} x Fy(&) x Fy(n) — {b} x F,(§) ® F,(n) é definido por
T(b,z,y) = (b,x +y) para todo (b, z,y) € {b} x F,(§) x Fy(n).

Definicao 5.2. Sejam £ e n fibrados sobre o mesmo espago base B tais que E (&) C
E(n). Dizemos que & € um subfibrado de n, denotado por & C n, quando Fy(&) for um
subespago vetorial de Fy(n), para qualquer b € B.

Lema 5.3. Sejam & e & subfibrados de um fibrado . Se Fy(n) = Fy(&1) @ Fy(&2), para
qualquer b € B(n), entdao n = & @ &.

Demonstragao. Defina f : E(& @ &) — E(n) por f(b, (e1,€2)) = €1 + ey, para todo
(b,e1,e2) € E(& ©&). Veja que f esta bem definida, pois para qualquer (b, (e1,e3)) €
E(& & &), temos que d(b) = mg, X me, (€1, e2), isto é, (b, b) = (mg, (€1), me,(€2)), ou seja,
e; € Fyp(&) para i = 1,2. Assim, e; + e3 € Fiy (&) @ Fip(&2) = Fio(n) C E(n).

Ainda, f é continua, pois f = iosod, onde d : E&®&) — Im(o/i\) = Fy(&) B Fy(&2)
¢ a aplicacdo continua definida por d(b, (e1,e2)) = (e1,es) para todo (b, (er,es)) €
E(& @ &), s: Fy(&) @ Fy(&) — Fy(n) € a soma do espago vetorial F,(n) dada por
s(e1,e3) = e + e para todo (e, es) € Fy(&1) & Fyp(&2) e i 2 Fy(n) — E(n) é a inclusao.

Por fim, f|r ¢ 0) : F5(& ® Fy(&2)) — Fy(n) é um isomorfismo linear. De fato:

o flr (06 € linear, uma vez que para quaisquer a € R e (b, (z,y)), (b, (w, 2)) €
Fy(& @ &), temos que

f‘Fb(&@ﬁz)(a(b? ('737 y)) + (b’ (w’ Z))) = f|Fb(€1®€2)(ba (O‘x +w, oy + Z))

=art+w+tay+z
=afz+y) +w+z

= af‘Fb(§1@§2)(b7 (J}, y)) + f|Fb(§1$§2)(b7 (w7 Z))

o flp, @) € bijetora, pois para qualquer w € Fy(n) = Fy(&) ® Fi(&), temos
que existem tnicos © € Fy(§1) e y € Fp(&) tais que w = x + y. Deste modo,

f‘Fb(ﬁl@&)(bv (SL’,y)) =r+ty=w.
Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, n = & @ &. O

Exemplo 5.2. Para qualquer espaco topologico B e para qualquer n > 0 inteiro, temos

n ~ -1

que €% X e @ ... @ . De fato, provemos por indugao sobre n > 0.
—_—
Para n = 2, defina f : B x B2 — E(ch @ <b) por f(b, (o, 8)) = (b (b, ), (b, 8))
para todo (b, (o, 8)) € B x R%. Veja que, da definicio de E(eh @ k), f estd bem
definida. Ainda, f, é continua.

Por fim, f|gyxrz @ {0} xR? = {b}x ({b} xR)x ({b} xR) dada por f|yy«r2(b, (o, 5)) =
(b, (b, ), (b, B))) para todo (b, (a, 3)) € {b} x R?* ¢ um isomorfismo linear. Portanto,
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segue do Lema 4.2 que f ¢ um homeomorfismo, isto ¢, €% X eh @ k.

Agora, suponha que €’y '~ b @ ... @ep. De modo analogo a construcio feita para
M—/

(n—1)—vezes

0 caso n = 2, obtemos que €} = ek @ e’y

Utilizando nossa hipétese de indugao, concluimos que €% 2 e @ ... B ep.
—_—

n—vezes

5.5 Fibrados Vetoriais Euclidianos e Complementos
Ortogonais

Para a construcao do proximo fibrado vetorial, precisamos introduzir a nocgao de
Fibrados Vetoriais Euclidianos.

5.5.1 Fibrados Vetoriais Euclidianos

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Lembremos que p: V- — R é chamada
de forma quadratica definida positiva se pode ser expressa como p(v Zl
para todo v € V, onde [;,l; : V — R é uma transformagao linear, para z =1,...,ne

w(v) # 0 para qualquer v # 0.

Assim, i determina uma aplicacao bilinear e simétrica < , >V xV — R

definida por < v,w >= L(p(v +w) — p(v) — p(w)), para todo (_U,w) € V x V. Note
que < v,v >= p(v). De fato:

(v +v) = p(v) — p(v))

(1(2v) — 2p(v))

Zl, (20)1(2v) — 2u(v))

<0,V >=

N | N

wl»—‘

n

4211 v) — 2u(v))

= %(‘M(v) — 2u(v))

wl»—t

= p(v)

Definicao 5.3. Um espaco vetorial Fuclidiano V' € um espag¢o vetorial de dimensao
finita com uma forma quadrdtica definida positiva p -V — R. O nimero real < v,w >
serd chamado de produto interno entre v € V ew € V e denotaremos ||v||* = u(v) =<
vV, 0 >.
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Definigao 5.4. Um fibrado vetorial Fuclidiano £ é um fibrado vetorial com uma fungao
continua p : E(§) — R tal que pi|p,e) : Fy(§) — R € uma forma quadrdatica definida
positiva, para qualquer b € B(§). A funcgdo p serd chamada de métrica Fuclidiana do
fibrado &.

No caso do fibrado tangente 7); de uma variedade C*° M C R", uma métrica
Euclidiana p : TM — R é chamada de métrica Riemanniana e o par (M, ) é chamado
de variedade Riemanniana.

Lema 5.4. Sejam & um R™—fibrado trivial e p : E(§) — R uma métrica Euclidiana

qualquer de &. Entdo, existem n se¢oes sy, ..., s, : B(§) — E(&) de & que sao ortonor-
1, i=j

0, i#J

Demonstracao. Como £ é um R"—fibrado trivial, segue do Teorema 4.2 que existem n
segoes linearmente independentes s}, ..., s, : B(§) — E(&) de £. Aplicando o processo

cy Op

de Gram-Schmidt para s}(b), ..., s/,(b), obtemos uma base ortonormal {s1(b), ..., s,(b)}

ey Opy

para Fy(§), para todo b € B(§).

mais, no sentido que < s;(b),s;(b) >=d;; = , para qualquer b € B(§).

Como as fungoes resultantes s; sao continuas, para todo i = 1,...,n, segue que
S1, ..., Sp 820 M segoes ortonormais de &. O]

Agora, vejamos alguns exemplos de fibrados vetoriais Euclidianos.

Exemplo 5.3. Para qualquer espaco topolégico B e para qualquer n > 0 inteiro, temos
que € € um fibrado Euclidiano.

De fato, defina, para todo (b,(z1,...,2,)) € Bx R" u : B x R" — R por

w(b, (z1, ..., x,)) = fo Note que da propria defini¢ao, p é continua e, para qual-
i=1
quer b € B, plp,en) : Fy(el) — R dada por pu| gy en)(b, (1, ..., 7,)) = Zx? para todo

i=1
(b, (x1,...,x,)) € Fp(e'y) & uma forma quadratica definida positiva.

Portanto, €% é um fibrado Euclidiano.

Exemplo 5.4. Para qualquer M C R” variedade C'*°, temos que 1), ¢ um fibrado
Euclidiano.

De fato, defina p : TM — R por p(z, (v, ..., v,)) = Z v? para todo (z, (v1, ..., v,)) €
i=1
TM. Note que da propria defini¢do, p é continua e, para qualquer x € M, u|g,

™)

Fy(tm) — R dada por plp,(r, (%, (v1,...,0,)) = va para todo (z, (vi,...,v,)) €
i=1
F,(7a) € uma forma quadratica definida positiva.

Portanto, 73, é um fibrado Euclidiano.
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Exemplo 5.5. O fibrado linha canoénico ~! é um fibrado Euclidiano.

Inicialmente, note que para qualquer (Z,v) € E(7,), temos que v = Az, para algum
A € R. Utilizando o produto interno candnico de R"*!, obtemos que A\ =< x,v >, pois
z € S™. Deste modo, defina p : E(y}) — R por:

(Z,0) = <z,v> ,sev=Arxcom >0
P 0) = —<xz,v> ,sev=>xcom <0

para todo (Z,v) € E(~.). Assim, p estd bem definida e ¢ continua.

Ainda, segue da propria definigao do produto interno canénico de R" ™ que p Fo(v)
<zr,v> ,sev=A rcomA>0

—<x,v> ,sev=Arxcom <0 para todo

Fz(y}) é uma forma quadratica definida positiva.

Fx(7,) dada por u(z,v) = (T,v) €

Portanto, 7} ¢ um fibrado Euclidiano.

Com estas nocoes sobre fibrados Euclidianos, ja podemos construir o proximo fi-
brado, os Complementos Ortogonais.

5.5.2 Complementos Ortogonais

Sejam 7 um fibrado Euclidiano sobre um espago base B e £ C 7, isto é, Fy(§)
é um subespago vetorial de Fy(n), para qualquer b € B. Para cada b € B, defina
Fy(&h) = (B(&)*F = {v e Fy(n) : <v,w >= 0, Yw € F,(§)}. Consideremos &+ o
fibrado vetorial onde F(¢+) = U Fy(¢ ¢t = Bew = mlper - E(¢Y) — B.

beB
Entao, m é continua e sobrejejtora. Ainda, para qualquer b € B, temos:

" (b) = (my|pery)" (b)
=m, (b) N E(¢T)
= Fb(n) N U Fx(fl)

zeB

= [JEm N Fa(&h)

z€B
= Fy(n) N Fy(€7)
= F(¢5)
Agora, provemos a trivialidade local.
Suponha 7 um R"—fibrado e £ um R —fibrado com m < n e sejam by € B qualquer

e U C B um aberto contendo by € B que fornece trivialidade local para 5 e 7. Deste
modo, existem homeomorfismos h; : U x R™ — 7 (U) e hy : U X R" — 7, (U) tais que
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hi(bo, ) : R™ — Fy (&) e hao(by, ) : R™ — Fy, (n) s@o isomorfismos lineares e comuta
o diagrama

U xR™ U xR"

Y

Note que, realmente, temos 7 (U) C =, (U). De fato, como Fy(§) C Fy(n), para
qualquer b € B, entdo se v € Fr ()(§), obtemos que m,(x) = me(x). Ainda, se
z € m (U), entdo my(z) = me(x) € U, isto ¢, z € ) (U).

Por outro lado, segue do Lema 5.4 que existem sy, ..., S, : B — E(&) segdes orto-
normais de &|y e s, ..., s, : B — E(n) se¢des ortonormais de n|y. Portanto, a matriz
A = (< 5i(bo), 85(bo) >)mxn tem posto m. Para isto, basta verificar que as m—linhas
da matriz A sdo linearmente independentes. De fato, para quaisquer aq, ..., @, € R,
temos que:

Zai(< si(bo), 84 (bo) >, ..., < si(bp), s (bo) >) = (0, ..., 0)
ZCMZSZ (bo), s7(bo) > <Zazzb07 s, (bo) >) = (0, ...,0)

=< ZO&Z'&;([)()),S;(I)()) >= 0, \V/j = 1, ., n

z 1

s Z a;8;(by) =

@al 0, Vi=1,.

Se necessario, podemos reenumerar as segoes i, ..., s, de modo que as m—primeiras
colunas da matriz A formam um determinante diferente de zero. Assim, existe V C U
!/

aberto contendo by € U tal que para qualquer b € V', rank(< 5;(b), 8%(b) >)mxn = m.

/

Entao, para qualquer b € V', {s1(b), ..., sm(b), 51, . 1(b), ..., s,(b) } é linearmente inde-
pendente em Fy(n). Por Gram-Schmidt temos, para qualquer b € V', que {s1(b), ..., $; (),
Sm11(b), ..., $,(b)} € uma base ortonormal de F(n).

Logo, h: V x R*™™ — 7" (V) definida por h(b, (21, ..., Tpn_m) Z x;Si+m(D), para

todo (b, (z1, ..., Tn_m)), € continua e com inversa h~! : 7TF<V) — V x R definida
por ht(e) = ((e), (< €, smi1(m(e)) >, ..., < e, s,(m(e)) >)), para todo e € " (V), que
também é continua, ou seja, h € um homeomorfismo.

Note que, de fato, h~! é a inversa de h. Com efeito, para quaisquer e € (V) e
(b, (T1, .y Tnm)) € V x R*™™ temos:
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e hoh™t(e) = h(n(e), (< € smy1(m(e)) >, ..., < e, s,(m(e)) >))

Z .51 (7(€)) > 511m(7(c))

= Lo (e),

pois e € (V) C E(¢Y) = U (&), isto &, € € Fr()(EF) = (Fre)(&))*, ou
beB
seja, < e, s;(m(e)) >= 0, para todo i = 1,...,m

o W loh(b, (@1, ... Tnom)) = irl(z :8i1m(D))
= (b, (21, Tpm))

— ]-VXR7L7"” (b, (l‘l, ceey J}n_m)),

n—m

pois como insim(b) € F(¢h) = (F(€)*, entdo m lesHm = b
i=1

Ainda, < Z Z;Sitm(D), Sj4m(b) >= x;, para todo j =1,...,n —m.
i=1
Por fim, h(by, ) : R"™ — F,,(€1) dada por h(by, )(x1,....Tp_m) = Z Z;Si+m(bo)

é um isomorfismo linear e temos o seguinte diagrama comutativo:

Vfo{ /

Portanto, £+ ¢, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

Proposicao 5.1. Se & é um subfibrado de um fibrado FEuclidiano n sobre um espago
base B, ention = & @ &L

Demonstragao. Como Fy(n) = F,(€) @ Fy(€1), pois Fy(€1) = (F,(€))*, para qualquer
b € B, entdo segue do Lema 5.3 que n = £ @ &+, H

Definicao 5.5. O fibrado &+ serd chamado de complemento ortogonal de & em 1.

Exemplo 5.6. Suponha N C R" uma variedade Riemanniana e M C N uma subva-
riedade C*°. Entéo, mpy C 7n|um-

De fato:
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i) E(tar) C E(7n|m). Com efeito, considere (z,v) € E(ry) = TM qualquer.
Entao, x € M ev € T, M. Como M C N é uma subvariedade, entao T, M é
um subespago vetorial de T, N. Assim, z € N e v € T, N, isto é, (z,v) € TN =
E(7y). Como (x,v) € 7, (M), pois & € M, entao (z,v) € E(n|um).

ii) Fy(7pr) € um subespago vetorial de Fy(7xn|p), para qualquer b € M. Com efeito,
como T,M & um subespago vetorial de T, N, para todo b € M, entao F,(1y) =
{b} x T, M é um subespago vetorial de {b} x T,N = Fy(7n) = Fp(Tn]|01)-

Definicao 5.6. Chamaremos de fibrado normal de uma variedade M em uma variedade
Riemanniana N o complemento ortogonal Tﬁ C ™~ M-

Assim, segue a trivialidade local do exemplo 4.3, desde que vy = T35

Nestas condigoes, temos:
Corolario 5.1. TN|M = v D TAJj =Ty Dy
Como ultimo resultado desta secao, temos o:

Exemplo 5.7. Seja M C R"™ uma variedade C*°. Da propria definicdo do fibrado
tangente 7,7, temos que Ty C €7y

Entao, €}, = 7 G v
5.6 Fibrado Hom

Inicialmente, consideremos V; e V5 espacos vetoriais de dimensao finita e denotemos
Hom(V1,Va) ={T : Vi, = Vo : T linear}. Ainda, se dim(Vy) = n e dim(V3) = m,
entdo existe um isomorfismo linear 7" : R™ — Hom/(Vy, V3).

Sejam § um R"—fibrado e n um R™—fibrado, ambos sobre o mesmo espago base B.

Consideremos Hom(&, n) o fibrado vetorial onde E(Hom(&,n)) = U Hom(Fy(§), Fy(n)),
beB

B(Hom(&,m)) = B e : E(Hom(&,m)) — B é definda por n(T) = b para cada
T € Hom(Fy(§), Fy(n)) C E(Hom(&,n)) e para todo b € B.

A topologia que tomaremos em E(Hom(&,n)) é a que torna 7 continua, isto é,
U C E(Hom(&,n)) é um aberto se, e somente se, U = 7" (A) para algum aberto A C B.

Deste modo, 7 é continua e sobrejetora, desde que para qualquer by € B, 7(0y,) = bo,
onde Oy, : Fp,(§) = Fp,(n) é a transformagao linear nula. Ainda, F,(Hom(&,n)) =
Hom(Fy(€), Fy(n)), para todo b € B.

Agora, provemos a trivialidade local.
Seja by € B qualquer. Tome U C B um aberto contendo by € B que for-

nece trivialidade local para £ e n em by € B. Uma vez que existem isomorfismos
T, : R — Hom(F,(£), Fy(n)) para todo b € B, defina h : U x R"™ — 7 (U) =
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UHom(Fb(ﬁ),Fb(n)) por h(b,a) = Ty(a) para todo (b,a) € U x R™. Como o dia-

beU
grama

UxRm™—" s 7-(U)

N

comuta, entdo h é continua. De fato, se O C 7 (U) é um aberto, entdo O =
ANa(U), onde A C E(Hom(&,n)) é um aberto. Deste modo, A = 7" (V) para algum
aberto V C B. Como p; é continua, entao p (VNU) C U x R"™ & aberto. Portanto:

W (0) = hF (AN = (U))
= h (7 (V) N =" (1))
= k(7" (V N 1))
=pi(VNU) CU xR"™ & aberto.

Defina g : 7 (U) — U x R"™ por g(T) = (b, T, '(T)), onde T € Hom(Fy(€), F3(n))
para um tnico b € U. Entdo, ¢ = h™! e g é continua. Com efeito, provemos que g é
continua em 7' € 7" (U) arbitrério.

Considere O = AxV C U xR™ um aberto sub-basico contendo ¢g(7"), onde A C U
e V. C R™ s@o abertos. Assim, como T' € Hom(F,(§), Fy(n)) para um tnico b € U e
g(T) € O,entaob € AeT, '(T) € V. Por outro lado, como Tj, ' : Hom(Fy(€), Fy(n)) —
R™™ ¢ continua, em particular em T, entao existe W C Hom(F,(&), Fy(n)) um aberto
tal que T € W e T, (W) C V. Portanto, g(W) C Ax T, ' (W) C Ax V = O.

Por fim, como T, é um isomorfismo linear para todo b € B, em particular para
by € B, entao h(by, ) : R"™ — F, (Hom(&,n)) dada por h(by, )(a) = Ty, (), para
todo aR™, é um isomorfismo linear.

Portanto, Hom(&,n) ¢, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

A prova de que h é continua nos motiva a enunciar um resultado mais geral, como
segue:

Proposicao 5.2. Sejam & e n fibrados sobre o mesmo espago base B, X um es-
pago topoldgico e g : X — B uma fun¢ao continua. Entao, toda funcao f : X —
E(Hom(&,m)), tal que mo f = g, € continua, onde w : E(Hom(§,n)) — B € a projecao
do fibrado Hom(&,n).

Demonstragao. Considere O C E(Hom(&,n)) um aberto arbitrario. Da topologia de
E(Hom(&,m)), segue que O = 7 (A) para algum A C B aberto. Como g ¢ continua,
entdo g~ (A) C X & aberto. Logo, f7(0) = f" (7" (A)) = ¢"(A) C X & aberto.

Portanto, f é continua. m
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Proposigao 5.3. Sejam & um R"—fibrado, n, um R™ —fibrado e ns um R™2—fibrado,
ambos sobre o mesmo espago base B. Entdao, Hom(&,m) ® Hom(&,m2) = Hom(&,m &

72)-

Demonstracao. Inicialmente, note que se (b, (11,73)) € E(Hom(&§,m) @& Hom(&,1n9)),
entdo Ty : Fy(§) — Fy(m) e Ty : Fo(§) — Fy(n2). Deste modo, defina f : E(Hom(&,m)®
Hom(&,m2)) — E(Hom(&,m @ n2)) por f(b,(T1,T3)) = T para todo (b, (T1,Ts)) €
E(Hom(€,m) & Hom(€, 1)), onde T F(€) — Fy(m @ ) = {b} x Fy(m) x Fy(mp) &
definida por T'(z) = (z,T1(z), T»(z)) para todo x € Fy(&).

Note que f estd bem definida, pois 1" é linear, uma vez que T} e Ty o sao. Logo,
segue da Proposi¢ao anterior que f é continua, pois m o f = 7, onde 7 e m; sao as
projegoes dos fibrados Hom(&,m @ ny) e Hom(&,m1) & Hom(&, n2), respectivamente.

Como Fy(m1@m2) = {b} X Fy (1) X Fy(n2), entao f(syx Hom(Fy(€),Fy(m))x Hom(Fy(€),Fy (n2)) *
{b} x Hom(Fy(€), Fy(m)) x Hom(Fy(€), Fy(n2)) — Hom(Fy(§), Fy(m @ n2)) dada por

Fleyx Hom(Fy(€), B (m)) x Hom(Fy(€),Fy(m)) (0s T, T) = T, onde T+ Fy(€) — {b} x Fy(im) x
Fy(ny) é dada por T'(z) = (b, T1(z), T2(x)), é um isomorfismo linear. De fato:

° f|{b}XHom(Fb(g)yFb(nl))XHom(Fb(£)7Fb(n2)) é linear, desde que T7 e T5 o sao;

® se fl{vyx Hom(F,(€),Fy (m) x Hom(Fy(€),Fy (n2)) (0, T1, T2) = 0, entao T' = 0.
Assim (b, Ty (z), Ta(x)) = (b,0,0) para todo x € Fy(§), ou seja, Ty = 0 = Ty isto
&, Ker(flpyxtom(Fy(€).Fy(m) x Hom(Fy(€) Fy(n))) = 03

e como dim({b} x Hom(Fy(§), Fp(m)) x Hom(Fy(§), Fp(n2))) = nmy + nmse =
n(my +ma) = dim(Hom(Fy(§), Fy(m ®n2))), entao segue do Teorema do Nicleo
e da Imagem que f|{v}x Hom(F, (€),Fy(m)) x Hom(Fy (€), Fy(n2)) € ijetora.

Portanto, o Lema 4.2 nos garente que f é um homeomorfismo, ou seja, Hom(&, ;)@
Hom(&,m2) = Hom(&,m @ 1n2). H

Proposicao 5.4. Sejam & um R"—fibrado e n um R™—fibrado, ambos sobre o mesmo
espago base B. Sen = e, entao Hom(&,n) = Hom(&,€).

Demonstracao. Como n = €'}, entdo existe um homeomorfismo h : E(n) — B x R™
tal que h|p@) @ Fy(n) — {b} x R™ é um isomorfismo linear. Assim, defina f :
E(Hom(&,m)) — E(Hom(&,€'))) por f(T) = T', onde T € Hom(Fy(&), Fy(n)) para
um tnico b € B e T' : Fy(§) — {b} x R™ é definido por T"(z) = (b, h|p,¢)(x)) para
qualquer = € Fy(§).

Note que f estd bem definida pois h|g, () ¢ linear. Ainda, segue da Proposicao 5.2
que f é continua, uma vez que w o f = 7y, onde 7 e m sao as projecoes dos fibrados
Hom(§,€') e Hom(&,n), respectivamente.

Por fim, f|gom(r,e),rm) @ Hom(Fy(§), Fy(n)) — Hom(Fy(£), B x R™) dado por
flom(ry &), (1) =T", onde T" : Fy(§) — {b} x R™ é dado por T"(x) = (b, h|p,)())
para qualquer x € Fy(§), é um isomorfismo linear, pois h|g, ¢ o €.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, isto ¢, Hom(§,n) =
Hom(&,e). O
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Proposigao 5.5. Se £ é um fibrado Fuclidiano, entiao & = Hom/(€, 6113(@).

Demonstragao. Inicialmente, defina f : E(§) — E(Hom(f,s}g(g))) por f(z) =T para
todox € E(§), onde T': Fr,()(§) — {me(w)} xR é definido por T'(v) = (m¢(x), < v,z >)
para qualquer v € Fr, ) (§).

Note que f esta bem definido, uma vez que o produto interno é bilinear. Ainda,
segue da Proposicao 5.2 que f é continua, pois m o f = m¢, onde m é a projegao do
fibrado Hom(€, ep)).

Por fim, f|re) @ Fo(&) — Hom(Fy(§),{b} x R) dado por f(x) = T para todo
x € Fy(&), onde T : Fy(§) — {b} x R ¢é dado por T'(v) = (me(z),< v,z >) para
qualquer v € F,(&), é um isomorfismo linear, pois:

o flp, e € linear, desde que o propduto interno é bilinear;

o se flpe)(x) =0, entao T = 0, ou seja, (m¢(z), < v,z >) = (m¢(x),0) para todo
v € Fy(€), isto ¢, z = 0. Entdo, Ker(f|p,e) = 0;

e como dim(Fy(§)) = dim(Hom(Fy(£),{b} xR)), entao segue do Teorema do Niucleo
e da Imagem que f|g ¢ € bijecao.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, & = Hom(£, 5}3(5)).
O



6 Classes de Stiefel-Whitney

Neste capitulo, iniciaremos o estudo de classes caracteristicas introduzindo quatro
axiomas que caracterizam as classes de cohomologia de Stiefel-Whitney de um fibrado
vetorial. A existéncia e unicidade destas classes de cohomologia satisfazendo estes qua-
tro axiomas seré provada nos capitulos 7 e 8, respectivamente.

As defini¢oes e resultados sobre cohomologia singular, que serao utilizadas em sua
maior parte neste capitulo, sao apresentadas no Apéndice A. Também usaremos algu-
mas propriedades envolvendo os coeficientes binomiais médulo dois que sao encontradas
no Apéndice C.

6.1 Classes de Stiefel-Whitney

Inicialmente, veremos uma descri¢ao axiomatica das classes de Stiefel-Whitney.
Os axiomas sao:

Axioma 1: A cada R"—fibrado vetorial £, existe uma sequéncia de classes de
cohomologia singular w;(£) € H (B(£); Zs), i = 0,1, ..., chamadas de classes de Stiefel-
Whitney de &, que satisfazem:

i) wo(§) =1 € H(B(E): Zo);
i) w;(§) =0, para i > n.

Axioma 2 (Naturalidade) Se £ e n sao fibrados Vetoriaﬂi tais que £ = 7*77, para
alguma aplicacao fibrada f : E(§) — E(n), entao w;(§) = f, (w;(n)), para qualquer
1> 0.

Axioma 3 (Teorema do Produto de Whitney) Se £ e ) sdo fibrados vetoriais
sobre o mesmo espago base, entao wy(§ & n) = Zk:wi(f) — wy_i(n), para qualquer

i=0

kE > 0.

Axioma 4: Para o fibrado linha canénico 7 sobre RP!, temos w;(v;) = b # 0,
onde < b >= H'(RP; Z,).

49
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Para que determinadas classes de cohomologia singular sejam classes de Stiefel-
Whitney, é necessario que elas satisfacam estes quatro axiomas, entretanto, nao é
trivial definir classes de cohomologia singular os satisfazendo.

Neste momento, assumiremos validos os quatro axiomas e veremos algumas de suas
consequéncias e aplicagoes.

Proposicao 6.1. Se & e n sao fibrados sobre o mesmo espago base B tais que £ = n,
entao w;(§) = w;y(n), para qualquer i > 0.

Demonstracao. Como £ = n, entao existe um homeomorfismo f : E(§) — E(n) tal que,
para todo b € B, temos f(Fy(§)) C Fo(n), flre : Fo(§) — Fio(n) é um isomorfismo
linear e o seguinte diagrama comuta:

f
E(E) E(n)
B
Como f é uma aplicagao fibrada de & em 7, entao a aplicagdo correpondente de f
nos espacos bases deve ser necessariamente a identidade 15 : B — B.

Assim, segue do Lema 5.2 que £ = 157n. Deste modo, segue do Axioma 2 que
wi (&) = (1p)F(wi(n)) = wi(n), para qualquer i > 0. ]

Proposicao 6.2. Se & ¢ um fibrado trivial, entiao w;(§) =0, para i > 0.

Demonstrag¢ao. Como & é um fibrado trivial, entao £ = €(e)» Para algum inteiro n > 0.
Assim, mostremos que wl-(e%(g)) =0, para i > 0.

Para tanto, fixado * € B({) qualquer, defina f : B({) x R" — {x} x R" por
f(b,a) = (x,a), para todo (b,a) € B({) x R". Entao, f ¢ continua e f|pjxre :
{b} x R" — {*} x R™ dada por f|mpyxr»(b, @) = (%, ), para todo (b, ) € {b} x R", ¢
um isomorfismo linear para todo b € B(£).

Logo, f é uma aplicagao fibrada de Ehe) MY,y € a aplicacao constante ¢ : B(§) —

{x} é a aplicagao correspondente de f nos espagos bases. Entao, s’é(é) = 0*6?*}.

Deste modo, segue do Axioma 2 que w;(ef ) = ¢j(wi(€},,)). Por outro lado, ¢} :
Hi({x};Zy) — H'(B(&);Zy) é a aplicagao nula para i > 0, uma vez que H'({x}; Zy) = 0
para ¢ > 0. Assim, ¢f(w;(e},y)) =0

Logo, como § = e}, segue da Proposi¢ao anterior que w;i(§) = wi(ét%(g)) =
¢;(wi(e},y)) = 0 para i > 0.
k
Em particular, se £ @ n é trivial, entao wi(§ ®n) = Z w;i (&) — wg_;(n) = 0, para

i=0
k > 0, ou seja, as relacoes

wi(§) + wi(n) =0
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w(§) + w1 (§) — wi(n) +wa(n) =

w3(§) + w2 (§) — wi(n) +wi(§) — wa(n) +ws(n) =0, etc

podem ser resolvidas indutivamente, sendo assim, w;(n) pode ser expresso como um
polindémio nas classes de Stiefel-Whitney de &.

Proposicao 6.3. Se £ e n sao fibrados sobre o mesmo espago base B tais que £ €
trivial, entiao wi(& & n) = wi(n), para qualquer k > 0.

Demonstragao. Primeiramente, veja que:

wo(€§ D) = wo(§) — wo(n) =1 — wo(n) = wo(n).

Agora, para k > 0 temos:

k

wi(§ B n) = Zwi(f) — wy—i(n)

Portanto, wi(§ @& n) = wi(n), para qualquer k£ > 0. O

Proposicao 6.4. Se £ é um R"—fibrado Euclidiano e possui k se¢oes linearmente
independentes, com 1 < k < n, entao:

Wnp11(§) = Wnp12(§) = ... =w,(§) =0

Em particular, se £ possui uma se¢ao nao nula, entao wy(§) = 0.

Demonstracao. Se £ admite k se¢oes linearmente independentes, segue do Teorema 4.2
que existe um R¥—subfibrado trivial de &, digamos «.

Deste modo, como ¢ é um R"—fibrado Euclidiano, entdo £ & ¢ @ e, onde e+ é um
R *—fibrado. Assim, temos que w;(§) = w;(e ® et) = w;(et), para qualquer i > 0.

Sendo e+ um R"~*—fibrado, concluimos que w;(£) = w;(e+) = 0, parai > n—k. O

k
Proposicao 6.5. Sejam £ e n fibrados. Entao, wi(& x n) = sz‘(f) X wg_i(n).
i=0
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Demonstracao. Considere as projegoes candnicas p; : B(§) x B(n) — B(&) e ps :
B(&) x B(n) — B(n). Mostremos primeiramente que & x n = pi€ @ pin. Para isto,
considere os seguintes diagramas comutativos:

E(in) Er)
B(§) x B(n) —; B(¢)
onde E(pi&) = {((b1,b2),2) € (B(§) x B(n)) x E(§) : me(w) = bi};
E(Ifn) Ejn)
B(§) x B(n) —; B(n)
onde E(ps&) = {((b1,b2),y) € (B(§) x B(n)) x E(n) : m,(y) = ba};
E(pié @ psn) E(pi&) x E(psn)
B(§) x B(n) y (B(&) x B(n)) x (B(§) x B(n))

onde E(pi§ & psn) = {((b1,b2), (b3, ba, ), (b5, b6,y)) € (B(§) x B(n)) x E(pi) x
E(p;?”]) : b1 = bg = b5 (& b2 = b4 = b6}

Lembrando que E(§ x ) = E(§) x E(n), defina f : E(§ x n) — E(pi& ® pin)

por f(z,y) = ((me(z), my(y)), (me(2), 70y (y), ), (7e(), Ty (y), y)) para qualquer (z,y) €
E(€ xn).

Deste modo, f estd bem definida pela propria defini¢ao de E(pi& @ pin) e é conti-
nua. Ainda, como F(b17b2)(§ xmn) = Fy, (§) X Fy,(n) e F(b17b2)(pié- @ psn) = {(br,b2)} x
Floy 52) (P1€) X oy ) (03m) = {(b1,2) } X ({(b1, b2) } X Fy, (€)) x ({(b1, b2) } X Fp, (1)) para
todo (b1, bs) € B(§ x n), entdo flr, . (exn) * Forp) (€ X 1) = Fioy o) (P16 & p3n) dada

por f\le,,m(gxn)(%y) = ((51, 52)7 (bh ba, 1’)7 (bl, by, 3/))’ para todo (x,y) € F(bl,bg)(f X 77),
¢ um isomorfismo linear.

Logo, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, £ X n = pi& @ pin.
Por fim, os Axiomas 2,3 e a Proposi¢ao 6.1 nos garante para qualquer k > 0 que:

wi(§ X 1) = wi(pi€ © p3n)
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k
= > wi(pi&) — wi_i(pin)

1=0
k

= (1)} (wi(€)) — (p2)i_i(wr—i(n))

1=0
k

= Z(w,(g) X 1) — (1 x wx—i(n))

1=0
k

= (wi(§) — 1) x (1 — wi(n))

= Zwi(f) X wi—;i (). O

Definigao 6.1. Denotaremos por H*(B(); Zs2) o anel das séries infinitas formais a =
ap + a; + as + ..., onde a; € H(B(€);Zy) para cada i = 0,1,2,.... A operagio soma
deste anel é dada por (ag+ a1 +as+...)+ (bg+ by +by+...) =co+¢c1+ 2+ ..., onde
¢ = ap + by para cada k =0,1,2,.... Ainda, a operacao produto deste anel é dada por

k
(ap+ar+as+...)(bo+ b1 +bs+..)=co+c1+ o+ ..., onde ¢ = Zai — bp_; para
i=0

cada k=0,1,2,....
Note que o produto definido acima € associativo e comutativo.

Definigao 6.2. A classe de Stiefel-Whitney total de um R™—fibrado £ € o elemento
W) =14 wi (&) +wa(é) + ... +wp(§) + 0+ 0+ ... € H(B(&); Zs).

Deste modo, o Axioma 3 pode ser reescrito como W (§ @& n) = W ()W (n).

Lema 6.1. O subconjunto {w = wy + wy +we + ... € H(B(§);Z2) : wy = 1} C
H*(B(&);Z3) € um grupo abeliano com a opera¢ao produto definida acima (este grupo
¢ exatamente o grupo das unidades do anel H*(B();Zs)).

Demonstracao. Basta provarmos a existéncia do elemento inverso de w = 14wy +ws+
... € H*(B(&);Zsy) qualquer, pois ja sabemos que esta operagao produto é associativa,
comutativa e com elemento neutro 1 +0+ 0+ ... € H*(B(§); Za).

k
Para tanto, defina w = wy + w; + Wy + ..., onde Wy = 1 e Wy, = E w; — Wy_; para

i=1
cada k > 1.

k
~ 1 k=
Entao, ww = ¢y +c¢; + ¢ + ..., onde ¢, = E Wi~ Wy = { ’ 0
i=0
De fato:

e para k = 0, temos que:
Coszvwozl\/l:l

e para k > 1, temos que:

k
cp = E W; ~ Wg—;
i=0
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Logo, w ¢é, de fato, o elemento inverso de w em H*(B(§); Zs), isto &, {w = wo+wy +
wy + ... € H(B(§);Zs) : wo =1} é um grupo abeliano com a operagao produto. [

Agora, a igualdade W (§ & n) = W()W(n) pode ser reescrita como W(n) =
W(EW(E @ n), onde W(E) = 1+ wi(€) + Wa(é) + ... +W,a(€) +0+ 0+ ..., com

w; definido como na demonstracao do Lema anterior.

Nestas condigoes, podemos garantir o seguinte:
Corolario 6.1. Se £ ©n for um fibrado trivial, entdo W (n) = W (£).

Teorema 6.1. (Teorema da Dualidade de Whitney) Se M C R" ¢ uma k—varie-
dade C*, entao w;(1ar) = w;(var) para todo i > 0.

Demonstragao. Como visto no exemplo 5.7, temos que €}, = 7y D vy Entao, 7 Gviy
¢ um fibrado trivial, ou seja, W(ry) = W(vy), isto é, w;(1a) = w;(vy) para todo
1> 0. [

Agora, calcularemos as classes de Stiefel-Whitney de alguns casos especiais.

Quando M C R" for uma variedade C'*°, denotaremos w;(M) = w;(7)s) para todo
i>0eW(M)=W(rny.
Exemplo 6.1. W(S") =1
n+1

Como S™ C R™*! ¢ uma n—variedade C*, entao 7g» @ vgn = %', Deste modo,
w;(S™) = w;(vgn) para todo i > 0.

Mostremos que vg» é um fibrado trivial. Primeiramente, como dim(T,S")* =1 e
xr € S™ é um vetor normal de T,S™ para todo z € S", entdo x € (1,5")* para todo
r e S™

Deste modo, defina s : S™ — E(vgn) por s(x) = (z,x) para todo x € S™. Observe
que s esta bem definida, é continua e é uma se¢ao nao nula de vgn, desde que x # 0
para todo x € S™. Logo, segue do Teorema 4.2 que vg» ¢ um fibrado trivial.

Logo, wy(vsn) =1 e w;(vgn) = 0 para todo i > 1. Como wy(vgn) = 1 € Wy(vgn) =
k
Zwi(ygn) — Wg_i(vgn) = 0 para todo k > 1, entdo wo(S™) = 1 e w;(S™) = 0 para
i=1
todo ¢ > 1, isto é, W(S™) = 1.
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Exemplo 6.2. W(yl) =1+a, paran > 1, onde < a >= H'(RP™; Zy).

Considere a inclusao i : E(v{) < E(v}), que é uma aplicagao fibrada de { em v, e
a inclusao j : RP! — RP™ que a aplicacao correspondente da aplicacdo i nos espacos
bases.

Deste modo, 77 & j*v). Segue do Axioma 2 que wi(v]) = j5(wi(7})). Como 7, &
um R—fibrado, entao wy (7)) = 0 para todo k > 1.

Por outro lado, segue do Axioma 4 que wy(7{) = b # 0, onde < b >= H'(RP'; Z,),
ou seja, ji(wi(y))) = b # 0. Como j; ¢ linear e w(v,}) € H'(RP";Z;) =< a >, entdo
wi(y)) =a, isto &, W(yl) =1+ a.

Exemplo 6.3. Inicialmente, note que, por definigao, temos que 7} C 5{{5 Deste

modo, podemos considerar 4+ o complemento ortogonal de 7} em 5.

Entao, W(yt)=1+a+a®+ ... +a"

De fato, como 7, @ y* = ef}n, entdo 7, @ v+ é um fibrado trivial, ou seja,
W(yt) = W(4}). Sendo v+ um R"—fibrado, devemos calcular apenas w;(y*) para

1=1,...,n

Lembrando que W(~!) =1+ a, temos que:

k
Wy(7)) = Z wi (V) = Wi—i(7n)
= w1 (7)) — W1 (7)-

Mostremos, por inducdo sobre k > 0, que wi(7}l) = af. Com efeito, veja que
Wi(7,) = wi(y,) = Wo(y,) = wi(yy) — 1 = wi(y,) = a. Agora, supondo que

Wi(7y) = a*, obtemos que Wy11(7) = wi(7y) — We(7y) = a — a = a1,

Como wy(y!) = Wi (7)) = a* e o Axioma 1 nos garante que wy(y*) = 0 para todo
k> n, entdo W(y+)=14a+a*+ .. +a"

Lema 6.2. mppn = Hom(7}, ).

Demonstragao. Considere p : S™ — RP™ a projegao canoénica. Como p(z) = p(—z)
para todo x € S™, entdao os pontos (z,v), (—x,—v) € T'S™ possuem a mesma imagem
pela funcao dp : T'S™ — TRP™. De fato, como

p(=2 +t(=v)) = p(=2)

aple) = fiy
o plla ) — p()
t—0 t
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- da:p(v>7
entdao dp(—z, —v) = (p(=z),d-sp(—v)) = (p(2), dzp(v)) = dp(z,v).

Assim, dp induz um homeomorfismo dp : 5% — TRP™ dada por dp(z,v) = dp(z,v)
para todo (z,v) € 2% onde ~ ¢é a relagdo que identifica (z,v) com (—z, —v). Logo:

TRP" ={(z,v) : (x,v) € TS"}
={{(z,v),(—z,—v)} :<zx,z>=1le <z,0>=0}

Denotando por L, areta, passando pela origem de R"*!, cujo vetor diretor é z € S,
temos que cada elemento {(z,v),(—x,—v)} € TRP"™ determina e é determinado pela
transformagao linear l,, : L, — (L,)* definida por l,,(y) =< y,x > v para todo
Yy € Ly.

Como L, = Fg(v}) e (L,)* = Fe(y'), entao ., € Hom(Fe(v)), Fe(v1)). deste
modo, defina f : TRP" — E(Hom(~}, 1)) por f(z,0) = ., para todo (x,v) € TRP".
Note que f esta bem definida e o diagrama

TRP" ! E(Hom(~}:, 1))

M/

RP™

comuta, onde 7 é a projecio do fibrado Hom(~},7*). Deste modo, segue da Pro-
posi¢ao 5.2 que f é continua.

Ainda, f|pu(rapn) @ Fs(trpn) = Hom(Fg(7;), Fe(v+)) dada por f|p(rmpn(z,v) =
f(z,v) = l,, para todo (z,v) € Fz(trpr) = {T} X TzRP™ é um isomorfismo linear. De
fato:

® flr(rppn) € linear, uma vez que [, o é.

e desde que dim(Fg(trpn)) = n = dim(Hom(Fg(}), Fz(y1))), precisamos verificar
apenas que f|p (npn) ¢ injetora ou sobrejetora para mostrarmos que f|p(r,pn) €
um isomorfismo linear. Com efeito, veja que:

Ker(f|FE(T]RP")) = {(57 U) € FT(TRP”) : lw,v = O}
={(7,v) € Fg(tgpr) : <y,x >v=0, Vy € L,}

Mas, se < y,x > v = 0 para qualquer y € L., obtemos, em particular para y = x,
que 0 =< z,x >v =0, isto &, Ker(f|p(rpm)) = {(@,0) € Fz(trpr)} = 0.

Logo, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, Trpn = Hom(v:, v1).
O
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Com o Lema acima, podemos calcular a classe de Stiefel-Whitney total do espago
mais utilizado neste trabalho, o espaco projetivo RP™.

Teorema 6.2. Trpn D chpn = VL @ ... L. Assim, a classe de Stiefel-Whitney total
—_——

(n+1)—vezes

de RP" é WRP") = (1+a)""' =1+ ("Ma+ ("Ta*+ ...+ (" 1)a".
Demonstragdo. Inicialmente, note que s : RP" — E(Hom(v},~})) dada por s(T) =
lp(y1) para todo 7 € RP" é uma se¢ao nao nula do R—fibrado H om (v, L), ou seja,
segue do Teorema 4.2 que Hom(v},7}) = e pn.

Deste modo:

Trpn D 5I§P" = Hom(ﬁ)/}m ’YL) D HOm(f#m ’7’/:5/)

= Hom(vp, v ® )
n+1 )

1
= Hom(/%w €an

= Hom(vp, éppn @ .. © Egpn)

~
(n+1)—vezes

= HOTT}’(V}L?&]}QP”) EB EB HOTTL(’)/TI” gﬁ{P"Z

(n+1;vezes
= ﬁ D..D %1.
—_——
(n+1)—vezes
}:’or fim, W(RP™) = W(rgpr ® ehpn) = (1+a)" ™ =1+ ("Ta+ ("T)a® + ...+
(") am. O

n

Para facilitar o calculo da classe de Stiefel-Whitney total de RP™, a Tabela 6.1

mostra os coeficientes binomiais ("J;l) modulo 2 paran < 10e 0 <7 < n:

RP' |1 0

RP? 1 1 1

RP3 1 0 0 0

RP?4 1 1 0 0 1

RP® 1 0 1 0 1 0

RPS 1 1 1 1 1 1 1

RPF{1 0 O O O 0 0 0

RP8 1 1 0 0 0 0 0 0 1

RP? 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0

RPYO | 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
Wy wWp W2 W3 Wg W5 We Wy Wg W9 Wi

Tabela 6.1: Classes de Stiefel-Whitney de alguns espagos Projetivos

Para exemplificar o Teorema anterior junto com a Tabela 6.1, temos:



Classes de Stiefel-Whitney 58

W(RPYH =1

W(RP?) =1+a+ada?

W(RP3) =1

W(RPYH) =1+a+a*

W(RP?) =1+ a®+a.
Exemplo 6.4. Se n+ 1 = 2"m, para algum inteiro r > 1 e algum impar m > 1, entao
RP"™ nao admite 2" campo de vetores linearmentes independentes, ou seja, o fibrado
Trpr Nao admite 2" se¢oes linearmentes independentes.

Com efeito, suponha que existam 2" sec¢oes linearmentes independentes de Tgpn.
Entao, segue do Teorema 4.2 que existe um R2? —subfibrado trivial de Tgp». Entao,
Trpn = €3 pn D (e2pn)t, ou seja, W(RP™) = W((eZpn)t). Deste modo, segue do Axi-

oma 1 que w;(RP") =0 paratodoi >n—2"=2"m—-1-2"=2"(m—1) — 1.

Em particular, war(m-1)(RP") = 0. Mas, por outro lado temos:

w2r(m71)(RPn) ( n+1 )a2’”(m—1) :( 2"m ) 2" (m—1) :( 2"m ) 2" (m—1)

2r(m—1) 27 (m—1) 2T m—27

(Q;Zn)ar(m—l) — ma? (M= = g2 (m=1) £

desde que 1 < 27, pois com isso obtemos 2"(m — 1) =2"m — 2" < 2"m — 1 =n, ou
seja, < a? (m~Y >= g (m=1)(RP"; Z,). Logo, chegamos em um absurdo.

Portanto, RP™ nao admite 2" campo de vetores linearmente independentes, desde
que n + 1 = 2"m, para algum inteiro » > 1 e algum fmpar m > 1.

Nos préximos dois resultados, veremos quais condicoes sao necessérias para que os
espagos projetivos reais sejam paralelizéveis, conforme a Definigao 4.6.

Corolario 6.2. W(RP") = 1 se, e somente se, n + 1 € poténcia de 2. Assim, 0s
possiveis espagos projetivos paralelizdveis sao: RP', RP3, RP", RPY, ... .

Demonstracao. Inicialmente, suponha que n + 1 nao seja poténcia de 2, isto é, n+1 =
2"m, para algum inteiro » > 0 e m > 1 impar.

Deste modo:
W(RP") = (1+a)"" = (1+a)*™
=[1+ (zlr)a + (2;)@2 + ..+ (23:1)a2r_1 +a?m

= (1+a*)™
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=1+ma® + () (@®)*+ ..+ (") (@)™ + (a®)™ # 1,

desde que m > 1 é impar e 2" < n + 1, pois se 1 < m, entao 2" < 2"m = n + 1.
Logo, W(RP™) # 1, o que é um absurdo por hipotese.

Portanto, n + 1 deve ser uma poténcia de 2.

Reciprocamente, suponha que n + 1 seja uma poténcia de 2, isto é, n+ 1 = 2" para
algum inteiro r > 1. Entao:

WERPY) = 1+a)" = (1+a)? =1+a* =1+a"" = 1, pois a"™ €
H™ I (RP™; Zy) = 0. O

Teorema 6.3. (Teorema de Stiefel): Suponha que exista uma opera¢ao produto

bilinear p : R® x R® — R"™ sem divisores de zero. Entdo, o espaco projetivo RP"! ¢
paralelizavel, desde que n seja uma poténcia de 2.

Demonstracao. Seja {ei,...,e,} a base canénica de R™. Definindo f : R® — R" por
f(z) = p(x,e,) para todo z € R", temos que f é um isomorfismo linear, desde que p é
bilinear e sem divisores de zero.

Agora, para todo i = 1,...,n, defina v; : R — R"™ por v;(p(z,e,)) = p(x,e;) para
todo p(z,e,) € R™. Entao, v; é linear para todo i = 1,...,n. De fato, para quaisquer
p(z,e,),p(y,e,) € R" e a € R, temos:

vi(p(z, en) + ap(y, en)) = vi(p(z + oy, €n))

=p(z + ay, e;)

= p(z, &) + ap(y, &)

= vi(p(z, en)) + avi(p(y, en)),
para qualquer ¢ =1, ..., n.

Agora, note que {v;(z),...,v,(x)} é um conjunto linearmente independente para
todo = # 0 e v,(z) = = para todo x € R". De fato:

e como para qualquer z € R", 2 = p(y, e,) para um tnico y € R", entdo v,(z) =
Un(p(y, en)) = p(y, en) =2x.

e como {ey, ..., €, } € um conjunto linearmente independente e p nao possui divisores
de zero, entao {p(y, e1), ..., p(y, €,) } € um conjunto linearmente independente para
todo y # 0, ou seja, {v1(x),...,v,(x)} € um conjunto linearmente independente
para todo x # 0.

Assim, as transformagoes lineares vy, ..., v,,_1 podem ser identificadas a (n—1)—segoes
linearmente independentes do R"~!—fibrado Hom(~} _;,~v1).
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Com efeito, para cada T € RP" !, denote por L, a reta, passando pela origem de
R™, cujo vetor diretor é x € R" e defina, para cada i = 1,...,n — 1, s; : RP" ! —
E(Hom(~y}_,),7) dada por s;(T) = v;, onde U; : L, — (L,)* é a fungio que associa
a cada z € L, a projegao ortogonal de v;(z) em (L,)*. Note que s; esta bem defi-
nida, pois a projecdo ortogonal ¥; : L, — (L,)* é uma transformacao linear para todo
i=1,..n—1.

Ainda, m o s; = lgpn—1 para todo ¢ = 1,...,n — 1. Deste modo, sendo a identidade
Igpn1 : RP"™ 1 — RP"! continua, segue da Proposicao 5.2 que s; é continua para
todo i = 1,...,n — 1. Com isso, obtemos que sy, ..., $,_1 sao secoes de Hom(y: ,,v1).

Por fim, como {vi(2),...,v,-1(2)} é um conjunto linearmente independente para
todo z # 0, entdo {v1(2),...,U,-1(2)} € um conjunto linearmente independente para

n—1
todo z # 0, pois se {ay, ..., a,_1} é¢ uma base ortonormal de (L,)*, entdao v;(z2) = Z <

7j=1
v;(2),a; > a; para todo ¢ = 1,...,n — 1. Com isso, se oy, ...,a,—1 € R sdo tais que

n—1
Z a;T;(z) = 0, entao:
i=1

n—1
i=1
n—1 n—1
S0=) o <vi(2),a; > a;
=1 7=1
n—1 n—1
&0 = < a;vi(2),a; > a;
7=1 =1

i=1
< 0=q paratodoi=1,....n — 1.

Logo, segue do Teorema 4.2 que Hom(y. ;,7*) é um fibrado trivial. Mas, pelo

Lema 6.2, Tppn—1 = Hom(y}_|,7F), isto é, Tgpn—1 € um fibrado trivial.

Portanto, RP""! é paralelizavel e pelo Corolério anterior, n deve ser uma poténcia
de 2. 0

Assim, nos casos n = 2,4, 8 temos, respectivamente, que RP!, RP? e RP7 sao pa-
ralelizaveis, desde que nestes casos existem, respectivamente, os produtos de nimeros
complexos, de quaternions e de Cayley.

Para os proximos trés exemplos, precisaremos da seguinte:

Definicao 6.3. Dizemos que uma n—variedade M C*° admite uma campo de k—planos
tangentes se o fibrado Ty; admite um R¥—subfibrado.



Classes de Stiefel-Whitney 61

Exemplo 6.5. Se RP" admite um campo de 1—planos tangentes, entao n é impar.

De fato, suponha n par e que RP™ admita um campo de 1—planos tangentes, isto
é, o fibrado Trpn admite um R—subfibrado, digamos 1. Entdo, mrp» =1 @ nt.

k
Lembrando que wy(RP™) = Z w;(n) — wi_i(n), entdo, em particular, temos:
=0

= wo(n) — wi(nt) +wi(n) — wo(nt)

= w;(nt) + w1 (n), ou seja, obtemos os seguintes casos:
wi(t) =0ewi(n) =a
wi(nt) = aewi(n) =0
Suponha o caso em que wy(nt) = a e wi(n) = 0. Entdao, W(n) = 1, pois n é um

R—fibrado e w;(n) = 0. Ainda, W (RP") = W (nt).

Assim, w,(n*) = 0, pois n* é um R '—fibrado, o que ¢ um absurdo, desde que
w,(RP") = (")a" = (n + 1)a"™ = a™ # 0, uma vez que n é par.

Agora, suponha o caso em que w;(nt) = 0 e wi(n) = a. Entdao, W(n) = 1+ a, pois
n é um R—fibrado. Ainda, (1 + a)"*! = W(RP") = W(n)W (nt) = (1 +a)W(nt), ou
seja, W(n') = (1+a)".

Deste modo, w,_1(n*) = n’il)a"*1 = na™! = 0, desde que n é par. Por outro lado,
W, (RP™) = wi(n) — wy—1(n*) = 0, o que é um absurdo, pois w,(RP") = ("M)a" =

(n+1)a™ =a™ #0.

Portanto, n deve ser impar.

Exemplo 6.6. RP* nao admite um campo de 2—planos tangentes.

Suponha que RP* possua um campo de 2—planos tangentes, isto é, o fibrado Tps
admite um R2—subfibrado, digamos 7. Entdo, gps = n O n .

Lembremos que W (RP?*) = 1+a+a*. Por outro lado, como wy(RP*) = Z w;(n) —

wy_s(nT), temos:

a = wi(RPY) = wo(n) — wi(n®) + wi(n) — wo(n™) = wi(n®) + wi(n), ou seja,
obtemos os seguintes casos:

{ wi(n™) =0ewi(n) =a
wi(n) =aewi(n) =0

Suponha o caso em que wi(nt) = a e wi(n) = 0. O outro caso seguira de modo
analogo. Entao:
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o 0 =wy(RPY)
= wo(n) — wa () +wi(n) — wi (™) + wa(n) — wo(n™)

= wy () + wy(n), isto &, wy(n') = wa(n)
o 0 =w3(RPY)

= wi(n) — wa () +wa(n) — wi (™)

= wy(n) — wi(n*)

= wQ(T/) ~ a, isto éa w2(77> =0= wQ(T/L)

o wy(RPY) = wy(n) — wa(n*) =0, 0 que é um absurdo, pois wy(RP?) = a* # 0.

Portanto, RP* nao possui um campo de 2—planos tangentes.

Exemplo 6.7. RP% nao admite um campo de 2—planos tangentes.

Suponha que RP® possua um campo de 2—planos tangentes, isto é, o fibrado 7gps
admite um R2—subfibrado, digamos 7. Entdo, gps = n & nt.

Lembremos que W(RP%) = 1+ a + a? + a® + a* + a® + a®. Por outro lado, como
wy(RPY) = iwi(n) — wy_i(n), temos:
i=0
a = w;(RP°)
= wo(n) — wi(n") +wi(n) — we(n*)

= w(nt) +wy(n), ou seja, obtemos os seguintes casos:
wi(nt) =0ewi(n) =a
wi(nt) =aewi(n) =0

Suponha o caso em que w;(n*) = a e wi(n) = 0. Entéo:
a? = wy(RPY)

= wo(n) — wa (™) +wi (1) — wi (") +wa(n) — wo(y™)

= wy(nt) + wa(n), isto ¢, também temos os seguintes casos:
wa () =0 e wy(n) = a’
wa(n*) = a® e wy(n) =0

Agora, suponha o caso em que wy(nt) = a? e wy(n) = 0. O outro caso seguird de
modo analogo. Entao:
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[ ] CL3 = wg(RP6)

= wo(1) — ws(n™) +wi(n) — wa(n*) +ws(n) — wi (")

= wo(n) — ws(n"), ou seja, ws(n+) = @’

[} CL4 = ’UJ4(RP6)

= wo(n) — wa(n*) +wi(n) — ws(n*) +wa(n) — wa(n')

= wo(n) — wa(n™), ou seja, wa(n*) = a'
o w5(RPY) )
P6

= wi(n L)
ws(RP%) =a® #0

— wy(nt) + wa(n) — wz(nt) =0, o que é um absurdo, pois

Para o caso em que w;(n*) = 0 e wi(n) = a, o resultado segue de modo analogo,
isto é, encontraremos mais dois casos para wo(nt) e wo(n), porém o absurdo ocorrera
quando chegarmos que wg(RP%) = 0, diferente do caso anterior em que o absurdo foi

UJ5(RP6) = 0.

Portanto, RP% nao possui um campo de 2—planos tangentes.
6.2 Imersoes

Como aplicacao do Teorema 6.2, veremos quais espacos projetivos podem ser imer-
sos em um espaco Euclidiano de dimensao dada. Para isto, precisamos da seguinte:

Definicao 6.4. Uma func¢ao f : M — N entre duas variedades C*° € dita uma imersao
se feC™® edyf : T,M — Ty N € injetora para todo v € M. Neste caso, dizemos
que M pode ser imersa em N.

Deste modo, podemos reenunciar o Teorema da Dualidade de Whitney como: "Se
M ¢é uma k—variedade C*° que pode ser imersa em R*™ entao W (vy) = W(M)".
Com isso, obtemos que w;(M) = 0 para todo i > m.

Equivalentemente, para mostrar que uma k—variedade C'*° M nao pode ser imersa
em R*™™ basta mostrar que w;(M) # 0 para algum i > m.

Agora, suponha f : M — N uma imersao. Entao, para todo x € M, temos que
Tty N = d, f(T,M) & (d, f(T,M))*. Correspondentemente, temos o seguinte:

Proposicao 6.6. Para qualquer imersao f : M — N, o fibrado induzido f*Tn se
escreve como soma de Whitney entre um subfibrado isomorfo a 1)y e seu complemento
ortogonal vy, isto €, f*Tny = Ty © vy,

Demonstragao. Como f : M — N ¢é uma imersao, entao d,f : T,.M — Ty, N é
injetora para todo x € M. Assim, podemos ver F,(1y) = {x} x T, M isomorfo

ao subespago vetorial {x} x {f(x)} x d, f(ToM) de F,(f*Tn) = {2} X Fpu)(tn) =
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{a} x {f(x)} x Ty N, ou seja, podemos ver 7y, isomorfo ao subfibrado & de f*7y,
onde E(§) = {(z, (f(x),v)) € MXTN : ved,f(T,M)}, B(§) = M eme = Tpery|pee) :
B(€) — M.

Denotando vy o complemento ortogonal de { em f*7y, temos que f*7n = D vy =
™ D vy, O]

Exemplo 6.8. Considerando o espaco projetivo RP?, temos que W(RP?) = 1 +
k

a’ + a®. Lembrando que wi(RP?) = Zwi(Rpg) — wWy_;(RPY), entdo wi(RP?) =
i=1
w (RP?) — wy(RP?) ,
’(UQ(RPQ) ~ @k,Q(RPQ) 2
wQ(RPQ) ~— @k_z(Rpg) + wg(RPQ) ~ wk_g(RPE))

Assim, temos que:

?vl/\pr
v = ||

1
<7.
8

T(RPY) =0 —1=0

Wo(RPY) =a* —1=a?

T3(RPY) = a® — 0 =0

wy(RP?) = a® — a® = a*

W5(RP?) = a® — 0 =0

we(RP?) = a® — a* = a®

W (RP%) = a® — 0 =0

wg(RP?)=a*> —a®+a® —1=a®+a®=0

We(RPY) =a?> = 0+a®>—0=0+0=0

Por outro lado, para k > 9, temos w,(RP?) = wy(RP?) — wy_o(RP?)+ws(RP?) —
Wr_g(RP?) = 0, pois wy(RP?) — wy,_o(RP?), wg(RP?) — wy,_g(RP?) € H*(RP%Zy) =
0, uma vez que k > 9.

Portanto, W (RP?) = 1+ a® + a* + a%, ou seja, se RP? pode ser imerso em R%*™,
entao m > 6.

Exemplo 6.9. Se M ¢ uma n—variedade C* que pode ser imersa em R"*! entao
w;(M) = wi(M) para todoi=1,....,n

De fato, como vy ¢ um R—fibrado, segue do Teorema da Dualidade de Whitney
que w;(M) = 0 para todo i > 1. Entao, W(M) =1+ w,; (M) =1+ w;(M).

Assim, provemos por indugdo sobre i > 0 que w;(M) = wj(M). Lembrando que
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we(M) = Z wi(M) — Wy_;(M), temos:
0= Wo(M) = wi (M) — @y (M) + wy(M) — Wo(M) = w(M) + wy(M)

ou seja, wy(M) = w2(M). Agora, suponha que wy(M) = w¥(M). Entao:

k+1

0= Tiia (M) = 3w (M) = Tir (M)
(M) — (M) + (M) — o)
— (M) = wi(M) + wrsa (M)

— (M) = wi(M) + wrga (M)

— M) + whga (M)

isto &, wyy1 (M) = wi(M).

Como 73y 6 um R™—fibrado, entao w;(M) = 0 para todo ¢ > n e portanto, w;(M) =
wi (M) para todo i = 1,...,n.

Exemplo 6.10. Se RP" pode ser imerso em R"™!, entdon = 2" —1oun = 2" — 2,
para algum r > 1.

De fato, veja inicialmente que do Exemplo anterior segue w;(RP") = wi(RP"
para todo i = 1,...,n. Também, lembremos que w;(RP") = ("T!)a’ = e wi(RP")

1 1 - '
(nf)av(nT)a=@fwf=m+umﬂ

Como n + 1 deve ser um niimero par ou um nimero impar, entao n + 1 = 2"m ou
n + 2 = 2"m, para algum inteiro r > 1 e algum impar m > 1. Agora, analisemos os
seguintes casos:

e Supondo n + 1 =2"m, com m > 1 impar, note que:

wor(RP™) = (1) a® = (37)a* = ma® = a* # 0, uma vez que 2" < 2'm =

n+ 1, ou seja, < a®> >= H* (RP";Z,). Ainda:
wl (RP") = (n+ 1) a® =0, desde que n + 1 ¢ par.

Assim, wor (RP™) # w? (RP"), o que é um absurdo pelo Exemplo anterior. Logo,
m=1,istoé, n+1=2".

e Supondo n + 2 = 2"m, com m > 1 fmpar, note que:
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wor (RP™Y) = (7;2)(1? = (Tm)ay = ma* = a* # 0, uma vez que 2" < n,

27"
pois 2" < 2"m =n+2e 2" #n+ 1 (jA que n+ 1 é fmpar), ou seja, < a® >=

H? (RP™Y, 7). Ainda:
w? (RP™) = (n +2)% a® =0, desde que n + 2 & par.

Assim, wqr (RP™1) # w? (RP™1), 0 que é um absurdo pelo Exemplo anterior.
Logo, m =1, isto é, n + 2 = 2".
Portanto, n = 2" — 1 ou n = 2" — 2 para algum inteiro r» > 1.
Teorema 6.4. Se RP? |, r > 1, pode ser imerso em R*+™  entdo m > 2" — 1.
Demonstragao. Lembrando que W(]RPT) (1+a)* 1 = (14+a)? (1+a) = (1+a* ) (1+
a) =1+ a+a*¥ e que w,(RP?) sz (RP?") — w;_;(RP?"), entdo w(RP?) =
wy (RP?") — Wy 1(]RP) , 1<k<2r—1

{ w1 (RP?") — W1 (RP?) + wyr (RP?") — Wy_or (RP?) , k>2"
Deste modo, temos que:

W (RP)=a—1=a

Wa(RP? ) =a — a=a?

w3(RP?) =a — a®> =a?

Por recorréncia, obtemos Wy (RP?") = a — a* ! = ¢ ~1. Ainda:

Wy (RP*)=a—a* ' +a* —1=a* +a* =0.

Por outro lado, para k > 27, temos w(RP*) = w(RP?) — w,_(RP?) +
wor (RP?) — wWy,_or (RP?") = 0, uma vez que w;(RP?) — wy,_1(RP?"), wor (RP?") —

Wi_or (RP?") € HY(RP?;Zy) = 0, desde que k > 2".

Portanto, W(RP?) = 14+ a+a® + ... +a®> ', ou seja, se RP?" pode ser imerso em
R?+™ entao m > 2" — 1. O

6.3 Numeros de Stiefel-Whitney

Nosso objetivo agora é o de comparar duas variedades diferentes utilizando a ferra-
menta béasica deste trabalho, as classes de Stiefel-Whitney. Para isto, vamos introduzir
os chamados ntumeros de Stiefel-Whitney.

Seja M uma n—variedade C* fechada !. Entao, existe uma tinica classe fundamen-
tal 2 de homologia [M| € H,(M;Zsy) = Z,. Assim, para qualquer classe de cohomologia

'Uma variedade fechada é uma variedade compacta e sem bordo.
2Para mais detalhes sobre a classe fundamental de homologia, ver (|8], pAgina 273, Teorema A.8).
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v € H"(M;Zs), o indice de Kronecker < v, [M]| >€ Z, ¢ definido da seguinte forma:
como H"(M;Zsy) = Homg,(H,(M;Zs),Zs), entao < v, [M]| >= v[M] € Zs.

Agora, considere rq,...,7, > 0 inteiros tais que r; + 2r, + ... + nr, = n. Entao,
para qualquer R"—fibrado £, podemos formar o monémio wi*(§) — ... — w(§) €
H™(B(§); Z2).

Definicao 6.5. Dada M uma n—wvariedade C* fechada, o inteiro modulo dois <
wit(M) — ... — wr(M),[M] >= w*(M) — ... — w»(M)[M] serd chamado de

nimero de Stiefel-Whitney de M associado ao mondmio wi' — ... — w".

Deste modo, diremos que duas n—variedades C*° fechadas M e M’ tem o mesmo
namero de Stiefel-Whitney se wi*(M) — ... — wir(M)[M] = w*(M') — ... —
wrr(M")[M'] para todo monoémio wi' — ... — w!™.

No préximo exemplo, examinaremos alguns ntimeros de Stiefel-Whitney dos espagos
projetivos RP".

Exemplo 6.11. Faremos o célculo dos ntimeros de Stiefel-Whitney de RP™ em quatro
casos:

e n par

Como wi (RP") = (") a = (n+1)a=a# 0ew,(RP") = (""a" = (n+1)a" =

n

a" # 0, entdo a"[RP"] # 0 é o namero de Stiefel-Whitney de RP™ que pode ser
associado aos monomios wf — w9 — .. — wd e w? — .. — Wl — w},

respectivamente.

e n é poténcia de 2

Como W(RP") =(1+a)""' =(1+a)"(1+a)=1+a")(1+a)=1+a+a",
entao o unico numero de Stiefel-Whitney nao nulo de RP"™ esta associado aos
mondmios wf — wy — ... — w’ e w) — ... — w? , — wl. De fato, pois dados
quaisquer outros inteiros 11, ...,1, > 0 tais que r; + 2r9 + ... + nr, = n, entao

existira algum ig € {2,...,n — 1} tal que r;, # 0.
Mas como w;(RP™) = 0 para todo i = 2,....,n — 1, entdo wi'(RP") — ... —

2w (RPYRP) = 0.

e n impar da forma 2k — 1, k> 1
Note que W(RP") = (1+a)""' = (1+a)* = 1+ (*Na+ () a2+ ...+ (,0F ) a®!
e (2]’“) = 0 (mod 2) para todo j impar. Deste modo, todos os niameros de Stiefel-

Whitney de RP" sao zero, uma vez que todo monémio wi' — ... — w;* deve
conter ao menos uma classe w; com j impar, desde que n seja fmpar.

e 1 nao é poténcia de 2

Para os demais casos, quando n é par e nao é poténcia de 2, os nameros de
Stiefel-Whitney de RP™ podem ser computados como produto de coeficientes
binomiais.
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A fim de podermos agrupar variedades fechadas de mesma dimensao em classes de
cobordismo, que serao definidas mais adiante, precisaremos de dois Teoremas muito
importantes, conhecidos como Teorema de Pontrjagin e Teorema de Thom, sendo um
a reciproca do outro. Faremos apenas a prova do Teorema de Pontrjagin.

Teorema 6.5. (Teorema de Pontrjagin) Se W é uma (n+ 1)—wvariedade C*> com-
pacta tendo como bordo uma n—wvariedade M C* fechada, entao todos os nimeros de
Stiefel-Whitney de M sdo zero.

Demonstragao. Considere [W, M| € H,4+1(W, M;Z,) a classe fundamental de homo-

logia do par (W, M) e os homomorfismos 0,41 : Hy41(W, M;Zs) — H,(M;Zs) onde

Oni1[W, M| = [M]ed™ : H*(M;Zy) — H" (W, M; Zs) onde, para cadav € H"(M;Z,),
0"(v) : Hyr (W, M Zy) — Zsy & definida por §™(v)[W, M| = v(0p1[W, M]) = v[M].

Escolhendo uma métrica Euclidiana em 7,;, existe um tnico campo de vetores
normais ao longo de M, gerando um fibrado trivial €};, pois como W é uma (n +
1)—variedade C*° compacta tendo como bordo uma n—variedade C* M fechada, segue
que existe U C R™! um aberto contendo M tal que U ~ M x]—1, 1[~ M xR, conforme
podemos observar na figura abaixo.

Figura 6.1: Variedade compacta com bordo

Entao, considerando a inclusao i : M — W, segue da Proposigao 6.6 que i*ry =
T Bv; = Ty Pel;. Assim, W(itry) = W(M), isto &, wp(M) = wy(i*rw) = i} (w,(W)),
para todo k > 0.

Agora, considere 71, ...,7, > 0 inteiros quaisquer tais que r; + 2ry + ... + nr, = n.
Entao:

W (M) — ool (M)[M] = %, (W] (W) — oo — i, (e (W) [M]
— (W] (W) — . — w (W))[M]

— W (W) — e (W) (ien[M])

— W (W) = e o W (W) (i (Ba [ W, M]))

Da exatidao da sequéncia de homologia do par (W, M)

8711 i*n
oo Hy 1 (W, M; Zy) = H,,(M; Zs) Hy(W;Zy) - -

segue que i, 0 Opt1 = 0. Logo, wi' (M) — ... — wl™(M)[M] = 0, ou seja, todos os
numeros de Stiefel-Whitney de M sao zero. n



Niuimeros de Stiefel-Whitney 69

Teorema 6.6. (Teorema de Thom) Se todos os nimeros de Stiefel-Whitney de
uma n—uvariedade C* M sao zero, entao M pode ser realizada como bordo de alguma
(n + 1)—wvariedade C* compacta.

A demonstra¢ao do Teorema de Thom pode ser encontrada em ([13], p. 18-23).

Exemplo 6.12. Conforme o exemplo 6.11, segue dos Teoremas de Pontrjagin e de
Thom que RP?"~! ¢ bordo de alguma 2n—variedade C* e RP?*" nao é bordo de ne-

nhuma (2n + 1)—variedade C°.

Definicao 6.6. Duas n—uvariedades My e My C™ fechadas pertencem a mesma classe
de cobordismo se sua unido disjunta M{UMy € bordo de uma (n + 1)—variedade C™
compacta.

Corolario 6.3. Duas n—uvariedades C*° fechadas pertencem a mesma classe de cobor-
dismo se, e somente se, todos os seus correpondentes nimeros de Stiefel-Whitney sao
1GUaLS.

Demonstragao. Sejam My e My duas n—variedades C*° fechadas.

Suponha M; e M, pertencentes a mesma classe de cobordismo, ou seja, M;UM,
é bordo de alguma (n + 1)—variedade C'* compacta. Entao, segue do Teorema de
Pontrjagin que todos os ntimeros de Stiefel-Whitney de M;UM, sio zero. Assim, para
quaisquer inteiros 71, ...,7, > 0 tais que 1 + 2ry + ... + nr, = n, temos que:

w{l (M1UM2) — w;"(MlLJMQ)[MlUMQ] =0
=4 w? (Ml) — U)Z"<M1)[M1] -+ w’{l(MQ) — w:L”(MQ)[MQ] =0

& wit(My) — .= wir(My)[My] = wit(Ms) — ... — wi"(Ms)[Ms], desde que
M,UM, seja uma uniao disjunta.

Logo, todos os correspondentes numeros de Stiefel-Whitney de M; e M, sao iguais.

Reciprocamente, suponha que todos os correspondentes niimeros de Stiefel-Whitney
de M; e M, sejam iguais. Assim, utilizando as equivaléncias acima, obtemos que
wit(MUMs) — ... — win(MUM,y)[M;UM,] = 0 para quaisquer inteiros rq, ...,r, > 0
tais que r1 +2ry + ...+ nr,, = n, isto é, todos os numeros de Stiefel-Whitney de M;UM,
Sao0 Zero.

Assim, segue do Teorema de Thom que M;UM, pode ser realizada como bordo de
uma (n + 1)—variedade C*° compacta, ou seja, M; e My pertencem a mesma classe de
cobordismo. O]

Exemplo 6.13. Para qualquer n par, S e RP" nao pertencem a mesma classe de
cobordismo.

De fato, como o Exemplo 6.1 nos diz que w;(S™) = 0 para qualquer i > 0, entao
todos os ntimeros de Stiefel-Whitney de S™ sao zero. Por outro lado, encontramos no
Exemplo 6.11 ntumeros de Stiefel-Whitney nao nulos de RP™, no caso de n par.
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Logo, segue do Corolério anterior que S™ e RP™ nao pertencem a mesma classe de
cobordismo, quando n é par.



7 Existéncia das Classes de
Stiefel-Whitney

Neste capitulo, construiremos as classes de Stiefel-Whitney com o auxilio do Isomor-
fismo de Thom e dos quadrados de Steenrod, provando assim a existéncia das classes
de Stiefel-Whitney. Mas antes, precisaremos fixar algumas notagoes.

Em todo esse capitulo, para £ um R"—fibrado, denotaremos, por comodidade,
E(§) = FE, B(§) = B e F,(§) = F, para qualquer b € B. Ainda, considere s : B — E a
secao nula de &, isto é, s(b) = 0, € F para todo b € B, onde 0, € F' denota o elemento
neutro da fibra F', para cada b € B. Deste modo, se denotarmos Fy = E — Im(s) e
Fy=F —{0,}, para todo b € B, entao Fy = Ey N F, para todo b € B.

Agora, como F 2 R" e Fy 2 R" — {0} ~ S}, entdo utilizando a sequéncia exata
longa de cohomologia do par (R™,R" — {0}), obtemos que

ZQ ,i:n

Hi(F,FO;ZgzH@'(R”,R"—{o};ZZ):{ 0 i£n

Por outro lado, temos o:

H"™(B;Zy) ,i>n

Teorema 7.1. H'(E, Ey; Zy) = { 0 ien

Uma prova intuitiva do Teorema 7.1 pode ser dada do seguinte modo:

"Inicialmente, veja que D™ ~ R" e S"~! ~ R" — {0}. Assim, se considerarmos &
um R"—fibrado Euclidiano, entao

E'={x€eFE : ||lz||<1}~F
E'"={xz € FE : |jz|| =1} =~ Ey
Assim, H(E, Ey;Zy) = H'(E', E";Z,), para todo i > 0. Agora, suponha que B

é¢ um C'W —complexo, onde B = U C* e C* sdo células k—dimensionais tais que o
k>0

71
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fibrado restri¢ao &|cx = €7, para todo k > 0.

Entdo, E' D m, (C*) ~ C* x R" = C**". Portanto, ' = E" U (U CcHm.
k>0
Logo, H/(E', E"; Zy) = 0 para todo i < n e H""*(E',E";Z,) = H*(B;Z,) para
todo k£ > 0."

Rigorosamente, e mais explicitadamente, o Teorema 7.1 pode ser encontrado em
([8], p- 105-114).

O Teorema 7.1 pode ser reenunciado do seguinte modo:

Teorema 7.2. Se & é um R"— fibrado com espago total E, entdao o grupo H'(E, Ey; Zs)
€ zero parai < mn e o grupo H"(E, Ey; Zs) contém uma inica classe u tal que, para cada
fibra F de &, a restricao u|(rr,) € a tnica classe que gera H"(F, Fy; Zo) = Zy tal que
sei: (F, Fy) = (E, Ey) € a inclusdo, entao iy, (u) = u|(pr). Além disso, o produto cup
relativo — u : H*(E;Zs) — H*™"(E, Ey; Zy) define, para todo k > 0, um isomorfismo
dado por (— u)(x) = x — u, para todo v € H*(E;Zs).

Definigao 7.1. A classe u € H"(E, Ey; Zs) € chamada classe fundamental de coho-
mologia do par (E, Ep).

Observacao 7.1. Note que B ~ E. De fato, se s : B — FE é a secao nula de &, entao
me 0o s = 1. Por outro lado, s o m > 1p, onde a homotopia H : E x [0,1] = E é dada
por H(x,t) = tx, para todo (x,t) € E x [0,1]. Logo, (m¢); : H*(B;Zsy) — H*(E;Zs) ¢
um isomorfismo para todo k& > 0.

Definigao 7.2. O isomorfismo de Thom ¢, : H*(B;Zy) — H*™"(E, Ey; Zs) associado
ao fibrado & € definido, para todo k > 0, pela composicao dos isomorfismos

(me)},

Hk(B;Zg)
Note que ¢o(1) = (— w) o (re)i(1) = (— w)(1) = 1 — u =u.

Hk(E,ZQ) —u HkJrn(E, E(),ZQ)

Para o entendimento dos Lemas 7.1 e 7.2, serao necessarias as seguintes conside-
racoes: sejam & e ¢ R™—fibrados com espacos totais £ e E’, espacos bases B e B/,
projecoes m e 7' e fibras F' e F’, respectivamente; sejam f : £ — E’ uma aplicacao
fibrada de € em ¢, f : B — B’ a aplicacdo correspondente de f nos espacos bases
eg: (E Ey) — (F, E])) ainduzida de f a nivel de pares; sejam u € H"(E, Ey; Zs)
e u € H"(E' E|;Zy) as classes fundamentais de cohomologia dos pares (E, Ep) e
(E', Ey), respectivamente. Entao:

Lema 7.1. g% (u') = u.

Demonstracao. Sendo i : (F, Fy) — (E, FEy) e ¢ : (F',F}) — (E', E}) as inclusdes,
temos que iy, (u) = u|(r ) e i, (u') = | g. Ainda, defina f : (F, Fy) — (F', Fy) de
modo que i o f = goi . Entao, o diagrama



73

comuta.

Como f aplica cada fibra F' de { isomorficamente em alguma fibra F’ de ', en-
tao f ¢ um homeomorfismo. Assim, f; é um isomorfismo, isto &, fy (u'|(r 1)) = ul(F,ry)-

Logo, i* o g(u/) = f*oi*(u') = ﬁ’{(u’](FljFé)) = u|(p,m)- Deste modo, i) (gy(u')) =
u|(F,F0)‘
Por outro lado, u ¢ a tnica classe tal que i} (u) = u|(p g, entao g;(u') = u. O

Lema 7.2. O isomorfismo de Thom € natural com relagao a aplicacoes fibradas, isto
é, o diagrama

H(B'; Zy) —— 2 H*"(E', E); Z,)
7i Jitn
H'(B; Z,) H7M(E, By L)

7

comuta, onde ¢; e ¢, sao os isomorfismos de Thom associados aos fibrados & e &,
respectivamente, para todo v > 0.

Demonstragao. Para qualquer »’ € H'(B';Z,) temos:

gio Ji(z') = mr(fi(a") — u

I
=
(@]
3
=
&\
(
S



Quadrado de Steenrod 74

Portanto, ¢; o f; = g, © ¢’ u
7.1 Quadrado de Steenrod

Agora, vamos introduzir quatro propriedades basicas que caracterizam as operagoes
do quadrado de Steenrod ! e, posteriormente, veremos algumas propriedades envol-
vendo estas operagoes.

Propriedade 7.1. Para cada par de espagos topologicos (X,Y) com Y C X e para
cada inteiros i,n > 0, existe um homomorfismo aditivo que denotaremos por Sq’ :

H™(X,Y: Zy) — H"™ (X, Y Z).

Propriedade 7.2. Se f : (X,Y) — (X', Y’) é uma aplicagdo de pares, entao o dia-
grama

Sq

H™"(X'Y'; Zs) H"W( X" Y, Zs)

Ia i

H"(X,Y;Z5) e H"W(X,Y; Zs)
comuta, isto &, f,, 0S¢ = Sq' o fr.
Propriedade 7.3. Se a € H"(X,Y;Zy), entao:
e 5¢°a) = qa;
e 5¢"(a) = a —a;
e Sq'(a) =0, quando i > n.
Propriedade 7.4. Se a € H"(X,Y;Zy) e b € H™(X,Y;Z,), entdo S¢¥(a — b) =

> 5d(a) — S¢" ().

Ainda, se a € H"(X,Y;Zs), b € H™"( X', Y':Zs) ep1 : (X x X'V x X') = (X,Y),
po (X X X' X xY') — (X', Y’) sdo as projegoes canodnicas, segue da Propriedade 7.4
que:

S¢"(a x b) = Sq*((p1);(a) — (p2);, (b))

k

=" 5 (p)3(a) — S ((p2);n (1))

=0

!Para mais detalhes sobre o quadrado de Steenrod, ver ([12], p. 1-15).
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=D (0)7i(54'(@) = (p2)i0mi(S¢" (D))

=0

=~ I

(Sq'(a) x 1) — (1 x Sq"~(b))

I
™

=0

|

(Sq'(a) — 1) x (1 — S¢"*(b))

[
Ng

=0

— 3" 5¢(a) x Sq" i (b)

1=0

Nl

Agora, podemos introduzir a operagao quadrado total, dada por:

Sq(a) = a+ Sq¢*(a) + S¢*(a) + ... + Sq¢"(a), Ya € H'(X,Y; Zy)

Com isso, podemos obter que Sq(a x b) = Sq(a) x Sq(b). De fato, para quaisquer
a€ H'(X,Y;Zy) ebe H"(X'")Y'; Zs), temos:

Sq(a)x Sq(b) = (a+Sq' (a)+Sq2(a)+...+ Sq"(a)) x (b+Sq" (b)+ Sg*(b)+...+ Sq™ (b))
= (S¢°(a) +Sq* (@) + Sq*(a) + ...+ Sq™(a)) x (Sq°(b) + Sq(b) + S (b) + ...+ S (b))
= (Sq°(a) x Sq°(b) + Sq°(a) x Sq'(b) + S¢®(a) x Sq*(b) + ... + Sq°(a) x Sq™ (b))
+(Sq'(a) x Sg°(b) + Sq'(a) x Sq'(b) + Sq'(a) x Sg*(b) + ... + Sq'(a) x Sq™ (b))
+(Sq2(a) x Sg°(b) + Sq*(a) x Sq'(b) + Sq*(a) x Sg*(b) + ... + Sq*(a) x Sq™ (b))
+...

+(Sq"(a) x Sq°(b) + Sq"(a) x Sq'(b) + Sq"(a) x Sg*(b) + ... + Sg"(a) x Sq™ (b))

= (8¢°(a) x S¢°(b) + (S4"(a) x S¢'(b) + Sql(a) x Sq°(b)) + (Sq°(a) x Sq*(b) +
Sq'(a) x Sq*(b) + Sq*(a) x S¢°(b —i—ZSq ) x S¢"TH(b) + .. —i-?inSq ) %S¢ (b)

= 5¢"(a x b) + Sq'(a x b) + S¢? (a>< b) + Sq¢? (axb)+...—|—5q”+m(ax b)

= Sq(a x b)

Analogamente, obtemos que Sq(a — b) = Sq(a) — Sq(b).

Com o auxilio destas propriedades sobre o quadrado de Steentod e do Isomorfismo

de Thom, podemos definir as classes de Stiefel-Whitney de um R"—fibrado £ do seguinte
modo: se E é o espago total de &, u € H"(FE, Ey;Zs) € a classe fundamental de
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cohomologia do par (E, Ey) e ¢; : H(B; Zy) — H"""(E, Ey; Zy) sao os ismorfismos de
Thom associados ao fibrado &, para qualquer ¢ > 0, entao:

Definicao 7.3. Seja & um R"—fibrado. Entao, as classes de Stiefel-Whitney de & sao
definidas por wi(€) = ¢; " 0 Sq'(u), para qualquer i > 0, onde ¢o(1) = u.

Nestas condigoes, podemos escrever a classe de Stiefel-Whitney total de & como:

W(&) = ¢ (Sq(u))
= ¢ (S (u) + Sqt(u) + S¢*(u) + ... + Sq™(u))
=@y 05¢°(u) + ¢ 0 Sqt(u) + ¢t 0 S (u) + ... + ¢, 0 Sq" (u)

= wo(&) + wn(€) + wa(€) + oo+ wn(€)

Deste modo, estamos preparados para mostrar que as classes de Stiefel-Whitney,
assim definidas, satizfazem os Axiomas 1,2,3 e 4 enunciados no Capitulo 6.

7.2 Verificacao do Axioma 1

Verifiquemos que: "A cada R"—fibrado vetorial £, existe uma sequéncia de classes
de cohomologia singular w;(§) € H'(B(£);Zs), i = 0,1,..., chamadas de classes de
Stiefel-Whitney de £, que satisfazem:

i) wo(§) =1 € H(B(E); Zy);

i) w;(¢) =0, parai > n."

De fato, sejam & um R"—fibrado com espacos total e base E e B, respectiva-
mente, v € H"(FE, Fy;Zs) a classe fundamental de cohomologia do par (E, Ej) e
¢i : H(B;Zy) — H"™(E, Ey; Zs) os isomorfismos de Thom associados a este fibrado,
para qualquer ¢ > 0. Entdo, por definigao, w;(¢) € H*(B;Z,), para qualquer i > 0.
Ainda:

i) wo(§) = ¢y 0 9¢°(u) = ¢y (u) = 1;
ii) parai > n, w;i(€) = ¢; ' o Sq'(u) = ¢;1(0) = 0.

7.3 Verificacao do Axioma 2

Verifiquemos que: "Se § e 1 sao fibrados vetoriais tais que § = F'n, para alguma
aplicacao fibrada f : E(€) — E(n), entdo w;(£) = f, (w;(n)), para qualquer i > 0."

De fato, sejam & e n R"—fibrados com espacos totais F' e E’ e espacos bases B e B’,
respectivamente. Considere também u € H"(E, Ey; Zs) e v € H"(E', E|;Zs) as clas-
ses fundamentais de cohomologia dos pares (E, Ey) e (E', Ej)), respectivamente. Ainda,
denotemos por ¢; : H'(B;Zy) — H™™(E, Ey; Zs) € ¢ : H(B';Zy) — H™™(E', E}y; Zs)
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os isomorfismos de Thom associados, respectivamente, aos fibrados & e 7.

Agora, considere f : E — E’ uma aplicacdo fibrada qualquer de £ em n e g :
(E, Ey) — (E', Ep) a induzida de f a nivel de pares. Entao, os Lemas 7.1 e 7.2 garan-
tem que g% (u') = u e gi,, o ¢, = ¢; o f;, para qualquer i > 0 .

Portanto, para todo ¢ > 0 temos:
Filwi(m) = Fi(¢77" 0 S’ ()
= [0 oS¢ (W)
= ;' © gl 0S¢ ()
=¢; ' 0S¢ o gr(u)
= ¢; ' 0 5¢'(u)

= w;(§).
7.4 Verificacao do Axioma 3

Verifiquemos que: "Se & e 1) sao fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base, entao
k
wp(Edn) = Z w;(§) — wg_;(n), para qualquer k£ > 0."
i=0

De fato, sejam & um R"—fibrado e £’ um R™—fibrado com espagos totais E’ e
E", espacos bases B’ e B” e fibras F' e F”, respectivamente. Considere também
u € H"(E', E\;Zs) e u" € H"(E", E{j; Zs) as classes fundamentais de cohomologia dos
pares (E', E}) e (E", Ej), respectivamente. Ainda, denotemos por ¢} : H'(B'; Zy) —
H™Y™(E' E};Zs) e ¢ : H(B";Zy) — H™"(E", EJ; Z3) os isomorfismo de Thom asso-
ciados, respectivamente, aos fibrados & e £”.

Agora, considere & = £ x £’, onde os espacos total, base e a fibra de £ sao
E=FEXE' B=B'xB"eF =F xF" respectivamente. Como E, C E' ¢ Ejf C E”
sao abertos, entao o produto cross v’ x u” € H"™™(E' x E" (E' x E{)U (E} x E"); Zs)
estéd bem definido.

Ainda, como (E'x E[)U(E{x E") = Ey, entao u'xu" = u, onde u € H"""(E, Ey; Z2)
¢ a classe fundamental de cohomologia do par (E, Ey). Com efeito, considere F =
F’' x F" uma fibra qualquer de . Desde que 'z rr) € u”|(pn pyy sdo as tnicas clas-
ses que geram H"(F', F; Zy) e H™(F", Fy; Zs), respectivamente, entdo (u' x u")|r m)
gera H""™(F, Fy; Zy). Mas, u|(pr,) € a unica classe que gera H""™(F, Fy; Zs), entao
(u' xu")|(r,my) = u|(p,R)- Por outro lado, segue da unicidade da classe u que v/ x u” = u.

Agora, sendo ¢y, : H¥(B;Zy) — H*™™(E, Ey; Zy) os isomorfismos de Thom as-
sociados ao fibrado ¢ para todo & > 0, note que para quaisquer a € H'(B';Zy) e
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b€ H*(B";Zy) temos:
Pr(a x b) = (me)i(a x b) —
= ((me) (@) x (men)i_s(b)) — (u' x ")
= ((me)j (a) — ') x ((men)j_;(b) — ")
= di(a) x ¢¢_;(b)
Logo, para qualquer k& > 0, temos:
wi(€) = ¢ 0 S¢*(u)

= legl o SqF(u' x u")

k

= ¢;1(Z Sq'(u') x Sq*(u"))
Z ) x Sq* 7 (u"))
k
Z ¢ (Sq' (u))) x (¢=1H(Sq* " (u")))
k

Z X Wr—; é'”)

=0

Por fim, supondo & e " sobre o mesmo espaco base Bed: B — B x B a aplicagao
diagonal, entdo &' ®&"” = d* (&' x£"). Deste modo, segue do Axioma 2 que para qualquer

k > 0 temos:

wi(§' ©¢") = di(wi (& x "))
Zwl X wy_;(£"))

di(wi(&') x wi—i(£"))

I

0

wil€) — wii(€).

0

)

I
> |l

7

7.5 Verificacao do Axioma 4

Verifiquemos que: "Para o fibrado linha canénico i sobre RP!, temos w;(v;) =

b#0,onde < b>= H'(RP';Z,)."
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Seja 71 o fibrado linha candnico com espagos total e base E e RP?!, respectivamente.
Entao

M ={(z,v) e E : [|(z,0)|]| <1}
={(z,\x) e E : |\ <1}
¢ homeomorfo a uma faixa de Moebius. O homeomorfismo pode ser visto do seguinte
modo: "Para cada (T, \z) € M, temos que T € RP!, isto ¢, T = —z. Deste modo,

temos em M a seguinte relagao de equivaléncia:

para qualquer A\ € [—1,1], (T, Az) ~ (7, A\y) se, e somente se, y = x ou y = —x.

Por outro lado, como RP! ~ S! ~ M, entao M pode ser visto como o conjunto
0~1 y
{(Z,\) € g%] x [—=1,1]}, ou seja, M = g%] x [—1,1]. Assim, podemos reescrever a

relagao de equivaléncia em M como sendo:

(T,\) ~ (¥,0) se, esomente se, y=rxed=Aouxr=0,y=1ed=—\

[0,1]x[—1,1]

Portanto, M ~ O~

isto é, M é homeomorfo a uma faixa de Mobius."

Agora, como M e QM tem o mesmo tipo de homotopia de E e Ey, respectivamente,
entao H'(E, Ey; Zy) = H'(M,dM;Z,) para todo i > 0.

Por outro lado, mergulhando D? em RP? temos que RP? — int(D?) ~ M. Esse
homeomorfismo pode ser visto do seguinte modo:

RP? RP*- int(D?)

P
<
d

a
(e
C
a
d

Faixa de
Moebius

T

Figura 7.1: Homeomorfismo entre RP? — int(D?) e uma faixa de Mdebius
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Ainda, considerando U = {z € R* : ||z|| < 1}, temos que U C int(D?). Entéo,
segue do Teorema da Excisao que H'(RP?, D% Z,) & H'(RP? — U, D* — U;Z,) para
todo 7 > 0.

Também, como RP? — U e D? — U tem o mesmo tipo de homotopia de M e OM,
respectivamente, entdo HY(RP? — U, D? — U;Zy) = H'(M,OM; Zs) para todo i > 0.

Por outro lado, segue da exatidao da sequéncia longa de cohomologia do par
(RP?, D?) que H'(RP? D% Zy) = H'(RP?*Z,). Ainda, como H'(RP? Zy) = 7 e
H'(RPY; Zy) = Zy, entio H'(RP? Zy) = H'(RP';Zy).

Sendo u € H'(E, Ey; Zs) a classe fundamental de cohomologia do par (E, Ey), en-
tao u deve se corresponder com b € H'(RP';Z,), onde < b >= H'(RP';Z,), devido
aos isomorfismos

HY(E, Eo; Zz) = H'(M,0M; Z5)

> [JYRP? — U, D? — U; Z)
= 1(RP?, D% 7,)
= H'(RP* Z,)
~ H(RP'; Z,)
Entdo, (7,1)}(b) = u. Portanto, sendo ¢y : H'(RP'; Zy) — H*(E, Ey; Zs) o isomor-

fismo de Thom associado ao fibrado 7 dado por ¢1() = (m1)j(x) — u, para todo
r € H'(RP';Zy), entao:

wi (7)) = ¢7' 0 Sqt(u) = ¢ (u— u) = b # 0.



8 Unicidade das Classes de
Stiefel-Whitney

Com o auxilio das Variedades de Grassmann, provaremos neste capitulo a unicidade

das Classes de Stiefel-Whitney.
8.1 Variedades de Grassmann

Nesta segao, enunciaremos as defini¢oes e os resultados sobre as Variedades de
Grassmann ! que serdo necessarios para a prova da unicidade das Classes de Stiefel-
Whitney.

Definigao 8.1. A wariedade de Grassmann G,(R"™*) ¢ o conjunto de todos os subes-
pacos vetoriais n— dimensionais de R,

Exemplo 8.1. A variedade de Grassmann G;(R'**) ¢ o conjunto de todas as retas que
passam pela origem de R'**. Por outro lado, como cada reta que passa pela origem
de R'* intercepta um tnico par de pontos antipodas da esfera S*, entdao podemos

identificar G (R'""") com o quociente - S— ou seja, podemos 1dent1ﬁcar G1(RY*) com

o espaco projetivo RP*.

Agora, denotemos por R>* = U R* 0 espaco munido da seguinte topologia: U C
k>1
R> ¢ aberto se, e somente se, U NR¥ C R¥ ¢ aberto para todo k& > 1.

Definigao 8.2. A variedade de Grassmann infinita G,, = G, (R>) U Gn(R"F) ¢
k>0

conjunto de todos os subespacos vetoriais n—dimensionais de R* munido da sequinte

topologia: U C G,, € aberto se, e somente se, UNG,(R"™) C G,,(R™™*) ¢ aberto para

todo k > 0.

Em particular, o espago projetivo infinito RP>® = G; = U RP* ¢ munido da se-
k>0
guinte topologia: U C RP> & aberto se, e somente se, U N RP* C RP* & aberto para
todo k£ > 0.

'Para mais detalhes sobre Variedades de Grassmann, ver ([8], p. 55-71).
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Lema 8.1. A wvariedade de Grassmann infinita G, € um espago topoldgico paracom-
pacto.

A demonstracao do Lema 8.1 pode ser encontrada em ([8], p. 66, Corolario).

Considere também o fibrado universal v, onde E(y") = {(X,z) € G, x R*®
x € X}, By") = G, enm: E(y) — G, é definida por n(X,z) = X, para todo
(X,z) € G, x R™®. Note que v" é um R"—fibrado, pois para qualquer X € G,,, temos
que Fx(7") = {X} x X. A prova de que 7" satisfaz a condigao de trivialidade local
pode ser encontrada em ([8|, p. 64, Lema 5.4).

Lema 8.2. Para qualquer R™— fibrado & sobre um espago base paracompacto existe uma
aplicagao fibrada f : E(§) — E(y™) de & em ™.

A demonstracao do Lema 8.2 pode ser encontrada em ([8], p. 65, Teorema 5.6).
8.2 Prova da Unicidade

Agora, feitas as consideragoes necessarias sobre as Variedades de Grassmann, pro-
vemos que as Classes de Stiefel-Whitney sao unicamente determinadas.

Teorema 8.1. Eziste, no mdzimo, uma correspondéncia & — W (&) que associa a cada
fibrado £ sobre um espago base paracompacto uma sequéncia de classes de cohomologia
satisfazendo os quatro axiomas que caracterizam as classes de Stiefel- Whitney.

Demonstrag¢ao. Suponha que existem duas correspondécias £ — W (&) e & — W(é) que
satisfazem os quatro axiomas que caracterizam as classes de Stiefel-Whitney.

Entao, segue dos Axiomas 1 e 4 que W(§) = W() = 1+ b, onde < b >=
H'(RP'; Z,).

Agora, considere a inclusao i : E(y{) < FE(y') que é uma aplicagao fibrada de ~{
em 7! e a inclusdo j : RP! «— RP*> que é a aplicacao correspondente da aplicacao i
nos espacos bases. Deste modo, 7 = j*v!. Assim, segue do Axioma 2 que

wi(v1) = Ji(wie(y")) e Wi(y1) = Ji(we(¥')), para todo k > 0.

Ainda, como ¢! ¢ um R—fibrado, entdao wy(y]) = wi(vy4) = 0 para qualquer k > 2.
Por outro lado, ji(wi(7')) = b # 0 e ji(wi(v!)) = b # 0. Agora, como ji é li-
near e wy(y'), w1 (') € HY(RP>®;Zy) =< a >, entdao wi(y') = wy(y') = a, ou seja,
W) =wH)=1+a.

Agora, fixando um inteiro n > 0, considere py,...,p, : RP® x ... x RP>™ — RP*>

-~
n—vezes

as projecoes candnicas e a; = (p;)i(a) para qualquer i = 1, ..., n.
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Como v' x ... x ¥' 2 (p))*y' @ ... © (pn)*', entdo
———

n—uvezes

W x .. x ) =Wr'x..xy) =1 +a) — ... — (1+ay).
——— —_———

n—vezes n—vezes

Como 7' x ... x 4! € um R™—fibrado sobre o espaco base G x ... x Gy, que é para-
—_——— —_——

n—uvezes n—uvezes

compacto, entdo segue do Lema 8.2 que existe uma aplicacdo fibrada de ! x ... x 4!
—_———

n—vezes
em 7", que denotaremos por g : E(y' x ... x ¥1) = E(y™).
—_———
n—vezes

Mas, em ([8], p. 85) obtemos que G : H*(Gy;Zy) — H¥(RP™ x ... x RP*™; Zy) ¢

N~
n—vezes

um isomorfismo sobre a imagem, isto é, g; ¢ um monomorfismo para todo £ > 0. Logo,
como

Ge(wie(Y") = wi(y" x o x )y = wp(y! x o x ) = gr(we(y™))

para todo k > 0, entdo wg(y") = w(y") para todo k > 0.
Por fim, seja £ um R"—fibrado qualquer sobre um espago base paracompacto. Se-

gue do Lema 8.2 que existe uma aplicagao fibrada f : E(§) — E(y") de £ em 7™. Logo,
para qualquer k£ > 0 temos:

wi(§) = 72(“%(’7”)) = TZ(Qk(’Vn)) = wi(&).

Portanto, W (§) = W (&), isto &, as classes de Stiefel-Whitney sdo unicamente de-
terminadas. N



9 Fibrados Orientados e Classe de
Euler

Neste tltimo capitulo, definiremos a classe de Euler associada a um fibrado diferente
do que trabalhamos até agora, o fibrado orientado. Para isto, precisaremos definir o
que é uma orientacao de um espago vetorial e o que esta orientagao nos garante em
termos de cohomologia.

Tomemos o cuidado de que, apenas neste capitulo, trabalharemos com cohomologia
com coeficientes sobre Z, diferentemente do que trabalhamos até agora, onde a coho-
mologia sempre foi com coeficientes sobre Zs, pois a orientacao do fibrado orientado
ird interferir na classe de Euler associada a este fibrado, como veremos na propriedade
9.5.

Definicao 9.1. Uma orientaciao em um espaco vetorial real V de dimensao n > 0 €
uma escolha de uma classe de equivaléncia das bases de V', onde duas bases ordenadas
B e B deV sio ditas equivalentes se, e somente se, det(ME') > 0, onde ME' denota
a matriz mudanca de base de B para B’.

Evidentemente, todo espaco vetorial V' tem precisamente duas orientacoes distintas.

Na topologia algébrica, para especificar a orientagao de um simplexo, é habitual
escolher alguma orientagao dos seus vértices, como segue:

Seja X" um n—simplexo mergulhado linearmente em um espago vetorial de di-
mensao n > 0 com vértices ordenados Ag, Ay, ..., A,. Entao, escolhendo a base B =
- . . -
{v1,...,v,} de V', onde v; = A; 1 A;, para qualquer i = 1, ..., n, obtemos uma orientacao
de V.

Note que a orientacao de V' corresponde com a escolha de um dos possiveis geradores
de H,(V,Vy; Z) =2 Z, onde Vy = V — {0}. De fato, considere A™ o n—simplexo padrao,
com vértices ordenados canonicamente. Escolha alguma orientacao de V' preservando o
mergulho linear o : A” — V tal que o(b) = 0, onde b € A™ ¢é o baricentro de A™. Como
g(0A™) C Vy, entdo o € Z,(V,Vy; Z). Logo, [0] = pv € H(V, V), Z) = 7 =< py >.
Analogamente, H"(V, Vi; Z) = Z =< uy >, onde uy (uy) = 1.
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9.1 Fibrados Orientados

De modo anélogo ao que foi feito no inicio do capitulo 7, fixaremos algumas nota-
¢oes. Para & um R"—fibrado, denotaremos, por comodidade, F(§) = E, B(§) = B e
Fy(§) = F, para qualquer b € B. Ainda, considere s : B — FE a sec¢ao nula de &, isto
é, s(b) = 0, € F para todo b € B, onde 0, € F' denota o elemento neutro da fibra F,
para cada b € B. Deste modo, se denotarmos Fy = E — Im(s) e Fy = F — {0y}, para
todo b € B, entao Fy = EyN F', para todo b € B.

Definicao 9.2. Dizemos que um R"—fibrado £, com espaco base B e n > 0, estd
orientado se cada fibra F = Wg(b) possui uma orientagdo (isto quer dizer que existe um
elemento preestabelecido up € H™(F, Fy;Z) = 7) satisfazendo a sequinte condi¢ao de
compatibilidade local: "para qualquer by € B, existe um sistema de coordenadas locais
(N, h) de & sobre by € B tal que para cada fibra F = Wg(b), com b € N, o isomorfismo
linear h(b, ) :R"™ — F preserva orientagao, isto é, se O € H"(R",Ry;7Z) representa
a orientacao fizada de R", entao (h(b, )):(up) =0".

A condicao de compatibilidade local de um R"™—fibrado orientado £, com espagos
total e base F e B, respectivamente, nos garante que:

Lema 9.1. Para qualquer by € B, existe um aberto N C B contendo by € B e existe
uma tnica classe de cohomologia uy € H™(mg (N),7¢ (N)o; Z) tal que i} (uy) = up,
onde g (N)o = 7¢ (N) N Ey, F =g (bo) ei: F < m (N) € a inclusdo.

Demonstragao. Inicialmente, segue da condicao de compatibilidade local que para qual-
quer by € B, existe um sistema de coordenadas locais (N, h) de & sobre by € B tal que
para cada fibra F' = 7, (b), com b € N, o isomorfismo linear i(b, ) : R™ — F preserva
orientacao, isto ¢, se O € H"(R" R{;Z) representa a orientacgao fixada de R", entao
(h(b, )):(up) = O. Agora, considere o diagrama

{bo} x R* =~ R" —? N x R"
h(bo,_) h
F - e (N)

comutativo, onde i : F' < m;(N) e j : {bp} — R* = R" — N x R sao inclusoes.
Assim, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

sk

H™(R", R?; Z) " _H™(N x R",N x RZ;Z)
(hb, )i | = ~|h;,
H"(F, Fy; 7.) —— H"(% (N), 75 (N)o; Z)
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Por outro lado, considerando as sequéncias exatas longas de cohomologia dos pares
(N xR", N x Rp) e (R*,Rf), obtemos o diagrama

H™Y(N x R Z) — H"Y(N x R%; Z) 2= H"(N x R", N x R%; Z) — H"(N x R";Z)
Ji Gl ) i i
H™(R™; Z)

H™(R™; Z) H™(R}; Z)

H™(R", R 7))

o

que é comutativo em cada quadrado.

Quando n > 1, obtemos que
H" Y (N x R";Z) — H"'(N x RI; Z) i>H”(N x R" N xR};Z) — H"(N x R™; Z)
Jm_1 (j\Rg)Zfl g Jk

H" 1 (Rg;2)

H™"(R",R}; Z) 0

g

Como ¢ é um isomorfismo, segue que existe um tnico « € H" ' (RY; Z) = Z tal
que o(a) = O. Deste modo, como caso particular da formula de Kiinneth, que pode
ser encontrada em ([11], p. 249, Teorema 1), obtemos:

H YN xRy:Z)=( € H'(N;Z)® H (R};Z)) @ Tor
i+j=n—1

= H" Y (N;Z)® H" ' (R}; Z) ® Tor?

Como H" (R}; Z) = Z =< o >, entao (jlgp )i, : H" '(NxRY; Z) — H' Ry Z)
¢ definido por (jlga )i 1 (@, ma,t) = ma, para todo (z,ma,t) € H" /(N x R}; Z). As-
sim, (j|R3)fL_1(0,a,O) = .

Considerando uy = (0, a,0), temos que uy € H"(N x R", N x R{;Z) é unica-
mente determinado, pois « € unicamente determinado. Ainda, j’(uy) = j:0d(0,a,0) =
0o (jlrg)n-1(0,a,0) = a(a) = O.

Definindo uy = (h}) ™' (uy), temos que uy € H™(m¢ (N), m; (N)o; Z) é unicamente
determinado e

Por comodidade, denotaremos a torsao de H" (N x R};Z) apenas por Tor.
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Agora, para o caso n = 1, obtemos o diagrama
H°(N x R;Z) — H°(N x RO;Z)—5>H1(N X R,N x Ry;Z) — H*(N x R;Z)
35 (J1Rrg)S i it

HO(R,R; Z) — H°(R; Z)

H°(Ry; Z)

HY (R, Ry; Z)

H'(R; Z)

que é comutativo em cada quadrado, ou seja, o diagrama
H°(N x R;Z) — H°(N x RO;Z)—(LHl(N X R,N x Ry;Z) — H'(N x R;Z)
Jo (41rg)5 J1 i

0 / 7® 7 Z 0

¢ comutativo em cada quadrado. Sendo a sequéncia inferior do diagrama acima uma
sequéncia exata, entdo p: Z — Z®Z e o : ZSZ — Z sao definidos por p(z) = (z,0) e
o(y,z) = z, para todo x € Z e para todo (y, z) € Z @ Z, respectivamente. Deste modo,
se <a>=Z2HR;Z) e <O >=7Z<= H(R,Ry;Z), entdo o(a,0) = O.

Assim, segue novamente da formula de Kiinneth, que pode ser encontrada em ([11],
p. 249, Teorema 1), que:

H(N x Ry; Z) = (€D H'(N;Z) ® H'(Rg; Z)) ® Tor = H(N; Z) & H(Ro; Z) @ Tor?

i+5=0

Como H(Ry;Z) X Z & Z =< (a, ) (0,0)) >, entao (jlg,)§ : H*(N X Ry; Z) —
H°(Rg; Z) ¢ definido por (j|g,)§(x, (ac ) = (aa bO), para todo (z, (ac, bO),t) €
HO(N x Ry Z). Logo, (jlz,)5(0, (. O), ): (@, 0).

Considerando uy = (0, (a, O),0), temos que uy € H' (N x R, N x Rq;Z) é uni-
camente determinado, pois o e O sao fixados. Ainda, ji(uy) = j7 0 6(0, (o, 0),0) =

2Novamente por comodidade, denotaremos a torsao de H°(N x R2;Z) apenas por Tor.
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00 (ﬂRo)é(O’ (Oé, O)? O) = O'(Oé, O) =0.

Definindo uy = (h})~" (in), temos que uy € H' (7 (N),m; (N)o; Z) é unicamente
determinado e

it (un) = iy o (b))~ (@) = ((A(b, _))7) ™" 04y (Uw) = ((h(b, _))})"(0) = ur

Portanto, concluimos que para qualquer by € B, existe um aberto N C B contendo
by € B e existe uma tnica classe de cohomologia uy € H" (g (N),m; (N)o; Z) tal que
i*(uy) = up. O

Note que o Lema 9.1 nos da uma condicao local. Entretanto, podemos enunciar
sua forma geral como segue:

Teorema 9.1. Se ¢ é um R"—fibrado orientado com espaco total E, entao o grupo
HYE,Ey7Z) € zero para i < n e o grupo H"(E, Ey;Z) contém uma tnica classe u
tal que, para cada fibra F' de &, a restricio u|(pr,) € H"(F, Fo;Z) € igual ao gera-
dor preestabelecido up € H"(F, Fy;7Z), isto €, se i : (F,Fy) — (E,Ey) € a inclusao,
entao il (u) = ul(rr) = up. Além disso, o produto cup relativo — u : H*(E;Z) —
E¥™(E, Ey;Z) define, para todo k > 0, um isomorfismo dado por (— u)(z) = v — u,
para todo v € H*(E;Z).

A demonstracao do Teorema 9.1 é encontrada em ([8], p. 105-114).

Definigao 9.3. A classe w € H"(E, Ey;Z) é chamada classe fundamental de cohomo-
logia do par (E, Ey).

Ainda, analogamente ao que foi feito na Observacao 7.1, obtemos que (7¢)j :
H*(B;Z) — H*(E;Z) ¢ um isomorfismo para qualquer k > 0.

Definigao 9.4. O isomorfismo de Thom iy, : H*(B;Z) — H*™"(E, Ey;Z) associado
ao fibrado & € definido, para qualquer k > 0, pela composi¢ao

(me)%

H"B;Z) HME,Z) — H""(E, Ey; Z)

Note que o(1) = (me)5(1) —u=1—u=u

Para o entendimento dos Lemas 9.2 e 9.3, serao necessarias as seguintes conside-
racoes: sejam & e £ R™—fibrados com espacos totais E e E’, espacos bases B e B/,
projecoes m e ' e fibras F' e F”, respectivamente; sejam f : E — E’ uma aplicacao
fibrada de € em &, f : B — B’ a aplicacdo correspondente de f nos espacos bases
eg: (E Ey) — (F,E|) ainduzida de f a nivel de pares; sejam u € H"(E, Ey;Z) e
u € H"(F', E}; Z) as classes fundamentais de cohomologia dos pares (E, Ey) e (E', EY),
respectivamente. Entao:

Lema 9.2. g% (u') = u.
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Lema 9.3. O isomorfismo de Thom € natural com relagao a aplicagoes fibradas, isto
¢, o diagrama

Hi(B Z) —— H" (B!, Bl Z)
?: g;+n
Hi(B;Z) —— H*"(E, Ey; Z)

comuta, onde ; e . sao os isomorfismos de Thom associados aos fibrados & e &,
respectivamente, para todo v > 0.

As demonstracoes dos Lemas 9.2 e 9.3 sao anélogas as demonstracoes dos Lemas
7.1 e 7.2, respectivamente.

9.2 C(lasse de Euler

Agora, estamos prontos para definir a classe de Euler de um fibrado orientado.

Definicao 9.5. A classe de Euler de um R"—fibrado orientado &, com espaco total F,
€ a classe de cohomologia e(§) = ((m¢)k) ™' oif(u), onde i : E — (E, Ey) € a inclusio
eu€ H"(E,Ey;Z) € a classe fundamental de cohomologia do par (E, Ep).

Definicao 9.6. Se M ¢é uma n—uvariedade C*° compacta tal que 15y € um R™— fibrado
orientado, entdo definimos e(M) = e(Tas).

Por fim, vejamos alguns resultados que podemos obter da classe de Euler.

Propriedade 9.1. Sejam ¢ um R"—fibrado orientado com espagos total e base E e
B, respectivamente, v, : H"(B;Z) — H*"(FE, Ey; Z) o isomorfismo de Thom associado
ao fibrado £ e u € H"(FE, Ey;Z) a classe fundamental de cohomologia do par (E, Ey).
Entao, e(£) = ¢, (u — u).

Demonstragao. Inicialmente, considerando i : E < (FE, Ey) a inclusao, entao i :
H"(E,Ey;,7Z) — H"(E;Z) é o homomorfismo definido por ¢*(u) = u|g, onde u|p =
[0] =u, com o € C,(FE) e 9(0) € C_1(Ep). Entéo, if(u) — u =ulg — u=1u— u.
Por outro lado:
Un(e(§)) = (me)(e(€)) — u
= (me)n(((me)y) ~H o i () — u
= in(u) —u
= U —U

Portanto, e(£) = ¥, (u — u). O
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Propriedade 9.2. Sejam & e & R"—fibrados orientados com espagos totais E e F',
respectivamente. Se f : E — E’ & uma aplicacao fibrada de & em £ que preserva
orientagao, entao e(§) = f,(e(£)).

Demonstragao. Consideremos B e B’ os espagos bases de & e &', ¢, : H"(B;Z) —
H?*(E,Ey;Z) e Y, : HY(B';Z) — H*(FE', E};Z) os isomorfismos de Thom associados
aos fibrados € e £, respectivamente, u € H"(E, Ey;Z) e v € H"(F', E};Z) as classes
de cohomologia dos pares (F, Ey) e (E', Ej), respectivamente e g : (E, Ey) — (E', E)
a induzida de f a nivel de pares. Entao:

* J—

Fale(€)) = (e (' — o))
=t o g5, (u' — W)
= (g (u') — g ()
= (u— u)
= e(¢) .

Propriedade 9.3. Se £ e ¢’ sdo R"—fibrados orientados sobre o mesmo espagos base
B tais que £ = ¢, entao e(§) = e(&).

Demonstracao. Consideremos E e E’ os espacos totais de £ e £, respectivamente. Como
§ =2 ¢, entao existe um homeomorfismo f : E — E' tal que f|g ) : F3(§) = F(E)
é um isomorfismo linear para todo b € B. Deste modo, f é uma aplicacao fibrada de
Sem & el : B — B éa aplicacao correspondente de f nos espacos bases. Entao,

€2 13

Logo, e(§) = (1p);,(e(&')) = e(¢). .
Propriedade 9.4. Se £ ¢ um R"—fibrado orientado trivial, com n > 0, entao e(§) = 0.

Demonstragao. Considere B o espago base de . Como ¢ é trivial, entao & = ¢';. Por
outro lado, fixado x € B, defina f : B x R — {x} x R" por f(b,a) = (x,«), para
todo (b,a) € B x R™. Entao, f ¢ continua e f|pyxrn @ {b} X R" — {*} x R" dada por
flipyxrn (b, @) = (%, ), para todo (b, &) € {b} x R", é um isomorfismo linear para todo
be B.

Logo, f é uma aplicagao fibrada de € em €fqea aplicacao constante ¢ : B — {x}

n ~J *

¢ a aplicacao correspondente de f nos espagos bases. Entao, € = ¢ €l

Portanto, e(§) = e(e) = c;(e(el,,)). Como e(el,,) € H"({x};Z) e para n > 0
temos H"({*};Z) = 0, segue que e(e},,) = 0. Logo, e(§) = c;,(0) =0. O

Na propriedade 9.5, podemos ver como a orientacao do fibrado orientado pode
interferir na classe de Euler.

Propriedade 9.5. Se a orientagao de um R"—fibrado orientado £ for invertida, entao
e(§) muda de sinal.
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Demonstragao. Considere F o espago total de £ e uw € H"(E, FEy;Z) a classe funda-
mental de cohomologia do par (E, Ey) para . Entao, e(§) = ((m¢):) ! o4 (u), onde
i:E<— (E, Ey) ¢éa inclusao.

Agora, considerando £ o mesmo fibrado &, porém com a orientacao invertida, entao
e(&) = ((me)r) ' oii(—u). De fato, sendo j : (F,Fy) < (E, Ep) a inclusdo, temos
Ji(u) = up, onde up € H"(F, Fy;Z) corresponde com a orientacao de &.

Por outro lado, j*(—u) = —up, sendo que —up € H"(F, Fy;Z) corresponde com
a orientacao de &'. Devido a unicidade da classe fundamental de cohomologia do par
(E, Ey) para £, obtemos que —u € H"(E, FEy;Z) € a classe fundamental de cohomolo-
gia do par (E, Ey) para &'

Portanto, e(¢') = —e(€), ou seja, se a orientacao de £ for invertida, entao e(§) muda
de sinal. ]

Propriedade 9.6. Se ¢ é um R"—fibrado orientado, com n impar, entao 2¢e(£) = 0.

Demonstragao. Considere F o espago total de &, u € H"(E, Ey; Z) a classe fundamen-
tal de cohomologia do par (E, Ey) e ¢, : H"(B;Z) — H*'(E, Ey; Z) o isomorfismo de
Thom associado ao fibrado £&. Como n é impar, entao u — u = (—1)”2u — U= —U— U,

isto é, 2(u — u) = 0.

Logo, 2¢(§) = 2¢, " (u — u) = ¢, (2(u — u)) = ¢, '(0) = 0. O

Para o entendimento da Propriedade 9.7, precisaremos das notagoes utilizadas no
Teorema A.2. Nesta propriedade, veremos a relacao da classe de Euler com as classes
de Stiefel-Whitney.

Propriedade 9.7. Seja £ um R"—fibrado orientado com espago base B. Entao, o
homomorfismo natural (p3), : H"(B;Z) — H"(B;Zs) é tal que (p2)n(e(§)) = w,(§).

Demonstracao. Sejam E o espago total de &, uw € H"(E, Ey;Z) e ug € H"(FE, Ey; Zs)
as classes fundamentais de cohomologia do par (E, Ey) e, para todo k > 0, ¢ :
HY¥(B;Z) — H*"(E,Ey,7Z) e ¢ : H*(B;Zy) — H*"(E, Ey; Zy) os isomorfismos de
Thom associados ao fibrado &.

Agora, considerando os complexos de cadeias livres C'(B) = (Ci(B), 0) e C(E, Ep) =
(Cx(E, Ey), 0k) , obtemos, por meio do Teorema A.2, o diagrama

- HYB; Z) HY(B; Z) — " H*(B; Z,)

Hk+1(B;Z)—>--~

Vi Vi Pk Yrt1

= H¥(E, By Z) — HY(E, Ey; 7) 225 ghan (B By Zy) —= HM (B, Ey; Z) —> - -
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que é comutativo em cada quadrado.

Em particular, se considerarmos o diagrama

H(B; Z) — " HY(B; Z,)
Yo (o)

H"(E, Ey; Z) —2" H™(E, Ey; )

comutativo, obtemos que:
(P2)n(u) = (P2)n(¥0(1)) = ¢o((p2)o(1)) = do(1) = ua.

Por outro lado, se também considerarmos o diagrama

HYB; Z) — " H"(B; 7,)

Yn én

(/TQ)QTL

H?*"(E, Ey;Z) ——> H*"(E, Ey; Z5)

comutativo, concluimos que:

On © (p2)n(€(§)) = (P2)2n © Pn(e(§))
= (P2)2n(u — )
= (P2)n(u) — (P2)n(u)
= 5q"(u2)

Portanto, (p2)n(e(£)) = ¢! 0 Sq™(us) = wy,(€). O

Deste modo, podemos concluir que a classe de Euler é um "caso particular"das
classes de Stiefel-Whitney. Com isso, ¢ natural percebermos semelhancas entre algumas
das consequéncias das classes de Stiefel-Whitney e da classe de Euler.

Propriedade 9.8. Sejam £ um R"—fibrado e £’ um R™—fibrado, ambos orientados.
Entao, e(&' x &") = e(&') x (£”). Em paticular, se £’ e £” possuem o mesmo espago base,

entdo e(&' @ &) =e(¢) — e(£").
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Demonstra¢ao. Considere &' e £” fibrados com espagos totais E' e E”, espagos bases
B’ e B" e projecoes 7' e 1, respectivamente. Considere também v € H"(E', E{;Z)
eu’" € H"(E" E{;Z) as classes fundamentais de cohomologia dos pares (E', E{) e
(E", Ej), respectivamente e ¢’ : B/ — (E', E{) e i" : E" — (E", E{]) as inclusoes.

Por outro lado, considere o fibrado £ = £’ x £” com espacos total e base £ = E' x E”
e B = B’ x B”, respectivamente, projecao m = ' x 7", Ey = Ejy x E" UE' x E[J e
i=1i xi":E— (E, Ey) a inclusdo.

Seu € H"™"(E, Ey; Z) é a classe fundamental de cohomologia do par (E, Ey), entao
segue de ([8], p. 100) que u = (—=1)""u' x u”. Assim:

e(§' x &) = e(§) = () ™" 0t ()
= (Trm) ™ @ i (1) X ")

— (—1)"™(h, ) Lo i

n+m n+m (U/ X u//)

— (_1>nm((ﬂ_/*)—1 o Z,*(ul)) X ((71_//*)—1 o i//*(u//))

= (=1)"me(¢’) x e(€")

Se n oum for par, entdo nm é par, isto é, e(¢'xE&") = e(&') xe(£”). Se n e m forem im-
pares, entao nm é impar, ou seja, 2e(£' x£") = 0, isto é, e(&' x ")+ (—e(&) xe(&"”)) =0

Portanto, e(&' x ") = e(£') x e(&").

Em particular, se £ e £’ possuem o mesmo espaco base Bed: B — B X B é a
aplicagao diagonal, entao &' @ &" = d*(¢' x £"). Portanto:

e(§ & ") = dip(e(§ x &) = dj,, (e(€) x e(€7)) = e(€) — e().
O

Corolario 9.1. Se & é um fibrado orientado tal que 2e(€) # 0, entdo & nunca se escreve
como & @ E&", onde & é um R"—fibrado e £ € um R™—fibrado, com n e m impares.

Demonstra¢ao. Suponha que £ = &@E”, onde £’ é um R"—fibrado e £’ é um R™—fibrado,
com n e m impares e 2¢(§) # 0. Deste modo, £ € um R" —fibrado, onde nm é impar.
Assim, 2¢(£) = 0, o que é um absurdo por hipdtese.

Portanto, £ nunca se escreve como & @ £”, onde ¢ é um R"—fibrado e £ é um
R™—fibrado, com n e m impares. O

Corolario 9.2. Seja M uma n—wvariedade C*> compacta. Se Ty € um R™—fibrado
orientado tal que e(M) # 0, entao Ty nao admite qualqguer R™—subfibrado orientado
&, com m impar.

Demonstracao. Inicialmente, como e(M) € H"(M;Z) = Z e e(M) # 0, entao 2e(M) #
0. Agora, suponha que exista um R™—subfibrado & C 737, com m impar. Entao,
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2e(f) =0e Ty XEREL

Assim, 2e(M) = 2(e(§) — () = (2¢(§)) — e(§7) =0 — e(§H) =0, 0 que é um
absurdo por hipotese. Logo, 7p;y nao admite qualquer R™—subfibrado orientado &, com
m impar. O

Corolario 9.3. Seja M uma n—variedade C*° compacta tal que Tpy € um R™—fibrado
orientado com n impar. Entao, e(M) = 0.

Demonstracao. Como 7y ¢ um R™—fibrado orientado com n impar, entao 2e(M) = 0.
Por outro lado, e(M) € H"(M;Z) = 7. Assim, 2¢(M) =0 € Z, isto &, ¢(M) =0. O

Propriedade 9.9. Se £ é um R"—fibrado orientado e possui uma se¢ao nao nula, entao

() = 0.

Demonstracao. Considere E e B os espagos total e base de &, respectivamente, ¢ :
E — (E,Ep) ainclusdo e u € H"(E, Ey; Z) a classe fundamental de cohomologia do
par (E, Ep). Seja s : B — FE uma sec¢ao nao nula de &, isto é, Im(s) C E;. Como
e 0 s = lp, entdo s} o (m¢)r = lyn(pyz). Assim:

e(§) = s, 0 (me)(e(§))
= 55,0 () (((me)y,) ~H oy (w)
= s* oiX(u).

Por outro lado, como o diagrama

E : (F, E)
? 108 J
B———Fjy P (Eo, Eo)
¢ comutativo, onde j : (Ep, Fy) — (E,Ep) ¢ a inclusdo, entdo s; oif = s’ o

(|, )5 © gt Entretanto, j¥ : H"(E, Ey; Z) — H"(Ey, Ey;Z) é o homomorfismo nulo,
pois H"(Ey, Ey; Z) = 0. Deste modo, s’ oi* = s* o (i|g,): o 7% = 0.

Portanto, e(§) = s} o i (u) = 0. O



10 Conclusao

Com o intuito de definirmos as classes de Stiefel-Whitney e a classe de Euler, bem
como mostrarmos algumas de suas consequéncias e aplicagoes, estudamos, primeira-
mente, um pouco as variedades C'™°, os espacos tangentes e as variedades tangentes
destas variedades C**°.

Posteriormente, estudamos fibrados vetoriais, que por comodidade chamamos ape-
nas de fibrados. Definimos o que sao esses fibrados e vimos alguns dos seus exemplos.
Ainda, construimos fibrados por meio de outros, utilizando técnicas especificas para
cada construcao.

Feitas todas essas consideragoes necessarias para o desenvolvimento deste trabalho,
chegamos no nosso primeiro objetivo, as classes de Stiefel-Whitney. Inicialmente, des-
crevemos as classes de Stiefel-Whitney por meio de quatro axiomas e vimos algumas de
suas consequéncias. Calculamos as classes de Stiefel-Whitney das esferas e dos espagos
projetivos reais. Também vimos algumas de suas aplicagoes, como resultados sobre
imersoes de variedades C'™° em espacos Euclidianos e quando duas variedades C'* per-
tencem a mesma classe de cobordismo.

Mais tarde, com o auxilio do isomorfismo de Thom e dos quadrados de Steenrod,
definimos formalmente as classes de Stiefel-Whitney e verificamos a validade dos qua-
tro axiomas propostos anteriormente. Também vimos que, quando o espaco base de
um fibrado é paracompacto, as classes de Stiefel-Whitney associadas a este fibrado sao
unicamente determinadas. Para isto, definimos as variedades de Grassmann e as va-
riedades de Grassmann infinitas e vimos apenas os resultados necessarios, envolvendo
estas variedades, para a prova da unicidade.

Por fim, estudamos a classe de Euler, nosso segundo e tltimo objetivo. Entretanto,
utilizamos ferramentas um pouco diferentes das utilizadas na definicao das classes de
Stiefel-Whitney. Comegamos definindo o que sao fibrados orientados e as cohomolo-
gias dos espagos bases desses fibrados foram com coeficientes sobre Z, diferentemente
do que foi trabalhado até agora, onde as cohomologias tinham coeficientes sobre Zs,
quando tratamos das classes de Stiefel-Whitney. Assim, definimos a classe de Euler de
um fibrado orientado e vimos algumas de suas consequéncias e a relacao da classe de
Euler com as classes de Stiefel-Whitney.

Deste modo, vimos a importancia dos estudos sobre as classes caracteristicas, em
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particular, as classes de Stiefel-Whitney e de Euler e que, para isto, foram necessarios
o conhecimento de outras teorias muito importantes na Matematica, como a Teoria de
Variedades diferenciaveis de classe C*° e a Teoria de Fibrados Vetoriais, concluindo,
assim, nossos estudos.
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A Cohomologia Singular

Neste primeiro apéndice, veremos os conceitos béasicos sobre os grupos de cohomo-
logia singular ! e os resultados necessérios para o desenvolvimento deste trabalho. Em
seguida, assumiremos a existéncia do produto cup 2 e do produto cross ? e veremos

algumas de suas propriedades.

Dados um espago topologico X e um anel comutativo com unidade R (neste trabalho
tomaremos R = Zs e R = 7), existe uma sequéncia de R—moddulos, que denotaremos
por H(X; R), H'(X; R), H*(X; R), ..., com as seguintes propriedades:

e Se f: X — Y for uma fun¢do continua, podemos obter, para cada ¢ > 0, homo-
morfismos f7: H(Y; R) — H'(X; R).

Como H'(X;R) & Hompgr(H;(X;R), R) para qualquer espaco topologico X, o
homomorfismo f; : H(Y;R) — H'(X;R) é definido da seguinte forma: se
fui + Hi(X;R) — H;(Y;R) ¢ a induzida de f no i—ésimo nivel de homo-
logia, entao para todo v € H'(Y;R), definimos ff(v) : H;(X;R) — R por
fi ()] = v(f.ilu]), para qualquer [u] € H;(X; R);

e Se ly : X — X ¢ a funcao identidade, entao (1x); = lyix.p) : H(X;R) —
H(X; R) para qualquer i > 0.

Ainda, para cada espago topologico X e para quaisquer inteiros 4,5 > 0, existe
um produto chamado cup H* (X, A; R) ® H'(X,B;R) — H" (X, AU B; R) que as-
socia cada elemento r ® y € H' (X, A; R) ® H’(X, B; R) com um elemento z — y €
H™(X,AUB;R).

Considerando x € HY(X,A; R) e y € H’(X, B; R) quaisquer, temos as seguintes
propriedades sobre o produto cup:

e 0 —y=0=1z—0;
el —y=yer—1=u;

o r—y= (-1 —u

!Para mais detalhes sobre cohomologia singular, ver ([8], p. 257-280) e ([11], p. 236-241).
2Para mais detalhes sobre produto cup, ver ([11], p. 251).
3Para mais detalhes sobre produto cross, ver ([11], p. 249).
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e ar — Py = (af)(xr — y), para quaisquer «, 3 € R;

e Se y #0, entao 0 = x — y se, e somente se, x = 0.

Agora, considere f : X — Y continua, A;, Ay C X e B;,By C Y tais que
f(A1) C Bre f(A3) C Ba. Se fi 1 (X, A1) — (Y,B1), fo: (X,42) = (Y, By) e
g: (X,A1UA) — (Y, By U By) sao as induzidas de f a nivel de pares, entdo, para
quaisquer x € H (Y, By; R) e y € H/ (Y, By; R), temos que

Givi(@ —y) = (f1)i (@) — (f2);(v).

Por outro lado, para quaisquer espagos topologicos X e Y, se A C X e B CY
sao abertos, entao existe, para quaisquer inteiros ¢, 5 > 0, um produto chamado cross
HY(X,A; R)Y®@ H'(Y,B; R) - H (X xY, X x BUAXY; R) que associa cada elemento
r®y € H(X,A;R) ® H (X, B; R) com um elemento z x y € H"(X x Y, X x BU
AXY;R).

A partir do produto cross, podemos definir as induzidas das proje¢des como segue:

e sep: (X XY, AxY) — (X, A) éaprojegao canodnica, com A C X aberto, entao
(p1)f : H(X,A; R) —» H"(X x Y, AxY; R) é definida por (p;)’(a) = a x 1 para
todo a € H"(X, A; R), onde 1 € H(Y; R);

e sepy: (X XY, X xB)— (Y, B) é aprojegao candnica, com B C Y aberto, entao
(p2)s : H"(Y,B; R) — H"(X x Y, X x B; R) é definida por (p2)’(b) = 1 x b para
todo b € H"(Y, B; R), onde 1 € H°(X; R).

Ainda, se f : (X, A) —» (Y,B) e g : (X' A") — (Y, B') sdo aplicagoes de pares,
entao para quaisquer r € H'(Y, B;R) e y € H/(Y’, B'; R), temos que

(f x 9)ip;(x xy) = fi(x) x g;(y).

Uma importante propriedade envolvendo os produtos cup e cross é a seguinte: se
a; € H"(X,A;;R), ay € H™(X,Ay;R), by € H™(Y,B1;R) e by € H™(Y, By; R),

entao

(a1 X by) — (ag X by) = (—=1)"*"™ (ay — ag) X (by — bs).

Também, se p; : (X XY, AXY) = (X, A)eps: (X XY, X xB) — (Y, B) s@o as pro-
jegoes canodnicas, com A C X e B C Y abertos, entao para quaisquer a € H"(X, A; R)
ebe H™(Y, B; R), obtemos que
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(P1)7(a) = (p2);,(b) = (@ x 1) — (1 x b)

= (=1)""(a—1) x (1 — )
=axb.

Agora, note que se considerarmos a € H"(X;R), b€ H"(X;R),d: X - X x X a
aplicacao diagonal e py,ps : X X X — X as projecoes candnicas, entao:

dy (@ x b) = dy o (p1)7 (@) — (p2)7,(0))
= d;,((p1)5(a)) — d;,,((p2);,(D))
=a — b,

uma vez que pyod = 1y = pyod.

Os préximos trés teoremas sao resultados muito importantes na Teoria de Coho-
mologia que serao utilizados nesse trabalho.

Teorema A.l. (Teorema da Excisao) Sejam X wum espago topoldgico qualquer,
AC X eU C X subespagos quaisquer, com U C X um aberto, tais que U C int(A).
Entao, a inclusao i : (X —U, A—U) < (X, A) induz isomorfismos i} : H(X, A; R) —
HY(X — U, A - U;R) para quaisquer i > 0.

O Teorema da Excisao é¢ um dos axiomas que caracterizam a Teoria de Cohomologia,
como podemos ver em ([11], p. 240).

Teorema A.2. Sendo 0—7 — 27" Zo — 0 uma sequéncia exata curta,

onde X2 : 7 — 7 e py : Z — Zs sao definidos, respectivamente, por (x2)(z) = 2z e
p2(y) =7, para quaisquer x,y € Z, entio a sequéncia

= HY(C3Z) — HM(C3Z) =22 HY(C 2) — HF (G Z) — -

¢ uma sequéncia exata longa para qualquer complexo de cadeias livres* C = (Cy, Oy).

O teorema A.2 é um caso particular de ([11], p. 239, Teorema 11).

Por fim, vejamos os grupos de cohomologia singular de alguns espacos especiais que
serao utilizados neste trabalho:

cirern ={

ROR, i=0

y Hi(SO;R):{ 0, >0

4Um complexo de cadeis C' = (Cf, %) é dito um complexo de cadeias livres se Cj, ¢ livre para todo
k€ Z.
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~ rriton. oy ) B, 1=0o0ui=n
SenZl,entaoH(S,R)—{()? i£0citn
- ; R, i1=n
Se n > 1, entao HZ(R”,R”—{O};R)—{ 0, itn

, =<d <i<
Se n > 1, entdo H'(RP™;Zy) = {Z2 Ea < OZ;ETL

HY(RP™Zy),a® =1led' =g —a—..—aq

vV
1—vezes

Se RP* = | JRP*, entio H'(RP™;Zy) = Zy

k>0

, onde < a >=



B Numeros Complexos, Quaternions
e de Cayley

Neste apéndice, veremos as defini¢oes e operagoes bésicas envolvendo os ntimeros
complexos !, quaternions? e os ntimeros de Cayley 3 que serao utilizadas especialmente
nos Exemplos 4.5, 4.6 e 4.7, respectivamente.

Os nimeros complexos, denotados por C, surgiram com a necessidade de resolver
as equagoes de terceiro grau. Posteriormente, em 1833, o matematico irlandes Sr. Wil-
lian Rowan Hamilton publicou um artigo em que apresentou uma &lgebra formal dos
numeros complexos, que é utilizada até hoje.

Com o intuito de generalizar os ntimeros complexos, Hamilton tentou criar uma
algebra parecida em um espaco vetorial real tri-dimensional. Sem éxito, Hamilton
abandonou a lei da comutatividade para a multiplicagao e, assim, surgia a algebra nao-
comutativa dos quaternions. Em homenagem a Hamilton, o conjunto dos quaternions
foram denotados por H.

Apobs o surgimento dos quaternions, Arthur Cayley apresentou uma generalizagao
destes definindo uma élgebra nao-comutativa e nao-associativa num espaco vetorial real
de dimensao oito. Este conjunto ficou conhecido como os Octonides, também chamados
de ntmeros de Cayley e denotados por Q.

B.1 Numeros Complexos

Definigao B.1. O conjunto dos nimeros complexos € definido como:
C={r=x0+mi : 1€R, [=0,1ei*=—-1}

Dado um nimero complexo x = xy + x1¢, definimos seu conjugado e seu modulo,
respectivamente, por:

szﬂfo—&ll’l’

!Para mais detalhes sobre niimeros complexos, ver ([10], p. 9-12).
2Para mais detalhes sobre quaternions, ver ([10], p. 40-42).
3Para mais detalhes sobre nimeros de Cayley, ver [1].
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o |x| = /134 2?

As operagoes soma, produto e produto escalar entre dois niimeros complexos r =
To + 11 € y = yo + Y11 sao definidas, respectivamente, por:

o v+y=(xg+y)+ (x1+ 1)
® Ty = ($090 —x1y1) + (Toy1 + T1Y0)i
o J I,y >= ToYo + T1Y1

Assim, C é um espago vetorial real bi-dimensional cuja base é {1,7}. Deste modo,
C = R?, ou seja, podemos associar um nimero complexo & = g + 217 com um par
ordenardo (zg,x1), respeitando ainda as operagoes estabelecidas acima.

B.2 Quaternions

Definicao B.2. O Conjunto dos quaternions é definido como:
H={z=2¢+zi+a9j+ask : 5€R, 1=0,1,2,3¢ei*=j>=k*=—1}

Dado um quaternion x = x¢+x1i+x2j+x3k, definimos seu conjugado e seu modulo,
respectivamente, por:

.fzxo—ﬁl’l’—lﬂgj—xgk'

° |a:|:\/yc%+x%+a:§+x§

As operagoes soma e produto escalar entre dois quaternions x = xg+x1i+x2j + 3k
ey =1yo+ 1t + yoJ + ysk sao definidas, respectivamente, por:

o v+y=(ro+y)+ (1 +y1)i+ (z2+y2)j+ (x3+y3)k
o I x,Yy >= XoYo + T1Y1 + T2Y2 + T3Y3

Agora, para podermos definir a operagao produto entre quaternions, precisamos
estabelecer as relagoes desta operagao entre os imaginérios unitarios i, j,k € H, que
sao:

Tabela B.1: Produto entre Quaternions imaginarios unitarios

Assim, a operacao produto entre dois quaternions x = xg + 217 + x2] + 3k €
Yy = Yo + y1i + y2J + ysk é definida por:
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1+

)
)
\j
)

Toy1 + T1Yo + T2Y3 — T3Yo

o 1y = (Toyo — T1Yy1 — Tay2 — T3y3)+
(
(Toy2 — T1Y3 + To2yo + T3y1)j+
(

ToyYs + T1Y2 — Tay1 + T3Yo)k

Podemos resumir a tabela B.1 na seguinte figura:

Figura B.1: Resumo do produto entre Quaternions

Quando multiplicamos dois elementos no sentido horario do circulo, o resultado
serd o proximo elemento. Por exemplo, 7 = k. Por outro lado, se multiplicarmos
dois elementos no sentido antihorério do circulo, o resultado sera o préximo elemento,
porém com o sinal invertido. Por exemplo, ji = —k.

Deste modo, H é um espago vetorial real 4—dimensional cuja base é {1,1,j, k}.

Logo, H = R*, ou seja, podemos associar um quaternion x = x¢ + 214 + 2] + 23k com
uma 4—upla (g, x1, T2, x3), respeitando ainda as operagoes estabelecidas acima.

B.3 Numeros de Cayley

Definicao B.3. O Conjunto dos nimeros de Cayley é definido como:
O={z=x0+z1€61+... F2767 : 1, €R, [=0,1,...,7e¢ el2 =-1,1=1,...,7}

Dado um ntumero de Cayley x = x¢ + x1€1 + ... + x7e7, definimos seu conjugado e
seu modulo, respectivamente, por:

[ f:IO — X1€1 — ... — T7€7

o [z| = /22 + 2%+ .. +a?

As operacoes soma e produto escalar entre dois nimeros de Cayley x = x4+ x161 +
v+ x7e7 € Yy = Yo + Y161 + ... + yrer sao definidas, respectivamente, por:

e r+y=(xg+y)+ (r1+y1)er + ...+ (x7 +yr)er

o J I,y >=ToYo + T1y1 + ... + 7Yz
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Agora, para podermos definir a operagao produto entre numeros de Cayley, precisa-
mos estabelecer as rela¢oes desta operagao entre os imaginarios unitarios e, ...,e; € Q,

que sao:

. €1 €9 €3 €4 €5 €g er
e | —1 N e; —ey eg —e; —e3
ey | —eq —1 es e1 —e3 e; —eg
€3 | —€7 —€5 -1 €6 ()] —€4 €1
€4 €9 —€1 —€p -1 €7 €3 —€x5
es | —eg €3 —ey —ep; —1 el eq
e | es —er e —e3 —e; —1 €9
er | e3 eg  —e1 e —eq4 —ey —1

Tabela B.2: Produto entre nimeros de Cayley imaginarios unitarios

Podemos resumir a tabela B.2 na seguinte figura:

Figura B.2: Resumo do produto entre niimeros de Cayley

A figura B.2 é conhecida como Plano de Fano, que consiste de sete linhas e sete
pontos. As "linhas"sao os lados e as alturas do tridngulo e o circulo contendo os pontos
médios de cada lado do triangulo. Com isso, cada linha possui exatamente trés pontos
distintos. Deste modo, se considerarmos uma linha e seus pontos e;, e; e e, com o

sentido e; — e; — e, obtemos, por exemplo, as multiplicacoes:

€i€j =€ € €;6 = —€
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Assim, a operagao produto entre dois nimeros de Cayley © = xo + z1e1 + ... + x7e7
ey =1yo+yie1+ ... + yre7 é definida por:

e 1y = (ToYo — T1Y1 — TaY2 — T3Y3 — TaYs — T5Ys — TeYe — TrY7)+
(Toy1 + T1Yo + Taya + T3yr — Taya + TsYs — TeYs — Trys)ert
(Toya — T1Ya + Tayo + T3ys + Tay1 — Tsys + TeYr — TrYe)eat
(Toys — T1y7 — Toys + T3Yo + TaYs + TsY2 — TeYs + T7y1)ez+
(Toya + T1y2 — Tayr — T3Ye + Talo + TsyYr + TeYs — Trys)eat
(ToYs — T1Y6 + Toys — T3Y2 — Tayr + TsYo + Tey1 + Trya)es+
(ToYs + T1Y5 — Tayr + T3ys — TaYs — Tsy1 + TeYo + TrY2)est

(Toyr + T1Y3 + TaYs — T3Y1 + Tays — TsYs — TeYo + T7Yo)er

Deste modo, @ ¢ um espago vetorial real 8—dimensional cuja base é {1, ey, ...,e7}.
Logo, O = R8, ou seja, podemos associar um ntimero de Cayley & = xg+z1€1+... +x7e7
com uma 8—upla (xg, 1, ..., z7), respeitando ainda as operagoes estabelecidas acima.



C Coeficientes Binomiais Modulo 2

Neste apéndice, veremos uma breve introducao aos coeficientes binomiais ! para que
possamos enunciar os resultados que serao utilizados neste trabalho sobre coeficientes

binomiais moédulo dois.

Inicialmente, lembremos que dados n, k > 0 dois inteiros quaisquer, definimos o co-
eficiente binomial de n na classe k como sendo o nimero de combinagoes de n termos
k a k, ou seja, podemos escrever este coeficiente binomial como:

(1) = m

A seguir, temos algumas das propriedades dos coeficientes binomiais:

® (Z) - (nﬁk)

o )+ (%) =G)

Com isso, lembrando que 0! = 1, podemos obter que ((1)) = 0. De fato, pois como

)+ Q) = () entao 1+ () =1, isto &, () =0

Um dos resultados mais importantes envolvendo os coeficientes binomiais é o famoso
Teorema Binomial:

Teorema C.1. Para quaisquer x,y € R e para qualquer inteiron > 0, temos a sequinte
identidade:

(z+y)" = i (7;) a" Ty

1=0

Em particular, temos que (1 4+ x)" = E ()xl Assim, o coeficiente de z' na
)
i=0
expansao (1 + x)" é (’;), para todo i =0, ..., n.

!Para mais detalhes sobre coeficientes binomiais, ver (|5], p. 47-67).
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Feitas as condigoes necessarias sobre coeficientes binomiais, podemos ver os resul-
tados que serao utilizados neste trabalho sobre coeficientes binomiais modulo 2.

Para isto, comegaremos com o seguinte:
Proposigao C.1. Em Zs[z], temos que (1+x)? = 1+2%, para qualquer inteiror > 1.

Demonstragao. Provaremos por indugao sobre r > 1. Primeiramente, quando r» = 1
temos:

(1+2)? =142z + 2> =1+ 2? em Zy[z].
Agora, suponha que (1+2)¥ ' =1+22 . Entéo:
(1+2)¥ =[1+2)?2  =10+2) " =1+ @Y =142 em Zy[z].

Portanto, (1 + x)* =1+ 2% em Z,[z], para qualquer inteiro r > 1. O

Para os préximos resultados, precisaremos das decomposi¢oes 2—éadicas de um in-
teiro a > 0 qualquer.

k
Uma decomposicao 2—adica de a > 0 é a tnica decomposicao do tipo a = Z ;2"

para algum inteiro £ > 0, onde 0 < a; < 2 para todo ¢ = 0, ..., k. Note que péd(zamos
considerar o mesmo indice k na decomposicao 2—adica de dois inteiros nao negativos
quaisquer, pois basta tomar a; e/ou b; iguais a zero quando o termo 2 nao aparecer na
decomposi¢ao 2—adica de a e b, respectivamente. Por exemplo:

9=1.2°+02"+0.22+1.23
8 =0.2°+02'+0.2%+1.28
7=124+12'+122+0.23

Observe que o termo ag é sempre o resto da divisao de a por 2, ou seja, se a é par,
entao ag = 0 e se a é impar, entao ayg = 1.

Com isso, obtemos os seguintes resultados:
k
Teorema C.2. Sejam a,b > 0 inteiros quaisquer tais que b < a. Se a = ZaiT e
i=0

k k

. a;

b= E b;2" sao suas decomposicoes 2—ddicas, entao, (Z) = H (b) mod 2.
i=0 i=0

Demonstracao. Inicialmente, observe que o coeficiente de z° na expansao (1+xz)% é (‘Z)

Por outro lado, em Zs[x] temos que:



109

k
> b2

b — gi=0 , entdo também obtemos que o coeficiente de 2°

Deste modo, como z

k
na expansao (1 + x)* é H (Zl)

1=0

k
Portanto, em Z[z] concluimos que (}) = H (aZ) mod 2. O

Corolario C.1. Sejam r,m inteiros tais que r > 1 e m € relativamente primo com 2.

Entdo, (") = m mod 2.

k
Demonstracao. Considere m = E m;2" a expansao 2—adica de m, onde mg é o resto

i=0
da divisao de m por 2. Entao:

2"m = my2" + m 2" + . my2rtE
or =2 4 0.2t . 4027k

~ . or
Entao, segue do Teorema anterior que ( 21”)

mod 2. O

I
—
~ 3

S
~—
—
o3

=
~—
—
o3

>
~—

I
—
~ 3

S
~—

|

E

Il

Corolario C.2. Sejam a,b > 0 inteiros tais que a € par e b € impar. Entao, (“b‘) =0
mod 2.

k k
Demonstragcao. Sejam a = Z a;2" e b= Z b;2" as decomposicoes 2—adicas de a e b,
i=0
Y la 0
Entao, segue do Teorema anterior que (b) = H <bz> = <1> |

=0
k a
| (bZ) = 0 mod 2,
=0 =1

onde ayp =0 e by = 1, uma vez que a é par:e b é impar.
pois ((1)) = 0. O]



57
&‘%&%&“? UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u ne s ¥ 40LIO DE MESQUITA FILHO”
Campus de S&o José do Rio Preto

TERMO DE REPRODUGAO XEROGRAFICA

Autorizo a reprodugéo xerografica do presente Trabalho de Concluséo, na integra ou

em partes, para fins de pesquisa.

S&o José do Rio Preto, 09 03 ;2045

Qfﬁx Mo laps 86%19@-5}\ :

Assingtura do autor




