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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos uma descrição axiomática das classes de Stiefel-

Whitney e, assumindo válidos estes axiomas, mostraremos algumas de suas apli-

cações. Posteriormente, definiremos as classes de Stiefel-Whitney e mostraremos

que esta definição satisfaz os axiomas, além de garantir a unicidade das classes de

Stiefel-Whitney. Por fim, definiremos a classe de Euler e mostraremos algumas de

suas aplicações, bem como sua relação com as classes de Stiefel-Whitney.

Palavras-chave: Variedades C∞, Fibrados Vetoriais, Classes de Stiefel-Whitney,

Fibrados Orientados, Classe de Euler.



ABSTRACT

In this work, we will present an axiomatic description of the Stiefel-Whitney classes

and, taking these axioms true, we will show some of their applications. After that,

we will define the Stiefel-Whitney classes and we will show this definition meets

the axioms, besides it ensures the unity of the Stiefel-Whitney classes. Lastly, we

will define the Euler class and we will show some of its application as well as its

relationship with the Stiefel-Whitney classes.

Keywords: C∞ Manifolds, Vector Bundles, Stiefel-Whitney Classes, Oriented Bun-

dles, Euler Class.
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1 Introdução

Os estudos sobre classes características começaram em 1935 quando Eduard Sti-
efel definiu certas classes de homologia para fibrados tangentes de variedades C∞.
Simultaneamente, Hassler Whitney tratou do caso para qualquer fibrado esfera 1. Pos-
teriormente, Whitney contribuiu no desenvolvimento da linguagem da Teoria de Coho-
mologia e, assim, surgiram os conceitos das classes de cohomologia. Com isso, Whitney
provou o resultado que seria chamado mais tarde de Teorema do Produto de Whitney.

O objetivo deste trabalho será o de estudar as classes de Stiefel-Whitney e a classe
de Euler, sendo esta última um "caso particular"das classes de Stiefel-Whitney. Ve-
remos como estas classes são construídas e suas aplicações. Para isto, organizaremos
este trabalho do seguinte modo:

No capítulo 2, fixaremos algumas notações que serão usadas no decorrer do traba-
lho e mostraremos as definições e os resultados necessários para o desenvolvimento do
capítulo 3.

No capítulo 3, definiremos as variedades C∞ e seus respectivos espaços tangentes.
Com isso, poderemos definir a variedade tangente de uma variedade C∞ e provaremos
alguns resultados importantes envolvendo estes três objetos, que serão necessários para
o entendimento dos exemplos 4.2 e 4.3, sendo que estes exemplos serão utilizados com
frequência neste trabalho.

Como as classes de Stiefel-Whitney e de Euler estão sempre associadas a um objeto
chamado fibrado, o capítulo 4 servirá como base para o restante do trabalho, pois nele
definiremos os chamados fibrados vetoriais, que por comodidade chamaremos apenas
de fibrados. Os exemplos de fibrados e os resultados deste capítulo serão utilizados em
todos os capítulos posteriores.

No capítulo 5, encontraremos fibrados que são obtidos através de outros fibrados,
por meio de construções específicas, como por exemplo o fibrado restrição, que é cons-
truído simplesmente pela restrição do seu espaço base a algum do seus subespaços.

O capítulo 6 conterá o primeiro tópico principal deste trabalho, as classes de Stiefel-
Whitney. Nele, descreveremos as classes de Stiefel-Whitney associadas a um fibrado

1Um fibrado esfera é obtido de um fibrado vetorial Euclidiano considerando somente os vetores de
seu espaço total com norma igual a um.

12
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por meio de quatro axiomas e, assim, veremos que estas classes encontram-se na coho-
mologia do espaço base deste fibrado com coeficientes em Z2. Assumindo válidos essses
quatro axiomas, veremos algumas de suas consequências e calcularemos as classes de
Stiefel-Whitney das esferas e dos espaços projetivos reais. Também veremos impor-
tantes aplicações destas classes, tais como resultados sobre imersões de variedades C∞
em espaços euclidianos e quando duas variedades C∞ pertencem a mesma classe de
cobordismo.

No capítulo 7, daremos a definição formal das classes de Stiefel-Whitney por meio
do isomorfismo de Thom e dos quadrados de Steenrod. Assim, provaremos que esta
definição satisfaz os quatro axiomas propostos no capítulo 6.

No capítulo 8, provaremos qe as classes de Stiefel-Whitney são unicamente determi-
nadas quando seu espaço base é paracompacto. Para tanto, definiremos as variedades
de Grassmann e as variedades de Grassmann infinitas e veremos alguns resultados en-
volvendo estas variedades.

Por fim, veremos no capítulo 9 o segundo e último tópico principal deste trabalho,
a classe de Euler. Entretanto, esta classe não está associada a qualquer fibrado, mas
aos fibrados orientados. Deste modo, definiremos o que é a orientação de um espaço
vetorial real qualquer com dimensão n > 0 e, assim, definiremos os fibrados orientados
por meio da orientação da fibra. Este será o único capítulo em que trabalharemos com
a cohomologia do espaço base de um fibrado com coeficientes em Z, pois a orientação do
fibrado interferirá no sinal da classe de Euler, como veremos na propriedade 9.5. Tam-
bém veremos como a classe de Euler está relacionada com as classes de Stiefel-Whitney
e mostraremos suas consequências e aplicações, sendo algumas destas consequências si-
milares com as da classe de Stiefel-Whitney.

Este trabalho tem como base o livro Characteristic Classes de John W. Milnor e
James D. Stasheff ([8]).



2 Conceitos e Resultados Preliminares

Inicialmente, fixemos algumas notações que serão utilizadas em todo o trabalho.

Sejam X e Y conjuntos quaisquer e f : X → Y uma função. Denotaremos
por f`(B) a imagem inversa do subconjunto B ⊂ Y pela função f . Caso exista
f−1 : Y → X, o conjunto f−1(B) denotará a imagem direta de B ⊂ Y pela função
f−1. Ainda, 1X : X → X denotará a função identidade de X.

Seja U ⊂ Rn um subconjunto qualquer. Sempre que dissermos que U ⊂ Rn é
aberto estaremos nos referindo a U como um suconjunto aberto de Rn. Caso contrário,
explicitaremos em qual conjunto U é aberto.

Dados dois espaços vetoriais V1 e V2 de mesma dimensão finita, indicaremos V1
∼= V2

quando V1 e V2 forem isomorfos.

Agora, considere dois espaços topológicos X e Y . Se X e Y forem homeomorfos,
denotaremos X ≈ Y . Por outro lado, se X e Y tiverem o mesmo tipo de homotopia,
denotaremos X ' Y . Também, dado A ⊂ X qualquer, denotaremos por A e int(A) o
fecho e o interior de A em X, respectivamente.

Considere G um grupo e a ∈ G qualquer. Denotaremos por < a > o subgrupo de
G gerado pelo elemento a ∈ G.

Ainda, denotaremos por Dn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1} e Sn−1 = {x ∈ Rn : ||x|| = 1}
o disco e a esfera de Rn. Também, dada uma variedade M , denotaremos seu bordo por
∂M .

Agora, diremos que um espaço topológico X é paracompacto se:

• X é um espaço de Hausdorff;

• para toda cobertura aberta {Uα}α∈Λ de X, existe um refinamento {Vα}α∈Λ de
{Uα}α∈Λ que é localmente finito em X, isto é, para todo α ∈ Λ, Vα ⊂ Uα′ para
algum α′ ∈ Λ e qualquer ponto x ∈ X admite um abertoW ⊂ X contendo x ∈ X
que intercepta um número finito de elementos de {Vα}α∈Λ.

Por fim, provemos o resultado abaixo, que será utilizado no Capítulo 4.

14



Preliminares para o Capítulo 3 15

Teorema 2.1. Sejam X, Y , Z espaços topológicos e f : X → Y , g : Y → Z funções.
Se g ◦ f : X → Z é contínua e f é um homeomorfismo (respect. g), então g também é
contínua (respect. f).

Demonstração. Inicialmente, considere o seguinte diagrama comutativo:

X
g◦f //

f ��

Z

Y

g

CC

Suponha o caso em que g ◦ f é contínua e f é um homeomorfismo. Como g =
(g ◦ f) ◦ f−1, então g é contínua.

Analogamente, suponha que g ◦ f é contínua e g é um homeomorfismo. Como
f = g−1 ◦ (g ◦ f), então f é contínua.

Agora, vejamos algumas definições e resultados que são fundamentais para o de-
senvolvimento do capítulo 3.

2.1 Preliminares para o Capítulo 3

Sejam U ⊂ Rn um aberto e f = (f1, ..., fm) : U → Rm uma função. Dizemos que
f é de classe C∞ se as derivadas parciais de todas as ordens de cada componente fi,
i = 1, ...,m, de f , existem e são contínuas.

Agora, se considerarmos f : X → Rm uma função, onde X ⊂ Rn é qualquer, dire-
mos que f é de classe C∞ se, para todo x ∈ X, existirem um aberto V ⊂ Rn contendo
x ∈ X e uma função F : V → Rm de classe C∞ tal que F |V ∩X = f |V ∩X .

Sejam X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm quaisquer e f : X → Y uma função. Diremos que f é de
classe C∞ se a composta i◦f : X → Rm for de classe C∞, onde i : Y ↪→ Rm é a função
inclusão. Ainda, diremos que f é um difeomorfismo se f for uma bijeção de classe C∞
com inversa também de classe C∞.

Por comodidade, quando uma função f : X → Y for de classe C∞ diremos apenas
que f é C∞.

Agora, vejamos alguns resultados já conhecidos da Análise que nos auxiliarão na
construção dos Espaços Tangentes das Variedades e na demonstração de resultados
sobre estes.

As provas dos resultados abaixo podem ser encontradas em [7].

Sejam U ⊂ Rk um aberto e f : U → Rm uma função. Para cada x ∈ U e qualquer
h ∈ Rk, a derivada da função f no ponto x ∈ U aplicada ao vetor h ∈ Rk é definida
por

dxf(h) = lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
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Observemos que, para cada x ∈ U , temos que dxf : Rk → Rm é uma função bem
definida. Com isso, temos o:

Teorema 2.2. Se U ⊂ Rk é um aberto e f : U → Rm é C∞, então, para cada x ∈ U ,
dxf : Rk → Rm é uma transformação linear.

Nas condições do Teorema acima, temos, relativamente às bases canônicas de Rk e
Rm, que a matriz da transformação linear dxf : Rk → Rm é dada por:

Jxf =


∂f1
∂x1

... ∂f1
∂xk

. .

. .

. .
∂fm
∂x1

... ∂fm
∂xk


m×k

A matriz Jxf é chamada de matriz Jacobiana da função f em x ∈ U .

Ainda, se f : U → V é um difeomorfismo C∞, onde U ⊂ Rk e V ⊂ Rk são abertos,
então dxf : Rk → Rk é um isomorfismo linear, para cada x ∈ U .

Se U ⊂ Rk é um aberto, f : U → Rm é uma função com k ≤ m e x0 ∈ U é tal que
Jx0f tem rank máximo, ou seja, rank(Jx0f) = k ≤ m, então existe um aberto V ⊂ U
de Rk, com x0 ∈ V , tal que rank(Jyf) = k, para todo y ∈ V .

Considere U ⊂ Rk, V ⊂ Rm abertos e f : U → Rm, g : V → Rp funções C∞ tais
que Im(f) ⊂ V . Assim, para qualquer x ∈ U , temos que dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf .



3 Variedades C∞ e seus Espaços
Tangentes

Veremos neste capítulo uma breve introdução à Teoria das Variedades diferenciáveis
de classe C∞ e alguns resultados envolvendo seus respectivos espaços tangentes.

Definição 3.1. Diremos que um subconjunto M ⊂ Rn é uma variedade C∞ de dimen-
são k ≥ 0, também chamada de k−variedade C∞, se para todo x ∈ M , existirem um
aberto V ⊂ M contendo x ∈ M , um aberto U ⊂ Rk e uma função ϕ : U → V tal que
ϕ é um difeomorfismo.

Nestas condições, diremos que ϕ : U → V é uma parametrização local de M em
torno de x ∈M e ϕ−1 : V → U é chamada de sistema de coordenadas locais.

Exemplo 3.1. Como exemplo mais simples de uma variedade C∞, considere U ⊂ Rn

um aberto. Então, U ⊂ Rn é uma n−variedade C∞.

De fato, pois se considerarmos a função identidade 1U : U → U , teremos que, para
todo x ∈ U , 1U : U → U será uma parametrização local de U em torno de x ∈ U .

Observação 3.1. Se M ⊂ Rn é uma k−variedade C∞ e ϕ : U → V é uma para-
metrização local de M em torno de x ∈ M , com ϕ(u) = x para algum u ∈ U , então
ϕ|W : W → ϕ(W ) é uma parametrização local deM em torno de x ∈M , para qualquer
W ⊂ U aberto de Rk, com u ∈ W .

Observação 3.2. Se M ⊂ Rn é uma k−variedade C∞, é possível construir, para todo
x ∈ M , uma parametrização local ψ : U → V de M em torno de x ∈ M tal que
ψ(0) = x, onde U ⊂ Rk é um aberto contendo a origem. De fato, seja ϕ : U → V uma
parametrização local de M em torno de x ∈M com ϕ(u) = x. Considere T : Rk → Rk

a translação dada por T (v) = v−u, para todo v ∈ Rk. Note que Ũ = T (U) ⊂ Rk é um
aberto contendo a origem e que toda translação é um difeomorfismo, pois a inversa de
uma translação será outra translação e dvT = 1Rk : Rk → Rk, para todo v ∈ Rk.

Assim, ψ = ϕ ◦ (T |U)−1 : Ũ → V será uma parametrização local de M em torno de
x ∈M tal que ψ(0) = x.

No que segue, sempre que nos referirmos a uma parametrização local ϕ : U → V
de M em torno de x ∈M , estaremos considerando que ϕ(0) = x.

Agora, suponha M ⊂ Rn uma k−variedade C∞ e ϕ : U → V uma parametrização
local de M em torno de x ∈M .

17
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Definição 3.2. Definimos o espaço tangente da variedade M em x ∈ M como sendo
o conjunto TxM = d0ϕ(Rk).

Exemplo 3.2. Seja U ⊂ Rn um aberto. Como vimos no Exemplo 3.1, temos que
U ⊂ Rn é uma n−variedade C∞ e 1U : U → U é uma parametrização local de U em
torno de qualquer ponto u ∈ U . Entretanto, conforme visto na Observação 3.2, temos
que ψ = 1U ◦ (TU)−1 : Ũ → U será uma parametrização local de U em torno de u ∈ U
tal que ψ(0) = u, onde T : Rn → Rn é a translação dada por T (x) = x− u, para todo
x ∈ Rn e Ũ = T (U).

Portanto:

TuU = d0ψ(Rn)

= d0(1U ◦ (T |U)−1)(Rn)

= du1U ◦ d0(T |U)−1(Rn)

= 1Rn ◦ 1Rn(Rn)

= Rn

para qualquer u ∈ U .

Lema 3.1. Seja M ⊂ Rn uma k−variedade C∞.Então, para todo x ∈ M , o espaço
tangente TxM não depende da parametrização escolhida.

Demonstração. Sejam ϕ1 : U1 → V e ϕ2 : U2 → V parametrizações locais de M em
torno de x ∈M . Note que podemos assumir Im(ϕ1) = V = Im(ϕ2), pois caso contrá-
rio, basta tomar V = Im(ϕ1) ∩ Im(ϕ2).

Como ϕ2 é um difeomorfismo, então h = ϕ−1
2 ◦ ϕ1 : U1 → U2 é um difeomorfismo e

ϕ2 ◦ h = ϕ1. Logo, d0ϕ1 = d0ϕ2 ◦ d0h.

Como h é um difeomorfismo, então d0h : Rk → Rk é um isomorfismo linear. Assim,
d0ϕ1(Rk) = d0ϕ2 ◦ d0h(Rk) = d0ϕ2(Rk), ou seja, TxM independe da parametrização
escolhida.

Portanto, TxM está bem definido.

Lema 3.2. Seja M ⊂ Rn uma k−variedade C∞. Então, dim(TxM) = k, para todo
x ∈M .

Demonstração. Seja ϕ : U → V uma parametrização local de M em torno de x ∈ M .
Como ϕ−1 ◦ϕ = 1U , então dxϕ−1 ◦ d0ϕ = 1Rk . Portanto, d0ϕ : Rk → TxM é injetora e,
consequentemente, um isomorfismo, isto é, Rk ∼= d0ϕ(Rk) = TxM .

Logo, dim(TxM) = k.
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Agora, dadas M ⊂ Rn e N ⊂ Rm duas variedades C∞ e f : M → N uma função
C∞, queremos definir dxf : TxM → Tf(x)N de forma que se M, N, P são varieda-
des C∞, f : M → N e g : N → P são funções C∞ (e assim, g ◦ f é C∞), então
dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf .

De fato, primeiramente, considere M ⊂ Rn uma k−variedade e N ⊂ Rm uma
r−variedade, ambas C∞ e f : M → N uma função C∞. Também, considere ϕ : U1 →
V1 e ψ : U2 → V2 parametrizações locais de M e N em torno de x ∈ M e f(x) ∈ N ,
respectivamente, com f(V1) ⊂ V2.

Desta forma, podemos definir h : U1 → U2 por h(u) = ψ−1 ◦ f ◦ ϕ(u), para todo
u ∈ U1. Assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

V1
f // V2

ψ−1

��
U1

ϕ

OO

h
// U2

Logo, h é C∞.

Agora, olhando para as transformações lineares d0ϕ : Rk → TxM , d0h : Rk → Rr

e d0ψ : Rr → Tf(x)N , temos que d0ϕ e d0ψ são isomorfismos, ou seja, podemos definir
dxf : TxM → Tf(x)N por dxf(v) = d0ψ◦d0h◦(d0ϕ)−1(v), para todo v ∈ TxM , conforme
o diagrama comutativo abaixo:

TxM

(d0ϕ)−1

��

dxf // Tf(x)N

Rk
d0h

// Rr

d0ψ

OO

Por outro lado, sejam M ⊂ Rn uma k−variedade, N ⊂ Rm uma r−variedade
e P ⊂ Rl uma s−variedade, ambas C∞ e f : M → N , g : N → P funções C∞.
Considere ϕ : U1 → V1, ψ : U2 → V2 e θ : U3 → V3 parametrizações locais de M , N e
P em torno de x ∈ M , f(x) ∈ N e g ◦ f(x) ∈ P , respectivamente, com f(V1) ⊂ V2 e
g(V2) ⊂ V3, conforme o seguinte diagrama:

V1
f // V2

g // V3

U1

ϕ

OO

h
// U2

ψ

OO

h′
// U3

θ

OO

onde h = ψ−1 ◦ f ◦ ϕ e h′ = θ−1 ◦ g ◦ ψ são funções C∞.

De acordo com a definição dada acima, temos que:

df(x)g ◦ dxf = (d0θ ◦ d0h
′ ◦ (d0ψ)−1) ◦ (d0ψ ◦ d0h ◦ (d0ϕ)−1)

= d0θ ◦ d0h
′ ◦ d0h ◦ (d0ϕ)−1
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= d0θ ◦ d0(h′ ◦ h) ◦ (d0ϕ)−1

= dx(g ◦ f)

Portanto, conseguimos definir dxf : TxM → Tf(x)N nas condições que gostaríamos.

Prosseguindo, seja M ⊂ Rn uma k−variedade C∞.

Definição 3.3. Definimos a variedade tangente de M como sendo o seguinte subcon-
junto:

TM = {(x, v) ∈M × Rn : v ∈ TxM} ⊂ R2n

Exemplo 3.3. Seja U ⊂ Rn um aberto. Como vimos no exemplo 3.2, temos que
TuU = Rn para todo u ∈ U .

Deste modo, temos que TU = U × Rn.

Por fim, dadas M ⊂ Rn, N ⊂ Rm variedades C∞ e f : M → N uma função C∞,
definimos df : TM → TN por df(x, v) = (f(x), dxf(v)), para todo (x, v) ∈ TM .

Lema 3.3. Sejam M ⊂ Rn, N ⊂ Rm variedades C∞ e f : M → N uma função C∞.
Então, df : TM → TN é C∞.

Demonstração. Inicialmente, suponha M ⊂ Rn uma k−variedade C∞. Para provar
que df : TM → TN é C∞, é suficiente mostrar que i ◦ df : TM → R2m é C∞, onde
i : TN ↪→ R2m é a inclusão. Sendo assim, devemos provar que para todo (x, v) ∈ TM ,
existe um aberto W ⊂ R2n contendo (x, v) ∈ TM e existe dF : W → R2m uma função
C∞ tal que dF |W∩TM = i ◦ df |W∩TM .

Para tanto, considere ϕ : U → V uma parametrização local de M em torno de
x ∈ M . Como i′ ◦ f : M → Rm é C∞, pois f : M → N é C∞, onde i′ : N ↪→ Rm é a
inclusão, então existe um aberto W̃ ⊂ Rn contendo x ∈M e existe F : W̃ → Rm uma
função C∞ tal que F |W̃∩M = i′ ◦ f |W̃∩M .

Então, dF : W̃ × Rn → R2m é definida por dF (x, v) = (F (x), dxF (v)) = (F ◦
π1(x, v), dxF ◦ π2(x, v)), para todo (x, v) ∈ W̃ × Rn, onde π1 : W̃ × Rn → W̃ e
π2 : W̃ × Rn → Rn são as projeções canônicas dadas por π1(x, v) = x e π2(x, v) = v,
respectivamente, para todo (x, v) ∈ W̃ × Rn.

Logo, dF é uma função C∞, pois suas componentes são C∞. Ainda, dF |W∩TM =

i ◦ df |W∩TM , onde W = W̃ × Rn ⊂ R2n é aberto.

Portanto, df : TM → TN é C∞.

Teorema 3.1. SeM ⊂ Rn é uma k−variedade C∞, então TM ⊂ R2n é uma 2k−variedade
C∞.

Demonstração. Tomemos, para qualquer x ∈M , uma parametrização local ϕ : U → V
de M em torno de x ∈M .
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Assim, para todo (x, v) ∈ TM , tome Ũ = U × Rk ⊂ R2k e Ṽ = V × TxM ⊂ R2n

abertos, com (x, v) ∈ Ṽ . Considere também, a função dϕ : Ũ → Ṽ , definida por
dϕ(y, u) = (ϕ(y), d0ϕ(u)), para todo (y, u) ∈ Ũ , que é sobrejetora e, pelo Lema ante-
rior, é C∞.

Como ϕ : U → V é um difeomorfismo, então d0ϕ : Rk → TxM é um isomorfismo.

Agora, provemos que dϕ : Ũ → Ṽ é injetora. Para tanto, sejam (y1, u1), (y2, u2) ∈ Ũ
tais que dϕ(y1, u1) = dϕ(y2, u2). Então:

dϕ(y1, u1) = dϕ(y2, u2)

⇒ (ϕ(y1), d0ϕ(u1)) = (ϕ(y2), d0ϕ(u2))

⇒ ϕ(y1) = ϕ(y2) e d0ϕ(u1) = d0ϕ(u2)

⇒ y1 = y2 e u1 = u2

Logo, dϕ é injetora.

Por fim, defina (dϕ)−1 : Ṽ → Ũ por (dϕ)−1(y, u) = (ϕ−1(y), (d0ϕ)−1(u)). Analoga-
mente, como ϕ−1 é C∞, então (dϕ)−1 também é C∞.

Assim, concluímos que dϕ : Ũ → Ṽ é uma parametrização local de TM em torno
de (x, v) ∈ TM , isto é, TM é uma 2k−variedade C∞.

Como último resultado deste capítulo, temos:

Exemplo 3.4. Sejam M1 ⊂ Rn uma k−variedade C∞ e M2 ⊂ Rm uma r−variedade
C∞. Então, M = M1×M2 ⊂ Rn+m é uma (k+ r)−variedade C∞. Ainda, T(x1,x2)M =
Tx1M1 × Tx2M2 para todo (x1, x2) ∈M .

Para tanto, considere ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 parametrizações locais de
M1 e M2 em torno de x1 ∈ M1 e x2 ∈ M2 quaisquer, respectivamente. Note que
U = U1×U2 ⊂ Rk+r é um aberto, V = V1×V2 ⊂M é um aberto contendo (x1, x2) ∈M
e ϕ = ϕ1 × ϕ2 : U → V é um difeomorfismo, uma vez que ϕ1 e ϕ2 o são.

Então, ϕ : U → V é uma parametrização local de M em torno de (x1, x2) ∈ M
qualquer, ou seja, M ⊂ Rn+m é uma (k + r)−variedade C∞.

Por fim, temos que:

T(x1,x2)M = d(0,0)ϕ(Rk+r)

= d0ϕ1(Rk)× d0ϕ2(Rr)

= Tx1M1 × Tx2M2.



4 Fibrados Vetoriais

Neste capítulo, apresentaremos um estudo sobre fibrados vetoriais, além de exem-
plos destes que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

Um fibrado vetorial ξ consiste do seguinte: um espaço topológico E = E(ξ) cha-
mado espaço total, um espaço topológico B = B(ξ) chamado espaço base, uma função
contínua π = πξ : E(ξ) → B(ξ) sobrejetora, chamada projeção, de forma que para
todo b ∈ B(ξ), o conjunto π`(b) tem "estrutura"de espaço vetorial real.

Quando não houver confusão sobre qual fibrado vetorial estaremos falando, deno-
taremos apenas por E e B seus respectivos espaços total e base.

Ainda, exigimos a trivialidade local, isto é: para qualquer b ∈ B, existe um aberto
U ⊂ B, com b ∈ U , existe um inteiro n ≥ 0 e existe um homeomorfismo h : U ×Rn →
π`(U) comutando o diagrama

U × Rn h //

p1
  

π`(U)

π
��

U

tal que h(b,_) : Rn → π`(b) é um isomorfismo de espaço vetorial, onde p1 :
U × Rn → U é a projeção no primeiro fator. Nestas condições, dizemos que ξ é
um Rn−fibrado vetorial.

As operações + : π`(b)× π`(b)→ π`(b) e · : R× π`(b)→ π`(b) que tornam π`(b)
um espaço vetorial real são definidas da seguinte maneira: considere e, e1, e2 ∈ π`(b) e
α ∈ R quaisquer e tome x, x1, x2 ∈ Rn tais que h(b, x) = e, h(b, x1) = e1 e h(b, x2) = e2.
Sendo assim, definamos:

e1 + e2 = h(b, x1 + x2)

αe = h(b, αx)

Note que estas operações estão bem definidas, pois e1 + e2 ∈ π`(b) e αe ∈ π`(b).
Com efeito, pois π(e1+e2) = π◦h(b, x1+x2) = p1(b, x1+x2) = b e π(αe) = π◦h(b, αx) =
p1(b, αx) = b.

22
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O par (U, h) é chamado de sistema de coordenadas locais para ξ sobre b ∈ B. O
espaço vetorial π`(b) é chamado de fibra sobre b ∈ B e será denotado por Fb = Fb(ξ).

Por comodidade, chamaremos um fibrado vetorial apenas por fibrado.

Exemplo 4.1. Seja B um espaço topológico. Consideremos εnB o fibrado onde E(εnB) =
B × Rn, B(εnB) = B e π = p1 : B × Rn → B é a projeção do primeiro fator. Então π
é contínua e sobrejetora. Ainda, como para qualquer b ∈ B, B é uma vizinhança de
b ∈ B em B, então h = 1B×Rn : B × Rn → π`(B) = B × Rn é um homeomorfismo tal
que π ◦h = p1 e h(b,_) : Rn → {b}×Rn, dado por h(b, x) = (b, x) para todo x ∈ Rn, é
um isomorfismo de espaços vetoriais, onde a estrutura de espaço vetorial de {b} × Rn

é dada por:
(b, x) + (b, y) = (b, x+ y)

α(b, x) = (b, αx)

para quaisquer x, y ∈ Rn, α ∈ R.

Definição 4.1. Dizemos que dois fibrados ξ e η são isomorfos, denotado por ξ ∼= η,
quando B(ξ) = B = B(η) e existir um homeomorfismo f : E(ξ) → E(η) tal que
f(Fb(ξ)) ⊂ Fb(η) e f |Fb(ξ) : Fb(ξ)→ Fb(η) é um isomorfismo, para todo b ∈ B.

Da definição acima, obtemos que πη ◦ f = πξ, ou seja, o seguinte diagrama é
comutativo:

E(ξ)
f //

πξ ��

E(η)

πη��
B

De fato, considere x ∈ E(ξ) arbitrário. Assim, x ∈ Fπξ(x)(ξ) e, consequentemente,
f(x) ∈ Fπξ(x)(η), isto é, πη(f(x)) = πξ(x). Portanto, πη ◦ f = πξ.

Definição 4.2. Dizemos que um fibrado ξ é trivial se ξ ∼= εnB(ξ), para algum inteiro
n ≥ 0.

Exemplo 4.2. Seja M ⊂ Rn uma k−variedade C∞. Consideremos τM o fibrado onde
E(τM) = TM , B(τM) = M e π : TM → M é dada por π(z, w) = z, para todo
(z, w) ∈ TM . Então, π é contínua e sobrejetora. Ainda, para qualquer x ∈ M ,
considere ϕ : U → V uma parametrização local de M em torno de x ∈ M e defina
h : V × Rk → π`(V ) por h(b, v) = dϕ ◦ (ϕ−1 × 1Rk)(b, v), para todo (b, v) ∈ V × Rk,
conforme o diagrama abaixo:

U × Rk

dϕ

##
V × Rk

ϕ−1×1Rk
;;

h
// π`(V )

Assim, h é um homeomorfismo tal que π ◦ h = p1. Com efeito, para todo (y, v) ∈
V × Rk temos que:

π ◦ h(b, v) = π ◦ dϕ(ϕ−1(b), v)
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= π(b, dϕ−1(b)ϕ(v))

= b

= p1(b, v)

Por fim, h(b,_) : Rk → {b} × TbM dada por h(b, v) = (b, dϕ−1(b)ϕ(v)), para todo
v ∈ Rk, é um isomorfismo de espaços vetoriais, pois dϕ−1(b)ϕ : Rk → TbM é um isomor-
fismo.

O fibrado τM é chamado de fibrado tangente da variedade M .

Exemplo 4.3. Seja M ⊂ Rn uma k−variedade C∞. Consideremos νM o fibrado onde
E(νM) = {(x, v) ∈ M × Rn : v ∈ (TxM)⊥}, B(νM) = M e π : E(νM) → M é dada
por π(x, v) = x, para todo (x, v) ∈ E(νM). Então, π é contínua e sobrejetora. Ainda,
cada fibra Fx(νM) = {x} × (TxM)⊥ tem a seguinte estrutura de espaço vetorial:

(x, v1) + (x, v2) = (x, v1 + v2)

α(x, v) = (x, αv)

para quaisquer (x, v1), (x, v2), (x, v) ∈ Fx(νM), α ∈ R.

A trivialidade local será demonstrada posteriormente. O fibrado νM é chamado de
fibrado normal da variedade M .

Para o próximo exemplo, seja RP n = Sn

a∼−a o espaço projetivo real n−dimensional
munido da topologia quociente que tem a seguinte propriedade: "se ρ : Sn → RP n

é a projeção canônica e X é um espaço topológico qualquer, então f : RP n → X é
contínua se, e somente se, f ◦ ρ : Sn → X é contínua".

Exemplo 4.4. Considere γ1
n o fibrado denominado linha canônico onde E(γ1

n) =
{(x, v) ∈ RP n × Rn+1 : v = λx, λ ∈ R}, B(γ1

n) = RP n e π : E(γ1
n) → RP n é

dada por π(x, v) = x, para todo (x, v) ∈ RP n × Rn+1. Então, π é contínua e sobreje-
tora. Ainda, cada fibra Fx(γ1

n) pode ser identificada com a reta, passando pela origem
em Rn+1, cujo vetor diretor é x ∈ Rn+1, e a esta reta podemos dar sua estrutura usual
como subespaço vetorial de Rn+1.

Provemos a trivialidade local. Temos que exibir, para cada x ∈ RP n, um subcon-
junto U ⊂ RP n aberto contendo x ∈ RP n e um homeomorfismo h : U × R → π`(U)
tal que h(b,_) : R→ π`(b) é um isomorfismo e comuta o diagrama:

U × R h //

p1 ��

π`(U)

π
��

U

Para isto, tomemos V ⊂ Sn um aberto contendo x ∈ Rn+1 e que não contenha um
par de pontos antípodas. Sendo π uma aplicação aberta, considere U = π(V ) ⊂ RP n

um aberto contendo x ∈ RP n.
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Assim, defina h : U × R → π`(U) por h(y, t) = (y, ty), para todo (y, t) ∈ U × R.
Note que h = (h1, h2), onde h1 : U × R → U é a projeção do primeiro fator e
h2 : U ×R→ Rn+1 é dada por h2(y, t) = ty, para todo (y, t) ∈ U ×R, em que y ∈ Rn+1

é o único representante de y ∈ U em V . Por outro lado, h2 = g ◦ ((ρ|V )−1 × 1R), onde
ρ|V : V → U é um homeomorfismo e (ρ|V )−1×1R : U×R→ V ×R, g : V ×R→ Rn+1 da-
das por (ρ|V )−1×1R(y, t) = (y, t) e g(y, t) = ty, para todo (y, t) ∈ U×R e (y, t) ∈ V ×R,
respectivamente, são contínuas. Logo, h1 e h2 são contínuas, ou seja, h é contínua.

Ainda, h é uma bijeção. De fato, h é injetora, pois se h(y1, t1) = h(y2, t2), então
(y1, t1y1) = (y2, t2y2), isto é, y1 = y2 e t1y1 = t2y2. Agora, note que da forma como
tomamos V , y1 = y2. Logo, t1y1 = t2y1, ou seja, (t1 − t2)y1 = 0. Como y1 ∈ Sn, então
y1 6= 0, isto é, t1 − t2 = 0, ou seja, t1 = t2.

Por outro lado, h é sobrejetora, pois se (y, v) ∈ π`(U), então v = ty, para algum
t ∈ R. Tomando (y, t) ∈ U × R, temos h(y, t) = (y, ty) = (y, v).

Agora, defina f : π`(U) → U × R por f(y, w) =< (ρ|V )−1(y), w >, para todo
(y, w) ∈ π`(U). Como ρ|V : U → V é um homeomorfismo e a aplicação produto in-
terno < _,_ >: Rn+1 × Rn+1 → R é contínua, então f é contínua.

Deste modo, h−1 : π`(U)→ U ×R definida por h−1(y, w) = (y, f(y, w)), para todo
(y, w) ∈ π`(U), é contínua e é a inversa de h. Portanto, h é um homeomorfismo.

Ainda, h(x,_) : R → π`(x) dada por h(x, t) = (x, tx), para todo t ∈ R, é um
isomorfismo linear.

Por fim, π ◦ h(x, t) = π(x, tx) = x = p1(x, t), para todo (x, t) ∈ U × R, ou seja,
π ◦ h = p1.

Com isso, provamos a trivialidade local do fibrado linha canônico γ1
n.

Definição 4.3. Uma seção de um fibrado ξ é uma função contínua s : B(ξ) → E(ξ)
tal que π ◦ s = 1B(ξ). Dizemos que a função s é uma seção não nula se s(b) ∈ E(ξ) é
um vetor não nulo da fibra Fb(ξ), para todo b ∈ B(ξ).

Definição 4.4. Um campo de vetores de uma variedade C∞ M é uma seção do fibrado
τM .

Lema 4.1. Se ξ for um fibrado trivial, então ξ admite uma seção não nula.

Demonstração. Como ξ é um fibrado trivial, então ξ ∼= εnB(ξ), para algum inteiro n ≥ 0,
ou seja, existe um homeomorfismo h : B(ξ)× Rn → E(ξ) tal que h(Fb(ε

n
B(ξ))) ⊂ Fb(ξ)

e h|Fb(εnB(ξ)
) : Fb(ε

n
B(ξ))→ Fb(ξ) é um isomorfismo linear, para todo b ∈ B(ξ).

Deste modo, defina s : B(ξ) → E(ξ) por s(b) = h(b, e), para todo b ∈ B(ξ), com
0 6= e ∈ Rn. Assim, s é contínua. Ainda, como p1(b, e) = b, para todo b ∈ B(ξ),
então (b, e) ∈ Fb(εnB(ξ)). Sendo h|Fb(εnB(ξ)

) um isomorfismo linear, h(b, e) ∈ Fb(ξ), isto é,
π(h(b, e) = b. Logo, temos para todo b ∈ B(ξ) que π ◦ s(b) = π ◦ h(b, e) = b, ou seja,
π ◦ s = 1B(ξ). Portanto, s é uma seção do fibrado ξ.
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Por fim, sendo e 6= 0, segue que (b, e) é um vetor não nulo da fibra Fb(εnB(ξ)). Nova-
mente, como h|Fb(εnB(ξ)

) é um isomorfismo linear, segue que h(b, e) é um vetor não nulo
da fibra Fb(ξ), para todo b ∈ B(ξ).

Portanto, s é uma seção não nula do fibrado ξ.

Como motivação para o próximo Teorema, vejamos que γ1
1 não é um fibrado trivial.

Neste caso, cada ponto (x, v) ∈ E(γ1
1) pode ser escrito como:

((cos(θ), sen(θ)), t(cos(θ), sen(θ))), onde t ∈ R e θ ∈ [0, π]

Esta representação é única exceto nos pontos:

((cos(0), sen(0)), t(cos(0), sen(0))) = ((cos(π), sen(π)), t(cos(π), sen(π))), para todo
t ∈ R.

Logo, podemos obter o espaço total do fibrado linha canônico γ1
1 pelo quociente

E(γ1
1) = [0,π]×R

(0,t)∼(π,−t) , isto é, E(γ1
1) é uma faixa de Möbius aberta.

Assim, como a faixa de Möbius não é homeomorfa ao cilindro S1×R, então γ1
1 não

é um fibrado trivial.

O próximo Teorema nos diz que este resultado é mais geral:

Teorema 4.1. O fibrado linha canônico γ1
n não é trivial, para n ≥ 1.

Demonstração. Pelo Lema 4.1, basta mostrar que γ1
n não admite seção não nula, para

n ≥ 1.

Para tanto, considere s : RP n → E(γ1
n) uma seção qualquer do fibrado γ1

n. Da
definição de E(γ1

n), segue que a função s deve ser definida por s(x) = (x, t(x)x), para
todo x ∈ Sn, onde t : Sn → R é uma função. Por outro lado, sendo s contínua, segue
da topologia de RP n que s ◦ ρ(x) = s(x) é contínua, ou seja, t(x)x é contínua, isto é,
dados x0 ∈ Sn e ε > 0 quaisquer, existe δ1 > 0 tal que:

x ∈ Sn, ||x− x0|| < δ1 ⇒ ||t(x)x− t(x0)x0|| < ε
2

Nestas condições, temos que t : Sn → R é contínua. De fato, considere x0 ∈ Sn e
ε > 0 quaisquer. Tomando δ = min{δ1,

ε
2(|t(x0)|+1)

}, obtemos que se x ∈ Sn é tal que
||x− x0|| < δ, então:

|t(x)− t(x0)| = ||(t(x)− t(x0))x||

= ||t(x)x− t(x0)x||

= ||t(x)x− t(x0)x0 + t(x0)x0 − t(x0)x||

≤ ||t(x)x− t(x0)x0||+ ||t(x0)x0 − t(x0)x||
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≤ ||t(x)x− t(x0)x0||+ ||t(x0)(x0 − x)||

≤ ||t(x)x− t(x0)x0||+ |t(x0)|||x− x0||

< ε
2

+ ε
2

= ε

Agora, note que para qualquer x ∈ Sn, temos:

(x, t(x)x) = s(x) = s(−x) = (−x, t(−x)(−x)) = (x,−t(−x)x)

Logo, t é uma função ímpar, contínua e para n ≥ 1, Sn é conexo, isto é, segue
do Teorema do Valor Intermediário que existe x0 ∈ Sn tal que t(x0) = 0. Assim,
s(x0) = (x0, 0) é o vetor nulo da fibra Fx0(γ1

n), para n ≥ 1, ou seja, a função s não é
uma seção não nula.

Portanto, o fibrado γ1
n não é trivial, para n ≥ 1.

Definição 4.5. Um conjunto de seções {s1, ..., sn} sobre um fibrado ξ é linearmente
independente se, para qualquer b ∈ B(ξ), o conjunto {s1(b), ..., sn(b)} for linearmente
independente na fibra Fb(ξ).

Lema 4.2. Sejam ξ e η Rn−fibrados sobre o mesmo espaço base B. Se f : E(ξ)→ E(η)
é contínua, f(Fb(ξ)) ⊂ Fb(η) e f |Fb(ξ) : Fb(ξ) → Fb(η) é um isomorfismo linear, para
qualquer b ∈ B, então f é um homeomorfismo, ou seja, ξ ∼= η.

Demonstração. Primeiramente, provemos que f é bijetora.

Sejam e1, e2 ∈ E(ξ) tais que e1 6= e2. Temos dois casos a analisar:

(i) e1 ∈ Fb1(ξ) e e2 ∈ Fb2(ξ), para b1, b2 ∈ B e b1 6= b2

(ii) e1, e2 ∈ Fb(ξ), para b ∈ B

Para o caso (i), f(e1) ∈ Fb1(η) e f(e2) ∈ Fb2(η), com b1 6= b2. Deste modo,
f(e1) 6= f(e2), pois caso contrário, teríamos que

b1 = πη(f(e1)) = πη(f(e2)) = b2

o que é um absurdo.

No caso (ii), como f |Fb(ξ) é um isomorfismo, então f(e1) 6= f(e2) em Fb(η).

Agora, provemos que f é sobrejetora. Para isto, tome e ∈ E(η) qualquer. En-
tão, e ∈ Fπη(e)(η). Como f |Fπη(e)(ξ) é um isomorfismo, existe v ∈ Fπη(e)(ξ) tal que
f |Fπη(e)(ξ)(v) = e, isto é, f(v) = e.

Por fim, mostremos que f−1 : E(η) → E(ξ) é contínua. Para tanto, considere
(U, h) e (V, g) sistemas de coordenadas locais para ξ e η, respectivamente, em torno de
b0 ∈ U ∩ V ⊂ B.
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Considere g−1 ◦ f ◦h : (U ∩V )×Rn → (U ∩V )×Rn definida por g−1 ◦ f ◦h(b, x) =
(b, [fij(b)]n×n(x)), para todo (b, x) ∈ (U ∩ V )× Rn, onde [fij(b)]n×n é a matriz do iso-
morfismo linear (g(b,_))−1 ◦ f |Fb(ξ) ◦ h(b,_) : Rn → Rn, para qualquer b ∈ U ∩ V .

Tomando [Fij(b)]n×n = [fij(b)]
−1
n×n, obtemos que h−1 ◦ f−1 ◦ g : (U ∩ V ) × Rn →

(U ∩ V ) × Rn, definida por h−1 ◦ f−1 ◦ g(b, y) = (b, [Fij(b)]n×n(y)) para todo (b, y) ∈
(U ∩ V )×Rn, é contínua, donde segue pelo Teorema 2.1 que f−1 é contínua, uma vez
que h e g são homeomorfismos.

Portanto, f é um homeomorfismo, ou seja, ξ ∼= η.

Teorema 4.2. Um Rn−fibrado ξ é trivial se, e somente se, admite n seções linearmente
independentes.

Demonstração. Inicialmente, suponha ξ um Rn−fibrado trivial, ou seja, ξ ∼= εnB(ξ).
Assim, existe f : B(ξ)× Rn → E(ξ) um homeomorfismo tal que f({b} × Rn) ⊂ Fb(ξ)
e f |{b}×Rn : {b} × Rn → Fb(ξ) é um isomorfismo linear, para todo b ∈ B(ξ). Ainda,
temos o seguinte diagrama comutativo:

E(ξ)

πξ   

B(ξ)× Rnfoo

p1zz
B(ξ)

Primeiramente, observemos que εnB(ξ) admite n seções linearmente independentes,
a saber: "s′i : B(ξ)→ B(ξ)×Rn definida por s′i(b) = (b, ei), para quaisquer b ∈ B(ξ) e
i = 1, ..., n, onde {e1, ..., en} é a base canônica de Rn".

Agora, defina si : B(ξ) → E(ξ) por si(b) = f ◦ s′i(b), para quaisquer b ∈ B(ξ) e
i = 1, ..., n.

Então, si é contínua e πξ ◦si = πξ ◦f ◦s′i = p1 ◦s′i = 1B(ξ), para qualquer i = 1, ..., n,
ou seja, si são seções de ξ, para i = 1, ..., n.

Ainda, desde que {s′1(b), ..., s′n(b)} é linearmente independente e f |{b}×Rn é um iso-
morfismo linear, para qualquer b ∈ B(ξ), então {s1(b), ..., sn(b)} é linearmente inde-
pendente.

Portanto, obtemos um conjunto {s1, ..., sn} de n seções linearmente independentes
de ξ.

Reciprocamente, considere s1, ..., sn : B(ξ) → E(ξ) n seções linearmente indepen-

dentes de ξ. Defina f : B(ξ) × Rn → E(ξ) por f(b, (x1, ..., xn)) =
n∑
i=1

xisi(b) para

qualquer (b, (x1, ..., xn)) ∈ B(ξ)× Rn.

Deste modo, f |{b}×Rn : {b} × Rn → Fb(ξ) é um isomorfismo linear, pois:



29

(i) f |{b}×Rn é uma aplicação linear. De fato, para quaisquer (x1, ..., xn), (y1, ..., yn) ∈
Rn e α ∈ R, temos:

f |{b}×Rn(α(b, (x1, ..., xn)) + (b, (y1, ..., yn)))

= f |{b}×Rn(b, α(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn))

= f |{b}×Rn(b, (αx1 + y1, ..., αxn + yn))

= f(b, (αx1 + y1, ..., αxn + yn))

=
n∑
i=1

(αxi + yi)si(b)

= α

n∑
i=1

xisi(b) +
n∑
i=1

yisi(b)

= αf(b, (x1, ..., xn)) + f(b, (y1, ..., yn))

= αf |{b}×Rn(b, (x1, ..., xn)) + f |{b}×Rn(b, (y1, ..., yn))

(ii) f |{b}×Rn é sobrejetora. Com efeito, consideremos e ∈ Fb(ξ) qualquer. Como
{s1(b), ..., sn(b)} é linearmente independente e dim(Fb(ξ)) = n, obtemos que
{s1(b), ..., sn(b)} é uma base para Fb(ξ). Assim, existem únicos x1, ..., xn ∈ R

tais que e =
n∑
i=1

xisi(b).

Assim, tomando (b, (x1, ..., xn)) ∈ {b}×Rn, segue que f |{b}×Rn(b, (x1, ..., xn)) = e.

Ainda, f é contínua, pois f = i ◦ f |{b}×Rn ◦ p2, onde i : Fb(ξ) ↪→ E(ξ) é a in-
clusão (contínua), f |{b}×Rn : {b} × Rn → Fb(ξ) é um isomorfismo linear (contínua) e
p2 : B(ξ)× Rn → Rn é a projeção no segundo fator (contínua).

Portanto, o Lema anterior nos garante que ξ ∼= εnB(ξ), isto é, ξ é um Rn−fibrado
trivial.

Para ilustrarmos o Teorema 4.2, precisaremos da:

Definição 4.6. Dizemos que M ⊂ Rn é uma k−variedade C∞ paralelizável se τM ∼=
εkM .

Vejamos alguns exemplos de variedades paralelizáveis. Para tanto, necessitaremos
de algumas noções sobre números complexos, quatérnions e números de Cayley que são
encontradas no Apêndice B.

Exemplo 4.5. S1 ⊂ R2 é uma 1−variedade C∞ paralelizável, pois τS1
∼= ε1

S1 .

De fato, uma vez que R2 ∼= C, onde C denota o conjunto dos números complexos,
podemos considerar S1 ⊂ C, isto é, S1 = {x = x0 + x1i ∈ C : |x| = 1}. Deste modo,



30

mostremos que τS1 admite uma seção não nula. Para tanto, defina s : S1 → TS1 por
s(x) = (x, xi) = ((x0, x1), (−x1, x0)) para todo x = (x0, x1) ∈ S1.

Note que s está bem definida, pois < x, xi >= 0. Ainda, s é contínua, πτS1 ◦s = 1S1

e s(x) 6= 0 ∈ Fx(τS1), pois xi 6= 0 para qualquer x ∈ S1.

Logo, s é uma seção não nula de τS1 , ou seja, segue do Teorema 4.2 que τS1
∼= ε1

S1 .

Exemplo 4.6. S3 ⊂ R4 é uma 3−variedade C∞ paralelizável, pois τS3
∼= ε3

S3 .

De fato, uma vez que R4 ∼= H, onde H denota o conjunto dos quaternions, podemos
considerar S3 ⊂ H, isto é, S3 = {x = x0 + x1i + x2j + x3k ∈ H : |x| = 1}. Deste
modo, mostremos que τS3 admite três seções linearmente independentes. Para tanto,
defina s1, s2, s3 : S3 → TS3 respectivamente por:

• s1(x) = (x, xi) = ((x0, x1, x2, x3), (−x1, x0, x3,−x2)), para todo x = (x0, x1, x2, x3) ∈
S3

• s2(x) = (x, xj) = ((x0, x1, x2, x3), (−x2,−x3, x0, x1)), para todo x = (x0, x1, x2, x3) ∈
S3

• s3(x) = (x, xk) = ((x0, x1, x2, x3), (−x3, x2,−x1, x0)), para todo x = (x0, x1, x2, x3) ∈
S3

Como < x, xi >=< x, xj >=< x, xk >= 0, então sl está bem definida, para todo
l = 1, 2, 3. Ainda, para todo l = 1, 2, 3, sl é contínua e πτS3 ◦ sl = 1S3 .

Por fim, para quaisquer α1, α2, α3 ∈ R e x ∈ S3 tais que
3∑
l=1

αlsl(x) = (x, 0), temos:

3∑
l=1

αlsl(x) = (x, 0)

⇔ (x, α1xi) + (x, α2xj) + (x, α3xk) = (x, 0)

⇔ (x, α1xi+ α2xj + α3xk) = (x, 0)

⇔ α1xi+ α2xj + α3xk = 0

Em particular, para x = 1 ∈ S3, temos α1i + α2j + α3k = 0, ou seja, αl = 0 para
todo l = 1, 2, 3.

Logo, s1, s2, s3 são seções linearmente independentes de τS3 , ou seja, segue do Teo-
rema 4.2 que τS3

∼= ε3
S3 .

Exemplo 4.7. S7 ⊂ R8 é uma 7−variedade C∞ paralelizável, pois τS7
∼= ε7

S7 .

De fato, uma vez que R7 ∼= O, onde O denota o conjunto dos números de Cayley,
podemos considerar S7 ⊂ O, isto é, S7 = {x = x0 + x1e1 + ... + x7e7 ∈ O : |x| = 1}.
Deste modo, mostremos que τS7 admite sete seções linearmente independentes. Para
tanto, defina, para todo x = (x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) ∈ S7, s1, ..., s7 : S7 → TS7

respectivamente por:



31

• s1(x) = (x, xe1)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x1, x0, x4, x7,−x2, x6,−x5,−x3))

• s2(x) = (x, xe2)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x2,−x4, x0, x5, x1,−x3, x7,−x6))

• s3(x) = (x, xe3)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x3,−x7,−x5, x0, x6, x2,−x4, x1))

• s4(x) = (x, xe4)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x4, x2,−x1,−x6, x0, x7, x3,−x5))

• s5(x) = (x, xe5)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x5,−x6, x3,−x2,−x7, x0, x1, x4))

• s6(x) = (x, xe6)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x6, x5,−x7, x4,−x3,−x1, x0, x2))

• s7(x) = (x, xe7)

= ((x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), (−x7, x3, x6,−x1, x5,−x4,−x2, x0))

Como < x, xei >= 0 para todo i =, 1..., 7, então si está bem definida, para todo
i = 1, ..., 7. Ainda, para todo i = 1, ..., 7, si é contínua e πτS7 ◦ si = 1S7 .

Por fim, para quaisquer α1, ..., α7 ∈ R e x ∈ S7 tais que
7∑
i=1

αisi(x) = (x, 0), temos:

7∑
i=1

αisi(x) = (x, 0)

⇔
7∑
i=1

(x, αixei) = (x, 0)

⇔ (x,
7∑
i=1

αixei) = (x, 0)

⇔
7∑
i=1

αixei = 0

Em particular, para x = 1 ∈ S7, temos
7∑
i=1

αiei = 0, ou seja, αi = 0 para todo

i = 1, ..., 7.
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Logo, s1, ..., s7 são seções linearmente independentes de τS7 , ou seja, segue do Teo-
rema 4.2 que τS7

∼= ε7
S7 .



5 Construção de Fibrados a Partir de
Fibrados Dados

Neste capítulo, faremos a construção de novos fibrados a partir de fibrados dados.

5.1 Fibrado Restrição

Sejam ξ um Rn−fibrado e B0 ⊂ B(ξ) um subespaço topológico de B(ξ). Conside-
remos ξ|B0 o fibrado vetorial onde E(ξ|B0) = π`ξ (B0), B(ξ|B0) = B0 e π = πξ|π`ξ (B0) :

π`ξ (B0)→ B0. Então, π é contínua e sobrejetora. Ainda, para cada b ∈ B0, temos que:

Fb(ξ|B0) = π`(b) = π`ξ (b) ∩ π`ξ (B0) = π`ξ (b) = Fb(ξ)

Agora, provemos a trivialidade local.

Seja b ∈ B0 qualquer. Como ξ é um Rn−fibrado, então existem U ⊂ B(ξ) um
aberto contendo b ∈ B0 e um homeomorfismo h : U × Rn → π`(U) tais que h(b,_) :
Rn → Fb(ξ) é um isomorfismo linear e comuta o diagrama:

U × Rn h //

p1
  

π`ξ (U)

πξ��
U

Tomando U0 = U ∩ B0, temos que U0 ⊂ B0 é um aberto contendo b ∈ B0. Ainda,
defina h0 = h|U0×Rn : U0 × Rn → π`ξ (U0) = π`(U0).

Deste modo, h0 é um homeomorfismo, pois h é um homeomorfismo, h0(b,_) =
h(b,_) : Rn → Fb(ξ|B0) = Fb(ξ) é um isomorfismo linear, pois h(b,_) é um isomor-
fismo linear e por fim, π ◦ h0 = π|π`ξ (U0) ◦ h|U0×Rn = πξ|π`ξ (U0) ◦ h|U0×Rn = p1|U0×Rn .

Portanto, ξ|B0 é, de fato, um fibrado trivial localmente trivial.

5.2 Fibrado Induzido
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Sejam ξ um Rn−fibrado e B1 um espaço topológico qualquer. Para qualquer função
contínua f : B1 → B(ξ), consideremos f ∗ξ o fibrado vetorial onde E(f ∗ξ) = {(x, y) ∈
B1×E(ξ) : f(x) = πξ(y)}, B(f ∗ξ) = B1 e π1 : E(f ∗ξ)→ B1 é dada por π1(x, y) = x,
para qualquer (x, y) ∈ E(f ∗ξ). Então, π1 é contínua e sobrejetora.

Ainda, temos o diagrama

E(f ∗ξ)
f̂ //

π1

��

E(ξ)

πξ

��
B1 f

// B(ξ)

comutativo, onde f̂ : E(f ∗ξ) → E(ξ) é definida por f̂(x, y) = y, para qualquer
(x, y) ∈ E(f ∗ξ).

Note que, para qualquer b ∈ B1, temos:

Fb(f
∗ξ) = π`1 (b) = {(x, y) ∈ E(f ∗ξ) : π1(x, y) = b}

= {(x, y) ∈ E(f ∗ξ) : x = b}

= {(b, y) ∈ E(f ∗ξ)}

= {(b, y) ∈ B1 × E(ξ) : f(b) = πξ(y)}

= {b} × Ff(b)(ξ)

∼= Ff(b)(ξ)

onde o isomorfismo acima é dado por f̂ |Fb(f∗ξ) : Fb(f
∗ξ)→ Ff(b)(ξ).

Agora, provemos a trivialidade local.

Seja b ∈ B1 qualquer. Como f(b) ∈ B(ξ) e ξ é um Rn−fibrado, então existem
U ⊂ B(ξ) aberto contendo f(b) ∈ B(ξ) e h : U × Rn → π`ξ (U) um homeomorfismo tal
que h(f(b),_) : Rn → Ff(b)(ξ) é um isomorfismo linear e comuta o diagrama:

U × Rn h //

p1
  

π`ξ (U)

πξ��
U

Tomando U1 = f`(U) ⊂ B1 um aberto contendo b ∈ B1, defina h1 : U1 × Rn →
π`1 (U1) por h1(x, α) = (x, h(f(x), α)), para todo (x, α) ∈ U1 × Rn. Note que h1 está
bem definida, pois se (x, α) ∈ U1 × Rn, então (x, h(f(x), α)) ∈ π`1 (U1), desde que
π1(x, h(f(x), α)) = x ∈ U1. Ainda, h é contínua, pois h e f o são.

Agora, defina g : π`1 (U1) → U1 × Rn por g(x, y) = (x, p2 ◦ h−1(y)), para todo
(x, y) ∈ π`1 (U1), onde p2 : U × Rn → Rn é a projeção do segundo fator. Uma vez que
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x ∈ U1, temos que g é bem definida. Ainda, g é contínua, pois p2 e h−1 o são.

Por outro lado, para quaisquer (x, α) ∈ U1 × Rn e (x, y) ∈ π`1 (U1) temos:

• g ◦ h1(x, α) = g(x, h(f(x), α))

= (x, p2 ◦ h−1(h(f(x), α)))

= (x, p2(f(x), α))

= (x, α) = 1U1×Rn(x, α)

• h1 ◦ g(x, y) = h1(x, p2 ◦ h−1(y))

= (x, h(f(x), p2 ◦ h−1(y)))

= (x, h(πξ(y), p2 ◦ h−1(y)))

= (x, h ◦ (πξ, p2 ◦ h−1)(y))

= (x, h ◦ (p1 ◦ h−1, p2 ◦ h−1)(y))

= (x, h ◦ h−1(y))

= (x, y) = 1π`1 (U1)(x, y)

Logo, h1 é bijetora, contínua e com inversa g também contínua, isto é, h1 é um
homeomorfismo. Além disso, para qualquer (x, α) ∈ U1×Rn, temos que π1 ◦h1(x, α) =
π1(x, h(f(x), α)) = x = p1(x, α) e h1(b,_) : Rn → Fb(f

∗ξ) = {b} × Ff(b)(ξ) dada por
h1(b,_)(α) = (b, h(f(b),_)(α)) é um isomorfismo linear, pois h(f(b),_) o é.

Portanto, f ∗ξ é, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

Lema 5.1. Se ξ é um Rn−fibrado trival, então f ∗ξ é um Rn−fibrado trivial.

Demonstração. Se ξ é um Rn−fibrado trivial, segue do Teorema 4.2 que existem n
seções linearmente independentes s1, ..., sn : B(ξ) → E(ξ). Assim, defina Si : B1 →
E(f ∗ξ) por Si(x) = (x, si(f(x))), para quaisquer x ∈ B1 e i = 1, ..., n.

Note que, para qualquer i = 1, ..., n, Si está bem definida, pois πξ(si(f(x))) =
πξ ◦ si(f(x)) = f(x), para qualquer x ∈ B1.

Ainda, para qualquer i = 1, ..., n, Si é contínua, pois si e f o são e o con-
junto {S1, ..., Sn} é linearmente independente, uma vez que para quaisquer b ∈ B1

e α1, ..., αn ∈ R tais que
n∑
i=1

αiSi(b) = 0 ∈ Fb(f ∗ξ), temos:
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n∑
i=1

αiSi(b) = 0⇔
n∑
i=1

αi(b, si(f(b))) = 0

⇔
n∑
i=1

(b, αisi(f(b))) = 0

⇔ (b,
n∑
i=1

αisi(f(b))) = 0

⇔
n∑
i=1

αisi(f(b)) = 0

⇔ αi = 0, para todo i = 1, ..., n

Por fim, para qualquer x ∈ B1, π1 ◦Si(x) = π1(x, si(f(x))) = x = 1B1(x), para todo
i = 1, ..., n.

Portanto, f ∗ξ admite n seções linearmente independentes, ou seja, segue novamente
do Teorema 4.2 que f ∗ξ é um Rn−fibrado trivial.

O fibrado induzido nos sugere uma definição mais geral do que a definição de iso-
morfismo entre fibrados vetoriais, como segue:

Definição 5.1. Sejam ξ e η fibrados. Dizemos que uma função contínua g : E(ξ) →
E(η) é uma aplicação fibrada de ξ em η se leva cada fibra Fb(ξ) isomorficamente em
alguma fibra Fb′(η).

Agora, mostremos que dada qualquer aplicação fibrada g de ξ em η, existe uma
única função contínua g : B(ξ)→ B(η) tal que o diagrama

E(ξ)
g //

πξ

��

E(η)

πη

��
B(ξ)

g
// B(η)

comuta.

Para tanto, defina g : B(ξ) → B(η) por g(b) = b′, para todo b ∈ B(ξ), onde
g(Fb(ξ)) = Fb′(η).

Para provarmos a continuidade de g, devemos mostrar, inicialmente, que para qual-
quer fibrado ξ, a projeção πξ : E(ξ)→ B(ξ) é uma aplicação aberta. De fato, considere
(U, h) um sistema de coordenadas locais para ξ sobre b ∈ B(ξ). É suficiente mostrar
que πξ|π`ξ (U) : π`ξ (U)→ U é uma aplicação aberta.

Se A ⊂ π`ξ (U) é um aberto, então h`(A) ⊂ U × Rn e p1(h`(A)) ⊂ U são abertos,
pois h é contínua e p1 é uma aplicação aberta. Como o diagrama

U × Rn h //

p1
  

π`ξ (U)

πξ��
U
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comuta, então πξ(A) = p1(h`(A)) ⊂ U é um aberto, isto é, πξ é uma aplicação
aberta.

Agora, note que para qualquerA ⊂ B(η) aberto, temos que g`(A) = πξ(g
`(π`η (A))) ⊂

B(ξ) é um aberto, ou seja, g é contínua.

Ainda, dado x ∈ E(ξ) qualquer, temos que x ∈ Fπξ(x)(ξ) e g(Fπξ(x)(ξ)) = Fb′(η),
para algum b′ ∈ B(η). Então, g ◦ πξ(x) = g(πξ(x)) = b′. Por outro lado, πη ◦ g(x) = b′,
pois g(x) ∈ Fb′(η). Portanto, g ◦ πξ = πη ◦ g.

Por fim, mostremos a unicidade de g. Suponha que exista g̃ : B(ξ) → B(η) contí-
nua tal que g̃ ◦ πξ = πη ◦ g. Então, dados b ∈ B(ξ) qualquer e 0 ∈ Fb(ξ), temos que
g̃(b) = g̃(πξ(0)) = πη(g(0)) = g(πξ(0)) = g(b). Logo, g̃ = g.

Com isso, podemos enunciar o seguinte:
Lema 5.2. Sejam ξ e η fibrados. Se g : E(ξ)→ E(η) é uma aplicação fibrada de ξ em
η e g : B(ξ)→ B(η) é sua aplicação correspondente nos espaços bases, então ξ ∼= g∗η.
Demonstração. Defina f : E(ξ) → E(g∗η) por f(x) = (πξ(x), g(x)), para todo x ∈
E(ξ). Desde que πη(g(x)) = g(πξ(x)) para todo x ∈ E(ξ), então f está bem definida.
Ainda, f é contínua, pois πξ e g o são.

Agora, se x ∈ Fb(ξ), então f(x) = (πξ(x), g(x)) = (b, g(x)) ∈ {b} × Fg(b)(η) =
Fb(g

∗η), pois πη(g(x)) = g(πξ(x)) = g(b). Deste modo, f(Fb(ξ)) ⊂ Fb(g
∗η).

Ainda, como g|Fb(ξ) : Fb(ξ) → Fg(b)(η) é um isomorfismo linear, então f |Fb(ξ) :
Fb(ξ) → Fb(g

∗η) = {b} × Fg(b)(η) dada por f |Fb(ξ)(x) = (b, g|Fb(ξ)) também é um iso-
morfismo linear.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, ξ ∼= g∗η.

5.3 Produto Cartesiano

Sejam ξ e η fibrados. Considere ξ×η o fibrado vetorial onde E(ξ×η) = E(ξ)×E(η),
B(ξ × η) = B(ξ) × B(η) e π = πξ × πη : E(ξ × η) → B(ξ × η). Assim, π é contínua
e sobrejetora. Ainda, F(b1,b2)(ξ×η) = Fb1(ξ)×Fb2(η), para qualquer (b1, b2) ∈ B(ξ×η).

Agora, provemos a trivialidade local.

Seja (b1, b2) ∈ B(ξ×η) qualquer. Como ξ e η são fibrados, então existem U1 ⊂ B(ξ)
e U2 ⊂ B(η) abertos contendo b1 ∈ B(ξ) e b2 ∈ B(η), respectivamente, e existem h1 :
U1×Rn → π`ξ (U1) e h2 : U2×Rm → π`η (U2) homeomorfismos tais que h1(b1,_) : Rn →
Fb1(ξ) e h2(b2,_) : Rm → Fb2(η) são isomorfismos lineares e comutam os diagramas:

U1 × Rn h1 //

p1 !!

π`ξ (U1)

πξ~~
U1

U2 × Rm h2 //

p1
!!

π`η (U2)

πη
~~

U2
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Então, U = U1 × U2 ⊂ B(ξ × η) é um aberto contendo (b1, b2) ∈ B(ξ × η) e
h : U × Rn+m → π`(U) definida por h((x, y), (α, β)) = (h1(x, α), h2(y, β)), para todo
((x, y), (α, β)) ∈ U × Rn+m, é um homeomorfismo, uma vez que h1 e h2 o são.

Ainda, o diagrama

U × Rn+m h //

p1
""

π`(U)

π
��

U

comuta e h((b1, b2),_) : Rn+m → F(b1,b2)(ξ × η) dada por h((b1, b2),_)(α, β) =
(h1(b1,_)(α), h2(b2,_)(β)), para todo (α, β) ∈ Rn+m, é um isomorfismo linear, desde
que h1(b1,_) e h2(b2,_) o são.

Portanto, ξ × η é, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

Exemplo 5.1. Sejam M1 ⊂ Rn e M2 ⊂ Rm variedades C∞. Se M = M1 ×M2, então
τM ∼= τM1 × τM2 .

Com efeito, lembrando que TM = {((x1, x2), (v1, v2)) ∈ M × Rn+m : (v1, v2) ∈
T(x1,x2)M = Tx1M1 × Tx2M2}, defina f : TM → TM1 × TM2 por f((x1, x2), (v1, v2)) =
((x1, v1), (x2, v2)) para todo ((x1, x2), (v1, v2)) ∈ TM .

Deste modo, f está bem definida e é contínua. Ainda, f |F(x1,x2)
(τM ) : F(x1,x2)(τM)→

Fx1(τM1) × Fx2(τM2) dada por f |F(x1,x2)
(τM )((x1, x2), (v1, v2)) = ((x1, v1), (x2, v2)) para

todo ((x1, x2), (v1, v2)) ∈ F(x1,x2)(τM) é um isomorfismo linear.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, τM ∼= τM1 × τM2 .

5.4 Soma de Whitney

Sejam ξ e η fibrados sobre o mesmo espaço base B. Definimos a soma de Whit-
ney entre ξ e η, denotada por ξ ⊕ η, como sendo o fibrado induzido d∗ξ × η, onde
d : B → B ×B é a aplicação diagonal dada por d(b) = (b, b), para todo b ∈ B.

Note que, para qualquer b ∈ B, temos que:

Fb(ξ ⊕ η) = Fb(d
∗(ξ × η))

= {b} × Fd(b)(ξ × η)

= {b} × F(b,b)(ξ × η)

= {b} × Fb(ξ)× Fb(η)

∼= {b} × Fb(ξ)⊕ Fb(η)
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onde o isomorfismo T : {b} × Fb(ξ) × Fb(η) → {b} × Fb(ξ) ⊕ Fb(η) é definido por
T (b, x, y) = (b, x+ y) para todo (b, x, y) ∈ {b} × Fb(ξ)× Fb(η).

Definição 5.2. Sejam ξ e η fibrados sobre o mesmo espaço base B tais que E(ξ) ⊂
E(η). Dizemos que ξ é um subfibrado de η, denotado por ξ ⊂ η, quando Fb(ξ) for um
subespaço vetorial de Fb(η), para qualquer b ∈ B.

Lema 5.3. Sejam ξ1 e ξ2 subfibrados de um fibrado η. Se Fb(η) = Fb(ξ1)⊕Fb(ξ2), para
qualquer b ∈ B(η), então η ∼= ξ1 ⊕ ξ2.

Demonstração. Defina f : E(ξ1 ⊕ ξ2) → E(η) por f(b, (e1, e2)) = e1 + e2, para todo
(b, e1, e2) ∈ E(ξ1 ⊕ ξ2). Veja que f está bem definida, pois para qualquer (b, (e1, e2)) ∈
E(ξ1 ⊕ ξ2), temos que d(b) = πξ1 × πξ2(e1, e2), isto é, (b, b) = (πξ1(e1), πξ2(e2)), ou seja,
ei ∈ Fb(ξi) para i = 1, 2. Assim, e1 + e2 ∈ Fb(ξ1)⊕ Fb(ξ2) = Fb(η) ⊂ E(η).

Ainda, f é contínua, pois f = i◦s◦ d̂, onde d̂ : E(ξ1⊕ξ2)→ Im(d̂) = Fb(ξ1)⊕Fb(ξ2)

é a aplicação contínua definida por d̂(b, (e1, e2)) = (e1, e2) para todo (b, (e1, e2)) ∈
E(ξ1 ⊕ ξ2), s : Fb(ξ1) ⊕ Fb(ξ2) → Fb(η) é a soma do espaço vetorial Fb(η) dada por
s(e1, e2) = e1 + e2 para todo (e1, e2) ∈ Fb(ξ1)⊕ Fb(ξ2) e i : Fb(η) ↪→ E(η) é a inclusão.

Por fim, f |Fb(ξ1⊕ξ2) : Fb(ξ1 ⊕ Fb(ξ2))→ Fb(η) é um isomorfismo linear. De fato:

• f |Fb(ξ1⊕ξ2) é linear, uma vez que para quaisquer α ∈ R e (b, (x, y)), (b, (w, z)) ∈
Fb(ξ1 ⊕ ξ2), temos que

f |Fb(ξ1⊕ξ2)(α(b, (x, y)) + (b, (w, z))) = f |Fb(ξ1⊕ξ2)(b, (αx+ w, αy + z))

= αx+ w + αy + z

= α(x+ y) + w + z

= αf |Fb(ξ1⊕ξ2)(b, (x, y)) + f |Fb(ξ1⊕ξ2)(b, (w, z))

• f |Fb(ξ1⊕ξ2) é bijetora, pois para qualquer w ∈ Fb(η) = Fb(ξ1) ⊕ Fb(ξ2), temos
que existem únicos x ∈ Fb(ξ1) e y ∈ Fb(ξ2) tais que w = x + y. Deste modo,
f |Fb(ξ1⊕ξ2)(b, (x, y)) = x+ y = w.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, η ∼= ξ1 ⊕ ξ2.

Exemplo 5.2. Para qualquer espaço topológico B e para qualquer n > 0 inteiro, temos
que εnB ∼= ε1

B ⊕ ...⊕ ε1
B︸ ︷︷ ︸

n−vezes

. De fato, provemos por indução sobre n > 0.

Para n = 2, defina f : B × R2 → E(ε1
B ⊕ ε1

B) por f(b, (α, β)) = (b, ((b, α), (b, β)))
para todo (b, (α, β)) ∈ B × R2. Veja que, da definição de E(ε1

B ⊕ ε1
B), f está bem

definida. Ainda, f , é contínua.

Por fim, f |{b}×R2 : {b}×R2 → {b}×({b}×R)×({b}×R) dada por f |{b}×R2(b, (α, β)) =
(b, ((b, α), (b, β))) para todo (b, (α, β)) ∈ {b} × R2 é um isomorfismo linear. Portanto,
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segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, isto é, ε2
B
∼= ε1

B ⊕ ε1
B.

Agora, suponha que εn−1
B
∼= ε1

B ⊕ ...⊕ ε1
B︸ ︷︷ ︸

(n−1)−vezes

. De modo análogo à construção feita para

o caso n = 2, obtemos que εnB ∼= ε1
B ⊕ εn−1

B .

Utilizando nossa hipótese de indução, concluímos que εnB ∼= ε1
B ⊕ ...⊕ ε1

B︸ ︷︷ ︸
n−vezes

.

5.5 Fibrados Vetoriais Euclidianos e Complementos
Ortogonais

Para a construção do próximo fibrado vetorial, precisamos introduzir a noção de
Fibrados Vetoriais Euclidianos.

5.5.1 Fibrados Vetoriais Euclidianos

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Lembremos que µ : V → R é chamada

de forma quadrática definida positiva se pode ser expressa como µ(v) =
n∑
i=1

li(v)l′i(v),

para todo v ∈ V , onde li, l′i : V → R é uma transformação linear, para i = 1, ..., n e
µ(v) 6= 0 para qualquer v 6= 0.

Assim, µ determina uma aplicação bilinear e simétrica < _,_ >: V × V → R
definida por < v,w >= 1

2
(µ(v + w) − µ(v) − µ(w)), para todo (v, w) ∈ V × V . Note

que < v, v >= µ(v). De fato:

< v, v >= 1
2
(µ(v + v)− µ(v)− µ(v))

= 1
2
(µ(2v)− 2µ(v))

= 1
2
(
n∑
i=1

li(2v)l′i(2v)− 2µ(v))

= 1
2
(4

n∑
i=1

li(v)l′i(v)− 2µ(v))

= 1
2
(4µ(v)− 2µ(v))

= µ(v)

Definição 5.3. Um espaço vetorial Euclidiano V é um espaço vetorial de dimensão
finita com uma forma quadrática definida positiva µ : V → R. O número real < v,w >
será chamado de produto interno entre v ∈ V e w ∈ V e denotaremos ||v||2 = µ(v) =<
v, v >.
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Definição 5.4. Um fibrado vetorial Euclidiano ξ é um fibrado vetorial com uma função
contínua µ : E(ξ) → R tal que µ|Fb(ξ) : Fb(ξ) → R é uma forma quadrática definida
positiva, para qualquer b ∈ B(ξ). A função µ será chamada de métrica Euclidiana do
fibrado ξ.

No caso do fibrado tangente τM de uma variedade C∞ M ⊂ Rn, uma métrica
Euclidiana µ : TM → R é chamada de métrica Riemanniana e o par (M,µ) é chamado
de variedade Riemanniana.

Lema 5.4. Sejam ξ um Rn−fibrado trivial e µ : E(ξ) → R uma métrica Euclidiana
qualquer de ξ. Então, existem n seções s1, ..., sn : B(ξ) → E(ξ) de ξ que são ortonor-

mais, no sentido que < si(b), sj(b) >= δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

, para qualquer b ∈ B(ξ).

Demonstração. Como ξ é um Rn−fibrado trivial, segue do Teorema 4.2 que existem n
seções linearmente independentes s′1, ..., s′n : B(ξ) → E(ξ) de ξ. Aplicando o processo
de Gram-Schmidt para s′1(b), ..., s′n(b), obtemos uma base ortonormal {s1(b), ..., sn(b)}
para Fb(ξ), para todo b ∈ B(ξ).

Como as funções resultantes si são contínuas, para todo i = 1, ..., n, segue que
s1, ..., sn são n seções ortonormais de ξ.

Agora, vejamos alguns exemplos de fibrados vetoriais Euclidianos.

Exemplo 5.3. Para qualquer espaço topológico B e para qualquer n > 0 inteiro, temos
que εnB é um fibrado Euclidiano.

De fato, defina, para todo (b, (x1, ..., xn)) ∈ B × Rn, µ : B × Rn → R por

µ(b, (x1, ..., xn)) =
n∑
i=1

x2
i . Note que da própria definição, µ é contínua e, para qual-

quer b ∈ B, µ|Fb(εnB) : Fb(ε
n
B) → R dada por µ|Fb(εnB)(b, (x1, ..., xn)) =

n∑
i=1

x2
i para todo

(b, (x1, ..., xn)) ∈ Fb(εnB) é uma forma quadrática definida positiva.

Portanto, εnB é um fibrado Euclidiano.

Exemplo 5.4. Para qualquer M ⊂ Rn variedade C∞, temos que τM é um fibrado
Euclidiano.

De fato, defina µ : TM → R por µ(x, (v1, ..., vn)) =
n∑
i=1

v2
i para todo (x, (v1, ..., vn)) ∈

TM . Note que da própria definição, µ é contínua e, para qualquer x ∈ M , µ|Fx(τM ) :

Fx(τM) → R dada por µ|Fx(τM (x, (v1, ..., vn)) =
n∑
i=1

v2
i para todo (x, (v1, ..., vn)) ∈

Fx(τM) é uma forma quadrática definida positiva.

Portanto, τM é um fibrado Euclidiano.
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Exemplo 5.5. O fibrado linha canônico γ1
n é um fibrado Euclidiano.

Inicialmente, note que para qualquer (x, v) ∈ E(γ1
n), temos que v = λx, para algum

λ ∈ R. Utilizando o produto interno canônico de Rn+1, obtemos que λ =< x, v >, pois
x ∈ Sn. Deste modo, defina µ : E(γ1

n)→ R por:

µ(x, v) =

{
< x, v > , se v = λx com λ ≥ 0
− < x, v > , se v = λx com λ ≤ 0

para todo (x, v) ∈ E(γ1
n). Assim, µ está bem definida e é contínua.

Ainda, segue da própria definição do produto interno canônico de Rn+1 que µ|Fx(γ1n) :

Fx(γ
1
n) dada por µ(x, v) =

{
< x, v > , se v = λx com λ ≥ 0
− < x, v > , se v = λx com λ ≤ 0

para todo (x, v) ∈

Fx(γ
1
n) é uma forma quadrática definida positiva.

Portanto, γ1
n é um fibrado Euclidiano.

Com estas noções sobre fibrados Euclidianos, já podemos construir o próximo fi-
brado, os Complementos Ortogonais.

5.5.2 Complementos Ortogonais

Sejam η um fibrado Euclidiano sobre um espaço base B e ξ ⊂ η, isto é, Fb(ξ)
é um subespaço vetorial de Fb(η), para qualquer b ∈ B. Para cada b ∈ B, defina
Fb(ξ

⊥) = (Fb(ξ))
⊥ = {v ∈ Fb(η) : < v,w >= 0, ∀w ∈ Fb(ξ)}. Consideremos ξ⊥ o

fibrado vetorial onde E(ξ⊥) =
⋃
b∈B

Fb(ξ
⊥), B(ξ⊥) = B e π = πη|E(ξ⊥) : E(ξ⊥) → B.

Então, π é contínua e sobrejejtora. Ainda, para qualquer b ∈ B, temos:

π`(b) = (πη|E(ξ⊥))
`(b)

= π`η (b) ∩ E(ξ⊥)

= Fb(η) ∩
⋃
x∈B

Fx(ξ
⊥)

=
⋃
x∈B

(Fb(η) ∩ Fx(ξ⊥))

= Fb(η) ∩ Fb(ξ⊥)

= Fb(ξ
⊥)

Agora, provemos a trivialidade local.

Suponha η um Rn−fibrado e ξ um Rm−fibrado com m ≤ n e sejam b0 ∈ B qualquer
e U ⊂ B um aberto contendo b0 ∈ B que fornece trivialidade local para ξ e η. Deste
modo, existem homeomorfismos h1 : U ×Rm → π`ξ (U) e h2 : U ×Rn → π`η (U) tais que
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h1(b0,_) : Rm → Fb0(ξ) e h2(b0,_) : Rn → Fb0(η) são isomorfismos lineares e comuta
o diagrama

U × Rm h1 //

p1

%%

π`ξ (U)

πξ

��

⊂ π`η (U)

πη

��

U × Rnh2oo

p1

yy
U

Note que, realmente, temos π`ξ (U) ⊂ π`η (U). De fato, como Fb(ξ) ⊂ Fb(η), para
qualquer b ∈ B, então se x ∈ Fπξ(x)(ξ), obtemos que πη(x) = πξ(x). Ainda, se
x ∈ π`ξ (U), então πη(x) = πξ(x) ∈ U , isto é, x ∈ π`η (U).

Por outro lado, segue do Lema 5.4 que existem s1, ..., sm : B → E(ξ) seções orto-
normais de ξ|U e s′1, ..., s′n : B → E(η) seções ortonormais de η|U . Portanto, a matriz
A = (< si(b0), s′j(b0) >)m×n tem posto m. Para isto, basta verificar que as m−linhas
da matriz A são linearmente independentes. De fato, para quaisquer α1, ..., αm ∈ R,
temos que:

m∑
i=1

αi(< si(b0), s′1(b0) >, ..., < si(b0), s′n(b0) >) = (0, ..., 0)

⇔ (<
m∑
i=1

αisi(b0), s′1(b0) >, ..., <
m∑
i=1

αisi(b0), s′n(b0) >) = (0, ..., 0)

⇔<
m∑
i=1

αisi(b0), s′j(b0) >= 0, ∀j = 1, ..., n

⇔
m∑
i=1

αisi(b0) = 0

⇔ αi = 0, ∀i = 1, ...,m

Se necessário, podemos reenumerar as seções s′1, ..., s′n de modo que as m−primeiras
colunas da matriz A formam um determinante diferente de zero. Assim, existe V ⊂ U
aberto contendo b0 ∈ U tal que para qualquer b ∈ V , rank(< si(b), s

′
j(b) >)m×n = m.

Então, para qualquer b ∈ V , {s1(b), ..., sm(b), s′m+1(b), ..., s′n(b)} é linearmente inde-
pendente em Fb(η). Por Gram-Schmidt temos, para qualquer b ∈ V , que {s1(b), ..., sm(b),
sm+1(b), ..., sn(b)} é uma base ortonormal de Fb(η).

Logo, h : V ×Rn−m → π`(V ) definida por h(b, (x1, ..., xn−m)) =
n−m∑
i=1

xisi+m(b), para

todo (b, (x1, ..., xn−m)), é contínua e com inversa h−1 : π`(V ) → V × Rn−m definida
por h−1(e) = (π(e), (< e, sm+1(π(e)) >, ..., < e, sn(π(e)) >)), para todo e ∈ π`(V ), que
também é contínua, ou seja, h é um homeomorfismo.

Note que, de fato, h−1 é a inversa de h. Com efeito, para quaisquer e ∈ π`(V ) e
(b, (x1, ..., xn−m)) ∈ V × Rn−m, temos:
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• h ◦ h−1(e) = h(π(e), (< e, sm+1(π(e)) >, ..., < e, sn(π(e)) >))

=
n−m∑
i=1

< e, si+m(π(e)) > si+m(π(e))

= e

= 1π`(V )(e),

pois e ∈ π`(V ) ⊂ E(ξ⊥) =
⋃
b∈B

Fb(ξ
⊥), isto é, e ∈ Fπ(e)(ξ

⊥) = (Fπ(e)(ξ))
⊥, ou

seja, < e, si(π(e)) >= 0, para todo i = 1, ...,m.

• h−1 ◦ h(b, (x1, ..., xn−m)) = h−1(
n−m∑
i=1

xisi+m(b))

= (b, (x1, ..., xn−m))

= 1V×Rn−m(b, (x1, ..., xn−m)),

pois como
n−m∑
i=1

xisi+m(b) ∈ Fb(ξ
⊥) = (Fb(ξ))

⊥, então π(
n−m∑
i=1

xisi+m(b)) = b.

Ainda, <
n−m∑
i=1

xisi+m(b), sj+m(b) >= xj, para todo j = 1, ..., n−m.

Por fim, h(b0,_) : Rn−m → Fb0(ξ
⊥) dada por h(b0,_)(x1, ..., xn−m) =

n−m∑
i=1

xisi+m(b0)

é um isomorfismo linear e temos o seguinte diagrama comutativo:

V × Rn−m h //

p1
""

π`(V )

π
��

V

Portanto, ξ⊥ é, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

Proposição 5.1. Se ξ é um subfibrado de um fibrado Euclidiano η sobre um espaço
base B, então η ∼= ξ ⊕ ξ⊥.

Demonstração. Como Fb(η) = Fb(ξ) ⊕ Fb(ξ⊥), pois Fb(ξ⊥) = (Fb(ξ))
⊥, para qualquer

b ∈ B, então segue do Lema 5.3 que η ∼= ξ ⊕ ξ⊥.

Definição 5.5. O fibrado ξ⊥ será chamado de complemento ortogonal de ξ em η.

Exemplo 5.6. Suponha N ⊂ Rn uma variedade Riemanniana e M ⊂ N uma subva-
riedade C∞. Então, τM ⊂ τN |M .

De fato:
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i) E(τM) ⊂ E(τN |M). Com efeito, considere (x, v) ∈ E(τM) = TM qualquer.
Então, x ∈ M e v ∈ TxM . Como M ⊂ N é uma subvariedade, então TxM é
um subespaço vetorial de TxN . Assim, x ∈ N e v ∈ TxN , isto é, (x, v) ∈ TN =
E(τN). Como (x, v) ∈ π`τN (M), pois x ∈M , então (x, v) ∈ E(τN |M).

ii) Fb(τM) é um subespaço vetorial de Fb(τN |M), para qualquer b ∈M . Com efeito,
como TbM é um subespaço vetorial de TbN , para todo b ∈ M , então Fb(τM) =
{b} × TbM é um subespaço vetorial de {b} × TbN = Fb(τN) = Fb(τN |M).

Definição 5.6. Chamaremos de fibrado normal de uma variedadeM em uma variedade
Riemanniana N o complemento ortogonal τ⊥M ⊂ τN |M .

Assim, segue a trivialidade local do exemplo 4.3, desde que νM = τ⊥M .

Nestas condições, temos:

Corolário 5.1. τN |M ∼= τM ⊕ τ⊥M = τM ⊕ νM .

Como último resultado desta seção, temos o:

Exemplo 5.7. Seja M ⊂ Rn uma variedade C∞. Da própria definição do fibrado
tangente τM , temos que τM ⊂ εnM .

Então, εnM ∼= τM ⊕ νM .

5.6 Fibrado Hom

Inicialmente, consideremos V1 e V2 espaços vetoriais de dimensão finita e denotemos
Hom(V1, V2) = {T : V1 → V2 : T linear}. Ainda, se dim(V1) = n e dim(V2) = m,
então existe um isomorfismo linear T : Rnm → Hom(V1, V2).

Sejam ξ um Rn−fibrado e η um Rm−fibrado, ambos sobre o mesmo espaço base B.
ConsideremosHom(ξ, η) o fibrado vetorial onde E(Hom(ξ, η)) =

⋃̇
b∈B

Hom(Fb(ξ), Fb(η)),

B(Hom(ξ, η)) = B e π : E(Hom(ξ, η)) → B é definda por π(T ) = b para cada
T ∈ Hom(Fb(ξ), Fb(η)) ⊂ E(Hom(ξ, η)) e para todo b ∈ B.

A topologia que tomaremos em E(Hom(ξ, η)) é a que torna π contínua, isto é,
U ⊂ E(Hom(ξ, η)) é um aberto se, e somente se, U = π`(A) para algum aberto A ⊂ B.

Deste modo, π é contínua e sobrejetora, desde que para qualquer b0 ∈ B, π(0b0) = b0,
onde 0b0 : Fb0(ξ) → Fb0(η) é a transformação linear nula. Ainda, Fb(Hom(ξ, η)) =
Hom(Fb(ξ), Fb(η)), para todo b ∈ B.

Agora, provemos a trivialidade local.

Seja b0 ∈ B qualquer. Tome U ⊂ B um aberto contendo b0 ∈ B que for-
nece trivialidade local para ξ e η em b0 ∈ B. Uma vez que existem isomorfismos
Tb : Rnm → Hom(Fb(ξ), Fb(η)) para todo b ∈ B, defina h : U × Rnm → π`(U) =
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⋃̇
b∈U

Hom(Fb(ξ), Fb(η)) por h(b, α) = Tb(α) para todo (b, α) ∈ U × Rnm. Como o dia-

grama

U × Rnm h //

p1
!!

π`(U)

π
��

U

comuta, então h é contínua. De fato, se O ⊂ π`(U) é um aberto, então O =
A∩π`(U), onde A ⊂ E(Hom(ξ, η)) é um aberto. Deste modo, A = π`(V ) para algum
aberto V ⊂ B. Como p1 é contínua, então p`1 (V ∩ U) ⊂ U × Rnm é aberto. Portanto:

h`(O) = h`(A ∩ π`(U))

= h`(π`(V ) ∩ π`(U))

= h`(π`(V ∩ U))

= p`1 (V ∩ U) ⊂ U × Rnm é aberto.

Defina g : π`(U)→ U × Rnm por g(T ) = (b, T−1
b (T )), onde T ∈ Hom(Fb(ξ), Fb(η))

para um único b ∈ U . Então, g = h−1 e g é contínua. Com efeito, provemos que g é
contínua em T ∈ π`(U) arbitrário.

Considere O = A×V ⊂ U×Rnm um aberto sub-básico contendo g(T ), onde A ⊂ U
e V ⊂ Rnm são abertos. Assim, como T ∈ Hom(Fb(ξ), Fb(η)) para um único b ∈ U e
g(T ) ∈ O, então b ∈ A e T−1

b (T ) ∈ V . Por outro lado, como T−1
b : Hom(Fb(ξ), Fb(η))→

Rnm é contínua, em particular em T , então existe W ⊂ Hom(Fb(ξ), Fb(η)) um aberto
tal que T ∈ W e T−1

b (W ) ⊂ V . Portanto, g(W ) ⊂ A× T−1
b (W ) ⊂ A× V = O.

Por fim, como Tb é um isomorfismo linear para todo b ∈ B, em particular para
b0 ∈ B, então h(b0,_) : Rnm → Fb0(Hom(ξ, η)) dada por h(b0,_)(α) = Tb0(α), para
todo αRnm, é um isomorfismo linear.

Portanto, Hom(ξ, η) é, de fato, um fibrado vetorial localmente trivial.

A prova de que h é contínua nos motiva a enunciar um resultado mais geral, como
segue:

Proposição 5.2. Sejam ξ e η fibrados sobre o mesmo espaço base B, X um es-
paço topológico e g : X → B uma função contínua. Então, toda função f : X →
E(Hom(ξ, η)), tal que π ◦ f = g, é contínua, onde π : E(Hom(ξ, η))→ B é a projeção
do fibrado Hom(ξ, η).

Demonstração. Considere O ⊂ E(Hom(ξ, η)) um aberto arbitrário. Da topologia de
E(Hom(ξ, η)), segue que O = π`(A) para algum A ⊂ B aberto. Como g é contínua,
então g`(A) ⊂ X é aberto. Logo, f`(O) = f`(π`(A)) = g`(A) ⊂ X é aberto.

Portanto, f é contínua.
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Proposição 5.3. Sejam ξ um Rn−fibrado, η1 um Rm1−fibrado e η2 um Rm2−fibrado,
ambos sobre o mesmo espaço base B. Então, Hom(ξ, η1)⊕Hom(ξ, η2) ∼= Hom(ξ, η1⊕
η2).

Demonstração. Inicialmente, note que se (b, (T1, T2)) ∈ E(Hom(ξ, η1) ⊕ Hom(ξ, η2)),
então T1 : Fb(ξ)→ Fb(η1) e T2 : Fb(ξ)→ Fb(η2). Deste modo, defina f : E(Hom(ξ, η1)⊕
Hom(ξ, η2)) → E(Hom(ξ, η1 ⊕ η2)) por f(b, (T1, T2)) = T para todo (b, (T1, T2)) ∈
E(Hom(ξ, η1)⊕Hom(ξ, η2)), onde T : Fb(ξ) → Fb(η1 ⊕ η2) = {b} × Fb(η1)× Fb(η2) é
definida por T (x) = (x, T1(x), T2(x)) para todo x ∈ Fb(ξ).

Note que f está bem definida, pois T é linear, uma vez que T1 e T2 o são. Logo,
segue da Proposição anterior que f é contínua, pois π ◦ f = π1, onde π e π1 são as
projeções dos fibrados Hom(ξ, η1 ⊕ η2) e Hom(ξ, η1)⊕Hom(ξ, η2), respectivamente.

Como Fb(η1⊕η2) = {b}×Fb(η1)×Fb(η2), então f |{b}×Hom(Fb(ξ),Fb(η1))×Hom(Fb(ξ),Fb(η2)) :
{b} × Hom(Fb(ξ), Fb(η1)) × Hom(Fb(ξ), Fb(η2)) → Hom(Fb(ξ), Fb(η1 ⊕ η2)) dada por
f |{b}×Hom(Fb(ξ),Fb(η1))×Hom(Fb(ξ),Fb(η2))(b, T1, T2) = T , onde T : Fb(ξ) → {b} × Fb(η1) ×
Fb(η2) é dada por T (x) = (b, T1(x), T2(x)), é um isomorfismo linear. De fato:

• f |{b}×Hom(Fb(ξ),Fb(η1))×Hom(Fb(ξ),Fb(η2)) é linear, desde que T1 e T2 o são;

• se f |{b}×Hom(Fb(ξ),Fb(η1))×Hom(Fb(ξ),Fb(η2))(b, T1, T2) = 0, então T = 0.

Assim (b, T1(x), T2(x)) = (b, 0, 0) para todo x ∈ Fb(ξ), ou seja, T1 = 0 = T2 isto
é, Ker(f |{b}×Hom(Fb(ξ),Fb(η1))×Hom(Fb(ξ),Fb(η2))) = 0;

• como dim({b} × Hom(Fb(ξ), Fb(η1)) × Hom(Fb(ξ), Fb(η2))) = nm1 + nm2 =
n(m1 +m2) = dim(Hom(Fb(ξ), Fb(η1⊕ η2))), então segue do Teorema do Núcleo
e da Imagem que f |{b}×Hom(Fb(ξ),Fb(η1))×Hom(Fb(ξ),Fb(η2)) é bijetora.

Portanto, o Lema 4.2 nos garente que f é um homeomorfismo, ou seja, Hom(ξ, η1)⊕
Hom(ξ, η2) ∼= Hom(ξ, η1 ⊕ η2).

Proposição 5.4. Sejam ξ um Rn−fibrado e η um Rm−fibrado, ambos sobre o mesmo
espaço base B. Se η ∼= εmB , então Hom(ξ, η) ∼= Hom(ξ, εmB ).

Demonstração. Como η ∼= εmB , então existe um homeomorfismo h : E(η) → B × Rm

tal que h|Fb(η) : Fb(η) → {b} × Rm é um isomorfismo linear. Assim, defina f :
E(Hom(ξ, η)) → E(Hom(ξ, εmB )) por f(T ) = T ′, onde T ∈ Hom(Fb(ξ), Fb(η)) para
um único b ∈ B e T ′ : Fb(ξ) → {b} × Rm é definido por T ′(x) = (b, h|Fb(ξ)(x)) para
qualquer x ∈ Fb(ξ).

Note que f está bem definida pois h|Fb(η) é linear. Ainda, segue da Proposição 5.2
que f é contínua, uma vez que π ◦ f = π1, onde π e π1 são as projeções dos fibrados
Hom(ξ, εmB ) e Hom(ξ, η), respectivamente.

Por fim, f |Hom(Fb(ξ),Fb(η)) : Hom(Fb(ξ), Fb(η)) → Hom(Fb(ξ), B × Rm) dado por
f |Hom(Fb(ξ),Fb(η))(T ) = T ′, onde T ′ : Fb(ξ)→ {b}×Rm é dado por T ′(x) = (b, h|Fb(ξ)(x))
para qualquer x ∈ Fb(ξ), é um isomorfismo linear, pois h|Fb(ξ) o é.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, isto é, Hom(ξ, η) ∼=
Hom(ξ, εmB ).
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Proposição 5.5. Se ξ é um fibrado Euclidiano, então ξ ∼= Hom(ξ, ε1
B(ξ)).

Demonstração. Inicialmente, defina f : E(ξ) → E(Hom(ξ, ε1
B(ξ))) por f(x) = T para

todo x ∈ E(ξ), onde T : Fπξ(x)(ξ)→ {πξ(x)}×R é definido por T (v) = (πξ(x), < v, x >)
para qualquer v ∈ Fπξ(x)(ξ).

Note que f está bem definido, uma vez que o produto interno é bilinear. Ainda,
segue da Proposição 5.2 que f é contínua, pois π ◦ f = πξ, onde π é a projeção do
fibrado Hom(ξ, ε1

B(ξ)).

Por fim, f |Fb(ξ) : Fb(ξ) → Hom(Fb(ξ), {b} × R) dado por f(x) = T para todo
x ∈ Fb(ξ), onde T : Fb(ξ) → {b} × R é dado por T (v) = (πξ(x), < v, x >) para
qualquer v ∈ Fb(ξ), é um isomorfismo linear, pois:

• f |Fb(ξ) é linear, desde que o propduto interno é bilinear;

• se f |Fb(ξ)(x) = 0, então T = 0, ou seja, (πξ(x), < v, x >) = (πξ(x), 0) para todo
v ∈ Fb(ξ), isto é, x = 0. Então, Ker(f |Fb(ξ)) = 0;

• como dim(Fb(ξ)) = dim(Hom(Fb(ξ), {b}×R)), então segue do Teorema do Núcleo
e da Imagem que f |Fb(ξ) é bijeção.

Portanto, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, ξ ∼= Hom(ξ, ε1
B(ξ)).



6 Classes de Stiefel-Whitney

Neste capítulo, iniciaremos o estudo de classes características introduzindo quatro
axiomas que caracterizam as classes de cohomologia de Stiefel-Whitney de um fibrado
vetorial. A existência e unicidade destas classes de cohomologia satisfazendo estes qua-
tro axiomas será provada nos capítulos 7 e 8, respectivamente.

As definições e resultados sobre cohomologia singular, que serão utilizadas em sua
maior parte neste capítulo, são apresentadas no Apêndice A. Também usaremos algu-
mas propriedades envolvendo os coeficientes binomiais módulo dois que são encontradas
no Apêndice C.

6.1 Classes de Stiefel-Whitney

Inicialmente, veremos uma descrição axiomática das classes de Stiefel-Whitney.

Os axiomas são:

Axioma 1: A cada Rn−fibrado vetorial ξ, existe uma sequência de classes de
cohomologia singular wi(ξ) ∈ H i(B(ξ);Z2), i = 0, 1, ..., chamadas de classes de Stiefel-
Whitney de ξ, que satisfazem:

i) w0(ξ) = 1 ∈ H0(B(ξ);Z2);

ii) wi(ξ) = 0, para i > n.

Axioma 2 (Naturalidade) Se ξ e η são fibrados vetoriais tais que ξ ∼= f
∗
η, para

alguma aplicação fibrada f : E(ξ) → E(η), então wi(ξ) = f
∗
i (wi(η)), para qualquer

i ≥ 0.

Axioma 3 (Teorema do Produto de Whitney) Se ξ e η são fibrados vetoriais

sobre o mesmo espaço base, então wk(ξ ⊕ η) =
k∑
i=0

wi(ξ) ^ wk−i(η), para qualquer

k ≥ 0.

Axioma 4: Para o fibrado linha canônico γ1
1 sobre RP 1, temos w1(γ1

1) = b 6= 0,
onde < b >= H1(RP 1;Z2).

49
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Para que determinadas classes de cohomologia singular sejam classes de Stiefel-
Whitney, é necessário que elas satisfaçam estes quatro axiomas, entretanto, não é
trivial definir classes de cohomologia singular os satisfazendo.

Neste momento, assumiremos válidos os quatro axiomas e veremos algumas de suas
consequências e aplicações.

Proposição 6.1. Se ξ e η são fibrados sobre o mesmo espaço base B tais que ξ ∼= η,
então wi(ξ) = wi(η), para qualquer i ≥ 0.

Demonstração. Como ξ ∼= η, então existe um homeomorfismo f : E(ξ)→ E(η) tal que,
para todo b ∈ B, temos f(Fb(ξ)) ⊂ Fb(η), f |Fb(ξ) : Fb(ξ) → Fb(η) é um isomorfismo
linear e o seguinte diagrama comuta:

E(ξ)
f //

πξ ��

E(η)

πη��
B

Como f é uma aplicação fibrada de ξ em η, então a aplicação correpondente de f
nos espaços bases deve ser necessariamente a identidade 1B : B → B.

Assim, segue do Lema 5.2 que ξ ∼= 1∗Bη. Deste modo, segue do Axioma 2 que
wi(ξ) = (1B)∗i (wi(η)) = wi(η), para qualquer i ≥ 0.

Proposição 6.2. Se ξ é um fibrado trivial, então wi(ξ) = 0, para i > 0.

Demonstração. Como ξ é um fibrado trivial, então ξ ∼= εnB(ξ), para algum inteiro n ≥ 0.
Assim, mostremos que wi(εnB(ξ)) = 0, para i > 0.

Para tanto, fixado ∗ ∈ B(ξ) qualquer, defina f : B(ξ) × Rn → {∗} × Rn por
f(b, α) = (∗, α), para todo (b, α) ∈ B(ξ) × Rn. Então, f é contínua e f |{b}×Rn :
{b} × Rn → {∗} × Rn dada por f |{b}×Rn(b, α) = (∗, α), para todo (b, α) ∈ {b} × Rn, é
um isomorfismo linear para todo b ∈ B(ξ).

Logo, f é uma aplicação fibrada de εnB(ξ) em εn{∗} e a aplicação constante c : B(ξ)→
{∗} é a aplicação correspondente de f nos espaços bases. Então, εnB(ξ)

∼= c∗εn{∗}.

Deste modo, segue do Axioma 2 que wi(εnB(ξ)) = c∗i (wi(ε
n
{∗})). Por outro lado, c∗i :

H i({∗};Z2)→ H i(B(ξ);Z2) é a aplicação nula para i > 0, uma vez queH i({∗};Z2) = 0
para i > 0. Assim, c∗i (wi(εn{∗})) = 0

Logo, como ξ ∼= εnB(ξ), segue da Proposição anterior que wi(ξ) = wi(ε
n
B(ξ)) =

c∗i (wi(ε
n
{∗})) = 0 para i > 0.

Em particular, se ξ ⊕ η é trivial, então wk(ξ ⊕ η) =
k∑
i=0

wi(ξ) ^ wk−i(η) = 0, para

k > 0, ou seja, as relações

w1(ξ) + w1(η) = 0
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w2(ξ) + w1(ξ) ^ w1(η) + w2(η) = 0

w3(ξ) + w2(ξ) ^ w1(η) + w1(ξ) ^ w2(η) + w3(η) = 0, etc

podem ser resolvidas indutivamente, sendo assim, wi(η) pode ser expresso como um
polinômio nas classes de Stiefel-Whitney de ξ.

Proposição 6.3. Se ξ e η são fibrados sobre o mesmo espaço base B tais que ξ é
trivial, então wk(ξ ⊕ η) = wk(η), para qualquer k ≥ 0.

Demonstração. Primeiramente, veja que:

w0(ξ ⊕ η) = w0(ξ) ^ w0(η) = 1 ^ w0(η) = w0(η).

Agora, para k > 0 temos:

wk(ξ ⊕ η) =
k∑
i=0

wi(ξ) ^ wk−i(η)

= 1 ^ wk(η) +
k∑
i=1

wi(ξ) ^ wk−i(η)

= wk(η) + 0

= wk(η)

Portanto, wk(ξ ⊕ η) = wk(η), para qualquer k ≥ 0.

Proposição 6.4. Se ξ é um Rn−fibrado Euclidiano e possui k seções linearmente
independentes, com 1 ≤ k ≤ n, então:

wn−k+1(ξ) = wn−k+2(ξ) = ... = wn(ξ) = 0

Em particular, se ξ possui uma seção não nula, então wn(ξ) = 0.

Demonstração. Se ξ admite k seções linearmente independentes, segue do Teorema 4.2
que existe um Rk−subfibrado trivial de ξ, digamos ε.

Deste modo, como ξ é um Rn−fibrado Euclidiano, então ξ ∼= ε⊕ ε⊥, onde ε⊥ é um
Rn−k−fibrado. Assim, temos que wi(ξ) = wi(ε⊕ ε⊥) = wi(ε

⊥), para qualquer i ≥ 0.

Sendo ε⊥ um Rn−k−fibrado, concluímos que wi(ξ) = wi(ε
⊥) = 0, para i > n−k.

Proposição 6.5. Sejam ξ e η fibrados. Então, wk(ξ × η) =
k∑
i=0

wi(ξ)× wk−i(η).
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Demonstração. Considere as projeções canônicas p1 : B(ξ) × B(η) → B(ξ) e p2 :
B(ξ) × B(η) → B(η). Mostremos primeiramente que ξ × η ∼= p∗1ξ ⊕ p∗2η. Para isto,
considere os seguintes diagramas comutativos:

E(p∗1ξ) //

��

E(ξ)

πξ

��
B(ξ)×B(η) p1

// B(ξ)

onde E(p∗1ξ) = {((b1, b2), x) ∈ (B(ξ)×B(η))× E(ξ) : πξ(x) = b1};

E(p∗2η) //

��

E(η)

πη

��
B(ξ)×B(η) p2

// B(η)

onde E(p∗2ξ) = {((b1, b2), y) ∈ (B(ξ)×B(η))× E(η) : πη(y) = b2};

E(p∗1ξ ⊕ p∗2η) //

��

E(p∗1ξ)× E(p∗2η)

πp∗1ξ
×πp∗2η

��
B(ξ)×B(η)

d
// (B(ξ)×B(η))× (B(ξ)×B(η))

onde E(p∗1ξ ⊕ p∗2η) = {((b1, b2), (b3, b4, x), (b5, b6, y)) ∈ (B(ξ) × B(η)) × E(p∗1ξ) ×
E(p∗2η) : b1 = b3 = b5 e b2 = b4 = b6}.

Lembrando que E(ξ × η) = E(ξ) × E(η), defina f : E(ξ × η) → E(p∗1ξ ⊕ p∗2η)
por f(x, y) = ((πξ(x), πη(y)), (πξ(x), πη(y), x), (πξ(x), πη(y), y)) para qualquer (x, y) ∈
E(ξ × η).

Deste modo, f está bem definida pela própria definição de E(p∗1ξ ⊕ p∗2η) e é contí-
nua. Ainda, como F(b1,b2)(ξ × η) = Fb1(ξ) × Fb2(η) e F(b1,b2)(p

∗
1ξ ⊕ p∗2η) = {(b1, b2)} ×

F(b1,b2)(p
∗
1ξ)×F(b1,b2)(p

∗
2η) = {(b1, b2)}× ({(b1, b2)}×Fb1(ξ))× ({(b1, b2)}×Fb2(η)) para

todo (b1, b2) ∈ B(ξ × η), então f |F(b1,b2)
(ξ×η) : F(b1,b2)(ξ × η) → F(b1,b2)(p

∗
1ξ ⊕ p∗2η) dada

por f |F(b1,b2)
(ξ×η)(x, y) = ((b1, b2), (b1, b2, x), (b1, b2, y)), para todo (x, y) ∈ F(b1,b2)(ξ×η),

é um isomorfismo linear.

Logo, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, ξ × η ∼= p∗1ξ ⊕ p∗2η.
Por fim, os Axiomas 2,3 e a Proposição 6.1 nos garante para qualquer k ≥ 0 que:

wk(ξ × η) = wk(p
∗
1ξ ⊕ p∗2η)
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=
k∑
i=0

wi(p
∗
1ξ) ^ wk−i(p

∗
2η)

=
k∑
i=0

(p1)∗i (wi(ξ)) ^ (p2)∗k−i(wk−i(η))

=
k∑
i=0

(wi(ξ)× 1) ^ (1× wk−i(η))

=
k∑
i=0

(wi(ξ) ^ 1)× (1 ^ wk−i(η))

=
k∑
i=0

wi(ξ)× wk−i(η).

Definição 6.1. Denotaremos por H∗(B(ξ);Z2) o anel das séries infinitas formais a =
a0 + a1 + a2 + ..., onde ai ∈ H i(B(ξ);Z2) para cada i = 0, 1, 2, .... A operação soma
deste anel é dada por (a0 + a1 + a2 + ...) + (b0 + b1 + b2 + ...) = c0 + c1 + c2 + ..., onde
ck = ak + bk para cada k = 0, 1, 2, .... Ainda, a operação produto deste anel é dada por

(a0 + a1 + a2 + ...)(b0 + b1 + b2 + ...) = c0 + c1 + c2 + ..., onde ck =
k∑
i=0

ai ^ bk−i para

cada k = 0, 1, 2, ....
Note que o produto definido acima é associativo e comutativo.

Definição 6.2. A classe de Stiefel-Whitney total de um Rn−fibrado ξ é o elemento
W (ξ) = 1 + w1(ξ) + w2(ξ) + ...+ wn(ξ) + 0 + 0 + ... ∈ H∗(B(ξ);Z2).

Deste modo, o Axioma 3 pode ser reescrito como W (ξ ⊕ η) = W (ξ)W (η).

Lema 6.1. O subconjunto {w = w0 + w1 + w2 + ... ∈ H∗(B(ξ);Z2) : w0 = 1} ⊂
H∗(B(ξ);Z2) é um grupo abeliano com a operação produto definida acima (este grupo
é exatamente o grupo das unidades do anel H∗(B(ξ);Z2)).

Demonstração. Basta provarmos a existência do elemento inverso de w = 1+w1 +w2 +
... ∈ H∗(B(ξ);Z2) qualquer, pois já sabemos que esta operação produto é associativa,
comutativa e com elemento neutro 1 + 0 + 0 + ... ∈ H∗(B(ξ);Z2).

Para tanto, defina w = w0 +w1 +w2 + ..., onde w0 = 1 e wk =
k∑
i=1

wi ^ wk−i para

cada k ≥ 1.

Então, ww = c0 + c1 + c2 + ..., onde ck =
k∑
i=0

wi ^ wk−i =

{
1 , k = 0
0 , k ≥ 1

De fato:

• para k = 0, temos que:
c0 = w0 ^ w0 = 1 ^ 1 = 1

• para k ≥ 1, temos que:

ck =
k∑
i=0

wi ^ wk−i
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= 1 ^ wk +
k∑
i=1

wi ^ wk−i

= wk +
k∑
i=1

wi ^ wk−i

=
k∑
i=1

wi ^ wk−i +
k∑
i=1

wi ^ wk−i

= 0

Logo, w é, de fato, o elemento inverso de w em H∗(B(ξ);Z2), isto é, {w = w0 +w1 +
w2 + ... ∈ H∗(B(ξ);Z2) : w0 = 1} é um grupo abeliano com a operação produto.

Agora, a igualdade W (ξ ⊕ η) = W (ξ)W (η) pode ser reescrita como W (η) =
W (ξ)W (ξ ⊕ η), onde W (ξ) = 1 + w1(ξ) + w2(ξ) + ... + wn(ξ) + 0 + 0 + ..., com
wi definido como na demonstração do Lema anterior.

Nestas condições, podemos garantir o seguinte:

Corolário 6.1. Se ξ ⊕ η for um fibrado trivial, então W (η) = W (ξ).

Teorema 6.1. (Teorema da Dualidade de Whitney) Se M ⊂ Rn é uma k−varie-
dade C∞, então wi(τM) = wi(νM) para todo i ≥ 0.

Demonstração. Como visto no exemplo 5.7, temos que εnM ∼= τM⊕νM . Então, τM⊕νM
é um fibrado trivial, ou seja, W (τM) = W (νM), isto é, wi(τM) = wi(νM) para todo
i ≥ 0.

Agora, calcularemos as classes de Stiefel-Whitney de alguns casos especiais.

Quando M ⊂ Rn for uma variedade C∞, denotaremos wi(M) = wi(τM) para todo
i ≥ 0 e W (M) = W (τM).

Exemplo 6.1. W (Sn) = 1

Como Sn ⊂ Rn+1 é uma n−variedade C∞, então τSn ⊕ νSn ∼= εn+1
Sn . Deste modo,

wi(S
n) = wi(νSn) para todo i ≥ 0.

Mostremos que νSn é um fibrado trivial. Primeiramente, como dim(TxS
n)⊥ = 1 e

x ∈ Sn é um vetor normal de TxSn para todo x ∈ Sn, então x ∈ (TxS
n)⊥ para todo

x ∈ Sn.

Deste modo, defina s : Sn → E(νSn) por s(x) = (x, x) para todo x ∈ Sn. Observe
que s está bem definida, é contínua e é uma seção não nula de νSn , desde que x 6= 0
para todo x ∈ Sn. Logo, segue do Teorema 4.2 que νSn é um fibrado trivial.

Logo, w0(νSn) = 1 e wi(νSn) = 0 para todo i ≥ 1. Como w0(νSn) = 1 e wk(νSn) =
k∑
i=1

wi(νSn) ^ wk−i(νSn) = 0 para todo k ≥ 1, então w0(Sn) = 1 e wi(Sn) = 0 para

todo i ≥ 1, isto é, W (Sn) = 1.
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Exemplo 6.2. W (γ1
n) = 1 + a, para n ≥ 1, onde < a >= H1(RP n;Z2).

Considere a inclusão i : E(γ1
1) ↪→ E(γ1

n), que é uma aplicação fibrada de γ1
1 em γ1

n e
a inclusão j : RP 1 ↪→ RP n que a aplicação correspondente da aplicação i nos espaços
bases.

Deste modo, γ1
1
∼= j∗γ1

n. Segue do Axioma 2 que wk(γ1
1) = j∗k(wk(γ

1
n)). Como γ1

n é
um R−fibrado, então wk(γ1

n) = 0 para todo k > 1.

Por outro lado, segue do Axioma 4 que w1(γ1
1) = b 6= 0, onde < b >= H1(RP 1;Z2),

ou seja, j∗1(w1(γ1
n)) = b 6= 0. Como j∗1 é linear e w1(γ1

n) ∈ H1(RP n;Z2) =< a >, então
w1(γ1

n) = a, isto é, W (γ1
n) = 1 + a.

Exemplo 6.3. Inicialmente, note que, por definição, temos que γ1
n ⊂ εn+1

RPn . Deste
modo, podemos considerar γ⊥ o complemento ortogonal de γ1

n em εn+1
RPn .

Então, W (γ⊥) = 1 + a+ a2 + ...+ an.

De fato, como γ1
n ⊕ γ⊥ ∼= εn+1

RPn , então γ1
n ⊕ γ⊥ é um fibrado trivial, ou seja,

W (γ⊥) = W (γ1
n). Sendo γ⊥ um Rn−fibrado, devemos calcular apenas wi(γ⊥) para

i = 1, ..., n.

Lembrando que W (γ1
n) = 1 + a, temos que:

wk(γ
1
n) =

k∑
i=1

wi(γ
1
n) ^ wk−i(γ

1
n)

= w1(γ1
n) ^ wk−1(γ1

n).

Mostremos, por indução sobre k > 0, que wk(γ1
n) = ak. Com efeito, veja que

w1(γ1
n) = w1(γ1

n) ^ w0(γ1
n) = w1(γ1

n) ^ 1 = w1(γ1
n) = a. Agora, supondo que

wk(γ
1
n) = ak, obtemos que wk+1(γ1

n) = w1(γ1
n) ^ wk(γ

1
n) = a ^ ak = ak+1.

Como wk(γ⊥) = wk(γ
1
n) = ak e o Axioma 1 nos garante que wk(γ⊥) = 0 para todo

k > n, então W (γ⊥) = 1 + a+ a2 + ...+ an.

Lema 6.2. τRPn ∼= Hom(γ1
n, γ

⊥).

Demonstração. Considere ρ : Sn → RP n a projeção canônica. Como ρ(x) = ρ(−x)
para todo x ∈ Sn, então os pontos (x, v), (−x,−v) ∈ TSn possuem a mesma imagem
pela função dρ : TSn → TRP n. De fato, como

d−xρ(−v) = lim
t→0

ρ(−x+ t(−v))− ρ(−x)

t

= lim
t→0

ρ(−(x+ tv))− ρ(−x)

t

= lim
t→0

ρ(x+ tv)− ρ(x)

t
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= dxρ(v),

então dρ(−x,−v) = (ρ(−x), d−xρ(−v)) = (ρ(x), dxρ(v)) = dρ(x, v).

Assim, dρ induz um homeomorfismo dρ : TSn

∼ → TRP n dada por dρ(x, v) = dρ(x, v)

para todo (x, v) ∈ TSn

∼ , onde ∼ é a relação que identifica (x, v) com (−x,−v). Logo:

TRP n ≡ {(x, v) : (x, v) ∈ TSn}

= {{(x, v), (−x,−v)} : < x, x >= 1 e < x, v >= 0}

Denotando por Lx a reta, passando pela origem de Rn+1, cujo vetor diretor é x ∈ Sn,
temos que cada elemento {(x, v), (−x,−v)} ∈ TRP n determina e é determinado pela
transformação linear lx,v : Lx → (Lx)

⊥ definida por lx,v(y) =< y, x > v para todo
y ∈ Lx.

Como Lx = Fx(γ
1
n) e (Lx)

⊥ = Fx(γ
⊥), então lx,v ∈ Hom(Fx(γ

1
n), Fx(γ

⊥)). deste
modo, defina f : TRP n → E(Hom(γ1

n, γ
⊥)) por f(x, v) = lx,v para todo (x, v) ∈ TRP n.

Note que f está bem definida e o diagrama

TRP n f //

πτRPn %%

E(Hom(γ1
n, γ

⊥))

π
vv

RP n

comuta, onde π é a projeção do fibrado Hom(γ1
n, γ

⊥). Deste modo, segue da Pro-
posição 5.2 que f é contínua.

Ainda, f |Fx(τRPn ) : Fx(τRPn) → Hom(Fx(γ
1
n), Fx(γ

⊥)) dada por f |Fx(τRPn )(x, v) =

f(x, v) = lx,v para todo (x, v) ∈ Fx(τRPn) = {x}×TxRP n é um isomorfismo linear. De
fato:

• f |Fx(τRPn ) é linear, uma vez que lx,v o é.

• desde que dim(Fx(τRPn)) = n = dim(Hom(Fx(γ
1
n), Fx(γ

⊥))), precisamos verificar
apenas que f |Fx(τRPn ) é injetora ou sobrejetora para mostrarmos que f |Fx(τRPn ) é
um isomorfismo linear. Com efeito, veja que:

Ker(f |Fx(τRPn )) = {(x, v) ∈ Fx(τRPn) : lx,v = 0}

= {(x, v) ∈ Fx(τRPn) : < y, x > v = 0, ∀y ∈ Lx}

Mas, se < y, x > v = 0 para qualquer y ∈ Lx, obtemos, em particular para y = x,
que 0 =< x, x > v = v, isto é, Ker(f |Fx(τRPn )) = {(x, 0) ∈ Fx(τRPn)} = 0.

Logo, segue do Lema 4.2 que f é um homeomorfismo, ou seja, τRPn ∼= Hom(γ1
n, γ

⊥).
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Com o Lema acima, podemos calcular a classe de Stiefel-Whitney total do espaço
mais utilizado neste trabalho, o espaço projetivo RP n.

Teorema 6.2. τRPn ⊕ ε1
RPn
∼= γ1

n ⊕ ...⊕ γ1
n︸ ︷︷ ︸

(n+1)−vezes

. Assim, a classe de Stiefel-Whitney total

de RP n é W (RP n) = (1 + a)n+1 = 1 +
(
n+1

1

)
a+

(
n+1

2

)
a2 + ...+

(
n+1
n

)
an.

Demonstração. Inicialmente, note que s : RP n → E(Hom(γ1
n, γ

1
n)) dada por s(x) =

1Fx(γ1n) para todo x ∈ RP n é uma seção não nula do R−fibrado Hom(γ1
n, γ

1
n), ou seja,

segue do Teorema 4.2 que Hom(γ1
n, γ

1
n) ∼= ε1

RPn .

Deste modo:

τRPn ⊕ ε1
RPn
∼= Hom(γ1

n, γ
⊥)⊕Hom(γ1

n, γ
1
n)

∼= Hom(γ1
n, γ

⊥ ⊕ γ1
n)

∼= Hom(γ1
n, ε

n+1
RPn)

∼= Hom(γ1
n, ε

1
RPn ⊕ ...⊕ ε1

RPn︸ ︷︷ ︸
(n+1)−vezes

)

∼= Hom(γ1
n, ε

1
RPn)⊕ ...⊕Hom(γ1

n, ε
1
RPn)︸ ︷︷ ︸

(n+1)−vezes

∼= γ1
n ⊕ ...⊕ γ1

n︸ ︷︷ ︸
(n+1)−vezes

.

Por fim, W (RP n) = W (τRPn ⊕ ε1
RPn) = (1 + a)n+1 = 1 +

(
n+1

1

)
a +

(
n+1

2

)
a2 + ... +(

n+1
n

)
an.

Para facilitar o cálculo da classe de Stiefel-Whitney total de RP n, a Tabela 6.1
mostra os coeficientes binomiais

(
n+1
i

)
módulo 2 para n ≤ 10 e 0 ≤ i ≤ n:

RP 1 1 0
RP 2 1 1 1
RP 3 1 0 0 0
RP 4 1 1 0 0 1
RP 5 1 0 1 0 1 0
RP 6 1 1 1 1 1 1 1
RP 7 1 0 0 0 0 0 0 0
RP 8 1 1 0 0 0 0 0 0 1
RP 9 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
RP 10 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1

w0 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10

Tabela 6.1: Classes de Stiefel-Whitney de alguns espaços Projetivos

Para exemplificar o Teorema anterior junto com a Tabela 6.1, temos:
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W (RP 1) = 1

W (RP 2) = 1 + a+ a2

W (RP 3) = 1

W (RP 4) = 1 + a+ a4

W (RP 5) = 1 + a2 + a4.

Exemplo 6.4. Se n+ 1 = 2rm, para algum inteiro r ≥ 1 e algum ímpar m ≥ 1, então
RP n não admite 2r campo de vetores linearmentes independentes, ou seja, o fibrado
τRPn não admite 2r seções linearmentes independentes.

Com efeito, suponha que existam 2r seções linearmentes independentes de τRPn .
Então, segue do Teorema 4.2 que existe um R2r−subfibrado trivial de τRPn . Então,
τRPn ∼= ε2r

RPn ⊕ (ε2r

RPn)⊥, ou seja, W (RP n) = W ((ε2r

RPn)⊥). Deste modo, segue do Axi-
oma 1 que wi(RP n) = 0 para todo i > n− 2r = 2rm− 1− 2r = 2r(m− 1)− 1.

Em particular, w2r(m−1)(RP n) = 0. Mas, por outro lado temos:

w2r(m−1)(RP n) =
(

n+1
2r(m−1)

)
a2r(m−1) =

(
2rm

2r(m−1)

)
a2r(m−1) =

(
2rm

2rm−2r

)
a2r(m−1)

=
(

2rm
2r

)
a2r(m−1) = ma2r(m−1) = a2r(m−1) 6= 0,

desde que 1 ≤ 2r, pois com isso obtemos 2r(m− 1) = 2rm− 2r ≤ 2rm− 1 = n, ou
seja, < a2r(m−1) >= H2r(m−1)(RP n;Z2). Logo, chegamos em um absurdo.

Portanto, RP n não admite 2r campo de vetores linearmente independentes, desde
que n+ 1 = 2rm, para algum inteiro r ≥ 1 e algum ímpar m ≥ 1.

Nos próximos dois resultados, veremos quais condições são necessárias para que os
espaços projetivos reais sejam paralelizáveis, conforme a Definição 4.6.

Corolário 6.2. W (RP n) = 1 se, e somente se, n + 1 é potência de 2. Assim, os
possíveis espaços projetivos paralelizáveis são: RP 1, RP 3, RP 7, RP 15, ... .

Demonstração. Inicialmente, suponha que n+ 1 não seja potência de 2, isto é, n+ 1 =
2rm, para algum inteiro r ≥ 0 e m > 1 ímpar.

Deste modo:

W (RP n) = (1 + a)n+1 = (1 + a)2rm

= [1 +
(

2r

1

)
a+

(
2r

2

)
a2 + ...+

(
2r

2r−1

)
a2r−1 + a2r ]m

= (1 + a2r)m
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= 1 +ma2r +
(
m
2

)
(a2r)2 + ...+

(
m
m−1

)
(a2r)m−1 + (a2r)m 6= 1,

desde que m > 1 é ímpar e 2r < n + 1, pois se 1 < m, então 2r < 2rm = n + 1.
Logo, W (RP n) 6= 1, o que é um absurdo por hipótese.

Portanto, n+ 1 deve ser uma potência de 2.

Reciprocamente, suponha que n+ 1 seja uma potência de 2, isto é, n+ 1 = 2r para
algum inteiro r ≥ 1. Então:

W (RP n) = (1 + a)n+1 = (1 + a)2r = 1 + a2r = 1 + an+1 = 1, pois an+1 ∈
Hn+1(RP n;Z2) = 0.

Teorema 6.3. (Teorema de Stiefel): Suponha que exista uma operação produto
bilinear p : Rn × Rn → Rn sem divisores de zero. Então, o espaço projetivo RP n−1 é
paralelizável, desde que n seja uma potência de 2.

Demonstração. Seja {e1, ..., en} a base canônica de Rn. Definindo f : Rn → Rn por
f(x) = p(x, en) para todo x ∈ Rn, temos que f é um isomorfismo linear, desde que p é
bilinear e sem divisores de zero.

Agora, para todo i = 1, ..., n, defina vi : Rn → Rn por vi(p(x, en)) = p(x, ei) para
todo p(x, en) ∈ Rn. Então, vi é linear para todo i = 1, ..., n. De fato, para quaisquer
p(x, en), p(y, en) ∈ Rn e α ∈ R, temos:

vi(p(x, en) + αp(y, en)) = vi(p(x+ αy, en))

= p(x+ αy, ei)

= p(x, ei) + αp(y, ei)

= vi(p(x, en)) + αvi(p(y, en)),

para qualquer i = 1, ..., n.

Agora, note que {v1(x), ..., vn(x)} é um conjunto linearmente independente para
todo x 6= 0 e vn(x) = x para todo x ∈ Rn. De fato:

• como para qualquer x ∈ Rn, x = p(y, en) para um único y ∈ Rn, então vn(x) =
vn(p(y, en)) = p(y, en) = x.

• como {e1, ..., en} é um conjunto linearmente independente e p não possui divisores
de zero, então {p(y, e1), ..., p(y, en)} é um conjunto linearmente independente para
todo y 6= 0, ou seja, {v1(x), ..., vn(x)} é um conjunto linearmente independente
para todo x 6= 0.

Assim, as transformações lineares v1, ..., vn−1 podem ser identificadas a (n−1)−seções
linearmente independentes do Rn−1−fibrado Hom(γ1

n−1, γ
⊥).
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Com efeito, para cada x ∈ RP n−1, denote por Lx a reta, passando pela origem de
Rn, cujo vetor diretor é x ∈ Rn e defina, para cada i = 1, ..., n − 1, si : RP n−1 →
E(Hom(γ1

n−1), γ⊥) dada por si(x) = vi, onde vi : Lx → (Lx)
⊥ é a função que associa

a cada z ∈ Lx a projeção ortogonal de vi(z) em (Lx)
⊥. Note que si está bem defi-

nida, pois a projeção ortogonal vi : Lx → (Lx)
⊥ é uma transformação linear para todo

i = 1, ..., n− 1.

Ainda, π ◦ si = 1RPn−1 para todo i = 1, ..., n − 1. Deste modo, sendo a identidade
1RPn−1 : RP n−1 → RP n−1 contínua, segue da Proposição 5.2 que si é contínua para
todo i = 1, ..., n− 1. Com isso, obtemos que s1, ..., sn−1 são seções de Hom(γ1

n−1, γ
⊥).

Por fim, como {v1(z), ..., vn−1(z)} é um conjunto linearmente independente para
todo z 6= 0, então {v1(z), ..., vn−1(z)} é um conjunto linearmente independente para

todo z 6= 0, pois se {a1, ..., an−1} é uma base ortonormal de (Lx)
⊥, então vi(z) =

n−1∑
j=1

<

vi(z), aj > aj para todo i = 1, ..., n − 1. Com isso, se α1, ..., αn−1 ∈ R são tais que
n−1∑
i=1

αivi(z) = 0, então:

0 =
n−1∑
i=1

αivi(z)

⇔ 0 =
n−1∑
i=1

αi

n−1∑
j=1

< vi(z), aj > aj

⇔ 0 =
n−1∑
j=1

<
n−1∑
i=1

αivi(z), aj > aj

⇔ 0 =<
n−1∑
i=1

αivi(z), aj >, para todo j = 1, ..., n− 1

⇔ 0 =
n−1∑
i=1

αivi(z)

⇔ 0 = αi, para todo i = 1, ..., n− 1.

Logo, segue do Teorema 4.2 que Hom(γ1
n−1, γ

⊥) é um fibrado trivial. Mas, pelo
Lema 6.2, τRPn−1

∼= Hom(γ1
n−1, γ

⊥), isto é, τRPn−1 é um fibrado trivial.

Portanto, RP n−1 é paralelizável e pelo Corolário anterior, n deve ser uma potência
de 2.

Assim, nos casos n = 2, 4, 8 temos, respectivamente, que RP 1, RP 3 e RP 7 são pa-
ralelizáveis, desde que nestes casos existem, respectivamente, os produtos de números
complexos, de quaternions e de Cayley.

Para os próximos três exemplos, precisaremos da seguinte:

Definição 6.3. Dizemos que uma n−variedadeM C∞ admite uma campo de k−planos
tangentes se o fibrado τM admite um Rk−subfibrado.
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Exemplo 6.5. Se RP n admite um campo de 1−planos tangentes, então n é ímpar.

De fato, suponha n par e que RP n admita um campo de 1−planos tangentes, isto
é, o fibrado τRPn admite um R−subfibrado, digamos η. Então, τRPn ∼= η ⊕ η⊥.

Lembrando que wk(RP n) =
k∑
i=0

wi(η) ^ wk−i(η
⊥), então, em particular, temos:

a = w1(RP n)

= w0(η) ^ w1(η⊥) + w1(η) ^ w0(η⊥)

= w1(η⊥) + w1(η), ou seja, obtemos os seguintes casos:{
w1(η⊥) = 0 e w1(η) = a
w1(η⊥) = a e w1(η) = 0

Suponha o caso em que w1(η⊥) = a e w1(η) = 0. Então, W (η) = 1, pois η é um
R−fibrado e w1(η) = 0. Ainda, W (RP n) = W (η⊥).

Assim, wn(η⊥) = 0, pois η⊥ é um Rn−1−fibrado, o que é um absurdo, desde que
wn(RP n) =

(
n+1
n

)
an = (n+ 1)an = an 6= 0, uma vez que n é par.

Agora, suponha o caso em que w1(η⊥) = 0 e w1(η) = a. Então, W (η) = 1 + a, pois
η é um R−fibrado. Ainda, (1 + a)n+1 = W (RP n) = W (η)W (η⊥) = (1 + a)W (η⊥), ou
seja, W (η⊥) = (1 + a)n.

Deste modo, wn−1(η⊥) =
(
n
n−1

)
an−1 = nan−1 = 0, desde que n é par. Por outro lado,

wn(RP n) = w1(η) ^ wn−1(η⊥) = 0, o que é um absurdo, pois wn(RP n) =
(
n+1
n

)
an =

(n+ 1)an = an 6= 0.

Portanto, n deve ser ímpar.

Exemplo 6.6. RP 4 não admite um campo de 2−planos tangentes.

Suponha que RP 4 possua um campo de 2−planos tangentes, isto é, o fibrado τRP 4

admite um R2−subfibrado, digamos η. Então, τRP 4
∼= η ⊕ η⊥.

Lembremos queW (RP 4) = 1+a+a4. Por outro lado, como wk(RP 4) =
k∑
i=0

wi(η) ^

wk−i(η
⊥), temos:

a = w1(RP 4) = w0(η) ^ w1(η⊥) + w1(η) ^ w0(η⊥) = w1(η⊥) + w1(η), ou seja,
obtemos os seguintes casos:{

w1(η⊥) = 0 e w1(η) = a
w1(η⊥) = a e w1(η) = 0

Suponha o caso em que w1(η⊥) = a e w1(η) = 0. O outro caso seguirá de modo
análogo. Então:
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• 0 = w2(RP 4)

= w0(η) ^ w2(η⊥) + w1(η) ^ w1(η⊥) + w2(η) ^ w0(η⊥)

= w2(η⊥) + w2(η), isto é, w2(η⊥) = w2(η)

• 0 = w3(RP 4)

= w1(η) ^ w2(η⊥) + w2(η) ^ w1(η⊥)

= w2(η) ^ w1(η⊥)

= w2(η) ^ a, isto é, w2(η) = 0 = w2(η⊥)

• w4(RP 4) = w2(η) ^ w2(η⊥) = 0, o que é um absurdo, pois w4(RP 4) = a4 6= 0.

Portanto, RP 4 não possui um campo de 2−planos tangentes.

Exemplo 6.7. RP 6 não admite um campo de 2−planos tangentes.

Suponha que RP 6 possua um campo de 2−planos tangentes, isto é, o fibrado τRP 6

admite um R2−subfibrado, digamos η. Então, τRP 6
∼= η ⊕ η⊥.

Lembremos que W (RP 6) = 1 + a + a2 + a3 + a4 + a5 + a6. Por outro lado, como

wk(RP 6) =
k∑
i=0

wi(η) ^ wk−i(η
⊥), temos:

a = w1(RP 6)

= w0(η) ^ w1(η⊥) + w1(η) ^ w0(η⊥)

= w1(η⊥) + w1(η), ou seja, obtemos os seguintes casos:{
w1(η⊥) = 0 e w1(η) = a
w1(η⊥) = a e w1(η) = 0

Suponha o caso em que w1(η⊥) = a e w1(η) = 0. Então:

a2 = w2(RP 6)

= w0(η) ^ w2(η⊥) + w1(η) ^ w1(η⊥) + w2(η) ^ w0(η⊥)

= w2(η⊥) + w2(η), isto é, também temos os seguintes casos:{
w2(η⊥) = 0 e w2(η) = a2

w2(η⊥) = a2 e w2(η) = 0

Agora, suponha o caso em que w2(η⊥) = a2 e w2(η) = 0. O outro caso seguirá de
modo análogo. Então:



Imersões 63

• a3 = w3(RP 6)

= w0(η) ^ w3(η⊥) + w1(η) ^ w2(η⊥) + w2(η) ^ w1(η⊥)

= w0(η) ^ w3(η⊥), ou seja, w3(η⊥) = a3

• a4 = w4(RP 6)

= w0(η) ^ w4(η⊥) + w1(η) ^ w3(η⊥) + w2(η) ^ w2(η⊥)

= w0(η) ^ w4(η⊥), ou seja, w4(η⊥) = a4

• w5(RP 6) = w1(η) ^ w4(η⊥) + w2(η) ^ w3(η⊥) = 0, o que é um absurdo, pois
w5(RP 6) = a5 6= 0

Para o caso em que w1(η⊥) = 0 e w1(η) = a, o resultado segue de modo análogo,
isto é, encontraremos mais dois casos para w2(η⊥) e w2(η), porém o absurdo ocorrerá
quando chegarmos que w6(RP 6) = 0, diferente do caso anterior em que o absurdo foi
w5(RP 6) = 0.

Portanto, RP 6 não possui um campo de 2−planos tangentes.

6.2 Imersões

Como aplicação do Teorema 6.2, veremos quais espaços projetivos podem ser imer-
sos em um espaço Euclidiano de dimensão dada. Para isto, precisamos da seguinte:

Definição 6.4. Uma função f : M → N entre duas variedades C∞ é dita uma imersão
se f é C∞ e dxf : TxM → Tf(x)N é injetora para todo x ∈ M . Neste caso, dizemos
que M pode ser imersa em N .

Deste modo, podemos reenunciar o Teorema da Dualidade de Whitney como: "Se
M é uma k−variedade C∞ que pode ser imersa em Rk+m, então W (νM) = W (M)".
Com isso, obtemos que wi(M) = 0 para todo i > m.

Equivalentemente, para mostrar que uma k−variedade C∞ M não pode ser imersa
em Rk+m, basta mostrar que wi(M) 6= 0 para algum i > m.

Agora, suponha f : M → N uma imersão. Então, para todo x ∈ M , temos que
Tf(x)N ∼= dxf(TxM)⊕ (dxf(TxM))⊥. Correspondentemente, temos o seguinte:

Proposição 6.6. Para qualquer imersão f : M → N , o fibrado induzido f ∗τN se
escreve como soma de Whitney entre um subfibrado isomorfo a τM e seu complemento
ortogonal νf , isto é, f ∗τN ∼= τM ⊕ νf .

Demonstração. Como f : M → N é uma imersão, então dxf : TxM → Tf(x)N é
injetora para todo x ∈ M . Assim, podemos ver Fx(τM) = {x} × TxM isomorfo
ao subespaço vetorial {x} × {f(x)} × dxf(TxM) de Fx(f ∗τN) = {x} × Ff(x)(τN) =
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{x} × {f(x)} × Tf(x)N , ou seja, podemos ver τM isomorfo ao subfibrado ξ de f ∗τN ,
onde E(ξ) = {(x, (f(x), v)) ∈M×TN : v ∈ dxf(TxM)}, B(ξ) = M e πξ = πf∗τN |E(ξ) :
E(ξ)→M .

Denotando νf o complemento ortogonal de ξ em f ∗τN , temos que f ∗τN ∼= ξ ⊕ νf ∼=
τM ⊕ νf .

Exemplo 6.8. Considerando o espaço projetivo RP 9, temos que W (RP 9) = 1 +

a2 + a8. Lembrando que wk(RP 9) =
k∑
i=1

wi(RP 9) ^ wk−i(RP 9), então wk(RP 9) =
w1(RP 9) ^ w0(RP 9) , k = 1
w2(RP 9) ^ wk−2(RP 9) , 2 ≤ k ≤ 7

w2(RP 9) ^ wk−2(RP 9) + w8(RP 9) ^ wk−8(RP 9) , k ≥ 8
.

Assim, temos que:

w1(RP 9) = 0 ^ 1 = 0

w2(RP 9) = a2 ^ 1 = a2

w3(RP 9) = a2 ^ 0 = 0

w4(RP 9) = a2 ^ a2 = a4

w5(RP 9) = a2 ^ 0 = 0

w6(RP 9) = a2 ^ a4 = a6

w7(RP 9) = a2 ^ 0 = 0

w8(RP 9) = a2 ^ a6 + a8 ^ 1 = a8 + a8 = 0

w9(RP 9) = a2 ^ 0 + a8 ^ 0 = 0 + 0 = 0

Por outro lado, para k > 9, temos wk(RP 9) = w2(RP 9) ^ wk−2(RP 9)+w8(RP 9) ^
wk−8(RP 9) = 0, pois w2(RP 9) ^ wk−2(RP 9), w8(RP 9) ^ wk−8(RP 9) ∈ Hk(RP 9;Z2) =
0, uma vez que k > 9.

Portanto, W (RP 9) = 1 + a2 + a4 + a6, ou seja, se RP 9 pode ser imerso em R9+m,
então m ≥ 6.

Exemplo 6.9. Se M é uma n−variedade C∞ que pode ser imersa em Rn+1, então
wi(M) = wi1(M) para todo i = 1, ..., n.

De fato, como νM é um R−fibrado, segue do Teorema da Dualidade de Whitney
que wi(M) = 0 para todo i > 1. Então, W (M) = 1 + w1(M) = 1 + w1(M).

Assim, provemos por indução sobre i > 0 que wi(M) = wi1(M). Lembrando que
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wk(M) =
k∑
i=1

wi(M) ^ wk−i(M), temos:

0 = w2(M) = w1(M) ^ w1(M) + w2(M) ^ w0(M) = w2
1(M) + w2(M)

ou seja, w2(M) = w2
1(M). Agora, suponha que wk(M) = wk1(M). Então:

0 = wk+1(M) =
k+1∑
i=1

wi(M) ^ wk+1−i(M)

= wk(M) ^ w1(M) + wk+1(M) ^ w0(M)

= wk(M) ^ w1(M) + wk+1(M)

= wk1(M) ^ w1(M) + wk+1(M)

= wk+1
1 (M) + wk+1(M)

isto é, wk+1(M) = wk+1
1 (M).

Como τM é um Rn−fibrado, então wi(M) = 0 para todo i > n e portanto, wi(M) =
wi1(M) para todo i = 1, ..., n.

Exemplo 6.10. Se RP n pode ser imerso em Rn+1, então n = 2r − 1 ou n = 2r − 2,
para algum r ≥ 1.

De fato, veja inicialmente que do Exemplo anterior segue wi(RP n) = wi1(RP n)
para todo i = 1, ..., n. Também, lembremos que wi(RP n) =

(
n+1
i

)
ai = e wi1(RP n) =(

n+ 1

1

)
a ^

(
n+ 1

1

)
a︸ ︷︷ ︸

i−vezes

=
(
n+1

1

)i
ai = (n+ 1)iai.

Como n + 1 deve ser um número par ou um número ímpar, então n + 1 = 2rm ou
n + 2 = 2rm, para algum inteiro r ≥ 1 e algum ímpar m ≥ 1. Agora, analisemos os
seguintes casos:

• Supondo n+ 1 = 2rm, com m > 1 ímpar, note que:

w2r(RP n) =
(
n+1
2r

)
a2r =

(
2rm
2r

)
a2r = ma2r = a2r 6= 0, uma vez que 2r < 2rm =

n+ 1, ou seja, < a2r >= H2r(RP n;Z2). Ainda:

w2r

1 (RP n) = (n+ 1)2ra2r = 0, desde que n+ 1 é par.

Assim, w2r(RP n) 6= w2r

1 (RP n), o que é um absurdo pelo Exemplo anterior. Logo,
m = 1, isto é, n+ 1 = 2r.

• Supondo n+ 2 = 2rm, com m > 1 ímpar, note que:
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w2r(RP n+1) =
(
n+2
2r

)
a2r =

(
2rm
2r

)
a2r = ma2r = a2r 6= 0, uma vez que 2r ≤ n,

pois 2r < 2rm = n + 2 e 2r 6= n + 1 (já que n + 1 é ímpar), ou seja, < a2r >=
H2r(RP n+1;Z2). Ainda:

w2r

1 (RP n+1) = (n+ 2)2ra2r = 0, desde que n+ 2 é par.

Assim, w2r(RP n+1) 6= w2r

1 (RP n+1), o que é um absurdo pelo Exemplo anterior.
Logo, m = 1, isto é, n+ 2 = 2r.

Portanto, n = 2r − 1 ou n = 2r − 2 para algum inteiro r ≥ 1.

Teorema 6.4. Se RP 2r , r ≥ 1, pode ser imerso em R2r+m, então m ≥ 2r − 1.

Demonstração. Lembrando queW (RP 2r) = (1+a)2r+1 = (1+a)2r(1+a) = (1+a2r)(1+

a) = 1 + a + a2r e que wk(RP 2r) =
k∑
i=1

wi(RP 2r) ^ wk−i(RP 2r), então wk(RP 2r) ={
w1(RP 2r) ^ wk−1(RP 2r) , 1 ≤ k ≤ 2r − 1

w1(RP 2r) ^ wk−1(RP 2r) + w2r(RP 2r) ^ wk−2r(RP 2r) , k ≥ 2r
.

Deste modo, temos que:

w1(RP 2r) = a ^ 1 = a

w2(RP 2r) = a ^ a = a2

w3(RP 2r) = a ^ a2 = a3

Por recorrência, obtemos w2r−1(RP 2r) = a ^ a2r−1 = a2r−1. Ainda:

w2r(RP 2r) = a ^ a2r−1 + a2r ^ 1 = a2r + a2r = 0.

Por outro lado, para k > 2r, temos wk(RP 2r) = w1(RP 2r) ^ wk−1(RP 2r) +
w2r(RP 2r) ^ wk−2r(RP 2r) = 0, uma vez que w1(RP 2r) ^ wk−1(RP 2r), w2r(RP 2r) ^
wk−2r(RP 2r) ∈ Hk(RP 2r ;Z2) = 0, desde que k > 2r.

Portanto, W (RP 2r) = 1 + a+ a2 + ...+ a2r−1, ou seja, se RP 2r pode ser imerso em
R2r+m, então m ≥ 2r − 1.

6.3 Números de Stiefel-Whitney

Nosso objetivo agora é o de comparar duas variedades diferentes utilizando a ferra-
menta básica deste trabalho, as classes de Stiefel-Whitney. Para isto, vamos introduzir
os chamados números de Stiefel-Whitney.

SejaM uma n−variedade C∞ fechada 1. Então, existe uma única classe fundamen-
tal 2 de homologia [M ] ∈ Hn(M ;Z2) = Z2. Assim, para qualquer classe de cohomologia

1Uma variedade fechada é uma variedade compacta e sem bordo.
2Para mais detalhes sobre a classe fundamental de homologia, ver ([8], página 273, Teorema A.8).
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v ∈ Hn(M ;Z2), o índice de Kronecker < v, [M ] >∈ Z2 é definido da seguinte forma:
como Hn(M ;Z2) ∼= HomZ2(Hn(M ;Z2),Z2), então < v, [M ] >= v[M ] ∈ Z2.

Agora, considere r1, ..., rn ≥ 0 inteiros tais que r1 + 2r2 + ... + nrn = n. Então,
para qualquer Rn−fibrado ξ, podemos formar o monômio wr11 (ξ) ^ ... ^ wrnn (ξ) ∈
Hn(B(ξ);Z2).

Definição 6.5. Dada M uma n−variedade C∞ fechada, o inteiro módulo dois <
wr11 (M) ^ ... ^ wrnn (M), [M ] >= wr11 (M) ^ ... ^ wrnn (M)[M ] será chamado de
número de Stiefel-Whitney de M associado ao monômio wr11 ^ ... ^ wrnn .

Deste modo, diremos que duas n−variedades C∞ fechadas M e M ′ tem o mesmo
número de Stiefel-Whitney se wr11 (M) ^ ... ^ wrnn (M)[M ] = wr11 (M ′) ^ ... ^
wrnn (M ′)[M ′] para todo monômio wr11 ^ ... ^ wrnn .

No próximo exemplo, examinaremos alguns números de Stiefel-Whitney dos espaços
projetivos RP n.

Exemplo 6.11. Faremos o cálculo dos números de Stiefel-Whitney de RP n em quatro
casos:

• n par

Como w1(RP n) =
(
n+1

1

)
a = (n+1)a = a 6= 0 e wn(RP n) =

(
n+1
n

)
an = (n+1)an =

an 6= 0, então an[RP n] 6= 0 é o número de Stiefel-Whitney de RP n que pode ser
associado aos monômios wn1 ^ w0

2 ^ ... ^ w0
n e w0

1 ^ ... ^ w0
n−1 ^ w1

n,
respectivamente.

• n é potência de 2

Como W (RP n) = (1 + a)n+1 = (1 + a)n(1 + a) = (1 + an)(1 + a) = 1 + a + an,
então o único número de Stiefel-Whitney não nulo de RP n está associado aos
monômios wn1 ^ w0

2 ^ ... ^ w0
n e w0

1 ^ ... ^ w0
n−1 ^ w1

n. De fato, pois dados
quaisquer outros inteiros r1, ..., rn ≥ 0 tais que r1 + 2r2 + ... + nrn = n, então
existirá algum i0 ∈ {2, ..., n− 1} tal que ri0 6= 0.

Mas como wi(RP n) = 0 para todo i = 2, ..., n − 1, então wr11 (RP n) ^ ... ^
w
ri0
i0

(RP n) ^ ... ^ wrnn (RP n) = 0, ou seja, wr11 (RP n) ^ ... ^ w
ri0
i0

(RP n) ^
... ^ wrnn (RP n)[RP n] = 0.

• n ímpar da forma 2k − 1, k ≥ 1

Note queW (RP n) = (1+a)n+1 = (1+a)2k = 1+
(

2k
1

)
a+
(

2k
2

)
a2 + ...+

(
2k

2k−1

)
a2k−1

e
(

2k
j

)
≡ 0 (mod 2) para todo j ímpar. Deste modo, todos os números de Stiefel-

Whitney de RP n são zero, uma vez que todo monômio wr11 ^ ... ^ wrnn deve
conter ao menos uma classe wj com j ímpar, desde que n seja ímpar.

• n não é potência de 2

Para os demais casos, quando n é par e não é potência de 2, os números de
Stiefel-Whitney de RP n podem ser computados como produto de coeficientes
binomiais.
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A fim de podermos agrupar variedades fechadas de mesma dimensão em classes de
cobordismo, que serão definidas mais adiante, precisaremos de dois Teoremas muito
importantes, conhecidos como Teorema de Pontrjagin e Teorema de Thom, sendo um
a recíproca do outro. Faremos apenas a prova do Teorema de Pontrjagin.

Teorema 6.5. (Teorema de Pontrjagin) Se W é uma (n+ 1)−variedade C∞ com-
pacta tendo como bordo uma n−variedade M C∞ fechada, então todos os números de
Stiefel-Whitney de M são zero.

Demonstração. Considere [W,M ] ∈ Hn+1(W,M ;Z2) a classe fundamental de homo-
logia do par (W,M) e os homomorfismos ∂n+1 : Hn+1(W,M ;Z2) → Hn(M ;Z2) onde
∂n+1[W,M ] = [M ] e δn : Hn(M ;Z2)→ Hn+1(W,M ;Z2) onde, para cada v ∈ Hn(M ;Z2),
δn(v) : Hn+1(W,M ;Z2)→ Z2 é definida por δn(v)[W,M ] = v(∂n+1[W,M ]) = v[M ].

Escolhendo uma métrica Euclidiana em τM , existe um único campo de vetores
normais ao longo de M , gerando um fibrado trivial ε1

M , pois como W é uma (n +
1)−variedade C∞ compacta tendo como bordo uma n−variedade C∞ M fechada, segue
que existe U ⊂ Rn+1 um aberto contendoM tal que U ≈M×]−1, 1[≈M×R, conforme
podemos observar na figura abaixo.

W

M

U

Figura 6.1: Variedade compacta com bordo

Então, considerando a inclusão i : M ↪→ W , segue da Proposição 6.6 que i∗τW ∼=
τM⊕νi ∼= τM⊕ε1

M . Assim,W (i∗τW ) = W (M), isto é, wk(M) = wk(i
∗τW ) = i∗k(wk(W )),

para todo k ≥ 0.

Agora, considere r1, ..., rn ≥ 0 inteiros quaisquer tais que r1 + 2r2 + ... + nrn = n.
Então:

wr11 (M) ^ ... ^ wrnn (M)[M ] = i∗r1(w
r1
1 (W )) ^ ... ^ i∗nrn(wrnn (W ))[M ]

= i∗n(wr11 (W ) ^ ... ^ wrnn (W ))[M ]

= wr11 (W ) ^ ... ^ wrnn (W )(i∗n[M ])

= wr11 (W ) ^ ... ^ wrnn (W )(i∗n(∂n+1[W,M ]))

Da exatidão da sequência de homologia do par (W,M)

· · · // Hn+1(W,M ;Z2)
∂n+1 // Hn(M ;Z2)

i∗n // Hn(W ;Z2) · · ·
segue que i∗n ◦ ∂n+1 = 0. Logo, wr11 (M) ^ ... ^ wrnn (M)[M ] = 0, ou seja, todos os

números de Stiefel-Whitney de M são zero.
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Teorema 6.6. (Teorema de Thom) Se todos os números de Stiefel-Whitney de
uma n−variedade C∞ M são zero, então M pode ser realizada como bordo de alguma
(n+ 1)−variedade C∞ compacta.

A demonstração do Teorema de Thom pode ser encontrada em ([13], p. 18-23).

Exemplo 6.12. Conforme o exemplo 6.11, segue dos Teoremas de Pontrjagin e de
Thom que RP 2n−1 é bordo de alguma 2n−variedade C∞ e RP 2n não é bordo de ne-
nhuma (2n+ 1)−variedade C∞.

Definição 6.6. Duas n−variedades M1 e M2 C
∞ fechadas pertencem à mesma classe

de cobordismo se sua união disjunta M1∪̇M2 é bordo de uma (n + 1)−variedade C∞
compacta.

Corolário 6.3. Duas n−variedades C∞ fechadas pertencem à mesma classe de cobor-
dismo se, e somente se, todos os seus correpondentes números de Stiefel-Whitney são
iguais.

Demonstração. Sejam M1 e M2 duas n−variedades C∞ fechadas.

Suponha M1 e M2 pertencentes à mesma classe de cobordismo, ou seja, M1∪̇M2

é bordo de alguma (n + 1)−variedade C∞ compacta. Então, segue do Teorema de
Pontrjagin que todos os números de Stiefel-Whitney de M1∪̇M2 são zero. Assim, para
quaisquer inteiros r1, ..., rn ≥ 0 tais que r1 + 2r2 + ...+ nrn = n, temos que:

wr11 (M1∪̇M2) ^ ... ^ wrnn (M1∪̇M2)[M1∪̇M2] = 0

⇔ wr11 (M1) ^ ... ^ wrnn (M1)[M1] + wr11 (M2) ^ ... ^ wrnn (M2)[M2] = 0

⇔ wr11 (M1) ^ ... ^ wrnn (M1)[M1] = wr11 (M2) ^ ... ^ wrnn (M2)[M2], desde que
M1∪̇M2 seja uma união disjunta.

Logo, todos os correspondentes números de Stiefel-Whitney de M1 e M2 são iguais.

Reciprocamente, suponha que todos os correspondentes números de Stiefel-Whitney
de M1 e M2 sejam iguais. Assim, utilizando as equivalências acima, obtemos que
wr11 (M1∪̇M2) ^ ... ^ wrnn (M1∪̇M2)[M1∪̇M2] = 0 para quaisquer inteiros r1, ..., rn ≥ 0
tais que r1 +2r2 + ...+nrn = n, isto é, todos os números de Stiefel-Whitney deM1∪̇M2

são zero.

Assim, segue do Teorema de Thom que M1∪̇M2 pode ser realizada como bordo de
uma (n+ 1)−variedade C∞ compacta, ou seja, M1 e M2 pertencem à mesma classe de
cobordismo.

Exemplo 6.13. Para qualquer n par, Sn e RP n não pertencem à mesma classe de
cobordismo.

De fato, como o Exemplo 6.1 nos diz que wi(Sn) = 0 para qualquer i > 0, então
todos os números de Stiefel-Whitney de Sn são zero. Por outro lado, encontramos no
Exemplo 6.11 números de Stiefel-Whitney não nulos de RP n, no caso de n par.
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Logo, segue do Corolário anterior que Sn e RP n não pertencem à mesma classe de
cobordismo, quando n é par.



7 Existência das Classes de
Stiefel-Whitney

Neste capítulo, construiremos as classes de Stiefel-Whitney com o auxílio do Isomor-
fismo de Thom e dos quadrados de Steenrod, provando assim a existência das classes
de Stiefel-Whitney. Mas antes, precisaremos fixar algumas notações.

Em todo esse capítulo, para ξ um Rn−fibrado, denotaremos, por comodidade,
E(ξ) = E, B(ξ) = B e Fb(ξ) = F , para qualquer b ∈ B. Ainda, considere s : B → E a
seção nula de ξ, isto é, s(b) = 0b ∈ F para todo b ∈ B, onde 0b ∈ F denota o elemento
neutro da fibra F , para cada b ∈ B. Deste modo, se denotarmos E0 = E − Im(s) e
F0 = F − {0b}, para todo b ∈ B, então F0 = E0 ∩ F , para todo b ∈ B.

Agora, como F ∼= Rn e F0
∼= Rn − {0} ' Sn−1, então utilizando a sequência exata

longa de cohomologia do par (Rn,Rn − {0}), obtemos que

H i(F, F0;Z2) ∼= H i(Rn,Rn − {0};Z2) =

{
Z2 , i = n
0 , i 6= n

Por outro lado, temos o:

Teorema 7.1. H i(E,E0;Z2) ∼=
{
H i−n(B;Z2) , i ≥ n

0 , i < n

Uma prova intuitiva do Teorema 7.1 pode ser dada do seguinte modo:

"Inicialmente, veja que Dn ' Rn e Sn−1 ' Rn − {0}. Assim, se considerarmos ξ
um Rn−fibrado Euclidiano, então

E ′ = {x ∈ E : ||x|| ≤ 1} ' E

E ′′ = {x ∈ E : ||x|| = 1} ' E0

Assim, H i(E,E0;Z2) ∼= H i(E ′, E ′′;Z2), para todo i ≥ 0. Agora, suponha que B
é um CW−complexo, onde B =

⋃
k≥0

Ck e Ck são células k−dimensionais tais que o

71
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fibrado restrição ξ|Ck ∼= εn
Ck
, para todo k ≥ 0.

Então, E ′ ⊃ π`ξ (Ck) ≈ Ck × Rn ≡ Ck+n. Portanto, E ′ = E ′′ ∪ (
⋃
k≥0

Ck+n).

Logo, H i(E ′, E ′′;Z2) = 0 para todo i < n e Hn+k(E ′, E ′′;Z2) ∼= Hk(B;Z2) para
todo k ≥ 0."

Rigorosamente, e mais explicitadamente, o Teorema 7.1 pode ser encontrado em
([8], p. 105-114).

O Teorema 7.1 pode ser reenunciado do seguinte modo:

Teorema 7.2. Se ξ é um Rn−fibrado com espaço total E, então o grupo H i(E,E0;Z2)
é zero para i < n e o grupo Hn(E,E0;Z2) contém uma única classe u tal que, para cada
fibra F de ξ, a restrição u|(F,F0) é a única classe que gera Hn(F, F0;Z2) ∼= Z2 tal que
se i : (F, F0) ↪→ (E,E0) é a inclusão, então i∗n(u) = u|(F,F0). Além disso, o produto cup
relativo ^ u : Hk(E;Z2)→ Hk+n(E,E0;Z2) define, para todo k ≥ 0, um isomorfismo
dado por (^ u)(x) = x ^ u, para todo x ∈ Hk(E;Z2).

Definição 7.1. A classe u ∈ Hn(E,E0;Z2) é chamada classe fundamental de coho-
mologia do par (E,E0).

Observação 7.1. Note que B ' E. De fato, se s : B → E é a seção nula de ξ, então
πξ ◦ s = 1B. Por outro lado, s ◦ πξ ' 1E, onde a homotopia H : E × [0, 1]→ E é dada
por H(x, t) = tx, para todo (x, t) ∈ E × [0, 1]. Logo, (πξ)

∗
k : Hk(B;Z2)→ Hk(E;Z2) é

um isomorfismo para todo k ≥ 0.

Definição 7.2. O isomorfismo de Thom φk : Hk(B;Z2)→ Hk+n(E,E0;Z2) associado
ao fibrado ξ é definido, para todo k ≥ 0, pela composição dos isomorfismos

Hk(B;Z2)
(πξ)

∗
k // Hk(E;Z2) ^u // Hk+n(E,E0;Z2)

Note que φ0(1) = (^ u) ◦ (πξ)
∗
0(1) = (^ u)(1) = 1 ^ u = u.

Para o entendimento dos Lemas 7.1 e 7.2, serão necessárias as seguintes conside-
rações: sejam ξ e ξ′ Rn−fibrados com espaços totais E e E ′, espaços bases B e B′,
projeções π e π′ e fibras F e F ′, respectivamente; sejam f : E → E ′ uma aplicação
fibrada de ξ em ξ′, f : B → B′ a aplicação correspondente de f nos espaços bases
e g : (E,E0) → (E ′, E ′0) a induzida de f a nível de pares; sejam u ∈ Hn(E,E0;Z2)
e u′ ∈ Hn(E ′, E ′0;Z2) as classes fundamentais de cohomologia dos pares (E,E0) e
(E ′, E ′0), respectivamente. Então:

Lema 7.1. g∗n(u′) = u.

Demonstração. Sendo i : (F, F0) ↪→ (E,E0) e i′ : (F ′, F ′0) ↪→ (E ′, E ′0) as inclusões,
temos que i∗n(u) = u|(F,F0) e i′∗n (u′) = u′|(F ′,F ′0). Ainda, defina f̃ : (F, F0)→ (F ′, F ′0) de
modo que i′ ◦ f̃ = g ◦ i . Então, o diagrama
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Hn(E,E0;Z2)
i∗n // Hn(F, F0;Z2)

Hn(E ′, E ′0;Z2)
i′∗n //

g∗n

OO

Hn(F ′, F ′0;Z2)

f̃∗n

OO

comuta.

Como f aplica cada fibra F de ξ isomorficamente em alguma fibra F ′ de ξ′, en-
tão f̃ é um homeomorfismo. Assim, f̃ ∗n é um isomorfismo, isto é, f̃ ∗n(u′|(F ′,F ′0)) = u|(F,F0).

Logo, i∗n ◦ g∗n(u′) = f̃ ∗n ◦ i′∗n (u′) = f̃ ∗n(u′|(F ′,F ′0)) = u|(F,F0). Deste modo, i∗n(g∗n(u′)) =
u|(F,F0).

Por outro lado, u é a única classe tal que i∗n(u) = u|(F,F0), então g∗n(u′) = u.

Lema 7.2. O isomorfismo de Thom é natural com relação à aplicações fibradas, isto
é, o diagrama

H i(B′;Z2)
φ′i //

f
∗
i

��

H i+n(E ′, E ′0;Z2)

g∗i+n

��
H i(B;Z2)

φi
// H i+n(E,E0;Z2)

comuta, onde φi e φ′i são os isomorfismos de Thom associados aos fibrados ξ e ξ′,
respectivamente, para todo i ≥ 0.

Demonstração. Para qualquer x′ ∈ H i(B′;Z2) temos:

φi ◦ f
∗
i (x
′) = π∗i (f

∗
i (x
′)) ^ u

= (f ◦ π)∗i (x
′) ^ u

= (π′ ◦ f)∗i (x
′) ^ u

= f ∗i (π′∗i (x′)) ^ u

= f ∗i (π′∗i (x′)) ^ g∗n(u′)

= g∗i+n(π′∗i (x′) ^ u′)

= g∗i+n ◦ φ′i(x′)
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Portanto, φi ◦ f
∗
i = g∗i+n ◦ φ′i.

7.1 Quadrado de Steenrod

Agora, vamos introduzir quatro propriedades básicas que caracterizam as operações
do quadrado de Steenrod 1 e, posteriormente, veremos algumas propriedades envol-
vendo estas operações.

Propriedade 7.1. Para cada par de espaços topológicos (X, Y ) com Y ⊂ X e para
cada inteiros i, n ≥ 0, existe um homomorfismo aditivo que denotaremos por Sqi :
Hn(X, Y ;Z2)→ Hn+i(X, Y ;Z2).

Propriedade 7.2. Se f : (X, Y ) → (X ′, Y ′) é uma aplicação de pares, então o dia-
grama

Hn(X ′, Y ′;Z2)
Sqi //

f∗n

��

Hn+i(X ′, Y ′;Z2)

f∗n+i

��
Hn(X, Y ;Z2)

Sqi
// Hn+i(X, Y ;Z2)

comuta, isto é, f ∗n+i ◦ Sqi = Sqi ◦ f ∗n.

Propriedade 7.3. Se a ∈ Hn(X, Y ;Z2), então:

• Sq0(a) = a;

• Sqn(a) = a ^ a;

• Sqi(a) = 0, quando i > n.

Propriedade 7.4. Se a ∈ Hn(X, Y ;Z2) e b ∈ Hm(X, Y ;Z2), então Sqk(a ^ b) =
k∑
i=0

Sqi(a) ^ Sqk−i(b).

Ainda, se a ∈ Hn(X, Y ;Z2), b ∈ Hm(X ′, Y ′;Z2) e p1 : (X ×X ′, Y ×X ′)→ (X, Y ),
p2 : (X ×X ′, X × Y ′)→ (X ′, Y ′) são as projeções canônicas, segue da Propriedade 7.4
que:

Sqk(a× b) = Sqk((p1)∗n(a) ^ (p2)∗m(b))

=
k∑
i=0

Sqi((p1)∗n(a)) ^ Sqk−i((p2)∗m(b))

1Para mais detalhes sobre o quadrado de Steenrod, ver ([12], p. 1-15).
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=
k∑
i=0

(p1)∗n+i(Sq
i(a)) ^ (p2)∗m+k−i(Sq

k−i(b))

=
k∑
i=0

(Sqi(a)× 1) ^ (1× Sqk−i(b))

=
k∑
i=0

(Sqi(a) ^ 1)× (1 ^ Sqk−i(b))

=
k∑
i=0

Sqi(a)× Sqk−i(b)

Agora, podemos introduzir a operação quadrado total, dada por:

Sq(a) = a+ Sq1(a) + Sq2(a) + ...+ Sqn(a), ∀a ∈ Hn(X, Y ;Z2)

Com isso, podemos obter que Sq(a× b) = Sq(a)× Sq(b). De fato, para quaisquer
a ∈ Hn(X, Y ;Z2) e b ∈ Hm(X ′, Y ′;Z2), temos:

Sq(a)×Sq(b) = (a+Sq1(a)+Sq2(a)+...+Sqn(a))×(b+Sq1(b)+Sq2(b)+...+Sqm(b))

= (Sq0(a)+Sq1(a)+Sq2(a)+ ...+Sqn(a))×(Sq0(b)+Sq1(b)+Sq2(b)+ ...+Sqm(b))

= (Sq0(a)× Sq0(b) + Sq0(a)× Sq1(b) + Sq0(a)× Sq2(b) + ...+ Sq0(a)× Sqm(b))

+(Sq1(a)× Sq0(b) + Sq1(a)× Sq1(b) + Sq1(a)× Sq2(b) + ...+ Sq1(a)× Sqm(b))

+(Sq2(a)× Sq0(b) + Sq2(a)× Sq1(b) + Sq2(a)× Sq2(b) + ...+ Sq2(a)× Sqm(b))

+...

+(Sqn(a)× Sq0(b) + Sqn(a)× Sq1(b) + Sqn(a)× Sq2(b) + ...+ Sqn(a)× Sqm(b))

= (Sq0(a) × Sq0(b)) + (Sq0(a) × Sq1(b) + Sq1(a) × Sq0(b)) + (Sq0(a) × Sq2(b) +

Sq1(a)×Sq1(b) +Sq2(a)×Sq0(b)) +
3∑
i=0

Sqi(a)×Sqk−i(b) + ...+
n+m∑
i=0

Sqi(a)×Sqk−i(b)

= Sq0(a× b) + Sq1(a× b) + Sq2(a× b) + Sq3(a× b) + ...+ Sqn+m(a× b)

= Sq(a× b)

Analogamente, obtemos que Sq(a ^ b) = Sq(a) ^ Sq(b).

Com o auxílio destas propriedades sobre o quadrado de Steentod e do Isomorfismo
de Thom, podemos definir as classes de Stiefel-Whitney de um Rn−fibrado ξ do seguinte
modo: se E é o espaço total de ξ, u ∈ Hn(E,E0;Z2) é a classe fundamental de
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cohomologia do par (E,E0) e φi : H i(B;Z2)→ H i+n(E,E0;Z2) são os ismorfismos de
Thom associados ao fibrado ξ, para qualquer i ≥ 0, então:

Definição 7.3. Seja ξ um Rn−fibrado. Então, as classes de Stiefel-Whitney de ξ são
definidas por wi(ξ) = φ−1

i ◦ Sqi(u), para qualquer i ≥ 0, onde φ0(1) = u.

Nestas condições, podemos escrever a classe de Stiefel-Whitney total de ξ como:

W (ξ) = φ−1(Sq(u))
= φ−1(Sq0(u) + Sq1(u) + Sq2(u) + ...+ Sqn(u))

= φ−1
0 ◦ Sq0(u) + φ−1

1 ◦ Sq1(u) + φ−1
2 ◦ Sq2(u) + ...+ φ−1

n ◦ Sqn(u)

= w0(ξ) + w1(ξ) + w2(ξ) + ...+ wn(ξ)

Deste modo, estamos preparados para mostrar que as classes de Stiefel-Whitney,
assim definidas, satizfazem os Axiomas 1,2,3 e 4 enunciados no Capítulo 6.

7.2 Verificação do Axioma 1

Verifiquemos que: "A cada Rn−fibrado vetorial ξ, existe uma sequência de classes
de cohomologia singular wi(ξ) ∈ H i(B(ξ);Z2), i = 0, 1, ..., chamadas de classes de
Stiefel-Whitney de ξ, que satisfazem:

i) w0(ξ) = 1 ∈ H0(B(ξ);Z2);

ii) wi(ξ) = 0, para i > n."

De fato, sejam ξ um Rn−fibrado com espaços total e base E e B, respectiva-
mente, u ∈ Hn(E,E0;Z2) a classe fundamental de cohomologia do par (E,E0) e
φi : H i(B;Z2) → H i+n(E,E0;Z2) os isomorfismos de Thom associados a este fibrado,
para qualquer i ≥ 0. Então, por definição, wi(ξ) ∈ H i(B;Z2), para qualquer i ≥ 0.
Ainda:

i) w0(ξ) = φ−1
0 ◦ Sq0(u) = φ−1

0 (u) = 1;

ii) para i > n, wi(ξ) = φ−1
i ◦ Sqi(u) = φ−1

i (0) = 0.

7.3 Verificação do Axioma 2

Verifiquemos que: "Se ξ e η são fibrados vetoriais tais que ξ ∼= f
∗
η, para alguma

aplicação fibrada f : E(ξ)→ E(η), então wi(ξ) = f
∗
i (wi(η)), para qualquer i ≥ 0."

De fato, sejam ξ e η Rn−fibrados com espaços totais E e E ′ e espaços bases B e B′,
respectivamente. Considere também u ∈ Hn(E,E0;Z2) e u′ ∈ Hn(E ′, E ′0;Z2) as clas-
ses fundamentais de cohomologia dos pares (E,E0) e (E ′, E ′0), respectivamente. Ainda,
denotemos por φi : H i(B;Z2)→ H i+n(E,E0;Z2) e φ′i : H i(B′;Z2)→ H i+n(E ′, E ′0;Z2)
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os isomorfismos de Thom associados, respectivamente, aos fibrados ξ e η.

Agora, considere f : E → E ′ uma aplicação fibrada qualquer de ξ em η e g :
(E,E0)→ (E ′, E ′0) a induzida de f a nível de pares. Então, os Lemas 7.1 e 7.2 garan-
tem que g∗n(u′) = u e g∗i+n ◦ φ′i = φi ◦ f

∗
i , para qualquer i ≥ 0 .

Portanto, para todo i ≥ 0 temos:

f
∗
i (wi(η)) = f

∗
i (φ
′−1
i ◦ Sqi(u′))

= f
∗
i ◦ φ′−1

i ◦ Sqi(u′)

= φ−1
i ◦ g∗i+n ◦ Sqi(u′)

= φ−1
i ◦ Sqi ◦ g∗n(u′)

= φ−1
i ◦ Sqi(u)

= wi(ξ).

7.4 Verificação do Axioma 3

Verifiquemos que: "Se ξ e η são fibrados vetoriais sobre o mesmo espaço base, então

wk(ξ ⊕ η) =
k∑
i=0

wi(ξ) ^ wk−i(η), para qualquer k ≥ 0."

De fato, sejam ξ′ um Rn−fibrado e ξ′′ um Rm−fibrado com espaços totais E ′ e
E ′′, espaços bases B′ e B′′ e fibras F ′ e F ′′, respectivamente. Considere também
u′ ∈ Hn(E ′, E ′0;Z2) e u′′ ∈ Hn(E ′′, E ′′0 ;Z2) as classes fundamentais de cohomologia dos
pares (E ′, E ′0) e (E ′′, E ′′0 ), respectivamente. Ainda, denotemos por φ′i : H i(B′;Z2) →
H i+n(E ′, E ′0;Z2) e φ′′i : H i(B′′;Z2)→ H i+n(E ′′, E ′′0 ;Z2) os isomorfismo de Thom asso-
ciados, respectivamente, aos fibrados ξ′ e ξ′′.

Agora, considere ξ = ξ′ × ξ′′, onde os espaços total, base e a fibra de ξ são
E = E ′×E ′′, B = B′×B′′ e F = F ′×F ′′, respectivamente. Como E ′0 ⊂ E ′ e E ′′0 ⊂ E ′′

são abertos, então o produto cross u′×u′′ ∈ Hn+m(E ′×E ′′, (E ′×E ′′0 )∪ (E ′0×E ′′);Z2)
está bem definido.

Ainda, como (E ′×E ′′0 )∪(E ′0×E ′′) = E0, então u′×u′′ = u, onde u ∈ Hn+m(E,E0;Z2)
é a classe fundamental de cohomologia do par (E,E0). Com efeito, considere F =
F ′ × F ′′ uma fibra qualquer de ξ. Desde que u′|(F ′,F ′0) e u′′|(F ′′,F ′′0 ) são as únicas clas-
ses que geram Hn(F ′, F ′0;Z2) e Hm(F ′′, F ′′0 ;Z2), respectivamente, então (u′ × u′′)|(F,F0)

gera Hn+m(F, F0;Z2). Mas, u|(F,F0) é a única classe que gera Hn+m(F, F0;Z2), então
(u′×u′′)|(F,F0) = u|(F,F0). Por outro lado, segue da unicidade da classe u que u′×u′′ = u.

Agora, sendo φk : Hk(B;Z2) → Hk+n+m(E,E0;Z2) os isomorfismos de Thom as-
sociados ao fibrado ξ para todo k ≥ 0, note que para quaisquer a ∈ H i(B′;Z2) e
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b ∈ Hk−i(B′′;Z2) temos:

φk(a× b) = (πξ)
∗
k(a× b) ^ u

= ((πξ′)
∗
i (a)× (πξ′′)

∗
k−i(b)) ^ (u′ × u′′)

= ((πξ′)
∗
i (a) ^ u′)× ((πξ′′)

∗
k−i(b) ^ u′′)

= φ′i(a)× φ′′k−i(b)

Logo, para qualquer k ≥ 0, temos:

wk(ξ) = φ−1
k ◦ Sqk(u)

= φ−1
k ◦ Sqk(u′ × u′′)

= φ−1
k (

k∑
i=0

Sqi(u′)× Sqk−i(u′′))

=
k∑
i=0

φ−1
k (Sqi(u′)× Sqk−i(u′′))

=
k∑
i=0

(φ′−1
i (Sqi(u′)))× (φ′′−1

k−i (Sq
k−i(u′′)))

=
k∑
i=0

wi(ξ
′)× wk−i(ξ′′)

Por fim, supondo ξ′ e ξ′′ sobre o mesmo espaço base B e d : B → B×B a aplicação
diagonal, então ξ′⊕ξ′′ ∼= d∗(ξ′×ξ′′). Deste modo, segue do Axioma 2 que para qualquer
k ≥ 0 temos:

wk(ξ
′ ⊕ ξ′′) = d∗k(wk(ξ

′ × ξ′′))

= d∗k(
k∑
i=0

wi(ξ
′)× wk−i(ξ′′))

=
k∑
i=0

d∗k(wi(ξ
′)× wk−i(ξ′′))

=
k∑
i=0

wi(ξ
′) ^ wk−i(ξ

′′).

7.5 Verificação do Axioma 4

Verifiquemos que: "Para o fibrado linha canônico γ1
1 sobre RP 1, temos w1(γ1

1) =
b 6= 0, onde < b >= H1(RP 1;Z2)."
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Seja γ1
1 o fibrado linha canônico com espaços total e base E e RP 1, respectivamente.

Então

M = {(x, v) ∈ E : ||(x, v)|| ≤ 1}

= {(x, λx) ∈ E : |λ| ≤ 1}

é homeomorfo a uma faixa de Möebius. O homeomorfismo pode ser visto do seguinte
modo: "Para cada (x, λx) ∈ M , temos que x ∈ RP 1, isto é, x = −x. Deste modo,
temos em M a seguinte relação de equivalência:

para qualquer λ ∈ [−1, 1], (x, λx) ∼ (y, λy) se, e somente se, y = x ou y = −x.

Por outro lado, como RP 1 ≈ S1 ≈ [0,1]
0∼1

, então M pode ser visto como o conjunto
{(x, λ) ∈ [0,1]

0∼1
× [−1, 1]}, ou seja, M = [0,1]

0∼1
× [−1, 1]. Assim, podemos reescrever a

relação de equivalência em M como sendo:

(x, λ) ∼ (y, δ) se, e somente se, y = x e δ = λ ou x = 0, y = 1 e δ = −λ.

Portanto, M ≈ [0,1]×[−1,1]
(0,λ)∼(1,−λ)

, isto é, M é homeomorfo a uma faixa de Möbius."

Agora, comoM e ∂M tem o mesmo tipo de homotopia de E e E0, respectivamente,
então H i(E,E0;Z2) ∼= H i(M,∂M ;Z2) para todo i ≥ 0.

Por outro lado, mergulhando D2 em RP 2, temos que RP 2 − int(D2) ≈ M . Esse
homeomorfismo pode ser visto do seguinte modo:

RP2

a

a

RP - int(D )22

a

a

a

cd

a

cd

a

d

c

a

d

c
a

d
c

a

d
c

dccd

Faixa de 
Möebius

Figura 7.1: Homeomorfismo entre RP 2 − int(D2) e uma faixa de Möebius
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Ainda, considerando U = {x ∈ R2 : ||x|| < 1
2
}, temos que U ⊂ int(D2). Então,

segue do Teorema da Excisão que H i(RP 2, D2;Z2) ∼= H i(RP 2 − U,D2 − U ;Z2) para
todo i ≥ 0.

Também, como RP 2 − U e D2 − U tem o mesmo tipo de homotopia de M e ∂M ,
respectivamente, então H i(RP 2 − U,D2 − U ;Z2) ∼= H i(M,∂M ;Z2) para todo i ≥ 0.

Por outro lado, segue da exatidão da sequência longa de cohomologia do par
(RP 2, D2) que H1(RP 2, D2;Z2) ∼= H1(RP 2;Z2). Ainda, como H1(RP 2;Z2) = Z2 e
H1(RP 1;Z2) = Z2, então H1(RP 2;Z2) ∼= H1(RP 1;Z2).

Sendo u ∈ H1(E,E0;Z2) a classe fundamental de cohomologia do par (E,E0), en-
tão u deve se corresponder com b ∈ H1(RP 1;Z2), onde < b >= H1(RP 1;Z2), devido
aos isomorfismos

H1(E,E0;Z2) ∼= H1(M,∂M ;Z2)

∼= H1(RP 2 − U,D2 − U ;Z2)

∼= H1(RP 2, D2;Z2)

∼= H1(RP 2;Z2)

∼= H1(RP 1;Z2)

Então, (πγ11 )∗1(b) = u. Portanto, sendo φ1 : H1(RP 1;Z2)→ H2(E,E0;Z2) o isomor-
fismo de Thom associado ao fibrado γ1

1 dado por φ1(x) = (πγ11 )∗1(x) ^ u, para todo
x ∈ H1(RP 1;Z2), então:

w1(γ1
1) = φ−1

1 ◦ Sq1(u) = φ−1
1 (u ^ u) = b 6= 0.



8 Unicidade das Classes de
Stiefel-Whitney

Com o auxílio das Variedades de Grassmann, provaremos neste capítulo a unicidade
das Classes de Stiefel-Whitney.

8.1 Variedades de Grassmann

Nesta seção, enunciaremos as definições e os resultados sobre as Variedades de
Grassmann 1 que serão necessários para a prova da unicidade das Classes de Stiefel-
Whitney.

Definição 8.1. A variedade de Grassmann Gn(Rn+k) é o conjunto de todos os subes-
paços vetoriais n−dimensionais de Rn+k.

Exemplo 8.1. A variedade de Grassmann G1(R1+k) é o conjunto de todas as retas que
passam pela origem de R1+k. Por outro lado, como cada reta que passa pela origem
de R1+k intercepta um único par de pontos antípodas da esfera Sk, então podemos
identificar G1(R1+k) com o quociente Sk

a∼−a , ou seja, podemos identificar G1(R1+k) com
o espaço projetivo RP k.

Agora, denotemos por R∞ =
⋃
k≥1

Rk o espaço munido da seguinte topologia: U ⊂

R∞ é aberto se, e somente se, U ∩ Rk ⊂ Rk é aberto para todo k ≥ 1.

Definição 8.2. A variedade de Grassmann infinita Gn = Gn(R∞) =
⋃
k≥0

Gn(Rn+k) é o

conjunto de todos os subespaços vetoriais n−dimensionais de R∞ munido da seguinte
topologia: U ⊂ Gn é aberto se, e somente se, U ∩Gn(Rn+k) ⊂ Gn(Rn+k) é aberto para
todo k ≥ 0.

Em particular, o espaço projetivo infinito RP∞ = G1 =
⋃
k≥0

RP k é munido da se-

guinte topologia: U ⊂ RP∞ é aberto se, e somente se, U ∩ RP k ⊂ RP k é aberto para
todo k ≥ 0.

1Para mais detalhes sobre Variedades de Grassmann, ver ([8], p. 55-71).
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Lema 8.1. A variedade de Grassmann infinita Gn é um espaço topológico paracom-
pacto.

A demonstração do Lema 8.1 pode ser encontrada em ([8], p. 66, Corolário).

Considere também o fibrado universal γn, onde E(γn) = {(X, x) ∈ Gn × R∞ :
x ∈ X}, B(γn) = Gn e π : E(γn) → Gn é definida por π(X, x) = X, para todo
(X, x) ∈ Gn × R∞. Note que γn é um Rn−fibrado, pois para qualquer X ∈ Gn, temos
que FX(γn) = {X} × X. A prova de que γn satisfaz a condição de trivialidade local
pode ser encontrada em ([8], p. 64, Lema 5.4).

Lema 8.2. Para qualquer Rn−fibrado ξ sobre um espaço base paracompacto existe uma
aplicação fibrada f : E(ξ)→ E(γn) de ξ em γn.

A demonstração do Lema 8.2 pode ser encontrada em ([8], p. 65, Teorema 5.6).

8.2 Prova da Unicidade

Agora, feitas as considerações necessárias sobre as Variedades de Grassmann, pro-
vemos que as Classes de Stiefel-Whitney são unicamente determinadas.

Teorema 8.1. Existe, no máximo, uma correspondência ξ 7→ W (ξ) que associa a cada
fibrado ξ sobre um espaço base paracompacto uma sequência de classes de cohomologia
satisfazendo os quatro axiomas que caracterizam as classes de Stiefel-Whitney.

Demonstração. Suponha que existem duas correspondêcias ξ 7→ W (ξ) e ξ 7→ W̃ (ξ) que
satisfazem os quatro axiomas que caracterizam as classes de Stiefel-Whitney.

Então, segue dos Axiomas 1 e 4 que W (ξ) = W̃ (ξ) = 1 + b, onde < b >=
H1(RP 1;Z2).

Agora, considere a inclusão i : E(γ1
1) ↪→ E(γ1) que é uma aplicação fibrada de γ1

1

em γ1 e a inclusão j : RP 1 ↪→ RP∞ que é a aplicação correspondente da aplicação i
nos espaços bases. Deste modo, γ1

1
∼= j∗γ1. Assim, segue do Axioma 2 que

wk(γ
1
1) = j∗k(wk(γ

1)) e w̃k(γ1
1) = j∗k(w̃k(γ

1)), para todo k ≥ 0.

Ainda, como γ1 é um R−fibrado, então wk(γ1
1) = w̃k(γ

1
1) = 0 para qualquer k ≥ 2.

Por outro lado, j∗1(w1(γ1)) = b 6= 0 e j∗1(w̃1(γ1)) = b 6= 0. Agora, como j∗1 é li-
near e w1(γ1), w̃1(γ1) ∈ H1(RP∞;Z2) =< a >, então w1(γ1) = w̃1(γ1) = a, ou seja,
W (γ1) = W̃ (γ1) = 1 + a.

Agora, fixando um inteiro n ≥ 0, considere p1, ..., pn : RP∞ × ...× RP∞︸ ︷︷ ︸
n−vezes

→ RP∞

as projeções canônicas e ai = (pi)
∗
1(a) para qualquer i = 1, ..., n.
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Como γ1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

∼= (p1)∗γ1 ⊕ ...⊕ (pn)∗γ1, então

W (γ1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

) = W̃ (γ1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

) = (1 + a1) ^ ... ^ (1 + an).

Como γ1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

é um Rn−fibrado sobre o espaço base G1 × ...×G1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

, que é para-

compacto, então segue do Lema 8.2 que existe uma aplicação fibrada de γ1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

em γn, que denotaremos por g : E(γ1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

)→ E(γn).

Mas, em ([8], p. 85) obtemos que g∗k : Hk(Gn;Z2) → Hk(RP∞ × ...× RP∞︸ ︷︷ ︸
n−vezes

;Z2) é

um isomorfismo sobre a imagem, isto é, g∗k é um monomorfismo para todo k ≥ 0. Logo,
como

g∗k(wk(γ
n)) = wk(γ

1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

) = w̃k(γ
1 × ...× γ1︸ ︷︷ ︸
n−vezes

) = g∗k(w̃k(γ
n))

para todo k ≥ 0, então wk(γn) = w̃k(γ
n) para todo k ≥ 0.

Por fim, seja ξ um Rn−fibrado qualquer sobre um espaço base paracompacto. Se-
gue do Lema 8.2 que existe uma aplicação fibrada f : E(ξ)→ E(γn) de ξ em γn. Logo,
para qualquer k ≥ 0 temos:

wk(ξ) = f
∗
k(wk(γ

n)) = f
∗
k(w̃k(γ

n)) = w̃k(ξ).

Portanto, W (ξ) = W̃ (ξ), isto é, as classes de Stiefel-Whitney são unicamente de-
terminadas.



9 Fibrados Orientados e Classe de
Euler

Neste último capítulo, definiremos a classe de Euler associada a um fibrado diferente
do que trabalhamos até agora, o fibrado orientado. Para isto, precisaremos definir o
que é uma orientação de um espaço vetorial e o que esta orientação nos garante em
termos de cohomologia.

Tomemos o cuidado de que, apenas neste capítulo, trabalharemos com cohomologia
com coeficientes sobre Z, diferentemente do que trabalhamos até agora, onde a coho-
mologia sempre foi com coeficientes sobre Z2, pois a orientação do fibrado orientado
irá interferir na classe de Euler associada a este fibrado, como veremos na propriedade
9.5.

Definição 9.1. Uma orientação em um espaço vetorial real V de dimensão n > 0 é
uma escolha de uma classe de equivalência das bases de V , onde duas bases ordenadas
B e B′ de V são ditas equivalentes se, e somente se, det(MB′

B ) > 0, onde MB′
B denota

a matriz mudança de base de B para B′.

Evidentemente, todo espaço vetorial V tem precisamente duas orientações distintas.

Na topologia algébrica, para especificar a orientação de um simplexo, é habitual
escolher alguma orientação dos seus vértices, como segue:

Seja Σn um n−simplexo mergulhado linearmente em um espaço vetorial de di-
mensão n > 0 com vértices ordenados A0, A1, ..., An. Então, escolhendo a base B =

{v1, ..., vn} de V , onde vi =
−−−−→
Ai−1Ai, para qualquer i = 1, ..., n, obtemos uma orientação

de V .

Note que a orientação de V corresponde com a escolha de um dos possíveis geradores
de Hn(V, V0;Z) ∼= Z, onde V0 = V −{0}. De fato, considere ∆n o n−simplexo padrão,
com vértices ordenados canonicamente. Escolha alguma orientação de V preservando o
mergulho linear σ : ∆n → V tal que σ(b) = 0, onde b ∈ ∆n é o baricentro de ∆n. Como
σ(∂∆n) ⊂ V0, então σ ∈ Zn(V, V0;Z). Logo, [σ] = µV ∈ Hn(V, V0;Z) ∼= Z =< µV >.
Analogamente, Hn(V, V0;Z) ∼= Z =< uV >, onde uV (µV ) = 1.
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9.1 Fibrados Orientados

De modo análogo ao que foi feito no início do capítulo 7, fixaremos algumas nota-
ções. Para ξ um Rn−fibrado, denotaremos, por comodidade, E(ξ) = E, B(ξ) = B e
Fb(ξ) = F , para qualquer b ∈ B. Ainda, considere s : B → E a seção nula de ξ, isto
é, s(b) = 0b ∈ F para todo b ∈ B, onde 0b ∈ F denota o elemento neutro da fibra F ,
para cada b ∈ B. Deste modo, se denotarmos E0 = E − Im(s) e F0 = F − {0b}, para
todo b ∈ B, então F0 = E0 ∩ F , para todo b ∈ B.

Definição 9.2. Dizemos que um Rn−fibrado ξ, com espaço base B e n > 0, está
orientado se cada fibra F = π`ξ (b) possui uma orientação (isto quer dizer que existe um
elemento preestabelecido uF ∈ Hn(F, F0;Z) ∼= Z) satisfazendo a seguinte condição de
compatibilidade local: "para qualquer b0 ∈ B, existe um sistema de coordenadas locais
(N, h) de ξ sobre b0 ∈ B tal que para cada fibra F = π`ξ (b), com b ∈ N , o isomorfismo
linear h(b,_) : Rn → F preserva orientação, isto é, se O ∈ Hn(Rn,Rn

0 ;Z) representa
a orientação fixada de Rn, então (h(b,_))∗n(uF ) = O".

A condição de compatibilidade local de um Rn−fibrado orientado ξ, com espaços
total e base E e B, respectivamente, nos garante que:

Lema 9.1. Para qualquer b0 ∈ B, existe um aberto N ⊂ B contendo b0 ∈ B e existe
uma única classe de cohomologia uN ∈ Hn(π`ξ (N), π`ξ (N)0;Z) tal que i∗n(uN) = uF ,
onde π`ξ (N)0 = π`ξ (N) ∩ E0, F = π`ξ (b0) e i : F ↪→ π`ξ (N) é a inclusão.

Demonstração. Inicialmente, segue da condição de compatibilidade local que para qual-
quer b0 ∈ B, existe um sistema de coordenadas locais (N, h) de ξ sobre b0 ∈ B tal que
para cada fibra F = π`ξ (b), com b ∈ N , o isomorfismo linear h(b,_) : Rn → F preserva
orientação, isto é, se O ∈ Hn(Rn,Rn

0 ;Z) representa a orientação fixada de Rn, então
(h(b,_))∗n(uF ) = O. Agora, considere o diagrama

{b0} × Rn ∼= Rn j //

h(b0,_)

��

N × Rn

h

��
F

i
// π`ξ (N)

comutativo, onde i : F ↪→ π`ξ (N) e j : {b0} ↪→ Rn ∼= Rn → N × Rn são inclusões.
Assim, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

Hn(Rn,Rn
0 ;Z) Hn(N × Rn, N × Rn

0 ;Z)
j∗noo

Hn(F, F0;Z)

∼=(h(b,_))∗n

OO

Hn(π`ξ (N), π`ξ (N)0;Z)
i∗n

oo

h∗n∼=

OO
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Por outro lado, considerando as sequências exatas longas de cohomologia dos pares
(N × Rn, N × Rn

0 ) e (Rn,Rn
0 ), obtemos o diagrama

Hn−1(N × Rn;Z) //

j∗n−1

��

Hn−1(N × Rn
0 ;Z) δ //

(j|Rn0 )∗n−1

��

Hn(N × Rn, N × Rn
0 ;Z) //

j∗n

��

Hn(N × Rn;Z)

j∗n

��
Hn−1(Rn;Z) // Hn−1(Rn

0 ;Z) σ
// Hn(Rn,Rn

0 ;Z) // Hn(Rn;Z)

que é comutativo em cada quadrado.

Quando n > 1, obtemos que

Hn−1(N × Rn;Z) //

j∗n−1

��

Hn−1(N × Rn
0 ;Z) δ //

(j|Rn0 )∗n−1

��

Hn(N × Rn, N × Rn
0 ;Z) //

j∗n

��

Hn(N × Rn;Z)

j∗n

��
0 // Hn−1(Rn

0 ;Z) σ
// Hn(Rn,Rn

0 ;Z) // 0

Como σ é um isomorfismo, segue que existe um único α ∈ Hn−1(Rn
0 ;Z) ∼= Z tal

que σ(α) = O. Deste modo, como caso particular da fórmula de Künneth, que pode
ser encontrada em ([11], p. 249, Teorema 1), obtemos:

Hn−1(N × Rn
0 ;Z) = (

⊕
i+j=n−1

H i(N ;Z)⊗Hj(Rn
0 ;Z))⊕ Tor

= Hn−1(N ;Z)⊕Hn−1(Rn
0 ;Z)⊕ Tor1

ComoHn−1(Rn
0 ;Z) ∼= Z =< α >, então (j|Rn0 )∗n−1 : Hn−1(N×Rn

0 ;Z)→ Hn−1(Rn
0 ;Z)

é definido por (j|Rn0 )∗n−1(x,mα, t) = mα, para todo (x,mα, t) ∈ Hn−1(N ×Rn
0 ;Z). As-

sim, (j|Rn0 )∗n−1(0, α, 0) = α.

Considerando ũN = δ(0, α, 0), temos que ũN ∈ Hn(N × Rn, N × Rn
0 ;Z) é unica-

mente determinado, pois α é unicamente determinado. Ainda, j∗n(ũN) = j∗n◦δ(0, α, 0) =
σ ◦ (j|Rn0 )∗n−1(0, α, 0) = σ(α) = O.

Definindo uN = (h∗n)−1(ũN), temos que uN ∈ Hn(π`ξ (N), π`ξ (N)0;Z) é unicamente
determinado e

1Por comodidade, denotaremos a torsão de Hn−1(N × Rn
0 ;Z) apenas por Tor.
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i∗n(uN) = i∗n ◦ (h∗n)−1(ũN) = ((h(b,_))∗n)−1 ◦ j∗n(ũN) = ((h(b,_))∗n)−1(O) = uF

Agora, para o caso n = 1, obtemos o diagrama

H0(N × R;Z) //

j∗0

��

H0(N × R0;Z) δ //

(j|R0 )∗0

��

H1(N × R, N × R0;Z) //

j∗1

��

H1(N × R;Z)

j∗1

��
H0(R,R0;Z) // H0(R;Z) // H0(R0;Z) σ

// H1(R,R0;Z) // H1(R;Z)

que é comutativo em cada quadrado, ou seja, o diagrama

H0(N × R;Z) //

j∗0

��

H0(N × R0;Z) δ //

(j|R0 )∗0

��

H1(N × R, N × R0;Z) //

j∗1

��

H1(N × R;Z)

j∗1

��
0 // Z ρ

// Z⊕ Z σ
// Z // 0

é comutativo em cada quadrado. Sendo a sequência inferior do diagrama acima uma
sequência exata, então ρ : Z→ Z⊕Z e σ : Z⊕Z→ Z são definidos por ρ(x) = (x, 0) e
σ(y, z) = z, para todo x ∈ Z e para todo (y, z) ∈ Z⊕Z, respectivamente. Deste modo,
se < α >= Z ∼= H0(R;Z) e < O >= Z ∼= H1(R,R0;Z), então σ(α,O) = O.

Assim, segue novamente da fórmula de Künneth, que pode ser encontrada em ([11],
p. 249, Teorema 1), que:

H0(N ×R0;Z) = (
⊕
i+j=0

H i(N ;Z)⊗Hj(R0;Z))⊕ Tor = H0(N ;Z)⊕H0(R0;Z)⊕ Tor2

Como H0(R0;Z) ∼= Z ⊕ Z =< (α, 0), (0, O)) >, então (j|R0)
∗
0 : H0(N × R0;Z) →

H0(R0;Z) é definido por (j|R0)
∗
0(x, (aα, bO), t) = (aα, bO), para todo (x, (aα, bO), t) ∈

H0(N × R0;Z). Logo, (j|R0)
∗
0(0, (α,O), 0) = (α,O).

Considerando ũN = δ(0, (α,O), 0), temos que ũN ∈ H1(N × R, N × R0;Z) é uni-
camente determinado, pois α e O são fixados. Ainda, j∗1(ũN) = j∗1 ◦ δ(0, (α,O), 0) =

2Novamente por comodidade, denotaremos a torsão de H0(N × Rn
0 ;Z) apenas por Tor.
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σ ◦ (j|R0)
∗
0(0, (α,O), 0) = σ(α,O) = O.

Definindo uN = (h∗1)−1(ũN), temos que uN ∈ H1(π`ξ (N), π`ξ (N)0;Z) é unicamente
determinado e

i∗1(uN) = i∗1 ◦ (h∗1)−1(ũN) = ((h(b,_))∗1)−1 ◦ j∗1(ũN) = ((h(b,_))∗1)−1(O) = uF

Portanto, concluímos que para qualquer b0 ∈ B, existe um aberto N ⊂ B contendo
b0 ∈ B e existe uma única classe de cohomologia uN ∈ Hn(π`ξ (N), π`ξ (N)0;Z) tal que
i∗n(uN) = uF .

Note que o Lema 9.1 nos dá uma condição local. Entretanto, podemos enunciar
sua forma geral como segue:

Teorema 9.1. Se ξ é um Rn−fibrado orientado com espaço total E, então o grupo
H i(E,E0;Z) é zero para i < n e o grupo Hn(E,E0;Z) contém uma única classe u
tal que, para cada fibra F de ξ, a restrição u|(F,F0) ∈ Hn(F, F0;Z) é igual ao gera-
dor preestabelecido uF ∈ Hn(F, F0;Z), isto é, se i : (F, F0) ↪→ (E,E0) é a inclusão,
então i∗n(u) = u|(F,F0) = uF . Além disso, o produto cup relativo ^ u : Hk(E;Z) →
Ek+n(E,E0;Z) define, para todo k ≥ 0, um isomorfismo dado por (^ u)(x) = x ^ u,
para todo x ∈ Hk(E;Z).

A demonstração do Teorema 9.1 é encontrada em ([8], p. 105-114).

Definição 9.3. A classe u ∈ Hn(E,E0;Z) é chamada classe fundamental de cohomo-
logia do par (E,E0).

Ainda, analogamente ao que foi feito na Observação 7.1, obtemos que (πξ)
∗
k :

Hk(B;Z)→ Hk(E;Z) é um isomorfismo para qualquer k ≥ 0.

Definição 9.4. O isomorfismo de Thom ψk : Hk(B;Z) → Hk+n(E,E0;Z) associado
ao fibrado ξ é definido, para qualquer k ≥ 0, pela composição

Hk(B;Z)
(πξ)

∗
k // Hk(E;Z) ^u // Hk+n(E,E0;Z)

Note que ψ0(1) = (πξ)
∗
0(1) ^ u = 1 ^ u = u

Para o entendimento dos Lemas 9.2 e 9.3, serão necessárias as seguintes conside-
rações: sejam ξ e ξ′ Rn−fibrados com espaços totais E e E ′, espaços bases B e B′,
projeções π e π′ e fibras F e F ′, respectivamente; sejam f : E → E ′ uma aplicação
fibrada de ξ em ξ′, f : B → B′ a aplicação correspondente de f nos espaços bases
e g : (E,E0) → (E ′, E ′0) a induzida de f a nível de pares; sejam u ∈ Hn(E,E0;Z) e
u′ ∈ Hn(E ′, E ′0;Z) as classes fundamentais de cohomologia dos pares (E,E0) e (E ′, E ′0),
respectivamente. Então:

Lema 9.2. g∗n(u′) = u.
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Lema 9.3. O isomorfismo de Thom é natural com relação à aplicações fibradas, isto
é, o diagrama

H i(B′;Z)
ψ′i //

f
∗
i

��

H i+n(E ′, E ′0;Z)

g∗i+n

��
H i(B;Z)

ψi
// H i+n(E,E0;Z)

comuta, onde ψi e ψ′i são os isomorfismos de Thom associados aos fibrados ξ e ξ′,
respectivamente, para todo i ≥ 0.

As demonstrações dos Lemas 9.2 e 9.3 são análogas às demonstrações dos Lemas
7.1 e 7.2, respectivamente.

9.2 Classe de Euler

Agora, estamos prontos para definir a classe de Euler de um fibrado orientado.

Definição 9.5. A classe de Euler de um Rn−fibrado orientado ξ, com espaço total E,
é a classe de cohomologia e(ξ) = ((πξ)

∗
n)−1 ◦ i∗n(u), onde i : E ↪→ (E,E0) é a inclusão

e u ∈ Hn(E,E0;Z) é a classe fundamental de cohomologia do par (E,E0).

Definição 9.6. Se M é uma n−variedade C∞ compacta tal que τM é um Rn−fibrado
orientado, então definimos e(M) = e(τM).

Por fim, vejamos alguns resultados que podemos obter da classe de Euler.

Propriedade 9.1. Sejam ξ um Rn−fibrado orientado com espaços total e base E e
B, respectivamente, ψn : Hn(B;Z)→ H2n(E,E0;Z) o isomorfismo de Thom associado
ao fibrado ξ e u ∈ Hn(E,E0;Z) a classe fundamental de cohomologia do par (E,E0).
Então, e(ξ) = ψ−1

n (u ^ u).

Demonstração. Inicialmente, considerando i : E ↪→ (E,E0) a inclusão, então i∗n :
Hn(E,E0;Z) → Hn(E;Z) é o homomorfismo definido por i∗n(u) = u|E, onde u|E =
[σ] = u, com σ ∈ Cn(E) e ∂(σ) ∈ Cn−1(E0). Então, i∗n(u) ^ u = u|E ^ u = u ^ u.

Por outro lado:

ψn(e(ξ)) = (πξ)
∗
n(e(ξ)) ^ u

= (πξ)
∗
n(((πξ)

∗
n)−1 ◦ i∗n(u)) ^ u

= i∗n(u) ^ u

= u ^ u

Portanto, e(ξ) = ψ−1
n (u ^ u).
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Propriedade 9.2. Sejam ξ e ξ′ Rn−fibrados orientados com espaços totais E e E ′,
respectivamente. Se f : E → E ′ é uma aplicação fibrada de ξ em ξ′ que preserva
orientação, então e(ξ) = f

∗
n(e(ξ′)).

Demonstração. Consideremos B e B′ os espaços bases de ξ e ξ′, ψn : Hn(B;Z) →
H2n(E,E0;Z) e ψ′n : Hn(B′;Z)→ H2n(E ′, E ′0;Z) os isomorfismos de Thom associados
aos fibrados ξ e ξ′, respectivamente, u ∈ Hn(E,E0;Z) e u′ ∈ Hn(E ′, E ′0;Z) as classes
de cohomologia dos pares (E,E0) e (E ′, E ′0), respectivamente e g : (E,E0)→ (E ′, E ′0)
a induzida de f a nível de pares. Então:

f
∗
n(e(ξ′)) = f

∗
n(ψ′−1

n (u′ ^ u′))

= ψ−1
n ◦ g∗2n(u′ ^ u′)

= ψ−1
n (g∗n(u′) ^ g∗n(u′))

= ψ−1
n (u ^ u)

= e(ξ)

Propriedade 9.3. Se ξ e ξ′ são Rn−fibrados orientados sobre o mesmo espaços base
B tais que ξ ∼= ξ′, então e(ξ) = e(ξ′).

Demonstração. Consideremos E e E ′ os espaços totais de ξ e ξ′, respectivamente. Como
ξ ∼= ξ′, então existe um homeomorfismo f : E → E ′ tal que f |Fb(ξ) : Fb(ξ) → Fb(ξ

′)
é um isomorfismo linear para todo b ∈ B. Deste modo, f é uma aplicação fibrada de
ξ em ξ′ e 1B : B → B é a aplicação correspondente de f nos espaços bases. Então,
ξ ∼= 1∗Bξ

′.

Logo, e(ξ) = (1B)∗n(e(ξ′)) = e(ξ′).

Propriedade 9.4. Se ξ é um Rn−fibrado orientado trivial, com n > 0, então e(ξ) = 0.

Demonstração. Considere B o espaço base de ξ. Como ξ é trivial, então ξ ∼= εnB. Por
outro lado, fixado ∗ ∈ B, defina f : B × Rn → {∗} × Rn por f(b, α) = (∗, α), para
todo (b, α) ∈ B ×Rn. Então, f é contínua e f |{b}×Rn : {b} ×Rn → {∗} ×Rn dada por
f |{b}×Rn(b, α) = (∗, α), para todo (b, α) ∈ {b}×Rn, é um isomorfismo linear para todo
b ∈ B.

Logo, f é uma aplicação fibrada de εnB em εn{∗} e a aplicação constante c : B → {∗}
é a aplicação correspondente de f nos espaços bases. Então, εnB ∼= c∗εn{∗}.

Portanto, e(ξ) = e(εnB) = c∗n(e(εn{∗})). Como e(εn{∗}) ∈ Hn({∗};Z) e para n > 0

temos Hn({∗};Z) = 0, segue que e(εn{∗}) = 0. Logo, e(ξ) = c∗n(0) = 0.

Na propriedade 9.5, podemos ver como a orientação do fibrado orientado pode
interferir na classe de Euler.

Propriedade 9.5. Se a orientação de um Rn−fibrado orientado ξ for invertida, então
e(ξ) muda de sinal.



Classe de Euler 91

Demonstração. Considere E o espaço total de ξ e u ∈ Hn(E,E0;Z) a classe funda-
mental de cohomologia do par (E,E0) para ξ. Então, e(ξ) = ((πξ)

∗
n)−1 ◦ i∗n(u), onde

i : E ↪→ (E,E0) é a inclusão.

Agora, considerando ξ′ o mesmo fibrado ξ, porém com a orientação invertida, então
e(ξ′) = ((πξ)

∗
n)−1 ◦ i∗n(−u). De fato, sendo j : (F, F0) ↪→ (E,E0) a inclusão, temos

j∗n(u) = uF , onde uF ∈ Hn(F, F0;Z) corresponde com a orientação de ξ.

Por outro lado, j∗n(−u) = −uF , sendo que −uF ∈ Hn(F, F0;Z) corresponde com
a orientação de ξ′. Devido a unicidade da classe fundamental de cohomologia do par
(E,E0) para ξ′, obtemos que −u ∈ Hn(E,E0;Z) é a classe fundamental de cohomolo-
gia do par (E,E0) para ξ′.

Portanto, e(ξ′) = −e(ξ), ou seja, se a orientação de ξ for invertida, então e(ξ) muda
de sinal.

Propriedade 9.6. Se ξ é um Rn−fibrado orientado, com n ímpar, então 2e(ξ) = 0.

Demonstração. Considere E o espaço total de ξ, u ∈ Hn(E,E0;Z) a classe fundamen-
tal de cohomologia do par (E,E0) e ψn : Hn(B;Z)→ H2n(E,E0;Z) o isomorfismo de
Thom associado ao fibrado ξ. Como n é ímpar, então u ^ u = (−1)n

2
u ^ u = −u ^ u,

isto é, 2(u ^ u) = 0.

Logo, 2e(ξ) = 2ψ−1
n (u ^ u) = ψ−1

n (2(u ^ u)) = ψ−1
n (0) = 0.

Para o entendimento da Propriedade 9.7, precisaremos das notações utilizadas no
Teorema A.2. Nesta propriedade, veremos a relação da classe de Euler com as classes
de Stiefel-Whitney.

Propriedade 9.7. Seja ξ um Rn−fibrado orientado com espaço base B. Então, o
homomorfismo natural (ρ2)n : Hn(B;Z)→ Hn(B;Z2) é tal que (ρ2)n(e(ξ)) = wn(ξ).

Demonstração. Sejam E o espaço total de ξ, u ∈ Hn(E,E0;Z) e u2 ∈ Hn(E,E0;Z2)
as classes fundamentais de cohomologia do par (E,E0) e, para todo k ≥ 0, ψk :
Hk(B;Z) → Hk+n(E,E0;Z) e φk : Hk(B;Z2) → Hk+n(E,E0;Z2) os isomorfismos de
Thom associados ao fibrado ξ.

Agora, considerando os complexos de cadeias livres C(B) = (Ck(B), ∂k) e C(E,E0) =
(Ck(E,E0), ∂k) , obtemos, por meio do Teorema A.2, o diagrama

· · · // Hk(B;Z) //

ψk

��

Hk(B;Z)
(ρ2)k //

ψk

��

Hk(B;Z2) //

φk

��

Hk+1(B;Z) //

ψk+1

��

· · ·

· · · // Hk+n(E,E0;Z) // Hk+n(E,E0;Z)
(ρ2)k+n // Hk+n(E,E0;Z2) // Hk+1+n(E,E0;Z) // · · ·
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que é comutativo em cada quadrado.

Em particular, se considerarmos o diagrama

H0(B;Z)
(ρ2)0 //

ψ0

��

H0(B;Z2)

φ0

��
Hn(E,E0;Z)

(ρ2)n // Hn(E,E0;Z2)

comutativo, obtemos que:

(ρ2)n(u) = (ρ2)n(ψ0(1)) = φ0((ρ2)0(1)) = φ0(1) = u2.

Por outro lado, se também considerarmos o diagrama

Hn(B;Z)
(ρ2)n //

ψn

��

Hn(B;Z2)

φn

��
H2n(E,E0;Z)

(ρ2)2n // H2n(E,E0;Z2)

comutativo, concluímos que:

φn ◦ (ρ2)n(e(ξ)) = (ρ2)2n ◦ ψn(e(ξ))

= (ρ2)2n(u ^ u)

= (ρ2)n(u) ^ (ρ2)n(u)

= u2 ^ u2

= Sqn(u2)

Portanto, (ρ2)n(e(ξ)) = φ−1
n ◦ Sqn(u2) = wn(ξ).

Deste modo, podemos concluir que a classe de Euler é um "caso particular"das
classes de Stiefel-Whitney. Com isso, é natural percebermos semelhanças entre algumas
das consequências das classes de Stiefel-Whitney e da classe de Euler.

Propriedade 9.8. Sejam ξ′ um Rn−fibrado e ξ′′ um Rm−fibrado, ambos orientados.
Então, e(ξ′×ξ′′) = e(ξ′)× (ξ′′). Em paticular, se ξ′ e ξ′′ possuem o mesmo espaço base,
então e(ξ′ ⊕ ξ′′) = e(ξ′) ^ e(ξ′′).
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Demonstração. Considere ξ′ e ξ′′ fibrados com espaços totais E ′ e E ′′, espaços bases
B′ e B′′ e projeções π′ e π′′, respectivamente. Considere também u′ ∈ Hn(E ′, E ′0;Z)
e u′′ ∈ Hm(E ′′, E ′′0 ;Z) as classes fundamentais de cohomologia dos pares (E ′, E ′0) e
(E ′′, E ′′0 ), respectivamente e i′ : E ′ ↪→ (E ′, E ′0) e i′′ : E ′′ ↪→ (E ′′, E ′′0 ) as inclusões.

Por outro lado, considere o fibrado ξ = ξ′×ξ′′ com espaços total e base E = E ′×E ′′
e B = B′ × B′′, respectivamente, projeção π = π′ × π′′, E0 = E ′0 × E ′′ ∪ E ′ × E ′′0 e
i = i′ × i′′ : E ↪→ (E,E0) a inclusão.

Se u ∈ Hn+m(E,E0;Z) é a classe fundamental de cohomologia do par (E,E0), então
segue de ([8], p. 100) que u = (−1)nmu′ × u′′. Assim:

e(ξ′ × ξ′′) = e(ξ) = (π∗n+m)−1 ◦ i∗n+m(u)

= (π∗n+m)−1 ◦ i∗n+m((−1)nmu′ × u′′)

= (−1)nm(π∗n+m)−1 ◦ i∗n+m(u′ × u′′)

= (−1)nm((π′∗n )−1 ◦ i′∗n (u′))× ((π′′∗m )−1 ◦ i′′∗m (u′′))

= (−1)nme(ξ′)× e(ξ′′)

Se n oum for par, então nm é par, isto é, e(ξ′×ξ′′) = e(ξ′)×e(ξ′′). Se n em forem ím-
pares, então nm é ímpar, ou seja, 2e(ξ′×ξ′′) = 0, isto é, e(ξ′×ξ′′)+(−e(ξ′)×e(ξ′′)) = 0.

Portanto, e(ξ′ × ξ′′) = e(ξ′)× e(ξ′′).

Em particular, se ξ′ e ξ′′ possuem o mesmo espaço base B e d : B → B × B é a
aplicação diagonal, então ξ′ ⊕ ξ′′ = d∗(ξ′ × ξ′′). Portanto:

e(ξ′ ⊕ ξ′′) = d∗n+m(e(ξ′ × ξ′′)) = d∗n+m(e(ξ′)× e(ξ′′)) = e(ξ′) ^ e(ξ′′).

Corolário 9.1. Se ξ é um fibrado orientado tal que 2e(ξ) 6= 0, então ξ nunca se escreve
como ξ′ ⊕ ξ′′, onde ξ′ é um Rn−fibrado e ξ′′ é um Rm−fibrado, com n e m ímpares.

Demonstração. Suponha que ξ = ξ′⊕ξ′′, onde ξ′ é um Rn−fibrado e ξ′′ é um Rm−fibrado,
com n e m ímpares e 2e(ξ) 6= 0. Deste modo, ξ é um Rnm−fibrado, onde nm é ímpar.
Assim, 2e(ξ) = 0, o que é um absurdo por hipótese.

Portanto, ξ nunca se escreve como ξ′ ⊕ ξ′′, onde ξ′ é um Rn−fibrado e ξ′′ é um
Rm−fibrado, com n e m ímpares.

Corolário 9.2. Seja M uma n−variedade C∞ compacta. Se τM é um Rn−fibrado
orientado tal que e(M) 6= 0, então τM não admite qualquer Rm−subfibrado orientado
ξ, com m ímpar.

Demonstração. Inicialmente, como e(M) ∈ Hn(M ;Z) ∼= Z e e(M) 6= 0, então 2e(M) 6=
0. Agora, suponha que exista um Rm−subfibrado ξ ⊂ τM , com m ímpar. Então,
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2e(ξ) = 0 e τM ∼= ξ ⊕ ξ⊥.

Assim, 2e(M) = 2(e(ξ) ^ e(ξ⊥)) = (2e(ξ)) ^ e(ξ⊥) = 0 ^ e(ξ⊥) = 0, o que é um
absurdo por hipótese. Logo, τM não admite qualquer Rm−subfibrado orientado ξ, com
m ímpar.

Corolário 9.3. Seja M uma n−variedade C∞ compacta tal que τM é um Rn−fibrado
orientado com n ímpar. Então, e(M) = 0.

Demonstração. Como τM é um Rn−fibrado orientado com n ímpar, então 2e(M) = 0.
Por outro lado, e(M) ∈ Hn(M ;Z) ∼= Z. Assim, 2e(M) = 0 ∈ Z, isto é, e(M) = 0.

Propriedade 9.9. Se ξ é um Rn−fibrado orientado e possui uma seção não nula, então
e(ξ) = 0.

Demonstração. Considere E e B os espaços total e base de ξ, respectivamente, i :
E ↪→ (E,E0) a inclusão e u ∈ Hn(E,E0;Z) a classe fundamental de cohomologia do
par (E,E0). Seja s : B → E uma seção não nula de ξ, isto é, Im(s) ⊂ E0. Como
πξ ◦ s = 1B, então s∗n ◦ (πξ)

∗
n = 1Hn(B;Z). Assim:

e(ξ) = s∗n ◦ (πξ)
∗
n(e(ξ))

= s∗n ◦ (πξ)
∗
n(((πξ)

∗
n)−1 ◦ i∗n(u))

= s∗n ◦ i∗n(u).

Por outro lado, como o diagrama

E
i // (E,E0)

B

s

OO

i◦s

99

s
// E0

i|E0

// (E0, E0)

j

OO

é comutativo, onde j : (E0, E0) ↪→ (E,E0) é a inclusão, então s∗n ◦ i∗n = s∗n ◦
(i|E0)

∗
n ◦ j∗n. Entretanto, j∗n : Hn(E,E0;Z) → Hn(E0, E0;Z) é o homomorfismo nulo,

pois Hn(E0, E0;Z) = 0. Deste modo, s∗n ◦ i∗n = s∗n ◦ (i|E0)
∗
n ◦ j∗n = 0.

Portanto, e(ξ) = s∗n ◦ i∗n(u) = 0.



10 Conclusão

Com o intuito de definirmos as classes de Stiefel-Whitney e a classe de Euler, bem
como mostrarmos algumas de suas consequências e aplicações, estudamos, primeira-
mente, um pouco as variedades C∞, os espaços tangentes e as variedades tangentes
destas variedades C∞.

Posteriormente, estudamos fibrados vetoriais, que por comodidade chamamos ape-
nas de fibrados. Definimos o que são esses fibrados e vimos alguns dos seus exemplos.
Ainda, construímos fibrados por meio de outros, utilizando técnicas específicas para
cada construção.

Feitas todas essas considerações necessárias para o desenvolvimento deste trabalho,
chegamos no nosso primeiro objetivo, as classes de Stiefel-Whitney. Inicialmente, des-
crevemos as classes de Stiefel-Whitney por meio de quatro axiomas e vimos algumas de
suas consequências. Calculamos as classes de Stiefel-Whitney das esferas e dos espaços
projetivos reais. Também vimos algumas de suas aplicações, como resultados sobre
imersões de variedades C∞ em espaços Euclidianos e quando duas variedades C∞ per-
tencem a mesma classe de cobordismo.

Mais tarde, com o auxílio do isomorfismo de Thom e dos quadrados de Steenrod,
definimos formalmente as classes de Stiefel-Whitney e verificamos a validade dos qua-
tro axiomas propostos anteriormente. Também vimos que, quando o espaço base de
um fibrado é paracompacto, as classes de Stiefel-Whitney associadas a este fibrado são
unicamente determinadas. Para isto, definimos as variedades de Grassmann e as va-
riedades de Grassmann infinitas e vimos apenas os resultados necessários, envolvendo
estas variedades, para a prova da unicidade.

Por fim, estudamos a classe de Euler, nosso segundo e último objetivo. Entretanto,
utilizamos ferramentas um pouco diferentes das utilizadas na definição das classes de
Stiefel-Whitney. Começamos definindo o que são fibrados orientados e as cohomolo-
gias dos espaços bases desses fibrados foram com coeficientes sobre Z, diferentemente
do que foi trabalhado até agora, onde as cohomologias tinham coeficientes sobre Z2,
quando tratamos das classes de Stiefel-Whitney. Assim, definimos a classe de Euler de
um fibrado orientado e vimos algumas de suas consequências e a relação da classe de
Euler com as classes de Stiefel-Whitney.

Deste modo, vimos a importância dos estudos sobre as classes características, em
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particular, as classes de Stiefel-Whitney e de Euler e que, para isto, foram necessários
o conhecimento de outras teorias muito importantes na Matemática, como a Teoria de
Variedades diferenciáveis de classe C∞ e a Teoria de Fibrados Vetoriais, concluindo,
assim, nossos estudos.
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A Cohomologia Singular

Neste primeiro apêndice, veremos os conceitos básicos sobre os grupos de cohomo-
logia singular 1 e os resultados necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Em
seguida, assumiremos a existência do produto cup 2 e do produto cross 3 e veremos
algumas de suas propriedades.

Dados um espaço topológicoX e um anel comutativo com unidade R (neste trabalho
tomaremos R = Z2 e R = Z), existe uma sequência de R−módulos, que denotaremos
por H0(X;R), H1(X;R), H2(X;R), ..., com as seguintes propriedades:

• Se f : X → Y for uma função contínua, podemos obter, para cada i ≥ 0, homo-
morfismos f ∗i : H i(Y ;R)→ H i(X;R).

Como H i(X;R) ∼= HomR(Hi(X;R), R) para qualquer espaço topológico X, o
homomorfismo f ∗i : H i(Y ;R) → H i(X;R) é definido da seguinte forma: se
f∗i : Hi(X;R) → Hi(Y ;R) é a induzida de f no i−ésimo nível de homo-
logia, então para todo v ∈ H i(Y ;R), definimos f ∗i (v) : Hi(X;R) → R por
f ∗i (v)[u] = v(f∗i[u]), para qualquer [u] ∈ Hi(X;R);

• Se 1X : X → X é a função identidade, então (1X)∗i = 1Hi(X;R) : H i(X;R) →
H i(X;R) para qualquer i ≥ 0.

Ainda, para cada espaço topológico X e para quaisquer inteiros i, j ≥ 0, existe
um produto chamado cup H i(X,A;R) ⊗ Hj(X,B;R) → H i+j(X,A ∪ B;R) que as-
socia cada elemento x ⊗ y ∈ H i(X,A;R) ⊗ Hj(X,B;R) com um elemento x ^ y ∈
H i+j(X,A ∪B;R).

Considerando x ∈ H i(X,A;R) e y ∈ Hj(X,B;R) quaisquer, temos as seguintes
propriedades sobre o produto cup:

• 0 ^ y = 0 = x ^ 0;

• 1 ^ y = y e x ^ 1 = x;

• x ^ y = (−1)ijy ^ x;
1Para mais detalhes sobre cohomologia singular, ver ([8], p. 257-280) e ([11], p. 236-241).
2Para mais detalhes sobre produto cup, ver ([11], p. 251).
3Para mais detalhes sobre produto cross, ver ([11], p. 249).
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• αx ^ βy = (αβ)(x ^ y), para quaisquer α, β ∈ R;

• Se y 6= 0, então 0 = x ^ y se, e somente se, x = 0.

Agora, considere f : X → Y contínua, A1, A2 ⊂ X e B1, B2 ⊂ Y tais que
f(A1) ⊂ B1 e f(A2) ⊂ B2. Se f1 : (X,A1) → (Y,B1), f2 : (X,A2) → (Y,B2) e
g : (X,A1 ∪ A2) → (Y,B1 ∪ B2) são as induzidas de f a nível de pares, então, para
quaisquer x ∈ H i(Y,B1;R) e y ∈ Hj(Y,B2;R), temos que

g∗i+j(x ^ y) = (f1)∗i (x) ^ (f2)∗j(y).

Por outro lado, para quaisquer espaços topológicos X e Y , se A ⊂ X e B ⊂ Y
são abertos, então existe, para quaisquer inteiros i, j ≥ 0, um produto chamado cross
H i(X,A;R)⊗Hj(Y,B;R)→ H i+j(X×Y,X×B∪A×Y ;R) que associa cada elemento
x ⊗ y ∈ H i(X,A;R) ⊗Hj(X,B;R) com um elemento x × y ∈ H i+j(X × Y,X × B ∪
A× Y ;R).

A partir do produto cross, podemos definir as induzidas das projeções como segue:

• se p1 : (X×Y,A×Y )→ (X,A) é a projeção canônica, com A ⊂ X aberto, então
(p1)∗n : Hn(X,A;R)→ Hn(X ×Y,A×Y ;R) é definida por (p1)∗n(a) = a× 1 para
todo a ∈ Hn(X,A;R), onde 1 ∈ H0(Y ;R);

• se p2 : (X×Y,X×B)→ (Y,B) é a projeção canônica, com B ⊂ Y aberto, então
(p2)∗n : Hn(Y,B;R)→ Hn(X × Y,X ×B;R) é definida por (p2)∗n(b) = 1× b para
todo b ∈ Hn(Y,B;R), onde 1 ∈ H0(X;R).

Ainda, se f : (X,A) → (Y,B) e g : (X ′, A′) → (Y ′, B′) são aplicações de pares,
então para quaisquer x ∈ H i(Y,B;R) e y ∈ Hj(Y ′, B′;R), temos que

(f × g)∗i+j(x× y) = f ∗i (x)× g∗j (y).

Uma importante propriedade envolvendo os produtos cup e cross é a seguinte: se
a1 ∈ Hn1(X,A1;R), a2 ∈ Hn2(X,A2;R), b1 ∈ Hm1(Y,B1;R) e b2 ∈ Hm2(Y,B2;R),
então

(a1 × b1) ^ (a2 × b2) = (−1)n2m1(a1 ^ a2)× (b1 ^ b2).

Também, se p1 : (X×Y,A×Y )→ (X,A) e p2 : (X×Y,X×B)→ (Y,B) são as pro-
jeções canônicas, com A ⊂ X e B ⊂ Y abertos, então para quaisquer a ∈ Hn(X,A;R)
e b ∈ Hm(Y,B;R), obtemos que
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(p1)∗n(a) ^ (p2)∗m(b) = (a× 1) ^ (1× b)

= (−1)0+0(a ^ 1)× (1 ^ b)

= a× b.

Agora, note que se considerarmos a ∈ Hn(X;R), b ∈ Hm(X;R), d : X → X ×X a
aplicação diagonal e p1, p2 : X ×X → X as projeções canônicas, então:

d∗n+m(a× b) = d∗n+m((p1)∗n(a) ^ (p2)∗m(b))

= d∗n((p1)∗n(a)) ^ d∗m((p2)∗m(b))

= a ^ b,

uma vez que p1 ◦ d = 1X = p2 ◦ d.

Os próximos três teoremas são resultados muito importantes na Teoria de Coho-
mologia que serão utilizados nesse trabalho.

Teorema A.1. (Teorema da Excisão) Sejam X um espaço topológico qualquer,
A ⊂ X e U ⊂ X subespaços quaisquer, com U ⊂ X um aberto, tais que U ⊂ int(A).
Então, a inclusão i : (X −U,A−U) ↪→ (X,A) induz isomorfismos i∗i : H i(X,A;R)→
H i(X − U,A− U ;R) para quaisquer i ≥ 0.

O Teorema da Excisão é um dos axiomas que caracterizam a Teoria de Cohomologia,
como podemos ver em ([11], p. 240).

Teorema A.2. Sendo 0 // Z ×2 // Z ρ2 // Z2
// 0 uma sequência exata curta,

onde ×2 : Z → Z e ρ2 : Z → Z2 são definidos, respectivamente, por (×2)(x) = 2x e
ρ2(y) = y, para quaisquer x, y ∈ Z, então a sequência

· · · // Hk(C;Z) // Hk(C;Z)
(ρ2)k // Hk(C;Z2) // Hk+1(C;Z) // · · ·

é uma sequência exata longa para qualquer complexo de cadeias livres 4 C = (Ck, ∂k).

O teorema A.2 é um caso particular de ([11], p. 239, Teorema 11).

Por fim, vejamos os grupos de cohomologia singular de alguns espaços especiais que
serão utilizados neste trabalho:

• H i({∗};R) =

{
R, i = 0
0, i > 0

• H i(S0;R) =

{
R⊕R, i = 0

0, i > 0

4Um complexo de cadeis C = (Ck, ∂k) é dito um complexo de cadeias livres se Ck é livre para todo
k ∈ Z.
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• Se n ≥ 1, então H i(Sn;R) =

{
R, i = 0 ou i = n
0, i 6= 0 e i 6= n

• Se n ≥ 1, então H i(Rn,Rn − {0};R) =

{
R, i = n
0, i 6= n

• Se n ≥ 1, então H i(RP n;Z2) =

{
Z2 =< ai >, 0 ≤ i ≤ n

0, i > n
, onde < a >=

H1(RP n;Z2), a0 = 1 e ai = a ^ a ^ ... ^ a︸ ︷︷ ︸
i−vezes

• Se RP∞ =
⋃
k≥0

RP k, então H1(RP∞;Z2) = Z2



B Números Complexos, Quaternions
e de Cayley

Neste apêndice, veremos as definições e operações básicas envolvendo os números
complexos 1, quaternions2 e os números de Cayley 3 que serão utilizadas especialmente
nos Exemplos 4.5, 4.6 e 4.7, respectivamente.

Os números complexos, denotados por C, surgiram com a necessidade de resolver
as equações de terceiro grau. Posteriormente, em 1833, o matemático irlandes Sr. Wil-
lian Rowan Hamilton publicou um artigo em que apresentou uma álgebra formal dos
números complexos, que é utilizada até hoje.

Com o intuito de generalizar os números complexos, Hamilton tentou criar uma
álgebra parecida em um espaço vetorial real tri-dimensional. Sem êxito, Hamilton
abandonou a lei da comutatividade para a multiplicação e, assim, surgia a álgebra não-
comutativa dos quaternions. Em homenagem à Hamilton, o conjunto dos quaternions
foram denotados por H.

Após o surgimento dos quaternions, Arthur Cayley apresentou uma generalização
destes definindo uma álgebra não-comutativa e não-associativa num espaço vetorial real
de dimensão oito. Este conjunto ficou conhecido como os Octoniões, também chamados
de números de Cayley e denotados por O.

B.1 Números Complexos

Definição B.1. O conjunto dos números complexos é definido como:

C = {x = x0 + x1i : xl ∈ R, l = 0, 1 e i2 = −1}

Dado um número complexo x = x0 + x1i, definimos seu conjugado e seu módulo,
respectivamente, por:

• x = x0 − x1i

1Para mais detalhes sobre números complexos, ver ([10], p. 9-12).
2Para mais detalhes sobre quaternions, ver ([10], p. 40-42).
3Para mais detalhes sobre números de Cayley, ver [1].

102



Quaternions 103

• |x| =
√
x2

0 + x2
1

As operações soma, produto e produto escalar entre dois números complexos x =
x0 + x1i e y = y0 + y1i são definidas, respectivamente, por:

• x+ y = (x0 + y0) + (x1 + y1)i

• xy = (x0y0 − x1y1) + (x0y1 + x1y0)i

• < x, y >= x0y0 + x1y1

Assim, C é um espaço vetorial real bi-dimensional cuja base é {1, i}. Deste modo,
C ∼= R2, ou seja, podemos associar um número complexo x = x0 + x1i com um par
ordenardo (x0, x1), respeitando ainda as operações estabelecidas acima.

B.2 Quaternions

Definição B.2. O Conjunto dos quaternions é definido como:

H = {x = x0 + x1i+ x2j + x3k : xl ∈ R, l = 0, 1, 2, 3 e i2 = j2 = k2 = −1}

Dado um quaternion x = x0+x1i+x2j+x3k, definimos seu conjugado e seu módulo,
respectivamente, por:

• x = x0 − x1i− x2j − x3k

• |x| =
√
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3

As operações soma e produto escalar entre dois quaternions x = x0 +x1i+x2j+x3k
e y = y0 + y1i+ y2j + y3k são definidas, respectivamente, por:

• x+ y = (x0 + y0) + (x1 + y1)i+ (x2 + y2)j + (x3 + y3)k

• < x, y >= x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3

Agora, para podermos definir a operação produto entre quaternions, precisamos
estabelecer as relações desta operação entre os imaginários unitários i, j, k ∈ H, que
são:

. i j k
i −1 k −j
j −k −1 i
k j −i −1

Tabela B.1: Produto entre Quaternions imaginários unitários

Assim, a operação produto entre dois quaternions x = x0 + x1i + x2j + x3k e
y = y0 + y1i+ y2j + y3k é definida por:
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• xy = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)+

(x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2)i+

(x0y2 − x1y3 + x2y0 + x3y1)j+

(x0y3 + x1y2 − x2y1 + x3y0)k

Podemos resumir a tabela B.1 na seguinte figura:

i

k j

Figura B.1: Resumo do produto entre Quaternions

Quando multiplicamos dois elementos no sentido horário do círculo, o resultado
será o próximo elemento. Por exemplo, ij = k. Por outro lado, se multiplicarmos
dois elementos no sentido antihorário do círculo, o resultado será o próximo elemento,
porém com o sinal invertido. Por exemplo, ji = −k.

Deste modo, H é um espaço vetorial real 4−dimensional cuja base é {1, i, j, k}.
Logo, H ∼= R4, ou seja, podemos associar um quaternion x = x0 + x1i+ x2j + x3k com
uma 4−upla (x0, x1, x2, x3), respeitando ainda as operações estabelecidas acima.

B.3 Números de Cayley

Definição B.3. O Conjunto dos números de Cayley é definido como:

O = {x = x0 + x1e1 + ...+ x7e7 : xl ∈ R, l = 0, 1, ..., 7 e e2
l = −1, l = 1, ..., 7}

Dado um número de Cayley x = x0 + x1e1 + ... + x7e7, definimos seu conjugado e
seu módulo, respectivamente, por:

• x = x0 − x1e1 − ...− x7e7

• |x| =
√
x2

0 + x2
1 + ...+ x2

7

As operações soma e produto escalar entre dois números de Cayley x = x0 +x1e1 +
...+ x7e7 e y = y0 + y1e1 + ...+ y7e7 são definidas, respectivamente, por:

• x+ y = (x0 + y0) + (x1 + y1)e1 + ...+ (x7 + y7)e7

• < x, y >= x0y0 + x1y1 + ...+ x7y7
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Agora, para podermos definir a operação produto entre números de Cayley, precisa-
mos estabelecer as relações desta operação entre os imaginários unitários e1, ..., e7 ∈ O,
que são:

. e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1

Tabela B.2: Produto entre números de Cayley imaginários unitários

Podemos resumir a tabela B.2 na seguinte figura:

e
1

e
2

e
3

e
4

e
5

e
6

e
7

Figura B.2: Resumo do produto entre números de Cayley

A figura B.2 é conhecida como Plano de Fano, que consiste de sete linhas e sete
pontos. As "linhas"são os lados e as alturas do triângulo e o círculo contendo os pontos
médios de cada lado do triângulo. Com isso, cada linha possui exatamente três pontos
distintos. Deste modo, se considerarmos uma linha e seus pontos ei, ej e ek, com o
sentido ei → ej → ek, obtemos, por exemplo, as multiplicações:

eiej = ek e ejei = −ek
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Assim, a operação produto entre dois números de Cayley x = x0 + x1e1 + ...+ x7e7

e y = y0 + y1e1 + ...+ y7e7 é definida por:

• xy = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4 − x5y5 − x6y6 − x7y7)+

(x0y1 + x1y0 + x2y4 + x3y7 − x4y2 + x5y6 − x6y5 − x7y3)e1+

(x0y2 − x1y4 + x2y0 + x3y5 + x4y1 − x5y3 + x6y7 − x7y6)e2+

(x0y3 − x1y7 − x2y5 + x3y0 + x4y6 + x5y2 − x6y4 + x7y1)e3+

(x0y4 + x1y2 − x2y1 − x3y6 + x4y0 + x5y7 + x6y3 − x7y5)e4+

(x0y5 − x1y6 + x2y3 − x3y2 − x4y7 + x5y0 + x6y1 + x7y4)e5+

(x0y6 + x1y5 − x2y7 + x3y4 − x4y3 − x5y1 + x6y0 + x7y2)e6+

(x0y7 + x1y3 + x2y6 − x3y1 + x4y5 − x5y4 − x6y2 + x7y0)e7

Deste modo, O é um espaço vetorial real 8−dimensional cuja base é {1, e1, ..., e7}.
Logo, O ∼= R8, ou seja, podemos associar um número de Cayley x = x0+x1e1+...+x7e7

com uma 8−upla (x0, x1, ..., x7), respeitando ainda as operações estabelecidas acima.



C Coeficientes Binomiais Módulo 2

Neste apêndice, veremos uma breve introdução aos coeficientes binomiais 1 para que
possamos enunciar os resultados que serão utilizados neste trabalho sobre coeficientes
binomiais módulo dois.

Inicialmente, lembremos que dados n, k ≥ 0 dois inteiros quaisquer, definimos o co-
eficiente binomial de n na classe k como sendo o número de combinações de n termos
k a k, ou seja, podemos escrever este coeficiente binomial como:

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

A seguir, temos algumas das propriedades dos coeficientes binomiais:

•
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
•
(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
=
(
n
k

)
Com isso, lembrando que 0! = 1, podemos obter que

(
0
1

)
= 0. De fato, pois como(

0
0

)
+
(

0
1

)
=
(

1
1

)
, então 1 +

(
0
1

)
= 1, isto é,

(
0
1

)
= 0.

Um dos resultados mais importantes envolvendo os coeficientes binomiais é o famoso
Teorema Binomial:

Teorema C.1. Para quaisquer x, y ∈ R e para qualquer inteiro n ≥ 0, temos a seguinte
identidade:

(x+ y)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
xn−iyi

Em particular, temos que (1 + x)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
xi. Assim, o coeficiente de xi na

expansão (1 + x)n é
(
n
i

)
, para todo i = 0, ..., n.

1Para mais detalhes sobre coeficientes binomiais, ver ([5], p. 47-67).
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Feitas as condições necessárias sobre coeficientes binomiais, podemos ver os resul-
tados que serão utilizados neste trabalho sobre coeficientes binomiais módulo 2.

Para isto, começaremos com o seguinte:

Proposição C.1. Em Z2[x], temos que (1+x)2r = 1+x2r , para qualquer inteiro r ≥ 1.

Demonstração. Provaremos por indução sobre r ≥ 1. Primeiramente, quando r = 1
temos:

(1 + x)2 = 1 + 2x+ x2 = 1 + x2 em Z2[x].

Agora, suponha que (1 + x)2r−1
= 1 + x2r−1 . Então:

(1 + x)2r = [(1 + x)2]2
r−1

= (1 + x2)2r−1
= 1 + (x2)2r−1

= 1 + x2r em Z2[x].

Portanto, (1 + x)2r = 1 + x2r em Z2[x], para qualquer inteiro r ≥ 1.

Para os próximos resultados, precisaremos das decomposições 2−ádicas de um in-
teiro a ≥ 0 qualquer.

Uma decomposição 2−ádica de a ≥ 0 é a única decomposição do tipo a =
k∑
i=0

ai2
i

para algum inteiro k ≥ 0, onde 0 ≤ ai < 2 para todo i = 0, ..., k. Note que podemos
considerar o mesmo índice k na decomposição 2−ádica de dois inteiros não negativos
quaisquer, pois basta tomar ai e/ou bi iguais a zero quando o termo 2i não aparecer na
decomposição 2−ádica de a e b, respectivamente. Por exemplo:

9 = 1.20 + 0.21 + 0.22 + 1.23

8 = 0.20 + 0.21 + 0.22 + 1.23

7 = 1.20 + 1.21 + 1.22 + 0.23

Observe que o termo a0 é sempre o resto da divisão de a por 2, ou seja, se a é par,
então a0 = 0 e se a é ímpar, então a0 = 1.

Com isso, obtemos os seguintes resultados:

Teorema C.2. Sejam a, b ≥ 0 inteiros quaisquer tais que b ≤ a. Se a =
k∑
i=0

ai2
i e

b =
k∑
i=0

bi2
i são suas decomposições 2−ádicas, então,

(
a
b

)
≡

k∏
i=0

(
ai
bi

)
mod 2.

Demonstração. Inicialmente, observe que o coeficiente de xb na expansão (1+x)a é
(
a
b

)
.

Por outro lado, em Z2[x] temos que:
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(1 + x)a = (1 + x)

k∑
i=0

ai2
i

=
k∏
i=0

(1 + x)2iai

=
k∏
i=0

(1 + x2i)ai

=
k∏
i=0

ai∑
s=0

(
ai
s

)
xs2

i

=
k∏
i=0

(
1 +

(
ai
1

)
x2i + ...+

(
ai
bi

)
xbi2

i

+ ...+ xai2
i

)

Deste modo, como xb = x

k∑
i=0

bi2
i

, então também obtemos que o coeficiente de xb

na expansão (1 + x)a é
k∏
i=0

(
ai
bi

)
.

Portanto, em Z2[x] concluímos que
(
a
b

)
≡

k∏
i=0

(
ai
bi

)
mod 2.

Corolário C.1. Sejam r,m inteiros tais que r ≥ 1 e m é relativamente primo com 2.
Então,

(
2rm
2r

)
≡ m mod 2.

Demonstração. Considere m =
k∑
i=0

mi2
i a expansão 2−ádica de m, onde m0 é o resto

da divisão de m por 2. Então:

2rm = m02r +m12r+1 + ...+mk2
r+k

2r = 2r + 0.2r+1 + ...+ 0.2r+k

Então, segue do Teorema anterior que
(

2rm
2r

)
=
(
m0

1

)(
m1

0

)
...
(
mk
0

)
=
(
m0

1

)
= m0 ≡ m

mod 2.

Corolário C.2. Sejam a, b ≥ 0 inteiros tais que a é par e b é ímpar. Então,
(
a
b

)
≡ 0

mod 2.

Demonstração. Sejam a =
k∑
i=0

ai2
i e b =

k∑
i=0

bi2
i as decomposições 2−ádicas de a e b,

onde a0 = 0 e b0 = 1, uma vez que a é par e b é ímpar.

Então, segue do Teorema anterior que
(
a
b

)
=

k∏
i=0

(
ai
bi

)
=

(
0

1

) k∏
i=1

(
ai
bi

)
≡ 0 mod 2,

pois
(

0
1

)
= 0.




