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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo das equagoes de Navier Stokes incompressivel
com superficie livre e métodos de projecao com uma formulacdo recente denominada
laplaciano superficial. Esta formulacao tem como finalidade uma melhor descricao da forca
de tensao superficial e grandezas, como curvatura e vetores tangencial e normal, descritas
sobre a interface. Assim, uma condicao de tensao normal alternativa é definida, e esta
quando discretizada implicitamente e combinada com o método de projecao, descrevem a
formulacao laplaciano superficial, cuja sua solucao é utilizada como condicoes de contorno
para resolver o sistema de equagoes que descrevem o escoamento.

A nova formulacao destina-se a resolver um sistema tridiagonal de equacoes gerado
sobre a interface, e usar a solucao deste sistema de equacoes como uma condicao de
contorno na superficie livre para o sistema linear da corre¢ao da pressao no interior do
dominio, que é resultante da aplicacao do método de projecao.

A nova equacao que define a condigdo de tensao normal conta com grandezas definidas
na malha euleriana, no contexto Marker-And-Cell (MAC), que devem ser projetadas sobre
a malha lagrangeana e também considera a curvatura e os vetores tangente e normal na
sua descricao, sendo importante um estudo detalhado de geometria diferencial.

Finalmente, variagoes da formulacao laplaciano superficial com tensao superficial para
diferencas finitas sao aplicadas para resolver os testes numéricos da oscilagao da gota e
da gota apoiada que possuem solucao de referéncia, além da simulacao de um problema
com movimento de interface (fountain flow). Nestes testes, concluimos que a variagao
mais precisa e estavel é aquela que aplica uma discretizacao da equacao da tensao normal
utilizando médias de valores alocados na malha MAC.

Palavras-Chave: Condicao de tensdo normal, Tensao superficial, Fluidos newtonianos,
Escoamentos com superficie livre, Formulagao laplaciano superficial.






Abstract

This work presents a study of the Navier-Stokes equations incompressible with free
surface and a projection methods with a recent formulation defined as surface laplacian.
The purpose of this formulation is to improve the description of the force of stress ten-
sion and quantities, as curvature and tangent and normal vectors, present at the interface.
Thus, an alternative normal stress condition is defined, and when this is discretized impli-
citly and combined with the employ of projection method, describe the surface laplacian
formulation, whose solution is used as boundary condition to solve the system of equations
describing the flow.

The new formulation is intended to solve the tridiagonal system of equations generated
at the interface, and to use this solution as a boundary condition at free surface for the
linear system of the pressure correction inside of domain, which results of the application
of the projection method.

The new equation used to define the normal stress condition considers quantities de-
fined in the Eulerian mesh, in the Marker-And-Cell context (MAC), that should be pro-
jected on the Lagrangian mesh. In addition, in the new equation, it is also considered the
influence of the curvature and normal and tangential vectors in your description, so that
a detailed study of differential geometry for this computation is important.

Finally, variations of the surface laplacian formulation for finite differences are applied
for solving numerical tests of the drop oscillation and sessile drop which have reference
solutions, beyond of the simulation of a problem with free surface moving (fountain flow).
In these tests, we concluded that the most accurate and stable variation is the one that
applies a discretization of the normal stress equation using the mean of values in the MAC
mesh.

Keywords: Normal stress condition, Surface tension, Newtonian fluid, Free-surface
Flow, Surface Laplacian Formulation.
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CAPITULO

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

Neste trabalho ¢ realizado o tratamento numeérico de escoamentos incompressiveis de
fluidos newtonianos com superficie livre, descritos por equacoes de Navier-Stokes em co-
ordenadas cartesianas bidimensionais. Fluidos newtonianos sao caracterizados por terem
a viscosidade sempre constante em relacao a taxa de deformacao do fluido, e o fluido é
dito incompressivel quando sua densidade nao se altera ao longo do escoamento, ou sua
variacao pode ser desprezada [11, 20|, a 4gua por exemplo, é um fluido incompressivel.

As equacoes que descrevem o problema sao discretizadas por diferencas finitas, no con-
texto Marker-And-Cell (MAC), como descrito em [16]. Os primeiros estudos que mostram
como ¢é possivel resolver as equagoes de Navier-Stokes para problemas de escoamentos in-
compressiveis, com superficie livre, de maneira desacoplada sao apresentados em diversos
trabalhos, como o de Harlow [16], Chorin em [6, 7], e Temam [37]. A técnica consiste
em aplicar um método de decomposicao que primeiro calcula um campo de pressao in-
termediario explicitamente utilizando um campo de velocidade intermediaria aplicado na
equacgao de conservagao do momento, posteriormente calcula-se os campos de velocidade e
pressao através da projecao e para este tltimo processo ¢ necessario resolver uma equacao
de Poisson.

A anélise de métodos de projecao para solucao numérica das equacoes de Navier-
Stokes, em relacao a aspectos numéricos como estabilidade, taxa de convergéncia, erros
numéricos, ordem de precisao, tratamento das condicoes de contorno, entre outros, podem
ser encontrados nos trabalhos [2, 13].

Dando atencao a outros aspectos no estudo de métodos de projecao, ainda se tem
poucas informacoes sobre, por exemplo, simulagoes com baixos nimeros de Reynolds.
Em [34], os autores tratam de métodos de projecdo para microescoamentos, com baixo
numero de Reynolds (Re << 1), e observando o passo de tempo (dt) percebe-se que ao
combinar um baixo nimero de Reynolds com um largo passo de tempo se desenvolvem
os chamados transientes espurios, que poluem numericamente os campos de velocidade e
pressao.

O tratamento da tensao superficial neste trabalho é importante, uma vez que o estudo
de simulacoes que envolvem efeitos de tensao superficial vem crescendo com o tempo,
dado que em sistemas microscopicos os fenoémenos superficiais sao dominantes e ter si-
mulacoes precisas dependem de uma boa representacao das forcas presentes na interface
que separa os fluidos imisciveis. Os estudos realizados por Buscaglia e Ausas [4] apre-
sentam as interpretacoes fisicas das forcas de tensao superficial, e utilizando formulacao

17



1. Introducao 18

variacional determinam as condigoes da tensao normal para problemas que envolvem ten-
sao superficial, molhamento e capilaridade. O termo laplaciano superficial é apresentado
como um operador definido na interface como nos trabalhos [1, 4, 10, 23, 32|, e fornece
uma importante relacao com a constante de curvatura, que pode ser expressa na condicao
de tensao normal, a qual serd empregada neste trabalho.

Para discretizacao, utiliza-se uma combinacao de malha euleriana, denominada malha
deslocada [11], que permite o armazenamento das incognitas em posi¢oes diferentes para
a aproximacao da solucao das equacoes no interior do dominio, e uma malha lagrangeana
descrita pela formulagao Front-tracking [19, 42|, que separa o dominio em dois, como
liquido e ar, por exemplo, o qual é usado para descrever a interface entre os dois fluidos.
Esta formulacao é utilizada por diversos autores, como em Tryggvason, Scardovelli e
Zaleski [42| e em Prosperetti e Tryggvason [30]. Nestes trabalhos, encontra-se como os
métodos de Front-tracking podem ser aplicados dependendo do problema a ser estudado.
O trabalho de Mangiavancchi et al. [19] mostra como pode ser feito o tratamento numérico
desta formulacao para simulacoes com superficie livre. Ja Oishi, Buscaglia e Cuminato
[25], fazem o uso desta formulagao combinada com a formulacdo do laplaciano superficial
para tratar a condicao de tensdao normal, sem considerar os efeitos de tensao superficial.

Guermond et al. [13], Yang e Prosperetti [47] apresentam métodos que sdo adaptados
de modo adequado para a velocidade estabelecida nas condicoes de contorno, em que a
condicao de tensao normal e tangencial sao prescritas de modo a garantir precisao do
método. Oishi et al. [27] apresentam uma formulagao implicita para o célculo da pressao
na condicao de tensao normal sobre a superficie livre e uma anéalise sobre as restricoes
para a estabilidade. Poux et al. [29] e Dong, Karniadakis e Chryssostomidis [9] propoe
diferentes esquema numérico para equacoes de Navier-Stokes incompressiveis que contribui
para a precisao e ordem de convergéncia da velocidade e pressao combinando métodos de
projecao com condicoes de tracao.

Sussman et al. [36] apresentam um método que utiliza level-set e diferencas finitas
combinados com o célculo implicito da pressao através de métodos de projecao para re-
solver escoamentos de fluidos imisciveis e garante uma precisao de segunda ordem para
problemas com numero de Reynolds mais elevados, fazendo verificacoes da precisao do
método para Re < 1. Pyo e Shen [31] tratam dois novos esquemas que também utilizam
métodos de projecao em simulagoes de escoamentos incompressiveis com densidade varia-
vel, onde sao realizados estudos de convergéncia e estabilidade para a técnica aplicada.
Brown, Cortez e Minion [3] investigam como a interagdo entre formulas de atualiza¢do
da pressao e condicoes numéricas de contorno afetam a ordem de precisao do método e
apresentam um novo esquema de projecao de segunda ordem.

Frente as investigacoes com baixos niimeros de Reynolds e para tratamento da condi-
¢ao de tensao normal como nos trabalhos citados, instiga-se aprofundar estudos e tratar
das dificuldades presentes nesses trabalhos. O tratamento das equagoes para a condicao
de tensao normal a ser empregada neste projeto, baseia-se no trabalho apresentado por
Oishi et al. [25], com a tensdo normal sendo descrita sobre a superficie livre utilizando
formulagao Front-tracking.

A nova formulagao proposta neste trabalho segue o conceito de [25], entretanto, tem
a intengao de tratar problemas com tensao superficial e fundamentar os estudos na for-
mulagao variacional apresentada em [4], buscando tomar todas as grandezas envolvidas
na condicao de tensao normal sobre a interface a fim de resolver o sistema de equacoes
proveniente sobre a malha lagrangeana que descreve a interface, assim, o resultado obtido
para este sistema pode ser aproximado para a malha euleriana e tomado como condicao
de contorno para o sistema a ser resolvido no interior do dominio. Alguns detalhes sobre
o estudo da formulagao variacional [4], sdo apresentados no Apéndice A.
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Tomando o tratamento de tensao superficial combinado com essa formulacao proposta,
como no trabalho de Oishi, Buscaglia e Cuminato [25], se faz necessario utilizar os pontos
que descrevem a interface para aproximar quantidades geométricas, como a curvatura que
estd presente na condigao de contorno de tensdo normal [30, 42]|. Pretende-se apresentar
resultados e relacoes de geometria diferencial que permitem as aproximacoes realizadas
por Mangiavancchi et al. [19] e esta teoria e algoritmos serdo mostrados ao longo deste
trabalho.

Para compreender melhor, sao detalhadamente apresentadas as equacoes envolvidas e
como se dd a manipulacao das mesmas para resolu¢ao numérica do problema.

1.2 Equacoes governantes

Considerando escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos imisciveis, tem-se
o dominio como descrito na Figura. 1.1, onde o fluido A é representado por €2, o fluido
B por )_ e a interface por I, sendo o dominio definido por 2 = Q_ U, UT tendo sua
fronteira descrita por 02 = I's_ UT' U 'y, , para I's_ onde a interface dos dois fluidos
coincidem, I' a interface que separa os fluidos e 'y, para a fronteira do dominio que nao
possui contato com o fluido B.

Fluido B
Q-

Fluido A
Q+

l"S+

Figura 1.1: Representacao a esquerda uma gota livre e a direita uma gota em contato
com a fronteira do dominio.

Quando dois fluidos imisciveis (fluido A e fluido B, como ilustrado na Figura 1.1)
estao em contato existe um efeito de tensao superficial, uma consequéncia do aumento de
energia das moléculas do fluido A sobre a interface, em comparacao com as moléculas de
uma area vizinha dessa molécula do fluido A, o que também ocorre ao observar o fluido
B em relagao a interface e suas moléculas vizinhas [4].

Para escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos imisciveis, o problema via
equacoes de Navier-Stokes no caso bidimensional é apresentado pelas equacoes de conser-
vagao da massa e do momento junto as condigoes de contorno, respectivamente:

—_
—_

e’ et e’ S

V-u=0, xeQ

—
N

p[aa—ltlnLV-(uu)] =V.o+pg, x€)

n-a-ntz—patm—l-%;, xel
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[ S—y
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em que o vetor u =: u(x,t) = (u(x,t),v(x,t)) representa a velocidade, p a densidade do
fluido, g é o campo gravitacional, o é o tensor tensao total definido por

o= —pl+1V, (1.5)

sendo a pressao p = p(x, t), o tensor identidade I e o tensor taxa de deformacao 7V = 2uD,
com D = [Vu + (Vu)'] e p a viscosidade do fluido. Nas condi¢Ges de tenso superficial
formada pelas equacgoes (1.3) e (1.4), n e m sdo os vetores normal e tangencial, respecti-
vamente, & superficie livre, pu.,, é a pressao atmosférica, x é a curvatura da interface e
é a constante de tensao superficial.

Reescrevendo as equagoes na forma adimensional [8, 11|, a equagao do momento (1.2)
passa a ser dada por:

du 1

1
—_ . g 2 R
BT + V- (uu) Vp + Rev u+ a8 (1.6)

O tensor de tensdo total da equacdo (1.5), também deve ser reescrito na sua forma
adimensional, logo a pressao e o tensor taxa de deformacao podem ser escritos na forma
adimensional, respectivamente, como:

.1
=l (1.7)
= Ligut (vuyy, (1.8)

Re
e com o tensor de tensdo total adimensional, a condigao de tensdo normal (1.3) sera:

KR
We’
pUL U

em que Re = S ¢ o numero adimensional de Reynolds, Fr = N ¢ o numero de
g

(1.9)

Il'O"l’lt:

Froude e We = % ¢ o nimero de Weber, considerando as grandezas especificas U como
a velocidade do escoamento, L é o comprimento caracteristico e para a equagao (1.9), a
pressao atmosférica puim,, € considerada nula.

Como a inten¢ao deste trabalho é tratar a condicao de tensao normal empregando uma
nova formulacao que visa resolver o sistema de equagoes sobre a interface e utilizar essa
solucao como dados para a solucao do sistema de equacoes no interior do dominio, se faz
necessario apresentar algumas definicoes relevantes para o desenvolvimento do laplaciano
superficial.

1.3 Estudo de geometria diferencial

Se baseando no trabalho de Oishi, Buscaglia e Cuminato [25], para o tratamento de
tensao superficial combinado com a formulacao laplaciano superficial é necessario utilizar
os pontos que descrevem a interface para aproximar quantidades geométricas, como a
curvatura e os vetores normal e tangente. Para determinar tais grandezas, segue-se o
trabalho de Tenenblat [38] que apresenta resultados e relagoes de geometria diferencial
que permitem as aproximagoes numeéricas realizadas por Mangiavancchi et al. [19].

Ao utilizar a formulacao Front-tracking para as particulas da interface Tryggvason et
al. [42] ressaltam que ¢ necessario determinar como a interface se move ao longo do tempo,
como esta se deforma e como é realizada uma suavizacao nas deformagoes causadas por
aproximacoes numeéricas.
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Como é suposto que ocorra o movimento da superficie livre ao longo do tempo, devido
a velocidade do escoamento, tome a interface descrita por uma parametrizacdo w(s) =
x(s) = (z(s),y(s)), com o parametro s que pertence a um intervalo real (s € B C R), e ao
fim de cada iteracao da simulagao numeérica a condicao x = %—}t‘ = u"*! deve ser resolvida,
com x = (z(s,t),y(s,t)) o vetor posicao da particula marcadora. Para calcular a nova

posicao a derivada é aproximada pela equacgao:
X" = X" 4 Stu(x", ty ). (1.10)

Por vezes, podem aparecer pequenas ondulagoes na interface e ser necessario uma
suavizacao desta. Estas irregularidades surgem devido as aproximagoes numeéricas e um
estudo sobre como é feita a regularizacdo da interface é feito no Apéndice B.

1.3.1 Curvatura

Pretende-se reescrever as equacoes que modelam fluido newtonianos incompressiveis
em escoamentos com superficie livre baseando-se no trabalho de Oishi, Buscaglia e Cumi-
nato [25], e nessa formulagao proposta pelos autores a constante de curvatura esta presente
na condicao de tensao normal, o que leva necessidade de se estudar como a curvatura pode
ser calculada e como é aproximada numericamente com boa precisao.

Ao longo desta se¢do sdo apresentadas propriedades das curvas planas [38] que sdo
significativas para poder definir grandezas exigidas pela formulacao e calcular a curvatura
da interface.

Definicao 1 Seja uma aplicacio oo : IC R — R"™, n > 2 de classe C*, isto €, a € uma
aplicacao diferencidvel cuja derwadas de qualquer ordem sao continuas. A aplica¢do o €

dita uma curva parameltrizada diferencidvel, cujo o traco determinado por a(t) em R* é
dito o trago da curva.

Para ilustrar esta defini¢ao, tome a aplicacdo a(t) = (sen(t),cos(t)) em I = [0,2m).
Observe que a aplicacdo gera uma curva parametrizada diferencidvel em R? e seu traco
coincide com a circunferéncia centrada na origem e com raio unitario.

Definigao 2 Seja at) = (z(t),y(t)) wma aplicagio de I C R em R? uma curva para-
metrizada diferencidvel. O vetor dado por &(ty) = (&(to),y(to)) € dito vetor tangente a
curva o no ponto a(ty) € I, e f(r) = a(ty) + ra(ty), para r € R € dita a reta tangente &
a em afty).

Observacao: uma curva parametrizada diferenciavel é dita regular se Vt € I, &(t) # 0.

Tomando o exemplo anterior, «a(t) = (sen(t),cos(t)) em t € I = [0,27), o pa-
rametro r € R e ty = =, é construida a reta tangente & curva parametrizada com
a(m) = (cos(m), —sen(mw)), como ilustrado na Figura 1.2.

Para melhor compreender como este vetor tangente ¢ dado a partir de uma curva,
Picado [28], faz uma breve abordagem teodrica e geométrica, onde utiliza a defini¢do de
derivada para ilustrar estas definicoes.

Definicao 3 Seja o : [ C R — R™ uma curva regular, tal que para cada to,t, € I, com
tg < tq, satisfaz
t1
[ el =t o,
to

em que ||v]| = /< v,v> € a norma euclidiana, e < v,v > denota o produto interno usual
para v € R", entao a curva regular o € dita parametrizada por comprimento de arco.
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Trago da curva
Reta tangente

D&f 8

05} 8

Figura 1.2: Representacao da curva « e sua reta tangente em ¢ = 7.

Proposicao 1 Uma curva reqular o : I C R — R? estd parametrizada por comprimento
de arco se, e somente se, Vt € I, ||a(t)|| = 1.

Demonstragao. Sejam « uma curva parametrizada por comprimento de arco e ty € 1
fixo e defina uma funcao s : I — R da seguinte forma

dwzlwmwwm

Se ty < t, pela Definicao 3, tem-se

4&=1mewm=t—m

logo, derivando em relacdo a ¢ a igualdade s(t) =t — tg, obtém-se $(t) = 1.
Se ty > t, entao

(1) :/t0||d(x)\|dx:t0—t.

Derivando a igualdade s(t) = t — tg em relacdo a t, obtemos $(t) = 1, e observe que,
5(t) = ||a(t)]|, portanto [|a(t)|| =1, Vt € I.

Agora suponha que uma aplicagdo o : I C R — R verifica a relagao ||a(t)]| = 1.
Aplicando integral a norma ||&(t)|| para ty € I, temos

t t
/ |&(x)|| dx = / dt =t — to,
to to

que satisfaz a Definigao 3. m

Dentre outros resultados importantes para o estudo proposto neste trabalho, seguem
agora as formulas de Frenet para curvas planas, as quais sao aplicadas sobre a superficie
livre do problema.

Defini¢do 4 Dada o uma curva parametrizada por comprimento de arco, define-se k(t) =
| (t)]| como a curvatura de o no ponto a(t).
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Proposicao 2 Seja o : I C R — R? uma curva reqular, entio parat € I vale

et aa)]
"0 = P

Em que &(t) € a derivada de primeira ordem em relagdo ao pardmetro t e é(t) € a derivada
de sequnda ordem da curva o em relagao ao parametro t.

(1.11)

Demonstracao. Tome o : I C R — R? e 8 : J — R? uma reparametrizacio por
comprimento de arco de o e uma mudanca de parametro s : I — J. Escrevendo a funcao
regular como composicao das fungoes de reparametrizacao e mudanca de parametro, o =
£ o s, obtém-se

a(t) = B(s(1))5(t) e (1.12)
a(t) = Bls(1)5(t) + B(s(t))3(2) (1.13)
Entao,
alt) nale) = (1) (B) A (D)) (1.14)
aplicando a norma euclidiana em (1.14),
la(t) A c@)ll = 15O PIBE B @) (1.15)

Pela Proposicao 1, ||3(s(t))|| = 1, logo aplicando este resultado na equacio (1.12)
normalizada, tem-se |$(t)| = ||c(t)||. Pela Defini¢do 4, x(s(t)) = ||5(s(t))]||, uma vez que
a curvatura ¢ a mesma independente da parametrizacao da curva. Entao, manipulando
(1.15),
[lau(t) A a(t)]]
k() GOF (1.16)
]
A seguir, um resultado equivalente no caso de uma curva regular, nao necessariamente
parametrizada por comprimento de arco e uma forma mais usual para a curvatura, ainda
analogo a Proposigao 2.

Proposigao 3 Seja a(t) = (z(t),y(t)), t € I, uma curva reqular. Entdo considere

GUH0) ey (90,60
AOEETOE NEOEEToR

a curvatura no ponto t € dada por:

m(t) =

Demonstracdo. Seja ¢(s) uma reparametrizacao da curva «(t) por comprimento de
arco com parametro s € I, e considere ¢(s(t)) = w(s). Derivando esta relacao:

dé d
££ = &(s), (1.17)

derivando agora a expressao (1.17):

dPpda  do d*a

da?ds " da ds?

= i(s). (1.18)
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Como foi feita uma reparametrizacao, entao

2=l = V< &), s) >, (1.19)

e derivando novamente,

Poa  1<w>4+<w,d> <ow>

1.20
ds> 2 |w| |w| (1.20)
Das equagoes (1.17) e (1.19), obtém-se
J : ..
R Y E—Y (1.21)

da ol i+

com m(s) o vetor tangente a curva normalizado, e assim é possivel tomar o vetor normal
pela definicdo como anteriormente:

(_ya x) )

Como m(s) ¢ unitéario, sua derivada é ortogonal a m(s), assim m(s) proporcional ao
vetor normal n(s). Denotando esta propor¢ao por x(s), chama-se de curvatura de w no
ponto s [38], ou seja,

n(s) = (1.22)

m(s) = k(s)n(s) (1.23)
Desenvolvendo a relagao de proporcao entre os vetores tangente e normal:
k(s) =< m(s), n(s) >=<w(s), (=y(s), z(s)) >, (1.24)
portanto,
k= —i(s)y(s) + §(s)i(s). (1.25)
O mesmo se verifica para o vetor normal, sua derivada é ortogonal a n(s) e vale a
relagao n(s) = —k(s)m(s). De fato,

k=<n(s),m(s) >= —ij(s)x(s) + £(s)y(s). (1.26)

Utilizando esta relacao procede-se da seguinte forma:

wla(s) = (G2n). (1.27)

logo, .
Ty — T
5) =04 (1.28)
(22 +9?)2
Para simplificar a escrita, podendo escrever y = f(x) uma fun¢do bem definida nos
pontos sobre a interface onde é calculada a curvatura, entao

o = 210) G @) (1.29)

(4% + f)

f(?f)
(1+ f(x))2

. (1.30)

K =
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m
Por exemplo, tomando uma circunferéncia de raio r definida por a,.(t) = (r sen(t), r cos(t)),
para t € [0,27]. A curvatura pela equagao (1.28) é

K(t) = = =, (1.31)

T — iy —12(cos*(t) + sen?(t)) 1
(2249 ) (r sen?(t) + 7‘0032(75))% r

bem como é conhecido.

Uma vez definido o vetor tangente e a curvatura, determina-se um vetor normal tal
que este seja ortogonal ao vetor tangente e formem uma base de R2. Considere a curva
regular parametrizada por comprimento de arco a(t) = (z(t),y(t)), comt € I C R, e 0
vetor unitario m = &(t) = (@(t),y(t)). Dado o vetor normal n = (n, ny), busca-se que
este seja ortogonal ao vetor tangente, entao

<a(t),n>=0 (1.32)
& < (z(t),y(t)), (n1,n9) >=0 (1.33)
= (n1,n9) = (—=y(t), z(¢)). (1.35)
Observe que n também possui norma igual a 1, ||ln|| = /92(t) + 2%(¢t) = [|a(®)| =

1. Para verificar que estes vetores sao uma base, deve-se conferir se sao linearmente
independente (LI), escrevendo

ai(z,9) + a(—y, &) =0 (1.36)
A equagao (1.36) pode ser reescrita da seguinte forma

ali - CLQZ'J =0 (1 37)
alg) + Clz.i' =0 .

Resolvendo o sistema (1.37), obtém-se a; = as = 0, portanto {m,n} é um conjunto
de vetores LI. Para verificar se sdo geradores de R?, tome (x,y) um vetor qualquer deste
espaco, e escrevendo este vetor como combinacgao linear dos vetores linearmente indepen-
dentes.

(x,y) = aym + azn, (1.38)

reescrevendo o seguinte sistema

T = a1T — asy,
Ty (1.39)
Y = a1y + ax.

Resolvendo este sistema, e desde que x # 0, tem-se que os vetores sao geradores. Portanto
{m,n} é dito um referencial de Frenet. Assim, os resultados apresentados sao suficientes
para poder tratar as equacoes governantes a serem discretizadas na malha representada
pela Figura 2.6.






CAPITULO

2

Condicao de tensao normal em
escoamentos com superficie livre via
formulacao laplaciano superficial

Para a formulacao proposta neste trabalho é necessario apresentar alguns conceitos
importante para a construcao do mesmo. Fundamentando esta parte do estudo, sao estu-
dados trabalhos que apresentam propriedades e técnicas importantes que serao utilizadas,
[19, 25, 30, 42].

2.1 Conceitos basicos

Ao resolver as equacoes de Navier-Stokes sobre a interface é importante compreender
como os operadores diferenciais sao descritos na interface, assim define-se um método de
projecao de fungoes e vetores que auxiliardo nas demais definigoes. Buscaglia e Ausas [4],
apresentam um estudo de formulacao variacional onde se emprega uma técnica eficiente
de projecao dos pontos da malha lagrangeana ( que descreve a interface) para a malha
euleriana que se utiliza no restante do dominio. Qutro método muito utilizado para tratar
as projecoes de diferentes quantidades da interface para a malha euleriana ¢ o método
denominado closest point method [33], ou método do ponto mais proximo. A seguir sao
apresentadas definicoes e propriedades que permitem a manipulacao das equacoes nas
diferentes malhas.

Defini¢ao 5 Seja llp(z) uma aplicacio de uma regiago D C 2 sobre a inlerface, que

projeta um ponto x € D em um ponto pertencente a I', em que I" representa a interface
como tlustrado na Figura 1.1, e coincide com um ponto da superficie mais proximo de x,

[Ir(z) = arg (min |y — :1:||) : zeD
yel’

em que ¢ assumido que I' seja reqular o suficiente para que o vetor normal unitdrio n
esteja definido em todos seus pontos e que, a regiao volumétrica finita D D T' € tal que
seja posstvel definir um inico valor r(x) para cada regido.

A regidao D, ilustrada na Figura 2.1, representa uma faixa em torno da interface entre
os fluidos, e é tal que as propriedades necessirias para resolver o sistema de equacoes

27
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Figura 2.1: Representacao da regiao D e a projecao de um ponto x sobre a interface I'.

(1.1) — (1.4), estdo bem definidas. Para determinar o conjunto dos pontos que definem a
regiao D, assuma que existe ¢ > 0, tal que

D={xeR* x=y+an(y), y €Tl ela| <d}, (2.1)

isto é, aregiao D é o conjunto dos pontos fora da interface, onde estes pontos sao seleciona-
dos a partir do ponto y = Ilp(x), somado uma quantidade pequena, an(y), proporcional
ao vetor normal que parte do ponto y sobre a interface. Tendo que para algum ponto
x pertencente a regiao D a sua projecao é dada pelo ponto sobre a interface que esti a
menor distancia de x, e por resultados de geometria analitica, sabe-se que o ponto que
tem a menor distancia é o que se da pelo encontro da reta perpendicular a curva e passa
por X e a curva que descreve a interface, de modo que a correspondéncia entre x e y é
unica, considerando um escalar a.
Veja que é possivel relacionar uma funcgao distancia ¢ com a projecao normal realizada
por IIp(x), sendo
¢(x) = (x —IIp(x)) - n. (2.2)
Observe que R? é um espaco vetorial normado com a métrica induzida pela norma
euclidiana, n é um vetor unitario em um ponto Ilr(x) € I' e decorrente da Defini¢ao 5,
a menor distancia entre IIp(x) e x esta sobre o vetor normal que passa por estes pontos,
entdo, calcular ¢(x) é o mesmo que calcular a norma euclidiana entre estes pontos, isto é

¢(x) = lx = Tr(x) | = /(21 — 1) + (22 — 92)*, (2.3)

para x = (21, 22) e IIp(x) = (y1,¥2). Aplicando o gradiente na equagao (2.3):

Vo(x) = <5¢(X) 6¢(x)) _ ( T1— Ty — Yo ) | (2.4)

oy T~ TG T~ T (o]
logo,
g Vo(x) = ) (2.5)
o]~ ) |

em que n(x) representa o vetor com origem em x e extremidade em Ilp(x), que é o
mesmo que ter o vetor normal projetado de x € D em IIp(x) € I'. Portanto da equagao
(2.2), e das relacdes provenientes de geometria analitica, podem ser obtidas as seguintes
igualdades

Vo(x) = (x) (2.6)

IIp(x) = x — ¢(x)n(Ilr(x)). (2.7)
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Definicao 6 A extensdo de uma funcao f definida em I', é a definicdao de novos valores
a esta funcao em uma regiago diferente do dominio de f. Assim a extensao normal de f
€ dada por

f(x) =: f(Ip(z)), =xel.

Observe que a Definigao 6 é vialida também para extensao de vetores ou tensores de
qualquer ordem, como cita Buscaglia e Ausas [4] e Montefuscolo [23]. Note que para cada,
x € D, a extensdo v(x) para x é feita por transporte de v(x) = v(IIp(x)) paralelo a este
mesmo vetor e na dire¢do normal a partir do ponto IIp(x) para o ponto x, como ilustrado
na Figura 2.2.

Figura 2.2: Projecao do vetor velocidade v(x).

Com base nas extensoes apresentadas, sao definidos operadores diferenciais sobre a
interface. Comecgando pela definicao do operador gradiente.

Definicao 7 Seja a funcao definida f : D — R2, o gradiente de superficie denotado por
Vr € dado por: A
Vrf(z) = Vf(z), rzel

que também pode ser escrita como Vrf(z) = P(z)- Vf(x), em que P ¢ a matriz de
projecao (P=1;— n® n).

Seguindo a Definicao 7, aplicar o gradiente de superficie a uma funcao é definido
como o gradiente convencional sobre a dada fungao projetada sobre a interface I, e apli-
cada sobre pontos x € I'. O produto definido pelo operador ® é dito produto diddico,
equivalente a multiplicacdo matricial u ® v = uv”, para u,v € R?!, d a dimensio do
espaco.

A mesma notagdo pode ser aplicada para campos vetoriais, por exemplo, Vrv(x)
Vv(x), que por sua vez, pela Defini¢ao 6, também é equivalente a escrever Vrv(x)
Vv (Ilp(x)). R

No caso em que f(x) = f(x), isto é, f(x) = f(IIr(x)), entdo a matriz de projecao
coincide com a matriz identidade, P = I, ou seja, x = IIp(x). Lembrando que a mesma
definicao é valida para campos vetoriais e tensores.

Definicao 8 Seja v um campo vetorial definido v : I' — R2, definimos o divergente
superficial do campo vetorial v como sendo

|
N
>

on  da
vp-vzpzvfu:tr(w):tr(% @)
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em que tr(-) representa o traco de uma matriz. Tal que v = v(x) = (u(x),0(x)), €
a extensao do vetor v para a regiao D, dada pela equagio (2.1), lembrando a nota¢io
proposta na Defini¢gdo 6, v(x) = v(Ilp(x)).

O produto definido por dois pontos ( : ), chama-se dupla contracdo, que para dois
tensores A e B ¢ feito A : B = ir(AB") e propriedades podem ser encontradas nos
trabalhos [32, 42|. O operador Vr referido nas Defini¢Ges 7 e 8, ¢ denominado como
derivada tangencial |4], como exemplificado a seguir e ilustrado na Figura 2.3.

Agora, por resultados de geometria, sabe-se que a curvatura pode ser expressa em
termos da combinacao das formas fundamentais ou invariantes principais, assim como
o comprimento ou area de um elemento. Vamos definir agora um tensor de ordem 2
utilizando os operadores diferenciais e vamos comparar os resultados obtidos que envolvem
as curvaturas. Dessa forma, tome

H = VFII, (28)

onde H € M3(R) e n = (ny,n9,n3)7. Pela equagio (2.6), temos que este ¢ um tensor
simétrico pois

on;  0%¢;

Z; ;0
Observe que o tensor H € M;(R) possui as derivadas de segunda ordem de uma
fungao escalar que satisfazem o Teorema de Schwarz [18], a?jai = ;;gy logo, o tensor sera

simétrico.

Se o gradiente de superficie é tangente a interface, como ilustrado pela Figura 2.3,
entao este gradiente é ortogonal ao vetor normal a essa interface [4, 5, 32|, assim pela
constru¢ao podemos concluir que se verifica a expressao Hn = (Vrn)n = (Va)n = 0,
e ainda, pela definicao de um problema de autovetor e autovalor, n é um autovetor do
tensor H definido associado a um autovalor nulo.

o(S)

V V(I (%)

Figura 2.3: Tlustracao do gradiente superficial de um vetor v(Ilp)(x).

Tendo estas consideracoes vamos definir os invariantes do tensor H como pode ser
encontrado no trabalho de Gurtin et al. [15].

Para introduzir os invariantes principais de uma matriz A quadrada de ordem 3,
partimos das relacoes entre os coeficientes do polinémio caracteristico da matriz e suas
raizes, A3 — I1(A)\? + I,(A)\ — I3(A) = 0, tendo

L(A) = tr(A), (2.10)
L(A) — %[trQ(A)—tr(A2)], (2.11)

L(A) = det(A). (2.12)
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No caso em que a matriz A seja simétrica, ela pode ser diagonalizavel através de
uma matriz ortogonal Q, da forma Q'AQ = D, sendo possivel calcular os invariantes
principais a partir dos autovalores da matriz, que note que como A € M3(R) temos trés
autovalores, permitindo escrevermos

L(A) = M+ X+ A3, (2.13)
L(A) = MAs+ Az + Mg, (2.14)
I;(A) = AXo)s. (2.15)

Aplicando estas propriedades ao tensor H que definimos em (2.8), os autovalores
K1(X) e ko(x) sdo chamados de curvaturas principais e o terceiro autovalor, como foi visto

anteriormente, ¢ nulo. Logo, através das equagoes (2.10) — (2.15), os invariantes do tensor
H sao

L(H) = tr(H) = k1 + Ko, (2.16)
L(H) — %[trQ(H)—tr(Hz)}—m@, (2.17)
L(H) = det(H) = 0. (2.18)

Como citado por Gurtin et al. [15], cada Ix(H), com k = 1,23, é dito invariante
principal pois satisfazem

I(H) = I,(QHQ"), (2.19)

para todo Q ortogonal, as igualdades sao as mesmas em qualquer sistema de coordenadas
cartesianas e I; e I, podem ser verificadas fazendo o desenvolvimento algébrico para
matrizes de ordem n, tendo que, como Q é ortogonal temos QQ' = I;. Ja para a
terceira invariante I3, utilizamos propriedades dos determinantes, tendo I3(QHQ') =
det(Q) det(H) det(Q") = det(H).

A invariante I; é dito curvatura média e I, a curvatura Gaussiana. Observe que a
curvatura média k = k1 + Ko é 0 traco do tensor, portanto

ony;  Ong n Ons

H:H11+H22+H33:ax+ay 97

(2.20)

que toma n(x) = (n1(x), n2(x), n3(x)), e que parte da construgao do tensor e que permite
escrever a curvatura média como k = V - n, com n = n(Ilp(x)), ou de modo equivalente,
x = Vr - n, para n o versor normal que parte do ponto x.

Seguindo a definicao dos operadores, vamos definir agora o laplaciano superficial ou
operador Laplace-Beltrami [1, 10].

Definicao 9 Seja f : I' — R uma fungao diferencidvel e um ponto q € I, o laplaciano
superficial de f € dado por
Arf =Vif=Vr-Vrf. (2.21)

Para I(x) uma extensdo da funco identidade I(x) em uma vizinhanca de T, isto ¢,
em que x € D, com D a regiao definida por (2.1), prova-se que Arl = —kn.

Lema 1 Considere uma funcao identidade I;(x) e denotando por I, a extensio normal
destes valores em I'. Entao sao satisfeitas as sequintes propriedades:

I(z) = Tp(z), rcD (2.22)

Arly(z) = Vily(z) = —kn. (2.24)
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Demonstracao.

A igualdade (2.22), representa a fungdo de projecio da Defini¢ao 5, logo podemos
escrever I;(x) = x, IIp(x) = x — ¢(x)A(x) e como a funcdo distancia ¢(x) = 0 parax € T,
entao Iy = IIp(x).

Para verificar a igualdade (2.23), em notacao indicial, fazemos:

(Vrla)ij = (V1) = gi; (2.25)
em que I; = x; — ¢n;, e fazendo a substituicao
(Vrly)i = 0ij — g—iﬁz (2.26)
e como V¢ = 1 pela equagao (2.6), entao g—i = n;, logo
(Vrla)s = 055 — 1jiy (2.27)
Demonstrando assim que:
Vil =T—-n®n. (2.28)

Para demonstrar a igualdade (2.24), vamos aplicar o divergente superficial na expressao
obtida em (2.27)

on; .
(Ap)ij = (VF . VFId)ij = a—nz (229)
T
Pela equagao em que definimos a curvatura (2.20), concluimos que Arl; = —xkn. =

2.2 Aplicacao na formulacao MAC

Seja o dominio sobre a malha euleriana com suas células classificadas por [S] para
as células onde passa a interface (células SURFACE), de forma que se tenha ao menos
uma célula adjacente vazia ( células EMPTY, que estdo representadas pelas células em
branco na Figura 2.4), e para as células que contém fluido, denotamos por [F|, células
que determinam parede e injetor sao denominadas, respectivamente, [B| e [I| (células
BOUNDARY e INFLOW) como ilustrado na Figura 2.4.

Para a discretizacao de um problema bidimensional, toma-se um dominio euleriano
onde sao discretizadas as equagoes governantes por diferencas finitas no contexto Marker-
and-cell (MAC) [16], considerando uma malha deslocada sempre fixa [11] para a discre-
tizacao das equacoes que modelam o problema, onde o dominio é dividido em células
retangulares de comprimento Az e altura Ay. Nessa malha a primeira componente da
velocidade u é aproximada nas faces verticais, a segunda componente, v, da velocidade é
aproximada nas faces horizontais e as demais grandezas, como a pressao, sao aproximadas
no centro da célula como ilustrado na Figura 2.5.

Na superficie livre utiliza-se a formulacao lagrangeana para as particulas da interface,
como ilustrado na Figura 2.6 e justificado por Prosperetti e Tryggvason [30]. A formula-
cao front-tracking permite separar o dominio em dois, como no caso em que tratamos de
superficie livre separa-se, liquido e ar, sob um dominio cartesiano fixo onde pode ser utili-
zada uma malha deslocada e que sera utilizado para discretizar as equagoes que modelam
o problema, e uma malha movel, dita lagrangeana, o qual é usada para descrever a inter-
face entre liquido e ar e discretizar as equacoes para a formulacao laplaciano superficial.
Tryggvason, Scardovelli e Zaleski [42] e Prosperetti e Tryggvason [30], apresentam como
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Figura 2.4: Denominagao das células em uma malha euleriana
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Figura 2.5: Representacao de uma célula do tipo MAC no ponto 7, j, com as velocidades
e pressao, denotadas respectivamente, sobre as faces e no centro.

os métodos de front-tracking podem ser aplicados dependendo do problema a ser estu-
dado. Em Mangiavancchi et al. [19], mostra-se como pode ser feito o tratamento numérico
desta formulacao para simulagbes com superficie livre, e em Villar [44], utiliza um mé-
todo hibrido front-tracking/front-capturing e formulagao lagrangeana para escoamentos
bifésicos.

Mangiavancchi et al. [19] consideram diversas particulas que sdo utilizados para des-
crever a interface. A cada ciclo numérico os pontos da interface sao ajustados para a
movimentacao da superficie livre, grandezas geométricas como a curvatura sao determi-
nadas utilizando método dos minimos quadrados e funcoes sao inseridas para remover
pequenas ondulagoes que podem ocorrer em um processo numMeérico.
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Seguindo este mesmo procedimento, considere um escoamento com superficie livre em
que a interface entre o liquido (fluido A) e o ar (fluido B) é descrita por particulas mar-
cadoras conectadas por pequenos segmentos de reta que se movem junto ao escoamento,
como na Figura 2.6.

N
\
Fluido A Fluido B \
Particulas )
marcadoras
(a) Representacdo da interface entre os fluidos (b) Esboco das malhas euleriana e lagrangeana
por front-tracking. para a discretizacao proposta.

Figura 2.6: Esboco da representacao de um escoamento com superficie livre.

Agora, sobre estas malhas, apresenta-se como sao determinados os vetores tangente e
normal, a curvatura, como sao considerados os operadores diferenciais e como é realizada
a aproximacao destes sobre a interface utilizando as informacoes guardadas apenas na
malha deslocada.

2.2.1 Aproximagao da curvatura

A curvatura da superficie livre é calculada em cada célula do tipo [S], e em cada célula
deve ser estimada uma curva que melhor se encaixa sobre as particulas da superficie nesta
célula. Para usar uma aproximacao que seja eficiente para regides onde a curvatura é
quase constante e para regioes onde os pontos apresentam uma certa dispersao em torno de
uma curva regular, uma aproximagao polinomial quadratica apresenta resultados precisos
e entao ¢ a aproximacao que sera utilizada.

Fixando uma medida prescrita, e denotando por x. o ponto no centro de uma dada
célula [S], em um dado nivel de tempo t do calculo e seja M o ntimero de particulas
virtuais sobre a superficie livre na célula [S|, que descrevem a malha lagrangeana, em uma
vizinhanga definida pela distancia prescrita. Cada particula tera a posi¢ao x; = (x4, y;),
parai=1,..., M.

Primeiro, determina-se a reta normal & superficie na célula [S], estimando por uma
reta que melhor aproxima a posicao das particulas em uma vizinhanca do centro da célula.
Resolvendo por minimos quadrados a equacao da forma zix; + 25 = y; para cada ponto
x;, com ¢ = 1,..., M que fornece o seguinte sistema:

T121+ 22 =Y
Toz1 + 22 = Yo

(2.30)

Tp21 + 22 = Ym

que pode ser escrito na forma matricial Az = y, com os coeficientes z; e 2, sendo incognitas
e A uma matriz nao quadrada. Resolvendo o sistema equivalente A’ Az = A'y, encontram-
se os coeficientes da equacao da reta e determina-se o vetor normal. Entao escrevendo
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F(z,y) = 212 — y + 29, calcula-se seu gradiente, VF = (21, —1) que tem a mesma dire¢ao
do vetor normal a superficie. Normalizando este vetor:

Z1 —1
n= , . 2.31
<\/zf+1 \/zf+1) (2:31)

Observacao 1 Caso a matriz dos coeficientes seja singular, isto €, caso nao seja inver-
stvel a melhor aprorimacao € uma reta dada por uma constante, como por exemplo x = c,
e assim o vetor normal serd (1,0). Para os demais casos resolvemos o sistema por algum
método numérico.

Tendo calculado o vetor normal a superficie, facilmente obtém-se o vetor tangente

! o (2.32)
m = , , .
V41 /2 +1
e procede-se para a aproximacgao da curvatura. Primeiramente ¢ preciso rotacionar e
transladar o sistema de coordenadas (x,y), de tal forma que o novo eixo de coordenada n

tenha a mesma direcao e sentido do vetor normal e passe através do centro da célula x.,
como ilustrado na Figura 2.7.

Figura 2.7: Representacao do traco da curva w(s) e seus vetores normal e tangecial sobre
a malha euleriana.

Esta mudanca de coordenadas pode ser representada por:
f - (JJ - Ic)ny - (y - yc)nxa (233)

n= (Z‘ - xc)nac - (y - yc)ny' (234)

Fazendo uma aproximacao quadrética para estimar a curvatura, escreve-se uma funcao

da forma n = ayé? + a,€ + ag para cada particula sobre a superficie dentro da medida

fixada no inicio deste processo. Entao para cada x;, ¢ = 1,..., M tém-se uma equagcao,
fornecendo o seguinte sistema:

aséi + a&y +ag =m

asés + ar&y + ag = Mo (2.35)

aslt, + ar&ar + ap = nur
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e resolvendo por minimos quadrados o sistema, sdao determinados os coeficientes ag, a;
e ay que descrevem a parabola. Além disso, escrevendo n = f(£) = a26% + a1€ + ay, e
seguindo o estudo da se¢ao 1.3.1, e segundo a equagao (1.30), a curvatura é escrita como

N { (SN 20, . (2.36)

(1 + f('é‘))3 [+ (2a26 + a1)?]?

Para determinar o sinal da curvatura, uma vez que os coeficientes e &, i =1,..., M
sao conhecidos, seu sinal é determinado perante o resultado do produto interno entre o
vetor normal n calculado por (2.31) e o vetor normal n*, que é determinado a “grosso
modo”, se baseando na classificagdo das células da discretizagao, tendo células [S] por
onde se tem a superficie livre, [F| para células que possuem fluido e [B] denotando células
no contorno rigido. Por exemplo, o vetor normal ao centro da célula que aponta para fora
do fluido e na direcdo paralela ao eixo x é tomado como n* = (1,0)%, sendo o caso em que
a célula do tipo [S] anterior e posterior se encontram, respectivamente, acima e a baixo
da célula a qual se encontra a discretizacao e a célula a esquerda é do tipo [F|.

No caso de n-n* < 0 os sinais do vetor normal n e da curvatura x devem ser alterados,
caso contrario, se mantém o sinal obtido nas aproximagdes, assim como descrito em [19].

2.2.2 Algoritmo para a aproximac¢ao numérica da curvatura

Para fazer o calculo da curvatura considere uma matriz onde serd armazenada para
cada célula os coeficientes necessarios para a aproximacao da parabola, os vetores tangen-
cial e normal, e finalmente a curvatura.

e Passo 1: primeiro percorre-se todas as células da malha por onde passa a interface,
células do tipo [S], zerando os elementos da matriz e calculando os coeficientes da
matriz de aproximacao via método dos minimos quadrados para cada célula.

e Passo 2: o vetor normal é calculado no centro de cada célula, sendo estimado a
partir das suas células vizinhas e a aproximacao do vetor normal sobre a superficie
por (2.31).

e Passo 3: ¢é verificado se o nimero de particulas contabilizado para cada célula
dentro da medida prescrita, é suficiente para fazer uma aproximagao quadratica,
isto é, se tivermos apenas dois ou menos pontos computados a aproximacao para a
curvatura é zero, caso contrario resolve-se o sistema (2.35) e tal como descrito pela
igualdade (2.36).

e Passo 4: por fim, verifica-se o sinal da curvatura pelo sinal resultante do produto
entre os vetores normal calculado no centro da célula e o calculado sobre a superficie.

Para verificar este codigo, no Capitulo 4, sao apresentados os testes numéricos reali-
zados e os resultados obtidos.

2.2.3 Demais aproximacoes sobre a interface

Seja w(s) uma curva parametrizada por comprimento de arco que descreve a interface
I' e x. um ponto armazenado no centro da célula de coordenadas i,j, como ilustrado
na Figura 2.8. Para poder utilizar a proje¢ao normal apresentada na Definicao 5, é
necessario conhecer o vetor normal pelo menos no centro da célula ¢, 7 e conhecer a menor
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distancia entre o ponto no centro da célula e a curva, que é representada na Figura 2.8
por s, entao define-se agora uma regiao D entorno da interface, como feito anteriormente
na secao 2.1, mas sobre a célula do tipo MAC, representada na Figura 2.8.

Vij+172
O
o(s)
D Xo o Ujt1/2,j
ds

<

Figura 2.8: Projecao de um ponto do centro da célula sobre a interface.

O vetor normal é calculado pelo algoritmo ja implementado e apresentado na secao
2.2.1. Para o seu célculo é considerada uma medida prescrita dpcsc, que é utilizada para
determinar uma regiao circular centrada em x. de uma célula [S] no nivel i, j. Supondo que
estejam compreendidas M particulas marcadoras nesta regiao circular, utiliza-se o método
de minimos quadrados para aproximar a interface pela fungdo F(x,y) (representada pela
reta r na Figura 2.9) e por fim, calculando o gradiente da equagao obtida determina-se o
vetor normal.

Observe que, ao fazer a construcao do vetor normal, obtém-se um segmento de reta
com seus extremos sob uma circunferéncia de raio dp,.s. € centro em x, como ilustrado na
Figura 2.9. Entao para determinar o ponto sobre a interface de menor distancia de x. basta
determinar o ponto médio do segmento de reta obtido. Considerando que os extremos
desse segmento podem ser tomados como sendo os pontos x; = (x1,y1) € Xpr = (Tar, Ynr),
0 ponto médio serd x,, = (BLIL UMY

Por resultados de geometria, o segmento tomado é perpendicular ao raio da circunfe-
réncia e se intersectam sobre o ponto médio do segmento de reta, dessa forma, o vetor
normal calculado esta definido sobre o ponto médio x,, e passa por X..

Note que quanto mais refinada a malha, mais préximo o segmento de reta estara da
interface, dessa forma, o ponto médio x,, serd o que possui a menor distancia do centro
da célula, e o qual seré utilizado como projecao de x. sobre a interface.

Em alguns casos, como quando a interface na célula analisada se aproxima de uma
reta horizontal, o ponto da interface que é a melhor aproximacao pode ser obtido fazendo
a média entre as coordenadas x;, [ = 1,..., M, e obtendo sua respectiva ordenada y;, para
um namero M de particulas compreendidas uma distancia prescrita do centro da célula,
[19]. Neste caso podemos ter a distancia entre os ponto X, = (Z¢,Ye) € X = (Tin, Ym)
dada por

D(%e,%Xm) = V/(Te — Tn)? + (Ye — Ym)? (2.37)

Também pode-se utilizar a reta r dada por y = ax + b, que é calculada por minimos
quadrados pelo sistema (2.30), para se determinar o vetor normal. Com esta reta a
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Figura 2.9: Esboco para a determinagao do ponto médio.

distancia do centro da célula a reta é
c Ye b
D(x.,7) = —\am Ye + 0]
Vi +yl

Logo, para determinar a projecao do ponto x. sobre a interface, utiliza-se a expressao
(2.7), obtendo

(2.38)

Ir(x.) = x. — ds n(IIp(x.)), (2.39)

em que ds assume o papel da funcao distancia ¢ calculada entre o ponto x. e sua projecao
sobre a interface.

Ao aplicar o teorema da decomposi¢ao de Helmhotz-Hodge [8], ao vetor u, considera-se
um campo vetorial intermediario u e uma funcao escalar 1, tal que:

u=u- Vv, (2.40)
mas para estender esta decomposicao a interface, define-se:

Defini¢ao 10 Seja u = (u,v) um campo vetorial que pertence a faiza em torno da inter-
face definida por D. A velocidade projetada uy = o = (4, 0) ilustrada na Figura 2.10, onde
toma-se uy = U e vy = U para nao sobrecarregar a nota¢do, é decomposta nas componentes
tangencial e normal a interface, respectivamente:

Uy = UMy, + VM, (2.41)

Up, = UMy + V[N, (2.42)

para m = (my,my) € n= (ng,n,).

Entao, é possivel aplicar o teorema da decomposicao as componentes tangencial e
normal do campo vetorial u que estao definidos sobre a interface. Entretanto, o gradiente
da funcao ¥ nao esta definido sobre a interface, e para tal é preciso aplicar o gradiente
a funcao i projetada a interface, isto ¢, fazer Vz@, que também podemos denotar por
Vr(¢), como visto na Definicao 7.

Observe que ao tomar a equacao (2.40), com as grandezas ja projetadas sobre a inter-
face, e multiplica-la pelo vetor tangente m, obtemos
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Figura 2.10: Velocidade u; projetada sobre a interface em uma célula do tipo MAC.

u;-m=1; -m— (V¢) m, (2.43)

e por definicao, (Viﬂ) -m ¢ dita derivada direcional de ¥ na dire¢ao tangencial a interface,

m. Entao define-se o gradiente da fungao escalar sobre a interface sendo dada a partir da
derivada direcional.

Definicao 11 Seja w a curva parametrizada por comprimento de arco, com pardmetro

s € R, entao o gradiente superficial na direcao do vetor tangente a curva de uma fung¢ao
escalar 1, € dado por:

~

di
VY = Is (2.44)
Entao é possivel escrever a decomposicao de Helmhotz-Hodge, para a velocidade tan-
gencial da seguinte forma:
.
U = U — —
Se a derivada direcional for aplicada novamente ao gradiente superficial da Definicao
11, entao teremos o laplaciano superficial.

(2.45)

Definicao 12 O laplaciano superficial a partir do Lema 1 serd representado para a
funcao escalar 1 como sendo:

d?1)
Vi = s (2.46)

2.3 Forma alternativa para definir a condicao de tensao
normal

Considerando as equagoes de Navier-Stokes que modelam fluidos newtonianos e in-
compressiveis em escoamentos com superficie livre, o problema pode ser resolvido pela
discretizacao por diferencas finitas no interior do dominio, considerando a condicao de
contorno na superficie livre reescrita de uma forma equivalente, porém consistente com
o tratamento dos operadores sobre a interface. As equagoes (1.4) e (1.9) provém do
tratamento da interface, na regiao delimitada entre o fluido e o ar, de escoamentos incom-
pressiveis. Como encontra-se em Tryggvason et al. [42] e em Prosperetti e Tryggvason
[30], baseando-se nos conceitos fisicos, é importante ter uma condi¢ao para a superficie
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livre que descreva bem os efeitos sobre esta, pois nessa regiao ha um salto ou variagao
de energia uma vez que os fluidos sao imisciveis, e existe uma influéncia das propriedades
que sao postas na superficie livre para o célculo no interior do dominio.

Considere a superficie livre como uma curva regular w parametrizada por comprimento
de arco ( w(s) = (@(s),y(s))), com m(s) = (my(s),my(s)) e n(s) = (ny(s),m,(s)) os
vetores tangente e normal unitarios, respectivamente, a um ponto xs sobre a curva, como
mostra a Figura 2.11. Estes vetores m e n, que serao utilizados ao longo do estudo, sao
tais que satisfazem as relagoes de Frenet-Serret [38], sdo ortogonais, unitarios e uma base
o espago vetorial R?, apresentadas na secao 1.3.

Figura 2.11: Vetores tangente m(s) e normal n(s), representados sobre a cura que descreve
a interface.

Para dada velocidade u = (u,v) na regido D entorno da interface, define-se a ve-
locidade normal neste ponto como u, = urn, + vin, e a velocidade tangencial u,, =
UMy + vrmy.

Calculando a derivada normal de w,, = urn, + vny:

Oun(s) £<
on  On

que por definicao de derivada de uma funcao de vérias variaveis, pode ser escrito da
seguinte forma:

ung +viny), (2.47)

Oy (s) — tim ur(x + hng, y + hny)ng + vr(x + hng, y + hny)ny, — ur(x, y)n, — vi(z,y)n,
on h—0 h
(2.48)
considerando o vetor normal n = (n,,n,) ja conhecido e a defini¢cdo de derivada parcial,
reescrevendo:
Oun(s) oury ouy vy vy
= .+ — - —n, + — 2.49
o (8xn+8yny Ny + 8xn+8yny ny (2.49)
entao,
Oun(s)  Our , ovy  Oug ovr
= — — 4+ — | n, —nZ. 2.50
on 8xn‘”+ 8x+8y nny+ayny (2:50)
Calculando a derivada direcional de u,, = um, + vm, sobre a curva
d Uy, (s d
L) — Ly als) y()me -+ via(s).y(s))m,) (2.51)

ds ds
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equivalente a

d upy(s)  Ouydz dm,  Ourdy Ovr dx Ovr dy dm,
= O e T, T gty T (252
ds or ds +ur dx + oy s + ox dsmy+ oy dsmy+vl dy ( )

Uma vez que o conjunto formado por estes vetores m e n é um referencial de Frenet
da curva w em s, como apresentado na secao 1.3.1, onde a Proposicao 1 garante que
os vetores tangente e normal tomados tém, de fato, norma um. Entao, para o calculo da
curvatura, utiliza-se a Proposi¢ao 2 aplicada a curva w(s).

Ao definir o vetor tangente a curva em s, como m(s) = (%, %), a equagao (1.22)
permite escrever o vetor normal em funcao das entradas do vetor tangente e utilizando a
relagao fornecida pela equagao (1.23), a equagio (2.52) é reescrita da forma:

dum(s)  Oup N (@u; N %

ds  ox 8_y ox

(da: dy

0
) My + aiylmz + k(urng + viny). (2.53)

Somando as equagoes (2.50) e (2.53) e usando a condi¢do de conservacdo de massa,
V -u = 0 definida em (2,
ou,  du,
on + ds
A equagao (2.54) pode ser interpretada com a equacdo da continuidade definida na
interface I'.
Reescrevendo o lado esquerdo da equacao (1.9), lembrando da definicdo do tensor
tensao total em (1.5), tem-se uma forma alternativa para definir a condi¢do de tensado
normal para as grandezas definidas sobre a interface, sendo:

2
n.U-nt:—ﬁ+—(aun), (255)

= Kly,. (2.54)

pela derivada normal da velocidade normal (2.50), obtém-se:

“ 2 <9U] (9U] ()U] ()U]

t 2 2

. . —_ — | — - —_- —_- 2.
n-o-n D+ 6|: xnx—i—( y—|— )nxny+ n:|, ( 56)

Entao, a partir da relagao (2.54), a condigao de tensao normal com a formula¢ao do
laplaciano superficial pode ser definida.

Definicao 13 Considerando efeitos de tensao superficial, a condi¢ao de tensao normal
pela formulacao laplaciano superficial é descrita por:

> [ dun
—pt — (—L + /{un) - % (2.57)

Lembrando que os parametros adimensionais Re e We foram dados pelas equacgoes
(1.6) e (1.9), respectivamente.

A equagao (2.57), pode ser escrita baseando-se nos operadores e definigoes apresenta-
das ao longo deste capitulo, sendo

L2 K
—p+ ﬁ(—vp(u~m) + k(ur -n)) = —. (2.58)
Detalhes sobre a aproximacao numeérica a ser considerada, métodos utilizados para a

discretizagao e descrigao do algoritmo sao apresentados no capitulo 3.






CAPITULO

3

Método laplaciano superficial via
método da projecao

Neste capitulo sao apresentados detalhes numeéricos para utilizar o tratamento pro-
posto. Sobre a superficie livre, aplica-se a formulacao laplaciano superficial, com a dis-
cretizagao da equagao (2.57), que ocorre apenas nas células do tipo [S].

Para o interior do dominio, discretiza-se as equacoes via método das projecoes, con-
siderando uma malha cartesiana deslocada e utilizando como condicao de contorno a
solucao do sistema originario da formulacao laplaciano superficial que envolve .

3.1 Meétodo de projecao para escoamentos confinados

No dominio cartesiano, em uma dada célula C; ;, considere o espagamento na dire¢ao
x dado por Az e na direcao y por Ay, utiliza-se o método de projecdo para se resolver a
equagao (1.6) de maneira desacoplada, assim, pelo teorema da decomposi¢ao de Helmhotz-
Hodge [8], defini-se um campo vetorial intermediario u por
ou 1 1
— 4V (uu) = -Vp+ —V’u+ —g, 3.1
ot (uw) p Re F rzg (3-1)

As velocidades finais sao atualizadas a partir da solucao encontrada para a funcao
escalar ¢ e pela velocidade intermediaria u, utilizando a equagao (2.40).

Fazendo a discretizacao em cada célula C;; do interior do dominio, em um nivel de
tempo t = t,,11, com um passo temporal ot

ﬁn-i-l . ﬁ

- - ot
e VA"t =a" — 6tV - (uu)” — 0tV 4 F—rzg"“7 (3.2)

considerando a velocidade intermediaria no nivel de tempo anterior como 1" = u”, o termo
convectivo V - (uu)” discretizado pelo esquema CUBISTA |20, 27], a pressdo tentativa é
tomada como p"* = p” e o campo de forcas representado por g, sera considerado apenas
como a for¢a gravitacional, sendo constante em todo passo temporal.

As condicoes de contorno empregadas neste trabalho sao as mesmas tratadas na me-
todologia GENSMAC (GENeralized Simplified Marker-and-Cell), que estao descritas no
trabalho de Pacanelli [20].

Ao aplicar o divergente a equagdo (2.40) determina-se a fungdo escalar v:

V . un+1 — V . ﬁnJrl . Van+1, (33)

43
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que pela a equagao da continuidade (1.1), reescreve-se:
Van+1 -V ﬁnJrl’ (34)
e discretizando por diferengas centradas em C ;:

Yiy1; — 25 + i1 N Yigor — 205+ i1 Witly T Wil N Ui+t — V-1
Ax? Ay? Ax Ay

. (3.5)

Tendo ¥ e a velocidade intermediaria, utiliza-se a equagao (3.6), para determinar o
campo de velocidade final:

finalmente obtendo os campos de velocidade finais, através da decomposicao:

un—i—l — ﬁn-l-l vwn—}—l. (37)

2¥)

Para a atualizagao da pressao, utiliza-se a equacao (3.8):

n+1
it =pf + 5; . (3.8)

3.2 Meétodo laplaciano superficial

Segundo Oishi et al. [26], para construir um esquema estavel para escoamentos com su-
perficie livre, é necesséario discretizar a condi¢ao de tensao normal implicitamente. Entao,
pela Definigao 13, discretiza-se a equagao (2.57) no nivel de tempo (n + 1)

9 d . n+1
P = (L - ﬁun) - (3.9)

Baseado no teorema da decomposicao de de Helmhotz-Hodge [8], considera-se a fungao
escalar 1, que deve ser projetada sobre a interface para se resolver a nova formulagao,
dessa forma toma-se @/J e um campo de velocidade intermediéaria 1, também definido sobre
a interface, elementos projetados sobre a interface, fazendo a discretizacao no tempo t,,,1:

uftt =aptt - vyt (3.10)

Da equagao (3.10), o campo de velocidade tangencial é calculado sobre a interface e é
atualizada por:

o d

n+1 n+1

= — . 3.11
Uy Uy ds ( )

A pressao sobre a interface é atualizada pela (3.8), considerando a pressao e a fungao
escalar 1 definidas sobre a interface:

wn—i—l
ot

A

pn+1 — ﬁn +

(3.12)

Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.9):

d ~n+1 dlﬁnﬂ ntl| K
ds (“m ds M | = "W

n+1
gt 2

(p+(5t) Re
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50T e | a2 KU, ———p" (3.13)

HrH 2 <d2¢n+1 - n+1> _ 2 dan+! o N

Para facilitar os célculos o valor da curvatura x e dos vetores m e n, sao tomados

como sendo o valor ja calculado no nivel de tempo t = ¢,, e tendo a velocidade normal
~n+1

aproximada como a do nivel anterior, no tempo ¢, e denotado u,, = u}-neu, =u;" -m,
a formulacao a ser implementada sera:
prt o [ @2t 2 di K
v + = SIS Ky — —— | — — — p". (3.14)
ot Re ds? Re ds We
Observe que a velocidade normal u,, nao é decomposta de forma equivalente a decom-
~ An+1 . . ~
posigao de Helmhotz-Hodge, fazendo u*! = u?“ + g—f , pois esta aproximagao torna o

sistema de equacgoes da formulacao laplaciano superficial acoplado ao sistema de equacoes
(3.4). Assim, as velocidades sobre a interface sao tomadas no instante de tempo t = ¢,
isto é, assumi-se u} e v}, para manter os sistemas de equacoes tridiagonais e desacoplados.

Portanto, tendo a formulacdo completa, resolve-se (3.14) para determinar v sobre a
interface, e este serd a condigdo de contorno empregado na superficie livre para calcular
Y e u no interior do dominio pela equacao (3.4), considerando que 1 representa a variavel
que foi projetada da interface para o centro da célula. Determinando a velocidade final
u"™! na malha deslocada por (3.6), e por fim a pressao final por (3.8), também da malha,
deslocada.

As velocidades tangenciais e normais podem ser atualizadas pelas relagoes: wu,, =
UMy + UMy € Uy = UMy + V Ty A curvatura, o vetor tangente e o vetor normal sao
considerados constantes e podem ser calculados do mesmo modo que foi apresentado na
secao 2.2.1. Restando apenas compreender como melhor fazer as aproximacoes para cada
termo da formulagao final (3.14).

3.3 Discretizacao do método

Para a discretizagao das equagoes sobre a interface, considere C; ; uma célula do tipo
[S], como na Figura 3.1. Nesta geometria se faz primeiramente a projecao das velocidades
sobre a interface, como apresentado na secao 2.1, entao é aproximado o valor da funcao
escalar ¢ sobre a interface resolvendo a formulagao proposta (3.14).

Escrevendo a discretizacao da equacdo (3.14) na célula C; ;:

1/;?;1 9 d27j}n+1 2 . dur ki . o1
TR\ de | | TR \M e T Tas | | e P B1)
1,] 2Y)

As quantidades expressas em funcao de suas derivadas, isto é, os termos em que aparece
derivada, sao aproximados por diferencas finitas calculadas sobre a interface. Para a
derivada direcional de segunda ordem da funcao 1, equivalente ao laplaciano superficial,
é feito uma diferenca centradas de segunda ordem:

ds? | (As)? ’ '
z7‘7

em que As é o comprimento de arco entre as projegoes ;1 j, ¥;; e ¥; j—1, que pode ser
calculado medindo a distancia entre os pontos projetados sobre a interface, como apre-
sentado na Definicao 5, Ilr(x;_1;), p(x;;) e IIp(x;;-1). Este comprimento de arco
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Figura 3.1: Esbogo de um dos casos possiveis para a descrigao das células que descrevem
a interface

é diferente para cada célula, mas para malhas mais finas é suposto, para uma primeira
aproximacao, que estes pontos sao igualmente espacados. Para aplicar o método de dife-
rencas finitas centradas de segunda ordem com malhas que nao sao igualmente espacadas,
pode-se fazer uma interpolagao polinomial como sugere Fortuna [11].

A derivada sobre a velocidade tangencial por diferencas centradas é:

dug, | dugy,

s | T ds s (3.17)

%,J 1,7

o umi—l,j - umi,jfl

Nos casos em que se tem uma célula que determina uma fronteira rigida, diz-se que
a célula é do tipo |B]. Quando se faz a discretizacdo em uma célula [S] adjacente a uma
[B], é necessario mudar a aproximacdo, entdo caso a célula C;;_; seja do tipo [B|, por
exemplo, sera utilizada uma aproximacao progressiva, da forma:

Aty . duy, Um;_q,; — Um,;

ds | ds | As ' (3.18)

17] Z)]

Caso a célula C;_4 ; seja do tipo |B|, a aproximacdo utilizada sera regressiva.
Para determinar a velocidade normal e a velocidade tangencial que aparece no lado
direito da equagao (3.15) é realizada uma média das velocidades gravadas nas faces da

célula C;;, e essa média decomposta na dire¢cao normal, por exemplo, pode ser feita da
forma:

W: 1+ U; 1, Vo 140 .1
e Loy, 4 5 EAEI (3.19)
Observe que para fazer estas aproximacoes é importante ter uma ordem para percorrer
as células, para manter uma coeréncia mesmo percorrendo a interface. Nesta discretizacao
é fixado o sentido anti-horario para considerar os pontos a fazer as discretizacoes.
A condigao de tensdo tangencial (1.4), mantera uma discretizagdo explicita como em
[40] visando manter a programagao ja implementada no codigo e a seguir, como proposto
em [25] é necessario fazer algumas manipulacoes nas equagoes governantes para discretizar

da forma implicita a condicao de tensao normal na superficie livre envolvendo apenas
sistemas lineares.

Un, ; =
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3.4 Algoritmos

3.4.1 Algoritmo para a formulagao implicita MAC

O codigo ja implementado no sistema Freeflow 2D [20, 26|, tem a proposta de resolver
a equacao de Poisson, que determina ¢, para o interior juntamente com a interface.

Para apresentar a ideia da programacao padrao que é utilizada hoje no sistema Freeflow
2D, para fazer simulagoes de escoamentos com superficie livre e que consideram tensao
superficial, serd apresentado o algoritmo do método na formulacao implicita proposta por
Oishi et al. [26].

Seja, em t = ty, o campo de velocidade u e o campo de pressao p dados pela condicao
inicial do problema, e as condi¢oes de contorno para o campo de velocidade intermediaria
u sao as mesmas condicoes de u. Entdo a atualizacdo para o campo de velocidade u e
para o campo de pressao p, em um instante de tempo adimensional t = ty + dt, seguem
os passos elencados:

+

e Passo 1: O campo de velocidade intermediaria """ ¢ calculado pela equacio (3.2)

para todo o dominio.

e Passo 2: A equagio (3.4) é resolvida junto a condigao de contorno para a superficie
livre (1.9). Onde a equagao (1.9) é equivalente a:

2 aun—i-l aun+1 8Un+1 avn—i—l K
n+l _ _“ 2 - .2 - 320
b Re ( dr * ( dy * Ox ) Mty ¥ dy ny) We (3:20)

e utilizando as equagoes (3.6) e (3.8), a equagao para determinar ) sobre a superficie
livre é

wn-‘rl B i a2wn+1 ) _202wn+1 N 82wn+1 ) B
ot Re Br2 e 0xdy Malty 0y? M) =

2 oumtt N outt N ot oot LB
=— |- n NgNy — ——N — — .
Re or ° y ox Y ay Y we ?

(3.21)

Dessa forma, resolve-se de maneira acoplada a equagao (3.4) para células no interior
do dominio e a equagao (3.21) para células da superficie livre, o que gera um sistema
linear nao simétrico.

e Passo 3: A velocidade final é calculada por (3.6) no interior do dominio, com as
equagoes (1.1) e (1.4).

e Passo 4: A pressao é atualizada pela equacao:

¢n+1
P =T — (3.22)

e Passo 5: Considerando que a formulacao pretende tratar de problemas com super-
ficie livre, o movimento da interface deve ser atualizada por (1.10).

3.4.2 Algoritmo para a formulacao laplaciano superficial-1

Considere que nao sera realizada a projecao das quantidades definidas sobre a malha
para a interface, apenas toma-se essas quantidades no centro das células C; ;, e resolve-se
o sistema (3.14), que sera utilizado como condigao de contorno para resolver a equagao

(3.4).



3. Método laplaciano superficial via método da projecao 48

Para resolver o sistema gerado pela equagio (3.14), sao consideradas todas as possiveis
combinagoes de células [S], e para cada uma é utilizada a estratégia de aproximagao das
derivadas, como ilustrado na secao 3.2 pela Figura 3.1 para um caso particular.

Os parametros que sao necesséarios para a solucao desta formulacao sao os vetores tan-
genciais e normais, a curvatura aproximada em cada célula e o comprimento de arco As.
O vetor normal é calculado pelo método dos minimos quadrados como apresentado no ini-
cio da secao 2.2.1. Os vetores tangentes sao determinados a partir destes vetores normais
tomados, pela relacao de Frenet-Serret vista na secao 1.3, que respeita a Proposicao 3.
A curvatura é tomada numericamente pelo método apresentado na secao 2.2.1.

Para os testes numéricos, o comprimento de arco é aproximado ao longo de toda inter-
face, utilizando relagoes geométricas que envolvem os espacamentos Az e Ay. Conside-
rando iguais o comprimento de arco entre as células [S| vizinhas da célula de discretizagao,
para permitir utilizar a aproximagao (3.16), como foi apresentada.

Considere que em t = t; o campo de velocidade u e o campo de pressao sao conhecidos,
e as condi¢coes de contorno para o campo de velocidade intermediaria u sdo as mesmas
condicoes de u. Entao a atualizacao para o campo de velocidade u e para o campo de
pressao p, em um instante de tempo adimensional t = ty + dt, seguem 0s mesmos passos
dados na formulacao MAC Freeflow, a menos de algumas mudancas.

O Passo 2 da secao 3.4.1, serd modificado nos dois passos a seguir na formulacao
laplaciano superficial (Laplaciano-1):

e Passo 2.1 Laplaciano —1: A equagao (3.15) é resolvida fornecendo ¢"*! sobre
a superficie livre, utilizando para a velocidade tangencial as componentes da velo-
cidade que estao alocadas nas faces da célula, voltadas para o interior do fluido, e
para a velocidade normal, utiliza-se a equacao (3.19);

e Passo 2.2 Laplaciano —1: resolve-se a equacgao (3.4), utilizando os valores calcu-
lados para ¢! sobre a interface, como condicdo de contorno.

A pressao também é atualizada de maneira um pouco diferente, onde nesta formulacao
o Passo 4, da secao 3.4.1, é reescrito:

e Passo 4 Laplaciano —1: A pressao é atualizada pela equagao (3.12).

Para tentar aprimorar o modelo numérico e torna-lo mais consistente com a formula-
¢ao proposta, sao sugeridas duas variagoes da formulacao laplaciano superficial, as quais
projetam realmente os campos de velocidade sobre a interface. Estas variacoes sao apre-
sentadas nas secoes 3.4.3 e 3.4.4.

3.4.3 Algoritmo para a formulacao laplaciano superficial-2

Para aproximar os campos de velocidade das células sobre a interface, um dos possiveis
métodos é fazer uma interpolacao bi-linear como projecao. Assim, as quantidades como
funcao escalar v e a pressao p sao consideradas ainda no centro das células e as velocidades
serao projetadas sobre a interface pela interpolacao.

A cada célula do tipo [S] as componentes da velocidade sdo aproximadas sobre a inter-
face, e para tal, é necessario determinar o ponto sobre a interface no qual serao realizadas
as projecoes. Como foi apresentado na secao 2.2.3, em dada célula C; ; da discretizacao,
o ponto x. é projetado sobre a interface e seguindo a Definicao 5, sua projecao seré
denominada IIp(x) e coincide com alguma das particulas marcadoras utilizadas na malha
lagrangeana.
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0. : 0,
I (X) :

I‘X :
05 ; [oF)

Figura 3.2: Quadrante onde a projecao do ponto do centro se encontra.

Para a interpolacao bi-linear determina-se primeiramente o quadrante em que a parti-
cula IIp(x) est4, calculando a distancia entre as coordenadas do ponto do centro da célula
X, e esta particula e verificando seu sinal.

Se por exemplo, a particula se encontra no terceiro quadrante como ilustra a Figura
3.2, utilizando as células mais proximas deste quadrante, aplica-se interpolacao linear na
direcao z e na direcao y. Para a componente da velocidade u, como mostra a Figura 3.3
(a), se aplica interpolacdo linear na direcdo x e, em seguida, na diregao y:

ZEH—ZEH_l X — T, 1
U/B — —QU,L‘_%J_I + —2ul‘+é7j—17 (323)
Lil = Tivd Tipl — X1
$H—$i+1 g — 2,1
ur = ———u A ————u (3.24)
€; 1_$i+l mH%—l‘F;
m— Yj-1 m— Y
ur = Y Yi ur + Y Yi up. (325)
Yi —Yj-1 Yji—1—Yj
S
T C.
ey
IT_(X) ' ;
I'x : .S
5 Gy
: : I (X) :
B SCoe e TX X
T T R T R’ L
‘!_l-.f-—_lT Vi._f——

(a) (b)
Figura 3.3: Esquema de interpolagao bi-linear para a velocidade.

O mesmo se faz para a componente v da velocidade, mas primeiro aplicando interpo-
lacao linear na direcao y e depois na dire¢ao x, como ilustrado na Figura 3.3 (b) e descrito
pelas equagoes (3.26)-(3.28).
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Yo — Y4l Yo — Y1

VR = —]JFQU@—LJ'—% + #Ui—l,j—o—%a (3.26)
Yj-L =Yyl Yjel —Yj-1L
Yy — Yl Y — Y1
Yj-L =Yyl Yjrl = Y1 702
T — Ti— T — &g

v = T g, (3.28)
Li — LTi—1 Ti—1 — L4

para u; = (ur,vr), X, = (e, x.) e Hp(x) = (2, yn). Se a equacdo Definicao 13 é
aplicada sobre a interface entao é necessario utilizar as definicoes dos operadores sobre
a superficie, isto é, resolver a equacdo (3.15), agora com as componentes da velocidade
aproximadas por interpolagao bi-linear.

Os passos do algoritmo com esta modificagao da formulacao sao os mesmos dos apre-
sentados para a formulacao laplaciano superficial —1, da secao 3.4.2, exceto pelos novos
calculos necessérios, onde o Passo 2 da secao 3.4.2, serd alterado para os passos a seguir:

e Passo 2.1 Laplaciano —2: Para determinar o campo de velocidades u; em todas
as células do tipo [S], resolvem-se as equagoes (3.23)-(3.28);

e Passo 2.2 Laplaciano —2: A equacado (3.15) é resolvida utilizando as velocidades
ur e vy obtidas no passo anterior, fornecendo "1 sobre a superficie livre;

e Passo 2.3 Laplaciano —2: resolve-se a equagao (3.4), utilizando os novos valores
calculados para 1" sobre a interface, como condicao de contorno.

Sendo os demais passos mantidos para atualizacao da pressao e o campo de velocidade
final.

3.4.4 Algoritmo para a formulacao laplaciano superficial-3

Outra possibilidade para projetar o campo de velocidade sobre a interface é utilizar
a funcao de distribui¢do apresentada no trabalho de Unverdi e Tryggvason [43], definida
como:

D(x —1Tp(x.)) = {

(4h)2 TIL, (L + cos(Z(2; — ym))],  se |v —ym,| < 2h,i=1,2,...,d

0, senao.

em que d representa a dimensao do espaco, e como este trabalho trata problemas bidi-
mensionais considere que x = (21, 3) é o ponto que determina o centro da célula C; ; da
discretizagao para cada célula do tipo [S|, IIr(x) = (ym,, ym,) é a projecao do ponto x. do
centro da célula de discretizacao, como apresentado na Definigao 5 e tratada na secao
2.2.3, e em particular, neste trabalho considera-se h = Az = Ay

Dessa forma, um campo vetorial definido no centro da malha deslocada, como a velo-
cidade uy = (uy,vy) pode ser projetado para a interface fazendo:

u;(x) = u(lIr(x.)) = Y D(x; — r(x.))u(x). (3.30)

Este somatoério, para cada célula de discretizacgao, fixa um ponto x. = (z.,y.) centro
da célula C;; e percorre todas as células da malha utilizando a fun¢ao de distribuicao
(3.29), em que x; = (x1,22) ¢ o0 ponto do centro de cada nova célula percorrida em uma
vizinhanca que dista até 2h do ponto x. centro da célula em que ocorre a discretizacao.

O algoritmo para esta variacao da formulacao também altera o segundo passo do
algoritmo apresentado na secao 3.4.2, sendo este:

(3.29)
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e Passo 2.1 Laplaciano —3: Para cada ponto projetado IIr(x), percorre-se as células
da malha verificando a funcao de distribuicao e atualizando as componentes da
velocidade pela equacao (3.30).

e Passo 2.2 Laplaciano —3: Utilizando as velocidades aproximadas pela equagao
(3.30), resolve-se a equacao (3.15) determinando )" sobre a superficie livre.

e Passo 2.3 Laplaciano —3: Resolve-se a equacao (3.4), utilizando os novos valores
calculados para ©"*! sobre a interface, como condicdo de contorno.

3.4.5 Algoritmo para a formulacao laplaciano superficial-4

Se ao tomar a equagao (2.57) no nivel de tempo (n + 1), pela Definicao 13, e fazer
uma nova aproximacao, agora para a velocidade normal u,, da forma:

n+1
n+1 _ ~n+1 aw
n = U _—

31
w2 (331)

u
Combinando a aproximacao (3.31) para velocidade normal u,, a aproximagao dada

pela equacao (3.11) para a velocidade tangencial u,, e atualizando o campo de pressao
pela expressao (3.12), a equacao (2.57) no nivel de tempo (n+ 1) é discretizada da forma:

o 1[]n+1 92 d . dl[)n'Hl _ 81[]71-1-1 B o \ntl
ds \ 'm ds m on B (We) » (3:32)

Pt T Re

equivalente a:

%Z}n+1 2

d2¢n+1 mz}nﬂ
5t The|”

ds? TR on

2 ~n danerl NG K

As aproximacoes para as derivadas sao as mesmas ja descritas na secao 3.3, com
atenc¢do para a derivada normal presente na equacgao (3.33).

Como neste projeto sao tratados escoamento com superficie livre, a aproximacao da
derivada na direcao normal deve possuir apenas informacgoes que envolvem a interface
e o interior do fluido, dessa forma, a derivada na direcao normal serd aproximada por
diferencgas regressivas ou progressivas, tendo atencao a configuracao das células do tipo
[S]. No caso de uma célula [S] ter uma célula vizinha do tipo [F| a esquerda, entdo a
direcao normal a interface que deve ser tomada ¢é a diregao do eixo z, e assim

877/)”_'_1 877/1"+1

i (3.34)

derivada esta que serd aproximada por diferencas regressivas.
Para o algoritmo desta variagao, novamente se altera o passo 2 do algoritmo apre-
sentado na secao 3.4.1, sendo:

e A equacao (3.33) definida sobre a interface agora deve ser resolvida junto a equagao
de poisson (3.4) para o interior do dominio, resolvendo-se apenas um sistema, o qual
acopla as informacoes da interface e interior do dominio.

e Os demais passos se mantém.






CAPITULO

z

Resultados numéricos

Neste capitulo sao apresentados resultados das simulagoes numéricas realizadas para
validacao da nova formulacao. As comparacoes sao feitas entre as variagoes do laplaciano
superficial sugeridas neste trabalho e a formulacao que considera tensao normal classica
(1.9), que ao ser tratada de forma implicita gera o método MAC implicito [21, 20, 25, 26].

Sao realizados testes de precisao para avaliar a formulacao implementada, comparando
os resultados numéricos com solucoes de referéncia e um teste fountain flow que avalia a
estabilidade numérica do método.

Para os testes que serao realizados nesta secao sao considerados o tempo adimensional
e os seguintes passos adimensionais:

o Mi: Ax = Ay =10.2;

o My: Az = Ay =0.1;

o Ms: Az = Ay = 0.05;

o My: Az = Ay = 0.025;
o Ms: Az = Ay = 0.0125;

o Mg: Az = Ay = 0.00625.

4.1 Calculo da curvatura

Para verificacao do codigo implementado para o calculo da curvatura ¢ realizado um
teste de malha verificando o valor médio da curvatura calculada numericamente para o
estudo de uma gota na forma de uma circunferéncia de raio r = 0.5 .

A curvatura exata pode ser calculada facilmente para uma circunferéncia e tem sua
expressao dada por k = %, onde r é o raio da circunferéncia, dessa forma, vamos tomar o
erro relativo, dado por:
|/{ - ﬁexato’

| ﬂewato|

Erelativo = (41)
para k a curvatura calculada numericamente e para conferir a ordem do erro cometido
em cada malha apresentamos a Tabela 4.1. Considerando as malhas M3, My, M5 e Mg
uniformes, isto é, que tenham o mesmo espacamento em x e em y, onde faremos as
aproximacoes para a curvatura.

93
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Tabela 4.1: Erro relativo da aproximacgao da curvatura em diferentes malhas.

Malha | Curvatura média | Erro relativo
M; 2.062651 6.4493 - 1072
My 2.027054 3.4564 - 1072
M;5 2.014275 9.852-1073
Mg 2.006875 7.819-1073

Analisando a tabela podemos observar que quanto mais fina a malha, mais precisa
¢ a aproximacao da curvatura numeérica e assim, o erro relativo ficam melhores quando
refinamos a malha.

Para a verificagao da formulacao proposta neste trabalho, sdo apresentadas algumas
simulagoes para problemas 2D, comparando as simulacoes do codigo implementado com
as simulacoes da formulagao implicita MAC [26].

Para os testes apresentados a seguir, sao considerados passos temporais que satisfazem
as restricoes de estabilidade, sendo estas dadas por:

¢ Restricao CFL:

Ax
Otorr < Sl (4.2)
¢ Restricao a tensao superficial:
(Az)®p
Otrs < . 4.3
re <\ (1.3

Em que Az é o espacamento da malha, U é a velocidade de escala, ou velocidade
caracteristica, p a densidade do fluido, v é a constante de tensao superficial e m ~ 3.1416.

4.2 Gota oscilante

Considere uma gota circular de raio inicial 1.0m e aplicada a ela uma pertubacao na
direcao do eixo x, de forma a obter uma elipse, estatica, desprezando forcas de campo como
gravidade e sobre os efeitos da tensao superficial, problema no qual as tnicas condigoes
de contorno sao as impostas pela superficie livre.

Para este problema foram estudados alguns artigos que fizeram o teste numérico para
o problema da gota oscilante, nos trabalhos de Watanabe [45, 46| resolve-se o problema
para trés dimensoes usando método de level set e uma formulacao de dois fluidos. Em seu
primeiro artigo sao verificas diferentes frequéncias de oscilacao para pertubagao da gota
e em [46], pode-se encontrar uma comparagao de resultados que avaliam a relacdo entre
amplitude da gota e o tempo para diferentes valores de Reynolds alto e niimero de Weber
fixo (We > 20), gerando uma maior frequéncia de oscilagoes.

No trabalho de Montefuscolo, Sousa e Buscaglia [24|, sdo usados métodos ALE (arbi-
trary Lagrangian-Fulerian) para problemas tridimensionais axissimetricos, e neste traba-
lho se referem a o ntimero adimensional Oh, dito nimero de Ohnesorge e definido como
Oh = —=. Montefuscolo, Sousa e Buscaglia [24] consideram Oh = 1.95 x 1072 para
obter osciTagées que tem amplitudes fracamente amortecidas.

Os trabalhos [17, 35, 41|, tratam problemas bidimensionais considerando uma formu-
lagao dois fluidos, tomam baixos valores para viscosidade dinamica e para a constante de
tensao superficial, o que seria equivalente a ter altos nimeros de Reynolds. Em que o tra-
balho de Tryggvason et al. [41] e Strubelj, Tiselj e Mavko [35] utilizam uma discretizagao
sobre malhas eulerianas e Hou et al. [17] trata casos bidimensionais axissimétricos.
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Tomando que os problemas na literatura para este teste em questao usam altos va-
lores de Reynolds, ou ainda, viscosidade baixa, optou-se por seguir parametros como os
apresentados nos artigos citados nesta secao, comparando as simulagoes numéricas com a
solucao pseudo-analitica.

Os dados empregados para esta simulagao sao:

e Dominio: z € [0.0, 3.0lm, y € [0.0, 3.0]m;
e Raio da elipse: na dire¢ao do eixo x é R, = 1.1m e na direcao do eixo y, &, = 0.9m;
e Comprimento caracteristico: L = 1.0m;

e Dados do fluido: viscosidade p = 0.01m?/s, densidade p = 1.0Kg/m?, tensao
superficial v = 1.0N/m;

e Parametro adimensional: Oh = 0.01, Re = 100.0 e We = 1.0;

e Valores adimensionais dos espacamentos para malha M3: Ax = Ay = 0.05 e malha
M4: Ax = Ay = 0.025.

Para fazer uma verificagao do codigo utiliza-se pseudo-solucoes analiticas |23, 41|, uma
que delimita a amplitude esperada para a variagao do diametro da elipse ao longo do tempo
e outra que descreve exatamente a oscilacao esperada, fazendo assim, uma comparacao
entre as solucoes numéricas obtidas pelas diferentes formulacoes e as pseudo-solucoes
analiticas para este problema.

A equacao que determina a amplitude esperada ¢ dada pela seguinte expressao:

A(t) = Ay exp (_Tt) , (4.4)

em que Ay = 0.2m representa a amplitude total inicial aplicada na gota, ¢ representa o
instante de tempo e 7 é o periodo definido por 7 = };—5 para este problema da elipse. A
oscilagao é descrita pela seguinte equagao:

B(t) = Rcos(2.45t) A(t), (4.5)

para R o raio da gota circular.

Na Figura 4.1 esta representada a comparagao entre os resultados obtidos pelas dife-
rentes formulagoes de laplaciano superficial com a formulacao implicita MAC e as pseudo-
solugoes analiticas nas malhas M3 e M,. Na formulagao implicita MAC que tem o codigo
elaborado no trabalho [26], houve a inclusdo de tensdo superficial para os testes que
realizados ao longo neste trabalho.

A Figura 4.2 apresenta a comparacao entre as formulagoes que estao mais proximas
da pseudo-solucao analitica, isto é, compara a variacao de diametro da elipse para as
simulac¢oes numéricas com a malha Ms e My, utilizando as formulagao MAC e as variagoes
da formulacgao laplaciano superficial —1 e —4.

Pode-se concluir pelos resultados numéricos obtidos, que das variacoes da formulagao
laplaciano superficial descritas neste trabalho, aquela que apresenta os melhores resultados
é a formulacao laplaciano superficial—4, mais proxima da pseudo-solucao analitica para
baixo ntimero de Ohnesorge.
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Figura 4.1: Representacao para variacao de didmetro da elipse para as diferentes formu-
lagoes, com Re = 100.0, We = 1.0 e Oh = 0.01.
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Figura 4.2: Comparacao entre a formulacao laplaciano—1 e a formulagao implicita MAC,
com Re =100.0, We =1.0 e Oh = 0.01.

4.3 Gota apoiada (Sessile drop)

Considere agora uma gota apoiada sobre uma parede solida, sujeita ao efeito da gra-
vidade e da tensao superficial, sem considerar o angulo de contato. Para este problema,
Mangiavancchi et al. [19] mostram a solu¢do analitica para a interface, que pode ser
utilizada para verificar o codigo implementado assim como a precisao obtida com o refi-
namento da malha. Os dados empregados para esta simulacao sao:

e Comprimento caracteristico: L = 2.0m;
e Forcas de campo consideradas: gravidade |g| = 9.81;

e Dados do fluido: viscosidade p = 9.0m?/s, densidade p = 1.0K g/m?, tensao super-
ficial v = 20.0N/m;
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e Parametros adimensionais: Re = 0.984, F'r =1.0 e We = 1.962;

e Valores adimensionais do espacamento para malha M;: Ax = Ay = 0.05 e malha

Mg: Ax = Ay = 0.00625.

Para fazer as comparacoes entre as formulagoes, serd plotado o perfil de velocidade na
dire¢ao x, em um instante de tempo adimensional ¢ = 0.4.

-o.0271 0,023 -o.0t391 -0.00449 0,004 0.01437 o.02380 0.8

(a) Componente u da velocidade para a for-
mulagdo implicita MAC.

0,043 -o.0081 -0,03563 ~o.02854 -o.02141 “o.0uz -0.00713 0.00000

(¢) Componente v da velocidade para a
formulacao implicita MAC.

0.89137 102509 116980 129851 L33 156454 16595 pErcy

LB

(e) Campo de pressdo para a formulagao
implicita MAC.

-0.02485 o078 -0.01075 -0.00371 0.00334 0.010%8 0,043 0,028

.

(b) Componente u da velocidade para a for-
mulagao laplaciano superficial—1.

-o.0437 -0.03516 ~0.0255 ~0.02364 ~0.077% 0,018 ~0.00581 0.00000

LB

(d) Componente v da velocidade para a
formulacao laplaciano superficial—1.

0 :
0.7 0.697%9 L0302 119006 13108 Lt L5 L7918
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(f) Campo de pressdo para a formulagio
laplaciano superficial—1.

Figura 4.3: Comparacgao entre as simulacoes das formulacao laplaciano superficial—1 e for-
mulacao implicita MAC, malha M1, Re = 0.984 e We = 1.962, no instante adimensional
t=04.

A Figura 4.3, apresenta os perfis de velocidade na dire¢ao x e na dire¢do y e o campo
de pressao, em que é possivel observar que a variacao das velocidades e da pressao nao se
diferem muito preservando a simetria.

Utilizando a solucao analitica fornecida por Mangiavancchi et al. [19], a Figura 4.4
compara os resultados numéricos com a solugao analitica que delimita a geometria do
problema no instante de tempo t = 0.4.

Para este problema, os testes numéricos foram realizados na malha Mg para a com-
paracao com a solucao analitica, no instante ¢t = 0.4, sendo as solucoes numéricas da
formulagao laplaciano superficial—1 e —4 as que se mostram as melhores aproximacgoes
quando comparadas com a solugao analitica, como apresentado na Figura 4.4.

Para acrescentar novos testes numéricos, sao tomados valores mais baixo para os nt-
meros de Reynolds e Weber, refazendo as simulacoes e fazendo novas comparacoes com
as solugoes analiticas. A Figura 4.5 exibe a comparacgao entre as geometrias do problema
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Figura 4.4: Aproximacgao da regiao da geometria da gota apoiada, para as formulacdes do
laplaciano superficial apresentadas neste trabalho, utilizando a malha Mg, com Re = 0.984
e We = 1.962, no instante ¢t = 0.4.

obtidas pela formulacao implicita MAC e pelas variacoes da formulagao laplaciano super-
ficial junto a solugao analitica, no instante de tempo ¢ = 40.0, considerando os seguintes
parametros:

e Dados do fluido: viscosidade y = 88.9m?/s;
e Parametro adimensional: Re = 0.1.

E possivel observar pelas Figuras 4.4 e 4.5 que conforme o nimero de Reynolds dimi-
nui, mais os resultados numéricos se afastam da solucao analitica, e também que ainda
a formulacao laplaciano superficial —1 é a variacao que mais se aproxima do método
implicito MAC e da solucao analitica.

Agora, variando os valores para o niimero de Weber (We << 1) e fixando Re = 0.1, o
teste numérico ¢ refeito e os resultados numéricos sao comparados apenas com a solucao
numérica fornecida pelo método implicito MAC, uma vez que a solu¢ao analitica neste
caso ainda precisa ser mais estudada. Os novos parametros:

e Dados do fluido: viscosidade p = 88.9m?/s, tensao superficial v = 184.9N/m;
e Parametros adimensionais: Re = 0.1 e We = 0.2.

A solucao deste problema pode ser observada na Figura 4.6, onde ha uma aproximagcao
na regiao onde as solucoes numeéricas apresentam mais variagao.

O mesmo problema para os mesmos parametros e um niimero de We = 0.02 é ilustrado
na Figura 4.7, também apresentada com uma aproximacao em uma regiao da geometria
pois os resultados sao bastante préoximos.
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Figura 4.5: Comparacao entre a geometria da gota apoiada, para a formulagao implicita
MAC e variacoes do laplaciano superficial, utilizando a malha M3, com Re = 0.1 e
We = 1.962, no instante ¢t = 40.0.
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Figura 4.6: Comparacao entre a geometria da gota apoiada, para as formulagao implicita
MAC e variacoes do laplaciano superficial, utilizando a malha Mg com Re = 0.1 e We =
0.2, no instante ¢t = 0.4.
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Figura 4.7: Comparacao entre a geometria da gota apoiada, para as formulagao implicita
MAC e variacoes do laplaciano superficial, utilizando a malha Mjs, com Re = 0.1 e
We = 0.02, no instante ¢t = 0.4.

4.4 Fountain flow

Para este problema ¢é necesséario incluir condi¢oes de contorno como as condicoes de
entrada de fluido (injetor) e condigdes de saida de fluido (ejetor), além das demais con-
di¢oes de contorno rigido e de superficie livre, que devem ser empregadas. As condigoes
para este problema sdo as mesmas descritas e utilizadas no trabalho [20].

4.4.1 Problema sem tensao superficial

Para comparagao com resultados da literatura, sao realizadas simulacoes numéricas
para o problema fountain flow sem considerar tensao superficial e para Re < 1, funda-
mentando estas comparagoes com o trabalho de Oishi et al. [26].

O problema ¢ descrito pelos seguintes parametros:

e Comprimento do canal: 5.0m;

e Altura do injetor: 1.0m;

e Altura do ejetor: 1.0m;

e Comprimento caracteristico: L = 1.0m;

e Velocidade de escala: U = 1.0m/s;

e Dados do fluido: viscosidade p = 10.0m?/s, densidade p = 1.0K g/m?;
e Parametros adimensionais: Re = 0.1;

e Valores adimensionais do espacamento para malha Msy: Az = Ay = 0.1, malha Ms:
Az = Ay = 0.05 e malha My: Az = Ay = 0.025.
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No trabalho de Oishi et al. [26], sdo feitas comparacoes de precisdo e estabilidade
numérica entre a formulagdo implicita MAC [26], uma formulagdo semi-implicita [26] e
uma formulagao explicita [39], para problemas de fountain flow. Fazendo uma comparagao
de resultados com este trabalho, a Tabela 4.2 mostra os passos temporais que sao utilizados
em cada formulacao garantindo a estabilidade numérica para o problema de fountain flow
com superficie livre e Re = 0.1.

Tabela 4.2: Passo temporal para o problema fountain flow com superficie livre das dife-
rentes formulacoes.

Formulacao M —2 Ms M,
Explicita 1.0x107* | 25 x107° | 6.25 x 107°
Semi-implicita 40x 1072 [ 875 x107° | 2.0 x 107
MAC implicito 50x 1072 | 1.0x 1073 | 2.0 x 1073
Laplaciano superficial —1 | 2.25 x 107* | 6.0 x 10™® | 7.5 x 1076
Laplaciano superficial —4 | 5.0 x 1072 | 1.0 x 1073 | 2.0 x 1073

E necessario observar pela Tabela 4.2, que as variagoes —2 e —3 da formulagao la-
placiano superficial também tem a mesma restricao temporal da formulacao laplaciano
superficial —1 e ainda, que a restricao sobre esta formulagao se deve a aproximacao reali-
zada para o termo da velocidade normal u,, presente no lado direito da equagao (2.57), que
permite uma melhora quanto o passo temporal tomado para a formulacao explicita apre-
sentada no trabalho Tomé [39]. Ja quando analisada a formulagao laplaciano superficial
—4, consegue alcancar o mesmo passo temporal da formulacao implicita.

Para comparar os perfis dos campos de velocidade e pressao entre o método implicito
MAC e a formulagao laplaciano superficial —1, a qual teve melhores resultados nos testes
ja realizados, sao apresentados os perfis nas Figuras 4.8 e 4.9, respectivamente nas malhas
Ms; e My, no instante de tempo t = 0.6.

Observando as Figuras 4.8 e 4.9, pode-se verificar que o método estudo neste traba-
lho produz resultados semelhantes ao método implicito MAC. Entretanto, nota-se uma
melhoria na precisao na simulagao do fountain flow com a formulacao laplaciano—1 na
malha mais grossa, ja que o canal é preenchido de forma mais consistente, sem deixar
espacos entre a parede e o fluido, o que nao ocorre para o método implicito MAC nem na
formulacao laplaciano superficial —4 mesmo utilizando passos de tempo reduzido, apenas
com o refinamento da malha é possivel perceber o preenchido de forma mais consistente
para este métodos.

4.4.2 Problema com tensao superficial

Mitsoulis [22], apresenta um estudo no qual varia diversos parametros envolvidos em
problemas de fountain flow com superficie livre, fazendo comparacoes entre os resultados
obtidos via métodos de elementos finitos para dominios planares e axissimétricos. Para
os teste a seguir, o nimero de capilaridade, Ca = %, é¢ tomado entre Ca = 0.02 e
C'a = 10000, avaliando o perfil do escoamento assim como realizado em [22].

Os dados para este problema sao:

e Comprimento do canal: 5.0m;
e Altura do injetor: 1.0m;
e Altura do ejetor: 1.0m;

e Comprimento caracteristico: L = 1.0m;
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(a) Componente u da velocidade para a for- (b) Componente u da velocidade para a for-
mulagao implicita MAC. mulacao laplaciano superficial—1.

(¢) Componente v da velocidade para a (d) Componente v da velocidade para a
formulacao implicita MAC. formulacao laplaciano superficial—1.

(e) Campo de pressdo para a formulagdo (f) Campo de pressdo para a formulagio
implicita MAC. laplaciano superficial—1.

Figura 4.8: Comparacao entre as simulacoes das formulacao laplaciano superficial—1 e
formulagao implicita MAC, malha M,, Re = 0.1, no instante ¢ = 6.0.

Velocidade de escala: U = 1.0m/s;

Dados do fluido: viscosidade 1 = 10.0m?/s, densidade p = 1.0Kg/m? e coeficiente
de tensdo superficial v € [0.1,500.0] N/m;

Parametros adimensionais: Re = 0.01;

Valores adimensionais do espacamento para malha M;: Ax = Ay = 0.2, malha M,:
Az = Ay = 0.1 e malha M3: Az = Ay = 0.05.

Para avaliar efeitos de tensao superficial sobre o escoamento, sao utilizados diferentes
numeros de capilaridade entre Ca = 0.02 e Ca = 100.0 e Re << 1, para verificar o
comportamento da geometria no instante de tempo t = 6.0.

No trabalho de Mitsoulis [22], o nimero de Reynolds é desprezado, dessa forma os
testes foram realizados para Re = 0.01, em que a Figura 4.10 apresenta um grafico que
compara a distancia da frente do escoamento no preenchimento do canal em funcao dos
niimeros de capilaridade, como feito em [22]. E possivel observar na Figura 4.10 que
a medida que Ca se aproxima de zero, isto ¢, quando se ha muita tensao superficial a
interface que delimita o escoamento tende a ser menos curva. Para valores elevados de
capilaridade, onde ha pouca tensao superficial, o perfil do escoamento se assemelha a um
escoamento sem tensao superficial, tendo uma interface mais curva.

A Figura 4.11 mostra os campos de velocidade u e pressao p, para Ca = 0.02, isto
é, caso com muita tensao superficial e Ca = 100.0, onde ha pouca tensao superficial
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(a) Componente u da velocidade para a for- (b) Componente u da velocidade para a for-
mulagao implicita MAC. mulagao laplaciano superficial—1.

(¢) Componente v da velocidade para a (d) Componente v da velocidade para a
formulacao implicita MAC. formulacao laplaciano superficial—1.

(e) Campo de pressdo para a formulagdo (f) Campo de pressdo para a formulagio
implicita MAC. laplaciano superficial—1.

Figura 4.9: Comparacao entre as simulacoes das formulacao laplaciano superficial—-1 e
formulagao implicita MAC, com malha M}, no instante ¢ = 6.0.

influente. Notando, que se mantém proximas as distribui¢oes dos campos de velocidade
e pressao.

4.4.3 Gota em impacto

Nesta secao considera-se uma gota de raio 0.01lm, com a atuacao da gravidade e
considerando os efeitos de tensao superficial. Os dados para este problema sao:

e Comprimento caracteristico (diametro): D = 2.0 - 10™%m;

Velocidade de escala: U = 1.0m/s;

Forgas de campo consideradas: gravidade |g| = 9.81;

Dados do fluido: viscosidade v = 0.001m?/s, densidade p = 1.0Kg/m?, v =

o
0.005N/m;
e Parametros adimensionais: Re = 20.0, We = 4.0 Fr = 2.26;

e Malha Mjs: Ax = Ay =0.05

Os resultados deste teste sao apresentados na Figura 4.12, onde é comparada a variagao
do diametro da gota com o passar do tempo de simulagao, entre a formulacao implicita
MAC e a formulagao laplaciano superficial —4.
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¢l .

Comprimento da frente do escoamento

laplaciano superficial -1 +
laplaciano superficial -4
MAC implicito *
L

0.01 L L
0.01 0.1 1 10 100

Numero de capilaridade {Ca)

Figura 4.10: Comparacgao entre distancia da frente do escoamento em fungao dos niimeros
de capilaridade.

Uma observacao para este teste, foi o passo temporal utilizado, enquanto a formulacao
implicita utiliza um passo temporal dt = 5 x 107°, a formulacao laplaciano superficial —4
utilizou o passo temporal §t = 5 x 1074
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0.09750 0.22607 0.35684 048321 0.61473 0.740% 0.66855 059750 o.09750 0.22607 0.35084 o482t 01173 0.740% 0.66653 0.59750

(a) Componente u da velocidade para a for- (b) Componente u da velocidade para a for-
mulagdo implicita MAC, Ca = 0.02 . mulagao laplaciano superficial -1, C'a = 0.02

013715 941003 Ls85.07002 . ey J—— - 15,50 81,3425 12251159 177167885 2316.84770 2982, 04578 07,155 80, 35187 97,5195

(¢c) Campo de pressdo para a formulagao (d) Campo de pressao para a formulagao
implicita MAC, Ca = 0.02 . laplaciano superficial—1, Ca = 0.02.

o.09750 0.2807 0.35454 04321 0.61178 0.740% 0,869 0.99750 009750 0.22607 0.35484 o.d4gE21 0.6179 0.740% 0.56353 0.55750

(e) Componente u da velocidade para a for- (f) Componente u da velocidade para a
mulagdo implicita MAC, Ca = 100.0 . formulacao laplaciano superficial—1, Ca =
100.0 .

243,810 254,550 751,931 1249,63302 247.27904 244,915 22,5598 3200,19907 -s70.18207 -283.67%61 30.0235 ste. 725 1555,00857 2161, 33234 2167, 63530 ey

(g) Campo de pressdo para a formulagao (h) Campo de pressao para a formulagao
implicita MAC, Ca = 100.0 . laplaciano superficial—1, Ca = 100.0.

Figura 4.11: Comparacao entre as simulagoes das formulacao laplaciano superficial—1 e
formulacao implicita MAC, com malha M3, Re = 0.01, no instante ¢ = 6.0.
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1.25 T T T T T

T T
laplaciano 4, M1
MAC implicito, M1

115

1.1

1.05

Diametro da gota adimensional

0.95 [

0.85 ] I ] I I 1 I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Tempo adimensional

Figura 4.12: Variagdo do diametro da gota em impacto entre as formulagoes MAC im-
plicito e laplaciano superficial —4, utilizando a malha M3 com Ax = Ay = 0.05, com
Re =20.0e We = 0.4.



CAPITULO

5

Conclusao

A formulagao proposta neste trabalho vem como uma alternativa as formulagoes MAC
explicita [39] e implicita [26], frequentemente utilizadas e que usam a tensdo normal
definida de forma classica. Ao longo deste trabalho foi possivel estudar a nova forma de
definir a tensao normal, permitindo obter variacoes para a formulacao e fazer primeiros
testes numéricos utilizando a formulacao laplaciano superficial completa.

No trabalho de Oishi, Buscaglia e Cuminato [25], foi apresentada uma versao para
esta formulacdo, a qual nao fazia consideracao de tensao superficial e nao tratava das
propriedades, como curvatura e vetores normal e tangente, devidamente precisos. Fazer
estas modificagoes neste trabalho permitiu analisar a formulacao e ter variacoes que sao
consistentes com a construcao desta.

Com este trabalho foi possivel fazer um estudo de conceitos béasicos de geometria
diferencial que foram apresentados ao longo do Capitulo 1, a fim de verificar as operagoes
realizadas para o calculo das grandezas geométricas do trabalho [19], que por sua vez
estao presentes na condicao de tensao superficial normal.

Os resultados que foram obtidos para a aproximagao da curvatura com a simulacao
numeérica garantem uma boa ordem de precisdo. Além disso, o vetor normal, sendo
calculado a partir de aproximagoes como mostrado na Se¢ao 2.2.1, permite poder tomar
vetores menos genéricos do que aqueles que sdo tomados em algumas fungoes do Sistema
Freeflow 2D, a partir dos proprios valores estimados no centro da célula [20].

Um importante estudo realizado neste trabalho foi apresentado no Capitulo 2, veri-
ficando os trabalhos de Oishi, Buscaglia e Cuminato [25] e Buscaglia e Ausas [4], que
permitiram a elaboracao da formulagao laplaciano superficial para escoamentos de flui-
dos newtonianos com superficie livre, considerando os efeitos de tensao superficial. Parte
fundamentada na formulagao variacional combinados a métodos de projecao, para um
tratamento via diferencas finitas.

O Capitulo 3 traz possiveis aproximacgoes numéricas para a discretizacao da nova
formulacao e os resultados que foram obtidos com simulacdes numeéricas das diferentes
formulagoes estao no Capitulo 4. Os resultados numéricos permitem concluir que a apro-
ximagao para as velocidades presentes na formulagao laplaciano superficial fazem grande
diferenca na precisao do método, e talvez seja possivel melhorar os resultados obtidos
via formulacao laplaciano superficial, por exemplo na formulacao laplaciano —3, pode ser
estudado o que ocorre quando é utilizada uma vizinhanca maior ou menor para delimitar
a funcao de distribui¢ao dada pela equacao (3.29).

Os testes realizados para a verificacao do codigo para a formulagao laplaciano su-
perficial no Capitulo 4, mostram semelhanca aos testes realizados pela formulacao MAC
implicita. Nos testes da oscilacao da gota, a precisdao se mostra boa para um teste reali-
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zado para Oh << 1, seguindo os artigos estudados que fazem o mesmo teste numeérico.
Quando o problema da gota apoiada é comparado com a solucao analitica proposta por
Mangiavancchi et al. [19], a precisao para a malha reduzida, é bastante satisfatoria, con-
tando que os sistemas contaram com uma aproximacao implicita apenas a um dos termos
viscosos e o comprimento de arco é aproximado.

Os testes numéricos apresentados na secao 4.3, para Re < 0.1 e We << 1, sugere
que a formulacao proposta é mais estavel quando se avaliam os campos de velocidade e
pressao no problema, em um mesmo instante de tempo.

O problema de fountain flow com superficie livre permite perceber a instabilidade
do método proposto, que restringe os passos de tempo dt. Essa restricao se deve as
aproximacoes explicitas realizadas, como para velocidade normal u,, entretanto, fazer
o uso de uma aproximacao implicita para este termo como na formulacao laplaciano
superficial —4, acarreta no acoplamento dos sistemas resolvidos para o calculo de 1, e
assim, nao ¢ possivel manter a ideia de se resolver as equacoes sobre a interface, e utilizar
esta solucao como condicao de contorno de superficie livre.

Finalmente, a variacao da formulacao laplaciano superficial —1, além de manter a
simetria esperada, permite que o preenchimento do canal no problema de fountain flow se
estabeleca de modo uniforme ao longo de todo canal, mesmo em malhas menos reduzidas,
0 que nao acontece para a formulacao implicita MAC e nem para a variacao laplaciano
superficial —4.

Como trabalhos futuro, pretende-se aprimorar as implementacoes: podendo melhorar
a aproximacao numeérica investigando a restricao do passo temporal, fazer novos testes
numeéricos a serem realizados para diferentes geometrias e para o problema da gota com
impacto apresentado na secao 4.4.3, também considerando outros valores para os para-
metros adimensionais, principalmente para Re << 1 e We << 1.
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APENDICE

A

Formulacao variacional para
escoamentos com tensao superficial

Ao longo deste texto é a descricdo das equacgoes de Navier-Stokes junto as condicoes
de contorno com tensao superficial, para garantir uma boa representacao das forcas que
agem sobre a interface e fazendo um estudo do trabalho de Buscaglia e Ausas [4], sdo
apresentadas breves discussoes sobre a interpretacao fisica das forcas de tensao superficial.

Considerando escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos imisciveis, pretende-
se apresentar o problema via formulacao variacional que descreva a atuacao das forcas de
tensao superficial e também apresentar o problema com suas correspondentes equacoes
diferenciais.

A.1 Descricao do Problema

Considere uma configuracao geométrica em 20D como na Figura 1.1 e um escoamento
incompressivel de um fluido newtoniano de densidade p e viscosidade p constantes ao
longo do dominio Q € R? onde o fluido esta confinado, a equagdo de conservacao da
quantidade de movimento e a equacao de conservacao da massa sao:

p{g—?—kv-(uu)} =V .o+ pg, (A.1)

V-u=0, (A.2)

Em que u = (u(z,y),v(z,y)) é o campo de velocidade, p = p(z,y) é o campo de
pressao e o o tensor tensao total (ou tensor de tensdes de Cauchy) dado por

o=-—pl+7", (A.3)

em que o tensor taxa de deformacao ¢ descrito por 7 = 2uD, com D = [Vu + (Vu)7]
e g as forcas de campo, como gravidade por exemplo. Assumindo uma interface I' sem
escorregamento e definindo o campo de velocidade u € H*(Q2) e p € L?(Q2), espagos de
Banach segundo as Definicoes 14 -16.

Definicao 14 Um espaco de Banach é um espaco normado e completo, isto €, onde toda
sequéncia de Cauchy converge no espaco vetorial dado.

Como exemplo de um espaco de Banach, temos os espacos LP e H'.
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Defini¢ao 15 Para cada p € [1,00), definimos o espaco LP ao conjunto

P = {u: Qo ]R,/Q |u(z)|Pde < oo}, (A1)

= ( Hu(w)!\pdw);- (4.5)

Definicao 16 O conjunto LP, para p =2 com a norma dada por

lul = ( [ Hu(w)Hde)%, (A.6)

€ dito um espaco de Hilbert com produto interno:

com a norma dada por:

< U,V >o= / uvdz. (A.7)
Q

Para as condigoes de contorno, particiona-se a fronteira como no trabalho de Montefus-
colo [23] e a teoria apresentada em Prosperetti e Tryggvason [30], na qual I'p a regiao onde
a velocidade é especificada completamente, 'y onde se tem especificada a tracao, forca
aplicada sobre um corpo numa direcao perpendicular & superficie e com sentido externo
ao dominio, e I'y; onde a velocidade normal e a tragdo tangencial sao especificadas

u = uy, x € I'p,

o-n=o,, xely (A.8)
(I —nn)-o-n=oy, x € 'y,
u-n=u,, x €'y

em que n é o versor normal a interface apontando para fora do fluido de referéncia, o, é a

componente normal da tensao que o meio externo exerce sobre o fluido, o; é a componente

tangencial da tensao, u, a componente normal da velocidade e I o tensor identidade.
Para formulacao variacional correspondente ao problema, introduzimos os espagos

HY(Q) ={ue L*Q): /Q |Vu|*dx < oo}, (A.9)
W ={we H'(Q)x H(Q): w-n =0 em 0Q}, (A.10)
Q =L*(Q)/R, (A.11)

em que H'(Q) é um espago de Hilbert e @ representa o conjunto das fungdes que pertencem
as classes de equivaléncia L2, uma vez que numa vinhanca da superficie livre h4 um grande
salto de pressao, e esta precisa estar bem definida. Entao, via formulacao variacional e
considerando a inércia do fluido e da interface, procura-se determinar um campo vetorial
u € W e um campo escalar p € (), tais que

/Q,MD u:D wdQ—/pV-wdQ = / b-wd@Q+/ an-wd8Q+/ o wdof), (A.12)
0 Q 0 G

T

/ gV - ud = 0. (A.13)
Q
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equagoes satisfeitas para todo w € W e ¢ € Q, em que b € (L*())? representa um

campo de for¢a introduzido que, por exemplo, pode representar a forca gravitacional
influente no sistema ou surgir por um efeito electrophoretic, método de separagao de
constituintes das solucoes coloidais (certas misturas quimicas) por meio de um campo
elétrico sobre as particulas carregadas eletricamente. O tensor D representa o tensor
simétrico D = [Vu + (Vu)'] e produto definido por dois pontos ( : ), chama-se dupla
contragao e pode ser encontrado no trabalho de Rodrigues [32].

Os ultimos termos da equacao (A.12) expressam o trabalho virtual da fronteira 0S) e
a interface I, respectivamente, e considerando

Poa(w) = / o, - wdof) e Pr(w) = / o, - wdof)
80 r

e a equacao (A.12) pode ser reescrita como
/ 2uD u:D wdf) — /pV cwdf) = / b - w dS + Paa(w) + Pr(w) (A.14)
Q Q Q

Observe que ha a intencao de tratar os efeitos de tensao superficial, forcas que atuam
entre os fluidos, ou seja, ao longo da interface entre os fluidos deve se ter Pr # 0.

A.2 Principio das poténcias virtuais na superficie

Seja f(x) uma funcdo de densidade de energia superficial, um campo escalar que pode
ser interpretado como a energia que seria necessaria oferecer as superficies dos diferentes
fluidos, para que estas superficies aumentassem sua area em uma unidade [12|. Tais
superficies possuem uma espessura muito fina (na casa de Angstrom) e se comportam
como uma membrana elastica.

Considere que nao ha pontos ou linhas de contato (entre fluido e a fronteira rigida)
sobre a interface, como nos casos de um problema com superficie livre, ou superficie
fechada no caso tridimensional, por exemplo. Suponha que essa interface possui uma
heterogeneidade na sua composi¢ao que leva a uma energia correspondente denominada
por £(I'), definida por:

E(T) = /Fﬁ(x) dr, (A.15)

em que 3(x) pode depender de algumas varidveis como a posigao x, a deformacao que
a interface sofre e curvatura local. Para determinar a poténcia virtual sobre a interface
Pr, parte-se de que (—Pr) é igual a derivada de forma de £(I') quando a interface I" se
desloca na dire¢ao de um campo vetorial v.

Para definir a derivada de forma é necessario tomar um campo vetorial v definido em
I' e definir a seguinte familia de transformacgoes:

Py I'x(—€,60) —Q
(x,€) — X + ev(X)
que transforma I' em uma familia de interfaces perturbadas I'y .. Para cada € e v fixos, a

inversa da transformacao ¢, é denotada por 1y (+, €) e a energia da superficie perturbada
serd denotada por

ETv, )= [ Bly) dly, = / B(x,€)) dTy,, (A.16)

Fv,e Fv,e
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comy € I'y.. Fazendo uma mudanga de variavel, pelos resultados calculo diferencial e
integral, a tltima equagio (A.16) pode ser reescrita como:

E(T:v, e) = / B(x)Jr(x, €) dT (A17)
r
em que se estabelece a relacdo Jr(x,€) = szE, para Jp(x, €) a matriz jacobiana superficial

da transformacao ¢, no ponto x. Tendo o suficiente para definir a derivada de forma de

£(I).

Defini¢ao 17 Uma derivada de forma da energia E(I'), € a taza de sua varia¢io na
direcao de um campo vetorial v, e € representado por:
d E(; v, h) —E(T)

s 6:05(11,76) =dE(T,v) = }lg%

(A.18)

Para os resultados que serao apresentados a seguir, todas as defini¢coes da Secao 2.1
serao utilizadas.

Para um dado campo vetorial v(x), a sua projecao é dada pelo campo vetorial v que
pode ser decomposto em suas componentes normal e tangencial

v = DR + Vo, (A.19)

com 0, = v-n = v(IIp(x)) - n(Ilr(x)), que é produto escalar entre dois vetores, portanto
¢ um escalar e o vetor tangente ¢ descrito por v, = P- v, em que P é uma matriz de
projecao definida como P,; = d;; — n;n;, sua construcao pode ser encontrada em [23].
Especificando o vetor tangente:

v, =P - v=(I-n®n)- v(lIp(x)), (A.20)

o produto definido pelo operador ® é dito produto diddico, equivalente a multiplicacao
matricial u ® v = uv?, para u,v € R, Em notagao matricial, a equagao (A4.20) é
equivalente a

10 o nimy nNing ) (%1 _ (1 — anLl)’Ul — N1M2V2y (A 21)
0 1 NoM1 MNaNy (%) —nN9oN1V1 + (1 — ngng)v -2 ' '
Manipulando a matriz obtém-se

v, = v(IIp(x)) — [v(IIp(x))n|n. (A.22)

A partir destas extensoes obtidas para um vetor e suas componentes normal e tan-
gencial, verifica-se como sera dada a extensdo para a transformagao ¢ da equagao (2.2),
quando esta ¢é estendida para D, e como tratar o gradiente aplicado a esta extensao.

Pela Defini¢cao 6 de extensao de funcoes, a transformacao ¢ estendida ao conjunto
D é expressa da seguinte forma

o(x,8) = x + sv(x), x €D, s € (—s0,5), (A.23)

tomando v e s fixos, e omitindo o parametro s e X para nao carregar a notacao, vamos
calcular o gradiente desta transformacao. Seja F' uma transformacao tal que F' = V¢,
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dessa forma

F = V¢
= V(lIr(x))
— V(ITr(x) + sv(TTp(x))
= VIr(x) + sVv
= T+ sV (0,0 +v,)
= I+ sVo,n+s0,Van+ sVv,
= I+s(n® Vo, +0,Va+ Vv,).
Portanto, F' =1+ s(n ® Vo, + 0,Vn + Vv,), a partir de propriedades presentes no

livro de Gurtin [14]. Tomando a transformagdo inversa como ¢! =y — sv, com v fixo,
temos que o gradiente desta sera dado por:

Vo' =1-5Vv, (A.24)

se aplicarmos os mesmos passos quando definimos F' ao lado direito da equagao (A.24),
obtemos:
Vot =1-s(n® Vo, +0,Via+ Vv,). (A.25)

Agora definindo o escalar J em funcao de V¢, dessa forma
J = det(V@) = det(I+ sV - v), (A.26)
e fazendo algumas manipulacoes algébricas
J=1+5s(0,V-n+V-v,). (A.27)
Assumindo a relagao apresentada em [4]
da = J(Vyo )TdA (A.28)

para reescrever a equacao (A.28), substituindo V¢! pela expressdao obtida em (A.25) e
J pelo obtido em (A.27), escrevendo

da = [l + s(v,V -2+ V¥v,)]dA — s[Vi, @ b + (Vv,)T]dA. (A.29)

Considerando os resultados de anéalise, sabemos que o gradiente de uma funcao que
descreve uma curva de nivel, em um dado ponto x, é sempre normal a curva neste ponto,
e normal ao vetor tangente a funcao.

Recordando que foi tomado Jp(x,s) =
reescrita como

dl'w,s

dr

na Se¢ao A.2, temos a equacao (A.29)

dly = (14 sV -v)dl = [1 + s(6,V - o + Vv,)]dl (A.30)

utilizando a equacao de energia de perturbacao superficial (A.16) e a definigao de derivada
de forma ( Definigao 17), escrevemos primeiramente

ET;v,s) = B((x,s)) dlys

1—‘v,s

= /Fﬁ(x)Jp(X,s) dr
— /F6(1+3V-€f)dl“.
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Aplicando a defini¢ao da derivada de forma

JET.v) — lmfrﬁ(lJrsV-{f)dF—frﬁdF
’ N s—0 S

— /(hr% 55V~V) dl’

- [#v-var

- /ﬁ(@nv A+ V-v,)dl. (A.31)
r

A expressdo final de (A.31) representa a derivada de forma da energia £(I'), uma
forca oposta a poténcia virtual Pr(v). Procurando ter bem definido os operadores sobre
a interface e para tentar chegar em uma expressao para a descricao do problema que
envolvam quantidades ja conhecidas como a curvatura, vamos apresentar um breve estudo
sobre os operadores que sao definidos na superficie.

Lema 2 Seja f uma funcao escalar definida e diferencidvel em uma regiao I', entao

/ Vi dr = / frendl+ [ fodr (A.32)
r r or
e para um campo vetorial q diferencidvel
/Vp-qu—//ﬁn-qu+/ v-q dol (A.33)
r r or

A demonstracdo do Lema 2 pode ser encontrado em Buscaglia e Ausas [4].

Observacao 2 Tomando a derivada de forma da energia (A.31), com q= ~yv:
dé(I';v) = /’yV v dr, (A.34)
r

para v uma constante de tensao superficial. Pela definicio do gradiente superficial
(Definigao 7), escreve-se vV - v = Vr - (yv) — Vpy - v. A igualdade da equacao (A.34)
se torna

dE(T;v) = / Vr - (yv) dl' — / Vrvy-vdl (A.35)
r r
e aplicando o Lema 2 no primeiro termo da equac¢ao anterior
/Vp (yv) dIl' = / “(yw)+ | w-(yv) dor. (A.36)
or

Substituindo (A.36) em (A.35)

dé(I';v) = / k- (yv)dl'+ [ w-(yv) dOI' — / Vry-vdl. (A.37)
r ar r

Se v é uma constante entdo conseguimos determinar a forma final para a derivada de
forma da energia

dE(T;v) = /(win —Vry)-vdl +/ yw - v dor. (A.38)
r or
A energia potencial d€(I';v) corresponde a uma distribui¢ao de forcas A = —vykn +

Vry em I'. A forca de tensao superficial yxkn, que estd presente sobre a interface serd a
unica forca a ser considerada quando vy constante e a interface ou superficie é fechada e a
forca de Marangoni é considerada quando v varia ao longo da interface. Para o caso em
que ha linhas de contato na geometria (veja Figura 1.1 (b)) h&a uma forga sobre a linha
de contato determinada por T = yw.



A. Formulacao variacional para escoamentos com tensao superficial 79

A.3 Conclusao

Pelas definigoes apresentadas concluimos que a equagao (A.14) pode ser reescrita tendo
os dois tltimos termos representado apenas por Pr(w) que expressa as variagoes de energia
sobre a interface e linhas de contato da seguinte forma:

Pr(w) = ~de(Tiw) =~

(v — Vpy) - w dl' — / yv - w dol’ (A.39)
r

or

Considerando apenas problemas sem linhas de contato e que possuem a tensao super-
ficial v constante, podemos desprezar a atuacao da forca de Marangoni e o termo que
envolve a integral sobre a linha de contato. Dessa forma, a equagao (A.39) se resume a:

Pr(w) = /F —ykn - w dl. (A.40)

Ainda podemos aplicar a rela¢ao obtida em (2.24), reescrevendo novamente a expressao
(A.39):

Pr(w) = —/Wzld -w dl (A.41)
r

Observe que utilizar a expressao via Laplaciano superficial (A.41) permite, por exem-
plo, nao ter de calcular a curvatura explicitamente, calculando apenas o vetor normal, o
que também pode ser usado quando consideramos as forcas sobre a linha de contato e a
forca de Marangoni, técnica utilizada por alguns autores que trabalham com o contexto
de elementos finitos. A equacao variacional final, considerando apenas a tensao superficial
~ constante é escrita como:

/Z/LDUZDWdQ—/pV'WCZQ = —/’szId-WdF (A.42)
Q Q r
/ ¢V ud = 0 (A.43)
Q

Finalmente, as equagoes diferenciais correspondentes a um escoamento incompressivel
de um fluido newtoniano com efeitos de tensao superficial

p [68_1; +V. (uu)] = V.o+pg, x €} (A.44)
V-u = 0, x € () (A.45)
n-o-n = 7k, x €T, (A.46)

em que as demais condigoes de contorno e condicao inicial se mantém as mesmas.
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B

Movimentacao da supertficie livre

Para fazer a movimentacao da superficie livre, atualiza-se a posicao das particulas
marcadoras como visto na Se¢do 1.3, e segundo Mangiavancchi et al. [19], para altos
numeros de Reynolds (Re > 50) esta movimentagao pode gerar algumas ondulag¢oes como
mostra a Figura B.1, entao é estudado um algoritmo j& desenvolvido no Sistema FreeFlow
2D [20], um codigo implementado em C' no sistema operacional LINUX, com a colabora-
cao de alunos e professores do ICMC-USP e UNESP-Presidente Prudente. O algoritmo
elimina as pequenas ondulacoes que surgem e que, segundo Mangiavancchi et al. [19],
nao sao causa de um efeito fisico, pois em experimentos as tensoes superficiais e os efeitos
viscosos nao geram essas ondulagoes, sendo apenas causa das aproximagoes numéricas.

Figura B.1: Pertubagoes na interface causadas por aproximagoes numéricas em uma célula
da malha euleriana.

Para eliminar essas ondulagoes percorre-se todas as particulas que descrevem a in-
terface entre os fluidos e a cada particula considera-se quatro particulas consecutivas na
superficie livre: x;, X;11, X;12 € X;.3, fixando as particulas dos extremos, reposiciona-se as
particulas intermediarias procurando manter a area formada pelo quadrilatero delimitado
por estes pontos como ilustrado na Figura B.2.

As novas particulas xj,; e Xj , sao reposicionadas formando um trapézio isésceles e
de tal forma que a area do quadrilatero seja mantida. Para tal, é necessario dividir o
quadrilatero que serd modificado em dois tridngulos como é possivel observar na Figura
B.2 e para calcular a area total, calcula-se a area de cada triangulo utilizando um resultado
de geometria analitica, em que a area de um triangulo de vértices com coordenadas x; =

81
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Xi+1

Figura B.2: Exemplo de ondulacao sobre a superficie livre.

(x1,y1), X2 = (22,y2) € X3 = (x3,y3) ¢ dado por

1 1 Y 1
Argg=—--| 22 y2 1|, (B-l)
2
r3 Yz 1
ou seja,
1
Aoz = 5((961 — 29)(y2 — y3) + (x3 — x2) (Y1 — ¥2)). (B.2)

Como as coordenadas dos vértices dos tridngulos sao conhecidas, podemos facilmente
calcular sua area. Dessa forma, o trapézio tem a sua base dividida em trés segmentos
iguais, L; = Ly = L3 = L, e uma altura h, como na Figura B.3.

i+2 i+1

Figura B.3: Ondulacao suavizada.

A medida L pode ser facilmente obtida calculando a distancia entre os vértices x; e
X;+3 que nao foram modificados, e dessa forma, sabendo que a area deve ser mantida e
como esta ja foi determinada, pode-se obter a medida h, para isso, considere a area dos
triangulos formados na Figura B.3 por Aa e a area do retangulo como Ag. Uma vez que
a area total do trapézio A = 2AA + Ap e isolando o parametro h na usual formula da

A

area total determinamos h = 5T
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Para determinar as coordenadas dos novos pontos é construido um vetor unitario
tangente ao segmento X;X;43

Xi+3 — X

= = e T B.3
e ) =l .

e a partir deste, o versor normal
n = (ng,ny) = (—my,my), (B.4)

entao as novas particulas podem ser escritas como x7, | = x;+Lm+hnex; , = x;+2Lm+
hn, finalizando a sequéncia de passos para a suavizagao desta regiao da superficie livre.
Segundo Mangiavancchi et al. [19], este procedimento deve ser realizado reposicionando
todos os pares de vértices adjacentes e deve ser repetido entre um intervalo de 5 a 50
passos de tempo na programacao.



