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RESUMO

Para o projeto de controladores, nem sempre todos os estados do sistema se encontram disponiveis
ou a obtencao de todos eles podem acarretar em maiores custos de projeto. Visando esse fato,
neste trabalho serdo propostos métodos de projeto de controladores chaveados robustos com
realimentacdo estdtica da saida. Serd apresentada a teoria basica necessdria para o entendimento
e desenvolvimento dos teoremas a partir da teoria proposta por Lyapunov e de desigualdades
matriciais lineares. Ainda, serd estudado o modelo matematico em espago de estados do protétipo
da suspensdo ativa de bancada, do fabricante Quanser, que serd utilizado para a simulagdo e
implementacdo dos controladores projetados. No projeto dos controladores serd considerada a
minimizac¢ao da energia da saida, com o objetivo de reduzir o tempo de estabelecimento e as
oscilacOes da saida do sistema em malha fechada e o limite fisico da saida do sistema, que € feito
a partir da consideracdo de um conjunto convexo de condicdes iniciais. Isso pode ser obtido por
meio de um indice de desempenho quadratico chamado de custo garantido. Condig¢des suficientes
descritas em formas de desigualdades matriciais lineares (LMIs) para atender os critérios de
projeto sdo apresentados em forma de teoremas que requerem a escolha de pardmetros constantes.
A busca dos valores 6timos globais para o indice de desempenho definido serd alcangada por meio
de um algoritmo de Evoluc¢do Diferencial (ED). Desta forma, quando as condi¢bes propostas sao
satisfeitas, o sistema em malha fechada serd assintoticamente estavel e, para um dado conjunto
de condig¢des iniciais, a saida ficard dentro dos limites especificados. Além da implementacao
dos controladores no protétipo de suspensao ativa de bancada, dois exemplos numéricos foram
considerados para avaliar a regido de factibilidade e estabiliza¢do de sistemas descritos por

variaveis de estado.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, LMI, Controle Robusto, Controle Chaveado, Evolu¢do

Diferencial.



ABSTRACT

For the design of controllers, not all system states are always available or obtaining all of them
can result in higher project costs. Considering that, in this work design methods for robust
switching controllers with static output feedback are proposed. It will be presented the basic
theory of linear matrix inequalities and Lyapunov’s theory necessary for understanding the
proposed theorems. Also will be studied the the state space mathematical model of the active
bench suspension prototype, manufactured by Quanser, which will be used for the simulation
and implementation of the designed controllers. In the design of the controllers the minimization
of the output energy will be considered with the objective of reducing the settling time and the
oscillations of the closed-loop system output. It is considered the physical limit of the system
output, by taking into account a bounded set of initial conditions, which is done by considering a
convex set of initial conditions. This minimization was archived by the definition of a quadratic
performance index, named guaranteed cost. Sufficient conditions described in linear matrix
inequalities (LMIs), to meet the design criteria, are presented in the form of theorems that require
some chosen constant parameters. The search for the global optimal values of the performance
index will be achieved through the Differential Evolution (DE) algorithm. Besides that, when the
proposed conditions are satisfied, the closed-loop system will be asymptotically stable and the
output will be within the specified limits for a given set of initial conditions. In addition to the
implementation of the controllers in the benchtop active suspension prototype, two numerical
examples were considered to evaluate the feasibility and stabilization region of systems described

by state variables.

Keywords: Linear control systems, LMI, Robust Control, Switched Control, Differential

Evolution.
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1 INTRODUCAO

A automagdo e controle de processos, sem que haja intervengcao humana, sao alvos de
diversas pesquisas, impulsionando a busca por novos métodos de controle que se adaptam as
complexidades dos sistemas contemporaneos, que muitas vezes sdo complexos e interligados.
Esses sistemas podem conter um grande nimero de entradas e saidas motivando o surgimento
da teoria de controle moderno. Essa metologia permite a andlise de sistemas diretamente no
dominio do tempo a partir do uso das varidveis de estado (DORF; BISHOP, 2001).

Baseado nessa teoria, é possivel o projeto de controladores onde a dinamica do sistema é
modelada a partir de um conjunto de equacdes diferenciais de primeira ordem (OGATA, 2011).
Essa modelagem pode envolver termos nao lineares, porém, um modelo linear pode ser obtido

através da linearizacao do sistema em torno de uma regiao de operagdao (SLOTINE; LI, 1991).

No mundo real e ndo idealizado, os sistemas fisicos podem apresentar incertezas, como
mudanga no valor da massa dos passageiros de um veiculo, falha nos atuadores, imprecisao dos
componentes elétricos utilizados, dentre outros (SILVA et al., 2013; BUZETTI, 2017). Portanto,
um projeto de controle deve levar em consideracdo as incertezas no modelo matematico para que,
mesmo ha presencga dessas, o controlador garanta os indices de desempenho desejados. A partir
do conhecimento dos valores de mdximo e minimo das incertezas paramétricas, estas podem ser
descritas como vértices de um politopo e desta forma obter o modelo que representa o sistema
incerto (BOYD et al., 1994; ZHOU; DOYLE, 1998; CHANG; PARK; ZHOU, 2015).

Em muitos sistemas fisicos, torna-se complexo e custoso obter todas as varidveis de estado
através de sensores especificos, como por exemplo o torque e velocidade para sistemas
motorizados (SANCHES, 2013; WOLMUTH et al., 2019). Na pratica, geralmente deve-se ter
um sensor para cada varidvel de estado do sistema, impossibilitando em algumas aplicacdes a
obtencgdo do vetor de estados para a realimentacdo. Nesse sentido, a realimentacao estdtica de
saida representa uma malha de realimentagdo simples, nao sendo necessario mensurar todas as
varidveis de estado. Dessa forma, a implementacao do controlador pode ser facilitada, sendo
capaz de obter um desempenho proximo ao obtido através da realimentacio de estado (DONG;
YANG, 2007).

O projeto de controladores com realimentagdo estatica de saida para sistemas lineares
invariantes no tempo € um problema desafiador na teoria de controle que tem atraido atengao da
comunidade cientifica dado o seu uso em problemas praticos (SADABADI; PEAUCELLE, 2016;
BEHROUZ; MOHAMMADZAMAN; MOHAMMADI, 2021). Usualmente, o projeto desses
controladores requer a solugdo de sistemas de equacdes nao convexos, comumente expressados
na forma de desigualdades matriciais bilineares, do inglés Bilinear Matrix Inequalities (BMIs),

ou igualdades matriciais lineares, do inglés Linear Matrix Equalities (LMEs). Atualmente vérias
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pesquisas estdo sendo realizadas nesta drea com o objetivo de encontrar condi¢des suficientes
que garantam a estabilidade do sistema com realimentacao estatica de saida (CARNIATO et
al., 2018; SERENI; ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2020). No projeto de controladores, além da
estabilidade, podem ser requeridos indices de desempenho como robustez, taxa de decaimento
e performance H.. (DONG; YANG, 2007; CHANG; PARK; ZHOU, 2015; CARNIATO et al.,
2018).

De forma a minimizar as oscilagdes na saida do sistema e reduzir seu tempo de
estabelecimento, pode ser incluido um limitante superior para um indice de performance
quadratico, chamado de custo garantido (DEAECTO et al., 2010; BOYD et al., 1994; CAUN et
al., 2018). Em Deaecto et al. (2010), o custo garantido esté relacionado com a dissipacao de
energia de conversores de corrente continua (CC) CC-CC, enquanto que em Silva et al. (2020)
esse indice estd relacionado com a minimizacdo das oscilacdes e resposta transitdria da saida do

sistema.

Comumente, o projeto dos controladores considera apenas um ganho, sendo que deste modo
nem sempre € possivel obter a factibilidade ou um custo garantido adequado para o sistema.
Nesse contexto, de forma a obter uma maior regido de factibilidade, vém sendo desenvolvido
o projeto de controle chaveado em que uma lei de chaveamento, de acordo com o estado do
sistema, ird selecionar um ganho pertencente a um conjunto de ganhos que minimiza a derivada

da funcao de Lyapunov, conforme proposto por Souza et al. (2013).

O projeto de controladores chaveados proporciona uma regido de factibilidade menos
conservativa e melhora a performance do sistema quando comparado com os controladores com
um unico ganho (SONGLIN et al., 2008; CARDIM et al., 2011; SOUZA, 2013; GEROMEL;
COLANERI, 2006; BUZETTI, 2017; ZHAI, 2001; RAMOS et al., 2019). Na atualidade, a
pesquisa em controladores chaveados apresenta um grande avanco e tém oferecido resultados
menos conservadores no controle de sistemas com incertezas politdpicas (SOUZA et al., 2013;
OTSUKA; SOGA, 2010).

A partir da descri¢do do sistema em varidveis de estado e considerando uma func¢do energia
baseando-se nos estudos de Lyapunov (LYAPUNOV, 1992), muitos dos problemas da area de
Engenharia de Controle podem ser formulados em desigualdades matriciais lineares, do inglés
Linear Matrix Inequalities - LMIs. Neste trabalho, para encontrar as solu¢des das LMIs, sera
utilizado o software MATLAB em conjunto com a interface YALMIP (LOFBERG, 2004) e o
solver LMILab (GAHINET et al., 1994), que sdo foolboxes do MATLAB.

Em muitos problemas formulados em termos de LMIs e com métodos de flexibilizacdo como
0 S-procedure e o Lema de Finsler (BOYD et al., 1994), podem ser utilizadas varidveis escalares
que multiplicam as matrizes a serem encontradas pelos solvers. Desta forma, o conjunto de
solucdo se torna ndo convexo e atualmente ndo existe um solver capaz de resolver este problema,

0 que motiva a utilizacdo de algoritmos de meta-heuristica para resolver os problemas de
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otimizacdo e possibilitar encontrar um minimo global (CARNIATO et al., 2018).

Um exemplo de algoritmo de meta-heuristica, baseado em principios bioldgicos de evolucao
e selecdo natural, € o método de evolugao diferencial. A partir de uma populacio inicial, faz-se o
processo iterativo de gerar novos individuos de tal forma que estas possuam um melhor indice
escolhido a priori do que as geragdes anteriores. O método recebe esse nome devido ao fato de
que as novas geracdes sao formadas a partir da diferenca ponderada entre individuos da geracao

atual do processo iterativo.

Aplicando esse conceito no problema de reducdo do valor da func@o de custo garantido,
espera-se que a cada nova geragao obtenha-se um menor limitante superior para J (STORN;
PRICE, 1997). Além disso, esse método pode ser utilizado para espagos de fungdes nao lineares

e ndo diferenciaveis.

1.1 Organizacao do texto

Neste trabalho, é descrito o procedimento de projeto para controladores chaveados com
realimentagdo estética de saida, tendo como referéncia os trabalhos Carniato et al. (2018), Silva
et al. (2020) e BOYD et al. (1994). As restri¢des de projeto sdo dadas em forma de LMIs, onde
alguns dos parametros necessitam ser determinados apropriadamente, e sdo baseadas em uma
funcao candidata de Lyapunov. Foi considerada a minimizacido de um limitante superior para um
indice de performance quadratico (custo garantido), relacionando-se com a energia de saida do
sistema, como em Deaecto et al. (2010), Bocca et al. (2020), Caun et al. (2018). Com o intuito
de encontrar um conjunto de parametros constantes de forma a minimizar o custo garantido, é

empregada a Evolugdo Diferencial.

Para averiguar os procedimentos propostos foram projetados e implementados controladores
para o sistema de suspensdo ativa de bancada da Quanser, presente no Laboratdrio de Pesquisa
em Controle (LPC) do Departamento de Engenharia Elétrica da Faculdade de Engenharia de
Ilha Solteira FEIS-UNESP. A dindmica do sistema € descrita através de varidveis de estado com
incertezas politépicas, onde foram consideradas como premissas a estabilidade assintética do
sistema em malha fechada, a reducdo das oscilagdes da posi¢do da massa do passageiro e as
restricdes fisicas. Por fim, foi realizado o estudo dos resultados em um exemplo numérico de

forma a validar os conceitos.

Os resultados obtidos fornecem subsidios para comparar o desempenho entre a utilizacdo de
controladores de ganho tnico e controladores chaveados, considerando realimentagdo estitica de
saida e estabilidade assintdtica. De forma a organizar a apresentacdo da teoria e dos resultados, o

trabalho foi estruturado por:

* Capitulo 1: E apresentada uma breve introducio do tema exposto no trabalho, abordando

os principais estudos cientificos correlatos. Uma sintese do trabalho e sua organizagao
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textual sao descritas.

* Capitulo 2: Decorre-se sobre os principais conceitos € teorias necessarios para o
desenvolvimento e entendimento do trabalho. Nele sdo recordados alguns conceitos
necessdrios de matrizes e define-se a estabilidade segundo Lyapunov. Para alcancar o
desenvolvimento e entendimento dos teoremas principais propostos nesse trabalho, sdao
abordados critérios de projeto para sistemas lineares constantes a partir de realimentagcdo

de estados com ganho tunico.

» Capitulo 3: Nesse capitulo é demonstrada a representacdo de sistemas incertos a partir de
incertezas politopicas com realimentagdo estética de saida e sdo propostos teoremas com
critérios de projeto de um controlador de ganho unico e chaveado para sistemas lineares
descritos por incertezas politopicas, prevendo estabilidade assintética, custo garantido e

restricao de saida.

» Capitulo 4: E apresentada a teoria do algoritmo de Evolucio Diferencial, método heuristico
baseado em algoritmo evolutivo utilizado nesse trabalho de forma a se encontrar parametros
escalares que minimizam globalmente o indice de performance quadratico. Comparado
a outros algoritmos evolutivos, a Evolucdo Diferencial pode ser implementada de forma

simples e com poucos paradmetros.

* Capitulo 5: E apresentado o protétipo da suspensio ativa de bancada utilizado para o
projeto dos controladores e implementacio pratica. E descrito o modelo matematico da

planta em forma de espacgo de estados.

» Capitulo 6: Nesse capitulo sdo apresentados os resultados obtidos a partir de simulagdes
e implementagdes praticas dos controladores projetados a partir dos teoremas propostos.
Ainda, de forma a demonstrar a regido de factibilidade obtida através dos métodos de
projeto demonstrados, sdo apresentados dois exemplos numéricos, sendo o primeiro de

estabilizacao e o segundo para a reducao do custo garantido.
* Capitulo 7: E apresentada uma conclusio geral do trabalho e dos resultados, com

perspectivas futuras, seguidas pelas referéncias bibliograficas.

De forma a simplificar as nota¢des, nesse trabalho a indicacao da varidvel dependente do

tempo foi omitida tal que x = x(¢), X =%(t), u = u(t), y =y(t), z=z(t) e a = ar).
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2 CONCEITOS E TEORIAS BASICOS

Neste capitulo, apresentam-se conceitos e detalhamentos da teoria utilizada para a definicao
das restricdes dos projetos de controle que serdo formulados no decorrer desse trabalho, baseados
em estudos disponiveis na literatura. Nesse trabalho, serd utilizada de forma extensiva a notagao

matricial. Alguns conceitos se fazem necessarios de serem abordados e destacados nesse capitulo.

2.1 Conceitos e definicoes matriciais

Considere uma matriz real quadrada simétrica arbitraria G € R"*",

Definicao 1. (BOS, 2007) G é dita semi-definida positiva se

wl Gw >0 2.1)
para qualquer vetor real w € R".
Definicao 2. (BOS, 2007) G é dita definida positiva se

wl Gw >0 (2.2)

para qualquer vetor real w € R",

De forma andloga, a matriz G € dita (semi-)definida negativa se —G € (semi-)definida positiva.
Uma matriz definida positiva também € semi-definida positiva, porém, uma matriz semi-definida
positiva ndo necessariamente € definida positiva. As defini¢cdes 1 e 2 ndo implicam que todos os

elementos das matrizes sao positivos ou ndo zeros.

Um meio de se definir a positividade de G € através do Critério de Sylvester, sendo que uma
matriz real e simétrica G é positiva definida se todos os menores principais sucessivos de G
forem positivos, ou seja, se

det(Gy) >0, k€ K,, (2.3)

sendo Gy o menor principal de ordem k da matriz G. Logo, tem-se que a matriz G serd definida

positiva se as desigualdades

Gi1 G2 -+ G
Gu>0.det | |2 T2 ) 0,0 der | | TP >0, @&
Gy G : oo
Gnl Gn2 Gnn

forem satisfeitas (SLOTINE; LI, 1991). A positividade da matriz G também pode ser determinada

por meio de seus autovalores.



15

Definicao 3. (BOYD et al., 1994) Considere uma matriz quadrada simétrica X arbitrdria

particionada da forma:
A B

. 2.
BT (2.5)

Entdo, temos que:

e X > 0seesomentese A>0eC—BTA"'B>0;
o X > 0seesomenteseC>0eA—BC BT ~0;
e se A0, X = seesomente se C—BTA™'B > 0;

e 5¢eC=0, X = se e somente se A—BC BT = 0.

As desigualdades matriciais C = 0 e A — BC~'B” 0 sio equivalentes 2 desigualdade

A—BC'BT 0
= 0. (2.6)
0 C
Multiplicando (2.6) a esquerda e direita pela matriz ndo-singular
[ BC!
>0, 2.7
0 1
e sua transposta, respectivamente, obtém-se
I BC'| |[A—BC~'BT 0 I 0 A B
T =1 r = 0. (2.8)
0 1 0 Ccl||C—B" I B" C

Portanto, a desigualdade (2.5) é vilida se e somente se A = 0 e C — B'A~'B = 0 e as demais
afirmacgdes podem ser obtidas de forma andloga. A definicdo 3 é chamada de complemento de

Schur e serd utilizada na elaboracdo dos teoremas propostos nesse trabalho.

2.2 Modelagem do sistema em espaco de estados

A andlise das caracteristicas dinamicas de sistemas pode ser realizada a partir de um modelo
matemadtico, definido como um conjunto de equagdes que representa a dinamica do sistema
com precisdo. Essa dinamica pode ser descrita em termos de equagdes diferenciais que regem o
sistema e a definicdo de um modelo adequado € a parte mais importante da anélise de sistemas
de controle como um todo (OGATA, 2011).

Os modelos matematicos podem ser representados de distintas formas de acordo com a

sua aplicagdo e estudo. Para andlises de resposta transitoria ou resposta em frequéncia € mais
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vantajoso a representacao por fun¢do de transferéncia, enquanto que nos problemas de controle

6timo, tema desse trabalho, é mais conveniente a representacdo por varidveis de estado.

Os sistemas de controle representados por varidveis de estado, na maior parte dos casos,

podem ser definidos por:

X =Ax+ Bu,
y = C1x+ Du, (2.9)
z=(Cox,

sendo x € R™ o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, z € R a varidavel de saida
controlada e y € R™ a saida medida com as matrizes A € R™ ", B € R™*™_(C; € R™*"x,
G, € R ¢ D € R ™ constantes. Esses sistemas sdo descritos por equacgdes diferenciais de

primeira ordem e se apresentam conforme equagdo (2.10) para C; = 0y, -

X ail  app o Qi | | X1 bir bia - bip, u
X2 a1 axp - Ay, | | x2 byy by - by, up
—_ + ,
_xnx_ [9n,1 An,2 c 0 Qpn, Xny bnxl anZ cee bnxnu Up,
_ _ (2.10)
yi cir €12 Cln | |21 din dip - din | |
2 €21 € ot O | | X2 dyy dy - dop, up
= +
| Yny | [ Cnyl Cny2 * Cayny | | Xn, dnxl dnx2 Tt dnynu Unp,

2.3 Estabilidade de sistemas lineares segundo Lyapunov

Na literatura, diversos métodos de andlise de estabilidade estdo disponiveis, tais como o
Critério de Nyquist, Critério de Routh e Método de Lyapunov, sendo o tltimo o método utilizado
neste trabalho. Esse método de andlise de estabilidade foi proposto por Lyapunov por volta de
1890 e parte do principio de que se a energia de um sistema for continuamente dissipada com
o avanco do tempo, entdo esse sistema ird convergir para um ponto de equilibrio (KALMAN;
BERTRAM, 1960).

z

Para realizar a andlise de estabilidade, € necessdrio a definicdo de alguns conceitos
(ASSUNCAO E.; TEIXEIRA, 2016). Considere um sistema dinamico descrito como em (2.10)

e que nao tenha entrada de controle, ou seja, u = 0. Nesse caso, tem-se que:
X =Ax. 2.11)

Definicao 4. (SLOTINE; LI, 1991) Um vetor constante x, é dito estado de equilibrio do sistema

descrito em (2.11) se x = Ax, = 0, em outras palavras, se todas as derivadas das varidveis de
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estado forem nulas. Isso implica que as varidveis de estado ndo variam no tempo e, nesse caso,

o0 vetor x, é dito estado em equilibrio ou ponto de equilibrio.

Para a defini¢do de estabilidade, considere uma regido esférica de raio k em torno de um
estado de equilibrio x, dada por
||x — xe||2 < &, (2.12)

sendo S(d) a regido que consiste do conjunto de todos os pontos tais que
X0 — Xell2 < 8, (2.13)
com x o estado inicial e S(§) a regido que consiste em todos 0s pontos para os quais
X —xel| <&, V>0, (2.14)

sendo ¢ a varidvel independente de tempo.

Dessa forma, pode-se definir os conceitos de estabilidade, estabilidade assintética e
instabilidade.

Definicao 5. (SLOTINE; LI, 1991) Um estado de equilibrio x, do sistema (2.11) é dito estdvel de
acordo com Lyapunov se, correspondendo a cada S(§), houver uma S(8) tal que as trajetorias

iniciadas em S(8) ndo deixem S(&) com o aumento de t.

Definicao 6. (SLOTINE; LI, 1991) Um estado de equilibrio x, do sistema (2.11) é dito
assintoticamente estdvel se for estdvel no sentido de Lyapunov e se toda solucdo que comeca em

S(8) converge para x,, sem deixar S(&) com o aumento de t.

Definicao 7. (SLOTINE; LI, 1991) Um estado de equilibrio x, do sistema (2.11) é dito instdvel
se, para algum niimero real § > 0 e todo niimero real 8 > 0, hd sempre um estado inicial xy em

S(d) tal que a trajetdria deixe a regido S(§) em algum intervalo de tempo.

As Defini¢des 5, 6 e 7 podem ser analisadas de forma gréfica, conforme ilustrado na Figura
1. Para definir o conceito de estabilidade de forma algébrica, algumas outras defini¢des se fazem
necessdrias (ASSUNCAO E.; TEIXEIRA, 2016).

Definicdo 8. (SLOTINE; LI, 1991) Uma funcdo escalar V (x) é dita definida positiva em uma
regido Q se V(x) > 0 para Vx # 0, na regidgo Q e V(0) = 0.

Definicdo 9. (SLOTINE; LI, 1991) Uma fungdo escalar V (x) é dita definida negativa em uma
regido Q se —V (x) for definida positiva.

Definicao 10. (SLOTINE; LI, 1991) Uma fungdo escalarV (x) é dita semi-definida positiva se

for positiva ou nula para todos os vetores de estado x em Q, sendo nula na origem x = Q.
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Figura 1 — Esquema da defini¢do do conceito de estabilidade.

5(5) 5(8) S(8)

NE) NG S
(b) Estado de equilibrio

assintoticamente estavel

Fonte: Adaptado de Assunc¢do E.; Teixeira (2016).

(a) Estado de equilibrio estavel (c) Estado de equilibrio instdvel

Definicao 11. (SLOTINE; LI, 1991) Uma fungdo escalar V (x) ¢ dita semi-definida negativa em

uma regido Q se —V (x) for semi-definida positiva.

Definicdo 12. (SLOTINE; LI, 1991) Uma funcdo quadrdtica definida por V (x) = x Px é dita
definida positiva se P > 0, conforme Definigcoes 2 e 8.

De forma similar a Definicdo 12, pode-se obter as relagdes entre as fungdes quadréticas do
tipo V(x) = x” Px e sua positividade através da positividade da matriz P. A partir dos conceitos e
definicdes expostos, pode-se chegar a uma restricdo de projeto em termos de LMIs para garantir

a estabilidade do sistema descrito em (2.11).

Teorema 1. (BOYD et al., 1994) Considere o sistema descrito por (2.11), sendo x € R™ o
vetor de estados e A € R™ " uma matriz ndo-singular constante e com elementos reais. Uma
condigdo unica e suficiente para que o estado de equilibrio x, = 0, x,, Seja assintoticamente
estdvel é que exista uma matriz P € R™*"x simétrica definida positiva tal que a restricao em
forma de LMI

ATP+PA<0 (2.15)

seja satisfeita.
Demonstragdo. Partindo da fungdo quadratica candidata de Lyapunov definida por
V(x) =x"Px (2.16)

e considerando que o sistema parte de um estado inicial com energia ndo nula, ou seja, V (x) > 0,
para que o sistema perca energia e retorne para um estado de equilibrio estdvel é necessario que

a taxa de variag@o da fun¢do de Lyapunov seja negativa, portanto

V(x) =i Px+x"Px <0. (2.17)
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Substituindo (2.11) em (2.17), obtém-se

V(x) = (Ax)T Px+ xT PAx = xT AT Px 4+ xT PAx = xT (ATP+ PA)x < 0. (2.18)

Para que a inequacio (2.18) seja satisfeita para Vx € R, a partir da Definicdo 12 tem-se que
ATP+PA <0, (2.19)

e a demonstracao estd concluida. [

Dessa forma, a estabilidade de um sistema pode ser definida a partir de restricdes em forma

de LMIs. Essas inequagdes podem ser solucionadas a partir de solvers ou por métodos numéricos.

2.4 Sistemas lineares invariantes no tempo com realimentacao de estados

Suponha um sistema linear tal que possua entrada de controle e seja descrito por (2.9).

Considere, agora, a lei de controle com realimentacio de estados definida por
u=—Kx, (2.20)

sendo K € R™*" a matriz de ganhos do controlador. Dessa forma, de (2.9) e (2.20), o sistema

em malha fechada € dado por
x=(A—BK)x. (2.21)

Teorema 2. (BOYD et al., 1994) Considere o sistema descrito por (2.9). Suponha a existéncia

de uma matriz M € R™*"™ e uma matriz simétrica definida positiva X € R™*" tais que
XAT —MTBT + AX + AX — BM < 0, (2.22)

entdo, a lei de controle (2.20) torna o sistema (2.9) estdvel para K = MX -1,

Demonstracdo. De forma andloga ao exposto no Teorema 1, para a estabilidade a restricao
(A—BK)"P+P(A—BK)=ATP—KT"B"P+PA—PBK <0 (2.23)
deve ser satisfeita. Pré e pés multiplicando (2.23) por X = P~! obtém-se

XAT —XKTBT + AX —BKX < 0. (2.24)

Como X é uma matriz simétrica, X7 = X, assim como sua inversa. Assim, substituindo
M = KX obtém-se
XAT —M"BT + AX —BM <0, (2.25)

concluindo a demonstragao. [
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3 CONTROLADORES COM REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA

Nesse capitulo serdo expostos os conceitos de realimentacao estitica de saida, incertezas
politépicas (controle robusto) e custo garantido (controle 6timo). Serdo propostos novos teoremas
com critérios suficientes para o projeto de controladores de ganho unico e chaveados considerando

restricdo de saida.

3.1 Realimentacio estatica de saida

Para o sistema (2.9), considere a realimentacdo estatica de saida de ganho unico definida pela
lei de controle
u=—Ky=—KCix. 3.1

De (2.9) e (3.1), o sistema em malha fechada é, portanto, dado por

x=(A—BCK)x. (3.2)
O Lema 1 serd utilizado para para encontrar os resultados dos préximos teoremas propostos
nesse trabalho.

Lema 1. (CHANG; PARK; ZHOU, 2015) Para matrizes 7, &P, U e </ com as dimensioes

apropriadas e um escalar 1, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

T
ORI H Y1) (3.3)
N2 +Ud —MU-—NU
(i) T <0, T4+dTPT+ P <0. (3.4)
Demonstragdo. A prova pode ser obtida em Chang, Park e Zhou (2015). [

Além disso, para a flexibiliza¢do do sistema adotam-se as matrizes Fuyxn, € Fuyxn, definidas

por:
(
Inyxny; S€ ny = ng,
Lixn, O seny, <n
_ yxny - Vnyx(n;—ny) | 7 yoore
Faysn, = y X ety (3.5)
Inz><nz
, S€ ny > ng,
\ O(ny_nz)xnz
Inyxny; SC 1y = Ny,
fnyxnx = 3.6)
Inyxn}- Onyx(nx—ny)] y Seny < Ty.
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Teorema 3. Considere o sistema descrito por (2.9) com a lei de controle (3.1). Suponha a
existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R™*"x matrizes auxiliares U € R™*"

eV € R ¢ escalaresm > 0 e p > 0 tais que:
He(AX — BV Fuyxn,) * *
—pVTBT —Iy xn, x <0, (3.7)
—VIB'+C\X-U%pn, —PU —MU-MUT

seja satisfeita. Entdo a lei de controle (3.1), sendo K = VU™!, torna o sistema linear definido

em (2.9) assintoticamente estdvel.

Demonstragcdo. Note que se a inequacao (3.7) € satisfeita, U € ndo singular e possui inversa.

Aplicando o Lema 1 e considerando que

b (He(AX — BV Fyyun)) %
I —pVTBT —Iyxn, |
BV
7=1""| (3.8)

o =UT[CX ~Ufn, —pU|.

—BV
+He

Deve-se observar que a inequacgdo (3.9) pode ser reescrita como

aLMI (3.7)levaa

He(AX — BV Fuyxn,) %
—pvTBT —Inyxn,

U™ |CX Uy, —pU}) <0. (3.9)

He(AX) * N He(—BV,‘FnanX) % (3.10)
Onyxnx _Iny><ny —pVTBT 0
-BV|
+He 0 U [CIX — U Fuyxny —pU] =<0,
porém, note que a inequacao (3.10) pode ser reescrita como:
He(AX —BV
€AX) =g U-! [ClX 0] <0. G.11)
Ony><nx _Inyxny 0
Substituindo K = VU ! em (3.11), obtém-se:
He(AX — BKC1X
“l LA TS (3.12)
Onyxnx _Iny><ny

Como —1 xn, < 0, € possivel aplicar o Complemento de Schur em (3.12), obtendo-se:

AX +XAT —BKC1X —XCTKTBT <0. (3.13)
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Pré e p6s multiplicando (3.13) por P = X!, tem-se:

PA+ATP—PBKC, —CI'K"B"P <0. (3.14)

Considerando o sistema de malha fechada definido em (3.2) e a candidata a fungdo de

Lyapunov V (x) = x” Px > 0 sendo P = X ~1, tem-se a derivada em relagio ao tempo:

V(x) =x"Px+x" P =x"(ATP+PA— PBKC; — CTKTB"P)x < 0. (3.15)

Porém, pré e p6s multiplicando a equacio (3.14) por x” e x respectivamente, tem-se que
xT (PA+ATP—PBKC) —CTK"B" P)x <0, (3.16)

nao alterando, assim, sua positividade.

Deste modo, de (3.15) e (3.16) tem-se que V (x) < 0, provando a estabilidade assintética do
sistema e, portanto, a demonstracdo do Teorema 3 estd concluida. O]

3.2 Incertezas politopicas

Em sua grande parte, os sistemas reais possuem incertezas que necessitam ser levadas em
conta no projeto de controladores de forma a garantirem os indices de desempenho desejados,
além de garantir a estabilidade. Dessa forma, essas incertezas podem ser modeladas a partir
de incertezas politépicas, onde as matrizes que modelam o sistema sdo formadas por uma

combinacao convexa do politopo incerto, chamadas de vértices.

Dessa forma, considere o sistema linear incerto e invariante no tempo descrito por

x=A(o)x+ B(at)u,
y=Ci(a)x, (3.17)
(

sendo x € R™ o vetor de estado, u € R"™ a entrada de controle, z € R a variavel de saida

controlada e y € R a saida medida. As matrizes A(a) € R™*" B(a) € R™*"™ C (o) € R >

e Cy(o) € R™=*" s3o matrizes constantes pertencentes ao politopo incerto Q:

ny ny
0 |4 Bi,CiisCa, Y o =1, 0,205, (3.18)

i=1 i=1

o { [A(0), B@),C1 (@), Ca(00)] =

com n, representando o niimero de vértices do politopo e o, = [0t; Oy ... O, ]7 sendo um vetor
constante, porém, incerto. No Teorema 4 sdo propostas restricdes necessdrias e suficientes para

verificar a estabilidade de sistemas incertos descritos por incertezas politépicas.
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Teorema 4. (BOYD et al., 1994) Considere o sistema descrito por (3.17). Uma condicdo tinica e
suficiente para que o estado de equilibrio x, = 0, x,, Seja assintoticamente estdvel é que exista

uma matriz P € R™*" simétrica definida positiva tal que as restricées em forma de LMI
ATP+PA; <0 (3.19)
sejam satisfeitas para todo i € K,,.

Demonstragdo. A partir de (3.18) e multiplicando (3.19) por o; e somando de 1 até n,, obtém-se:

A()T P+ PA(0) <0, (3.20)

e a demonstracdo prossegue analogamente a demonstracao do Teorema 1. 0

Para o sistema (3.17), considere a realimentagdo estatica de saida de ganho unico definida
pela lei de controle
u=—Ky=—KC(a)x. (3.21)

De (3.17) e (3.21), o sistema em malha fechada €, portanto, dado por
x=(A(a) — B()KCy(t))x. (3.22)

Teorema 5. Considere o sistema incerto descrito por (3.17) com a lei de controle (3.21).
Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R™*" matrizes auxiliares

UeRY M eV e R"W* " e escalares > 0 e p > 0 tais que:

He(AX — BV Fayxn,) . *
—pVTBT — Iy, * =<0, (3:23)
VBl +C\iX —Uyun, —pU  —U—mUT

sejam satisfeitas para todo i € K, . Entdo a lei de controle (3.21), sendo K = VU —1 torna o

sistema linear incerto definido em (3.17) assintoticamente estdvel.

Demonstragdo. A partir de (3.18) e multiplicando (3.23) por o; e somando de 1 até n,, obtém-se:

He(A(a)X — B(Q)V Fu,xn,) * *
—pV B(a)" — Iy, xn, * <0, (3.24)
—VIB(o)" +Ci(W)X —UFyxn, —PU —U—mUT

e a demonstragdo prossegue de forma andloga ao exposto no Teorema 3. [
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3.3 Controle 6timo quadratico (custo garantido)

Busca-se para o sistema (3.17) e a lei de controle (3.21) a minimizagdo da energia do sinal
de saida (custo garantido). Com isso, tem-se um menor tempo de estabelecimento com menos
oscilagdes, como por exemplo na implementacdo de um controlador 6timo em uma suspensao

ativa de bancada. Isto posto, define-se a equacdo quadratica do custo garantido como:
J= / 7' Rzdt = / xT T ()RCy(a)xdt, (3.25)
0 0

sendo a matriz R € R"=*" simétrica e definida positiva a ponderagao do custo em relagio a
saida controlada do sistema. A minimizagao do custo garantido definido em (3.25) exige que
o transitério da saida controlada z seja rdpido e sem muitas oscilagdes. Em outras aplicacoes,
busca-se a ponderacdo e reducao do sinal de controle u a partir da insercao de mais um fator
relacionando-o na equagdo (3.25) (CAUN et al., 2018).

Este indice de desempenho serd garantido para condigdes iniciais x(0) pertencentes ao

conjunto convexo descrito por:

nx0 nx0
x(0)=Y Awxm(0), Y Aw=1, Ay>0, VmeK,, (3.26)
m=1 m=1

com os vetores de condigdes iniciais x,,(0) € R™ dados.

Teorema 6. (BOCCA et al., 2020) Considere o sistema incerto descrito por (3.17) com a lei de
controle (3.21), o indice de desempenho J definido em (3.25) e o conjunto de condigdes iniciais
(3.26). Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R™ ", matrizes
auxiliares U € R ¢ V € R™*" ¢ escalares ® > 0, 1 > 0 e p > 0 tais que:

max (V)
XUV
sujeito a
[ o (0
@) o, (3.27)
| @, (0) X
[ He(AiX — BV Fuyxn,) * *
CoX —pFln VI Bl —R! * <0, (3.28)
_—T]VTBiT +C1iX — Uf]’—nyxnx _pr]’—n_yxnZ -nU — TIUT

sejam satisfeitas para todo i € K,,,, m € K,, ;. Entdo a lei de controle (3.21), sendo K = vU—l,
torna o sistema linear incerto definido em (3.17) assintoticamente estdvel garantindo o indice

1

de desempenho J < @~ ' = B para todo x(0) descrito por (3.26).

Demonstracdo. A partir de (3.18), multiplicando (3.28) por o; e somando de 1 até n,, obtém-se:

He(A(0)X — B()V Fu xn,) % %
Co (o)X —p . VT BT (00) —R! * <0. (3.29)
VT BT (0) + C1(0)X — U Foyn,  —PU Fyscn, —MU —MUT
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Aplicando o Lema 1 e considerando que

g [He(A(0)X — BV Foyxn,)
_CQ(O(')X - pfnzxnszBT(a) _Ril ’
[—B(o)V
P = (o) , (3.30)
0
o = Uil [Cl ((X‘)X - U.‘]:nyxnx _pU.I}‘nanz] 9
a inequacao (3.29) leva a
He(A(a)X — B(a)V Fu, xn,) *
Cz((X.)X - p-{}—nj\?anVTBT(a) _R_l
CHe[ | BV Ci()x ~U Unyn| | <0 (3.31)
0 1(0(') - Tn}.xnx —P Tnyxnz . .
Deve-se observar que a inequagao (3.31) pode ser reescrita como
He(A()X) He(—B(QW)V Fuyxn,) *
G(o)X  —R7! —PFin,VTB (@) O
—B(o)V|
tHe| |7 U [CU@X ~ U, —pU ] | <0 (3.32)
porém, note que a inequacao (3.32) pode ser reescrita como:
He(—=B()V Fuyxn,) *| —B(o)V |
[_anzxnzVTBT(Oc) o He 0 v [Uf"-"xn’“ pUT"yX”Z] ' (3.33)

Substituindo (3.33) em (3.32) e simplificando os termos em comum, pode ser visto que os

termos que envolvem as matrizes de flexibilizacdo Fnyxny © Fnyxcn, S€ cancelam. Assim, (3.32)

+He < [—B(OL)V
0

~B(a)VU~'Ci ()X 0

pode ser reescrita por:

He(A(0)X)
C()X —R7!

+He<

" |Ciax 0]) 0. (3.34)

)

reescrevendo (3.34) por:

He(A(a)X)  x

G()X —R7! 0 0
(3.35)
_ |He(A()X —B()VU'Ci(a)X) = ~0
B Co(a)X —R! ’
e substituindo K = VU ! em (3.34), obtém-se:
He(A(a)X —B(a)KCi(a)X) <0 (3.36)
G (a)X —R™!
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Como R > 0, temos que R~ > 0 e, por consequente, —R~!' < 0. Dessa forma, é possivel

aplicar o Complemento de Schur em (3.36), obtendo-se:

A(o)X +XAT (o) — B(a)KCy (o)X — XCT () KT BT (o) + XCF ()RG> ()X < 0. (3.37)

Pré e p6s multiplicando (3.37) por P = X!, tem-se:
PA(at) +AT ()P — PB(0)KC (ar) — CT (o) KT BT (o) P+ CE ()RG> (at) < 0. (3.38)
Considerando o sistema de malha fechada definido em (3.22) e a candidata a funcao de

Lyapunov V (x) = xI'Px >0, para todo x # 0, sendo P = X —1 tem-se a derivada em relacdo ao

tempo:
V(x) =i Px+x"Pi<0 (3.39)
= xT (A(0)" P+ PA(at) — PB(a))KCy (o) — CT () KT B(a)” P)x.

Porém, pré e pés multiplicando a equacio (3.38) por x” e x respectivamente, tem-se para
x # 0 que
xT (PA(0) + A(a)T P — PB(a))KCy () — CT () KT B(a)T P)x < —xT (CE (0)RCy(a0))x, (3.40)
e, sabendo que —R < 0 nota-se que —CJ ()RC> (o) < 0. Deste modo, de (3.39) e (3.40) tem-se
que V(x) < —xT (C} (a)RC2 (o) )x < 0 para todo x # 0, provando a estabilidade assintética do
sistema. Além disso, integrando ambos os lados da inequagao (3.40) de 0 a o, obtém-se de
(3.25):
/ V(x)d < / 3T (€ (@)RCa (o) )x dt = —J, (3.41)
0 0
e, portanto, de (3.41):
V(x(t —o0)) =V (x(0)) < —J. (3.42)
Sabendo-se que o sistema de malha fechada ¢é assintoticamente estavel (lim;_,cox(z) = 0y, 1)
e, por consequente, V (x(t — o)) = 0), de (3.42) obtém-se que:
J < V(x(0)) = xT (0)Px(0). (3.43)
Aplicando o complemento de Schur na inequacao (3.27), tem-se que:

® — 0%, (0)" X x,,(0) > 0. (3.44)

Substituindo P = X!, ® = B~! e multiplicando ambos os lados por B* obtém-se:
B > x,,(0)7 Px,,(0). (3.45)
Multiplicando (3.45) por A, e somando de 1 até n,y considerando (3.26), obtém-se que

B > x(0)7 Px(0). (3.46)

Por consequente, de (3.43) e (3.46) tem-se § > x(0)” Px(0) > J, garantindo que B > J para

toda condig¢do inicial descrita por (3.26) e demonstracdo do Teorema 6 estd concluida. 0
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O Teorema 7 fornece condicdes baseadas em LMI para o projeto do ganho K de realimentacao
estatica de saida a partir da lei de controle (3.21), tal que o custo garantido descrito em (3.25)
seja minimizado para qualquer condi¢do inicial descrita por (3.26). A principal diferenca entre o
Teorema 6 e o Teorema 7 estd relacionado com a funcdo candidata de Lyapunov: o primeiro é
baseado na fun¢do quadrética de Lyapunov e, no segundo, a funcdo de Lyapunov depende do
vetor oL = [0t O ... OLnr]T definido em (3.18). Assim, as condi¢des do Teorema 7 fornecem

resultados menos conservadores ou no minimo iguais aos do Teorema 6.

Teorema 7. (BOCCA et al., no prelo) Considere um sistema incerto linear descrito por (3.17),
a lei de controle (3.21), o indice de performance J de (3.25) e as condicoes iniciais (3.26).
Suponha que existam matrizes simétricas X; = 0 € R, matrizes U € R, V € R"*", e

escalares ® > 0, M > 0 e p > 0 tal que o seguinte problema de otimizagdo é solucionado:

gy ©
sujeito a
[wojm 0;?]; =0, (3.47)
Q;; <0, (3.48)
Qij+Qji <0, i<j (3.49)
paratodoie jE€K,,A6 mekK,,, sendo
W; i * *
Qi = | Y —R! * : (3.50)
Sii  —PU%nyn, —MU-—MUT
Wij = He(AiXj — BV Fnyxn,)
Yij=CouXj—pF} .V B,
Sij=-MV"B] +C1iX; — U Fa,xn, (3.51)

Entdo, a lei de controle (3.21) com K = VU ™! torna o ponto de equilibrio x = 0 do sistema
linear incerto (3.17) assintoticamente estdvel, com indice de desempenho J < ®~' = B para

todo x(0) dado por (3.26).

Demonstracdo. Similar a prova do Teorema 6. [

3.4 Projeto de controladores 6timos robustos chaveados

Exemplos numéricos e tedricos demonstram que o projeto de controladores chaveados
garantem uma regido de factibilidade maior ou igual a controladores de tinico ganho, assim como

para os indices de desempenho do sistema em malha fechada.
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Considere a lei de controle chaveada com realimentacao de saida dada por

u=—Ksy=—KsCi(a)x, & =arg*min (y' Zy), (3.52)

s€K,,

onde arg*mingek,, (y! Zsy) indica o menor indice 6 € K, tal que y! Zgy = mingek,, T Zgy),
Ks € R™*" ¢ um vetor de ganhos escolhido do conjunto de vetores de ganhos {K1 K> ... K, }
que sdo obtidos a partir do procedimento de projeto junto com as matrizes de decisido Z; € R™*",
De (3.17) e (3.52), o sistema em malha fechada é dado por:

n. Ny
x=A()x—B()KsCi(a)x =Y Y oa; [A; — BiKsCj] x. (3.53)

i=1j=1
Busca-se a estabilizacdo do sistema em malha fechada (3.53). Dessa forma, no Teorema 8
sdo estabelecidos critérios para o projeto de controladores chaveados robustos com realimenta¢ao

estatica de saida.

Teorema 8. (BOCCA et al., no prelo) Considere um sistema linear incerto descrito por (3.22),
relacionado com o sistema incerto (3.17) e (3.18), com a lei de controle (3.52). Suponha que
existam matrizes simétricas X; > 0 € R™*" U; € R e V; € R"™*™, para todo i € K,,,, e um

escalar m > 0 tal que as seguintes desigualdades matriciais:

Qiis < 0, (3.54)
Qijs+Qjis <0, i< (3.55)
0;i; <0, (3.56)
;i +0;;i+0;; <0, i#j (3.57)
®ijg+Oigj+0jig+0si+0u+0,;; <0, i<j, j<q, (3.58)
paratodoi,j,qes €K, sendo
Qijs = [W"js - (3.59)
Yijs . —mUs —Uj
®ijq = Qi +Cl,Z,Cyy, (3.60)

Wijs = He(AiXj — BV FC1j) — Qi — C[Z,Cy ,
Yijs = —C1:X; + UsFCi;+nVy Bl ,
Iny><ny7 Cliaizlazw-';Knr

de posto incompleto.

7 = (3.61)
(Cii,CL) ", Falgunsio € {1,2,...,K,,},

5.t.Cyj, € de posto completo.
\

sdo satisfeitas. Entdo, a lei de controle (3.52) com K; = VSU;I torna o ponto de equilibrio x =0

do sistema linear incerto (3.17) e (3.18) assintoticamente estdvel.
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Demonstragdo. Inicialmente, multiplique (3.59) por o; e o; > 0 tal que }.1 o = Y77 ot = 1
e realize asomade i =1 an, ede j =1 an,. Entdo, considerando (3.54) e (3.55), para s = G,

segue-se que

ococ] tjo = 2 oc Qiic + 00 (Qijo + Qjic) = <0,
i=1j= i=1 j>i Yooo —TlU T]UT
(3.62)

Weoas = He(A(0)X (o) — B(a) Vs FC1 (ar)) — Q(at) — CT () Z5Cy (),
Yaos = —C1(a)X (o) + Us FCy (o) +nVI BT (a).

Note que de (3.62), Us € ndo singular e invertivel. Pré e p6s multiplicando (3.62) por
[x” x” B(0)K;] e sua transposta, para x # 0 obtém-se

X (A(OC)X (o) + X (AT (o) — O(ar) — Cf () ZsC1 (o) — B(o) Vs F Ci (@) — Cf (o) 7' Vg B (av)
—X(a)CT (a)Kg B () +Cf () F " UsKg BT (0r) +MB(0) VoK B (0t) — B(0) KoCi ()X (00)
+B(0)KsUsTC1 () +MB(a) KoV VI BT (o) —MB(a) KsUsKL BT (1)
—nB(oc)KGUgKgBT(OL)>x ~ 0 para todo x # 0,

(3.63)

sendo K = VsUgs I implicando que V5 = KsUg. Substituindo KsUgs de Vi, entdo (3.63) pode

ser reescrita por:

i <A((x)X(0c) + X (0)AT (0r) — B(o) Ko C1 (o)X (o) — X (00)CT (o)) KT BT(OL))>xT

<xTo()x+y'Zsy.  (3.64)

Porém, de (3.56), (3.57) e (3.58),

n, ny ny n,
Zzzaa]aq z]q—z(x ®m+220‘ OC] ll]+®l]l+®]ll)
i=1j=1qg= i=li#j
n, n, ny
+2 ) ) 0u00(Oijg +Oigj + Ojig + O jgi + Ogij + O i)
i=1i<j j<q
= Q(a)+CT () Z(a)Cy () < 0. (3.65)

Pré e p6s multiplicando (3.65) por x! e x, respectivamente, e observando que, de (3.17),
XTC1T (0)ZsC1 (o)x = y! Zsy, obtém-se, para x # 0,

L o()x+y'Z(o)y < 0. (3.66)

O minimo de um conjunto de nimeros reais € menor ou igual a qualquer combinacdo convexa

desses nimeros. Entdo, de (3.66) e levando em conta que y! Zsy = mﬂign (y' Zyy), obtém-se

seK,,

xTQ(a)x+ gﬂl{n O Zsy) = xT 0()x +yT Zsy < xT Q(o)x +yT Z(ar)y < 0. (3.67)
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Portanto, de (3.64) e (3.67),

A(o)X (o) + X (0)AT (o) — B(a) KsCp (o)X () — X (o) CT () KT BT (a) < 0. (3.68)

Pré e p6s multiplicando (3.68) por x” P(at) = x” X ~!(t) e sua transposta, e considerando o
sistema em malha fechada (3.53) e a fungio candidata de Lyapunov V (x) = x P(at)x > 0, para
todo x # 0 obtém-se que

P(a)A() + AT (o) P(at) — P(0) B(a) KoC () — CT () KEBT (a0) P(ar) = %7 P(t)x +x P(o)k
—V(x) <0.  (3.69)

Assim, a demonstracio do Teorema 8 esta completa. U

Para o sistema em malha fechada (3.53), o teorema proposto a seguir fornece condi¢cdes em
LMIs para o projeto de um conjunto de ganhos de realimentacdo estética de saida e matrizes de
decisdo utilizadas em (3.52), tal que o indice de performance definido em (3.25) é minimizado

para qualquer condicao inicial descrita pela combinacdo convexa definida por (3.26).

Teorema 9. (BOCCA et al., no prelo) Considere um sistema incerto descrito por (3.17), a lei
de controle (3.52), o indice de desempenho J em (3.25) e uma condi¢do inicial descrita por
(3.26). Suponha que existam matrizes simétricas X; = 0 € R, Z € R e Q; € R™*™,
matrizes Us € R, Vi € R e escalares ® > 0, M > 0 e p > 0 tal que o seguinte problema

de otimizacdo é solucionado:

max Q)
Xj7 UY7 Vs
sujeito a
o ox!
=0, (3.70)
WX, Xj
Qiis < 0, (3.71)
Qijs +Qjis <0, <] (3.72)
0;; <0, (3.73)
Q;j+0;;+0;; <0, i#j (3.74)

Bijg+0iyj+0jiu +0si +0u +04;; <0, i<j, j<gq, (3.75)
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paratodoi, j, s, q € K,,mekK,,, sendo

‘/Vijs * *
Qjjs = | Yijs —R! * ; (3.76)
Sijs _pUsfnyxnZ _nUs_T]UsT

Wijs = He(AiXj — BiVs Fn xn,) — Qi — CLiZ,C1 ,
Yijs = CoiXj = Pl n Vy Bi
Sijs = —MVy Bl +C1iX; — U Fuy xn,
®ijq = Qi +C[Z;C1q, (3.77)

com Fn xn, € Fnyxn, definidas por (3.5) e (3.6), respectivamente. Entdo, a lei de controle
chaveada (3.52) com K; = VSUS_] torna o ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear incerto

definido em (3.17) assintoticamente estdvel e o indice de performance J < ™' garantido para
todo x(0) dado por (3.26).

Demonstragdo. Primeiramente, multiplique (3.76) por o; e ot > O tal que Y} o = Y1 ot = 1

e somando de i e j = 1 até n,. Entdo, considerando (3.71) e (3.72), para s = G, segue-se que

ny ny n—1 n,

ZZococ] l,c—ZocZQ,lc+ Y Y aio(Qijc +Qjic)

i=1j= i=1 j>i
Woos * *
= | Yoo —R! * <0, (3.78)
Swosc  —PUsTaxn, —MUs—MUL
Woao = He(A(0)X () — B(0) Vs Fry xn,) — O()
—C1 (0)ZsCi (),
Yaos = C2()X () = P, Vo B (),
Soac = —MVqg B (00) + C1(0)X (&) — Uo Fy .-

Note que, de (3.78), U; € ndo singular e possui inversa. Aplicando o Lema 1 e considerando

7= |towe 1] 7= [_B(G)VG . U =Us
Yoos —R™
o =Ug" [Cl X (@) ~ UsFayn,  —PUoTuyn. (3.79)
obtém-se
Waao | +He ~BlOVe () (3.80)
Yoos —R™ 0

X |:C] (OL)X(OL) _Uc.(]:nyxnx _pUG-{]:nyX”z:| > < 0.
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Note que (3.80) pode ser reescrita por
He(A(o)X () — Q(at) — CT (o) ZsCr (o)
Co (o)X (o) —R!

He(—B(OC)VG.'Tn,,xnx) * —B(o)Vs
; +He
_pfnfanVgBT(a) 0 0

U;!

X |:C1 (OL)X(OC) - Uc,{]:nyxnx - pUG'{]:nyxnzi| > = O’

He(A(o)X () — Q(at) = C] (1) ZCi (@) *
G (o)X (o) —_R!

(3.81)
+He ([_B(:)V" U;'! [Cl(oc)X((x) OD <0.
Substituindo K5 = VGU em (3.81), obtém-se
_ _ T
Toos — Q() — Ci (a) ZsC () *7 <0, (3.82)
Co (o)X (ar) —R!

Toos = A(0)X (0) + X (a)AT (o) — B(a)KsCy ()X () — X (a)CT ()KL BT ().

Como R > 0, tem-se que R 1+0e, consequentemente, —R~! < 0. Entdo, é possivel aplicar

o complemento de Schur em (3.82), resultando em
Taas + X (0)C5 ()RC2 (00)X (ar) — Q(0r) — Cf () ZsCy (o1) < 0. (3.83)

Pré e pés multiplicando (3.83) por x”

xICT () ZCy (a)x = yT Zsy, obtém-se

e x, respectivamente, e considerando que, de (3.17),

i (A(oc)X(oc) +X (AT (o) — B(0)KsCi (00)X (00)

—X(o)CT (a)KIBT (o) + X (o) CF ((x)RCQ(oc)X(oc))xT < xTQ(a)x +y' Zsy. (3.84)

Por outro lado, de (3.73), (3.74) e (3.75),

ny Ny Ny n, ny

Z Z Zaa/aq ijqg — Za‘ ®lll+zza a‘j llj+®ljl+®ju)
i=1j=1qg= =1 i=1i#j
n, ny ny
+Y Y ) 0oy (Og + i+ ©jig + @ jgi + Ogij + Oy i)
i=1i<jj<q

= Q(a) +CT (o) Z(ax)Cy () < 0. (3.85)
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Pré e p6s multiplicando (3.85) por x”

xCT (a)ZsC1 (a)x = y! Zsy, tem-se que, para x # 0,

e x, respectivamente, e observando que, de (3.17),

I Q(a)x+y" Z(a)y < 0. (3.86)

O minimo de um conjunto de nimeros reais € menor ou igual a qualquer combinagdo convexa

desses niimeros. Portanto, de (3.86) e levando em conta que y! Zsy = mﬂi<n (y' Zyy), segue-se que
N

xTO(o)x + min "' Zy) = x" Q(a)x +y" Zsy < xT Q(a)x+yT Z(a)y < 0. (3.87)
s r
Dessa forma, de (3.84) e (3.87),

A(o)X (o) + X (0)AT (o) — B(0t) K5Cp ()X (t) (3.88)
—X(a)CT () KIBT (o) + X (0)C (0)RCo () X (at) < 0.

Pré e pés multiplicando (3.88) por P(a) = X! (), obtém-se que:

P(o)A(a) +AT (a)P(ar) — P(a)B(0) KsCy (o) — CT () KI BT (o) P(ar) 4+ CF ()RC, () < 0.
(3.89)

Considere o sistema de malha fechada (3.53) e a fun¢do candidata de Lyapunov V (x) =
xT P(ot)x > 0 para todo x # 0. Ento,

V(x) =" P(a)x +x" P(a)x < 0
= x" (A(0)T P(at) + P()A(ct) — P(0) B(at) K Cy () — CT () KI B(ar)T P(ax))x < 0.
(3.90)

T

Além disso, pré e pds multiplicando (3.89) por x* e x, respectivamente, obtém-se, para x # 0,

xT (P(o)A(ar) +A(a)T P(at) — P(a)B(0) KCy (1) (3.91)
—C{ ()Kg B(er)" P(00))x < —x" (C3 (0)RCa (@) ).

Como —R < 0, entdo —CZT(OL)R C>(a) < 0. Dessa forma, de (3.90) e (3.91), tem-se que
V(x) < —xf <C2T (OL)RCQ(OL)>x < 0 para todo x # 0, e o ponto de equilibrio x = 0 do sistema em
malha fechada é assintoticamente estavel. Além disso, integrando ambos os lados de (3.91) de 0
para oo, de (3.25), tem-se que

/O ) V(x)dt < /0 ) —xI (T ()RG> (a0))x dt = —1J, (3.92)
e, de (3.92),
V(x(t — 0)) = V(x(0)) < —J. (3.93)

Agora, como o sistema em malha fechada ¢ assintoticamente estavel, lim;_,..x() =0 e, de
(3.93),
J <V (x(0)) = x" (0)P(ax)x(0). (3.94)
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Multiplicando (3.70) e A,, > 0, Z”"il Am = 1, somando de m = 1 to n, e multiplicando

m
novamente por o; > 0, Z;f’:l o = 1, considerando (3.26), tem-se que

T
[ o ox(0)T) o (3.95)

ox(0) X(o)

Aplicando o complemento de Schur em (3.95), substituindo P(a) = X! (c) e multiplicando

ambos os lados por B2, sendo B = m~!, segue-se que

B > x(0)T P(a)x(0). (3.96)

Portanto, de (3.94) e (3.96) tem-se que B > x(0)” P(ct)x(0) > J, assegurando 3 > J para todas
as condigdes iniciais definidas por (3.26) e a demonstracdo do Teorema 9 estd completa. [

3.5 Restricao de saida

Os sistemas dindmicos e eletrOnicos possuem restri¢des fisicas para a saida. Dessa forma,
€ conveniente a definicdo de uma restri¢do de saida de forma que a saida permaneca dentro da
regido de operacdo do equipamento ou dispositivo, além de garantir a estabilidade com essas

restri¢des.

. . T : ~
Considere a saida controlada y = [yl e yny} € R™ do sistema (3.17). Serdo apresentadas
nesse topico restricdes adicionais em LMIs de tal modo que, para qualquer condicao inicial
descrita pelo conjunto convexo (3.26), cada saida do vetor de saida mensuravel € limitada por

max |y, (1) < Vp, (3.97)

>0
sendo 7, constantes conhecidas e positivas para Vp € K.
Teorema 10. (BOCCA et al., no prelo) Considere uma condigdo inicial descrita pelo conjunto

convexo (3.26). A restrigdo |y,| <, € garantida para todo t > 0 se as condigées dos Teoremas

6 e 9 forem satisfeitas e

Eiip = 0, (3.98)
Eiip+Ejip=0, i<], (3.99)
paratodoi,j €K, e p € Ky, sendo
5 X . (3.100)
=ijp = g :
Cr.X; (1p)*®

sendo Cfl. a p-ésima linha de Cy;.
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Demonstracdo. Note que, de (3.98),

ny Ny n—1 n,
ZZOLOC]HUP—ZOC Ziip Y, ) 060 (Zijp+Zjip)
i=1j= i=1 j>i

X (o)

*
T dex@  mrel " oo

Aplicando o Complemento de Schur em (3.101) e pré e pés multiplicando por P(o) = X ~!(),

obtém-se
(YE)Z (T () Cl (o) — P(ax) <0, (3.102)
sendo B = o~ !. Pré e pés multiplicando (3.102) por x” e x, respectivamente, chega-se a
X' b 5(CP)" (@) Cf (o) — P(at) | x <0. (3.103)
(Yp)
De (3.103), (3.17), e (3.96) (ou (3.96) para u = —Ky), tem-se que
T (P\T p T T T
(D @CT (@ _ 0n)T3p APl xOTP@(0) G10m
(Yp) (Yp) B B
Deste modo, de (3.104),
vl <1 (3.105)

Portanto, |y, ()| < Y, para todo p € K. A demonstragio do Teorema 10 estd completa. [
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4 EVOLUCAO DIFERENCIAL

Note que em algumas restri¢des dos teoremas propostos, varidveis escalares 1 e p multiplicam
varidveis matriciais, tornando as condi¢des em desigualdades ndo convexas, portanto, nao
podendo ser solucionadas pelos solvers de LMI. Valores constantes podem ser atribuidos para
esses escalares, apesar disso, esses valores afetam o custo garantido obtido e até a factibilidade

do teorema. Por isso, valores apropriados para esses escalares devem ser utilizados.

Nos Teoremas 6 e 9 as duas varidveis M e p foram utilizadas simultaneamente. Dessa forma, €
criada uma funcdo desconhecida que mapeia o custo garantido (3.25) no espaco 1 X p. Portanto,
uma abordagem heuristica pode ser utilizada de forma a otimizar o custo garantido encontrando
valores adequados para esses escalares. Sendo assim, foi utilizado o algoritmo de evolugdo
diferencial (ED). Essa abordagem j4 foi aplicada, com bons resultados, em Bocca et al. (2020).

Na sequéncia, serd apresentado a teoria do algoritmo da ED.

As maiores vantagens desse método sao o uso de poucas e robustas varidveis de controle,
encontrando o minimo global, com rdpida convergéncia (STORN; PRICE, 1997; KARABOGA;
OKDEM, 2004; LIU; LAMPINEN, 2002). A ED é um método estocastico de busca paralela
direta que utiliza N; vetores de parametros w; g, i € Ky;, como populagdo para cada geracio
G (N; nao se altera durante o processo de minimizagao). O vetor populacional inicial deve ser

escolhido aleatoriamente e deve abranger todo o espago paramétrico.

Nesse trabalho, serd considerada o modelo uniforme como o modelo probabilistico para as
varidveis aleatérias continuas 1 e p. Esse modelo tem distribuicdo uniforme no intervalo [e, m] e

sua fun¢do densidade de probabilidade € dada por:

f(x; e;m) :ﬁ, see<x<m,

4.1
0, caso contrario.

e sua forma grafica pode ser vista na Figura 2.

O principio de funcionamento da ED € defindo em trés etapas: mutacdo, crossover e selecao,
conforme descrito por Storn e Price (1997). Na etapa de mutag@o, para cada vetor alvo w; g, um

vetor mutante é gerado por:

ViGHl =Wr .G+ F X (Wr.G—Wr.G), 4.2)

sendo ry, r2, r3 € Ky, indices diferentes entre si escolhidos aleatoriamente e F € [0,2] o fator
de mutagdo (escalar). Apos isso, na etapa de crossover, a partir dos vetores mutantes v; g1 $a0
obtidos os vetores de teste uj; G4 1:

VjiG+1, S€ @(]) S O ou ] = rn(i),

Uji G+1 = 4.3)
WijiGs se O(j) > O e j#rn(i),
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Figura 2 — Distribui¢do uniforme no intervalo [e, m].

fx) 4
1/(m — )
e 0 m X

Fonte: Adaptado de Morettin e Bussab (2017).

sendo O(j) o valor do j-ésimo termo de uma distribui¢do aleatéria uniforme com saidas € [0, 1],
O € |0, 1] é a constante de crossover determinada pelo usudrio, rn(i) € Kp é um indice escolhido
aleatoriamente com D sendo o numero de parametros e j € Kp. Dessa forma, para cada vetor
Vi,G+1, € feito o processo para cada parametro v j; g4 1. Na Figura 3 tem-se o processo de crossover
ilustrado.

Figura 3 — Ilustracdo do processo de crossover.

Wic Vic+1 Ui 6+1
®()=<o

Wll vll E—— Ull

Wiz Viz Wia

Wi3 Vi3 Wi3
e(D)<o0

Wip Vip —_ Vip

Fonte: Préprio autor.

O valor dos parametros N;, o fator de mutacdo F e a constante de crossover O devem ser
escolhidos previamente de maneira que a convergéncia seja alcancada corretamente. De acordo
com Storn e Price (1997), valores entre 5 x D e 10 x D se mostraram suficientes para N;, com
N; > 4 para assegurar que o algoritmo tenha vetores mutualmente diferentes para realizar os
processos. Para o fator de mutagdo F, um valor adequado para inicio é de F' = 0,5. J4 para a
constante de crossover, deve-se analisar a velocidade de convergéncia com o passar das geragoes.
Caso se deseja obter um resultado de forma mais rapida para anélise, sugere-se valores entre

0,9 < O < 1. Se o resultado obtido nao for o desejado, o valor para a constante de crossover
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deve ser reduzido.

Por fim, na etapa de selecdo, decide-se se o vetor de teste u; 1 deve ou ndo fazer parte da
geracdo G + 1. Para isso, compara-se o valor do custo definido obtido pelos pardmetros do vetor
w; g com o obtido pelo vetor u; 1. Se 0 vetor u; g1 leva a um menor valor do custo, entdo

Wi G+1 = Ui G+1, CasO CONrario, w; G+1 = Wi G-
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5 SUSPENSAO ATIVA DE BANCADA

De forma a realizar o projeto dos controladores para os teoremas propostos, foi considerado
o modelo matemadtico de uma suspensdo ativa de 1/4 de um veiculo, que serd descrito nesse
capitulo. O médulo utilizado, do fabricante Quanser, foi utilizado como implementacdo pratica

dos controladores.

5.1 Descricao do equipamento

A suspensio ativa de bancada, do fabricante Quanser, simula 1/4 de um veiculo controlado
por uma suspensdo ativa e pode ser vista na Figura 4. Busca-se, a partir da utilizacdo de
controladores adequados, o conforto do passageiro e o deslocamento da suspensao dentro de

seus limites fisicos de operagao.

Figura 4 — Suspensdo ativa de bancada Quanser.

1
e
\

=]

Fonte: Quanser (2009).
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O protdtipo possui trés plataformas, uma acima da outra. O piso superior remete a carroceria
do veiculo e € suspenso sobre a placa do meio a partir de duas molas. Um motor CC também
estd posicionado entre as placas superior e intermedidria para emular o mecanismo de suspensao
ativa. O piso superior € equipado com um acelerdmetro para medir a aceleracdo da carroceria do
veiculo em relacdo ao solo da planta. J4 a placa inferior € conectada a um motor CC de resposta
rapida para que o projetista possa simular diferentes perfis de estradas. Para que todo o sistema
opere, é utilizado em conjunto o amplificador linear de corrente AMPAQ, também do fabricante
Quanser (QUANSER, 2009).

5.2 Modelo matematico

O esquema do modelo da suspensdo ativa de bancada pode ser visto na Figura 5. O sistema é
composto por duas massas, sendo M a massa do corpo do veiculo (sustentada pela mola & e o
amortecedor By) e M, a massa do conjunto do pneu (sustentada pela mola k,; € 0 amortecedor
Bys). De forma a minimizar as oscilacdes provenientes de irregularidades na pista, utiliza-se
um sistema de suspensdo ativa, composto pelas massas My e M,;, € por um motor (atuador)

conectado entre elas, sendo o sistema controlado por uma forga F;.

Figura 5 — Esquema da Suspensdo Ativa.

2 (t)

1
Ms — massa de 1 do veiculo

Zus (t)

Mys — massa do conjunto do pneu

—
k’LLS BUS

2 (1) Roda

(Pista)

Fonte: Oliveira et al. (2018).

Dessa forma, a dinamica do sistema é dada por (SERENI; ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2020):

0 1 0 —1 0
_ks _Bs 0 & L
v= | Ms M M x+ | ¥ |y,
0 0 0 1 0
ks BS kus 7(BS+BMS) —1
L My Mys Mys M5 Miys
1 00O 1 000
y= X, = X, 5.1
0100 0010
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sendo
X1 2Zs(t) — zus(2)
x= 2| = A e u=F,. (5.2)
X4 X3

Os valores dos pardmetros sdo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Pardmetros da suspensdo ativa.

Parametro Simbolo Valor

Massa de 1/4 do corpo do veiculo (kg) M 1,455 a 2,45

Massa do conjunto do pneu (kg) M, 1
Constante de amortecimento (N.s/m) By 7,5
Constante de amortecimento (N.s/m) By 5
Constante de rigidez da mola (N/m) ks 900
Constante de rigidez da mola (N/m) ks 2500

Fonte: Quanser (2009).

A massa de 1/4 do corpo do veiculo, My, pode ser alterada a partir de duas cargas de 0,4975
kg cada.
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6 PROJETOS, SIMULACOES E IMPLEMENTACOES DOS CONTROLADORES

Nessa secao serdao apresentados os projetos de controladores com realimentagdo estatica
de saida para a suspensao ativa de bancada e para exemplos matemadticos, com o auxilio do
software MATLAB/Simulink® e da toolbox YALMIP em conjunto com o solver LMILAB.
Para a suspensao ativa, busca-se a minimizagdo das oscilacdes da massa do veiculo a partir da

minimizacdo do custo garantido.

Serdo considerados controladores de tnico ganho, com indice de desempenho quadratico
e controladores chaveados. Ainda, serdo consideradas as incertezas dos sistemas descritas por
incertezas politépicas. O desempenho obtido a partir dos diferentes métodos de projeto serdo

avaliados.

6.1 Exemplo 1: estabilizacao de um sistema numérico

Nesse primeiro exemplo, a regido de factibilidade dos Teoremas 5 e 8 serd comparado com
outras metodologias presentes na literatura. O seguinte exemplo € apresentado em Dong e Yang

(2013) e considera um sistema continuo com os vértices do politopo da forma do sistema (3.17)

c
-1 4 0 -1 1 0
Ai=10 0 1|, Arb=|10 -5 1],
a 6 —1 10 1 -1
0
Bi=B,= |0 Ci = 0 10 Cpp= 000 6.1)
1 — D2 — 17 11 = 11 Oa 12 = 110 . .

O sistema linear (6.1) com incertezas politopicas pode ser transformado em um problema
com incertezas limitados por norma. Essa alteracdo na representagdo é feita de forma que seja
possivel a comparagdo com os Teoremas 4.3 e 4.4 de Gritli, Zemouche e Belghith (2021). Entao,

considere

x= (o +Ad(t))x+ (B+AB())u,
y=(€+AC(1))x, (6.2)

onde as matrizes incertas A</ (t),A%(t) e A€ (t) sdo definidas por:

A&Z/(t) :MlFl(t)Nl,

A(g(t) = M3F; (Z‘)Ng, (6.3)
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onde Fi(t) € R™*"1 Fy(r) € R™ "2 F3(r) € R™*"3s My € R™™ " M, € R™* " M; €
R Ny € R"717"™ Ny € R™2*™ ¢ N3 € R"3 "™, Ainda, considere que / é a matriz identidade
com as dimensdes apropriadas e que as matrizes Fj(t),F>(t) e F3(t) satisfazem as seguintes

condicoes:

FI(1)F(r) <1, parai=1,2¢3. (6.4)
Portanto, o sistema com incertezas politépicas pode ser descrito utilizando a representacao
(6.2), considerando as incertezas limitadas em norma, utilizando as seguintes matrizes (BOCCA

et al., no prelo):

-1 25 0l 0 150100
[|MiINi]=1] 0 -25 1| 0 25001 0f,
afld 35 —-1]41% 25 0/0 0 1
- T
0|0 0
[#|Ma] = |0|0|, €= L0 N h (6.5)
2 o ’ 0 0,5 0 ’ 3 . .

r T
No=0, Ms=|0 o,s} C1<F@), B), ) <1.

Considere o sistema descrito em (6.1), pode ser visto na Tabela 2 que o método apresentado
no Teorema 8 de Dong e Yang (2013) permitiu garantir a estabilidade para um intervalo menor

de a que para o obtido no Teorema 9.

Tabela 2 — Intervalos de estabilizacdo

Teorema a
Teorema 5 [2,3 19,88]
Teorema 8 [3,5 83,9]
Teorema 8 de Dong e Yang (2013) [3,6 82,2]
Teorema 2 de Sereni, Assuncdo e Teixeira (2020) [0,5 18,2]
Teoremas 4.3 e 4.4 de Gritli, Zemouche e Belghith (2021) | Infactivel

Fonte: Préprio autor.

Comparando o Teorema 8 com a nova metodologia proposta no Teorema 2 de Sereni,
Assuncdo e Teixeira (2020), pode ser observado que ha casos em que o Teorema 8 € melhor na
busca de um valor maximo para a, porém para a busca de um valor minimo para a a metodologia
proposta em Sereni, Assun¢do e Teixeira (2020) demonstra melhores resultados. J4 para o
Teorema 5, nota-se a possibilidade de utilizar menores valores de a que para o Teorema 8, porém
com um limite superior menor. Considerando o sistema (6.1) descrito por um problema com
incertezas limitados em norma por (6.2), (6.3) e (6.5), ndo foi possivel encontrar uma regido de
factibilidade a partir dos Teoremas 4.3 e 4.4 de Gritli, Zemouche e Belghith (2021) (BOCCA et
al., no prelo). Portanto, o controlador chaveado com realimentagdo de saida pode apresentar uma

maior regido de factibilidade que de outras metodologias presentes atualmente na literatura.
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6.2 Exemplo 2: minimizacao do custo garantido de um sistema numérico

O exemplo a seguir € apresentado em Chang, Park e Zhou (2015) com poucas alteracdes nas

matrizes do sistema. O sistema é descrito conforme (3.17), onde as matrizes sdao descritas por:

[0,9896 17,41 96,15 | 97,78
A1 =10,2648 —0,8512 —11,39|, B| = 0 |,
1 10 -9 |3
(1,702 50,72 263,5 ] (42,545
Ay =10,2201 —1,4180 —31,99|, B, = 0 ,
|15 5 -9 1,5
1 00 1 00
Ci1 =Cip = 5 G =Cp = y
11 12 0 1 O] 21 22 0 1 0]

com uma restricao de saida, conforme descrito em (3.97), sendo:

Vi(t) = Clx(t) = [1 0 o} (1), 1 =10. 6.6)

Ainda, também foi considerado as condi¢des iniciais incertas x(0) como definido em (3.26)
com 8 vértices, tal que —4 < x1,x2,x3 < 4. Nesse exemplo, busca-se comparar os resultados
obtidos pelos controladores projetados a partir dos Teoremas 6, 7 € 9, ambos com restricao de
saida asseguradas pelo Teorema 10. De forma a minimizar o custo garantido, os valores para os
parametros 1M e p foram escolhidos a partir do algoritmo de ED. A populacio inicial utilizada
na ED consistiu em 10 vetores (N = 10), com cada vetor possuindo dois parametros que foram
gerados aleatoriamente no intervalo [0, 0,001]. Foi considerado como critério de parada um total
de Gr = 100 geracdes ou a diferenca da média do custo garantido e a diferenca do minimo do

custo garantido entre cada geracio sendo menor que 10%.

Para a solucao das LMIs e o desenvolvimento do algoritmo de ED, foi utilizado o software
MATLAB com a interface “YALMIP” (LOFBERG, 2004) em conjunto com solver “LMILab”
(GAHINET et al., 1994) considerando R = I «>.

As condi¢des para os Teoremas 6 e 10 foram infactiveis nesse caso. Utilizando os Teoremas
7 e 10, para a lei de controle (3.21), o minimo custo garantido obtido pela ED foi de f = 213,18
parap =0,2758 x 1073 e m = 0,3016 x 1073 ap6s 25 geracdes. O ganho do controlador obtido
foi de

K =|-341,4039 —167,3761|. 6.7)
Além disso, para os Teoremas 9 e 10, para a lei de controle (3.52), o minimo para o custo

garantido obtido pela ED foi de P = 196,9482 parap = 0,277 x 10> em = 0,3018 x 1073 apés
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28 geragdes. As matrizes de ganho obtidas para o controlador chaveado (3.52) sdo dadas por

Ki=|-434.40 79, 69} Ky = [—349, 86 64, 75] : 6.8)
e as matrizes simétricas Z; para s € K, sdo
. [-0,0141  —0,0388]
Z1 =10 x y
~0,0388 6,186l
. [-0,0146  —0,0388]
Zr = 10° x . (6.9)
~0,0388 6,186l

Na Figura 6 pode ser visto o minimo custo garantido por geracio obtido pela ED para o
controlador de ganho unico (3.21) e para o controlador chaveado (3.52). Conforme demonstrado,

o minimo do custo garantido € reduzido considerando o projeto do controlador chaveado (3.52)
quando comparado com o uso de um Unico ganho em (3.21).

Figura 6 — Minimo do custo garantido para os Teoremas 7 e 9, considerando o Teorema 10.
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200

e =

|
10 15
Geragao

Fonte: Adaptado de Bocca et al. (no prelo).

6.3 Estudo do modelo da suspensao ativa de bancada

Além da incerteza da massa do passageiro, foi considerada a falha no atuador, ou seja, uma

perda de poténcia de 50% no motor, representado pela constante k745, (OLIVEIRA et al., 2018):
u=Fe. = ugatha = KfainaFe- (6.10)

Dessa forma, as incertezas do sistema (5.1) podem ser escritas em forma de incertezas

politépicas. Para as implementacdes e simulagdes, foi considerado duas massas como sendo
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a massa de 1/4 do veiculo, sendo uma de My = 1,455 kg e a outra de My = 2,45 kg. Assim,

obtém-se as matrizes dos vértices do politopo:

0 1 0
5048 —4373 0
Al =As =
0 0 0
| 900 7.5  —2500
[0 1 0
_282.6 —2355 0
A2 :A4 — ) )
0 0 0
900 7,5 —2500
0 0 0
By Bl 5] — 0,583 | 0,314 | 0,292
1|D2|D3|D4| — 0 0 0
1| -1 |-05

—1
4,373
1
~12,5
1 |
2,355
1
12,5

, (6.11)

0
0,157
0
-0,5

sendo o vértice 1 referente a massa My = 1,455 kg e sem falha no atuador, o vértice 2 referente

a massa My = 1,455 kg e com falha no atuador, o vértice 3 referente a massa My = 2,45kg e

sem falha no atuador e o vértice 4 referente a massa My = 2,45 kg e com falha no atuador.

Para as simulacdes e implementacdo prética, foi considerado um sinal com forma de onda

quadrada como referéncia para a pista (z,(¢)). Este sinal possui amplitude de 0,02 m, frequéncia

de 1/3 Hz e largura de pulso de 50%, que pode ser visto na Figura 7.

Figura 7 — Sinal considerado para a pista z,(t).

Tempo (s)

Fonte: Préprio autor.

15
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6.3.1 Estudo em malha aberta

Inicialmente, convém analisar se a planta € assintoticamente estdvel em malha aberta. A

partir do Teorema 4 e do solver LMILAB, chegou-se a matriz P > 0:

0,1351  0,0007 —0,3299 —0,0003
0,0007  0,0000 —0,0018 —0,0001
~0,3299 —0,0018 0,8186 0,0014
~0,0003 —0,0001 0,0014  0,0005

(6.12)

e, portanto, o sistema € estdvel em malha aberta. A partir do software Simulink, na Figura 8

tem-se a simulagdo para o sistema descrito por (5.1) para u = 0, ou seja, em malha aberta, com

M =2,45 kg.

Figura 8 — Comportamento do sistema da suspensao ativa em malha aberta e My = 2,45 kg.
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Fonte: Préprio autor.

Nota-se que, apesar do sistema ser estdvel, tanto a deflexdo da suspensdo tanto a posicao do
passageiro apresentam grandes oscilagdes. Isso causaria desconfortos ao passageiro e possiveis
danos aos componentes mecanicos da suspensdo. Dessa forma, busca-se minimizar as oscilacdes
a partir de controladores com realimentacdo estdtica de saida. Como o sistema ja € estavel em

malha aberta, ndo serd considerado o projeto de controladores a partir do Teorema 5.

6.3.2 Projeto do controlador 6timo robusto de tnico ganho

A partir do sistema (3.17) com as matrizes dos vértices do politopo dadas em (6.11), busca-se
o projeto de um controlador com realimentagao estdtica de saida de inico ganho, conforme
(3.21), capaz de reduzir as oscilagdes do passageiro e a deflexdo da suspensdo. Foram realizadas
simulacOes e implementagdes a partir dos Teoremas 6 e 10, considerando o sistema de suspensao

ativa, definido em (6.11). De acordo com as matrizes do politopo, as matrizes para as saidas
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controlada e mensuravel sao:

1 00O

6.13
0100 (©.15)

() =€ = 0010

], Cz(OC) ==

1000]

Portanto, para realimentacdo do sistema, foram consideradas apenas as medidas das varidveis
de estado x; e x2, que representam respectivamente a diferenga das posicoes e a diferenca das
velocidades das massas M e M,;. Dessa forma, ndo € possivel a utilizagdo de controladores
com realimentagcdo de estado de forma direta. Ainda, com o intuito de reduzir o tempo de
estabelecimento das posicdes z;(7) e z,5(f), a matriz C (@) seleciona as varidveis de estado x| e
x3 para serem otimizadas, sendo x3 a diferenca entre a posi¢ao da massa do conjunto do pneu

M, e a pista.

Foi considerado o vetor de condicdes iniciais x(0) conforme descrito em (3.26) com 16
vértices, tendo que —0,02 m < x; < 0,02 m, —0,15 m/s < x» < 0,15 m/s, —0,02 m < x3 <
0,02me —0,15m/s < x4 < 0,15 m/s. Além disso, foi considerada a restricao de saida, conforme
(3.97), com:

V(1) =Clx= [1 00 o] x, 7' =0,035m, (6.14)

limitando, assim, a deflexdo da suspensao. Para a solu¢do das LMIs e o desenvolvimento da ED,
foi utilizado o software MATLAB com a interface “YALMIP” (LOFBERG, 2004) e o solver
“LMILab” (GAHINET et al., 1994), considerando R = I, x,,. Na ED, a popula¢ao inicial para os
parametros p e 1 foi definida a partir de uma distribui¢cao uniforme com m = 0,01 e e =0 em
4.1).

Além disso, o nimero de geracdes maximo foi definido como Gy = 1000, com N; = 10
individuos. Assim, a cada nova geracao G resolvem-se as LMIs para cada individuo e obtém-se
o limitante superior para a equagdo de custo garantido. Apds os ajustes na populacio, conforme
capitulo 4, resolvem-se novamente as LMIs e obtém-se os parametros mais adequados. Na Figura

9 pode ser visto o custo garantido minimo para a populacdo obtido para cada geracao.

Dessa forma, a partir dos Teoremas 6 e 10 e da ED, obteve-se o minimo do limitante superior
do custo B =2,3241 x 10~ para os parimetros p =9 x 1074, =3,6 x 1073, com o controlador
robusto dado por:

K= [2500, 8 87,57, 6.15)

sendo a matriz de ganhos K dada conforme a lei de controle (3.21).
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Figura 9 — Limitante superior 3 minimo para a populagdo por geragdo durante a evolucio para
os Teoremas 6 e 10.
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Fonte: Adaptado de Bocca et al. (2020).

6.3.2.1 Simulacdo do comportamento do sistema em malha fechada

Com o auxilio do software Simulink, o comportamento da planta definida por (6.11) e (6.13)
foi simulado para dois valores distintos de massa sendo uma com a massa My = 1,455 kg e a
segunda com My = 2,45 kg. Além disso, o tempo de amostragem foi de 1 ms. Para todas as
simulagdes foi considerado um intervalo de tempo de 15 s, sendo (0 < ¢ < 5) s o sistema em
malha aberta, (5 <7 < 10) s o sistema em malha fechada, conforme a lei de controle (3.21), e
(10 <t < 15) s o sistema em malha fechada, porém, com falha de 50% no atuador conforme
definido em (6.10) (kfqinq = 0,5).

Nas Figuras 10 e 11 podem ser vistos os resultados das simula¢des para My = 1,455kge a
segunda com M, = 2,45 kg, respectivamente, indicando a posi¢ao da pista (z,(¢)), a posi¢ao do
passageiro (z5(¢)) e do conjunto do pneu (z,(¢)), juntamente com os estados xj e x3, o sinal de

controle e o resultado de fézTRz dt, conforme (3.25), pelo tempo.

Nota-se que as oscilacdes foram reduzidas drasticamente com a utilizagdo do controlador
com realimentacao estatica de saida para ambos os valores da massa incerta M € mesmo com
a presenca de falha nos atuadores. Isso € evidenciado pela redu¢do do aumento na integral
fotzTRz dt a cada oscilacdo comparando-se com os valores obtidos do sistema em malha aberta

com os valores em malha fechada.
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Figura 10 — Simulagao do sistema e o sinal de controle considerando o controlador (6.15) e
Mg = 1,455 kg.
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No periodo de 5 <t < 10 (em malha fechada sem falha), a cada oscilag@o o valor do custo
garantido obtido foi de 0,21 x 10~* e, no periodo de 10 < ¢ < 15 (em malha fechada com falha),
o custo garantido obtido foi de 0,22 x 1074 para a massa de My = 1,455 kg. J4 com My = 2,45
kg, a cada oscilagd@o, para o controlador em malha fechada sem a falha, o valor para o custo
garantido obtido foi de 0,21 x 10~* e em malha fechada, porém com falha nos atuadores, o valor

obtido para o custo garantido foi de 0,26 x 1074,
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Figura 11 — Simulacao do sistema e o sinal de controle considerando o controlador (6.15) e
Mg = 2,45 kg.
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Dessa forma, demonstra-se que mesmo na presenca das incertezas da massa M e na presenca
de falha nos atuadores, o controlador foi capaz de manter o custo garantido dentro do limitante

superior maximo obtido a partir do projeto do controlador, que é de B = 2,3241 x 1074,

6.3.2.2 Implementagdo prdtica do controlador

Para a implementacdo prética, foi utilizado um sinal com forma de onda quadrada como
referéncia para a pista (z,(¢)). Este sinal possui amplitude de 0,02 m, frequéncia de 1/3 Hz e

largura de pulso de 50%, conforme ilustrado na Figura 7. Além disso, o tempo de amostragem
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foi de 1 ms. Para todas as implementagdes foi considerado um intervalo de tempo de 15 s, sendo
que com (0 <t < 5) s o sistema se encontra em malha aberta, (5 <t < 10) s o sistema esta
em malha fechada conforme a lei de controle (3.21) e (10 < ¢ < 15) s o sistema estd em malha
fechada, porém, com falha de 50% no atuador.

Foram feitas duas implementacgdes, sendo uma com a massa My = 1,455 kg e a segunda com
M, = 2,45 kg. O resultado das implementacdes pode ser visto, respectivamente, nas Figuras 12
e 13, é possivel analisar a posi¢ao da pista (z,(t)), a posicdo do passageiro (z5(¢)) e do conjunto

do pneu (z,5(t)), juntamente com as varidveis de estados x| e x3 e o sinal de controle.

Figura 12 — Comportamento do sistema e o sinal de controle considerando o controlador
(6.15) e My = 1,455 kg.
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Fonte: Adaptado de Bocca et al. (2020).

Pode ser observado que o comportamento com as diferentes massas para o corpo do veiculo
¢ semelhante e que, apesar do sistema ndo controlado ser estdvel, o nivel de oscilagido da posi¢ao
do passageiro pode causar desconfortos e € minimizado ao se utilizar o controlador robusto
projetado fundamentado no Teorema 6. Além disso, mesmo com a falha de 50% no atuador e
com a incerteza da massa do veiculo, as oscilagdes foram reduzidas satisfatoriamente. Nota-se
que o sinal de controle ndo ultrapassa 10 N, mesmo com a presenca de falha no atuador. Ainda,
os resultados obtidos pelas simula¢des, mostradas nas Figuras 10 e 11, sdo proximos aos obtidos

no protétipo real, apesar do menor valor obtido no sinal de controle na sua implementacao.
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Figura 13 — Comportamento do sistema e o sinal de controle considerando o controlador
(6.15) e My = 2,45 kg.
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Fonte: Adaptado de Bocca et al. (2020).

6.3.3 Projeto do controlador 6timo robusto chaveado

A partir do sistema (3.17) com as matrizes dos vértices do politopo dadas em (6.11) e (6.13),
busca-se o projeto de um controlador chaveado com realimentacao estatica de saida, conforme
lei de controle (3.52) de forma semelhante ao que foi desenvolvido para o controlador de tnico

ganho.

Tendo-se as mesmas premissas definidas no capitulo 6.3.2 para as matrizes do sistema, para
o conjunto convexo de condigdes iniciais, com restri¢do de saida definida em (6.14) e R = I,_x,,,

busca-se a redugdo das oscilagdes da deflexdo da suspensao.

Na ED, o critério de parada do algoritmo foi definido para se a melhoria do custo garantido
entre cada geracao for menor que 0,000001%, tanto para o menor valor do custo garantido entre
os individuos da populagdo na geragdo atual quanto para a média do custo garantido de toda
a populagao. Ainda, se os critérios de parada descritos anteriormente nao forem atingidos, o

algoritmo foi programado para descontinuar as iteragdes em 100 geracdes.

Portanto, aplicando o algoritmo de ED para os parametros 1 € p definido nos Teoremas
9 e 10, na Figura 14 mostra-se o valor do minimo do custo garantido entre os individuos da
populacdo de cada geracdo. A funcao densidade de probabilidade utilizada para a populagdo

inicial € a mesma do projeto do controlador de ganho unico descrito na subsecdo 6.3.2, sendo
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m=0,01lee=0em (4.1).

Figura 14 — Limitante superior 3 minimo para a populagio por gerac¢éo durante a evolugio
para os Teoremas 9 e 10.
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Fonte: Adaptado de Bocca et al. (no prelo).

O minimo custo garantido de p = 9,7901 x 10~ foi obtido para os pardmetros p = 2,62 x
1075 e =2,07 x 1072 apés 45 geragdes. Para essa solucdo, os ganhos do controlador robusto
chaveados foram de

K = [2645,0 77,20} K= [2645,2 77, 13} ,
K=[2658.4  7751), Ki=|26444  77.14]. 6.16)
e as matrizes simétricas Z; para s € K, foram de
s [—11,0865  —0,2002] s [—11,0865  —0,2004]
Z1 =10 x , Lo = 107 x ) (617)
~0,2002  —5,8112 ~0,2004  —5,8007
s [—11,0003  —0,1750] s [—11,0865  —0,2004]
Z3=10" x , Z4=10" X .
~0,1750  —2,9170 ~0,2004  —5,8230

6.3.3.1 Simulagdo do comportamento do sistema em malha fechada

De forma semelhante ao que foi exposto no capitulo 6.3.2.1, com auxilio do software
Simulink, foi realizada a simulac@o do sistema definido por (6.11) e (6.13) para dois valores
distintos de massa, sendo uma com a massa de M = 1,455 kg e a outra com M, = 2,45 kg. Foi
considerado um intervalo de tempo de 15 s, sendo que com (0 < ¢t < 5) s o sistema se encontra
em malha aberta, (5 <t < 10) s o sistema estd em malha fechada conforme a lei de controle
(3.52) e (10 <t < 15) s o sistema estd em malha fechada, porém, com falha de 50% no atuador
conforme definido em (6.10) (krqinqa = 0,5).
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Assim, nas Figuras 15 e 16 podem ser vistos os comportamentos do sistema de suspensao
ativa de bancada para cada valor da massa incerteza M indicando a posi¢do da pista, a posi¢do
do passageiro e do conjunto do pneu, juntamente com os estados x| € x3, o sinal de controle em

conjunto com o indice de selegdo () € o resultado de iz’ Rzdt, conforme (3.25), pelo tempo.

Figura 15 — Simulacdo do sistema e o sinal de controle considerando o controlador (6.16) e
M, = 1,455 kg.
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Fonte: Préprio autor.

Embora nem todos os indices de chaveamento tenham sido selecionados a partir do critério

de selecdo definido em (3.52), as oscilacdes do sistema foram reduzidas em relacio ao sistema
em malha aberta, apesar da massa incerta e falha nos atuadores.

No periodo 5 <t < 10 (em malha fechada sem falha), a cada oscilagdo o valor do custo
garantido obtido foi de 0,19 x 10~% e, no periodo 10 < ¢ < 15 (em malha fechada com falha), o
custo garantido obtido foi de 0,20 x 10~* para a massa de M, = 1,455 kg.



Figura 16 — Simulacao do sistema e o sinal de controle considerando o controlador (6.16) e

M, =2,45 kg.
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Ja com My = 2,45 kg, a cada oscilacdo, para o controlador em malha fechada e sem a falha,
o valor para o custo garantido obtido foi de 0,20 x 10~ e em malha fechada, porém com falha

nos atuadores, o valor obtido para o custo garantido foi de 0,24 x 10~%. Com isso, o valor do

custo obtido em cada oscilagcdo do sistema e volta ao estado de equilibrio foi menor do que o

obtido via projeto do controlador, sendo de p =9,7901 x 107>.

6.3.3.2 Implementagdo prdtica do controlador

O controlador (6.16) foi implementado no protétipo de suspensao ativa de bancada. O sinal

para a pista considerado € dado na Figura 7, e para todas as implementacdes foi considerado
um intervalo de tempo de 15 s, sendo no periodo (0 <t < 5) s o sistema estando em malha

aberta, (5 <t < 10) s o sistema estando em malha fechada, conforme a lei de controle (3.52), e

(10 <t < 15) s o sistema se encontra em malha fechada, porém, com falha de 50% no atuador.
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Na Figura 17 e 18 pode ser visto o comportamento do sistema da suspensdo ativa de bancada
para as massas M = 1,455 kg e My = 2,45 kg, respectivamente, juntamente com o sinal de

controle e indice de chaveamento.

Figura 17 — Comportamento do sistema e o sinal de controle considerando o controlador
(6.16) e My = 1,455 kg.
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Fonte: Adaptado de Bocca et al. (no prelo).

Figura 18 — Comportamento do sistema e o sinal de controle considerando o controlador
(6.16) e My = 2,45 kg.
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Fonte: Adaptado de Bocca et al. (no prelo).



58

Portanto, mesmo com as diferentes massas para o corpo do veiculo na implementacao, pode-
se notar das Figuras 17 e 18 que as oscilacdes foram reduzidas e que o sistema em malha fechada
¢ semelhante para ambas as situacdes. Ainda, apesar do sistema em malha aberta ser estavel, as
oscilacdes poderiam causar desconfortos para o passageiro e danos fisicos na suspensao, que
foram reduzidas a partir da introducdo do controlador chaveado (3.52) projetado a partir dos
Teoremas 9 e 10. Além disso, a falha no atuador ndo afetou substancialmente o comportamento
do sistema e as oscilagcdes foram reduzidas satisfatoriamente com o sinal de controle sendo

menor que 20 N.

6.3.4 Comparacao entre os controladores de ganho tnico e chaveados

A partir dos resultados elencados nos capitulos precedentes, € possivel realizar a comparacgao
do desempenho obtido pelas simulagdes a partir das leis de controle (3.1) e (3.52). Na Tabela
3 pode ser visto o valor do custo garantido para cada oscilacio em malha fechada do sistema
simulado considerando My = 1,455 kg e My = 2,45 kg, com e sem falha nos atuadores. Os
valores do custo garantido apresentados na Tabela 3 sdo obtidos através da da integral [ 7' Rzdt,
sendo a variavel n o instante de tempo de inicio da oscilagdo e m o instante de tempo apds a

estabilizac¢do da oscilacao.

Tabela 3 — Comparacao do custo garantido entre os controladores projetados.

Lei de controle (3.1) | Lei de controle (3.52)
M = 1,455 kg sem falha 0,21 x 1074 0,19 x 10~%
M = 2,45 kg sem falha 0,21 x 1074 0,20 x 10~%
M, = 1,455 kg com falha 0,22 x 10~* 0,20 x 10~*
M, = 2,45 kg com falha 0,26 x 1074 0,24 x 1074

Fonte: Préprio autor.

Dessa forma, nota-se que a partir do emprego do controlador chaveado, conforme lei de
controle (3.52), o custo garantido obtido para cada oscilacdo € menor, demonstrando desempenho

superior ao controlador de tnico ganho.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, foi introduzida a teoria e defini¢des necessdrias para o projeto de
controladores com condicdes de projeto baseados em LMIs. Essa teoria tem como base o estudo
de Lyapunov, considerando a estabilidade do sistema a partir da solucdo de fungdes quadriticas.
Para isso, também foi estudado o modelo de espaco de estados, definiches matriciais e

representacdo de sistemas incertos a partir de incertezas politopicas.

Procedimentos de projeto para controladores com realimentacio estdtica de saida para
sistemas lineares incertos foram estabelecidos em forma de LMIs. Foi verificado, refor¢cado
pelos resultados obtidos para diferentes sistemas, que estes controladores provém condi¢des
menos conservadoras que outros trabalhos citados e presentes na literatura. Além disso, o indice
de performance relacionado com a energia do sinal de saida foi considerado nas condicdes de
projeto. Conforme demonstrado no capitulo 6.1, o Teorema 8 estabelece condi¢des iguais ou mais
flexiveis para a estabilizac¢do do sistema proposto que em Dong e Yang (2013). Ainda, a partir
do mesmo exemplo numérico, pode-se notar a obten¢do de uma maior regido de factibilidade do
que em comparacao com outros procedimentos como em Sereni, Assuncao e Teixeira (2020) e
Gritli, Zemouche e Belghith (2021). Conforme provado em Bocca et al. (no prelo), o Teorema
7 € uma generalizacdo do Teorema 6 e o Teorema 10 estabelece condi¢des de projeto menos
conservadoras para controladores chaveados utilizando realimentagdo de saida, que garantem

resultados mais flexiveis que em comparac¢do com os demais teoremas propostos.

Provou-se, ainda, em Bocca et al. (no prelo) que, se para um sistema € possivel o projeto
de controladores de dnico ganho, entdo o projeto de controladores chaveados também pode ser
realizado para o mesmo sistema em questdo. Na Sec¢do 6.1 demonstrou-se, a partir do Teorema 9,
a possibilidade de obter valores menores para o custo garantido do que para os controladores
projetados a partir dos critérios descritos no Teorema 6, de unico ganho. Isso ocorre devido ao
fato dos controladores chaveados resultarem em melhores ou iguais indices de performance do

que no uso de controladores de tinico ganho.

O algoritmo de ED mostrou-se ser eficaz na busca dos parametros 6timos globais para as
constantes dos teoremas, reduzindo consideravelmente o custo garantido obtido a cada geragao.
Essa busca nao pode ser realizada em termos de LMIs, pois iria envolver multiplicacdes de
variaveis. Dessa forma, o algoritmo de ED é um método eficaz de solucionar problemas com

essas caracteristicas.

Portanto, a partir dos exemplos numéricos assim como do exemplo pritico, mostrou-se que

os métodos de projeto de controladores com realimentagdo estatica de saida sdo eficientes.
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7.1 Perspectivas futuras

Como perspectivas futuras desse trabalho, destacam-se:

» Estudo de outros sistemas dindmicos nos quais podem ser modelados a partir de incertezas
politépicas e realizar o projeto de controladores a partir dos teoremas propostos, de modo
a avaliar o desempenho obtido em comparagdo com outros métodos de projeto dispostos

na literatura;

* Andlise da influéncia do periodo de amostragem para a escolha do indice de chaveamento

dos controladores chaveados;

* Inclusdo de outros indices de desempenho nos teoremas propostos.
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