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RESUMO

O emaranhamento, um dos fendbmenos mais intrigantes da mecénica quantica, tornou-
se uma grandeza chave que desempenha papel fundamental em varios tipos de processamento
de informagao quéantica, por exemplo, tanto em protocolos de computador quantico e em estudos
de nanoestruturas, como na detecgao de transigdes de fase quéantica e na investigagéao de propri-
edades de transporte. Assim, é fundamental determinar medidas adequadas para quantificar o
grau de emaranhamento em um determinado sistema, bem como compreender seus beneficios
e limitagdes. Este trabalho tem como objetivo comparar duas ferramentas utilizadas para medir o
grau de emaranhamento, a entropia de von Neumann e a entropia linear. Essas grandezas foram
investigadas em sistemas homogéneos e em superredes unidimensionais, descritos pelo modelo
de Hubbard através dos métodos de DMRG (Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade) e
DFT (Teoria do Funcional da Densidade). Encontramos diferencas na sensibilidade das duas
medidas de emaranhamento as transigées de fase quéanticas.

Palavras-chave: Emaranhamento. Superredes. Entropia Linear. Entropia de von Neumann.



ABSTRACT

Entanglement, one of the most intriguing phenomena of quantum mechanics, has
become a key quantity which plays a fundamental role in various types of quantum information
processing, for example in quantum computer protocols and also in studies of nanomaterials, as
for the detection of quantum phase transitions and for the investigation of transport properties.
Therefore it is crucial to determine proper measures for quantifying the degree of entanglement
in a given system, as well as to understand theirs benefits and limitations. This work aims to
compare two tools used to measure the degree of entanglement, namely the von Neumann
entropy and the linear entropy. These quantities were investigated in homogeneous systems and
in superlattices as described by the Hubbard model, via DMRG (Density Matrix Renormalization
Group) and DFT (Density Functional Theory). We found differences on the sensitivity of the two
entanglement measures to the quantum phase transitions.

Keywords: Entanglement. Superlattices. Linear Entropy. von Neumann Entropy.
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1 INTRODUCAO

O emaranhamento é tratado como uma das propriedades mais fascinantes e menos
intuitivas da mecéanica quantica. Tal propriedade faz uma distingao fundamental entre 0 mundo
classico e o mundo quéntico e tem sido utilizada na implementagéao de algoritmos quanticos,
em protocolos quanticos para computadores, na deteccao de transicoes de fase quanticas e na
caracterizacao de diversas propriedades de transporte [1,2].

Erwin Schrddinger [3] apo6s a divulgacdo do famoso artigo EPR [4], demonstrou a
imprevisibilidade da fisica quantica através do conceito de superposicao. Este conceito é o ponto
central da definicao de emaranhamento em que o estado quantico de um sistema é dado por uma
superposicao de possiveis estados, cada qual com uma certa probabilidade de ser obtido em
uma medida. Através destes artigos e de outros diversos estudos, como de Bell [5] e Werner [6],
foi possivel chegar a uma definicdo de emaranhamento, que matematicamente é descrito como
a impossibilidade de fatorizagao dos estados dos subsistemas emaranhados. Esta definicao nos
demonstra que quando dois ou mais subsistemas estdo emaranhados uma medida em um dos
subsistemas instantaneamente afetara os demais subsistemas, independente da distancia em
que eles estéo.

O emaranhamento é uma propriedade intrinseca da mecénica quantica e nao possui
nenhum analogo na fisica classica. Devido a esta propriedade ha um expressivo aumento
das pesquisas no contexto da Informacao Quantica desde a década de 80, o que propiciou 0
desenvolvimento de trabalhos importantes, tanto relacionados a compreensao de sua existéncia
quanto em experimentos mais recentes, como o teletransporte quantico [7] e o computador
quantico [8]. Além disso, o0 emaranhamento é também uma 6tima ferramenta para detecgao
de transicdes de fase quanticas que tém sido explorada em sistemas desordenados [9,10] e
superfluidos exdticos [11,12].

Contudo, para quantificar o emaranhamento em sistemas quénticos complexos via
métodos envolvendo a fungcédo de onda do sistema nos deparamos com a conhecida barreira
exponencial. A barreira exponencial € uma expressao em que 0s parametros necessarios para
descrever o sistema cresce exponencialmente com o nimero de particulas interagentes, impossi-
bilitando os célculos por métodos tradicionais. Uma estimativa da complexidade computacional
de realizar este sistema € imaginarmos que um sistema ¥ em que em cada coordenada é
descrita por 10 pontos de uma malha, porém, com N-elétrons presentes nesta malha o problema
torna-se 3V, tornando o nimero de parametros necessarios para a descricdo do problema igual
a 103N, Portanto, estes valores crescem numa escala que impossibilita qualquer resolucdo exata
via equagéo de Schrédinger.

Tendo em vista as dificuldades de se calcular sistemas quanticos complexos, modelos
tem sido desenvolvidos para facilitar os calculos através da simplificagdo do hamiltoniano. Para o



14

emaranhamento em sistemas soélidos e em atomos ultrafrios 0 modelo de Hubbard tem ganhado
grande repercussao, uma vez que é uma simplificacao para a descricéo de elétrons itinerantes e
interagentes.

Entretanto, mesmo com o hamiltoniano simplificado métodos exatos como a Grupo de
Renormalizacdo da Matriz de Densidade (DMRG) ainda se tornam bastante custosos, uma vez
que seu método trata-se da redugéo da matriz densidade. A Teoria do Funcional da Densidade
(DFT) entdo torna-se uma ferramenta alternativa para sistemas de muitos corpos uma vez que
prevé uma relagado univoca entre a fungéo de onda e a densidade eletronica, tornando um
problema de 3N varidveis em um problema mais simples de apenas trés variaveis (x, y e z). Esta
simplificagdo faz grande diferen¢a do ponto de vista do custo computacional, como veremos
adiante na comparagao entre célculos via DFT e DMRG [13].

Neste trabalho investigaremos os sistemas bipartidos em estados puros decritos pelo
modelo de Hubbard através dos métodos DMRG e DFT . Como ferramenta para a obtencao do
emaranhamento utilizaremos a entropia linear € a entropia de von Neumann. Estudos recentes
demonstram que as entropias de von Neumann e linear ndo possuem diferencas qualitativas
entre si, 0 que para os autores se deve ao fato de que a entropia linear corresponde ao primeiro
termo da expanséo da entropia de von Neumann [14-18]. Porém, nenhum estudo até o momento
realizou uma andlise quantitativa das possiveis diferencas entre as entropias, em especial quanto
a performance na deteccao de transi¢coes de fase quanticas.

Este trabalho traz, portanto, uma andlise comparativa a respeito do comportamento
das distintas medidas de emaranhamento, entropia de von Neumann e entropia linear, em
nanoestruturas homogéneas e em superredes. Através da compreensao de suas diferencas,
vantagens e desvantagens sera possivel guiar futuros trabalhos quanto a escolha da medida
mais adequada, dependendo do sistema e da aplicacdo desejada.

Assim, iniciaremos este trabalho através de um estudo tedrico, que sera apresentado no
Capitulo 2. Introduziremos o conceito de emaranhamento quantico assim como as ferramentas
utilizadas para mensura-lo, a entropia de von Neumann e a entropia linear. Em seguida, sera
apresentado o modelo de Hubbard unidimensional que sera usado como framework nesta
pesquisa. Por fim, uma breve introducao sobre a DMRG seguido da DFT que sera acompanhada
pelos conceitos de aproximagao de densidade local (LDA), o sistema de Kohn-Sham e da
aproximacéao LSOC [19].

No Capitulo 3 apresentaremos os resultados da andlise do desempenho da DFT em
relagdo a DMRG aplicados em sistemas homogéneos e em superredes, buscando compreender
suas diferencgas para a escolha mais adequada do método para cada sistema.

No Capitulo 4, através de um estudo dos sistemas homogéneos iniciaremos nossa
analise comparativa das entropias de von Neumann e linear médias sob este sistema com o
intuito de compreender seus efeitos nas transigées de fase quanticas.
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Em seguida, no Capitulo 5 serao introduzidas as superredes e analisaremos o compor-
tamento das entropias em diferentes modulagdes e periodicidades das superredes, buscando
compreender suas diferencas. Por fim, no Capitulo 6 serdo apresentadas as conclusdes.
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2 FUDAMENTOS TEORICOS

2.1 EMARANHAMENTO

O emaranhamento é um ingrediente indispensavel no desenvolvimento de tecnologias
quanticas, por exemplo, na codificacdo superdensa, no teletransporte quantico e na criptografia
quantica. Este fenémeno, sendo uma propriedade fundamental da natureza, foi fotografado pela
primeira vez em 2019 pelos pesquisadores Moreau, Toninelli e Colaboradores da Universidade
de Glasgow [20], como mostrado na Fig. (2.1).

80

o
=]

Counts
Fy
=
Counts

1 256 1 256

Figura 2.1: Primeira foto realizada do fenémeno de emaranhamento quantico em que é possivel observar as fases
adquiridas com os quatro filtros de fase com diferentes orientagdes, ©2 = 0°,45°,90°, 135°, que sdo necessarias
para realizar o teste de Bell. Fonte: Universidade de Glasgow/Science Advances [20].

Porém, o que hoje é visto com encanto, no século XX era visto como uma "agéo
fantasmagdrica a distancia” que é intrinseca a superposicao de estados do espaco de Hilbert.
O espacgo de Hilbert H, é definido como um espaco vetorial completo, complexo e provido de
métrica (distancia entre os vetores) [1, 2]. Assim, qualquer combinacgao linear entre os dois
elementos deste espaco, H4 e Hp, por exemplo, é também um elemento pertencente a este
espaco vetorial. Devido a sua grande importancia esta propriedade agora adquire o status de
principio da superposi¢ao ou da linearidade da mecanica quantica [2].

Ja em 1935, a discussao combinando o principio de superposicdo com a teoria de
localidade de um sistema fisico, o famoso artigo de A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen (EPR) [4]
demonstra que o emaranhamento de uma Unica particula seria improvavel, ou que as condigées
da realidade fisica vindas da mecéanica classica nao eram compativeis com a mecéanica quantica.

Mesmo apds a resolugédo do paradoxo EPR, pelo trabalho de J.Bell [5], foi somente com
surgimento da teoria da informagao quéntica que o emaranhamento ganhou uma defini¢ao oficial,
por Werner em 1989 [6].

Podemos descrever a definicdo de Werner com um exemplo simples, imagine um sis-
tema subdividido em trés subsistemas A, B e C, e estes estdo emaranhados. Ao realizarmos uma
medida em um destes subsistemas os demais serdo afetados instantaneamente independente
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da distancia entre eles. Essa medida nos informara, com base no grau de emaranhamento
dos subsistemas, se é possivel obter mais ou menos informagdes dos estados dos demais
subsistemas.

Na forma matematica esta defini¢ao reflete a impossibilidade de fatorizagao dos estados
dos subsistemas emaranhados, ou seja [1, 2, 21]

(Wape) # |Va) ® V) @ |¥c). (2.1)

No caso da Eq. (2.1) os subsistemas A, B e C podem representar trés particulas, um
conjunto de particulas ou até mesmo diferentes graus de liberdade de uma mesma particula do
sistema ABC, em que ao realizarmos uma medida em A instantaneamente afetaré os subsistemas
BC.

Presupondo que ha mais de trés subsistemas em um sistema é necessario salientar que
o emaranhamento ndo se limita a apenas estes subsistemas, como exemplificado anteriormente,
mas sim a infinitos, nao tendo um valor limite determinado [1, 2]. Assim, para medir a informacao
proveniente do sistema |V 4p¢) € necessario entender que dependendo do quéo emaranhado
0s subsistemas estiverem é possivel obter uma quantidade de informagao maior ou menor grau
de emaranhamento.

Para sistemas bipartidos AB em estado total puro, compreendemos bem a defini¢do de
emaranhamento, mas é possivel quantificar o grau de emaranhamento?

Tal questao pode ser respondida através do trabalho de Vedral e colaboradores (1997)
[22] onde eles demonstram que a entropia de von Neumann é uma forma adequada de se medir o
emaranhamento em sistemas bipartidos em estado total puro, conforme descrito detalhadamente

a sequir.

2.2 ENTROPIA

Shannon em seu artigo [23] faz o seguinte questionamento: Podemos definir a quanti-
dade que medira, em certo sentido, quanta informacédo é "produzida” por tal processo, ou melhor,
que tipo de informacgdo é produzida?

Esta questdo com relagéo a um estado puro bipatite emaranhado pode ser respondida
através da entropia. Pela definicdo de Shannon [23] a entropia pode ser compreendida como
uma ferramenta para quantificar os recursos necessarios para armazenar informagao.

Deste modo introduziremos duas entropias que serdo Uteis para mensurar o emara-
nhamento do nosso sistema. Sao elas, a entropia de von Neumann, também conhecida como
entropia de emaranhamento, introduzida por Bennett et al. [24] e que por consenso tornou-se a
ferramenta mais adequada para medir o grau de emaranhamento em sistemas puros bipartites.
A segunda entropia trata-se da entropia linear que corresponde ao termo linear da expansao da

entropia de von Neumann.
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2.2.1 Entropia de von Neumann

Originada da entropia de Shannon [23], através do conceito oriundo da Teoria da
Informagéo, a entropia de von Neumann ou entropia de emaranhamento é uma medida de falta
de conhecimento [25-27], ou de incerteza, dada pela expresséao:

S(p) = —tr(palog, pal, (2.2)

em que p4 = trp|p| é a matriz densidade reduzida do subsistema A, obtida pelo trago em B da
matriz densidade do sistema total.

Por sua definigao partir da equagao de Shannon podemos obter a Eq. (2.2) sabendo
que a entropia é a medida de falta de conhecimento [25] e que a informagao | mensurada por ela
deve estar relacionada com a incerteza de um evento ocorrer ou néo,

I

e~

(2.3)

sendo p a probabilidade de ocorréncia do evento A.

Uma das propriedades basicas que a entropia deve seguir na teoria da informacao
€ que, para eventos independentes, deve ser aditiva e desta forma tem-se através da teoria
das probabilidades que o conjunto de eventos independentes é o produto das probabilidades
individuais, ou seja [25]

P12 = P1 X P2. (2.4)
Porém, relacionando este raciocinio a Eqg. (2.3) temos,

]12:izi7éi+i:h+]2, (2.5)
P12 pip2 P11 P2
esta equacéao implica que a probabilidade conjunta de eventos independentes é o produto das
probabilidades individuais, ou seja, p12 = p1 X pa, como descrito na Eq. (2.4).

Imagine que o evento A descrito anteriormente possua um conjunto de valores discretos
de quantidade finita n que possuem uma certa probabilidade de ocorrer de p;. Um exemplo € um
spin que pode ter orientacao +§ e orientacao —%. A incerteza média do evento A ocorrer pode
ser obtida pela informacdo média dos eventos individuais em que a distribuicdo de probabilidade
€ dada pela equacao,

H({pi}) =) pi(—logypi) = =) pilogs p;. (2.6)
=1 =1

A Eq. (2.6) € também conhecida pela entropia de Shannon e € muito importante na
teoria da informagéao classica, porém quando se trata da entropia de von Neumann estamos
tratando da teoria da informagao quéntica e nesta tratamos de operadores de densidade (p) [25].
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Os operadores de densidade sao hermitianos e positivos semidefinidos [25] e possuem
trago da matriz igual a 1 em que os autovalores de p tornam-se distribuigbes de densidade de
probabilidades.

A entropia de von Neumann pode entéo ser definida por

S(p) = _Z)\i logy Ais (2.7)
i—1

onde )\ sdo os autovalores da matriz densidade reduzida do sistema A.
Podemos entdo resumir as condicdes impostas [26] para que a entropia seja uma
medida de emaranhamento S como:

1. A entropia de von Neumann ndo é negativa, a entropia € zero somente se o estado do
subsistema for puro.

2. Em um espaco de Hilbert d dimensional a entropia tem um valor maximo igual ao log, d.
A entropia é igual a log, d somente se o subsistema esta no estado completamente

misturado o \; = p

3. Supondo que um sistema AB esteja num estado puro. Entdo S(A) = S(B), onde S(A)
e S(B) sao entropias das matrizes densidade reduzidas.

4. A entropia é aditiva, quando varias copias do sistema estao presentes.

A Unica medida de emaranhamento que satisfaz todas as condi¢cdes acima € a entropia
de von Neumann. Outra forma de se obter esta entropia é através da medida de pureza [1], como
visto abaixo.

Considere um sistema que possua dois subsistemas A e B e que seu estado total puro
é |V 4p), de forma que a matriz de densidade desse sistema seja entéo

pap = |Wap)(Yasl. (2.8)

Se |V 4) for favoravel, ou seja, se ndo houver emaranhamento entre os subsistemas A
e B, entao

(Wap) = [Wa) @ [Vp), (2.9)

onde sua matriz de densidade total pode ser obtida por,

(Wap) = [Va)@[Vp) = V)| V) @ (Va|(Vp| = [Wa)(Va| @ [Up)(Vp| = pa@pp. (2.10)
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Sabendo que os subsistemas estdo em um estado puro, nao emaranhado, podemos
obter a matriz densidade para cada um dos estados destes subsistemas descritos como |a) e

|15)

pa = aale){al + BalB)(B], (2.11)

sendo, a4(p) € Sa(p), as probabilidades de a e 3, respectivamente,

p = agla)(al + Bp|B)(B], (2.12)

Assim, sabendo que « e 3 sdo suas probabilidades podemos determinar que de fato a
Eqg. (2.9) demonstra que a medida de pureza em um subsistema em A (ou em um subsistema B) é
uma medida de emaranhamento. Assim, para mensurar a medida de pureza em um determinado
sistema é necessario realizar o célculo do trago ao quadrado da matriz de densidade do sistema
desejado [1].

Se o sistema desejado trata-se de um sistema puro, teremos que o traco da matriz
elevado ao seu quadrado é igual a 1, porém se o sistema desejado € misto teremos o traco da
matriz resultando um valor no intervalo entre %l <TrlpY <1

Assim, obtém-se a entropia de von Neumann,

Samy = —Tr[pacs)log, pas)] (2.13)

Observe que as equagdes (2.7) e (2.13) referem-se a mesma entropia mudando apenas
a forma com s&o obtidas.

2.2.2 Entropia Linear

Sugerida por Fano [28] como medida de informagao para estados globais puros, a
entropia linear é uma versao linearizada da entropia de von Neumann. A alta procura da
utilizagao da entropia linear deve-se a ela ser uma ferramenta mais facil de se utilizar, dado que
nao requer a diagonalizacdo da matriz densidade. Ja a entropia de von Neumann, por seus
calculos serem nas autobases das matrizes densidade reduzidas, cria-se uma certa dificuldade
de se realizar calculos analiticos.

A entropia linear é comumente descrita como
B=1-1Tr [pQ] , (2.14)

em que Tr indica o trago da matriz total e € matematicamente descrita como,

d
Trp’] =1- ) al(p)z,2'|. (2.15)

z,x'=1



21

em que para um estado puro, a somatéria com dimensao d é zero e para um estado maximamente
misto deve serigual a 1.

Como o objetivo principal deste trabalho é comparar as entropias, linear e von Neumann,
¢ valido destacar que alguns trabalhos ja foram desenvolvidos a este respeito em que ambas as
entropias foram calculadas [14-18] sendo que nenhuma diferenca qualitativa no comportamento
das duas foi encontrada. Um fato relacionado ao vinculo entre tais medidas de emaranhamento
€ a existéncia de contribuicdes que uma impde sobre a outra [29, 30]. Porém, como estes
artigos tratavam de sistemas diferentes daqueles considerados neste estudo, vale destacar a
importancia e a complementariedade para estas pesquisas.

Vale ressaltar que as entropias ndao possuem a mesma amplitude (0 < B < 1l e
0 < S < 2) e em ambos os casos a amplitude é variavel, dependendo do sistema. Estas
amplitudes sao obtidas a partir da andlise do operador de densidade do sistema tratado como
uma representacao de estado que demonstra que a amplitudeem B =1 — % para a entropia
linear e S = log, N para a entropia de von Neumann, onde N é o nimero total de possiveis
estados quanticos [31].

Mesmo que as amplitudes das entropias difiram, muitos trabalhos as utilizam como
medidas de emaranhamento, porém alguns, as utilizam como medida de decoeréncia, grandeza
que quantifica a perda de emaranhamento devido as flutuagdes térmicas.

2.3 MODELO DE HUBBARD

Muito explorado em quimica e fisica, o modelo de Hubbard [32] € uma aproximagao
que descreve de forma simplificada o comportamento dos elétrons em sélidos, férmions em
nanoestruturas e atomos frios em redes 6éticas [33]. Em sistemas fortemente correlacionados
€ capaz de prever a existéncia de gaps na transicado metal isolante de Mott [34] e descrever
fendbmenos como superfluidez e estados exoéticos da matéria.

O modelo de Hubbard unidimensional descreve a movimentacao dos elétrons em uma
cadeia de L sitios, sendo cada sitio a representacdao de um orbital eletrénico ndo degenerado
que, respeitando ao Principio de Pauli, podera ser ocupado por no maximo dois spins opostos.

tu U U

¢

- =
L

Figura 2.2: llustragdo do modelo de Hubbard para uma cadeia de L sitios em que U; é a interagdo Coulombiana
intra-sitio, ¢;; é a itinerancia das particulas entre os sitios vizinhos em que j = ¢ & 1. Fonte: Préprio autor.
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Observe o0 modelo dado pela Fig. (2.2), em que U, trata-se da interagdo Coulombiana
entre duas particulas e t;; da probabilidade de uma particula se deslocar do sitio ¢ para o sitio j,
também conhecida como energia cinética ou hopping. No estudo de matéria condensada ha
uma competicao entre a repulsdo Coulombiana e a diminui¢do de energia cinética o que nos
leva a afirmar que a itinerancia das particulas na cadeia depende da energia cinética entre os
sitios ¢;; e da interagdo Uj.

Na Fig. (2.2), a probabilidade da particula ¢ localizada no sitio < de mudar para o sitio
J é pequena, dado que o custo energético para mové-la para o sitio 7, tornando-o duplamente
ocupado, é muito maior do que seu estado atual. Com 0 mesmo raciocinio, se no sitio ¢ estiver
duplamente ocupado e o sitio j vazio a particula o ter4d uma alta probabilidade de deslocar-se
para o sitio vizinho. Ja para sitio com spin igual ao da particula o a probabilidade passa ser nula.
Em alguns estudos em que U; = U, ou seja, que o valor de U aplicado € homogéneo por todos
os sitios, consideramos a itinerancia das particulas do sitio ¢ para o sitio 7 de forma simétrica
através de buracos ou da auséncia de particulas.

O modelo de Hubbard descrito apenas com os elementos necessarios para a descricao
dos fendmenos de interesse, pode ser escrito através do seguinte Hamiltoniano:

H==) t; (ézoéjo T H‘C) + Z Uity iy, + Z VieNic (2.16)

ijo

Em que ¢;; € o pardmetro de hopping, 610 e Cj, s&o os operadores de criagio e
aniquilagao de particulas com spin o no sitio i onde o =7, |, H.c é o Hermitiniano conjugado, U;
é a interac@o Coulobiana entre duas particulas, V;, é o potencial externo, Y . (7,,) =n = N/L
em que n é a densidade eleténica, N = N; 4+ [N é o nimero total de particulas do sistema, NV,
€ 0 numero total de particulas com spin o e n;, = é}aéjg trata-se do operador de densidade.

Como citado anteriormente, existe uma relagdo entre o hopping e a interagdo Cou-
lombiana e estas dependem da distribuicido de densidades das particulas na cadeia, como
observado na Eq. (2.16). Porém, ha uma dependéncia da distribuicdo de particulas com relacao
ao potencial externo e as condigbes de contorno aplicadas no sistema estudado.

No trabalho utilizamos a condicao de borda aberta (OBS - Open Boundary Condition),
em que a delimitacdo das bordas abertas resultara em uma distribuicdo de densidades afetada
pela presenca de bordas o que ocasionara nas chamadas Oscilagbes de Friedel. A ocorréncia
destas oscilagdes deve-se ao tamanho finito e a heterogeneidade entre os sitios da cadeia,
consequentemente a densidade ou a magnetizagdo, ndo serdo meramente constantes, mas
se tornarao inerentes da posicdo. De modo geral, exibirao oscilagdes caracteristicas proximas
aos limites da cadeia. E esperado que as oscilagdes decaiam algebricamente com a distancia
da fronteira, alcangcando a homogeneidade (igual a densidade média em todos os sitios), para
L — oo.

O modelo de Hubbard, no caso unidimensional e uniforme (com L = oo), € exatamente
soluvel, através da solucdo das integrais de Lieb-Wu [35]. Contudo, considerando possiveis
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aplicacdes em nanoestruturas reais, é fundamental compreender as propriedades de sistemas
finitos e heterogéneos. Faz-se necessario, portanto, métodos numéricos que serdo descritos

posteriormente.

2.4 TRANSICOES DE FASE QUANTICAS

No dia-dia as transi¢gbes de fase desempenham um papel fundamental para a natureza,
estas incluem desde a fervura da agua até a niveis mais complexos como o estudo de um
supercondutor a partir das transcées do metal em temperaturas baixas [36, 37].

Na fisica classica, a transicdo de fase ocorre através de uma mudanga abrupta no
estado fisico de uma substancia, em que um sistema fisico cruza a fronteira entre duas fases
(T" ~ T.). A ocorréncia destas mudancas deve-se a alteracdo das condigdes especificas de um
sistema como a temperatura e pressao, influenciadas por flutuagées microscépicas, chamadas
flutuagcdes quanticas [36-39].

No momento em que a temperatura (1') aproxima-se de T’ = 0, todas as oscilacbes
térmicas desaparecem. Assim, as transi¢coes de fase ndo serdo determinadas pelas flutuacoes
térmicas, mas sim por flutuagdées quanticas. As flutuagdes quanticas estao presentes mesmo em
temperatura zero, devido a relagao de incerteza de Heisenberg e podem funcionar o suficiente
para conduzir uma transicdo de uma fase para outra, ocasionando uma mudang¢a macroscopica,
ou da desordem de um sistema ordenado. Estas flutuagdes podem ser modificadas pelos
parametros nao térmicos como a pressao, concentragdo, campo magnético, etc. [36-38].

Um dos grandes desafios que as transicdes quénticas enfrentam, sdo ocasionados
pelo pensamento de que as transi¢coes provenientes de T' = 0 sdo apenas relevantes para
pesquisas puramente tedricas e inacessiveis para experimentos. No entanto, tal pensamento
logo é descartado através da alto interesse em pesquisas, principalmente na area da fisica
da matéria condensada, que demonstram consequéncias nao sé experimentais mas também
tedricas relevantes.

Nestes estudos, as transicoes de fase demonstram que os pontos criticos quanticos
de temperatura zero sdo a solugao para problemas que até o momento ndo possuiam resposta
em muitos sistemas de matéria condensada [36-39]. Alguns exemplos podem ser vistos nos
estudos de isoladores magnéticos de terras raras [40], compostos de férmions pesados [41, 42],
supercondutores de alta temperatura [43, 44] e gases de elétrons bidimensionais [45, 46].

Tradicionalmente as transigdes de fase podem ser classificadas como transi¢coes conti-
nuas e de primeira ordem. Imagine uma transicao ferromagnética do ferro a 770°C' em que o
momento magnético desaparece continuamente ao se aproximar da transi¢cao de baixo, podemos
entender esta transicado como sendo uma transicdo continua, onde as duas fases ndo coexistem
na temperatura de transicao, pois a transi¢éo de fase ocorre em um ponto onde as flutuagées
térmicas destroem a ordenacao regular dos momentos magnético. Por outro lado, a passagem
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da agua a 0°C' para sua fase em vapor a 100°0C), trata-se de transigdes de primeira ordem visto
que, estas duas fases coexistem [37, 39].

Ao destacarmos sistemas proximos a uma transicdo de fase continua, é possivel
classificar esta transicao com um parametro de ordem. O parametro de ordem é uma quantidade
termodindmica que em uma fase desordenada é zero e em uma fase ordenada difere de zero e
ndo Unica. Mesmo que em alguns casos a escolha deste parametro é consideravelmente facil
(como no caso de uma transigao ferromagnética onde o parametro € a magnetizagao) em outros
casos encontrar este parametro € um tanto quanto complexo [37, 39].

2.4.1 Transi¢cdo Metal- Isolante

As transicbes metal-isolantes sdo provocadas pela interagdo entre os elétrons nos
sistemas, através da variagdo de parametros externos. Estas podem ser diferenciadas entre as
transicdes em modelos de elétrons ndo interagentes, as decorrentes somente de efeitos de rede
e as transi¢oes de elétrons interagentes. Estas transicdes podem ser subdivididas em primeira e
segunda classe. A primeira classe, pode ser exemplificada a partir das transicées de banda ou
metal-isolador de Peierls, bem como as transicées de Anderson conduzida por desordem. Ja
na segunda classe, é possivel exemplifica-la através da transicao de Mott [47] de elétrons em
interacao [37, 39].

Como representado no capitulo anterior o Hamiltoniano de Hubbard-1D, Eq. (2.16),
representa as interagdes elétron-elétron (U), o hopping entre vizinhos (t) e a competicédo entre a
energia cinética e a interagao coulombiana. Esta competicao, dependendo de quem se sobressair
(t ou U), o sistema pode ter uma fase metdlica (¢ superior a U) ou uma fase isolante de Mott
(U superior a t). Também é possivel incluir um termo de desordem na energia local do sistema
ocasionando as transi¢cdes de Anderson [39].

As transi¢cdes de Anderson, trata-se de um modelo que considera apenas alguns
termos da natureza dos estados eletrénicos em que a transicao ocorre pela localizacao de
elétrons desordenados ndo interagentes que na auséncia de acoplamento spin-6rbita ou campos
magnéticos, todos os estados sao localizados em uma e em duas dimensdes espaciais para
desordem arbitrariamente fraca.

Ja as transicdes de Mott, trata-se de uma transi¢cdo metal-isolante que ocorre devido as
interagdes elétron-elétron. Em ambas as transi¢cdes a condutividade desaparece na transigao
metal-isolante, sendo entdo possivel distinguir um metal de um isolante. No modelo de Hubbard,
Eq. (2.16), as transi¢cdes de Mott sdo comumente estudadas pelas fungdes de parametros e
dopagem, em que no caso unidimensional as técnicas fornecem respostas exatas [37-39].

Assim, podemos entender que as transigdes de Mott ocorrem quando um sistema em
seu estado metalico, que conduz eletricidade devido aos elétrons itinerantes, sofre uma mudanga
de fase para o estado isolante, quando os elétrons localizam, devido a aplicacdo de parametros
externos, como a dopagem, que ao atingirem um valor critico ocasionam a mudanca de fase. A
partir deste conceito, iremos detectar as transicdes de fase quanticas em sistemas homogéneos
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e superredes buscando compreender a desempenho das entropias linear e von Neumann em
sua deteccéo.

2.5 METODOS

2.5.1 Grupo de Renormaliza¢do da Matriz de Densidade - DMRG

A DMRG, é um método variacional desenvolvido através das ideias de grupo de renor-
malizagdo numérica (NRG) [48, 49]. Trata-se uma técnica criada para obter a fisica de baixa
energia de sistemas quanticos de muitos corpos com alta precisao, tornando-a, com o método
Lanczos, uma das principais técnicas numéricas [50] e que tem sido muito utilizada nas areas de
sistemas complexos de quimica, fisica e ciéncias dos materiais.

A DMRG, baseia-se no intuito de simular sistemas quanticos fortemente correlacionados
unidimensionais, porém, tem sido adaptado também para sistemas bidimensionais [51, 52],
tornando o método adequado para as analises realizadas neste trabalho, em que, como discutido
na segao anterior, 0 modelo que utilizaremos é o modelo de Hubbard unidimensional, descrito
pelo hamiltoniano Eq. (2.16). Contudo, este método possui um grande obstaculo, o tamanho do
espaco de Hilbert. Com o intuito de minimizar este problema a DMRG utiliza uma base na qual o
estado fundamental seja representado por apenas alguns estados de base. Ou seja, de modo
que possamos desconsiderar a contribuicdo de boa parte dos estados que compdem essa base,
diminuindo assim a dimenséo efetiva do espaco de Hilbert [50].

Tendo como partida o Hamiltoniano da Eq. (2.16), utilizado para quantificar os observa-
veis desejados a partir da construcdo de uma matriz da Hamiltoniana para um sistema finito de L
sitios (sendo L o tamanho da cadeia). O Hamiltoniano de Hubbard sera diagonalizado e a partir
do seu espectro e seus autovalores sera possivel calcular os observaveis [52].

Como descrito anteriormente, um dos grandes obstaculos do método é o espago de
Hilbert e este pode ser reduzido através da minimizacao da dimensao do espacgo dos estados
a medida que ele cresce (trata-se da truncagem, que é inspirada pelos autoestados de uma
matriz densidade), mas retém os graus de liberdade mais relevantes (que usualmente é o estado
fundamental). Deste modo, podemos representar este estado da forma mais aproximada possivel
[50, 52].

A DMRG possui dois algoritmos conhecidos em que um trata de sistemas cuja o
interesse esta no limite termodinamico, a chamada DMRG de tamanho infinito e de sistemas
com o numero de sitios fixos que é conhecida como a DMRG de sistemas finitos [51]. Como
neste trabalho trataremos de sistemas com L finito, descreveremos a seguir apenas o algoritmo
de sistemas finitos.

Ao observar o0 esquema da Fig. (2.3) é possivel observarmos que método DMRG tem
inicio através da subdivisdo da cadeia(L) em blocos (B), estes blocos possuirdo uma quantidade
de sitios (podendo ter tamanhos iguais ou diferentes). Os Hamiltonianos referentes a todas
as interagdes provenientes dos sitios do Bloco B, sdo denominadas Hpp, estas interagoes
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devem-se a interacao dos blocos entre seus vizinhos, devido aos sitios nas suas fronteiras. A
partir destas interagbes é construido os operadores que atuaram nestes sitios e por fim o sistema
€ diagonalizado [50, 52]. Como ja descrito, 0 estado fundamental é utilizado para construir a
matriz densidade do sistema L tomando o traco sobre os graus de liberdade do universo, a matriz
densidade é entdo diagonalizada e seus autoestados de maior autovalor sdo utilizados para a
truncagem, a este denominamos o nome de " sweep”. Uma forma de se compreender estes
passos sao observarmos a 2.4 em que demonstramos a varredura para uma cadeia L de 10
sitios em um sistema finito [50-52].

H,, do sistema Universo

- f
- !

Superbloco BBBB

9

Figura 2.3: Representagao de um superbloco BBBB, subdividido em blocos (B). Estes blocos formam um ” Sistema’
(BB) e um ”Universo”. Modificado de [52].

Na Fig. (2.4) observamos a formagéao de um sistema pequeno (L = 4), desenvolvido
com o intuido de facilitar a construgdao do Hamiltoniano (H gg) que pode ser calculado através
do produto tensorial dos operadores. Em seguida observamos a formagao de um bloco do seu
lado direito € um bloco no seu lado esquerdo, porém, devido a truncagem o espaco de Hilbert
permanece com 0 mesmo tamanho, até que o tamanho do sistema estudado (no caso, L=10)
seja entao alcangado, a este conjunto € dado o nome de superbloco [48, 52].

Obtido o superbloco, iniciaremos uma varredura para que o estado fundamental mais
otimizado seja atingido. Assim, o bloco a direita comeca a crescer a medida que o bloco a
esquerda comeca a diminuir, mantendo o numero de sitios entre blocos fixos. Este processo
continua até obtermos um Unico sitio no bloco a esquerda. O ” sweep” contempla, portanto, esse
processo em que o bloco a esquerda é calculado para todos os valores de L possiveis [51].

Mudando o sentido, damos inicio a uma nova varredura, agora no bloco da esquerda.
Este bloco aumenta e o da direita diminui e os dados agora do bloco do lado esquerdo renor-
malizado’ é armazenado para que possa ser utilizado como o bloco base para a realizagao do
proximo sweep.

O processo de varredura ira se repetir algumas vezes até que a energia do estado
fundamental convirja. Esta conversdo normalmente ocorre quando os blocos tém novamente
0 mesmo tamanho (configuragdo simétrica) ou quando a diferenga na energia esteja dentro de
uma tolerancia pré-definida [51]. Apos a convergéncia é entao possivel utilizar o estado e sua
energia para calcular os observaveis de interesse.
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Figura 2.4: llustracdo do método DMRG de tamanho finito para uma cadeia de 10 sitios com condigao de contorno
aberta (OBS). Modificado de [52].
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E possivel obter a matriz densidade reduzida do sitema desejado partindo da base de
ocupacao de um sitio A, sendo os possiveis estados,

[n)a=1[1).11),10)0ul 11), (2.17)

em que |0) é o estado de ocupagéo onde o sitio encontra-se vazio,

1), | ) séo os sitios de
ocupagéo de uma Unica particula, spin up e spin down, respectivamente, e por fim temos | 1))
que é a dupla ocupagéao de particulas com spins opostos em um Unico sitio, respeitando o
principio da exclusao de Pauli.

Com base na Eq. (2.17), a matriz densidade reduzida para um sitio A é dada por:

pa = Wil YT+ WL LD T+ W] 1) T |+ Wol0) (0], (2.18)

onde W5 é a probabilidade de dupla ocupacao, W+ e W, a probabilidade de ocupagdo de uma
Unica particula e W, é a probabilidade de nenhuma ocupacgao [1].
Ao desenvolver a matriz de densidade reduzida, obtida pela varredura do método de
DMRG, é possivel obter a partir de sua diagonal principal as probabilidades de ocupacao.
Pode-se obter a equagao da entropia de von Neumann da seguinte forma:

S(L) = —Waylogy, Wy — Wy log, Wi — W, log, W, — Wy log, W, (2.19)

enquanto a equacéo linear pode ser escrita como,
B(L)=1-W;-W}-W}—-W;. (2.20)

Como o método de DMRG para sistemas unidimensionais é considerado numericamente
exato, o utilizaremos para testar a desempenho dos calculos de DFT nos sistemas estudados.

A DMRG trata-se de uma alternativa custosa computacionalmente, em que dependendo
do tamanho do sistema a reducao do espaco de Hilbert pode ser superada pelo crescimento
exponencial o que necessitara de recursos de memdria e tempo de execucao altos, mesmo para
sistemas relativamente pequenos [50, 52]. Por consequéncia, métodos aproximados como a
DFT ganham destaque uma vez que, na maioria das vezes, consegue obter bons resultados em
um tempo de processamento menor. Deste modo, iniciaremos uma breve introducéo a DFT.

2.5.2 Teoria Funcional da Densidade - DFT

A teoria DFT, sigla para Density Functional Theory, € utilizada para compreender e
prever as propriedades dos atomos, moléculas e sélidos e é atualmente uma das abordagens da
mecéanica quéntica mais populares e bem-sucedidas utilizadas para o estudo dos materiais [13].

Esta teoria teve seu inicio através da reformulagdo da mecénica quéntica, que tinha
como base a funcao de onda, para a densidade eletrbnica, esta ideia foi apresentada em 1964
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por Walter Kohn e Hohenberg [53]. Contudo, a solucao para a determinacao da densidade para
um sistema real s6 foi determinada em uma nova colaboragéo de Kohn com Sham [54], vamos
entdo entender este método.

Dada a equacao de Schrddinger que descreve toda a informagao do sistema através de
v

2

;—mvz +V(r;) +U(ri,ry) | U(r) = EV(r), (2.21)

onde, 7? é a constante de Planck, m é a massa da particula descrita, V2 é o Laplaciano de ¥
2

que trata-se da variacao espacial da funcao de onda do conjunto ;—mVQ, U(r) é a descrigdo da
interagdo elétron-elétron, V' (r) trata-se do potencial externo que é aplicado sobre a particula. Do
outro lado da igualdade, E trata-se da energia total do sistema.

Um dos maiores desafios da area é resolver problemas de muitos corpos utilizando-a,
visto que com 0 aumento de elétrons no sistema o nimero de paradmetros para descrever a fungao
de onda aumenta exponencialmente, dado que para um sistema de N elétrons, ¥ dependera de
3N variaveis, como consequéncia gera um alto custo computacional, mesmo para sistemas mais
simples. A DFT torna-se, entdo uma excelente ferramenta para sistemas de muitos corpos posto
que gera resultados bons com tempo de processamento de calculo computacional relativamente
baixo. Por exemplo, para o modelo de Hubbard unidimensional enquanto um célculo tipico
via DMRG em 16 nucleos leva alguns dias, 0 mesmo sistema pode ser obtido com DFT em
poucos minutos. A validade do método, que é formalmente exato, é garantida pelo Teorema de
Hohenberg-Kohn e sua implementacao é viabilizada pelas equagdes de Kohn-Sham [1].

O trabalho desenvolvido por Hohenberg e Kohn (1964) demostra a obtencao de maneira
exata da energia do estado fundamental a partir da densidade eletronica, através de dois
teoremas. O primeiro teorema estabelece que um sistema de muitos elétrons em seu estado
fundamental que tem sua densidade de carga n(r) é determinada, a menos de uma constante
aditiva, a partir do potencial externo V' (r).

Ja o segundo teorema descreve que a partir da densidade exata do estado fundamental
no(r) é possivel obter a energia fundamental minima do funcional de energia Fy[ng(r)], ou seja,
a energia do sistema em seu estado fundamental [53].

Os teoremas descritos acima demonstram ser possivel obter a energia do estado
fundamental a partir da densidade do estado fundamental, porém, Hohenberg e Kohn nao
desenvolveram um método para que isso fosse realizado de fato. O desenvolvimento de um
meétodo que possibilitou a obtengéo da densidade do estado fundamental do sistema foi realizado
por Kohn e Sham [53].

O grande diferencial deste método € a utilizagdo da densidade eletronica, n(r) ao invés
da fungéo de onda de muitos corpos V(ry, 75, 753...7v ), que foi possivel gragas a prova de que
todos os observaveis, isto €, todas as grandezas fisicas que podemos medir em um sistema, sao
univocamente determinadas pela densidade n(r), ou seja, sdo funcionais da densidade. Assim,
em principio, para conhecermos qualquer propriedade de um atomo, de uma molécula ou de um



30
sélido, s6 é necessario saber qual sua densidade eletronica e, qual o funcional da densidade da

propriedade desejada, enquanto o conhecimento da funcdo de onda em si torna-se dispensavel
em DFT [1]. Isso porque a funcao de onda também é um funcional da densidade:

\Ifg (7"1, T, 7"3...7"]\7) = w[no} s (222)

n(r) = N/d3r2/d3r3.../d3rN. (2.23)

Além disso, o estado fundamental do sistema pode ser encontrado minimizando a

onde n(r) é dada por

energia total em fung@o da densidade,

Eo = min{V|H|V), (2.24)
— (U [no] |T + U + V¥ [no)), (2.25)
= Eng(r)]. (2.26)

Em que o operador da energia potencial externa ‘7, depende do sistema e os operadores
de energia cinética, T ede interacdo Coulombina, (7, sao chamados operadores universais por
possuirem funcionais Unicos para sistemas Coulombianos. Assim, na Eq. (2.26) se a fungao
de onda é um funcional da densidade como consequéncia todo observavel, descrito € também
um funcional da densidade, podemos entao determinar que a energia do estado fundamental do

sistema interagente é descrito como

En)=T[n]+U[n]+Vn]. (2.27)

Como uma consequéncia da minimizacao de energia,

Ey = minE [n] = min[T[n] + Uln| 4+ Vn]], (2.28)
PR 9Bl ot < Uk, aVin) _ 0Pl
Eln] 9dTnj+Uln Vin|  0F|n N
on(r) — on(r) * on(r) — on(r) +Vinl. (2-29)

sendo, F'[n] o funcional universal independentede V(7).

Como nao temos conhecimento de forma geral do funcional universal, € necessario
realizar algumas aproximagoes para a energia cinética e a interacao eletronica para sistemas
interagentes, assim, introduziremos a aproximagéo de densidade local, a LDA.

Fn]=TI[n]+ U |[n] (2.30)
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Se aproximarmos a energia cinética do sistema pela energia cinética de um sistema
nao interagente,

~ ZZ (WI|V2|W9) = ZZ VP72, (2.31)

[

e a energia de interacao for aproximada pela energia classica (Hartree),

) ,
Uln| ~ Ey = %/d%/d%%g'), (2.32)

a energia de troca e correlagéo, pode ser definida de maneira a conter tudo o que se perde com
as aproximacgdes 2.31 e 2.32, sendo portanto:

Excln] = Tn] — Ts[n] + Uln] — Eg[n], (2.33)
€ possivel obter o funcional de energia para os sistemas interagentes como,

cuja minimizagao é dada por,

OF [n] _ 0T [n]
on(r)  on(r)

+ VH (T’) -+ VXC’ (’I") + Vv (’I“) = O, (2.35)

onde Vi (r) = dEy/dn(r) é o potencial de Hartree, Vxc(r) = d Exc/dn(r) é o potencial de
troca e correlagdo e V' (r) é o potencial externo.

Neste caso, a LDA consiste em uma aproximagéo para a energia de troca e correlacao
dos elétrons em um sistema com distribuicdo heterogénea, que pode ser descrita pela equacgao
abaixo,

ELPA ()] = / e 0], i 471 (2.36)

em que n(r) é a densidade eletrénica no ponto r e eh"m € a energia de troca e correlagao por
particula com densidade n em um sistema homogéneo.

A LDA é uma boa aproximacéao para sistemas em que a densidade varie lentamente
com a posi¢cao como no caso de materiais so6lidos. Consta que para o modelo de Hubbard, no
caso de calculos para medidas de emaranhamento médio, a LDA possui desvios de ~ 1% o que
a torna um método eficiente [1].

Contudo, é necessério obter o funcional de densidade para a energia de cadeias
homogéneas, como sera destacado nas etapas a seguir. Neste trabalho usaremos o funcional
numericamente exato FN, solugdo numérica das integrais de Lieb-Wu [1, 13].
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As equacdes de Kohn-Sham visam relacionar um sistema interagente com um sistema
ficticio ndo-interagente que possui densidade n e energia Egpy),

Esin) = Tsn) + Visin), (2.37)

uma vez que a energia de interacao é nula para sistemas nao interagentes.
E possivel obter a minimizagéo da energia do estado fundamental E[n], com base no

principio variacional por,

Sn(r) ~ 3n(r) +V(r)=0, (2.38)
Sendo,
5VKS [TL] . B

onde Vg é o potencial de Kohn-Sham, que pode ser encontrado quando colocarmos as
equacgdes 2.35 e 2.38 em igualdade,

Vs =V (T’) + Vy (7“) + Vxco (1“) . (2.40)

Com base na Eq. (2.40) é possivel obter o valor da densidade n(r) do sistema de muitos
corpos a partir da equacao de Schrddinger para uma Unica particula aplicada ao sistema de
Konh-Sham,

{_ ﬁ2V2

v + Viks (r)} O, (r) = ¢, (r), (2.41)

em que P, (r) sdo os orbitais de Kohn-Sham e por construgdo n(r) = nkg (r) dada por,

n(r) = Z D, (1) |2 (2.42)

A partir dessas equacgdes pode-se desenvolver o ciclo auto consistente de Kohn-Sham,
como ilustra a Fig. (2.5).
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Figura 2.5: Ciclo auto-consistente de Kohn e Sham. Fonte: Préprio autor.

A Fig. (2.5), observamos uma dependéncia dos termos, ou seja, para se achar n(r) é
necessario resolver ®,(r), que no que Ihe concerne sé é obtido tendo conhecimento de Vics(r),
que sb6 é obtido através de n(r), isso nos remete a um problema interdependente. Para que
esse ciclo auto consistente seja realizado € necessario iniciar os calculos a partir de uma fungao
tentativa de densidade n(r). Essa densidade é entao utilizada nas equag¢des de Kohn-Sham e
com isso gera uma nova densidade, que sera utilizada como uma fungéo tentativa para o préximo
ciclo. Deste modo, o ciclo finaliza quando |n(r) — no(r)| < A, onde A é o critério de tolerancia,
obtendo assim a energia E [no(r)] do sistema [13].

Vejamos agora como obter as entropias via calculos de DFT.

A partir de um sistema A na Eq. (2.17), a matriz densidade reduzida para este sistema
foi dada Eqg. (2.18), em que

Wo = (¥ |nyny |¥), (2.43)

Wy = (V|ny|U) — Wy, (2.44)
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Wy = (¥[n,[¥) — Wy, (2.45)

W(_) =1- W2 - WT - WJ, (246)

Derivando o Hamiltoniano, com relacédo a U e usando o teorema de Hellman-Feynman

[55] para a energia em seu estado fundamental, temos:

dH dE,
U= |0) = —2 .
dH L
(W] 0) = (¥ > A |0), (2.48)
=1
§E, A
§E,
=7 =L, (2.50)

Assim, ao igualarmos as equacoes é possivel obter a probabilidade de dupla ocupagao

em fungdo da energia,
560

~ U’
em que e, € a energia do estado fundamental por sitio.

W (2.51)

A partir destas relagdes é possivel obter em fungéo de ey, n e M as demais probabilida-
des, permitindo-se portanto a obtencao das entropias via DFT:

n  deyg M
n  deg M
de
Wozl—n+5—UO, (2.54)

onde M = ny — n; é a magnetizagdo do sistema.
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Substituindo as Eq. (2.52), (2.53), (2.54) e (2.51) na Eq. (2.13) obtemos,

oy n deyg M n deg M n deg M n deg M
(B0 A Y g, (20 2O (R %% Ty, (0%
S <2 dU+2>Og2(2 U2 s au 2 )®\2 a2

560 (560 560 560
- (1—n+w> log, (l—n—i-w) —wlogQw.

Substituindo as Eq. (2.52), (2.53), (2.54) e (2.51) na Eq. (2.14) obtemos,

Seo\> [n  de M\?> [n e M\? 5602
BPFT -1 (2) - (z-=24+=) - (=——2-=) —(1-n+-=2) . (256
(dU 2 " aUu T 2 AU 2 ") - @9
Note, contudo, que as equacdes ainda dependem da derivada da energia em fungao
da interagdo. Para obter essa derivada iremos usar o funcional aproximado LSOC [19] para a
energia.

A LSOC é uma aproximacao de densidade local proposta por Lima e colaboradores
(2003) para a energia do modelo de Hubbard unidimensional.

eSO (n, U) = —267(:]) sin (%) : (2.57)

onde 5(U) é determinado a partir da igualdade abaixo,

i (5) =t [ e @ffif(%)y @59

onde, Jy(z)J;(z) séo as fungdes de Bessel de ordem zero e um, respectivamente.

Assim, com base nos conhecimentos dos métodos aqui empregados com suas con-
tribuicbes e desvantagens, iniciaremos a discussdo dos resultados a partir de uma anélise
comparativa dos métodos (DFT com LDA e DMRG), buscando a melhor alternativa para os
sistemas aqui estudados.
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3 DESEMPENHO DA DFT EM RELACAO A DMRG

A DFT é de grande utilidade para os estudos de sistemas de muitos corpos em fisica,
quimica e ciéncia dos materiais, visto que permite um aumento da complexidade do modelo a
um baixo custo computacional, muitas vezes trazendo resultados com alta eficiéncia que, para
métodos exatos, exigiriam maior custo computacional. Porém, como ja citado anteriormente,
uma de suas desvantagens é a necessidade de boa aproximacao para o funcional de troca
e correlacao, é entdo necessario cuidado com sua aplicacdo em determinados sistemas ou
moléculas dado que a energia calculada por este método pode ser maior ou menor que o valor
de energia real devido a utilizacdo de aproximacgdes durante a realizacdo dos céalculos de energia.
Este capitulo é dedicado a investigacdo do desempenho da DFT perante o0 método exato DMRG
para sistemas homogéneos, em que as Unicas inomogeneidades se devem as condi¢des de
contorno aberta (OBC - Open Boundary Conditions). A validacao da eficiéncia deste método
sera crucial para o estudo de sistemas heterogéneos, como as superredes que serdo abordadas
posteriormente.

E importante salientar que os sistemas analisados neste capitulo via DMRG foram
obtidos para calculos realizados em um cluster de computadores do GridUnesp - que esta
localizado no Nucleo de Computacao Cientifica da Unesp, no IFT - ja os dados de DFT foram
realizados em um desktop moderno, porém, convencional. Ambos os cédigos, de DMRG e DFT,
para o modelo de Hubbard ja estavam implementados no grupo.

3.1 PERFORMANCE DA DFT EM SISTEMAS HOMOGENEOS

Tendo como conjunto de dados as densidades produzidas via DMRG e DFT (com LDA),
iniciaremos nossas andlises através da Fig. (3.1) que trata dos desvios percentuais da densidade,
para um sistema repulsivo (U > 0) e densidades de n= 0.2, 0.6 e 1, obtidos para cadeias de 10,
40 e 80 sitios através da seguinte equacao:

Desvio(%) — pyra = mortl g4 (3.1)

NpMRG

Ao observarmos a tendéncia do desvio percentual em uma cadeia diminuta, como em
L = 10, notamos um alto desvio percentual nos centros e nas bordas do sistema com densidade
n = 0.2 e a medida que a densidade tende a n = 1 os desvios s@o minimizados aproximando-se
de zero. Isso ocorre porque a medida que n se aproxima de n=1 o sistema se torna um isolante
de Mott [34], com densidades n =~ constante em todos os sitios, portanto, a LDA se torna
essencialmente exata.
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Figura 3.1: Desvio percentual da entropia por sitio, em um sistema repulsivo de U=2.
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Com esta primeira analise em maos poderiamos concluir que a DFT (com LDA) trata-
se de um método que apresenta resultados ruins para cadeias diminutas, em especial nos
sitios centrais da cadeia. Uma forma de minimizar os desvios sdo a partir do desenvolvimento
ou aplicagdo de aproximagdes nao locais mais robustas no calculo de DFT. Entretanto, ao
observarmos a desempenho da DFT (com LDA) em relacdo a cadeias maiores, como L=40 e
L=80, notamos que a medida que L cresce os desvios sdo reduzidos, devido a minimizacao dos
efeitos de bordas, tornando o método uma boa escolha para cadeias maiores.

Na Fig. (3.2) apresentamos os desvios das grandezas de interesse neste trabalho:
a entropia linear média e a entropia de von Neumann média, ambas usadas para quantificar
0 emaranhamento médio de um Unico sitio da cadeia em relagcao ao restante. Observamos
que mesmo com a LDA, a aproximagao mais simples, o calculo DFT fornece bons resultados
com desvios inferiores a 8%. Com isso, podemos observar que os resultados apresentam-se
satisfatérios para cadeias intermediérias, 0 que nos mostra um excelente desempenho da DFT
como medida de emaranhamento, quando comparada a um método exato, como a DMRG.

Devido ao bom desempenho dos sistemas homogéneos faremos uma analise sobre o
desempenho de sistemas heterogéneos com o intuito de observar sua performance utilizando a
DFT para que nas proximas etapas possam ser investigados via DFT (com LDA).
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3.2 PERFORMANCE DA DFT EM SUPERREDES

A analise anterior tratava-se de materiais com bordas, porém, sem heterogeneidades
externas. No entanto, com o intuito de se compreender 0os materiais mais proximos a realidade
€ essencial ampliar a analise para materiais heterogéneos. Em particular, iremos comparar os
métodos para um sistema cuja heterogeneidade é provocada pela juncao periédica de mais de
um material, as chamadas superredes.

Experimentalmente superredes sao facilmente produzidas com a deposicao de atomos/
moléculas, distintos seguindo uma periodicidade especifica. Computacionalmente, as super-
redes podem ser realizadas através da modulagédo no potencial externo (V) ou na interagao
eletrénica (U). Como apresentado na Fig. (3.3) iremos simular nossas superredes através de

uma modulacdo em V, mantendo U fixo.

L

Figura 3.3: Esquema de uma superrede de modulagdo AV = V; — Vj,. Fonte: Proprio autor.

Como é possivel verificar na Fig. (3.3), enquanto U mantém-se constante V varia de um
Vb a um determinado V7, essas variagdes simulam materiais distintos que possuem potenciais
diferentes. Com relacdo a periodicidade usaremos a notacdo p:q, em que p € 0 niumero de sitios
com potencial V) e g o numero de sitios com potencial V.

Na Fig. (3.4), é possivel observar um esquema que exemplifica uma superrede com
p:q=2:7. Perceba que para uma cadeia de L sitios a variacao de V se repetira até L/(p+q) vezes,

2:7 3:6 4:5

@ semimpurezas
® Impurezal
@ Impureza 2

até completar L sitios.

©

Superredes

Sistema homogéneo
£

Figura 3.4: Representagao de um sistema homogéneo a esquerda e as distribuicdes de impurezas em superredes a
direita. Modificado de [56].



Na Fig. (3.5) é possivel observar os desvios percentuais das entropias médias pela
interacao Coulombiana calculados via Eq. (3.1). Nota-se que o desvio cresce com o0 aumento
de U eV, chegando a desvios superiores a 20% em alguns casos. Podemos entender que o
alto desvio percentual possa ser causado por uma maior ou menor sensibilidade da DFT as
variacdes de U e/ou V, o que poderia acarretar dificuldades em nosso trabalho.
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Figura 3.5: Desvio percentual para superredes de n=0.55 e 36 sitios com p:q=2:7, 3:6 e 4:5 em fungéo da interacéo
u.

Assim, como o foco deste trabalho trata-se de uma andlise quantitativa das diferengas
das entropias em superredes, a DFT (com LDA) torna-se uma ferramenta inadequada resultando
assim na utilizagdo da DMRG como método mais adequado.
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4 SISTEMAS HOMOGENEOS

O comportamento oscilatério que se deve as chamadas oscilagdes de Friedel, que
surgem devido as bordas e/ou impurezas, é observado na Fig. (4.1). Nesta andlise, proveniente
de calculos via DMRG, é possivel determinar que a medida que L cresce ocorre uma queda da
amplitude das oscilagdes que independe da interagao coulombiana (U). No entanto, a frequéncia
das oscilagdes dependem de U, alterando a medida que U aumenta.
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Figura 4.1: Andlise das oscilagdes de Friedel para sistemas em n=0.2 em que as cadeias possuem L=10, 40 e 80
sitios sob variagao da interagcdo coulombiana fracamente (U=2),intermedaria (U=4) e fortemente (U=8) interagente.
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Em um sistema nao interagente, em U = 0, é observado um regime de oscilagdes igual
a2Kp,com Kp = % ja em um sistema fortemente interagente observa-se um regime de
transicéo, com oscilagdes de 4K no limite de U — oo. Esta mudanga de comportamento com
o aumento de U, pode ser observada na Fig. (4.1), € ocasionada pela ocupagao de um elétron
em cada sitio, e a medida que U — oo esses elétrons comportam-se como férmions sem spin
nao interagentes.

O comportamento do emaranhamento via DFT obtido pelas duas entropias, de von
Neumann e linear, em func&o do tamanho da cadeia (L) foram analisados como observado nas
Figs. (4.2), (4.3) e (4.4) para n=0.2, 0.6 € 1 buscando compreender as diferencas das entropias
com relacdo as transigdes de fase quanticas.

Ao analisarmos as figuras Figs. (4.2), (4.3) e (4.4) observamos que o emaranhamento
que aumentava monotonicamente com a densidade para o regime fracamente interagente
(U=2), apresenta uma quebra desse comportamento em interagées intermediarias (U=4) e
forte (U=8): encontramos valores muito préximos para n=0.6 e n=1 para U=4, enquanto para
U=8 o emaranhamento é maior para n=0.6 do que para n=1. Essa ndo monotonicidade do
emaranhamento é conhecida e indica a transicao metal-isolante de Mott [34], causada justamente
pela interagdo em n=1 [1].

Como tratamos de sistemas com U > 0, a transi¢do é marcada no emaranhamento
por uma diminuicdo acentuada em n=1, em contraste com um decréscimo vagaroso em n<1.
Em n < 1, como o sistema comporta-se como um metal € possivel observar um elevado
grau de emaranhamento, devido a grande itinerancia de particulas mesmo em sistemas com
interacoes fortes. De outro modo, em n=1 o sistema possui comportamento de um material
isolante, provocando o congelamento dos graus de liberdade de carga das particulas, o que
ocasiona uma diminuicdo do emaranhamento no sistema.
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Figura 4.2: Emaranhamento de um Unico sitio com o restante da cadeia em funcédo da posigao deste sitio para uma
cadeia de 10 sitios em sistemas repulsivos (U > 0).
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Figura 4.3: Emaranhamento de um Unico sitio com o restante da cadeia em funcédo da posigao deste sitio para uma
cadeia de 40 sitios em sistemas repulsivos (U > 0).
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Figura 4.4: Emaranhamento de um Unico sitio com o restante da cadeia em fungéo da posigao deste sitio para uma
cadeia de 80 sitios em sistemas repulsivos (U > 0).

Entretanto, quando comparamos a capacidade das duas entropias em detectar a

interacdo para a qual surge essa quebra de monotonicidade, nossos resultados para U=4

sugerem que ha uma maior sensibilidade da entropia linear a medida que o sistema se aproxima
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da transicao em n=1, visto que a ndo monotonicidade ja esta presente em U=4 para entropia
linear e ainda ndo (embora bem préxima) para a entropia de von Neumann.

Na Fig. (4.5), analisamos este cenario através do emaranhamento médio da cadeia
em funcao da densidade e de fato, como mostram as entropias e suas primeiras derivadas, ha
uma diferenca (ainda que suave, uma vez que estamos considerando apenas grandezas médias)
entre 0 ponto de inflexdo do emaranhamento medido pela entropia linear e pela entropia de
von Neumann, confirmando nossa hip6tese de que a entropia linear de certa forma antecipa a
transicdo metal-isolante (em U e em n).
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Figura 4.5: Emaranhamento calculado via entropia linear e von Neumann para uma cadeia de 40 sitios em fungéo
da densidade para U=4 (parte superior) e sua primeira derivada (parte inferior).

No entanto, ao observarmos a Fig. (4.6), a aparente antecipacao da entropia linear em
detectar a transicao, na verdade reflete um efeito de tamanho finito. Enquanto a entropia linear
apresenta um comportamento ndo monotonico com a interacéo para L < 35, a entropia de von
Neumann sé apresenta ndo monotonicidade para L < 6.
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Figura 4.6: Comparacéao entre a entropia média, von Neumann (acima) e linear (abaixo), em fungéo da cadeia (L).

Podemos concluir que a entropia linear € mais susceptivel aos efeitos de borda (devido
ao tamanho finito), que a entropia de von Neumann. Para o caso exclusivo de cadeias finitas essa
pior desempenho da entropia linear poderia ser superada simplesmente adotando-se cadeias
maiores.

No entanto, considerando importantes aplicagbes de emaranhamento em sistemas
heterogéneos, como cadeias desordenadas [9, 10] e superredes [56], efeitos semelhantes
aos de bordas, agora produzidos por impurezas, poderao definir criticamente a qualidade da
entropia linear na descricao do sistema e suas transigdes de fase. O proximo capitulo tratara da
investigacao do desempenho da entropia linear em comparagao a entropia de von Neumann em
superredes.

Podemos concluir que, para sistemas homogéneos ao compararmos as entropias mé-
dias verificamos que a entropia linear € mais suceptivel aos efeitos de borda, quando comparada
a entropia de von Neumann, provocando transicées de fase com resultados equivocados. Estes
efeitos de tamanho finito pode ser minimizado adotando cadeias maiores que L < 35.
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5 SUPERREDES

As superredes, também chamadas heteroestruturas, podem ser definidas como uma
juncéao periodica de mais de um material. De acordo com Paiva e dos Santos [57], nas Ultimas
décadas estas estruturas tem sido alvo de grande interesse tecnoldgico para o aprimoramento de
dispositivos. Devido a este fato as superredes tem sido vastamente estudadas para compreender
a origem dos fendmenos presentes nesta classe de materiais [57].

Trataremos neste capitulo o caso particular de uma superrede de 36 scom duas subre-
des, em que uma das subredes tem potencial zero, V; = 0, e a outra possui potencial Vy = Vgxr,
sendo Vg xr = 1 a 4 variando de 0.5 a 0.5 em que as superredes terado periodicidades iguais a
2:7,3:6 e 4:5.

Para maior intuicdo sobre os fendbmenos estudados, € comum a representacao de su-
perredes através de potenciais de confinamentos de estados, os chamados pocos de potenciais,
como pode ser observado na representacao de uma superrede de p:q=2:7 descrita na Fig. (5.1).

VoV O OO OO OOVeVo 00 0O OOTUOO
COOOOOOO L6666
L

. L

Figura 5.1: Representacéo de uma superrede 2:7 via pogos potenciais. Fonte: Préprio autor.

Como observado por Paiva e dos Santos [57, 58], a densidade referente a camada 1
possui densidade maior que a camada Vj, esse fenémeno se deve pelos elétrons sofrerem forte
repulsédo devido ao potencial repulsivo V nos sitios em que Vg xr é aplicado. Buscando sitios
livres de V, os elétrons tendem a migrar para os sitios vizinhos provocando valores maximos de
emaranhamento transferidos das subredes de potenciais repulsivos para as subredes livres.

E possivel afirmar que ao mantermos V; e Vj fixos, e variando as periodicidades, p:q
a densidade aumenta nos sitios livres a medida que os sitios com impurezas aumentam (ou
seja, p aumenta). Estas afirmagdes, na pratica, podem ser vistas através da analise do perfil de
densidade nas superredes, como mostra a Fig. (5.2).
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Figura 5.2: Analise comparativa dos efeitos da variagdo das modulagdes sobre a superrede com U=4t, V=4t, L=36 e
n=0.55.

Na Fig. (5.3) é possivel observar o comportamento das entropias médias, linear e von
Neumann, em funcéo da interacdo. Na literatura, para U > (0 deve-se observar uma diminuigcao
lenta do emaranhamento médio a medida que U torna-se mais repulsivo, isto se deve ao fato dos
sistemas estudados possuirem n < 1, mais especificamente n = 0.55. Como consequéncia o
comportamento apresentado é classificado como metalico visto que a baixa densidade provoca,
mesmo em altas interagdes, uma alta itinerancia entre as particulas e por consequéncia um alto
grau de emaranhamento [1].

Assim, podemos observar que a entropia de von Neumann possui um comportamento
muito semelhante ao encontrado na literatura [1], enquanto a entropia linear apresenta um
aumento do emaranhamento até o momento em que ela aparentemente mantém-se a valor
constante [1].
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Figura 5.3: Emaranhamento médio de superredes de 36 sitios e n=0.55 em fungéo de interagdes repulsivas.
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Tomemos esta diferenga como estimulo para o estudo das superredes através de diver-

sos potenciais, buscando compreender os diferentes fenbmenos observados nestas entropias,

como pode ser visto na Fig.(5.4) em que é possivel reparar 0 comportamento de cada superrede

separadamente, via calculos de DMRG.
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Ao olharmos a Fig. (5.4) observamos que o emaranhamento méaximo ocorre no sistema

onde V é menor, em nosso caso quando V=1. Por consequéncia a medida que aumentamos a

intensidade de V do sistema ocorre uma restricao da itinerancia das particulas, ocasionando uma

interrupgéo da comunicagéo entre os sitios limitando assim os graus de liberdade do sistema e

como resultado, o emaranhamento tende a diminuir.
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A queda do emaranhamento também pode ser vista nas diferentes proporgdes de
periodicidade p, g no sistema, em que a medida que a superrede tende a um material com
periodicidades proximas, isto € p ~ ¢ representando um material de 50% de impureza, seu
emaranhamento cai, visto que a quantidade de impurezas € maxima e por consequéncia as
restricdes também aumentam. Note que para C' > 50% de concentragéo de impurezas repulsivas
o sistema se comporta como se tivesse 100 — C' impurezas atrativas, dado que a predominancia
sera de sitios com V>0 em contraste a minoria com V=0.

O comportamento distinto entre as entropias linear e von Neumann na Fig. (5.4) no
intervalo entre V' = 1 a VV = 2.5, pode estar relacionado a falta de sensibilidade da entropia
linear a pequenos efeitos e nas modulagdes de V no sistema, visto também na Fig. (5.3).

Este fato fica mais evidente ao observarmos o intervalo V' = 2.5a V' = 3.5, na qual é
possivel notar que ao aumentarmos o valor da impureza repulsiva (V) a entropia linear tende
a um comportamento semelhante ao da entropia de von Neumann quando o sistema torna-se
mais repulsivo.

Em V = 2.5 na superrede 4:5 o comportamento das entropias sugere um decréscimo
tardio do emaranhamento. Como observado na Fig. (5.5), ao analisarmos este sistema com
Us mais repulsivos, mais especificamente U = 15 e 20 observamos que de fato, a queda do
emaranhamento é mais tardia, que demonstra certa peculiaridade das superredes 4:5 quando
comparadas as demais em mesmo V. Entretanto, a entropia linear demora ainda mais para captar

este comportamento.
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Figura 5.5: Comparagéo entre as entropias médias em fungao da interagdo coulombiana (U) para uma superrede
4:5 com n=0.55 e 36 sitios, sob um V=2.5

Assim, podemos entender que o comportamento distinto da entropia linear deve-se a
sua baixa sensibilidade as varia¢cdes das periodicidades e modulagbes de V e em fungéo de U,
gerando resultados pouco confiaveis em sistemas heterogéneos de baixa interacao e potencial.
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6 CONCLUSAO

Foi proposto neste trabalho o estudo comparativo entre duas medidas de emaranha-
mento, sendo elas a entropia linear e a entropia de von Neumann, para quantificar o grau de
emaranhamento de sistemas descritos pelo modelo de Hubbard unidimensional. Iniciamos nossa
investigacdo com o estudo comparativo dos métodos (DFT com LDA e DMRG) tanto quanto
ao seu perfil de densidade quanto as entropias. Foi possivel concluir que a DFT (com LDA)
apresenta-se como uma boa ferramenta para o estudo de sistemas homogéneos, principalmente
para cadeias longas, com desvios médios inferiores a 3%. Por outro lado, demonstrou-se uma
ferramenta pouco eficiente quando analisada sua performance em superredes, uma vez que em
alguns casos seus desvios s&o superiores a 20%.

Ao explorarmos estas entropias em sistemas homogéneos demonstramos que as
entropias apresentam pequenas diferencas no regime de densidades proximas a transicao de
fase quéntica de metal para isolante. Este fenémeno revelou-se, entretanto um artefato da
entropia linear devido a uma maior sensibilidade aos efeitos de borda ocasionando uma falsa
antecipacao da transicéo de fase.

Ao analisarmos as superredes observamos comportamentos distintos entre as entropias,
linear e von Neumann, em especial para modula¢des V e interagdes U menores e periodicidade
proximas (p ~ q). Assim, foi possivel concluir que a entropia linear ndo é uma medida apropriada
de emaranhamento em superredes de periodicidades proximas e baixas modulagdes V, sendo

mais eficientes em modulagbes maiores.
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