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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo sobre Homologia de Es-
pacos Fibrados, baseado no livro Elements of Homotopy Theory de G.W.Whitehead.
O conceito de fibracdo apareceu em torno de 1930 e pode ser visto como uma ex-
tensdo da teoria de fibrados. Existe uma sequéncia exata longa que relaciona os
grupos de homotopia dos espacgos base, total e da fibra de uma fibracdo. Porém,
relacionar os grupos de homologia desses espacos é uma tarefa mais complicada.
O caso geral é feito utilizando sequéncias espectrais. Porém, ha casos particulares
em que podemos obter relagdes sem utilizar a maquinaria das sequéncias espec-

trais.

Palavras-chave: Fibragdes, Homologia de fibragdes, Sequéncias espectrais.






ABSTRACT

The main goal of this work is to present a study on Homology of Fibre Spaces, based
on the book of G.W. Whitehead: “Elements of Homotopy Theory”. The concept of
fibration appeared around 1930 and can be seen as an extension of the theory of
bundles. There is a long exact sequence that relates the homotopy groups of the
total, base and fiber spaces of a fibration. However, relating the homology groups
of such spaces is more complicated. The general case is obtained using spectral
sequences. Nevertheless there are particular cases where one can obtain such

relations without the need of the machinery of spectral sequences.

Keywords: Fibrations, homology of fibrations, Spectral sequences.
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Introducao

Um problema basico em topologia é “fatorar uma func¢ao continua através de outra”.
Mais especificamente, dado o diagrama

N,

em alguma categoria C de espacos topologicos e fungoes continuas, que denominaremos
apenas aplicagoes, este pode ser completado de forma a obter um diagrama comutativo

N

ainda na categoria C? Este é um problema de fatoracao a direita, e é simbolizado por

A (1)
NS
X--=Y.

Dualmente, temos o problema de fatoracao a esquerda

y-2-X (2)

RN

B.

Quando a aplicacao ¢ em (1) ¢ injetora, o problema de fatoracao correspondente é
denominado um problema de extensao e g é uma extensio de f. Ainda, quando a
aplicagao p em (2) é sobrejetora, o problema de fatoragao correspondente é denominado
um problema de levantamento e g ¢ um levantamento de f.

Suponha agora que temos duas aplicagoes f e f’ tais que f ~ f’) isto é, f e f’ sdo
homotopicas. Se existem extensoes g e ¢’ solu¢oes do problema de extensao (1) para
f e f', respectivamente, a pergunta: Sao g e ¢’ homotopicas? Sugere um problema de
extensao de homotopia. Seja G : I x A — Y é uma homotopia entre f e f'. Entao f e
G definem uma aplicagao h: 0 x X Ul x A — Y e temos o problema de extensao

Ox XUIxA-L>Y (3)

7
-
X -
7 -
-
-

I xX
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Se o problema acima possui uma solugao temos que esta € uma homotopia entre g e ¢'.
Quando o problema (3) tem solugao para todo espago Y e toda aplica¢ao h dizemos que
a aplicacao inclusao i: A — X é uma cofibra¢ao. Dualmente, se existem levantamentos
g e ¢’ solugoes do problema de levantamento (2) para f e f’, respectivamente, temos
um problema de levantamento de homotopia

oxY L -x (4)
1
bk

Se o problema acima possui uma solucao temos que esta é uma homotopia entre g e
¢'. Quando o problema (4) tem solugao para todo espaco Y e todo par de aplicagoes
(f,G) dizemos que a aplicagdo p: X — B é uma fibragao(também conhecida como
fibragdo de Hurewicz).

O conceito de fibragao apareceu em torno de 1930 e pode ser visto como uma
extensao da teoria de fibrados. De fato, todo fibrado sobre um CW-complexo é uma
fibracdo (2.16). Dados uma fibracdo p: X — B e um ponto b € B, o subespago
F = p~!(b) ¢ denominado a fibra sobre b. Existe uma sequéncia exata longa que
relaciona os grupos de homotopia dos espagos X, B e F. Porém, relacionar os grupos
de homologia desses espacgos ¢ uma tarefa mais complicada. No caso em que a fibracao é
apenas a projecao F'x B — B, a relacgao é obtida pela formula de Kiinneth, o caso geral
é feito utilizando sequéncias espectrais. Porém, ha casos particulares em que podemos
obter relagoes sem utilizar a maquinaria das sequéncias espectrais. Esses casos serao
estudados nos capitulos 3, 4 e 6.

Esta dissertacao consta de oito capitulos distribuidos da seguinte forma: No capi-
tulo 1, apresentamos conceitos basicos utilizados no desenvolvimento da dissertacao;
No capitulo 2, introduzimos o conceito de fibracao e fazemos um estudo de suas pro-
priedades; Nos capitulos 3 e 4 exploramos as sequéncias de Wang para homologia e
cohomologia para uma fibragao cujo espago base é uma suspensao; No capitulo 5, utili-
zamos as ferramentas desenvolvidas nos capitulos anteriores para calcular a homologia
e a cohomologia dos grupos classicos U, Sp,, e O (este altimo apenas para coefici-
entes em Zy); No capitulo 6 exploramos a sequéncia de Gysin para fibragoes cuja fibra
tem o mesmo tipo de homotopia que o de uma esfera. Como aplicagao, calculamos os
grupos de cohomologia do grupo de Lie excepcional Go; No capitulo 7, introduzimos
as sequéncias espectrais em homologia, e as especializamos para o estudo das fibragoes;
No capitulo 8, utilizando as sequéncias espectrais, provamos versoes um pouco mais
gerais das sequéncias de Wang e Gysin em homologia. Além disso, introduzimos a
sequéncia de Serre em homologia.



1 Preliminares

Nesta secao definiremos conceitos necessarios para o estudo das fibracoes, além
de apresentar resultados que serao necesséarios ao desenvolvimento dos contetidos nas
proximas segoes.

1.1 Espacgos Compactamente Gerados

Uma categoria importante de espagos topologicos é a categoria I dos espagos com-
pactamente gerados. Essa categoria satisfaz algumas propriedades interessantes, como
admitir espacos de fungoes F(X,Y) e satisfazer a lei exponencial (F(X,F(Y,Z2))) =
F(X x Y, Z)). Neste trabalho assumiremos que todos os espagos sao compactamente
gerados, a menos que explicitamente indicado o contrario. Para uma exposi¢ao deta-
lhada sobre essa categoria, veja [9].

Defini¢ao 1.1. Um espago topoldgico X ¢é dito compactamente gerado (CG) se:
(i) X € um espago de Hausdorff;

(1) Um subconjunto A C X € fechado se, e somente se, AN C € fechado para todo
subconjunto compacto C de X ;

Seja IC a categoria dos espagos compactamente gerados e fungoes continuas entre
estes.

Proposicao 1.2. Todo espaco de Hausdorff localmente compacto é CG.

Proposicao 1.3. Todo espaco de Hausdorff que satisfaz o primeiro axioma de enume-
rabilidade ¢ CG.

Corolario 1.4. Todo espaco metrizdvel é CG.

Definiremos um funtor x da categoria 75, dos espacos topologicos e de Hausdorff e
fungoes continuas, na categoria K da seguinte forma:

e Se X é um espago em Ty, entdo X e x(X) possuem o mesmo conjunto subjacente
e, um subconjunto A é fechado em k(X)) se, para todo compacto C de X, ANC
é fechado em X.

e Se f: X — Y & uma fungdo na categoria 7, definimos x(f) : K(X) — x(Y) por

r(f)(a) = f(a),Va € K(X).

Teorema 1.5. (1) A funcao vx : kK(X) — X, dada por vx(a) = a, € continua;

15



16 Preliminares

(II) k(X)) é compactamente gerado;
(III) Se X € K, entao k(X) = X;
(IV) k(X) e X possuem os mesmos subconjuntos compactos;

(V) Seja f : X — Y uma fungio. Entio k(f) € continua se, e somente se, f|c :
C —'Y € continua para todo C C X compacto;

(VI) A operagao de composi¢ao com a aplica¢io vy € uma correspondéncia injetiva
entre o conjunto de todas as aplicagées de X em k(Y') e o conjunto de todas as
aplicagoes de X em Y .

(VII) X e k(X) possuem os mesmos complezxos singulares, e portanto seus grupos de
homologia e cohomologia coincidem;

(VIII) k € uma adjunta o direita do funtor inclusio K — To;

Se X e Y sao CG, seu produto cartesiano Z com a topologia usual nao precisa
ser. Entretanto, se p; : Z — X e py : Z — Y sao as projecoes no primeiro e segundo
fatores, respectivamente, temos:

Teorema 1.6. O espaco k(Z), com os morfismos k(p;),i = 1,2, € um produto de X e
Y na categoria K.

Portanto, definimos o produto (categorico) de X e Y na categoria IC por X x Y =
k(Z), em que Z denota o produto cartesiano de X e Y com a topologia usual.

Proposicao 1.7. O produto categdrico € associativo e comutativo a menos de homeo-
morfismos naturais.

Uma condicao suficiente para que o produto cartesiano de dois espagos CG seja CG
é a seguinte:

Proposicao 1.8. Se X ¢ localmente compacto e Y é CG entao o produto cartesiano

de X eY ¢ CG.

Se A é um subespaco de um espaco X CG, no sentido usual, nem sempre A é CG.
Portanto, definiremos o conceito de subespaco na categoria K da seguinte forma: Dado
um subconjunto A C X, definimos o subespago A de X como sendo o espago k(A,),
em que A, é o subespago A tomado no sentido usual.

Um subconjunto aberto U de um espacgo topologico X é dito reqular se, para todo
ponto x € U existe uma vizinhanga fechada de x contida em U.

Teorema 1.9. Se X é CG, entao todos os seus subconjuntos fechados e todos os seus
subconjuntos abertos requlares sao CG.

Uma aplicagao i : X — Y em K serd denominada inclusao de X em Y se, ¢ € um
homeomorfismo de X sobre o subespago i(X) de Y.

Proposicao 1.10. Sei: X — X' e j:Y — Y’ sao inclusoes, entaoi x j: X XY —
X' xY' também o é.
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Uma aplicagdo f : X — Y é denominada proclusao (ou aplica¢do quociente) se, é
sobrejetora e satisfaz a seguinte condigao: Um subconjunto U C Y é aberto em Y se,
e somente se, f~1(U) é aberto em X.

Proposicao 1.11. Se X ¢ CG, Y € de Hausdorffep: X — Y € uma proclusao, entao
Y ¢ CG.

Mesmo quando X e Y s@o CG, o espago € (X,Y) das aplicagoes de X em Y, com
a topologia compacto-aberto, nao precisa ser CG.

Portanto, usaremos o funtor x para dar uma nova topologia para € (X,Y) e defini-
mos

F(X,Y) = &(%€(X,Y))

Proposicao 1.12. Se X eY sdao CG, entao a funcao avaliagio e : F(X,Y)x X =Y,
dada por e(f,z) = f(x), é continua.

Proposicao 1.13. Se X,Y, Z € K entao os espacos F(X,Y x Z) e F(X,Y) xF(X, Z)
sao naturalmente homeomorfos.

Proposicao 1.14. Se X,Y,Z € K entdo os espagcos F(X xY,Z) e F(Y,F(X, 7)) sao
naturalmente homeomorfos.

Proposicao 1.15. Se X,Y e Z sao CG, entao a operacao de composi¢ao € uma apli-
cagao continua de F(Y,Z) x F(X,Z) em F(X, Z).

E facil ver que F define um funtor que é contravariante na primeira coordenada e
covariante na segunda. Em particular, se ¢ : X — X' e h : Y — Y’ sao aplicacgoes,
entao a composi¢ao com g e com h definem aplicacoes

=F(g,1y) : F(X,Y) = F(X",Y)
= F(lx,h) : F(X,Y) = F(X,Y")

[ Wl

Segue-se que essas aplicagoes induzem operagoes nos conjuntos de classes de homotopia
7:X,)Y] = [X',Y]
h:X,Y] = [X,Y]
Por fim, de (1.13), temos

Proposicao 1.16. Os funtores X x — e F(X, —) formam um par adjunto.

1.2 Pares NDR

Seja K? a categoria de todos os pares (X, A), onde X ¢ CG e A é um subespaco de
X, juntamente com todas as aplicacoes entre tais pares. E desejavel que o subespaco
A esteja bem incorporado em X, como por exemplo, que a inclusao i: A — X seja uma
cofibragao. Novamente, para uma exposigdo mais detalhada, veja [9].

Definigao 1.17. Sejam X € K e A um subespago de X. Entao o par (X, A) € dito NDR
(neighborhood deformation retract) se existem aplicagoes u: X — 1 eh: I x X — X
tais que:
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(1) A=u"(0);

(2) h(0,2) = x,Va € X;

(3) h(t,z) = 2,Y(t,x) € T x A;

(1) h(1,2) € A para todo = € X tal que u(z) < 1;

Se ao invés de (4) tivermos:
(4) h(lx X)C A

Dizemos que o par (X, A) € DR (deformation retract). Dizemos ainda que o par (u, h)
representa o par (X, A) como um par NDR (DR).

Note que A é um retrato por deformagao forte da vizinhanca U = {z € X;u(z) <
1}, e portanto um retrato de uma vizinhanga de X. Nos referiremos a U como uma
vizinhanga retratil de A.

Teorema 1.18. Se X ¢ CG e A € fechado em X, as sequintes condi¢des sao equiva-
lentes:

(1) (X,A) é um par NDR;
(2) (I xX,0xXUIxA)Eépar DR;
(8) 0 x X UI x A é um retrato por deformagao forte de I x X;

(4) (X, A) tem a propriedade de extensiao de homotopia com respeito a espagos arbi-
trarios (isto €, a aplicagao inclusao de A em X € uma cofibra¢ao);

Exemplo 1.19. Seja Iy = {0,1} C I. Entdo os pares (I, Iy), (,0) e (I, 1) sdo exemplos
de pares NDR. Em particular, (,0) e (/,1) sao pares DR.

Proposicao 1.20. Se (X, A) e (Y, B) sao pares NDR, entao também o é qualquer par
que possa ser formado a partir do diagrama:

X x B
_— T~
XxY—XxBUAXY A x B.

\AXY

Em particular, (X, A) x (Y,B) = (X XY, X x BUAXY) é um par NDR. Além disso,
se (X, A) ou (Y,B) é par DR, (X, A) x (Y, B) também o é.

Proposigao 1.21. Se BC A C X e (A,B) e (X, A) sao pares NDR (DR), entao o
par (X, B) é NDR (DR).

Lema 1.22. Se A ¢ um subconjunto fechado de X, entiao (X, A) é NDR se, e somente
se, existem aplicagoes u: X — I e h: I x X — X tais que:

(1) AcCu(0);
(2) h(0,2) = z,Vz € X;
(3) h(t,a) =a,¥(t,a) € I x A;
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(4) h(t,x) cA sempre que U((L’) <t

Uma aplicagao f: (X, A) — (Y, B) é¢ um homeomorfismo relativo se f é uma pro-
clusao entre X e Y e um homeomorfismo entre X — A e Y — B. Um exemplo de
homeomorfismo relativo aparece na construgao de espagos de adjuncao.

Sejam (X, A) e B espagos e h: A — B uma aplicagdo. Entéo o espaco de adjuncao
de X em B por h, denotado X Uy, B, é quociente da uniao disjunta X + B pela relagao de
equivaléncia gerada identificando-se x € A a h(z) € B. Note que X U, B contém uma
copia homeomorfa de B e a aplicagao identificagao f: (X + B, A+ B) — (XU, B, B) é
um homeomorfismo relativo. Em particular, se B é um ponto, a aplicacao identificacao
(X,A) = (X/A, %) é um homeomorfismo relativo.

Note ainda que o espaco de adjuncao X U, B é o espago pushout das aplicagoes
h:A— Bei:A— X, em que ¢ é a inclusao.

Proposicao 1.23. Sejam (X, A) um par NDR (DR) e f: (X, A) — (Y, B) um home-
omorfismo relativo. Entao (Y,B) é um par NDR (DR). Em particular, se h: A =Y
¢ uma aplicagao, entao (X Uy, B, B) € um par NDR (DR).

Teorema 1.24 (excisao para aplicagoes). Sejam (X, A) um par NDR e f: (X, A) —
(Y, B) um homeomorfismo relativo. Entao,

£ Ho(X,A) = H,(Y,B)
F*:H"(Y,B) » H"(X, B)

sao 1somorfismos para todo n.

Um exemplo importante de espaco de adjuncao é o mapping cylinder X de uma
aplicacdo f: X — Y. Este é o espago (I x X)U, Y, em que h:1x X — Y ¢é dada
por h(1l,z) = f(x). Seja (t,z) a imagem do ponto (t,z) pela aplicagao identificacao.
Identificando z € X com (0,x) e y € Y com sua imagem pela aplicagao identificagao,
obtemos imersoes i : X — X e j: Yy — X. Definimos a projecao f XY por

~

f((t,x)) = f(z),
fy) =y.

Note que Y é um retrato por deformacao de X. Além disso, f é uma equivaléncia de
homotopia, com inversa homotoépica j, e satisfaz foi = f.

Definigao 1.25. Sejam X; e X, subespagos de algum espago X . O par { Xy, X3} € dito
um par excisivo se a inclusao de complexos de cadeias A(X7) + A(Xz) = A(X; U X))
induz um isomorfismo em homologia.

Teorema 1.26. Seja X = X; U Xy. Se X = int(X;) Uint(Xs), entao {X1, Xo} € um
par ercisivo.

Teorema 1.27. O par { X, Xo} € excisivo se, e somente se, a inclusio (X1, X1NX3) —
(X1 U Xy, Xy) induz um isomorfismo em homologia.

Definigao 1.28. Uma terna (X; A, B) € dita uma terna NDR se X = AUB com A e
B fechados e um dos pares (A, AN B), (B,AN B) é um par NDR.

Proposicao 1.29. Seja (X; A, B) uma terna NDR. Entao {A, B} € um par excisivo.
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1.3 Espagos com ponto base

Muitas vezes, para construirmos certos espagos, como por exemplo suspensoes,
cones e alguns produtos, se faz necessario discriminar um ponto do espaco, o ponto
base. Um espago B com ponto base by € B seré denotado por (B, by). Os espagos com
ponto base definem a categoria Ky dos espagos com ponto base. Uma subcategoria de
Ko de particular interesse ¢ a categoria IC, dos espagos com ponto base nao-degenerado,
isto é, dos espacos (B, by) que sao pares NDR.

Ocasionalmente, teremos que lidar com espacgos sem um ponto base, denominados
espacos livres, e aplicagoes e homotopias entre esses espacos, denominadas aplicagoes
e homotopias livres, respectivamente. Para isso, juntaremos um ponto base externo a
esses espacos da seguinte forma: Se X é um espago livre, seja X = X + P a soma
topologica de X com o espago P que consiste de apenas um ponto {x}; Se f: X — Y
¢ uma aplicacao livre, seja f*: X" — YT a extensao de f que preserva ponto base.
As homotopias livres sao tratadas de maneira semelhante. Essa associagao constitui
um funtor fiel da categoria K na categoria K,. Assim, consideraremos K como uma
subcategoria de KC,.

Se (X, zg) e (Y, yo) sao espagos em Ky é natural escolher (¢, o) como o ponto base
para X X Y uma vez que as projecoes p1: X XY — X e py: X XY — Y sao aplicacoes
em Ky e é facil ver que (X x Y, (x,y0)) com as aplicagdes p; e py constituem um
produto categorico de (X, xg) e (Y, o). Essa construcao se estende a K, com o auxilio
de (1.20).

O mesmo nao ocorre com a soma X + Y uma vez que esta nao tem um ponto base
natural. Identificando xg com vy, obtemos o espago X VY, denominado o wedge de X
e Y. Este espago juntamente com as inclusoes naturais j;: X - XVY e jo: Y — XVY
¢ uma soma de X e Y na categoria Ky. Novamente, essa construcao se estende a KC,.
H& uma aplicacao natural £: X VY — X x Y que é uma inclusao, identificando o
wedge com o subespago X X {yo} U{xo} x Y de X x Y.

Uma construgao importante na categoria K, é o produto smash (ou join reduzido)
de dois espacos X e Y. Ele é definido como o espago quociente

X xY
XVvYy'
Para (z,y) € X x Y, denotaremos sua imagem pela proclusdo X x y — X AY por

x Ay. Note que zg Ay =29 Ayo = Ay é o ponto base de X AY.
Abaixo listamos algumas propriedade do produto smash:

XANY =

Teorema 1.30. (a) O produto smash é comutativo e associativo, a menos de homeo-
morfismo natural;

(b) O produto smash é distributivo sobre a adigdo, isto €, os espacos X N (Y V Z) e
(X AY) V(X AZ) sao naturalmente homeomorfos;

(c) Se (X,A) é um par NDR e Y € K., entio os espacos (X/A)ANY e X NY/ANY
sao naturalmente homeomorfos.

(d) Se X e K, eY € K, entao

X xY

X Y+: e
A (oo} x YV
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(e) Se X eY sao espagos livres, entao Xt AY T = (X x Y)*.

Considere o espago (1,0) € K,. Dado um espago X € K., definimos o cone (redu-
zido) sobre X como sendo o espago

TX =1NX.

Neste caso, a aplica¢ao x — 1Az é uma inclusdo, que leva X sobre o subespago {1} A X
de TX, que por esse motivo identificaremos com X, enquanto {0} A X é o ponto base.
O espago T X é contréatil e difere do cone usual apenas em um subespago contratil que
foi colapsado sobre o ponto base de TX, a saber o cone usual sobre o ponto base.
Ainda, por (1.30c) temos
INX
COAX
Seja agora S = I/I,. Entao a suspensao (reduzida) de X é o espaco SX = S A X.
Devido a 1.30c,
INX TX

LhAX X
Novamente, este espaco difere da suspensao usual em um subconjunto contratil que foi
colapsado em um ponto.

Por fim, defina subconjuntos

SX =

T, X ={tANxeSX;0<t<1/2};
T X={tANzxeSX;1/2<t<1},
em que ¢ denota a imagem de ¢ sob a aplicacao identificacao w:I — S. Entao T_X e
T, X sao homeomorfos a TX. Além disso, T_X NT, X é homeomorfo a X.
No restante dessa secao, consideraremos os grupos de homologia e cohomologia com

coeficientes em um PID A.
Seja X € K, um H-espaco com produto p e considere a sequéncia exata do par

(X x X, X NX)
S H(XVX) S H (X x X)) S H (X x X, XvX)S ..
Teorema 1.31. O homomorfismo k., € um monomorfismo split. Logo,
H(XxX)~H/XVX)e H,(X xX,XVX) (Vg

Além disso, 1. é um isomorfismo entre o subgrupo kerpy, Nkerps, de Hy(X x X) e
H,(X x X, X V X) para todo q.

Seja B:H, (X x X, XVX) = H,(X xX) ainversa da restri¢do de [, a ker p; ,Nker p,, .
Ent&o, para cada elemento u € H,(X x X), temos

U = 11,P1,U + T2.p2,u + Blu,

em que %; : X — X x X sao as inclusoes.

Um elemento z € H,(X) é dito primitivo se, l.A,x = 0, ou equivalentemente, se
Ax = i1,x +ig,2. Ainda, se H,(X) é livre de torgao, estas condigoes sao equivalentes
a

Avr=1xx+zx1.

O conjunto P de todas as classes de homologia primitivas ¢ um submoédulo de H,(X).
De modo anélogo, temos
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Teorema 1.32. O homomorfismo k* é um epimorfismo split. Logo,
HI (X xX)~HI(XVX)eo HI(X x X, XVX) (Vg

Além disso, I* induz um isomorfismo | entre HI(X x X, XV X) e H/(X x X)/L,, em
que Ly, = Imp} + Im p3.

Denominaremos * a composta da inversa desse isomorfismo com a projecao de
HY(X x X) sobre HY(X x X)/L,, isto &, §* torna o diagrama abaixo comutativo.

HIX x X) 2= HY(X x X, X V X)

|

HI(X xX)
Lq

Entao, para cada u € H?(X x X), temos
u = pyiu + pyisu + I u

Um elemento z € H*(X) é dito primitivo se, f*p*xr = 0, ou equivalentemente, se
wx = pix+pir. O conjunto P* das classes de cohomologia primitivas ¢ um submoédulo
de H*(X).

Seu € HP(X)ev € HY(X), entdo u x v € HPT(X x X, X V X) e temos

A" (u x v) =uv € H*(X).

Os elementos do submodulo D* gerado por esses produtos sao denominados decompo-
niveis.

Dualmente, um elemento x € H,(X) é dito decomponivel se este pertence ao sub-
modulo D de H,(X) gerado pelos produtos

iB(u xv) =u-v e H(X)

em que u,v € H,(X).
Por fim, temos

Teorema 1.33. Os mddulos P e P* sao duais aos modulos H*(X)/D* e H.(X)/D,
respectivamente.
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Seja p: X — B uma aplicagao e Y um espago na categoria . Um HLP (Homotopy
Lifting Problem) para o par (p,Y’) é simbolizado pelo diagrama comutativo

y —L . Xx (2.1)

Em que io(y) = (0,y),Vy € Y, as aplicagdes f:Y — X e G:I XY — B constituem
os dados do problema. Uma solugao para o HLP é uma homotopia F': I x Y — X de
f (ou seja, F(0,y) = f(y)) tal que po f = G e dizemos que F' levanta a homotopia G
de p o f para uma homotopia de f.

Observagdo 2.1. As vezes, utilizamos i, : Y — I x Y ao invés de iy, dada por i;(y) =
(1,y), ao invés de ij.

Definicao 2.2. Uma aplicagao p tem a propriedade do levantamento de homotopia
(PLH) com respeito a 'Y se todo problema do tipo (2.1) tem uma solugio, e p é dita
uma fibragao se tem a PLH para todo espago Y .

Definicao 2.3. Se p: X — B € uma fibracao, a fibra sobre b € B, é o conjunto
Fy=p7'(b) C X. O espago B € dito o espago base e o espaco X € o espago total da
fibracao p; e diz-se que X € um espaco fibrado sobre B com respeito a p.

Simbolizaremos
F—-X-'.B
onde p: X — B é uma fibracao, F' é uma fibra sobre algum ponto de Be¢: ' — B ¢
a inclusao.
Para todo espago Y, seja F(Y) = F(I,Y) o espago de todos os caminhos em Y.
Dado p: X — B, defina:

1" ={(z,u) € X x F(B);p(z) = u(0)}.

Os pontos de I? s@o os dados para todos os HLP para o par (p, P), em que P é um
tnico ponto, isto é, P = {x}.
De fato, seja f: P — X. Entao f(x) = x para algum = € X.
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Identificamos de maneira biunivoca a aplicacao f com f(x) = z. Sabemos que G
satisfaz G(ig(*)) = (p o f)(*), ou seja, G(0,*) = p(z). Podemos portanto, identificar
biunivocamente, G com o caminho u: I — B dado por u(t) = G(t,*). Logo, os dados
do problema sdo x e u tais que u(0) = p(z).

Definigao 2.4. Uma conexao para p € uma aplicagao \: IP — F(X), com as sequintes
propriedades:

(1) Mx,u)(0) = z.
(2) poA(x,u) = u.

Portanto, A(z,u) é uma solu¢ao para o HLP do par com dados (x, u)

* T > X
P 7
igt )\/(x,u) Jp

Uma conexao para p é, simultaneamente, uma solugao para todo HLP com (z,u)
como dados para o par (p, P).

Além disso, A é uma conexao para p se, e somente se, a sua adjunta A\: I x I? — X
é solucao para o HLP

p/
o

< 7

. A7

Z()L // lp
IxI"—~B

em que py(z,u) =z e p(t,r,u) = u(t).
De fato, lembrando que A(¢, x,u) = A(x,u)(t), temos:
Se A\ é uma conexao para p:

o \0,z,u) = Az,u)(0) = x = pj(x,u), donde segue que A é uma homotopia de
/

Po-
o (poN)(t,x,u) = p(A(x,u)(t)) = u(t) = u(t,z,u), donde po X = p.

E portanto ) é uma solugao para o HLP.
Por outro lado, se A é uma solucao para o HLP acima, temos:

o \(z,u)(0) ==x.
o (po Mz, uw)(t) = p(Mt,x,u) = p(t, z,u) = u(t), donde po Az, u) = u.
E portanto A é uma conexao para p.

Teorema 2.5. Uma aplicacao p: X — B € uma fibracao se, e so se, existe uma conexdo
para p.
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Demonstra¢ao. Considere o diagrama

y Lo Xx
1

o 27

X

1

djunta de A e

(y)) (note que
). A aplicacao

Suponha que existe conexao A para p. Sejam M:IxI?P > X aa
G:Y — F(I, B) a adjunta de G. Defina 0:Y — I” por 0(y) = (f(y),G
tal aplicacdo esta bem definida uma vez que G(y)(0) = G(0,y) = p(f(y))
Ao (1 x 0) é a solugao desejada. De fato,

Y ! X
/
%0 I x IP p
1x6
I xY g B

e Paray €Y, temos (Ao (1 x 6))(0,y) = X0, f(y),G(y)) = f(y), donde

Ao (1 X 9) o ZO = f
e Para (t,y) € I x Y, temos
(poXo(1x0)(t,y) =pA(t f(y),G(y)) = p(Af(y), G)(D)
= (o A(f(y), GW)))(t) = Gy)(t) = G(t,y),
donde po Ao (1 x6) =G.

Reciprocamente, se p: X — B é uma fibracao, o diagrama abaixo tem solucao ;\,
cuja adjunta A\ (pela proposi¢ao anterior) é conexao para p.

]pi)X

~ 7
. A7
Z()L P 4 lp
-

[x I[P ——B
O

Teorema 2.6. Para quaisquer espacos F' e B, a projecao py: F' X B — B € uma
fibragao.

Demonstracao. Seja o diagrama comutativo

Y X
L s7 l
20 P

I><Ip—>B

Defina H: I xY — F x B por H(t,y) = (;1(f(y)),G(t,y)). Entao:
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e H(0,y) = (p(f(v),G(0,y) = (p:(f(y), p2(f(y)) = f(y),Vy €Y
e ppo H(t,y) = G(t,y),¥(t,y) € I xY;
]

Teorema 2.7. Se (X, A) € um par NDR, ei: A — X € a inclusao, entdo a operagao
de restricao i : F(X,Z) — F(A, Z) € fibragao para todo espago Z.

Demonstragao. Seja o diagrama:

f

. a7 |
20 // )
e

[xY —=F(A,Z)

Por hipotese temos que i(f(y)) = G(0, ), ¥y € Y, donde [f(y)](a) = [G(0, y)](a),
Vy € Y,Va € A. Considere o seguinte diagrama:

Em que f(z,y) = [f(2)](y) e G(t,a,y) = [G(t,y)](a) (note que a continuidade
de tais fungdes decorre da continuidade da aplicagao avaliagao). Este é um problema
de extensdo de homotopia para o par (X x YA xY) = (X,A) x (Y,0). De fato,
G(0, (a,y)) = [G(0,D)](a) = [f(y)](a) = f(a,y),¥(a,y) € A x Y. Entdo, existe uma
aplicacio H : I x X x Y — Z que comuta o diagrama, ou seja, H(0,z) = f(z),Vz €
XxYeH() =Gx),Vr eI x AxY.

Afirmamos que a adjunta de H, H:IxY — F(X, Z) dadapor H(t,y)(z) = H(t,z,y)
é a solugao procurada. De fato:

e Dado y € Y, H(0,y)(z) = H(0,z,9) = f(z,y) = f(y)(x),¥z € X, donde

H oig(y) = f(y) e portanto, H o iy = f;

e Dado (t,y) € IXY, (gof[)(t y)(a) = ( y)(a) (t a,y) = G(t,y)(a),Va € A,

donde (i o H)(t,y) = G(t,y) e portanto i o H = G.

Portanto, i é fibracao. O
Corolario 2.8. As aplicagoes p:F(X) = X x X e p;: F(X) — X definidas por

sao fibragoes.

Demonstragao. Primeiramente, identifique X x X com F({0,1}, X) e X com F({i}, X),
i = 0,1. Entao as aplicages p: F(X) — X x F({0,1},X) e p; : F(X) — F({i}, X)
sao restrigoes. Note que os pares (1,{0,1}) e (I,{i}) sdo NDR, e o resultado segue do
teorema anterior. O
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Teorema 2.9. Se p: X — B ¢ uma fibragao, entao para todo espago Z, p: F(Z,X)—
F(Z, B), dada por p(f) =po f, ¢ uma fibragao.

Demonstracao. Para todo HLP

Considere o diagrama:
Y xZ

ioL
-

H
I XY X/ —

7

em que fy,2) = f(y)(2) e G(t,y, z) = G(t,y)(z). Por hipotese, p é fibracdo, entdo
existe H: I XY x Z — X que comuta o diagrama acima. Defina H:I xY — F(Z, X)

por H(t,y)(z) = H(t,y, z).
Afirmamos que H é a solucao procurada para o diagrama 2.2. Com efeito:

e Para todo (y,2) € Y x Z temos H(0,y)(z) = ﬁ((),y,z) = f(y,z) = f(y)(2).
Portanto, H o ig = f;

e Para todo (t,y,z ) eI xY ><~Z temos [(p o H)(t,y)l(z) = [p(H(t,y))|(z) =
p(H(t,y)(2)) = p(H(t,y,2)) = G(t,y, z) = G(t,y)(z). Portanto, poH =G.
O

Teorema 2.10. Sep: X — Y eq:Y — Z sao fibracoes, entao qop: X — Z € fibragao.

Demonstracao. Dado um HLP,

X;N
T
\
N\
-
[~}
O
hS]

considere o diagrama

I><Z

Como g ¢ fibragao, existe F,;: I x Z — Y tal que Fyoiy =po feqoF,=G. Como
p € fibragdo, existe F': I x Z — X tal que F oiy = f e po F = F,. Afirmamos que F
é solugao para o HLP dado. Com efeito:

® Foip=f;
® (qop)oF =qo(poF)=qoF,=G.
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Teorema 2.11. Toda aplicagao de recobrimento € uma fibragao.
Demonstragio. Suponha que p: X — X é uma aplicacdo de recobrimento e seja

y 1 o
1
L i

S

i0 p

[P

IXY?

=

um HLP. Pelo teorema de levantamento de caminhos, para cada y € Y existe um tinico
caminho u, : I — X tal que u,(0) = f(y) e (powu,)(t) = G(t,y). Mostremos que a
funcdo F: I x Y — X dada por F(t,y) = u,(t) é continua.

Seja y € Y. Para cada t € [ existe uma vizinhanga uniformemente recoberta
W C X de G(t,y), uma vez que p é recobrimento. G~(WW) é uma vizinhanca de (¢, y)
em [ x Y. Logo, existem vizinhancas U = U(t,y) de t e V = V(¢,y) de y tais que
UxV C IxY,epor conseguinte, G(U x V) C W. Sejan > 0 um nimero de Lebesgue
para a cobertura {U(t,y);t € I} de I, e considere 0 =ty < t; < -+ < t, = 1 uma
partigdo de I com t; —t; 1 < np para ¢ = 1,...,n. Entdo, para cada i € {1,...,n},
[t;_1,t;] C U(tl,y) para algum t; € I, e portanto

[tioa, ti] x V(ti,y) C U(t;,y) x V(t;,y)

de modo que G([t;—1,t;] x V(t,,y)) C W,, vizinhanga uniformemente recoberta de
G(t;, ).

Tome
n

V(y) =(V(tv)

i=1

vizinhanga de y. A seguir, definimos uma funcéo continua F, : I x V(y) — X tal que

F,(0,2) = f(2);
(po Fy)(t,z) = G(t,z) para z € V(y),t € I.

Em primeiro lugar, defina F, em {to} x V(y) por

fy(thz) = f(Z>

Suponha que F, esta definida em [0,¢;] x Vy). Sabemos que p~'(W;) = Unca Wa,
onde a uniao é disjunta e, para cada a € A, W, é um subconjunto aberto de X e
ply, : W,, — W, é um homeomorfismo.
Seja qo = (ply. )" Wi — W,. Note que V(y) é a reunido disjunta dos conjuntos
abertos
Va={2€V(y); Fy(ti,2) € Wa}

Basta mostrarmos que V(y) C UV,. Se z € V(y), entdo (po F,)(t;, z) = G(t;, z) € W;
donde F,(t;, 2) € p~'(W;) e portanto, F(t;,y) € W, para algum o € A.

Portanto, [t;_1,t;] X V(y) ¢ uma unido disjunta de conjuntos abertos [t;_1,t;] x V.
Podemos entao estender F, sobre [0,%;,41] x V(y) estabelecendo F,(t,2) = ¢.(G(t, 2))
para te [ti,tiJrl] ez eE Va.



29

Seja z € V(y). Entao u,(0) = f(z) = F,(0,2) e (pou,)(t) = G(t,2) = (po F)(t, 2)
e segue da unicidade do levantamento de caminhos que u,(t) = F,(t, z),Vt € I. Disto
segue que F' e F, coincidem no aberto I x V(y). Uma vez que cada F), é continua e os
abertos V(y) cobrem Y, F' ¢ continua. O

Definigao 2.12 (Paracompacidade). Seja X um espago topoldgico arbitrdrio e A uma
colecao de subconjuntos de X.

(1) A ¢ dita localmente finita se, para cada ponto de X, existe uma vizinhanga deste
que intercepta apenas um numero finito de elementos de A;

(ii) Uma colegao B de subconjuntos de X € dita um refinamento de A (ou refina 2A)
se, para cada B € B, eriste A € A tal que B C A. Se os elementos de B sdo
abertos (fechados), dizemos que B € um refinamento aberto (fechado).

Um espaco de Hausdorff X € dito paracompacto se, para toda cobertura aberta 2 de
X, existe refinamento aberto B de A localmente finito.

Exemplo 2.13. Todo CW-complexo é paracompacto. Em particular, os espacos R"
sao paracompactos.

Teorema 2.14 (Hurewicz). Seja p: X — B wuma aplica¢io. Suponha que B € pa-
racompacto e que existe uma cobertura aberta B de B tal que, para cada V € ‘B,
ply-1vy :p (V) = V € wma fibragdo. Entao p € uma fibragdo.

A prova do teorema acima é extensa e foge do escopo desse trabalho, portanto nao
a apresentaremos aqui. Uma prova pode ser encontrada em [[3], capitulo XX, §3].

Definigao 2.15 (Fibrado). Um fibrado é uma 4-upla (E,p, B, F) em que E, B e F sao
espagos topologicos arbitrdrios e p: E — B € uma sobrejecao continua satisfazendo a
sequinte condi¢ao:

Para cada b € B, existem uma vizinha V, de b e um homeomorfismo py:p~ 1 (Vy) —
Vi, X F' que comuta o diagrama

p (V) 2=V, x F

\ jpl

Vi

em que p1 € a projecao natural.
Os espacos B, B e F sao denominados espaco total, espaco base e fibra do fibrado,
respectivamente, e a aplicagao p é denominada a projecao do fibrado.

Corolario 2.16. Seja (E,p, B, F) um fibrado. Se B ¢ paracompacto, entio p é uma
fibragao.

Demonstragao. Da definicao de fibrado temos que para cada b € B existem uma vi-
zinhanca Vj, de b e um homeomorfismo ¢y, : p‘l(%) — V}, tais que p; o ¢, = pp, €M
que p; : V, x F'— Vj € a projegéo natural e py = pl,-1(y;) : 0~ (V4) = Vi Mostremos
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que a familia B = {V};b € B} satisfaz as hipoteses do teorema de Hurewicz, e por
conseguinte que p é fibracao. De fato, seja b € B. Dado um HLP

f

Y p (V)
0 7 l
10 // Db
IxY G Vi.

Temos o seguinte diagrama comutativo:

Y —Lop (1) 2 vy x F
o| 7]
10 // b1
IxY g Vp.

Note que, como p; = poo T, em que T:V, x F' — F x V}, dada por T'(z,y) = (y, 2) é um
homeomorfismo, temos dos teoremas (2.6) e (2.10) que p; é uma fibragao. Logo, existe
aplicagdo 0/ : 1 x Y — V, x F tal que @' oig = @0 f e pyof = G. Defina 6 = (p, ') 08"
Afirmamos que 6 é uma solugio para o HLP dado. De fato, 0 o iy = ((, ') 0 ) 0 ig =
(o oppof=Ffepobd=po((p,')ol)=piot =G O

Teorema 2.17. Sejam p: X — B uma fibragio, By C B um subconjunto fechado e
Xo=p YBy). Se (B, By) € par NDR entio (X, Xy) também o é.

Demonstra¢ao. Como (B, By) é par NDR, existem aplica¢oes u: B — [ e h: I x B — B
como no lema (1.22). Defina a aplicagao j;: I x X — I X B pondo j;(t,z) = (1, p(x)).
Temos entao o seguinte HLP:

1
—X>.X

X
>
A H -~
Zol P 7 lp
I xX W B.
Como p é fibracao existe H : I x X — B que comuta o diagrama. Defina a aplicagao
H : I x X — X pondo

() {H(m) < u(p(a))
T Hlp@),2) 1> ulp()

Mostremos que as aplicagoes uop: X — [ e H' : [ x X — X satisfazem as condigoes
do lema (1.22) para o par (X, Xj).

L. (wop)™1(0) =p~H(u1(0)) D p ' (By) = Xo.
2. H(0,z) = H(0,x) = (H oip)(z) = z,Vz € X.

3. De (1) temos que, para todo a € X, (vop)(a) = 0. Dai, H'(t,a) = H(0,a) =
(hoig)(a) =a,Y(t,a) € I x Xo.

4. Seja x € X e suponha que (uo p)(z) < t. Entao,
(po H')(t,x) = (po H)(u(p(x)), z) = h(u(p(z)), p(x)).

Uma vez que, para todo s > u(p(x)), temos h(s,p(z)) € By, e By é fechado, segue
que p(H'(t,x)) = W (u(p(x)),p(x)) € By, donde H'(t,z) € Xp.
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Dado um diagrama comutativo (homotopy lifting extension problem - HLEP)

OXYUIXxA——X

7
-~
. -~
7 - p
-~
-

IxY B

com A C Y e p uma fibragao, gostarfamos de saber quando este admite solugao. Esta
claro que alguma hipotese sobre o par (Y, A) é necessaria, pois se B é um ponto entao a
aplicacao contante é uma fibracao pra qualquer espaco X. Mas neste caso, o problema
se reduz a um problema de extensao de homotopia para o par (Y, A), que nem sempre
admite solugao. Mostremos que se o par (Y, A) for NDR entao existe tal solugao para
uma fibracao arbitraria.

Lema 2.18. Sejam p: X — B uma fibracao e (Y, A) um par NDR. Entao todo problema

de extensao de levantamento

Y. x

A
7
zl h,/ P
7/
Y—2B

f

possut solucao.

Demonstracao. Sejam v :Y — I, ¢: I xY — Y er:Y — A aplicagoes tais que
A =u"10),¢0iy = ly é a aplicagao identidade, ¢poig =ior, em que i: A — Y é uma
inclusdo, e ¢(t,a) = a,V(t,a) € I x A. Defina a aplicagdo ¢: I x Y — Y por

ol ), t<uly)
W’y)‘{w,w, £ uly) 23

O(ay ) t=uly)
o(Ly), t>uly)
continua. Logo, ¢ é continua em I x (Y — A). Mostremos que 1 é continua em I x A.
Sejam (t,y) € [ X A e U uma vizinhanga de y. Entao I x {y} C ¢ '(U) e, portanto,
existe vizinhanga V de y em Y tal que I x V C ¢ *(U). O conjunto I x V ¢ uma
vizinhanca de (t,y) em I XY e (I x V) C ¢(I x V) C U. Portanto, 1 é continua em
todo ponto de I x A e por conseguinte em [ X Y. As aplicagoes foy:I XY — Be
gor:Y — X formam os dados para um HLP para o par (p,Y’) e portanto existe uma
aplicacao H: I xY — X tal que Hoig=gorepoH = fo. A aplicaggo h:Y — X
dada por h(y) = H(u(y),y) é a solugao procurada para o HLEP pois:

i. Paratodoy €Y, (poh)(y) = (po H)((u(y),y)) = (fov)(uly),y) = (fodoio)(y) =
f(y). Portanto, po h = f.

Note que a fungao ¢’ : I x (Y — A) — Y, dada por ¢/(t,y) = {

ii. Seja a € A. Note que i(a) = a = ¢(0,
Logo, h(i(a)) = h(a) = H(u(a),a) =
portanto, hoi = g.

a) = (ior)(a), ou seja, r(a) = a para a € A.
H(0,a) = (H oig)(a) = (gor)(a) = g(a), e

]
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Teorema 2.19. Sejam p: X — B uma fibragao e (Y, A) um par NDR. Entdo todo
HLEP
O0XxYUIxA—=X (2.4)

-
. -
7 e p
-
-~

I xY B

possut solucao.

Demonstragao. Basta notar que (I x Y, I x AUO0O x Y) é um par DR (proposigao
1.18). 0

Teorema 2.20. Sejam p: X — B uma fibragao e (Y, A) um par NDR. Considere
aplicagoes go, g1 :0xX Y UI XA — X e fo, f1: I XY — B tais que existem homotopias
H:go~ g1 e F: fi ~ fy satisfazendo p(H (t,x)) = F(t,z) para todo (t,x) € I x (0 X
YUIx A). Seh;,i=0,1 ¢ solugao do HLEP

0qu1foﬂ3X

A - p
-~
~

I xY

entao existe uma homotopia J: hg ~ hy que estende H e satisfaz po J = F.

Demonstragao. Defina a aplicagdo G: I x (I x AUOXY)U Iy x I xY — X por:

H(s,t,y), (t,y) eI x AUOXY
G(S7tvy) = hO(t7y)7 s=0
hl(t7y)7 s=1.

Entao, (F,G) sao os dados para o problema de extensao de levantamento

IxIxAUIx0xY Ul xIxY-S2X

l Jg - l
7 /// p

I xIxY = B

Agora, (I,1) e (Y, A) sdo pares NDR e (1,0) é par DR. Portanto, (I,Iy) x (1,0) x
(YA)=(IXxIxY,IxIxAUIx0xYUIyxIxY)épar DR. Pelo lema anterior
este problema tem uma solugao J: I x I x Y — X. Uma vez que J é uma extensao
de GG, vemos que esta aplicagao é uma homotopia entre hg e hy que estende H. Além
disso, da comutatividade do diagrama, segue que po J = F. O]

Dada uma aplicacao f:Y — Z e uma homotopia H : [ x X — Y, diremos que H
é estaciondria com relagdo a p se po H é uma homotopia constante, isto ¢, pH (¢, z) =
pH(0,x) paratodot € [ e x € X.

Como corolario do teorema acima temos que a solugao de um HLEP ou HLP é
tinica a menos de homotopia.

Corolario 2.21. Sejam p: X — B uma fibrag¢ao e (Y, A) um par NDR. Se hg, hy : 1 X
Y — X sao solugoes do HLEP 2.4, entao existe wma homotopia h: 1 x I XY — X de
ho para hy com relagio a I x AUO XY tal que h é estaciondria com relagdo a p.
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Demonstracao. Considere H: g ~ g e F': f ~ f homotopias constantes. Pelo teorema
anterior existe uma homotopia h entre hy e hy que estende H e tal que po h = F, ou
seja, é relativa a I x AUO X Y e estacionéria com relagao a p. O]

Observagao 2.22. Note que o teorema (2.20) (e seu corolario) ainda ¢ valido para o
caso em que A = (). De fato, basta notar que, uma vez que o par (I x I, I x 0U I x I)
éDR,opar (I XxI,IxO0UI X)) xY =(IXxIXxY,Ix0xYUIXxIyxY) também é
DR. E assim temos a unicidade, a menos de homotopia, da solu¢do de um HLP (2.1).

Teorema 2.23. Seja p: X — B uma fibragao. Entao existe um funtor contravariante
do grupoide fundamental de B para a categoria de homotopia, que assinala a cada
ponto b € B a fibra sobre B e para cada classe de caminhos [w] a classe de homotopia
hlw] € [Fio), Fum))-

Demonstracao. Seja w: I — B um caminho. Temos o HLP

Fo0 X

I x Fw(O) —— B

wop1

em que py : I X F) — I ¢ a projegao. Como p ¢ fibragao, existe G : I X Fy,) — X
tal que G(z,0) = z e pG(x,t) = w(t) para todo x € F, e todo ¢t € I. Considere a
aplicacao hw = G(—, 1) : Fi0) = Fu). Se w’' é um outro representante da classe do
caminho w, temos que hw e hw' sdo homotopicas. De fato, seja F': I x [ — B uma
homotopia entre w e w’ e considere a homotopia F' entre w o p; e w’ o p; induzida por
esta. Entao, pondo H : I x F, — X como a homotopia constante igual a inclusao
Fo0) — X, temos que pH(t, f) = F(t,0, f) para todo t € I e todo f € F, ). Logo,
pelo teorema (2.20) temos que existe uma homotopia J entre os levantamentos G e
G’ de w e W', respectivamente, que satisfaz po J = F. Defina J': I x F, — X por
J'(t, f) = J(t, 1, f). Da definigdo de hw e hw' temos que J' é uma homotopia, em X,
entre hw e hw'. Além disso, como pJ'(t, f) = F(t,1,f) = F'(t,1) = w(l) = '(1),
segue que J' ¢ uma homotopia em F ). Logo, [hw] = [hw'] em [Fi,0), Flq))-
Defina o funtor h por

h(zx)=F,, x€B
h[w] = [hw] S [Fw(o), Fw(l)]
em que w é um caminho em B. Mostremos que este funtor esta bem definido. Seja
wp 0 caminho constante em b € B. Entao [hw,| = [1g,]. De fato, basta notar que a
aplicagao 2o ps : I X F, — X é uma solugao do HLP acima para wy,.
Suponha agora que w e ¢ sdo caminhos em B tais que w(1) = ¢(0). Dados
G: I x Fw(o) — X e
G/ZIXFU(O) — X

solucoes do HLP acima para w e o, respectivamente, defina G" : I x Fj,y — X por

Gt x) G(2t, 1), 0<t<4
xr g
’ G'(2t — 1, hw(z)), 2<t<1
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Entao G” é solucao do HLP acima para o caminho produto w x o. Agora,
hlw* o] = [G"(1,-)] = [G'(1, hw(—))] = [ho o hw] = [ho][hw],

0 que completa a prova.
O]

Corolario 2.24. Seja p: X — B uma fibragao e suponha que B é conexo por caminhos.
Entao dados by, by € B, existe uma equivaléncia de homotopia h : Fy, — Fy,.

Demonstragao. Seja w um caminho entre by e b;. Considere as aplicagoes hw: Fy,, — Fj,
e hw: F, — Fp,, em que @ é o caminho inverso de w. Mostremos que estas aplicagoes
sao equivaléncias de homotopia. De fato, pelo teorema anterior temos que

[hw][h@] = [h(@ * w)] = [hwy] = [15, ],

e portanto hw o hw ~ 1 Fyy - Analogamente temos que hw o hw ~ 1 F,, € portanto Fy, e
Fy, tém o mesmo tipo de homotopia.
m

O corolario acima nos da que para uma fibragao p: X — B, cujo espaco base B
é conexo por caminhos, todas as fibras F,,b € B, tém o mesmo tipo de homotopia.
Neste caso diremos que a fibragao p tem fibra F.

Suponha p: X — B e f: B' — B aplicagoes (nao necessariamente fibragoes). Seja
X' ={(,z) € B x X; f(t\) = p(x)}. Sejam p': X’ — B’ a proje¢ao na primeira
coordenada e ' : X’ — X a projecao na segunda coordenada. Temos o diagrama
comutativo:

X’—>X

d )

B ——B.
f
Esse diagrama tem a seguinte propriedade universal

Teorema 2.25. Sejam g:Y — X e q:Y — B’ aplicagoes tais que pog = foq. Entao
existe uma unica aplicagao h:Y — X' tal que f'oh =g ep ' oh =q.

.
B 7 B.

Demonstragao. Seja h:Y — X' dada por h(y) = (q(v),9(y)). Note que f(q(y)) =
p(9(y)) por hipotese, e portanto h estéd bem definida.

Caso tenhamos h:Y — X’ satisfazendo as hipéteses do teorema, h(y) = (a(y), b(y))
e temos que f’oh—gep oh:q. Logo,

g(y) = f'(h(y) =b(y) e q(y) =p(h(y)) =a(y),Vy € Y.

O que implica h = h. n



35

Teorema 2.26. Se p: X — B € uma fibracao entao p' : X' — B’ também o é.

Demonstragao. Considere o diagrama

J

v X
Lp
/

Seg:Y > X' eH:IxY — B sao os dados do HLP para p/, entao f'og:Y — X e
foH:IxY — B sao os dados de um HLP para p, o qual possui solu¢ao G': I xY — X
satisfazendo po G’ = fo H e G’ oig = [’ o g. Pelo teorema anterior existe uma tnica
aplicagao G : I x Y — X', induzida por G' e H, tal que p’oG = H e f'oG = G'. Logo
temos que G(t,y) = (H(t,y),G'(t,y)) para (t,y) € I x Y, donde

G oig(y) = (H(io(y)), G'(i0(y))) = (0" 0 g(y), f 0 g(y)) = g(y)-
0

A fibracao p' : X' — B’ é dita induzida de p: X — B por f. Note que a funcao
continua f: X’ — X aplica a fibra p'~"(0') homeomorficamente sobre p~'(f(')). De
fato, basta notar que p"~!'(0') = {(t/,x);z € p~ (f(V'))} e f'(V/,x) = z. Além disso, se
f:B" — B éuma inclusdo, entao f': X’ — X também o é, aplicando X’ homeomorfica-
mente sobre p~'(f(B’)) = p~1(B’). De fato, basta notar que a aplicagao = — (p(z), )
¢ inversa de f': X' — p~}(B').

Corolario 2.27. Sep: X — B ¢ uma fibragao ¢ B' C B entao, pondo X' = p~*(B'),
temos que pix: X' — B’ € fibragao.

Teorema 2.28. Sejam p: X — B uma fibragao, f: B — B e g: B" — B’ fungées
continuas. Sejam p': X' — B’ a fibragao induzida de p por f e p”: X" — B" a fibra¢ao
induzida de p' por g. Entao a fibragao induzida de p por fog: B" — B ép” (a menos
de um homeomorfismo natural).

Demonstracao. Considere o diagrama comutativo

X// L X/ L X

)

B//T>B/—>B

em que p’ é a fibracdo induzida de p por f e p” é a fibracao induzida de p’ por g. Seja
p: X — B” a fibracao induzida de p por f o g. Temos que o espaco X” ¢ dado por

X" ={@",V,z) e B" x B"x X;g(") =bef(t)) = p(x)}.

Também,
X ={(",2) € B" x X;(fog)(t) =p(x)}.

Assim, definimos as aplicacoes h: X” — X e h~': X — X” por:

RV Y, x) =" 2) e RV, x)= (1" g0"), ).
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Claramente h~! ¢ o homeomorfismo inverso de h. Além disso, o diagrama

-1
X /_\X”

N

¢ comutativo. De fato, para todo (V",b',x) € X", temos p(h(b",0,z)) = p(t',x) =
b// — p//<b//7 b/’ x)‘ D

Introduziremos uma relagao de equivaléncia entre fibragoes: Sejam p: X — B e
p': X' — B duas fibragoes com o mesmo espaco base B. Dizemos que p e p’ tem o
mesmo fibre homotopy type (fht) se existem fungoes continuas \: X — X' e pu: X' — X
tais que p'oA=pepopu =7y, ehomotopias H:I x X — X e H : [ x X' — X' entre
poXelyx eentre Ao p e 1y, respectivamente, que sao homotopias estacionarias com
relacdo a p e p/, respectivamente. A relacdo acima é de equivaléncia. O par (A, pu) é a
fibre homotopy equivalence (fhe) e as suas componentes sao A e .

Sejam A : X — X' e u: X' — X as componentes de uma fhe entre p: X — B e
p : X' = B. Sejam By um subespaco de B, Xy = p'(By) e X} = ' 1(By). Entéo
A(Xp) C X}, com efeito, seja t € \(Xp), isto &, t = A(z) para algum x € p~!(By). Dali,
p'(t) =p'(A(x)) = p(z) € By. Analogamente, u(X/}) C Xo.

Teorema 2.29. As fungoes \g = \x, : Xo — Xy e po = px; : Xg — Xo sao as
componentes de uma fhe entre as aplicagoes po = pix,: Xo — Bo e py = px;: Xy — Bo.
Em particular, os pares (X, Xy) e (X', X{) tém o mesmo tipo de homotopia.

Demonstragao. Uma vez que p'o\ = p e pop = p' segue que pjoAg = po € PoO flg = P
Agora,se H: I x X — X e H : I x X’ — X’ sdo homotopias estacionarias, com relagao
a p e p’ respectivamente, entre o\ e 1y e entre Aoy e 1y, respectivamente, estao bem

definidas as homotopias estacionarias Hy = H|x,:1 x Xo — X e Hy = H"X/ I'x X)—
X, com relagdo a py e p; respectivamente. Como H, é homotopia entre p90 A\ e 1x,
e H|, é¢ homotopia entre A\go pp e 1 x; 0 resultado segue. O

Lema 2.30. Sejam p: X — I x B uma fibracao e p; : X; — B as fibracoes induzidas
dep pori,:B—1x B (i=0,1). Entao py e p1 tém o mesmo fht (py ~ p}).

Demonstra¢ao. Temos os diagramas comutativos:

X~ X (=01

B — I'xB
Considere o HLP (t =0, 1)
Xo—— X




37

que tem Hy, (t =0, 1), como solugao. Defina aplicagdes A: Xg — X7 e p: X7 — X, por
(froM)(wo) = Ho(L, o) e (foonp)(w1)=Hi(0,21).

Observe que A estd bem definida uma vez que o elemento Hy(1, 1) € p~!(1 x B) para
todo 7y € X e, como ja foi observado, fi: X; — p~1(1 x B) ¢ um homeomorfismo.
Analogamente temos que p estd bem definida.

Agora, temos que

i1p1A (o) = pfiX(wo) = pHo(1,20) = (1, po(w0)) = i1po(70), Vo € Xo.

Como 7 € injegao concluimos que p; o A = pg. De modo anélogo temos que pyo p = py.
Mostremos que A e p sao equivaléncias de homotopia. De fato, note que as aplicagoes
Hy: I xXog—XeHo(lx\):IxXy— X sao solugoes do HLP

XO fioX X

L)

]XXOTZJO)IXB'

Logo, pelo corolario (2.21) e a observacao (2.22) temos que existe uma homotopia
G:1x1x Xqg— X, estacionéria com relacao a p, entre essas aplicagoes. Como G é
estacionaria, temos que para todo t € I,

pG(t,O,ZE) = pG(0,0,:E) :pH()(O,ZL') = (O,po(m)),Vx € X0°

Logo, esta bem definida a homotopia estacionéria g: I x Xy — X, dada por g(t,x) =
G(t,0,x). Agora, para x € Xy, g(0,2) = G(0,0,z) = Hy(0,2) = fo(z) =z e g(1,2) =
G(1,0,2) = H1(0,\(z)) = fopr(z) = (Lo N)(x), o que mostra que g é uma homotopia
entre 1x, e o A\. Analogamente mostra-se que existe uma homotopia estacionaria
entre 1y, e Ao pu. [

Teorema 2.31. Sejam p: X — B uma fibragao e fo, f1 : B — B fungdes homoto-
picas. Entdo as fibragoes induzidas de p, py: X — B’ e p| : X] — B’ por fo e fi,
respectivamente, tém o mesmo fht (py ~ p).

Demonstragao. Como fq ~ f1, existe F': I x B’ — B homotopia entre fy e fi. Assim,

Foi, = f;(t =0,1), onde i, : B — I x B’ sao as inclusoes no nivel ¢t. Temos os
diagramas comutativos

xrox oxtx oy

b N

B/T)B B/7IXB/?B

Pelo teorema (2.28) existem homeomorfismos k: X — X{ e I : X{ — X tais que
po=pookepl=piol

Agora, pelo lema anterior, existem equivaléncias de homotopia A : X; — X] e
X7 — X tais que ppop = py e piod = pj, juntamente com homotopias A:dop >~ 1x, e
A:pio\ ~ 1y, estacionarias com relagao a py e pj respectivamente. Defina \' = [~to)ok
e/ =kt opol. Mostremos que (N, ') é um fhe para pj e p/. Primeiramente note
que pop’ = pogk~ il = popl = pil = pi e PN = plI7" Ak = piAk = pok = pg. Agora,
considere a homotopia I': I x X}/ — X/ dada por T'=k ' o Ao (1 x k). Para x € X/
temos
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i. T(0,z) = k7'A(0, k(z)) = k™ Apk(x) = kNI pk(z) = N/ (2);
i T(1,2) =k AL K(2) = k7' k(2) = 1xp(2);

iopol(t,2) = (pok) (K~ At k(2))) = poA(t k(z)) = poA0, k(z)) = pgT'(0,x) para
todo t € 1.

— e
—

—
—

i

O que mostra que I' ¢ uma homotopia estaciondria, com relagao a py, entre AN'p’ e 1xy.
Analogamente mostra-se que I" = 7' o A’ o (1 x [) é uma homotopia estacionaria, com
relacdo a pf, entre u'A" e 1xy. ]

Definicao 2.32. Uma fibrag¢ao p: X — B € dita fibre homotopically trivial se tem o
mesmo fht que a projecio m: F x B — B. Uma fhe A\: F x B — X é chamada uma
trivializagdo da fibragdo p. Se, mais ainda, by € B, F = p~(by) e A(f,b) = f para todo
f € F, dizemos que \ € uma trivializagcao forte.

Corolario 2.33. Seja p: X — B uma fibracao com B contrdtil. Entao p € fibre
homotopically trivial. Mais ainda, se By C B entdo os pares (X,p ' (By)) e (F X
B, F x By) tém o mesmo tipo de homotopia.

Demonstracao. Como B é contratil, existe uma homotopia entre a identidade 1p e
uma funcgao constante f; igual a by. Note que podemos identificar X com o espaco
total da fibracao pg induzida de p pela identidade, e neste caso temos que py ~ p. Por
outro lado, o espaco total da fibragao p; induzida de p por f; é o espago B x p~1(by) e
concluimos que p; é a projecao na primeira coordenada. Pelo teorema anterior temos
que po ~ p1. Uma vez que esta relacao é de equivaléncia e p ~ py segue que p é tht. Por
fim, se I' = p~'(by), pelo teorema (2.29) temos que (X, p ' (By)) e (B x F,p;*(By)) tém
o mesmo tipo de homotopia, mas p; ' (By) = {(b, f) € Bx F;b€ By} =By x F. O

No caso em que o espago base B é contratil, é possivel dar uma construcao mais ou
menos explicita de uma trivializagao A: F' x B — X.

Seja h: I x B — B uma homotopia entre a aplicacao constante igual a by e a
identidade de B e considere H : I x F' x B — B dada por H = ho (1 X py), em
que po : F' x B — B é a projecao. Note que H(0, f,b) = h(0,b) = hig(b) = by e
H(1, f,0) = h(1,b) = hiy(b) = b= pa(f,b), ou seja, H € uma homotopia entre a fungao
constante igual a by e po.

Sejam i: F' — X ainclusao e p;: F' x B — F a projecao. Temos o seguinte diagrama
comutativo

Fx Bl x

G /1
ioL // jp
-

IxeBTB

A aplicagdo H pode ser levantada para uma homotopia G: I X F' x B — X entre iop;
e uma aplicacao \: F' x B — X tal que po A = ps.

Teorema 2.34. \ é uma trivializagao de p.

Demonstracao. Considere o diagrama comutativo

X, .x_h . x
1
B IxB——=B,

it h
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em que p ¢ a fibragao induzida de p por h e p; é a fibragao induzida de p por i;, (t = 0, 1).
Identificaremos Xy com F' x B e X; com X do seguinte modo: defina a: Xg — F X B
por a(b,0,b,z) = (z,b) e b: X1 — X por b(p(z),1,p(x),z) = z, em que

Xo={(b,0,b,2) € BxIx BxX;be B,z e F}
X1={(p(x),1,p(x),q;) GBXIXBXX;JZGX}.

Assim, as aplicagoes do diagrama sao dadas por

po(f,0) =b, pi=p, folz,0)=(0,b,z) e fi(z)=(1,p(z), ).

Defina Hy: I x Xy — X por Hy(t,z,y) = (t,y,G(t,7,y)) (Hy estd bem definida uma
vez que pG(t,z,y) = H(t,z,y) = h(t,y)). Note que

Ho(0,z,y) = (0,,i(y)) = foly, z);

H( ) (1 x )‘<y7 )) = (1,p2(y,x),)\(y,x))
(1 p)‘<y7 ) (y,ZE)) = fl/\(ywr);

(,

PHo(t,x,y) = (L,y) = (1 X p2)(t, 2, y).

Agora, ap6s uma observagao cuidadosa da prova do lema (2.30) nota-se que as condigdes
acima sao suficientes para garantir que \ é uma fhe. O

Observagao 2.35. Se (B,{by}) for par DR, entdo a aplicagdo A\ construida acima ¢é
uma trivializacdo forte. Neste caso podemos escolher h relativa a {by}, de forma que
H =ho (1 X ps) érelativa a F' X {by}. Assim, pelo teorema (2.19), o HLEP

Ixe{bo}UOxeB—>X

| ’

I xFxB B

possui uma solugdo G: I x F'x B — X, em que h(t,z,y) = i(x). Note que Goig = iop;
e G(t,x,by) = Gj(t,xz,by) = g(t,xz,by) = i(x) = = para todo t € I, ou seja, G é
estacionaria em F' x {bo}. Além disso, pG(l,z,y) = H(1,z,y) = po(z,y). Assim,
podemos tomar G na construc¢ao acima e assim \(x,y) = G(1,z,y). Neste caso temos
que A(y,by) = G(1,y,b0) = Gj(1,y,by) = g(1,y,bo) = i(y) = y para todo y € F.

Teorema 2.36. Sejam p: X — B uma fibragao e by € B, e suponha que (B,{by}) €
par DR. Entao quaisquer duas trivializagoes fortes Ao, A1 : F' x B — X sao homotdpicas
em relagao a F x {by}.

Demonstragao. Como (B,{by}) ¢ par DR, temos que (F' x B, F x {by}) ¢ par DR.
Logo, (I,1o) X (F x B, F x{by}) = (I x F x B,I x F x{by}U Iy x F x B) é par DR.
Portanto, decorre do lema (2.18) que o HLEP

IXFx{b}Ulyx Fx B—2+X

—

A —
zl/ /// p
_ -

I xFxB B

Y
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em que
Xo(y,b), t=0
At y,b) =< M(y,b), t=1
Y, b = by.

e u(t,y,b) = b, admite uma solugdo A : I x F' x B — X. Agora,

A(0,t,b) = Ai(0,t,b) = X0,t,b) = \o(t, b);
A(Lta b) :Al<1atab) = (lata b) = )‘l(tvb)a
A(t,s,b0) = Ai(t, s,bp) = A(t,s,bp) = s = Ao($,bp),Vs € F.

E o resultado segue. [

Mostraremos agora como criar uma fibragao a partir de uma aplicagao arbitraria.

Seja f: X — Y uma aplicagao e considere o espaco I/ = {(z,u) € X xF(Y); f(z) =
u(0)} e a fibracdo po: F(Y) — Y, a avaliagdo em 0. Entao o espago I/ é o espago total
da fibracao pf, induzida de py por f.

LRy

q |

Defina p: I — Y por p = p; o f/, em que p; é a avaliacdo em 1. A identidade em
X e a aplicacdo p: X — F(Y), dada por u(z)(t) = f(z)Vt, definem, por (2.25), uma
aplicacio \: X — I/ tal que phor=1xe flod=p

|

X—Y

Teorema 2.37. A aplicacio p: 17 — Y é uma fibracio e

p{)o)\zlx, )\opgzllf
poA=f, [fopy=p.

Demonstracio. Considere G: P — If e H: I x P — Y aplicacdes tais que o diagrama

p—2L1f
lot LP

é comutativo.
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Defina aplicagoes ¢’ = f'og, ¢" = p{ 0 g (ou seja, ¢’ e ¢" sdo as fungdes coordenada
deg,9=1(9",4")),G": I xP — X por G(t,z) =¢"(z) e Gy: [y x [UI x0) x P - Y
por

f9"(z), s=0
Gy(s,t,z) = H(t,z), s=1
J(2)(s), t=1.

Uma vez que (I X I x P, (Io x IUI x0) x P) é par NDR, pelo teorema (1.18), é possivel
estender () a uma aplicagio G’ : I x [ x P — X. Seja G': [ x P — F(Y) a adjunta
de G’ de forma que G'(t,2)(s) = G'(s,t, z). Entao poG'(t,2) = G'(0,t,2) = fg"(z) =
fG"(t,2), ou seja, o par (G"(t, z),G'(t, 2)) é um elemento de I/. Considere a aplicagao
G:Ix P — I/ dada por G = (G",G"). Entao G é solugao para o HLP inicial. De fato,
parat e [ e z € P temos

pG(t, Z) - p(G”(t, Z)? G/(tv Z)) = (pl © f/>(G”(tv Z)? G/(ta Z))

=pi(G'(t,2)) =G (t,2)(1) = G'(1,t,2) = Gy(1,t,2) = H(t,2)

G oig(z) = G(0,2) = (G"(0,2),G'(0,2)) = (¢"(2), 4'(2)) = g(2).
Por fim,

i. pgo A = 1y pela definicao de A;

ii. Uma vez que pypu(z) = u(z)(1) = f(x) para todo = € X temos
pod=(piof)or=piopu=f

iii. Note que a aplicagao avaliacdo e : I x F(Y) — Y é uma homotopia entre py e p.
Logo,
fopo=poof ~piof =p.

iv. Primeiramente note que, de pj oA = 1x e f o A = pu, temos que X\ = (1x,u).
Considere a aplicacao Q: I x I/ — I/ dada por Q(t, (z,u)) = (x,w(t,u)), em que
w:I xFY)— F(Y) é a adjunta da aplicagao (t,s,u) — u(ts). Temos que 2 é
uma homotopia entre A o pf, e 1;5. De fato, para (z,u) € I/ temos

Q1 (z,u) = (z,w(l,u) = (x,u) = 17 (x,u)
Q(()? (:L‘,u)) = (l‘?w(()’u)) = (:L’,,u(l‘)) = /\pg(l',u)

]

Observe que o teorema acima nos da que toda aplicagao f: X — Y pode ser decom-
posta como a composi¢cao de uma fibracao p, com espago base Y, e uma equivaléncia

de homotopia .
/

NoA

Ir

X Y
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Teorema 2.38. Se f: X — Y ¢ uma fibracio, entio f e p: 1/ — Y (como definida
acima) tém o mesmo fht.

Demonstracao. Como vimos no teorema anterior, existe \: X — I/, A = (1x, i), tal que
poX = f. Além disso, a aplicacio H:I x I/ — Y dada por H(t,z,u) = e(t, f'(z,u)) =
u(t) é uma homotopia entre f o pf, e p. Considere o diagrama comutativo

[fi)X

1)

f—»
I'x 1T ——Y.

Como f é fibracdo, existe solucdo L:I x I7 — X para o HLP acima. Defina N :If — X
por N(z) = L(1,2), Vz € I/, Agora, a aplicacdo A : I x X — X dada por A(t,z) =
L(t, A\(x)) é uma homotopia estacionaria, com relagdo a f, entre X o A e 1x. De fato,

i. A0,z) = L(0,\N(z)) = L(ipg(AM(x))) = pp(A(x)) =z = 1.(x) Ve € X
ii. A(1,z) = L(1, A(z)) = N(A(x)) = (N oA)(z)Vr e X
. fA(t,x) = f(L(t,\N(x))) = H(t,\(z)) = u(x)(t) = f(z) paratodo x € X et € I.

Para construir uma homotopia A’ entre Ao\ e 1; considere a aplicagao w:I X I xF(Y') —
Y dada por wW(t,s,u) = u(s +t — st). Seja w:I x F(Y) — F(Y) sua adjunta. Entao
w(t,u) é um caminho entre u(t) e u(1). Além disso, w(0,u) = u e w(1l,u) = pyua), 0
caminho constante em u(1).

Defina A’: I x I/ — I por A'(t, z,u) = (L(t,x,u),w(t,u)). Entdo, para (z,u € I'),
temos

i. N0, z,u) = (L(0,z,u),w(0,u)) = (ph(x,u),u) = (z,u) = 1 (z,u).
ii. Observe que f(N(x,u)) = f(L(1,z,u)) = H(1,z,u) = u(1l). Logo temos

yu)) = (N (@, ), pan))
= (N2, u), p(N'(z,u))) = AN (z,u)) = (Ao X)(z,u).

. pA(t,z,u) = prf'/N(t,z,u) = pr1(w(t,u) = w(t,u)(1l) = u(l) para todo t € I.

N, z,u) = (L(1,z,u), w(l

O que conclui a prova. O

Sejay € Y e considere T/ = p~1(y). Denominaremos 77 mapping fiber de f. Temos
entao o seguinte diagrama (nao necessariamente comutativo)

TiC_ S Jf

1)

A aplicagao g = pp s € uma fibracao, denominada a fibragao de T/ sobre X. Ainda, p
é a fibragao de I/ sobre Y e p)) ¢ a fibragao de I/ sobre X.

Note ainda que, se * € X, entdao ¢ '(x) C TV é o espaco de todos os caminhos
comegando em f(z) e terminando em y. Em particular, se z € f~(y) entdo ¢ !(z) =
2,, o espaco de lacos com ponto base y.
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Demonstragao de que q € fibragao. Sabemos por (2.8) que p: F(Y) — Y2, dada por
p(u) = (u(0),u(1)), é uma fibragdo. Considere a aplicagio g : X — Y? dada por
g(x) = (f(z),y). Por (2.26) temos que p': (F(Y)) — F(Y) é uma fibracdo, em que

(F(Y)) = {(z,u) € X xF(Y); (f(2),9) = (w(0),u(1))} = {(z,u) € I';u(l) = y} =T’

e p'(x,u) = x. Vemos assim que ¢ = p’ e portanto ¢ ¢é fibragao. ]






3 Fibracao com uma suspensao por
espaco base e a sequéncia de Wang

Seja p: X — B ume fibragao com fibra F' e assuma que B é a suspensao de algum
espaco W. A decomposicao do espaco base em duas copias do espaco contratil TW
induz uma decomposicao do espaco total em dois subespagos, cada qual tem o mesmo
tipo de homotopia de TW x F, e por conseguinte de F. A sua intersecao tem o
mesmo tipo de homotopia que W x F' e algumas consideracoes sobre a relagao entre
esses subespacos leva a uma sequéncia exata que relaciona os grupos de homologia dos
trés espacos X, B e F. O caso B = S™ é de particular interesse e a sequéncia exata
resultante foi encontrada por H. C. Wang em 1949.

Teorema 3.1. Seja p: X — SW uma fibragao com fibra F' e com W um espago com
ponto base nao-degenerado *. Entao existe uma aplicagio ¢: (TW x F,W x F) —
(X, F) tal que o diagrama

(TW x F,W x F) —2~ (X, F)

n| g

(TW, W) (SW, %)

w/

€ comutativo e, para qualquer grupo de coeficientes G,

6. H(TW x F,W x F;G) = Hy(X, F;G)
e

¢*: HI(X,F;G) - H(TW x F,W x F;G)
sao isomorfismos. Além disso, ¢yxr: 7 — F € homotdpico a identidade de F.

Demonstragdo. Seja w: I — S* a aplicagao identificagao e denotemos ¢ = w(t). Pode-
mos escrever SW como a uniao dos dois cones T, W e T_W sobre W,

T W={tAnw; t <3}
T W= {tAw; t >3}

Note que T, WNT_W é uma copia de W. Sejam X, = p~ (T, W), X_=p Y (T_W)
eXo=p {(W)=X_nNnX,.

Como (TLW, W) e (SW, TLW) sdo NDR, temos que (X4, Xy) e (X, X+) também o
sao. Uma vez que T_W é contratil, a fibra F' é um retrato por deformagao de X_. De

45
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fato, temos que pjx_: X_ — T_W é uma fibragao (por (2.27)). Seja h:IxT_W —
T_W tal que E(O,x) =zxe ﬁ(l,x) = % para todo z € T_W. Como (W, x) é NDR,
(Xo, F') ¢ NDR. Logo, uma vez que (X_, Xy) ¢ NDR, temos que (X_, F') ¢ NDR. Dali,
o seguinte HLEP

IxFUOX X_—2=X_

7

H- -7
i - P
-~
~

I x X_ — T W

h(1xp)

possui solucao H~: I x X_ — X_ que é uma homotopia entre a identidade de X_ e a
aplicacao r = H—(1, ): X_ — X_. Basta mostrarmos que r é retracao. Com efeito,

pr(z) = pH ™ (1,2) = h(1 x p)(1,2) = h(1,p(z)) = *, Vo € X_

donde segue que r(X_) C F. Além disso, r(x) = H-(1,z) = H i(1,z2) = p2(1,2) = x
para todo x € F'.
Portanto, a induzida
i Hy (X, F) — H(X,X_)

da inclusao do par (X, F) no par (X, X_) é um isomorfismo. Pelo teorema (1.29), o
par {X, X_} ¢ excisivo e portanto a induzida

iyt Hy(X 4, Xo) = Hy(X, X_)

da inclusdo do par (X, Xy) no par (X, X_) também ¢é um isomorfismo.

Como T W é contratil, a projecao p;: T, W x F — T, W é homotopica a aplicagao
constante. Portanto, a projecao po: T, W x F' — F é homotdpica em X, a uma
aplicacao h: T, W x F — X, tal que ph = p;. De fato, considere o diagrama

T, W x F-2 X,

7

. 7 -~
’Lol Phe jp

I'x (TyW x F) —=T W

em que H é uma homotopia entre a aplicagao constante e p;. Como p é fibracao, o HLP
acima admite solucdo H. Basta notar que H ¢ uma homotopia entre py e h = H(1, ),
em X, e que este ultimo satisfaz ph = p;.

Mostremos que h: (T, W x F,W x F) — (X, Xy) é equivaléncia de homotopia.
Por raciocinio analogo ao feito mais acima, obtemos uma homotopia H: Ix X — X
entre a identidade de X, e uma retracao v: X, — F. Agora, como T W é contratil,
considere 8: IXT W x F — T, W x F' uma homotopia entre a identidade de T, W x F’
e a aplica¢do (¢ X 1), em que ¢: T, W — T, W ¢é a aplicacdo constante igual a .
Sejam k: X, - T, WXF, L1: IxX; = X, eLy: IXT,WxF — T, xF aplicagoes
dadas por

k= (px7)A; Ll(t,x):{H(l_Qt’k(x))> (1)

EH(1—2t 0<t<i
Lo(t,w) = ( 1) oy :



47

em que A : X, — X, x X, ¢ a aplicagao diagonal. Mostremos que L;: hk ~ 1x e
Ly: kh ~ 11, wxr. De fato,

L1(0,2) = H(1,k(z)) = h(k(x)) = hk(z) Ve e Xy
Li(l,2) = H"(0,2) =z = 1x, (x) Ve e Xy
Ly(0,w) = kH(1,w) = kh(w) Yw € T, W x F
Ly(1,w) = f(0,w) =w = 1r, wxr(w) Vw e T, W x F.

A inclusao j: T, W — SW é homotopica, em SW, a proclusao 6 = w'a: T, W —
SW,em que w' =wA1l: (TW, W) — (SW,*) e a: (T W, W) — (TW, W) é o home-
omorfismo ¢ A w +— 2t A w. Seja o uma tal homotopia (que podemos assumir ser tal
que os pontos de W permanecem em T_W) e considere o HLP

T.WxF—" X |

>
-

. [ X

Zol _ - Lp

Ix T,W x F—~SW

em que G(t,w, f) = o(t,w). Como p ¢ fibracdo, este admite solugdo ¥, que é uma
homotopia, em (X, X_), entre h e p = P(1, ): (T W x F,W x F) — (X, F). Logo,
11« = i9h,. Como 11, iy € h, sao isomorfismos, temos que

or: H(T,W x F,W x F) — H,(X, F)

¢ um isomorfismo. Pondo ¢ = p(a~! x 1) concluimos o desejado.

Uma vez que a induzida de uma equivaléncia de homotopia, em homologia e coho-
mologia com coeficientes arbitrarios, ¢ um isomorfismo, a prova acima continua vélida
para esses casos e o resultado segue. m

A aplicacao ¢ é chamada uma aplicagdo estrutural, e 1) = ¢pxp: W X F' — F &
chamada uma func¢ao caracteristica, para a fibracao p.

Utilizando essa aplicagao, podemos substituir o grupo H4(X, F'; G) pelo grupo iso-
morfo HY(TW x F,W x F;G). Obtemos assim,

Corolario 3.2. Existem sequéncias exatas

= Hy(F;G) = Hy(X;G) = H(TW x F,W x F';,G) —

o= HTYX;G) —» H"YF;G) — H(TW x F,W x F;G) —
— HY(X;G) - HI(F;G) — --- (3.2)
Como TW é contréatil, o subespago F' = {x} x F' é um retrato por deformagao de

TW x F. Logo, H,(TW x F,F) = 0 para todo n. Assim, da sequéncia exata longa
da terna (TW x F,W x F, F) obtemos isomorfismos

O.: Hy(TW x F,W x F) — H,_(W x F, F).
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Se considerarmos W como um espaco com ponto base e F' como um espaco livre,
entdo W x F/F ~ W A F por (1.30). Logo, H,_1(W x F,F) ~ H,_;(W A F) por
(1.24).

Logo, do corolario anterior, obtemos sequéncias exatas

oo Hyt(F3G) = Hypt(X;G) = Hy(W AF:G) S Hy(F;G) = Hy(X:G) — -+

(3.3)
oo HY(X;G) = HYF;G) S HI(W A F;G) — H™V(X;G) = HYNF;G) — -+
(3.4)

Explicitemos ) e 1*. Uma vez que F é um retrato de W x F, a sequéncia exata do
par (W x F, F) se decompde em uma familia de de sequéncias exatas curtas (split)

0 — H,(F) 5 H (W x F) = H(W A F) — 0.

Seja po: W x F — F a projecao no segundo fator. Entao pyi = 1p ~ i, em que ¢ =
Gwxr: W x F — F. Logo, paiy. = Vuiy: Hy(F) = Hy(F), donde Imi, C ker ), — pa,,
e portanto, 1, — po, induz um homomorfismo

W Hy(W NF) — Hy(F),
de forma que ¢, = 1), — pa. De modo anélogo, obtemos um homomorfismo
*: HY(F;G) — HY(W A F;G)

tal que W*Q;* =" — ps.
Considere o diagrama

Hyo(TW x W x F) 2~ H, (X, F) (3.5)

o Jo

Hy(W x F) —"— H,(F)

’T*L /

H,(W AF)
Uma vez que 1 é a restricao de ¢ a uma aplicacao de W x F' para F, temos

Agora, ps.0, = 0 pois, o diagrama

Hy(TW x F,W x F) 2> H, ((F,F) =0

o Jo

Hy(W x F) H,y(F)

D2«

comuta. Logo, o retangulo superior de (3.5) comuta, donde segue que o diagrama (3.5)
é comutativo (analogamente para cohomologia).

As sequéncias (3.3) e (3.4) (ou (3.1) e (3.2)) s@o denominadas sequéncias de Wang
para a fibragao p. Elas foram descobertas por H. C. Wang no caso em que W é uma
esfera.
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Corolario 3.3. Seja p: X — S", (n > 1), uma fibragao com fibra F, entao existem
sequéncias exatas

o Hy(FyG) = Hy(X:G) = Hy_o(F; G) 2 Hy y(F;G) = Hy 1 (X;G) — -
(3.6)

oo HYX:G) = HY(F:G) 5 H(FyG) — HYX; G) — HI(F;G) — - -
(3.7)

Demonstragao. Uma vez que H;(TS" !, S" 1) ~ H/(TS"!,S"!) = (0 para todo i # n

e H,(TS" 1 S" 1) ~ HY(TS" !, S" 1) ~ Z, segue da formula de Kiinneth que o
produto cross induz isomorfismos

H(TS" ' x F,$"' x F;G) ~ H,(TS",$" 1) @ Hy_(F; G)
HYTS" ' x F,§" ' x F;G) ~ H"(TS"!,§" 1) @ H""(F;G).

Seja agora e um gerador de H"(TS" ! S"!). Entdo temos o isomorfismo x +— e ® x
entre H"(TS" !, S" ') @ H(F;G) e H*(TS"',S" 1) @ H*™"(F;G). Donde segue
que HY(TS" ! x F,S"!' x F;G) ~ H""(F;G) (note que isto nos d&a que #* ¢ dado
por e X 0*(z) = ¢*0*(z)). Analogamente para homologia.

L]

Suponha, em particular, que G é um anel comutativo com identidade. Temos entao

Teorema 3.4. A aplicagio 0*: H*(F;G) — H*(F;G) de (3.7) é uma derivagdo de
graun — 1, do anel graduado H*(F;G).

Demonstragio. Seja e o gerador canénico de H*(E™, S" 1) e s = §* !(e) € H*1(S"1)
tal que (e,e) = 1, em que € é um gerador de H, ;(S"!). Temos entdao o diagrama
comutativo

HY(F) — 2 go-1(S"! x F)

‘| B

HI(X, F) —=HI(E" x F.§"" x F)

e 0* é dada por
¢*0*(x) = e x 0*(x). (3.8)

O elemento identidade 1 € H*(S"!) gera H°(S™'). Dai, pela formula de Kiinneth,
temos que os homomorfismos u +— 1 X u e v + s X v representam H971(S"~! x F)
como soma direta H7'(F) @ HI™"(F). Além disso, da naturalidade do produto cross,
temos

u=0 (3.9)

Sex € HY(F), y*(z) = 1 Xu+s xv para algum u € H7™Y(F) ev € H™"(F). Como
P*: HI7Y(F) — H97Y(F) ¢é a identidade temos que u = x e de (3.8) e (3.9) temos

ex 0 (z) =¢ 0" (x) =0"Y"(x) =0" (I x x + s X v) =€ X v.

Logo, 0*(z) = v. Portanto, ¥*(x) =1 x x + s x 6*(z).
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Agora, ¢* ¢ um homomorfismo de anéis. Mas, x € H97'(F), e y € H"'(F) implica

Pr—y)=1x(rwy) +sx0(x—y)

V(@) w1 (y) = (I xz+sx0(x) (I xy+sx0(y)) =
(Ixz)w(Ixy)+(Ixz)—w(sx0(y))+(sx0(z))—~(1xy
(1w 1) x (2w y) + (=) DD (1w ) x (2 6%(y)
) s ) (07(2) - 0 ()

1 x (xwy)+sx (0 (x) wy)+ (=) Ddmeg s (00 (y)).

E portanto, _
0" (x—y) = (6"(x) w y) + (=) (@ w7 (y))

]

Outro caso de especial importancia ocorre quando a fibra F' age sobre a fibragao p,
isto ¢, quando existe uma aplicacao pu: X x F' — X tal que

poiy ~1ly, pois~j e pou=pop,

emquei; : X > X X F,ip: F— X XxFej:F— X sao as inclusoes.
Em particular, a restricao de p & F' é uma multiplicacao g : F' X F' — F', tornando
F' um H-espaco.

Observagao 3.5. Definimos uma agao a direita. As vezes é mais conveniente utilizarmos
agoes a esquerda, que sao aplicagoes F' x X — X com as devidas propriedades.

Dizemos que a agao de p é associativa se vale x(y1y2) = (xy1)ye para todo x € X
e todo y1,y2 € F'; e que u é homotopia-associativa se existe uma homotopia h entre
o (1x X pp) e po(px 1p) tal que h é estacionaria com relagao a p.

Exemplo 3.6. Dado um espaco X, considere o espaco dos caminhos mensurados em
X

F'(X) ={(r,f) e R" x F(R", X); f(r) = f()Vt = r}.

Neste espaco podemos definir o produto de dois caminhos mensurados. Sejam (r, f) e
(s,g) dois caminhos mensurados tais que f(r) = g(0). Definimos o produto de (r, f) e

(s,9) por u((r, f), (s,9)) = (r + s, h), em que

) f(r), 0<t<r
ht) = {g(t —r), t>r.

Além disso, esse produto é continuo e associativo no espago M dos pares de caminhos
mensuraveis que admitem produto. A aplicagao p:F*(X) — X x X dada por p(r, f) =
(f(0), f(r)) é uma fibragao (veja [12], capitulo 3, §2). Seja zq € X e defina P*(X) =
p~ 1 ({zo} x X). Entao, por (2.27), a aplicagao q: P*(X) — X dada por ¢(r, f) = f(r) é
uma fibragao e F,, = Q*(X) = {(r, f) € F*(X); f(0) = f(r) = x¢} € 0 espago dos lagos
mensurados em X. Mostremos que o produto induzido em P*(X) pelo produto de
F*(X) é uma acao, associativa, a esquerda da fibra 2*(X) na fibracdo ¢. De fato, seja
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(0,z9) o caminho mensuravel constante em z,. De fato, é facil ver que para (r, f) €
)

Pr(X) e (s,9) € °(X) temos que u((0,0), (r, f)) = (r, f) e u((s,9), (0,20)) = (s, f)-
Por fim, se u((s, g), (r, f)) = q(r + s, h) entdo,

(s, 9), () = q(r + s,h) = h(r + )
= f((r+s) =) = f(r) = a(r, f) = ap2((s, 9), (1, ).

Que esta agao ¢ associativa decorre do fato de que p o é.

Exemplo 3.7. Seja G um grupo de Lie compacto e H um subgrupo fechado de G.
Temos que a projegdo p : G — G/H é a proje¢ao de um fibrado ([10]). Logo, por
(2.16), p é uma fibragao com fibra H. Seja p; o multiplicagdo do grupo G. Entao sua
restricao pu: G x H — G é uma acgao associativa a direita da fibra H. De fato, se x € G,
h € H e 1 é o elemento identidade de G, entéo u(g,1) = g1 = g, u(1,h) = 1h = h. Por
fim

Y

pulg, h) = p(gh) = (gh)H = gH = p(g) = pp1(g, h).

Suponha que F' age na fibragao p : X — SW. Neste caso, podemos dar uma férmula
um pouco mais explicita para a aplicagao estrutural ¢ do teorema (3.1) envolvendo a
acao .

Teorema 3.8. Sep: X — SW € uma fibragao com fibra F, a qual age sobre p, entao
existe uma aplica¢ao ¢o: (TW, W) — (X, F) tal que a aplica¢ao ¢ = o (g X 1p):
(TW x E\W x F) — (X, F) € uma aplicagao estrutural. Ainda, se pg: W — F € a
restri¢ao de ¢g, entao ¥ = pgo (o X 1p): W x F' — F é uma aplicag¢ao caracteristica.

Demonstra¢ao. Uma analise da prova do teorema (3.1) mostra que para ¢ ser uma
aplicacao estrutural basta satisfazer o seguinte:

(a) Se a: T, W — TW é o homeomorfismo candnico, entao ¢o (a X 1z) é homotopica,
em X, a uma aplicagao h: T, W x F' — X, que é uma equivaléncia de homotopia
esatisfaz poh=p; : T, W x F =T, W.

(b) O diagrama
(TW x F,W x F)—%~ (X, F)

n| |r

(TW, W) (S, %)

w/

é comutativo.

Sejam i: T, W — T, W x F ainclusdo e h: T, W x F — X, como na prova de (3.1).
Defina hg = hoien = po(hy x 1r). Uma vez que h é homotopico, em X, & projecao
p2: T W x F — F segue que hy é homotopica & aplicagao constante c: T W — X
e por conseguinte temos

pro(ho x 1p) ~po(cx1p)=po(jops) ~pr: TLW x F — Xy,

em que j: F'— X X F é a inclusao. Temos assim que 7 ~ h.
Seja agora ¢ a aplicagao estrutural do teorema (3.1). Defina ¢g = ¢y 0i e ¢ =
o (¢g X 1p). Agora, hy é€ homotopica, em X, & ¢ o (a X 1r) o7, donde

po(axlp)=po((¢po(ax1p)i)xlp)
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¢ homotopico a n, e por conseguinte, a h.
Por fim, mostremos que o diagrama do item (b) é comutativo. De fato, seja (x,y) €
Tw x F. Entao

p(b(xvy> = p:u((b(] X 1F)(x7y> = pp1(¢0($),y)
= poo(r) = phri(r) = w'pri(z) = W'pi(7,y).

[l
Retornando ao exemplo (3.6), a fibracao P*SW — SW, com fibra F' = Q*SW.

Neste caso o espago total é contratil, e a sequéncia de Wang se reduz a uma familia de
isomorfismos

H,(W AF)~ H,(F), ¢>0. (3.10)

Isso nos permite calcular os grupos de homologia de F' recursivamente. Pelo teorema
de Kiinneth temos, para ¢ > 0,

H(F) ~ H (W AF) ~ H(W x F,F)

~ P H.(W,x)@ H(F)& @5 Tor(H,(W,x), Hy(F)).

r+s=q r+s=q—1

Como W é 0-conexo, H,.(W,*) = 0 para r < 0, e portanto a primeira parte da soma
acima envolve apenas os grupos de homologia de F' em dimensoes menores que q. Uma
formula explicita seria um tanto complicada em geral. Sendo assim, suponha que o
grupo de coeficientes ¢ um corpo (ou que este ¢ um PID e H,((W,*);G) nao tem
torgao).

Seja b (Y') o k-ésimo numero de Betti do espago Y, e assuma que b, (Y) < oo, Vk.
Entao a série de Poincaré de Y é a série de poténcias formal

Y(t) = i b (Y)t*.

O teorema de Kiinneth implica que a série de Poincaré do espago produto é o produto
das séries de Poincaré de seus fatores. A série de Poincaré de (W, *) é

ou seja,

Para o caso em que W = S” temos que W(t) = t" e portanto,

Corolario 3.9. Os grupos de homologia dos espagos de lagos Q"1 = Q(S") sao
dados por
Z, q=pn,p=0

0, caso contrdario

Hq(Q”+1) ~ {
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Demonstra¢ao. Uma vez que H,(S™, x) é livre de tor¢ao, temos da formula de recor-
réncia acima que, H,(*S™™!) & livre de torgao, e portanto os grupos H,(Q2*S"*!) ficam
determinados pelos seus nimeros de Betti. Agora, a série de Poincaré para QS"*! é

dada por

1

Donde segue que

) = >0

0, caso contrario

Por fim, o resultado segue pela observagao (3.10). O

Este resultado para (S"*!) (ou melhor, para o espago de lagos retificdveis em S™1)
foi provado primeiramente por M. Morse.

Nos determinamos os grupos de homologia para o espago F' = Q*SW, mas existe
uma estrutura adicional derivada do fato de que F' é um H-espago. De fato, H,(F)
é uma algebra graduada, a algebra de Pontryagin, sobre o anel de coeficientes GG. O
produto em H,(F) ¢ definido por u - v = po, (u X v), em que pg : F? — F & o produto
em F.

Observagao 3.10. Os espagos Q(SW) e Q*(SW) possuem grupos de homologia e anéis
de cohomologia isomorfos, uma vez que tém o mesmo tipo de homotopia (veja [12],
capitulo 3, §2). Que estes espagos possuem anéis de Pontryagin isomorfos decorre do
fato da equivaléncia de homotopia entre eles ser uma H-aplicagao.

Teorema 3.11. Se (W,x) é um par NDR com W 0-conexo e G é um corpo, ou um
PID com a hipdtese de que M = H, (W, *;G) € livre de tor¢ao, entao a dlgebra de
Pontryagin H,(QSW) € isomorfo a dlgebra tensorial T'(M).

Demonstracao. Pelo teorema de Kiinneth, temos que
H.(WAF)~H((W, %)@ H(F) = M ® H.(F).

Portanto, na sequéncia de Wang da fibragao Q*SW — P*SW — SW, podemos con-
siderar ¢ como um homomorfismo entre M ® H,(F) e H.(F). Seja Mj = Hy(F) e
defina M! C H,(F) indutivamente pondo

;L-i—]_ = ¢(M ® M;z)

Como observamos mais acima, F' é 0-conexo e portanto o homomorfismo aumentacao
e: Hy(F;G) — G é um isomorfismo. Definimos uma sequéncia de isomorfismos do
seguinte modo, seja fo: My = G — M| a inversa de ¢. Se f, : M,, — M é um
isomorfismo entao a composta

Mo = M@ M, 58 Mo M, 25 H(F)

& um monomorfismo (pois v/ : M ® H,(F) — H,(F) é um monomorfismo uma vez que
¢ : H(W A F) — H,(F) é isomorfismo para ¢ > 0 ¢ Ho(W A F) = 0) com imagem
M, ., e portanto temos um isomorfismo f,1: M, — M;,. Os isomorfismo f, induzem
um homomorfismo f:T(M) — H,(F'). Mostremos que

(a) f é um epimorfismo;
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(b) f é um monomorfismo;
(¢) f ¢ um homomorfismo de élgebras.

Sejam
P,=) M, e Pi=> M,
q=0 q=0

Entao P} = My = Hy(F'). Mostremos que H,(F') C P, para todo n. De fato, suponha
que Hy(F) C P, para todo ¢ < n e seja © € Hypy1(F). Como V:Hy (WAF) —
H,1(F) é um isomorfismo, existe u € H, (W A F) tal que @(u) = x. Agora,
H;(W,%) =0 para i < 0, e portanto

u € @ Hyirj(W, %) ® Hy(F) C M® P,

7=0

Logo,
=) € PM®P,) = Z¢(M ®M;) C ZM;+1 =Py
q<n q<n

Portanto H,11(F) C P, ,,. Agora, como as f, sao isomorfismos, segue que P, C Im f
e portanto f é sobrejetora.

Agora, fip, = fo: Mo — Ho(F) C H.(F) é um monomorfismo. Suponha que fip, :
P, — H,(F) seja um monomorfismo. Uma vez que fp, : P, = P, ¢ um isomorfismo,
1® flimepr, : M P, - M® P, também o é. Além disso, como Y| yep, M ® P, —
H,(F) é um monomorfismo, segue que a composta

g MoP, 5 Mo P - H.(F)

também o é. Agora, a restricao de g a M ® M, é f,41 e portanto temos que g =
fimap,. Agora, f(My) C Ho(F) e f(M® P,) C Hi(F), o ideal de elementos de
dimensao positiva de H,(F). Além disso P,1 = Mo @ (M ® P,). Logo, fip,., =
fimo ®9: Mo ® (M ® P,) = H,(F) é um monomorfismo. Uma vez que isso ¢ verdade
para todo n, segue que f é um monomorfismo.

Para mostrar que f é um homomorfismo de algebras, usaremos o teorema (3.8).
Como a fibra F' age na fibragao que estamos considerando, existe uma aplicacao )y :
W — F tal que ¥ = poo (g X 1), onde po: F x F' — F & a operagao de multiplicagao
de caminhos mensurados.

Lema 3.12. A aplicagio ) : M @ H,(F) — H,(F) ¢ dada por

Y(u®@v) = zlzo(u) v,
para todo u € M e todo v € H.(F) e algum homomorfismo o : M — H.(F).

Demonstragao do lema (3.12). Considere a sequéncia exata longa do par (W, x).
Como {*} é um retrato de W, segue que essa sequéncia se decompoe em uma familia
de sequencias exatas curtas

0 — H,(+) 2% H (W) -2 H,(W,*) — 0.
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Agora, se c: W — F & a aplicagao constante igual a 1(*), temos que 1)g0j =coje
portanto vy, — ¢, induz um homomorfismo v, tal que o diagrama

Hy(W) —== Hy(W, %)

¢0*_C*L ~
Yo
H,(F)

é comutativo. Considere agora o diagrama

H(W xF)—" > H(WAF)

Y S

H,(W)® H,(F) 2~ M ® H,(F) H.(F)
(Y0, —cs)® Ld;o Tuo*
H.(F) ® H.(F) = H.(F x F)

os homomorfismo k; sao dados pelo produto cross. O retangulo superior esquerdo é
comutativo pela naturalidade do produto cross, e o triangulo logo abaixo é comutativo
pela defini¢do de 1)y. Queremos mostrar que o quadrildtero a direita ¢ comutativo.
Uma vez que o homomorfismo 1 ¢ definido pela equacéo ¢, = ¥, — P2., este problema
é equivalente a mostrar a validade da seguinte igualdade

tio, (ks(to @ 1))ky ', = 1, — pa,.
De fato,
10, (k3(1ho @ 1))y ' = pro, (ks (o ® 1)) (6. @ 1)ky

= po, (k3((Yo, — ¢) @ D)y " = po, (ks(tho, @ 1)ky " — po, (ks(c, @ 1)ky !
= 0. (tho X 1)u = pro, (€ x 1) = (po(o x 1))s — (po(c X 1)),

Uma vez que ¢ = po(thg X 1) e py ~ po(c x 1) o resultado segue. ]

Para finalizarmos a prova, basta mostrarmos que f(u ® v) = f(u) - f(v) para todo
u € M e todo v € M, ou seja,

frrr(w@v) = fi(u) - fu(v).

Mas, B 3 B
frr(w @) =9 (1@ fo)(u®@v) = P(u® fo(v)) = Yo(u) - fu(v).
E,
flw) = filu® 1) =91 & fo)u®1) =d(u® fo(1) = d(u® 1) = do(u).
Por fim a observagao (3.10) completa a prova. O

Corolario 3.13. O anel de Pontryagin H.(Q"™") € o anel de polinomios Zu], onde u
gera o grupo ciclico infinito H,(S™).
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Calculemos H™(Q""1). Se n é par entao, pelo corolario (3.3), temos a sequéncia
exata longa

coo— HIUTHPESMTY - HH QS % HTH Qs — HI(P*S™T) — - -
Uma vez que P*S"™! & contratil e H*(Q*S"™!) ~ H*(Q"*1), temos
HELQ ) & gon=l(Qrtl) g > 1.
Disso, e do fato que H?(Q""!) = 0 para todo p < 0, segue que
H Q) & glathnQnely g > 0,
e H(Q") =0se q Z0 (mod n).
Além disso, como Q™! ¢ conexo por caminhos,
H Q") ~ 7.
Defina uma sequéncia {z,} pondo zp = 1
Mostremos que
klzp = 28 (k> 1). (3.11)
De fato, o resultado é 6bvio para k = 1. Suponha que (3.11) é valida para k. Como 6*
é uma derivacao de grau n, n par, temos
OF (251) = 0% (212F) = 0 (20)2F + (—1)"m= 2 0% (2F) = 2F 4 2007 (2F) = 28 4+ 2107 (K 2)
=2+ 2 (k(k —1)10(2)) = 28 + k(B — D)zpy) = 28 + k2 (287
= (k+1)2F = (k+ Dklz = (k+ D)0 (2341)
Mas #* ¢ um isomorfismo, donde 2¥! = (k 4 1)lz,11.
Isso determina a estrutura de H*(2"™!) no caso n par. O denominaremos o divided
polynomial ring P*(z) gerado pela sequéncia z = (z1, 22, . . .).

Agora, se n ¢ impar, pela lei da comutatividade do produto cup, 27 = —2z% e portanto
2?2 =0, uma vez que H*"(""!) ndo possui torgao. Temos as seguintes relagoes

k
22k = Zokt1, ZiZont1 =0 e zy = klagg.

E facil ver que essas relacoes sdo verdadeiras para k = 0. Suponha agora que sao
validas para todo j < k, entao

9*(Z1Z2k) = 9*(21)2% - 219*(2%) = 29k — R1R2k—1 = R2k = 9*(Z2k+1)-
Portanto z;29, = z9r41. Além disso,

2
21 20k+1 = 21(21221) = 27221 = 0.

Por fim, (0*)2 = 0* o 6" & uma derivagao de grau par, que leva zo; em zo_o € assim
podemos deduzir a terceira relacao de modo analogo ao feito no caso n par.

Podemos entao explicitar a estrutura de H*(Q"*!) para n impar. Os elementos
29, 24, - . geram uma divided polynomial dlgebra isomorfa a H*(2?"™!), e o elemento
21 gera uma éalgebra exterior isomorfa a H*(S™). Finalmente, a algebra total é isomorfa
ao produto tensorial dessas subalgebras

H*(QnJrl) ~ H*(QQnJrl) ® H*<Sn)
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Wang

Seja p : X — S"™ uma fibragao com fibra F. Ja estabelecemos a sequéncia de
cohomologia

o HYX) S g ) S HO(F) S HY(X) S HYF) — -

com coeficientes num anel comutativo A, onde ¢* é um homeomorfismo de anéis e * é
uma derivacao. Temos a seguinte propriedade ttil de a*.

Teorema 4.1. Para x € H*"(F) ey € H"(X), temos
af(x—i*(y)) = a’(x) —y.

Demonstragao. Relembre que o é definida pelo seguinte diagrama

HY(X, F)— HY(X)

y -

HI(E™ x F,S§"' x F) <— HI™"(F)

em que ¢ ¢ uma aplicacao estrutural, e ¢ um gerador de H"(E™,S"!) e j ¢ a inclusao.
Logo, a*(x) = j*(z) onde z € HY(X, F) é tal que ¢*(z) = e x x. Se z € HI(X,F) e
y € H"(X), estd bem definido o produto cup desses elementos
zwy € HM(X,F).
Além disso, da naturalidade do produto cup temos
Jzvy) =7 (2) vy = o’ (x) »y,
e também
9" (2 y) = ¢"(2) ~ o1(y),
em que ¢} é o homomorfismo entre H"(X) e H"(E™ X F') induzido por ¢. Seja ¢: E™ —
{*} a aplicagdo constante e considere o diagrama

H"(X)
¢1‘l \
HY(B"  F) = H'(x x F) == H'(F)

y

o

HO(+) & H'(F)

o7
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em que k; ¢ o produto cross. Uma vez que a aplicagao ¢|p.xr : F' — F' ¢ homotopica
a identidade, temos que tridngulo superior do diagrama é comutativo. Além disso,
da naturalidade do produto cross temos que o retangulo central é comutativo. A
comutatividade do tridngulo direito segue do fato que o produto cross é dado por
u® v pi(u) — pi(v). Assim, temos

O (y) = (¢ X 1p)*pyi*(y) = ka(c* @ 1%)ky 'p3i*(y)
(et @118 () = ¢ (1) x i*(y) = 1 x i*(y).
Donde

¢ (zwy) = ¢"(2) d1(y) = (exx)~ (1xi"(y)) = (e~ 1) x (zi"(y)) = e x (x~i"(y)).
Logo, da definicao de a* segue que

-k

a'(x~it(y) =7 (2w y) =5 (2) vy = a’(x) v y.

Corolario 4.2. Se x € H?(X) ey € HI™"(F), entdo

a’(i*(z) v y) = (=1)"z ~ a™(y).

Demonstragio. Note que i*(z) —y = (=1)P@™(y < i*(x)) e a*(y) v 2 = (=1)P(x —
a*(y)). Logo,

0 (") = ) = (~1)P0 0 (y < i* (@) = (1P (0 (y) < 1) = (1)( < 0" ().
]

Corolario 4.3. A imagem de o é um ideal em H*(X), e o produto de quaisquer
elementos desse ideal € nulo.

Demonstra¢ao. Uma vez que o é um homomorfismo, para mostrar que sua imagem
¢ um ideal ¢é suficiente mostrar que para todo x € H*(F) e todo y € H*(X) temos
a*(x) vy € Ima* e y— o*(z) € Ima*. De fato, como vimos acima, a*(z) vy =
a*(z~i*(y)) € Ima*. Por outro lado, y — o*(z) = (—1)'a*(i*(y) « x) € Im a*.

Sejam agora x,y € H*(F'). Entao,

a’(x) o’ (y) = o (x~ (i"a")(y)) = a*(z~ 0) = 0.

Note que a peniltima igualdade se deve ao fato que a* e ¢* sdo dois homomorfismos
consecutivos na sequéncia de Wang. O]

Se 1 € HY(F) & o elemento identidade do anel de cohomologia, entao o elemento
u = «o*(1) pertence a H"(X), e temos

Corolario 4.4. O endomorfismo d* = a* oi* de H*(X) é determinado por
d*(y) = uvy,

para todo y € H*(X).
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Demonstragao. De fato, para y € H*(X), temos
]

Podemos determinar o elemento u. Para isso, lembremos que temos o seguinte
diagrama comutativo (teorema (3.1))

(E" x F,S" ! x F)—2~ (X, F)

(En’ Sn_l) — g (Sn7 *)7

q

onde ¢ ¢ a aplicagdao quociente. Seja s™ o gerador de H™(S™) tal que ¢*(k*) ™' (s") = e,
em que k : S" — (S, %) é a inclus@o (¢* é sobrejetora pelo lema (1.23)). Entao,
o(p*(k*)~'s") = pig* (k") (s")) = pi(e) = pi(e) ~ p5(1) = e x 1. Pela definicao
de a*, a*(1) = j*(p*(k*)~'s") (como vimos na prova do teorema (4.1)). Agora, pela
naturalidade da sequéncia exata longa do par temos que o diagrama

HY(X,F) L~ H"(X)
o
HP(S", %) £ HY(S")
é comutativo. Portanto a relagao
a*(1) = p(s") (4.1)

vale em H™(X).
Suponha agora que F' age na fibragao p por p : X x F' — F. Entao a aplicacao
pop;: X X FF— S" é uma fibracao com fibra F' X F' e o diagrama

X xF a X
\ /
pop1
Sn
comuta.
Logo,

p(u) = p'p*(s") = (pop)*(s") = pip*(s") = pi(u) = u x 1

Ou seja, o homomorfismo
p'r H(X) — H(X x F)

leva v em u X 1.

Um par NDR (A, B) ¢ dito um H-par se A e B sao H-espagos e a restrigao do
produto em A para B x B é homotopico ao produto em B.

Suponha agora que a aplicagao p possua uma extensao ju; : X x X — X que torna
(X, F') um H-par. Neste caso diremos que p é uma H-fibragao (com respeito a estrutura
de H-par de (X, F)).
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Exemplo 4.5. Se X é um grupo de Lie compacto e H é um subgrupo fechado entao
a projegao p: X — X/H ¢ a projegao de um fibrado ([10]). Logo, pelo corolario (2.16)
p é uma fibragdo. Portanto, se (X, H) é um par NDR, entao p é uma H-fibragao.

Teorema 4.6. Se p: X — S" € uma H-fibracao e o anel de coeficientes é um dominio
de integridade, entao u € H™(X) € primitivo.

Demonstracao. veja [12] O

Para o estudo da sequéncia de Wang em homologia, assumiremos que os coeficientes
estao num anel comutativo A e que F' age na fibragao.
Aagao p: (X x F,F x F) — (X, F) da origem ao diagrama comutativo

o> Hy(F X F) == Hy(X x F)— Hy(X x F,F x F)—=H,_{(F x F) — - -
luo lm Lm luo

o H,(F) H,(X) H, (X, F) Hyy(F) —— -

q

Além disso, se u € H,(F') é um elemento fixo, o produto cross déa origem ao seguinte
diagrama comutativo

o —=Hy o (F) —— Hy(X) Hy (X, F) Hy o i(F) —--

i Hy(F X F) = Hy(X X F) —=Hy(X X F,F x F)—=Hy_1(F x F) —> -

Combinando esses dois fatos temos o diagrama comutativo

—=Hy (F)—Hy o (X)—Hy (X, F) — Hyp 1 (F) —- -

"_>Hq(F)_>Hq(X)_>Hq<X7F)_> qfl(F)_>"'

Agora, a sequéncia de Wang é obtida a partir da sequéncia de homologia do par (X, F)
substituindo o grupo H,.(X, F) pelo grupo isomorfo H,_,(F). A classe u opera em cada
termo da sequéncia resultante e temos o diagrama (nao necessariamente comutativo)

Qe 0.

e Hy(F) —" Hy(X) —2 H,y(F) —"> H,_y(F) =" Hp — 1(X) — -~

e p+r(F)Z—-*> p+r(X)—a§Hp+r—n(F)7: p+r—1(F)7*> prr—1(X) —- -

Teorema 4.7. Se p: X — S™ € uma fibragao com fibra F', na qual F age, e se w =
p(w) € H,—1(F) € a imagem do elemento caracteristico sob a aplica¢io de Hurewicz,
entao

O.(x) =w- . (Vo € Hy,—,(F))

Ainda, se a agdo € homotopia-associativa, entdo o diagrama acima € comutativo.
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Demonstragao. Seja ¢: (E™ x F,S" ' x F) — (X, F) uma aplicacao estrutural. Entao
o diagrama

Hy(X)—L—H,(X,F) ———~H, |(F)

Hyn(F)

¢ comutativo pela defini¢ao de o e 0,. Podemos considerar ¢ da forma o (¢ X 1)

para alguma aplicagao ¢ : (R",S" 1) — (X, F). Entao,

0.(2) = Butr(e X ) = Duia(d0 X Lp)a(e X ) = Bupia(D0,(6) x 1)
= (o, (e) X ) = p(w X 2) = w - ,

em que w = O, Py, (€).
Agora, o elemento caracteristico da fibracao p €, por defini¢ao, a imagem da classe
da aplicacao identidade ¢,, € 7,(S™) pela composta
-1
Tu(S") 25 m0(X, F) 25 0y (F).
Agora, se p é a aplicagao de Hurewicz, temos que o diagrama

(X, A) 2> 1,1 (F)

/| |s

H, (X, A) —— H,1(F)

é comutativo, e portanto,

p(w) = p(0upy ! (tn))) = Ou(pps* (w))

Assim, basta mostrarmos que pp;t(w) = @y, (e).
Note que, como ¢ é uma aplicacao estrutural,

Wloplzpofb:poﬂo(%x1F)=pop1(¢0X1F):pO¢OOP1

donde w’ = p o ¢y. Agora, como w’ representa ¢, segue que p o ¢y também representa
L. Mas,
bn = [p © qb()] = p*[¢0]7 ou Seja7 p:l(bn) = [¢0]

Logo, da defini¢ao da aplicagao de Hurewicz, temos pp; *(t,,) = ¢o,(€), 0 que completa
a primeira parte da prova.
Suponha agora que a acao é homotopia-associativa. Entao

O(z-u)=w-(z-u)=(w-x) u=0(x)- u.
Por outro lado,

Jola-u) = 6.6 x (- u) = (o, x 1).(e x ala - u))
= 1(d0,(€) X @z - u)) = do.(e) - oz - ).
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Enquanto que

Ja(@) - u = (¢o.(€) - a(2)) - u = do,(€) - (au(@) - w).

Uma vez que j.(x-u) = j.(z)-u (pois o diagrama era comutativo antes de substituirmos
os grupos H,(X, F') pelos grupos isomorfos H,_,(F")), os elementos a,(z-u) e o, (x) - u
tem a mesma imagem pelo isomorfismo y +— ¢g,(e) - y (pois este é a composta dos
isomorfismos ¢, e y — e X y) segue que estes elementos sao iguais. L]

Teorema 4.8 (naturalidade da sequéncia de Wang). Suponha que

/ X/

N

STL

X

¢ um diagrama comutativo e que p e p' sao fibragoes com fibras F' e F', respectivamente.
Entao f: (X, F) — (X', F') induz uma aplica¢ao

S(F) — Hy(X) —2> H,_(F)—2> H, (F)——> -

A P
e () e Hy(X') = Hy o (F) — Hya () —— -

/
* * *

entre as sequéncias de Wang de p e p’ (isto €, o diagrama acima é comutativo). Além
disso, hd o diagrama comutativo dual

...équl(F/)L*)qun(F/) LH(J(X/) L*)Hq(pl) .

N A P P

e HO (F) o O (F) —m HO(X) —m HO(F) — -+

« 3



5 A (co)homologia dos grupos
classicos

Nesta se¢ao, calcularemos os anéis de cohomologia do grupo ortogonal especial
O (com coeficientes em Z,), do unitario U,, do grupo unitario especial U}, do
grupo simplético Sp,, (com coeficientes gerais) e das variedades de Stiefel V,,,, (com
coeficientes em Zs).

Para o estudo da homologia dos grupos classicos O}, U, e Sp,, faremos uso das
seguintes inclusoes

OfcO;c---CcOfcO/,C-
U, cU,c---cU,cU,;C---
Sp; CSp, C -+ CSp,, CSp,,41 C -+
Além disso, observe que os espagos de classes laterais O, ;/O;", U, /U,,_; e Sp,,/Sp,_;
sao esferas de dimensoes n, 2n — 1 e 4n — 1, respectivamente.

Para um grupo de Lie compacto GG, e um subgrupo fechado H deste, temos que a
projecao p : G — G/H é a proje¢ao de um fibrado ([10]). Logo, por (2.16), temos as
fibragoes

o) -0, ,—8s"
U, — U, —» S§*n!
Sp,,_, — Sp,, — S*!
Teorema 5.1. A dlgebra de Hopf H*(U,; A), com coeficientes num dominio de inte-
gridade A, € a dlgebra exterior

Az, ... xy)
onde z; é um elemento primitivo de H*~1(U,).
De modo analogo prova-se

Teorema 5.2. A dlgebra de Hopf H*(Sp,,; A), com coeficientes num dominio de inte-

gridade A, € a dlgebra exterior
Ay, ... xy)

onde z; € um elemento primitivo de H*~'(Sp,,).

Demonstragdao do teorema (5.1). O grupo U; é o grupo multiplicativo S! e o teorema
(5.1) é verdadeiro nesse caso. Suponha que H*(U,_;) é como no teorema. Considere
a sequéncia de Wang

oo HTY (U, 5 HT2 (U, 25 HY(U,) -5 HY(U,) — - -

63
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Agora, 0* é uma derivacao de grau 2 — 2n e portanto,
0" (z;) € H? =+l paral1<i<n—1.

Como 2(i —n) + 1 < 0 segue que 6*(z;) = 0 para todo 1 < ¢ <n —1. Agora, dado um
elemento da base x; = x;, - -~ @y, (i, < -+ < iy < i3 < n) temos

9*(1'1) = 9*(xi1)xi2 T Ty, + (_1)(n71)dimx1xi19*<xi2 to :C’Lk)
= <_1)(n71)dim11$i1 (9*<x12>x13 T Ty, + <_1)(n71)dimzﬂxi29* (xig, o xlk)) =

= <_1)in1 C Lo (6*(‘%%71)%21@ + (_1>(n_1)dimwikflmikxikflg*(xik)) =0.

Portanto, 8* é o homomorfismo nulo. Logo, a sequéncia de Wang se decompoe em uma
familia de sequéncias exatas curtas

0= HT>" (U, 1) = HY(U,) -5 H(U,) = 0 (5.1)

Uma vez que H"(U,_;) ¢ um modulo livre para todo r, segue que H9(U,,) também é
um modulo livre. Além disso, ¢* : H(U,) — H9(U,_;) é um isomorfismo para todo
q<2n-—1.

Sejam y; € H*7'(U,) a imagem inversa por i* de 7;(1 < i < n—1) ey, =
a*(1) € H* Y(U,). Os mondémios x; = xy, -+ Ty, (ix < -1 < n) formam uma
base para H*(U,_1) e pela exatiddao da sequéncia (5.1), temos que os monoémios y; e
a*(xy), (ix < ---ip <n) formam uma base para H*(U,,). Mas,

o (xp) = o (T4, - - 24,) = QT (Yiy + -+ Yip) = YnTiy -+~ Tiy, = Yn¥I

em que a penultima igualdade se deve ao corolario (4.4). Temos assim que H*(U,,) é
a algebra exterior gerada por yq,...,Yn.

Por fim, mostremos que os elementos ¥, ..., y, sao primitivos. Para y,, note que
(U,,U,_1) é um par NDR, uma vez que (S**~! %) o é. Além disso, como U,,_; Cc U,
sao H-espagos, segue que p é uma H-fibracao. Logo, y, = a*(1) é primitivo por (4.6).
Para os demais y;, considere a aplicacao iy : (U,_1,*) — (U, *) induzida por i. Temos
o diagrama comutativo

T tn H™ (U, U,
H (Un X Un) ( LTX )
va
T(Unfl X Unfl) tn—1 Hr(Un_Ll/TxUn_l)

\ /
7

Hr(Un—l X Un—17 Un—l A Un—l)
T(il Xil)*
H(U, x U,,, U, AU,)

471

obtido a partir da defini¢do de elemento primitivo, em que i x 7 é induzido por (i x 7)*
(este esta bem definido uma vez que (i X )*p; = pfi*) e r < 2n—1. Note que, como * é
um isomorfismo, segue da formula de Kiinneth que (i x i)* também é um isomorfismo.
Além disso, uma vez que p;o(ix1i) = iop; temos que (i xX)*(L,) = L! e por conseguinte,
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i X 1 & um isomorfismo. Assim, concluimos que (i; X i1)* é um isomorfismo. Uma vez
que i*(y;) = x; é primitivo,

B’ (yi) = By p" (2:) = 0,
donde
(i x i) "B (yi) = By (0 4)" 1" (i) = By i (ys) = 0.
Uma vez que (i; X i1)* é isomorfismo, temos 5% u*(y;) = 0, ou seja, y; é primitivo.
]

Note que se A tem caracteristica diferente de dois, entao os elemento z; tem qua-
drado zero devido a lei da comutatividade. Em particular, isso é verdade para A = Z.
Além disso, H*(U,;Z) ¢é livre de posto finito. Logo, para todo A, H*(U,; A) ¢é iso-
morfo, como algebra, a H*(U,;Z)® A. Tomaremos os geradores da forma z; ® 1, onde
x; é gerador de H*(U,,; Z).

Teorema 5.3. A dlgebra de Hopf H.(U,;A), com coeficientes em um dominio de
integridade, € a dlgebra exterior

A2y, ... 2),

n

onde x; é um elemento primitivo de Hy, 1(U,; A). Em particular, a dlgebra de Pon-
tryagin de U,, é comutativa.

Demonstragao. Pelo teorema (5.1) temos que H,(U,; A) é livre. Logo, H,(U,; A) ~
Hom(H?(U,; A); A). Sejam z; € H**"1(U,; A) como no teorema (5.1). Como {z; =
Ty Tiy -+ Tyl < g < --- < I < n} é uma base para H,(U,;A), seja {z}} sua
base dual. Dadas duas sequéncias I e J que nao tem termos em comum, seja I + J a
sequéncia obtida de I UJ arranjando seus elementos em ordem crescente. Seja também
n(1,J) o sinal da permutacao

ki ke oo ky ker oo kn
iody e A 1 e s )

em que [ = (iy,i9,...,%.), J = (j1,J2,---,7s) e [ +J = (k1,...,k,). Temos entdo que,
para toda sequéncia crescente K,

wrg) = Z n(l,J)x; X x;.

I+J=K

De fato, uma prova explicita seria um tanto complicada. Sendo assim, daremos um
exemplo que mostra como tal seria. Como z; é primitivo, temos que u*(x;) = pi(z;) +
p5(z;). Assim, usando o fato de que p* é um homomorfismo de anéis, temos

P (wrze) =p" (z1)p* (w2) = (pi(z1) + p3(21))(pi(22) + p3(22))
=p1(z1)p1(22) + pi(21)p5(x2) + p3(w1)pi (22) + p3(w1)p5(T2)
=pi(z122) + pi(z1)p5(x2) + (—1)pi(22)ps5(z1) + p3(2172)
=x1y1 X 1+ 21 X Ty — 29 X 1 + 1 X 2129

= Z n(l,J)x; x x;.

I+J=(1,2)
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Agora, sejam P e () sequéncias fixadas. Calculemos x5 - x’Q encontrando seu indice
de Kronecker com cada elemento basico zx. Temos,

(exe,alpralg) = (exc,palwlp xag)) = (i (a). wpxaly) = 3 (L, J)arxa,, dpxal).
I+J=K

Agora, (veja [1])
(x x 21,2 x ) = (=1 Plzr, 2)) @ (2, 2).

Assim, temos que (7, 2p 1) # 0se, esose, [+J = K, [ = P e J = (@ e neste caso,

(zre, 2p - xg) = (=1)"'n(P,Q),

em que p e ¢ sao os comprimentos das sequéncias P e () respectivamente (de fato, como
x; tem dimensao 2i — 1, x; tem dimensao 2t — i para algum ¢ e ¢ o comprimento de I).
Portanto,

il = {(—1)pqn(p, Q)tp,or se PNQ =10 5.9

0, caso contrario.

Permutando P e @) obtemos, de (5.2),
1
1 = (—=1)Pn(Q, P)a's. , = n(Q, P (—x’ -x'): —1)Pix’, - .
QP()’?( )P—i-Q n( )n<P7Q>PQ ()PQ

E portanto a algebra é comutativa. Além disso, a equagao (5.2) nos da que x? =0
para todo 1 < i < n. Para mostrar que H,(U,; A) é uma algebra exterior, basta
mostrarmos que os monomios x% formam uma base. Para isto, é suficiente mostrar
que

Ty =y - ah, wy,  K o= (i1,0g, .. i)
E claro que isto é verdade para k = 1. Seja J = (ia,...,ix) e suponha que ;=
x; ---x; - xj,. Entao, por (5.2),

ik i3
2y -y, = (=1, () = (1) (=) e = 2

Como gostariamos. Para completar a prova, basta mostrarmos que x; é primitivo. Para
isso, considere A a aplicagao diagonal de U,, e mostremos que A, (z}) =, x 1+ 1 x 2.
Uma vez que os elementos z; X x; formam uma base para H*(U, x U,; A), basta
calcularmos o indice de Kronecker A, (x}). Assim,

(xr X 27, Au(2})) = (A" (2 X x)), ) = (w125, 7).

Agora, se INJ # () entdo x;x; = 0, e caso contréario, xyry = w7, ;. Logo, se INJ # ()
ou I + J # {i} entao (x; x x;, A, (.:L' )) = 0. Portanto, os tinicos indices nao nulos sao

(@i x 1, Au(wy)) = (@i, z7)
(1 @i, Au(y)) =(i, 77)

1
1,

donde

Ay()) = (s x 1) 4+ (1 x ;)"
Agora, (z; x 1,2} x 1) = (z;,2}) ® (1,1) = 1 e por conseguinte, (z; x 1) = 2 x 1.
Analogamente temos que (1 x x;)’ = 1 X 2} 0 que mostra que A,(z}) =2 x 1+ 1 x
e completa a prova. O

i
)/
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De modo analogo temos

Teorema 5.4. A dlgebra de Hopf H.(Sp,,; A), com coeficientes em um dominio de
integridade, € a dlgebra exterior

A2y, ... 2),

n

onde x; € um elemento primitivo de Hy, 1(Sp,; A). Em particular, a dlgebra de Pon-
tryagin de Sp,, € comutativa.

Também precisaremos destes resultados para o grupo unitéario especial U;'. Estes
sao obtidos facilmente repetindo-se as provas do caso U,, comecando por Uj ~ S3 e
utilizando U, /U | ~ §~ L

Teorema 5.5. O anel de cohomologia H*(U; A) € a dlgebra exterior gerada pelos
elementos primitivos u; € H*~Y(UT; A) parai=2,3,...,n

Teorema 5.6. O anel de Pontryagin H.(U'; A) é a dlgebra exterior gerada pelos
elementos primitivos u; € Hy; 1(Ut; A) parai=2,3,...,n.

No §10, capitulo IV de [12]| sdo construidas, para cada n, imersées G, 11 :SP"(C) —
U, satisfazendo

(i) Se p: Ut — $*™ ¢ a restricao de ppi1: U, — S**! entdo p o Gy
(SP*(C),SP"1(C)) — (S**!, %) ¢ um homeomorfismo relativo.

(ii) Gni1gpr-i(cy = Gn: SP"H(C) — U}

e g, : P" — O/, | satisfazendo
(i) Sep:0;,, — S", entdo pog,: (P™,P" ') — (S", %) ¢ um homeomorfismo relativo.
(i) gnpn-1 = gn1:P"" = O}

Onde P denota o espago projetivo de dimensao n.
Faremos uso dessas imersoes nas provas dos resultados (5.7 - 5.9).

Lema 5.7. O homomorfismo G, : H*(U},,) — H*(SP") € um epimorfismo. Mais
ainda, G, € um isomorfismo entre o espago P* dos elementos primitivos de H*(U}! ;)

e H*(SP™).

Demonstracao. Sabemos que os elementos usg, us, ..., u,y; S0 primitivos. Segue por
argumento analogo ao usado no caso do grupo ortogonal (veja demonstragao do teorema
(5.8)), que esses elementos formam uma base para P* como um A-moédulo.

Temos que
Z, ¢q=2p,0<p<n+1

0, caso contrério.

HI(P"(C)) = {
Logo, usando Mayer-Vietoris para cohomologia obtemos que

Z, q=2p+1,0<p<n+1

0, caso contrario.

HY(SP"(C)) = {
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Logo, para mostrar que P* ¢é isomorfo a H*(SP"(C)) basta mostrar que a imagem
de cada vetor da base {ug,...,u,+1} de P* & um vetor da base de H*(SP™(C)).
Faremos a prova por inducao sobre n. O caso n = 1 temos que Gy é um home-
omorfismo e portanto o resultado se verifica. Suponha agora que o resultado vale
para G,. Temos que o homomorfismo i* : H*(U/}, ) — H*(U}) leva os gerado-
res us,...,u, de H*(U; ;) nos geradores de mesmo nome de H*(U}). Além disso,
Uny1 = o (1)(= p*(s>) pela equagdo (4.1)) segue da propriedade (ii) de G,, que o
diagrama

HY N (U,) ———= H*"\(U})

G:ﬁlj lGZ

HY=1(SP"(C)) —~ H%-}(SP*(C))

é comutativo, em que 7; ¢ a inclusao.

Temos que ¢* é isomorfismo para i < n. Além disso, pela propriedade (i) de G,
temos que H?(SP",SP"!) ~ HY(S?"™! x) e portanto, da sequéncia exata do par
(SP™, SP™ 1), temos que 7} ¢ isomorfismo para i < n. Logo, da hipotese de indugao,
temos que G, (u;) é gerador de H*~1(SP™(C)) para j < n. Considere o diagrama

H2n+1(82n+1’*) (poGr+1)* H2”+1(SP”(C),SP"_1(C))

| :

H™(UY,,) H¥1(SP"(C)).

Grt1
Pela propriedade (i) para G, 1 temos que (poG,.1)* é isomorfismo. Além disso , ana-
lisando a sequéncia exata do par (SP™(C), SP" !(C)) vemos que j* também ¢ isomor-
fismo. Logo, G p*(s*"™!) = Gi . (a*(1)) = G4 (uny1) € gerador de H*"t1(SP"(C))
o que completa a prova. O

Sejam A = {A;} uma algebra sobre Zy e (x1, 22, ...) uma sequéncia (possivelmente
finita) de elementos homogéneos de A(isto é, x; € A; para algum j). Dizemos que os
elementos x; formam um sistema simples de geradores se os monoémios x;, T;, - - - Tj, ,
em que i, > iy > --- > i, formam uma base aditiva para A.

Teorema 5.8. A dlgebra de cohomologia H*(O}, |;Zs) possui um sistema simples de
geradores Ty, ..., x, primitivos e tais que

o )T, 21<m,
' 0, 2i>n.

OS elementos T1,...,Ty JOrmam uma base para o espaco Mn dos elementos primitivos
) )
de H*(O 'Zg . Além disso, o homomorfismo q* leva ,/\/ln 1somorficamente sobre
n+1» ’ n

H*(P™; Zy).
Teorema 5.9. A dlgebra de Pontryagin H.(O;,1;Z2) € a dlgebra exterior

Az, ol .. 2h),

onde x, € um elemento homogéneo de grau i. Para i impar, os elementos x; sao
primitivos e formam uma base para o espagco M, de elementos primitivos.
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Provaremos os teoremas (5.8) e (5.9) por indugao silmultanea.

Demonstragio. Se n =1, O, = S' e os teoremas (5.8) e (5.9) se verificam. Assuma
a veracidade dos teoremas para O;. Considere a sequéncia de Wang em cohomologia

oo HTY(OH) . HT"(OF) oy H(O},,) N HY(Of) — ---

Parai < n—1, 0*(z;) € H-""(O;}}) = 0. Afirmamos que 0*(z,_;) = 0. De fato, se
0*(x,_1) # 0. Entao, 6*(z,_;) = 1 € H°(O;) e pela equagio (4.1), p*(s") = a*(1) =
a*0*(z,—1) = 0. A aplicagao (po g,): (P", P" ') — (S",%) ¢ um homeomorfismo
relativo e portanto, g} op* é um isomorfismo e ¢;p*s™ = 0, o que é um absurdo. Assim,
0* se anula em {z;; 1 < i <n—1} e portanto, como #* é uma derivagao, #* = 0. Temos
entao que a sequéncia de Wang se decompoe em uma familia de sequéncias exatas
curtas X .
0— H"™(O}) > HYO},,) — HYO,) =0

Logo, como no caso do grupo unitario, temos que, denominando a imagem inversa de
z; em H*(O;,,) por z; e pondo x,, = a*(1), temos que {z;;1 <7 < n} é um sistema
simples de geradores para H*(O;,;). Vimos que g}(z,) = gp*(s") é o elemento nao
nulo u™ de H"(P") e segue da hipotese de inducao e da propriedade (ii) de g, que
gi(xy) = u? para ¢ = 1,...,n — 1. Além disso, segue por argumento analogo aquele
usado no caso do grupo unitério, que os elementos x;,1 <7 < n sao primitivos.

Seja {2} a base dual para H,(O;, ). Mostremos que H,(O}, ) = A(z},...,a).
De fato, repetindo a prova do teorema (5.3) obtemos que os elementos 2/, satisfazem a
relagao (5.2) e portanto, H,(O/, ) = Az}, ..., 2}).

Podemos explorar agora a dualidade entre as algebras de Hopf H = H,(O;,,) e
H* = H*(O;},,). Se D e D* sao os espagos dos elementos decomponiveis de H e H*,
respectivamente, temos que M" é o espago dual de Q = H/D e M, é o espago dual de
Q* = H*/D*.

Note que, se |I| > 2, entdao z; € Im p, e portanto é decomponivel. Logo, o espago
gerado pelos xy, |I| > 2 e por 1 esta contido em D. Logo, se ¢ > n, H,/D, = 0. Caso
contrario, H,/D, tem no maximo um gerador, a saber r,. Agora, como (M™), # 0,
segue que .CE; nao ¢ decomponivel e que (M™"), é gerado por z,. Concluimos assim que
{z1,...,2,} é¢ uma base para M". Uma vez que o espago M" é isomorfo a H*(P")
por g, obtemos o desejado.

O elemento xg é primitivo, uma vez que

p(g) = (1 (2))* = (15 (wg) + P3(24)) = Pi(g) + p3(x7).
Logo, :Bg € M". Além disso, como ¢} : M" — H*(P"; Zy) ¢ um isomorfismo, temos que
gi(z,) = u?. Agora, como H*(P";Zy) ¢ a élgebra polinomial truncada Zs(u)/(u™*)
temos que
gn(a3) = (g5 (2q))* = (u?)? = ™.

Como ¢ é isomorfismo, segue que xg =Togse2qg <ne xg = 0 se 2q > n. Isto completa
a prova do teorema (5.8).

Mostremos agora que, se ¢ ¢ impar, «; ¢ primitivo. Como no caso do grupo unitario,
basta analisarmos o indice (x; xx 7, A, (2})) = (xr-z g, 2}). Se |I|+|J| > 2, (x;-x5,2)) =
(xr4g,25) = 0. Temos também que

(i X 1, Au(27)) = (g, 25) =1
(1 x x4y As())) = (2, 25) = 1.
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Concluimos assim que x} é primitivo.
Por fim, lembrando que z com |I| < 2 e zl, sdo decomponiveis, uma vez que, se
- . .~ ~ o . /o / ! / / /o
K + J = I é uma decomposi¢ao nao trivial, =} = 2 - 2/, = A (2 x 2/)) e af, =
A (x; x x;). Temos entdo, utilizando a dualidade entre M,, e H*/D*, que M,, é gerado
pelos &} com 7 impar.
]

De forma analogo podemos, calcular o anel de cohomologia mod 2 das variedades

de Stiefel

o+
Vim = n.

R O

Teorema 5.10. Seja p: OF — V., a fibracao natural. Entao p* : H*(Vym; Zo) —
H*(O;f; Zy) € um monomorfismo, e sua imagem € a subalgebra de H*(O}};Zs) gerada
POT Ty« o+ y T

Demonstragao. Faremos a prova por indugao sobre n. Se n = 2, entao Vo3 = O3 = S!
e o resultado se verifica. Assuma que o teorema se verifica para V,, ,,,—1. Considere o
diagrama comutativo

/

szr-i-l - Vn+1,m
x /
S'I’L

em que p’ restrito & O;F & a fibragdo p: Of — V,,,,1 € 0 ¢ a projegao natural. Pela
naturalidade da sequéncia de Wang temos o diagrama comutativo

* *
[ e

e qul(vn’m_l) _9 qun(vmm_l) 7. Hq(VnH’m) L) Hq(me_l) ...

| I | k

e—_— Hq_l(O:[) Hq—n(or-&;) — Hq(O:{H) - - Hq(();r) - ...

* >k
04 q q

Vimos na prova do teorema anterior que ¢; = 0. Logo, p*0; = 6;p* = 0. Como, por
hipétese de inducao, p* € um monomorfismo, temos que 6% = 0 e portanto a sequéncia
de Wang para a fibragao ¢ se decompoe em uma familia de sequéncias exatas curtas e
temos o diagrama

O—>Hq_n(vn7m_1) i>}1q(\/vn-|—1,m) LH(I(me_l) 0

k P I

0 ——H""(O;) H(0y, 1) H1(0;) ——0

* *
Qq g

Assim, pelo lema dos cinco, temos que p’* é um monomorfismo. Por fim, temos que a
sequéncia

0= p(H (V1)) —5 0" (H (Vasim)) — p*(H (V1)) = 0

é exata. Logo, por argumento anilogo ao utilizado na prova do teorema (5.1) obtemos
que (Tpt1-m,---,T,) ¢ um sistema simples de geradores para p'" (H*(V,11.,)) 0 que
completa a prova. O
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Corolario 5.11. A dlgebra H*(V,m;Zs2) possui um sistema simples de geradores

(Tomy ey Tn1)-

Um raciocinio semelhante nos da resultados similares para as variedades de Stiefel
complexas e quaternidnicas.






6 O teorema do isomorfismo de Thom
e a sequéncia de Gysin

Quando uma fibracao p: X — B possui fibra com o mesmo tipo de homotopia
de uma esfera e é orientavel, obtemos o teorema de isomorfismo de Thom H*(B) ~
Hp+”+1(f( ,X), onde X éo mapping cylinder de p. Obtemos entao uma sequéncia
exata encontrada por W. Gysin em 1941, relacionando os grupos de homologia de X e
B.

Seja p : X — B uma fibracao com fibra F' e espaco base conexo por caminhos. Se
F tem o mesmo tipo de homotopia que a esfera S"(n > 1) dizemos que a fibracao p é
n-esférica.

Seja A um PID. Se p : X — B é uma fibracao n-esférica, sejam X o mapping
cylinder de p e p: X > Ba projecao.

Definigao 6.1. Uma classe de Thom para p é um elemento u € H”*l(X,X;A) cuja

i*

imagem pelo homomorfismo H”“(X,X;A) — H"H(ﬁ’,F;A), i a inclusao, gera o
mddulo livre H"™Y(F, F; A). A fibragdo p € dita A-orientdvel se existe uma classe de
Thom para p.

Como vimos no teorema (2.23) o grupo 7 (B) age sobre H,(F;Z). Esta ac¢do induz
uma agao de m1(B) sobre Hom(H,,(F';7Z); A). Temos entao o seguinte resultado, para o
qual nao apresentaremos uma prova, uma vez que esta foge do escopo deste trabalho.

Proposicao 6.2. O homomorfismo i* € um monomorfismo. Além disso, este € um
isomorfismo se, e somente se, m (B) age trivialmente em Hom(H,(F;Z); A).

Proposicao 6.3. Se p € Z-orientdvel, entao é A-orientdvel para todo PID A.

Demonstragao. Considere j : Z — A o homomorfismo definido por j(1) = 1. Temos o
seguinte diagrama comutativo

5k

H" (X, X; A) : H" W (F,F; A)

Hom(H,1(X,X); A)
J J

Hom(H, 1 (X, X): Z)

Hom(i04) ~
_

Hom(H,1(F, F);Z)

H" (X, X, 7) H" ™ (F,F;7)

73
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em que as setas verticais sem nome sao isomorfismos dados pelo teorema dos coefi-
cientes universais. Como p é Z-orientavel, existe u € Hom(Hn+1(X ,X);7Z) tal que
g = Hom(ig,)(u) gera Hom(H, 1 (F, F);Z) como moédulo livre. Considere v’ = j(u)
e seja z € H,1(F,F) um gerador (note que podemos identificar H,1(F, F) com Z
pois p é n-esférica). Devemos ter entao que g(z) = +1. Mostremos que Hom(i,)(u')
gera Hom(H,41(F, F); A) como médulo. De fato, dado y € Hom(H, .1 (F, F); A) seja
B =1y(z). Como

Hom(7,)(v') = Hom(i,)(j(u)) = j(Hom(i,)(u)) = jg

temos Hom(i,)(u')(z) = jg(z) = +1 € A. Logo, se t = FHom(i,)(v')(z), temos
y = tBHom(i,)(u') e o resultado segue. O

Sejam By um subespaco fechado de B, Xy = p~!(By) e X = p~1(By). Os produtos
cup e cap dao origem aos homomorfismos

H" ™ (X, X; A) @ HY(X, Xo; M) — H" "' P(X, Xy U X; M)
Hy (X, XoUX; M)® H"'Y (X, X; A) = H,__1(X, Xo; M)

em que M é um A-modulo. Em particular, cada elemento u € H"*l(X,X;A)
determina homomorfismos

we HP(X, Xo; M) — H" (X, XU X; M)
~U :Hp(f(,f(o UX; M) — Hp—n—l(XJXO;M)

Teorema 6.4 (do isomorfismo de Thom). Se p: X — B ¢ uma fibragdo n-esférica
A-orientdvel com classe de Thom u € H"*l(X,X;A) entao, para cada subespaco fe-
chado By de B e qualquer mddulo de coeficientes M, os homomorfismos u~ e ~u $ao
1somorfismos.

Faremos a prova em passos. Primeiramente, observe que se u é uma classe de Thom
para a fibracao p : X — B e By é um subespaco fechado de B, entao a imagem de wuy
de u pelo homomorfismo H"“()A(, X;A) — H”+1(X0, Xo; A), induzido pela inclusao, é
uma classe de Thom para a fibragao py = p|x, : Xo — By. De fato, temos o diagrama
comutativo

(Xo, Xo) d (X, X)

(F,F)

Por hipotese, k*(u) gera H™ ™ (F, F; A). Agora, k*(u) = (joi)*(u) = i*(5*(u)) = i*(ug).
Lema 6.5. Se dois dos trés homomorfismos
~ug :Hy(Xo, Xo; M) = Hy,_py1(Xo; M)
~uHy (X, X, M) = Hy oy (X5 M)
~uH (X, XU X, M) — Hy o y(X, Xo; M)
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sao isomorfismos para todo p, entao o terceiro também €. Dualmente, se dois dos trés
homorfismos

up~ :HP(Xo; M) — H" (X, Xo; M)
w~ HP(X; M) — H" 9P (X, X; M)
u~ HP (X, Xo; M) — H" WP (X, X, U X; M)

sao isomorfismo, entao o terceiro também €.

Demonstragao. ponsidere o diagrama abaixo, que incorpora as sequéncias de homolo-
gia do par (X, Xy) e a terna (X, Xo U X, X),

H,(X, Xo; M)

k*l \

= Hy(Xy U X, X M) 2 H)(X, X, M) —2 Hy(X, XoUX; M) —2~

T
T p—n—l(XmM)—) p—n—l(X;M)—> p—n—l(XﬂXO;M)T)'

-/ 7 ’
Z* j*

Hp—l(X()a XOa M)

N

O H, (XU X, X, M) Hy (X, X M) —— -

p
J B
Hyna (X5 M) —— -

Y p—n—2(X0§ M) 9 P

em que k,7 e [ sao as inclusoes apropriadas. Como (X'O, Xo) ¢ um par NDR, temos que
{Xo, X0} € um par excisivo e portanto k. ¢ um isomorfismo. Definimos ¢ pela equagao

Qﬂﬁk = NUg.

O resultado seguira entao do lema dos cinco, uma vez verificada a comutatividade do
diagrama acima.
A comutatividade do primeiro e segundo retangulos segue da naturalidade do pro-
duto cap. Basta entao verificarmos o retangulo envolvendo os operadores de bordo.
De fato, temos (veja [1], 12.10)

'z ~u) = (=1)""k; 102 ~ ug.

Agora, ¢p0(z) = k; 10z ~ uy e portanto o diagrama comuta a menos de sinal, o que é o
suficiente para aplicarmos o lema dos cinco.
A prova para o homomorfismo u~— ¢ similar. O]

Como consequéncia do lema anterior temos que, para provar o teorema (6.4), basta
provarmos o caso particular By = ().
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Lema 6.6. Se ~u : HP(X,X;A) — Hp_n_l(X;A) é um isomorfismo para todo p,
entao

~u s Hy(X, X; M) — Hy_ 1 (X; M)

u~ : HP(X; M) — H" " 7P(X, X; M)
sao isomorfismos para todo p e todo A-mddulo M.

Demonstracao. Seja U € Z”“(X , X; A) um representante para a classe u. Considere
a transformacao de cadeias ¢4 : A(X, X; A) — A(X; A) dada por ¢4(c) = ¢~ U. Por
hipoétese, ¢4 induz um isomorfismo em homologia. Pela naturalidade do teorema dos
coeficientes universais temos o diagrama comutativo

0— H,(X,X; A) @ M — H,(X, X; M) — Tor(H,_,(X, X; A), M) —0
Lm*@l* j(¢A®1)* léA
0——Hp 1 (X;A) ——H, ,, 1(X; M) —Tor(H,_,_1(X; A), M) —0
Como a primeira e terceira setas verticais sdo isomorfismos, segue que (¢4 ® 1), é

um isomorfismo. Mostremos que (¢4 ® 1), = ~u. De fato, sejac = > oc®@m, €
Z,(X,X;M). Entao,

(¢A®1)(0)=Zma®¢A(0)ZZmU@)JAU: (Zmo,@a) ~AU=c~U

Logo, (¢4 ® 1),[c] = [(pa @ 1)d] = [¢ ~ U] = [¢] ~u e portanto ~u : Hy(X, X; M) —
H, ,,—1(X; M) é um isomorfismo.
Para cohomologia, temos que

Hom(¢4) : Hom(A(X; A), M) — Hom(A(X, X; A), M)

induz um isomorfismo em homologia, e portanto ¢4 induz um isomorfismo em coho-
mologia. Agora, para todo A € A(X, X; A) e todo 0 € Hom(A(X; A), M), temos

(Hom(¢a)(0),A) = (0094, A) = {0, 04(N)) = {0, A~ U) = (U ~0,})

donde conclimos que Hom(¢4)), = u~ e portanto u~ é um isomorfismo.
]
Sejam f : B’ — B uma aplicacao e p' : W — B’ a fibracao induzida de p por f.

Temos o diagrama comutativo
x-t.ox
' lp
/ _—

B 7 B.

Este induz um diagrama comutativo
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De fato, uma vez que W é o pushout de ig: W — W x I e p/: W — B’ assim como X
¢ opushout de 7p: X — X x I ep: X — B, temos o diagrama comutativo

f/

Agora, po(f'x1)oig = poigo f' =igopf =igo fop’. Logo, pela propriedade universal
do pushout, existe f/: W — X que comuta o diagrama acima. Se (z,t) € W x [ e
b € B', entao,

P((b)) = BIio(b) = piof (b) = H((f (b)) = f(b) = fP'({B)).
O que prova que p f’ = hy'.
A aplicacao f’ construida acima tem a seguinte propriedade

Lema 6.7. Sejav = f’*(u) € H"H(VV, W;A). A classe v € uma classe de Thom para
a fibracao p': W — B'. Além disso, o diagrama

H,(W. W; A) L 1, (X, X; 4) (6.1)

| |

Hy i (W A) A pen—1(X; A)

€ comutativo.

Demonstracao. Uma vez que a fibra F” de p’ é homeomorfa a fibra de F' de p, temos o
seguinte diagrama comutativo

-t p

!
Identificando F’ com F obtemos o diagrama

F

X,
f

w
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Este nos da o diagrama comutativo

(W, W) (X, X).

Que induz o diagrama comutativo em cohomologia

H (X X; A) il H™ (W, W; A)

\ /

H Y (F, F; A).

Uma vez que *(u) = ()*(f)*(u) = (¢')*(v) é gerador de H"(F, F; A), segue que
v é classe de Thom para p’. Por fim, a comutatividade do diagrama (6.1) segue da
naturalidade do produto cap. [

Uma aplicagao f: X — Y ¢é dita uma equivaléncia de homotopia fraca se f induz
uma bijecao entre os conjuntos das componentes conexas por caminhos de X e Y e
fe (X, 2) = m, (Y, f(z)) é€ um isomorfismo para todo n > 0 e todo = € X

Corolario 6.8. Se f é uma equivaléncia de homotopia fraca e ~v € um isomorfismo,
entao ~u € um isomorfismo.

Demonstragao. As sequéncias de homotoopia das fibracoes p e p’ se relacionam con-
forme o diagrama comutativo

1 (B) A (F) = (W) s 1 (BY) —— - -

=T 41(B) N T (F) e Tn(X) 5= T
Como f é uma equivaléncia de homotopia fraca, segue que f, é um isomorfismo. Logo,

o lema dos cinco nos da que f. é um isomorfismo, donde concluimos que f’ é uma
equivaléncia de homotopia fraca. Agora, temos o seguinte diagrama comutativo

(W, W) -~ (X, X)

/| I

(B', B')——~ (B, B).

Como p e p' sdo equivaléncias de homotopia, temos em particular que estas aplicagoes
sao equivaléncias de homotopia fraca. Vemos assim que f’ é uma equivaléncia de
homotopia fraca. Agora, pelo teorema de Whitehead, temos que

FoH (W) = H(X) e

*
N

fl H,(W) — H,(X)

*



79

sao isomorfismos.
Uma vez que f|’W :W — X é f' segue, aplicando o lema dos cinco ao diagrama que

relaciona as sequéncias dos pares (W, W) e (X , X), que
[l H(W, W) = H, (X, X)
¢ um isomorfismo. Por fim, o teorema dos coeficientes universais nos da que

fH(W W A) - H(X,X;A) e

*

[l H,(W; A) = H(X; A)

*

sao isomorfismo. O corolario segue entao destes fatos e da comutatividade do diagrama
(6.1). O

Uma vez que B possui uma CW-aproximagao f:K — B, segue do corolario anterior
que é suficiente provar o teorema para o caso em que B é um CW-complexo. Ainda,
mostremos que podemos assumir que B ¢ um CW-complexo finito.

Lema 6.9. Sejam B um CW-complezo e {Ba;aa€ J} a Jamilia de seus subcomplezos
finitos. Sejam (Xo, Xo) = (7' (Ba),p " (Ba)) € uo € H"(Xo, Xo; A) a imagem de u
pela injecao X, — X. Se para todo o € J

Aty Hy(Xo, Xo; A) = Hyop1(X,)
€ um isomorfismo para toda p, entao

~uc Hy(X, X5 A) = Hy 1 (X; A)
€ um isomorfismo.

Demonstragio. Considere a familia de homomorfismos ¢ : H,(X,, X,) — H.(X, X),
em que i®: (X4, Xo) = (X, X) séo as incluses. Temos entdo, uma vez que B é um
CW-complexo, que os homomorfismos & representam H*(X , X)) como limite direto,
isto é, induzem um isomorfismo

lim H,(X,, X,) ~ H, (X, X).
—
Agora, para cada «, considere o homomorfismo ¢, dado pela composta
Ho(Xa, Xa) 259 H,(X,) 25 H(X),

em que j*: X, — X ¢ a inclusdo. Agora, se i*?: (X,, X,) — (X&Xﬁ) ¢ a inclusao,
temos que o diagrama

oY
T

H,(Xa, Xo) > H,(X,) == H,(X)

H. (X, Xp) . H.(Xp) e H.(X)

é comutativo pela naturalidade do produto cap. Portanto,

Go = gg 01
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Logo, existe um tnico homomorfismo
g: H.(X,X) = lim H,(X,, X,) — H.(X)
—

tal que g o1 = g, para todo a. Mas, da naturalidade do produto cap, temos que para
todo x € Hy (X4, Xa),

ga(®) = Ji (2 ~wa) = ji (& ~ i3 (u) = i3(x) ~u = (~u)ig (2).

Portanto (~u)i¢ = g, para todo . Da unicidade de g concluimos que g = ~u.

De modo analogo, temos que H,(X) ~ lim_, H,(X,) e que os isomorfismos ~ug
induzem um homomorfismo d: H,(X) — H, (X X) tal que doj® = i%(~ug) ! para todo
. Considere 2 € H,(X,X) e seja y € H,(Xq4, X,) para algum o tal que i%(y) = z.
Entao,

d(x ~u) = d(i3(y) ~u) = dga(y) = & (Y ~ ua) = i3 (~Ua) (Y ~ ua) = 5 (y) =,

donde segue que d o (~u) = 1. Agora sejam x € H*(X) ey € H*(f(a), para algum «,
tal que j¢(y) = =. Entao

d(z) ~u=dji(y) ~u=(i(~ua) )Y) ~u =75 ((~ua) " (y) ~ ua) = j2(y) = =,

donde segue que (~u)d = 1 e concluimos que ~u é um isomorfismo.

]

Uma vez que todo CW-complexo finito tem o mesmo tipo de homotopia de um com-
plexo simplicial finito, basta provarmos o teorema para o caso em que B é um complexo
simplicial finito. Trataremos este caso por indugao sobre o niimero de simplexos de B.

Deste modo, assuma que B = By U By, em que B; é um r-simplexo principal de B,
By ¢é a uniao dos demais simplexos de B e By; = By N By é o bordo de B;. Pelo lema
(6.5) ¢ suficiénte provar que

~ HP(X,XO UX;A) — prnfl(X7X0§A)

¢ um isomorfismo.
Considere o diagrama comutativo

~Uul

H (X17X01UX17A)—> p—n—l(XbXOl;A)

| |

H,(X,XoUX; A)———>Hyn- (X, Xo; A),

onde as setas verticais sao induzidas pelas inclusoes apropriadas. Esses sao isomor-
fismos uma vez que os pares {Xo, X1} e {XoU X, X1} sdo excisivos. Portanto, basta
mostrarmos que ~u; é isomorfismo. Mas isso nos da que é suficiente provar que o ho-
momorfismo ~u do teorema (6.4) é isomorfismo para o caso em que B é um r-simplexo
com bordo By. Neste caso o espago base B é contratil, e temos pelo corolario (2.33)
que esta fibracao é tht e existe uma equivaléncia de homotopia

h:(Bx F,Byx F) = (X, Xo)
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esta por sua vez induz uma equivaléncia de homotopia
h:(BxF,Byx F,BxF)— (X,X,,X).

Lembrando que B e F' sdo contréteis e que H*(F,F;A) ~ H.(S" %;A) temos os se-
guintes isomorfismos, dados pelos produtos cross apropriados

H,((B, Bo) x (F, F); A) = H,__1(B, Bo; A) ® 4 Hys1(F, F; A)
H" ™ (B x F,Bx F;A) ~ H'(B; A) @, H""\(F, F; A)
Hy  1(BxF,Byx F;A)~ H, , (B, By; A) @4 Ho(F; A).

Uma vez que B é conexo por caminhos, temos que x — 1 ® z ¢ um isomorfismo entre
H”“(F F;A) e HY(B; A) @ H" ' \(F,F; A) e portanto existe w* € H"“(F F; A) tal
que h*(u) = 1xw*. Ainda, como u gera H”“(B x F'. Bx F) segue que w* gera o modulo
livre H”“(F, F;A). Seja w € HnH(F, F; A) a classe de homologia tal que (w*,w) =
1. Temos também que H,_,_i(B, By; A) @4 Hyp(F,F; A) e Hy__1(B,By; A) @4
Hy(F'; A) sao isomorfos a H,_,_1(B, By; A) por z — xxw e x — xx 1, respectivamente.
Como
(xxw)~(Ixw)=tlx~1)x (w~rw")=tlzx1)=xxt,

em que t € {1,—1} depende da paridade de n. Temos que o seguinte diagrama é
comutativo

~U

H,(X,XoUX;A) Hy 1 (X, Xo; A)

.| | N

HyBx E,Byx FUBx F; A) " [ (BxFE, Byx F;A)

o

prnfl (B, BO)

Como xw e Xt sao isomorfismo, segue que f\ﬁ*(u) também ¢é, e por conseguinte ~u é
isomorfismo. Isso completa a prova do teorema (6.4).

Podemos usar o teorema do isomorfismo de Thom para relacionar as sequéncias
de homologia de (X, X;) e (B, B,). Uma vez que o par {Xp, X} ¢ excisivo, temos
H*(XO U X, )2'0) ~ H.(X, Xy). Substituindo esses grupos na sequéncia exata longa da
terna (X, Xo U X, X;) temos

c— H, (X, X UX) = Hy(X, X) = Hy(X, Xo) = Hy(X,XoUX) —

Como p : (X XD) (B, By) ¢ uma equivaléncia de homotopia, substituimos os gru-
pos H, (X Xo) por H,(B, BD) Por fim, utilizamos o teorema (6.4) para substituir
H (X XU X) por H, 1(X XO) e em seguida por H,_, (B, By). Podemos fazer
uma construgao anéloga em cohomologia. Obtemos assim

Teorema 6.10. (de Gysin) Sejam A um PID e p: X — B uma fibragio n-esférica
A-orientdvel. Entao para todo subsespago fechado By de B existem sequéncias exatas

- — H, (B, By; M) LN H,(X, Xo; M) % H,(B, By; M) > H,_,,_1(B, Bo; M) — - - -



82 O teorema do isomorfismo de Thom e a sequéncia de Gysin

.= H"""(B, Bo; M) 5 HP(B, Bo; M) % HP(X, Xo; M) 5 HP (B, Bo; M) — - --
com
12) =z ~w (z € Hy(B, By M))
V(@) =wen (z€ HNB, By M))
em que w € H" W (B; A) € tal que p*(w) = j*(u), j : X = (X, X) a inclusdo.

Demonstragao. Considere o seguinte diagrama

Hy(X, Xo) —= H,(X

\

Dx

l

(Xa 0
L”
H (B Bo)ﬁ p—n— 1<B BO

que é comutativo pela definicao de v e pela naturalidade do produto cap. Agora, se
xr € Hy(X, Xp), temos

in(z) ~u=x~ N (u) =z~ pr(w),

donde, utilizando a naturalidade do produto cap, obtemos

A

Pe(x ~ Pt (w)) = pa(2) ~ w,

e portanto,

TP+ () = Pul( ~ P (w)) = Pu(z) ~w.
Como p, ¢é isomorfismo, segue que y(y) =y ~w para todo y € H,(B, By). A prova de
que v*(y) = w ~— y para todo y € HP"""Y(B, By) é analoga. O

O homomorfismo [* satisfaz a seguinte propriedade multiplicativa anéloga aquela
de o*

Teorema 6.11. Se x € H?(X, Xo; A) ey € HY(B, By; A), entdo
B (x ~p*(y)) = Bz~ y € HP*""(B, By; A).

Demonstragao. Temos o diagrama comutativo

HP(X, Xo) —2= H?(Xo U X, Xo) —2= HPF(X, Xo U X)

b i HP (X, X,)
ﬁ*
H?(B, By) H?(X, X,) H? (B, By)
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Agora, para 1 € H?(XoU X, Xy) e y1 € HY(X, X), temos (veja [7])

0" (z1 =" j" (1)) = 6" (21) ~ y1.
Sejam x; = (i*)~! e y; = p*(y). Entdo
z o~ p(y) = i (21) w75 (y) = i (2n) ~ 7 () = (2~ 57 ()
Logo,
u~p* B (x~p(y) =u~p Bt (z~ j(y1) = 6" (x1~ 7 (y1)) = 6" (z1) ~ v
Enquanto que,
u~ pr(B°(x) v y) = u~ pr(B5i*(x1) v y) = u~ (p"B%" (21) < p*(y))
= (u~p*Bi*(21)) = y1 = 6" (21) = y1.
Uma vez que p* e u~ sao isomorfismos, temos que
Br(x~p(y)) = B7(z) - y.
m

Como uma aplicacao do teorema de Gysin, calcularemos os grupos de cohomologia
do grupo de Lie excepcional Gg. Temos a fibrac¢ao (veja [12], apéndice A, §5)

SB — G2 £> V772.

Como V74 é simplesmente conexo, por (6.2), a fibragao ¢ orientavel. Logo, temos a
sequéncia de Gysin

o HNVig) 5 HY(Vio) B HY(Gy) S HI 3 (Vi) = -
Para qualquer modulo de coeficiéntes A sobre um PID. Para A = Z temos

H°(V;,) =7, gerado por 1;
H"(V;4) =Z,gerado por z;
H®(V35) =7, gerado por h

e HP(V75) = 0 para os demais casos. Uma inspecao rapida na sequéncia de Gysin nos
da que H?(Gz) = 0 para p ¢ {0,3,6,9,11,14}. Para os demais casos temos

q = 0: Temos 0 — H°(V7,) Py HY(Gs) — 0 e portanto H°(Gs) = Z, gerado por 1;

g = 3: Temos 0 — H3(G,) 5 H°(V73) — 0 e portanto H*(Gy) = Z, gerado por z tal
que *(x) = 1;

q = 6: Temos 0 — H%(V73) Py H9(Gs) — 0 e portanto H5(Gy) = Zs, gerado por p*h;
= 9: Temos 0 — H%(G,) 5 HY(V75) — 0 e portanto H?(Gg) = Zs, gerado por

y tal que B*(y) = h. Mas, h = 1~ h = p*(x) « h = p*(x — p*h) e portanto
y=x~ph;
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q = 11: Temos 0 — H'(V;,) LN H'(G3) — 0 e portanto H''(Gy) = Z, gerado por
Pz

g = 14: Temos 0 — H'(G,) 5 H'(V;5) — 0 e portanto H'*(Gy) = Z, gerado por
y' tal que 5*(y') = 2. Mas, z = 1w z = *(x) v z = *(x — p*z) e portanto
y =z~ pz.

Para A = Z, temos de (5.10) que

Agora, temos que a sequéncia (veja [4], capitulo 3, §E)

oo HY(Go; Z) — 2= H™ (G Zo) — 2= H"™ Y (Gg: Z) —> H™ Gy Z) — - - -

T b

Hn—i—l (G2; Z2>

que relaciona os operadores de Bockstein d e 0* e a redugao moédulo 2 p. Uma vez
que a sequéncia horizontal é exata, aplicando os célculos ja feitos obtemos que =

p(x), p(h) = ys e p(2) = ys ~ y. Além disso, ys = 0*(ys).-
Resumindo temos

Teorema 6.12. O anel de cohomologia H*(Ga, Zs) tem um sistema simples de gera-
dores T, p™Ys, P Ys-

Ainda, utilizando o teorema de Kiinneth, obtemos

Teorema 6.13. Seja A € um corpo de caracteristica zero ou primo impar. FEntdo
H*(Gg; A) € uma dlgebra exterior nos geradores xs3, Tqj.
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Nessa se¢ao introduziremos o conceito de sequéncias espectrais e mais especifica-
mente a sequéncia espectral de homologia de uma fibragao. Utilizando essa ferramenta,
deduziremos generalizagoes das sequéncias de Wang e Gysin, além da sequéncia de
Serre, que relaciona os grupos de homologia dos espacos base, total e da fibra de uma
fibracao.

Consideremos moédulos sobre um PID R. Um R-moédulo bigraduado E é uma
colecao de R-modulos E,;, em que s,t € Z. Um diferencial d : E — E de bigrau
(—r,7 — 1) é uma cole¢do de homomorfismos dg; : Est — FEs_y1yr-1, 5, € Z, tal que
d*> = 0. O mo6dulo bigraduado de homologia H(E) é o médulo bigraduado definido por

o ker(ds,t : Es,t — Esfr,tJrrfl)
Im(ds+r,t+1—r : Es—i—r,t—i—l—r - Es,t)

H, . (E)
Observe que, se B, = P, ,,_ o Es.t, entao o diferencial define um homomorfismo 9: B, —
E,_1 que torna {E,, 0} um complexo de cadeias.

Definicao 7.1. Uma EW) sequéncia espectral ¢ uma sequéncia {E",d"} parar > k tal
que

(a) E" € um mdodulo bigraduado e d” é um diferencial de bigrau (—r,r — 1) sobre E";
(b) Parar >k é dado um isomorfismo H(E") ~ E" 1,

Note que uma E®) sequéncia espectral ¢ uma E() sequéncia espectral para todo
r>k.

Definicao 7.2. Um homomorfismo ¢ : E — E' entre duas E®) sequéncias espectrais
¢ uma colegio de homomorfismos " : B¢, — E":’t, para r > k e todo s,t € Z, que
comuta com as diferenciais e com os isomorfismos da sequéncias espectrais.

Disto segue que a classe das sequéncias espectrais e homomorfismos é uma categoria.

Para definir o limite de uma sequéncia espetral, identificaremos E™' com H(E")
pelos isomorfismos da sequéncia espectral. Para uma E®) sequéncia espectral, sejam
Z* o0s submodulos bigraduados definidos por

k _ k . ok k
Zs,t - ker(ds,t : Es,t — Esfk,t+k71>

e B* os submodulos

ke 4 gk k
B"s,t = ds+k,t—k+1(E5+k7t—k—1)'

85
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Entdo B* C ZF e E*! = Z*/B*. Sejam agora Z(E*™') o submodulo dado por

Z(Ekﬂ)s,t = kel‘(dﬁf : Efjl - Efjkl—l,t+k+1>

e B(E*1) o submoédulo dado por

k41 k41 k+1
B(E )s,t = ds+k+1,t—k(Es+k+1,t—k)'
Agora, como Z(E"') C EIf' = ZF, /B, existe submodulo Z¥ C ZF, tal que
B,z e ZET/BE, = Z(E*),,. De modo andlogo, existe BYf' C ZF, tal
que B¥, c B¥i' e BIf'/B¥, = B(E¥'),,. Note que B¥ C B¥! c zZM! c ZF,
Continuando por inducao obtemos uma cadeia de submodulos bigraduados de E*

BFcB*'cB"*?c...B"c...cZ"c..-c 2z c ZF

tais que E™! = Z"/B" para todo r > k. Definimos mo6dulos bigraduados

7°=n,7", B®=UDB" e E®= %.

O moédulo E* é denominado o limite da sequéncia espectral.

Definigdo 7.3. Uma E® sequéncia espectral ¢ dita convergente se para todo s,t € 7
existe um inteiro r(s,t) > k tal que, para r > r(s,t),

L T T
ds,t : Es,t - Es—r,t-‘,—r—l
€ trivial.

No caso de uma sequéncia convergente temos que E7{" ¢ isomorfo a um quociente
de E7, e que EY; ¢ isomorfo ao limite direto da sequéncia

t t)+1
BP o BEON

Muitas vezes a sequéncia espectral converge em um sentido mais forte, isto é, existe
r(s,t) tal que B, ~ ES parar > r(s,t). Por exemplo, se para algum 7 existem inteiros
n e m tais que K, = 0 para s < n ou t < m, entdo o mesmo se verifica para E{, para
g > r. Entao, dados s e t, se ¢ > r é escolhido de forma que ¢ > sup{s —n,t —m+ 1},

q — 0= F1
temos que Eg, , .1 =0=F

s—qt+q—1 € bortanto

El, ~ Eg}“l ~.o B
e E é convergente no sentido forte.

Um exemplo de sequéncia espectral convergente ¢ uma sequéncia espectral de pri-
meiro quadrante, que é definida como uma sequéncia espectral F tendo a propriedade
de que para algum r, EZ, = 0 para todo s < 0 et < 0. Tal sequéncia espectral é
convergente no sentido forte. Além disso, para cada ¢, existe apenas um numero finito
de modulos nao triviais E¢, tais que s +¢ = q.

Um homomorfismo ¢ : E — E' entre E*) sequéncias espectrais induz um homo-
morfismo ¢ : £ — E'* entre seus limites e temos
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Teorema 7.4. Seja ¢ : E — E' wm homomorfismo entre E®) sequéncias espectrais
que € um tsomorfismo para algum r > k. Entao @ € um isomorfismo para todo q > r.
Além disso, se E e E' sao convergentes, o> também € um isomorfismo.

Definigao 7.5. Uma filtragao (crescente) F', sobre um R-mddulo A, é uma sequéncia
de submddulos F A, s € Z, tais que F;A C Fyi 1 A. Se A = {A;} é um mddulo graduado
a filtragao F deve ser compativel com a graduacao de A, isto €, F,A € graduado por

{FsAt}'

Dada uma filtragao F' sobre A, o mddulo graduado associado G(A) é definido por
G(A)s = FsA/F,_1A. Se A ¢é graduado, o modulo associado ¢ dado por G(A)s; =
FAgi/Fs_1Agy. Uma filtragao F sobre A é dita convergente se NgFsA = 0e UsFsA =
A. Uma filtracao F' sobre um complexo de cadeias C' é uma filtragao compativel com
a graduacgao de C' e com seus diferenciais, isto é, F,C' é um subcomplexo de cadeias de
C' consistindo de {F;C;}. Uma filtragdo I sobre C' induz uma filtracao F' sobre H,(C')
dado por

F,H,(C) =Im[H.(F,C) — H.(C)].
Uma vez que o funtor homologia comuta com limites diretos, temos que UsF,H,(C) =
H.(C).

Uma filtragao F' sobre um moédulo graduado A é limitado inferiormente, se para
cada ¢ existe s(t) tal que Fy4A; = 0. Neste caso temos que se F' ¢ uma filtragao sobre
C' limitada inferiormente entdo a filtragdo induzida sobre H,(C') também o é.

O proximo teorema associa uma sequéncia espectral a uma filtragao sobre um com-
plexo de cadeias

Teorema 7.6. Seja F' uma filtragao convergente e limitada inferiormente sobre um
complezo de cadeias C. Entdo existe uma EWY sequéncia espectral com

B!, ~H, (F.C/F,_,C),

s,t —

com d' corresponde ao operador de bordo da terna (FyC,F, 1C,F, 5C), e E* iso-
morfo ao mddulo bigraduado GH,.(C) (associado a filtragao FsH,(C) = Im[H,.(FC) —
H.(C)]). Além disso, essa sequéncia é funtorial na categoria dos complexos de cadeias
com uma filtracao convergente limitada inferiormente.

Demonstracao. Para r arbitrario, defina

Z! ={ce F,C;0c € F,_,C}
Z> ={ce F,C;0c=0}

Esses sao modulos graduados com 77, = {c € F,Cs;0c € F,_,C} e Z3 = {c €
F,Cyyy;0c = 0}. Temos entdo uma sequéncia de modulos graduados

-coZcozlcozl, c---CcICNFCCZ®C---CZcZ=FC
Definimos

By =Z; /(220 + 027, )
E® = 7>/(Z2, 4+ 0C N F,C)
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O homomorfismo 9 aplica Z7 em Z'_, e Z!~| + 9Z.} | em 0Z.~|. Portanto, este
induz um homomorfismo
d:E. — E._.

Assim, E” é um modulo bigraduado e d” é um diferencial de bigrau (—r,r — 1). Para
r<0,d =0eFE!=F,C/F, 1C. Portanto,

Eg,t = F,Cs11/Fs_1Csqy = G(C)sy

ed : F,Cyy/F,_1Csiy — F,Csry 1/ Fs_1Csys—1 & 0 operador bordo do complexo quo-
ciente F;C'/F,_1C. Além disso,

Esl,t - Zsl,t/(Zg—l,t—l-l + 8Zg,t+1)

em que Z!, = {c € F.Co;0c € Fy_1Cypy_1}. Logo, Z},/Z) 1, ¢ 0o modulo dos
(s + t)-ciclos de F,C/F,_1C e (Z) .+ 0Z0,,,)/Z2 1 ,,1 ¢ 0 mbdulos dos (s + t)-
bordos de F;C/F;_1C. Portanto, E;t ~ H, (FsC/Fs_1C). Uma verificagao direta,
usando a definicdo dos homomorfismos, mostra que d' é o operador bordo da terna
(FsC, Fs_1C, Fs_5C).

Provemos agora que £ = { E" },>1 é uma sequéncia espectral calculando a homologia
de E" com respeito a d". Temos que,

{ceZl0ce zr=t  +077]
={c€Z0c€F, , \C}+{c€ Z;0ce 7]
= ZITN (2 + 20 = 2 + 72
Logo, ker(d" : ET — E"_) = (Z'*' + ZI—1)/(Z.Z{ + 0Z..}_). Por defini¢ao, Im(d" :
E',. —E)=(0Z",, + Z.-})/(Z/—{ + 02 }_,). Portanto, em E', temos
kerd"/Imd" ~ (Z'™' + 77=1) /(02"

S+r

+ 21~ 2725 0 (020, + Z121)]
= Z§+1/(aZ§+r + Z§71> - E;H'

Donde temos um isomorfismo H,(E") ~ E™ e E ¢ uma sequéncia espectral.
Calculemos agora o limite dessa sequéncia. Temos o isomorfismo,

Bl = 20207 + 02151 = (2 + FuaC) [ (ForC + 021 ).
Por defini¢ao, o limite é igual a
N(Z0 4+ F1C) ) Uy (B C +0Z00) ) = (N ZL + Fo1O) ) (Fs—1C + U020 ).

Como U F,C' = C, temos u,@z;“;j_l = 0C N F,C. E, para t fixado, N, 2, = Z73, pois
F,C; = 0 para s suficientemente pequeno. Portanto, o limite é igual a

(Z% + F,_,0)/(F,_iC + 3C N F,C) = Z°/(Z2, + 9C N F,C) = E>.

Para mostrar que a sequéncia espectral converge, note que, como a filtragao e limitada
inferiormente, para s + ¢ fixo, E{, = 0 para s suficientemente pequeno. Logo, para
s e t fixos, existe r tal que, para r’" > r, E;“:fl é um quociente de E;":t, e portanto a
sequéncia espectral converge.
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Para completar a prova, interpretaremos o limite E* como G H,(C'). Por definigao,
GH*(C)s,t = FsHs+t(O)/Fs_1Hs+t(O>, em que

FsH1(C) = Im[H 1 (FsC) — Hgt(C)].
Logo, temos FyH,(C) = Z°/(0C N F,C), e

FyH(C)/For Ho(C) = (£ /(0C N F,C)) (22, /(0C N Fs1C))
~ 7%/(22, 4+ 0C N F,C) = B>

O

Corolario 7.7. Seja 7:C — C" uma aplicagao de cadeias, preservando filtragao, entre
dois complexos de cadeias com filtragoes convergentes e limitadas inferiormente. Se
para algum v > 1 a aplicacao 7" : E" — E'" € um isomorfismo, entdo T induz um
isomorfismo

7t H(C) — H.(C").

Uma filtragao (crescente) de um par topologico (X, A) é uma sequéncia de espagos
X, contendo A tal que X, C X,yq. Tal filtragdo de (X, A) induz uma filtragdo F' no
complexo de cadeias A(X, A) dada por

FL(A(X, A)) = A(X,, A).

Se X, = A para algum s, a filtragao induzida é limitada inferiormente. Se X = U, X}
e todo subconjunto compacto de X esta contido em algum X, entdo UsFA(X, A) =
A(X, A). Portanto, se a filtragao { X} satisfaz essas condigoes, a filtra¢ao induzida em
A(X, A) é convergente e limitada inferiormente. Logo, existe uma sequéncia espectral
com E;t ~ Hgi (X5, Xs-1) na qual d' corresponde ao operador de bordo da terna
(X5, Xs-1, Xs5-2). O termo limite dessa sequéncia é o modulo bigraduado associado a
filtragdo correspondente de H,.(X, A). Em particular, se (X, A) é um CW-complexo
relativo, X = (X, A)® é o s-esqueleto, para s > 0 e X; = A para s < 0, entao E;t #0
se, e somente se, t =0 e E;O ~ Hy(Xs, Xs_1). Portanto, parar > 2, E¢ o € a homologia
do complexo de cadeias C' = {C;, 0}, onde Cy = Hy( X5, X5-1) e 0:Cs — Cs1 € 0
operador de bordo da terna (X, Xs 1, X o).

7.1 A sequéncia espectral de uma fibracao.

Seja p: E — B uma fibragao. Se A C B seja E4 = p~'(A). Assuma que (B, A) é
um CW-complexo relativo. Sejam E, = p~1((B, A)*) para s > 0 e E, = E, para s < 0.
Entao, {Fs} é uma filtracao crescente de (E, E4). Além disso, E_; = A, U;E; = E e
todo subconjunto compacto de E esta contido em E; para algum s. Temos entao

Teorema 7.8. Seja p: X — B uma fibragao sobre um CW-complexo relativo (B, A).
Entdo para qualquer mddulo de coeficiéntes G existe uma EY sequéncia espectral con-
vergente com

Eslvt = Hs-l—t(Es; E,_y; G)7
d' correspondente ao operador de bordo da terna (Es, Es_1, E,_3) e E* o mddulo bi-
graduado associado a filtra¢io de H.(E, E4; G) dada por

F,H,(E,Ex; G) = Im[H.(E,, Ex; G) — H,(E, Ex: G)].
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Para podermos aplicar esse resultado, precisamos calcular H, (Fs, Es_1; G).

Lema 7.9. Seja {e)} a cole¢io de s-células de B — A. Entao a inclusao

inet (P71 (ex), P71 (€X)) = (B, Bsa)

mduz uma representacao por soma direta

{ined @D Ha0) (07 (ex). 07 (€1)) = Hu(E,, Bya).

Demonstracao. Para cada A, seja €} um simplexo de dimensao s contido em ey — éj.
Entao as inclusoes

((B,A)*, (B, A)"™") — ((B, A)*, (B, A)* = Ux(e) — €11)) e
(ex,€x) — (ex,ex — (€4 — €')))
sao equivaléncias de homotopia. Portanto, as inclusoes correspondentes
(ES> Esfl) — (ES7 Es - UApil(elA - é/)\))
(P~ (en),p " (€x)) — (07" (en),p ' (ex — () — €)))

também o sao. Temos o diagrama comutativo induzido pelas inclusoes

D, Ha(p~ (ex), p~ (1)) — 2 Ho (B, E. 1)

| |

D Halp ™ (e2), 0" (ex — (€)= €'))) Hy(p~'(ex), p™ ' (éx))

| T

D Ha(p'(c)).p7!(en)) H, (Unp™ ' (€4), Uap ™ (€/2))

Todas as setas verticais nesse diagrama sao isomorfismos. As superiores sao induzidas
por equivaléncias de homotopia, enquanto as inferiores sao induzidas decorrem da pro-
priedade da excisao. Uma vez que €} e eL sao disjuntos para u # A, a seta horizontal
mais abaixo é um isomorfismo pois é induzido de um isomorfismo de cadeias. Isso
prova que {i,,} é um isomorfismo.

]

Antes de prosseguir com o célculo de H, (Es, Es_1) e o operador de bordo da terna
(Es, Es_1, Es_9), introduziremos um subcomplexo de cadeias do complexo de cadeias
singular de um CW-complexo relativo que é equivalente ao préprio complexo.

Teorema 7.10. Seja { X} uma sequéncia crescente de subespago do espago X e seja
A(X) o subcomplexo de A(X) gerado pelos simplexos singulares o : A9 — X tais que
o((AN*) C X}, para todo Xy. Se (X,X,1) € (s — 1)-conezo para todo s, entdo a
inclusio A(X) — A(X) ¢ uma equivaléncia de cadeias.

Para provar o teorema acima faremos uso do seguinte lema, que pode ser encontrado

em ([7], 7.4.7)
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Lema 7.11. Seja C' um subcomplezo de um complexo de cadeias livre A(X) tal que
C' € gerado pelos simplexos singulares que ele contém. Assuma que para todo simplexo
singular o : A1 — X estd associada uma aplica¢io P(o): A? x I — X tal que

(a) P(0)(z,0) = 0(z) para todo z € A1.

(b) Defina o por a(z) = P(0)(z,1). Entao ¢ € um simplexo singular em C. Ainda, se
o€ C, entiod =o.

(c) Seel: A" — A% omite o i-ésimo vértice, entio P(o)(e}, x 1) = P(c®).
Entao a inclusio C' — A(X) € uma equivaléncia de cadeias.

Demonstragao do teorema (7.10). Utilizaremos o lema (7.11). Definamos P por in-
ducdo sobre q. Se ¢ = 0 e 0(A%) € X, defina P(o) por A® x I — A® % X. Se
(A% ¢ Xj, existe um caminho w: I — X entre o(A%) e algum ponto X, (pois
(X, Xo) é 0-conexo). Entao P(o): AD x [ — X & definido por P(c)(vo,t) = w(t).
Seja ¢ > 0 e assuma que P(o) foi definido para todos os simplexos singulares o de
dimens@o menor que ¢ de forma a satisfazer o lema (7.11). Seja o0 : A? — X. Se
o((AD*) C X, defina P(o) por AT x I — A? 5 X. Se o((A)*) ¢ X, para
algum k, entdo defina P(o): A7 x 0 U A9 x I — X como P(o)(z,0) = o(z) e
P(o)(y,t) = P(o)(il(y),t) = P(c®)(y,t), para algum i < q. Como P satisfaz o
item (b) de (7.11) para ¢ —1 temos que P(0)(y,1) = P(c?)(y, 1) = o) (y) que satisfaz

o@((ANF) C X, para todo k. E possivel definir um homeomorfismo A? x I ~ E? x [
que leva (A7 x 0UAY x I, A7 x 1) sobre (E4,S971) x 0. Como (X, X,) é g-conexo segue
que a aplicacio dada, de (A7 x 0 U A? x I, A% x 1) para (X, X, 1), se estende a uma
aplicagao P(0):A?x I — X tal que P(o )(Aqx 1) C X,. Entao, P(0)jasx1:A9%x1 = X
¢ uma aplicacao tal que (A?)* é levado em X}, e portanto P(c) pode ser definida para
todo o de forma a satisfazer as hipoteses de (7.11). O

Note que o teorema (7.10) se aplica a filtragdo definida pelos esqueletos de um
CW-complexo relativo (B, A). Logo, se A(X) C A(X) é o subcomplexo de simplexos
singulares celulares, entdao A(X) — A(X) é uma equivaléncia de cadeias. Além disso,
se (X', A) ¢ um subcomplexo de (X, A), entdo A(X’') = A(X)NA(X'). Agora, uma vez
que estes complexos sdo livres, temos que A(X, X') — A(X, X’) é uma equivaléncia
de cadeias se, e somente se, H,(A(X, X)) — H.(A(X, X)) é um isomorfismo. Mas
que este ultimo é um isomorfismo segue pelo lema dos cinco. Em particular,

A(X, A (X, AP = A((X, A)°, (X, A7)
é uma equivaléncia de cadeias para todo s.

Corolario 7.12. Dado um CW-complezo relativo (X, A), seja C(X,A) = {Cs,0} o
complexo de cadeias em que

Cs = Hy(A((X, A)", (X, A7)

e d:Cy — C,_y € o operador de bordo da terna (X, A)*, (X, A)*™!, (X, A)*72). Entao
H.(C(X,A)) ~ H(X,A).
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Demonstracdo. Seja F a filtracdo de A(X, A) dada por F,A(X, A) = A((X, A)%, A).
Entao a sequéncia espectral correspondente tem a propriedade que

E;,t = H8+t((X7 A)Sv (X7 A)871)
e d' corresponde ao operador bordo da terna ((X, A)*, (X, A)*~!, (X, A)*=2). Aplicando
o lema (7.9) a fibracao trivial X — X segue que existe um isomorfismo

D Hy(ex, éx) = Hy((X, A)*, (X, A)*)

em que {e)} ¢ a familia de s-células de (X, A). Entao, H,((X,A)*, (X, A)* 1) =0 se
q # s, e portanto,
E;?t:()7 set#0

e Ejy ~ C;. Isso implica que E7, = 0set # 0 e B2y ~ H,(C(X,A)). Portanto, por
indugao em 7, vemos que Ef;, = 0set # 0e Ef, = Eio para r > 2. Logo, £33 =0
para t # 0 e £y = H(C(X, A)). Uma vez que E* ¢ o modulo bigraduado associado
a uma filtragdo em H,(X, A), temos que H (C(X, A)) ~ Hs (X, A).

]

Para cada caminho w em B, temos por (2.23) uma classe de homotopia hlw] €
EF o, F.o1)| associada a classe |w| do caminho w.
(0)s L'w(1)

Definicao 7.13. A fibracao p: E — B € dita orientdvel sobre R se, para todo caminho
fechado w em B, hwl, : H.(F,0); R) = H.(F,0); R) € a identidade.

A definigdo dada acima generaliza a definigao de orientabilidade (6.1) para o caso
em que a fibragao nao é esférica. De fato, suponha que p: E — B seja uma fibracao
n-esférica e R-orientavel, segundo a defini¢ao (6.1). Pela proposigao (6.2) temos que
o homomorfismo ¢* : H**\(E, E; R) — H"'(F,F; R) ¢ um monomorfismo. Agora,
como a fibragao p é R-orientével, concluimos que ¢* ¢ um isomorfismo, e portanto, pela
mesma proposigao, devemos ter que a agao de 7 (B) sobre Hom(H,,(F;Z); R) ¢é trivial.
Agora, como H, (F';Z) é isomorfo a Z, devemos ter que para toda classe [w] € m(B) o
homomorfismo induzido hw, € {1, —1.} em que 1, é o homomorfismo identidade em
H,(F;7).

Agora, pela naturalidade do teorema dos coeficientes universais, temos o seguinte
diagrama comutativo

H.(F;Z)® R™% H,(F;Z)® R
l |
H,(F;R) H,(F;R)

hwx

em que as setas verticais sao isomorfismos dados por {z} @ r — {z @ r}.

Se hw, = 1, para todo [w] € m;(B) entao a fibragao p é R-orientavel. Suponha que
existe [wp] € m(B) tal que hwy, = —1,. Se x é um gerador de H,(F;Z), considere o
homomorfismo j € Hom(H,,(F;Z); R) definido por j(z) = 1g, em que 1 é o elemento
identidade do anel R. Da hipotese da acao de m(B) sobre Hom(H,(F;Z); R) ser
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trivial, temos que j o hwg, = j e por conseguinte —1lg = j(hw)«(z) = j(x) = 1g.
Assim,

hwo, ({z@r}) = t(hwo,@1)({2}@r) = t(hwo.{z}@r) = tH(—{z}@r) = t({z}@r) = {z@r}

para todo elemento {z ® r} de H,(F;R). Concluimos assim que hw, : H,(F;R) —
H,(F; R) ¢ o homomorfismo identidade para todo |[w] € m(B). Donde segue que p é
R-orientavel.

Teorema 7.14. (a) Uma fibragio sobre um espago simplesmente conexo € orientdvel
sobre qualquer R;

(b) Uma fibragao induzida por uma fibragao orientdvel sobre R é orientdvel sobre R.

Demonstracao. O primeiro item segue imediatamente da defini¢ao. Para o segundo,
sejam p' : ' — B’ a fibragao induzida de f: B"— Bporp: E — Be f :E — F a
aplicagao associada. Para uma classe de caminhos [w'] em B, sejam fy: F, 0 Fro0)
e f1: Fuya)y = Fpoa) os homeomorfismos definidos por f’. Entao,

[f1]h[w] = h[f][fo].
Aplicando esse fato ao caso em que w’ € um laco em B’, temos
[fileh[w] = Afw]Lfos-

Agora, como p é R-orientavel, h[fw']. é o homomorfismo identidade. Além disso, como
w’ & um laco, temos que os homeomorfismos fy e f sdo iguais, donde concluimos que
hlw'] € o homomorfismo identidade e por conseguinte p’ é R-orientével.

O

Uma aplicagao f:F,, — Fp, entre fibras de uma fibracao p: £ — B é dita admissivel
se existe um caminho w de by a by em B tal que hjw| = [f].

Proposicao 7.15. Seja p: E — B uma fibragao. Entao

(a) Uma aplica¢ao admissivel é uma equivaléncia de homotopia;

(b) A composta de aplicagoes admissiveis € admissivel;

(c) A inversa homotdpica de uma aplicagdo admissivel é admissivel;

(d) Se B € conexo por caminhos, entdo existe uma aplica¢ao admissivel entre quaisquer
duas fibras de p sobre B;

(e) Se p € orientdvel sobre R, entao quaisquer duas aplicagoes admissiveis de F,, para
Fy, induzem o mesmo homomorfismo entre H,(Fy,; R) e H.(Fy,; R).

Demonstragao. Provaremos apenas o item (e). Suponha que [fi] = hlw] e [fa] = hlz].
Temos que h[Z] é uma inversa homotopica de [fy]. Agora,

([AlAlZ])« = [Aleh[Z]. = hlw]sh[z]. = (hlw]h[Z]). = h[Z * w].

Como z*w ¢ um caminho fechado tem-se [z xw|, = 1. Donde [f1]. = (h[z].)™' = [fa].
[
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Sejam b € B um ponto base e F' = F;,. Dado a: X — B, um levantamento admissivel
de a ¢ uma aplicagao &@: X x F — F tal que pa(z, z) = a(x) para todo (z,z) € X X F
e, para todo = € X, a aplicacao f,: F' — Fy(y), dada por f,(2) = a(z, 2), é admissivel.

Lema 7.16. Sejam p: E — B uma fibracao e X um espago conexo por caminhos.
Dados a: X - Bea: X X F — FE tais quepoa = aopy, p1: XX — X a projecao,
entao & € um levantamento admissivel de v se, e somente se, existe vo € X tal que fy,
¢ admissivel.

Demonstragao. Sejam 1 € X e w:I — X um caminho de zy & ;. Como f,, é
admissivel, existe w’ caminho em B entre by e a(xy) com [f,,] = hlw']. Agora, é facil
verificar que [f,,] = hw’ * (aw)], donde segue que [f,,| é admissivel.

[

Queremos mostrar a existéncia de levantamentos admissiveis em certos casos.

Lema 7.17. Sejam p: E — B uma fibragio e A um retrato por deformagao forte de
X. Dadas aplicagoes f: A — E e g: X — B tais que po f = gja entdo existe aplicagdo
g: X — E tal que pog =g e f € homotdpica a gja por wma homotopia estaciondria
com relacao a p.

Demonstracao. De fato, seja D: 1 x X — X uma homotopia relativa a A entre alguma
retragdo r: X — A e a identidade em X (tais aplicagOes existem uma vez que A é um
retrato por deformacao forte de X'). Temos entao o HLP

X1 p
ioj p
[XX_WT)B

Como p é fibracao, esse HLP admite uma solugao G:I x X — E. A aplicacao g: X — F
dada por g(z) = G(1,x) é a aplicagdo procurada. O]

Teorema 7.18. Sejam p: E — B uma fibra¢ao orientdvel sobre um espaco conexo
por caminhos e (B, A) um CW-complexo relativo. Sejam by € B e F = F,. Para
o: (A% A%) — ((B,A)*, (B, A)*™') existe um homomorfismo

G, Ho((A,A®) x F) = H,(E,, E,_)

definido como o homomorfismo induzido de algum levantamento admissivel 5: (A, AS) X
F — (Es,FEys_q).

Demonstracao. Para todo s, vy x F' € um retrato por deformacao forte de A® x F'. Seja
o: (A% AS) — (B, A)*, (B, A)*™Y

um simplexo singular em A((B, A)*) e considere w: I — B um caminho de b & o(vp).
Tomando f = hw:vg X F — E* e g =0o0p;: A* x F — (B,A)*® no lema (7.17),
obtemos uma aplicacio a,, : (A, A*) x F — (FE,, E,_1) tal que po g, = 0 o p;. Além
disso, Oujwyxr ~ hw, donde segue que Gyjyxr : I — Fyy) € admissivel. Pelo lema
(7.16), 7, ¢ um levantamento admissivel de o. Mostremos que o homomorfismo (a,,).
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nao depende da escolha do caminho w. De fato, dado um caminho z de b & o(vg) temos
que
(W] = [w* Z % z].
Logo,
hlw] = hlw * Z % z] = hlz]h|w * Z].
Seja f = h(w * z). Note que &, o (1 x f) satisfaz as condicdes do lema (7.17) para
f=hweg=o0op;. De fato,

po(G.o(lx f))=copio(lxf)=0c0op

e

(5-7; © (]- X f))h}oxF = 5-Z|’U0><F © (1 X f_>|vo><F = 5-z|v0><F © h<w * 2) ~ hzo h(w * Z) ~ hw.

Logo, pela unicidade da solugao do HLP, devemos ter o, ~ &, o (1 x f). Como p é
orientavel, f, =1 e segue que (1 x f), = 1. Portanto, (7,)« = (7,)«, 0 que conclui a
prova. [

A aplicacao identidade &:A* — AS ¢ um ciclo modulo A*, e sua classe de homologia
gera Hy(A*, A% R). Dado w € H,(F;G), {&} xw € Hypn (A%, A%) X F; G) e 7, ({&,} x
w) € Hyyn(Es, E,_1; G). E claro que para o fixo, w + ,({£,} xw) é um homomorfismo
de H,(F;G) em Hg,,(Es, Es_1;G). Como os elementos o formam uma base para

A4(B, A)*, ha um homomorfismo
¥ :Ay(B,A)® @ H,(F;G) — Hyyo(Es, Es_1;G),

dado por Y(c@w) = 7,.({&} xw). Se o(A*) C (B, A)*~!, entao para todo levantamento
admissivel de o temos ¢(A® x F) C FE,_; uma vez que po ¢ = o o p;. Portanto,
7.({&s} x w) =0 e ¢ define um homomorfismo

U A((B, A)*, (B, A)* 1) @ Hy(F; G) — Hyys(Es, Es_1; G).
Lema 7.19. O homomorfismo

Avr (B AP (B, A1) ® Hy(F: G)

Jo

A((B, Ay, (B, A1) @ Hy(F;G)

|

Hn—i—s(Esa Es—l; G)
€ trivial.

Demonstragdo. Seja o : (AT (AsTHs=1) — ((B, A)%, (B, A)*!) um (s + 1)-simplexo
singular de (B, A)* e considere

F(AS (A 5 F s (B, B,_y)

um levantamento admissivel de o.
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Para 0 <1i < s+1, seja el : A — A*t! a inclusdo que omite o i-ésimo vértice.
= i) _ i
Entdo. 0@ =00 €,,1 € a composta

el x1 . /
A x F 25 AL« F 25 B,

em que 0’ =7 ¢ um levantamento admissivel de ¢®. Logo,

|As+Lx F
(oW @w) = al(elyy x Da({&) xw) = ol({el i} x w),
em que {e},,} = {el, &} € Ho(A)y™+, (A%H)71). Assim,

P00 @w) = ol ((~1){e1} X w)
Entretanto, em A(A**!) vale a relagao
0o = Y (=1)'el;.

Portanto, se j: (AT, (AsH1)5=1) — (A (Ast1)*~1) ¢ a inclusdo, j,(Z(—1)%l, ;) = 0.
Uma vez que o’ é igual a composta

. I x 1 o
AT x F LS AT F -2 B,

segue que
Y(00 @ w) = 6:(j x 1) ({S(=1)"e,s1 } x w) = 7.(0) = 0.
O]

~ Todo elemento de A((B, A, (B, A)* 1Y) ® H,(F;G) é um ciclo s-dimensional de
A((B,A)*,(B,A)* )@ H,(F;G) e os bordos s-dimensionais sao os elementos da ima-
gem de

O@1:A,1((B,A)F, (B, A )@ H,(F;G) — A((B,A)*,(B,A)* ) ® H,(F;G).
Logo, pelo lema anterior, temos que ¥ induz um homomorfismo
o Ho((B,A) (B, A) ) Ho(F; G)) = Hogo(Ey, By G).
O calculo da sequéncia E' ¢ completado pelo resultado

Teorema 7.20. (a) Para s > 0 hd um isomorfismo

U, Hy((B,A)*, (B, A7) Hy(F;G)) = Hyys(Ey, Es_1; G).
(b) Para s > 1, temos o diagrama comutativo

H,((B, A, (B, A~N); Hy(F: G)) Hyio(Ey, Es_1: G)

)| I

Hoa (B, A)*, (B, A)*%); Ho(F; G)) — = Huy o (B, By G).
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Demonstracao. Para o primeiro item, mostremos que para uma s-célula em B — A, o
homomorfismo

Uyt Hy(e, & Hy(F;G)) = Hupa(p~'(e),p7'(€); G)

¢ um isomorfismo.

Sejam f:(E*,S*7!) — (e, é) a aplicagao caracteristica para e e p': E' — E* a fibragao
induzida de f por p com aplicagao associada f': (E',p~'(S*71)) — (p~'(e),p7!(¢)).
Temos entao o quadrado comutativo

H(B*, S Hy(F3 G)) =2 Hopn (B! 71(8°71);G)

B P

Hy(e, & Hn(F; G)) Hon(p~(e),p7'(€); G)

*

em que as setas verticais sdo isomorfismos (por propriedades de excisao e homotopia).
Portanto, basta provar o resultado para o caso da fibracao trivial sobre E*, e para tal
caso, ¥ é um isomorfismo pelo teorema de Kiinneth. Agora, pela naturalidade de 1), e
pelo lema (7.9), 1, induz um isomorfismo

12

H((B. A)", (B Ay~ Hy(F; @) D Hule.é; Hy(F: G))
| |+

H,(E*, E5Y; Q) ~ D Hors(p'(er), p(€1); G)

Para o segundo item, seja o : (A*, A®) — ((B, A)%, (B, A)*~") dado. Considere o ele-
mento

{o®w} € H((B,A)*, (B, A’ Hy(F; Q)
determinado pelo ciclo 0 ® w. Entao, em H, 1((B, A)*™ (B, A)* 2% H,(F;G)) temos
Hoowl={2(-1)c" @ w}.

Seja 7: (A%, A®) x F — (E,, E,_;) um levantamento admissivel para o. Para 0 < i < s,
a composta

(A A1) 5 F 250 (A8 (A%)52) x F 2o (Ey_y, Ey_s)

onde ¢’ é a restricao de 7 a (A®, (A%)*2) x F' & um levantamento admissivel de ¢(.
Logo,

o{o@wt = N(=1)'0l(e, x 1.({&-1 x w}) = oL({B(=1)'e;} x w) = oL (H{&:} x w)
= 0. 0({&:} x w) = 00, ({&:} x w) = Hpfo @ w}.
[l

Como H,((B,A)*, (B, A)*™")) ¢ um modulo livre, segue do teorema dos coeficientes
universais que

Hy((B, A), (B, A)*™1); Ho(F; Q)
~ H,((B, A, (B, A1) @ H,(F;:G) = Cy(B, A) ® H,(F;G).
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Agora, sob esse isomorfismo, temos que o operador bordo da terna ((B, A)*, (B, A)*™!,
(B, A)*=?) corresponde ao homomorfismo

@ 1:C0y(B,A) & Hy(F;G) — Cy_1(B, A) ® H,(F; Q).

Portanto, o teorema (7.20) pode ser interpretado como % induzindo um isomorfismo
entre os complexos de cadeias bigraduados

C*(B7A) ®H*(F7 G) € HS-‘rt(ESaES—l;G) = E,;t
do teorema (7.8). Agora, juntando esse corolario (7.12) temos

Teorema 7.21. Seja p: E — B uma fibracao orientdvel sobre um CW-complexo re-
lativo (B, A) conexo por caminhos. Se F = p~'(b), entio eviste uma E® sequéncia
espectral convergente com B2, ~ H,((B, A); Hi(F;G)) e E* ¢ 0o mddulo bigraduado as-
sociado a filtragao de H (E, Ea; G) definida por FsH. E, E4; G = Im[H,(E,, E4; G) —

Note que a sequéncia do teorema (7.21) é de primeiro quadrante e funtorial na
categoria das fibragdes p: E — B orientéveis sobre CW-complexos relativos (B, A)
conexos por caminhos e aplicacoes fibradas [’ : E' — FE tais que temos uma aplicagao
celular entre os espagos bases f: (B, A") — (B, A).

Gostarfamos de estender esse resultado para fibragoes com espacos base mais gerais.
Sejam p: F — B uma fibracao orientavel com B conexo por caminhos e A C B. Sejam
f:(B',A) = (B, A) uma CW-aproximacao e p': E' — B’ a fibragao induzida de f por p
e [’ a aplicacao fibrada induzida por f. Segue da exatiddo da sequéncia de homotopia
de uma fibracao e do lema dos cinco que f’ é uma equivaléncia de homotopia fraca
e portanto f’ induz um isomorfismo entre as sequéncias de homologia de (E, E4) e
(E', E')). Como B’ é conexo por caminhos e p': E' — B’ é orientavel, segue do teorema
anterior que existe uma E®) sequéncia espectral convergente com

E;, = Hy(B', A; Hy(F; G)) = Hy(B, A; Hy(F; G))
e E> associada a alguma filtracao de H.(F', F'y; G) ~ H.(E, Ex; G).

Se g: B” — B é outra CW-aproximagao de (B, A) existe uma aplicagao celular
h:(B",A) — (B',A) tal que foh ~ grel A. A aplicagdo h induz um isomor-
fismo das E® sequéncias espectrais de p/ : B/ — B’ e p" : E” — B”. Temos en-
tao que as filtragoes induzidas pelos isomorfismos H,(E', F'y;G) ~ H.(E,Ex;G) e
H.(E" E};G) ~ H.(FE, E4; Q) correspondem. Temos entao

Teorema 7.22. Seja p: E — B uma fibragao orientdvel com B conexo por caminhos
e fibra F sobre b € B. Dado A C B, existe uma E® sequéncia espectral convergente
com

E;, ~ Hy((B, A); H/(F; G))

s,t —
e E* € o mddulo bigraduado associado a alguma filtragao de H.(E,E4;G). Essa

sequéncia espectral € de primeiro quadrante e funtorial na categoria de fibragoes orien-
tdveis com espaco base conexo por caminhos e aplicacoes fibradas.
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Uma das aplicagoes das sequéncias espectrais ¢ a generalizacao das sequéncias de
Wang e Gysin.

Teorema 8.1. Seja p: E — B uma fibragao orientdvel sobre um corpo e com base
conezxa por caminhos e fibra F. Assuma que a caracteristica de Euler x(F) e x(B)
estao definidas (sobre o corpo). Entao x(E) estd definida e

X(E) = x(B)x(F)
Demonstracao. veja [7| O

Podemos calcular o homomorfismo induzido pela inclusao ¢ : F — B a partir
da sequéncia espectral. Para r > 2 temos que ngtrl ¢ um quociente de Ej, (pois
E", ;1 = 0). Logo, existe um epimorfismo Eg,t — Eg;. Como B é conexo por
caminhos, temos um isomorfismo H;(F;G) ~ Hy(B; Hi(F;G)). Usando a sequéncia
espectral da fibragdo F' — b e a naturalidade desta, segue que i,.: H;(F; G) — H(F; G)
é a composta

H,(F;G) ~ Hy(B; Hy(G; H)) ~ Ej, — EgS, = FoHy(E; G) C Hy(E;G).
e temos a sequéncia de Wang generalizada

Teorema 8.2. Seja p: E — B uma fibracao orientdvel com fibra F e base 1-conexa
que também é uma n-esfera de homologia (sobre R) para algum n > 2. Entdo hd uma
sequéncia exata longa

o Hy(F;G) S Hy(E; G) = Hy_o(F:G) = Hy_(F:G) = - --

Demonstragio. Como H,(B) nao tem torgao, E?, ~ H (B) ® Hy(F;G) na sequéncia
espectral de p. Logo, Eit = 0 a menos que s = 0 ou s = n, e o unico diferencial nao
nulo é d": ETQM — E&n 1. Portanto, temos sequéncias exatas

0= ES B2, T B = B, —0
0 — Egy — Hi(E;G) = B

n,t—n

—0

Essas sequéncias se encaixam numa sequéncia exata longa

o H(B;G) — E2

n,t—mn

LN E§, = H 1 (E;G) — -+
Por fim, o resultado segue observando-se que

E?,  ~H,(B)®H, ,(F;G)~ H,_,(F;QG)

n,t—mn

EOZ,tfl ~ Hy(B) ® Hi_1(F;G) ~ Hi_1(F; G)
e que apos essa substituigao, Hy_1(F;G) — Hy_1(F; G) é i.. O
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100 Aplicagoes das sequéncias espectrais

Sejam p: E — B uma fibracao orientavel com base conexa por caminhos e B’ C B
e E' = p~!(B’). Mostremos que o homomorfismo induzido por p: (F, E') — (B, B’)
é determinada pela sequéncia espectral. Para r > 2, Eg;l ¢ um submodulo de EY
(uma vez que E7, , . = 0). Logo existe um monomorfismo EZy — E2;. O homo-
morfismo aumentagao Hy(F; G) — G induz um homomorfismo Hy(B, B'; Hy(F; G)) —
Hy (B, B’; G). Usando a sequéncia espectral da fibragdo B’ — B e a naturalidade desta,
segue que p, : Hy(E, E'; G) — Hy(B, B'; G) é a composta

H(E,E;G) = F,H(E, E';G) — EJy — Eio ~ H,B,B'; Hy(F;G)) - H,B,B’;G)
e temos a sequéncia de Gysin generalizada

Teorema 8.3. Seja p: E — B uma fibragao orientdvel com base conexa por caminhos
e por fibra F uma n-esfera homoldgica (sobre R), n > 1. Se B' C B e E' = p~*(B’)
temos a sequéncia exata

.- - H(E,E';G) " H(B,B";G) = H,_,_1(B,B;G) — H,_(E,E";G) — -
Demonstracao. Uma vez que na sequéncia espectral de p temos

EZ,~ H,(B,B' H,(F;G)) =0, parat#0,n,

s,t —

O tnico diferencial nao nulo é d"™' : F?, — E? Portanto, temos sequéncias

s—n—1n"
exatas
0— B — B2, “5 B2 E 0
— s,0 - s,0 s—n—1,n - s—n—1n -
.
0—EZ,,— HJ(E,E;G) = EJ5— 0

Essas sequéncias se encaixam numa sequéncia exata longa

..._>HS(E7E’;G)—>E§,OM—H>E2 — Ho (B, E5G) — - -

s—n—1,n

Por fim, o resultado segue observando-se que

Eio ~ H,(B,B'; Hy(F;G)) ~ Hy(B, B'; G)

E2 = sfnfl(B7Bl;Hn(F; G)) = Hsfnfl(B7B,;G)

s—n—1,n
e que apos essa substituigao, Hy(F, E';G) — Hs(B, B';G) é p.. O
Temos também o teorema de Serre

Teorema 8.4. Seja p: E — B uma fibracao orientdvel com F e B conexos por cami-
nhos. Assuma que Hy(B,B") =0 para ¢ <n e Hy(F) =0 para 0 < ¢ < m (coeficientes
em R). Entao o homomorfismo p.: H,(E,E'") — H,(B,B’) é um isomorfismo para
qg<n-+m-—1eum epimorfismo para ¢ =m + n.

Demonstracao. Temos que
Eit ~ H,B,B'; H(F)) ~ Hy(B, B") ® H,(F) & Tor(H,_1(B, B"), H,(F)).

Por hipotese, B2, = 0se s <noul <t <m. Logo,se g <n+m-—1, E}, =0,
exceto, possivelmente, para 2. Dai, E _, = 0 exceto para o termo E} e E/ | = E2,

para todo r > 2. Portanto, £y ~ E7 e EX_ =0 para q # s. Assim,

H,(E,FE) ~ H,B,B'; Hy(F)) ~ H,(B, B")
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é o isomorfismo induzido por p,. Se ¢ = n + m, entao Eszn +m—s = 0, com excecao dos
termos B2, e E2 . Umavez que E. . =0 parar > 2, segue que
Ezim,o = ET2L+m,0 = Hm+n(Bv Bl? H0<F)) = Hn+m(B7 Bl)

Portanto, p.(Hpym(E, E')) = Hpyin(B, B).

Por fim temos a sequéncia de Serre para homologia

Teorema 8.5. Seja p: £ — B uma fibragao orientdavel com B e F' conexos por cami-
nhos. Assuma que H;(B;Z) = 0, para 0 < i < m e H;(F;G) =0 para 0 < j < n.
Entao existe uma sequéncia exata
Hm-i—n—l(F; G) ﬁ> Hm+n—1(X; G) &} Hm+n—1(B; G) —
o Ho(B:G) = Hy(F;:G) 5 Hy(X;G) 5 H(B;G) = - - -

Demonstracao. Pelo teorema dos coeficientes universais temos que
E;yq = H,(B;H,(F;G)) ~ H,(B) ® H,(F;G) ® Tor(H,—1(B),H,(F;G)) =0

se 0 < p<moul < qg<n. Logo, E§7q:Oparap+q<m+ncomp7é07éqe
temos apenas Efp e E&r. Logo, o tnico diferencial nao nulo ¢ d": £, — Ej,. e temos
sequéncias exatas

oo T d" T o0
0 _> E,no _> E’I’,O —> EO,T‘—l _> EO,T’—l % O
0— Eg. — H.(E;G) — E7y — 0
Novamente essas sequéncias se encaixam e obtemos uma sequéncia exata longa que,

utilizando as observagoes feitas anteriormente, concluimos que é a sequéncia procurada.

]






9 Uma aplicacao

Faremos aqui uma breve exposi¢ao do conteudo do artigo [8].

Seja LF'(X) o conjunto das classes de equivaléncia de fibragoes p: E — X (como
definido no capitulo 2) com fibras com o mesmo tipo de homotopia de F'. Podemos
considerar LF'(—) como um funtor, que associa a cada aplica¢ao f: X — Y, a aplicagao
LF(f):LF(X)— LF(Y) tal que LF(f)[p] = [ps], em que p; é a fibragao induzida de
p por f.

Em 1963, James Stasheff provou o seguinte teorema de classificacao para espagos
fibrados:

Teorema de Classificacao. Se F' é um C'W-complexo finito, existe um espaco By tal
que |—, By] e LF(—) sao equivalentes como funtores da categoria de CW-complexos e
classes de homotopia de aplicagoes para a categoria de conjuntos e fungoes.

Para este fim, Stasheff construiu transformagoes naturais S : [—, By| — LF(—) e
T:LF(—) — |-, By] utilizando quase-fibra¢oes. Abaixo damos uma ideia de como ¢é
feita tal construcao.

Definicao 9.1. Uma quase-fibracao p: E — B € uma equivaléncia de homotopia fraca
sobrejetora.

Na sequéncia assumiremos que F' é um CW-complexo finito e £/ tem o mesmo tipo
de homotopia de um CW-complexo.

Dada uma quase-fibragdo p: F — B, definimos a fibra¢io associada & p, Hur(p) :
EP — B, como a fibragdo do teorema (2.37).

A aplicagao principal associada Prin(p): Seja Prin(E) o subespaco de EF
consistindo das aplicagoes ¢: F' — FE tais que ¢ é uma equivaléncia de homotopia entre
F e alguma fibra p~'(x),2 € B. Definimos a aplicacio principal associada Prin(p) :
Prin(E) — B por Prin(p)(p) = p(¢(F)). As fibras de Prin(p) tém o mesmo tipo de
homotopia que H = H(F’), o monoide topolédgico das equivaléncias de homotopia de
Fem F.

O prolongamento Prol(p): Considere os espagos

Prol(E) = (T(Prin(F)) x F) U, E,
em que 7 : Prin(F) x ' — E é a aplicacao avaliac¢do, e

Prol(B) = T(Prin(F)) U, B,
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104 Uma aplicagao

em que ¢ = Prin(p). Definimos o prologamento Prol(p) : Prol(E) — Prol(B) como
sendo a extensao de p que comuta o diagrama

T(Prin(F)) x F —— Prol(F)

l jProl(p)

T(Prin(£)) Prol(B).

Lema 9.2. Se p € uma quase-fibragao, entao Prol(p) também o é.

O prolongamento final Ult(p): Seja po: Ey — By uma quase-fibragao. Defina,
indutivamente, p,: E,, — B,, como sendo Prol(p,,_,):Prol(E,_;) — Prol(B,_1). Seja
Ult(p) : Ult(F) — Ult(B) o limite das quase-fibragoes p,, : £, — B,.

Lema 9.3. O prolongamento final Ult(p) € uma quase-fibragao. Se p é uma fibragao,
entao Prin(Ult(p)) € uma quase-fibragao.

Considere a fibragao constante 6 : F' — *. Neste caso, Prin(F') é H e Prin(Ult(#))
é uma quase-fibragao com fibra H. Denote essa quase-fibracao por py : Ey — Bpy.
Ainda, denote a fibragao associada Hur(Ult(6)) por u: UE — By. Entéo as fibras de
u tém o mesmo tipo de homotopia que F. Agora, as transformagoes naturais S e T’
sao construidas da seguinte forma:

A transformagao S:[—, By| — LF(—): Dada uma classe de aplicacoes [f] € [X, Bu],
definimos Sx([f]) = [us], em que us é a fibragao induzida de u por f. Note que, pelo
teorema (2.31), a transformagao S estéd bem definida.

A transformagao T: LF(—) — [—, By|: Dada uma classe de fibragoes [p| € LF(X),
considere o diagrama comutativo

F : E
\‘ /
* v X
Lk
Ult(6) ! W
Ult(F) Ult(E)

No qual as setas verticais sdo inclusdes. Temos que j, : [X, By| — [X, Ult(X)] é um
isomorfismo. Logo, definimos T'x ([p]) por 7.T([p]) = |g].
O
Se I' = §", seja Bo(n+1) 0 espago classificante do grupo ortogonal sobre R™*!. Uma
vez que transformacoes ortogonais em R"™*! induzem homeomorfismos de S" sobre
si mesma, podemos considerar O(n + 1) como um subgrupo de H. Dold e Lashoff
mostraram que existe uma aplicagao J : Bo(n+1) — By que corresponde a identificar
fibrados ortogonais a menos de fhe. Esta aplicagdao J pode ser identificada com T'(y"*!)
em que 7"t & o S™-fibrado universal 7" : E — Bg(n+1). Temos o seguinte resultado

Teorema 9.4. O homomorfismo induzido J*: H*(By; Z,) — H*(Bom41); Zyp) € sobre-
jetor para p = 2,3. Ainda, sen >4 ep >3 é um primo, J* nao € sobrejetora.

Demonstracao. Veja (8] O
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