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RESUMO

A atitude de um satélite artificial representa sua orientacdo no espago, de modo que
através da atitude pode-se conhecer a orientacdo espacial do satélite pela relacio entre
dois sistemas de coordenadas, um deles fixo no corpo do satélite e o outro associado
com um sistema de referéncia inercial. Apesar da atitude ser bem representada por
varios conjuntos de varidveis, todos estes apresentam limitacdes em sua utilizacao.
Focaliza-se neste trabalho um conjunto de varidveis candnicas nao singulares,
aplicdveis ao movimento rotacional de satélites artificiais. Estas varidveis sdo uteis
para o caso em que o vetor momento angular de rotacdo coincide com o maior
momento principal de inércia do satélite. As equagdes dindmicas do movimento
rotacional sdo deduzidas pelo formalismo hamiltoniano e entdo integradas para a
andlise do movimento rotacional livre de torques externos. Solucdes analiticas
aproximadas sdo obtidas e comparadas com as solucdes gerais, representadas em
fungdes elipticas, e com solucdes numéricas. A Hamiltoniana média associada ao
Torque de Gradiente de Gravidade é também incluida e as equagdes diferenciais do
movimento perturbado sdo deduzidas em termos das varidveis ndao singulares. A
integracdo analitica e numérica destas equacdes permite uma andlise qualitativa e
quantitativa das varidveis ndo singulares utilizadas para o movimento rotacional,
quando se considera a perturbacdo provocada pelo Torque de Gradiente de Gravidade.
Ao mesmo tempo esta andlise aponta para limitacoes de intervalos de tempo em que
algumas solucdes devem ser utilizadas. Aplicagdes sdo realizadas para satélites com
caracteristicas similares as dos Satélites Brasileiros de Coleta de Dados (SCDI1 e

SCD2).

PALAVRAS-CHAVE: Satélites  artificiais, movimento rotacional, variaveis
candnicas ndo singulares, transformacdo candnica, torque de gradiente de gravidade.
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ABSTRACT

The attitude of an artificial satellite represents its orientation in the space, in way that
through the attitude can be known the spatial orientation of the satellite for the relation
between two systems of coordinates, one of them fixed in the satellite and other
associate with an Inertial Reference System. Many sets of variables are used to
represent the satellite attitude, but some of them present limitations in its use. A set of
non-singular canonical variables, applicable to the rotational motion of artificial
satellites, is focused in this work. These variables are useful for the case where the
rotational angular momentum vector coincides with the biggest principal moment of
inertia of the satellite. The dynamic equations of the rotational motion are deduced by
the Hamiltonian formalism and then they are integrated for the analysis of the torque-
free rotational motion. Approximated analytical solutions are gotten and compared
with the general solutions and numerical solutions. The associated mean Hamiltonian
to the Gravity Gradient Torque also enclosed and the differential equations of the
motion are deduced for the non-singular variables. The analytical and numerical
integration of these equations allow a qualitative and quantitative analysis of these
non-singular variables, when the disturbance of the Gravity Gradient Torque is
considered. At the same time this analysis points to limitations of time intervals where
some solutions must be used. Applications are done for the satellite with similar

characteristics of the Brazilian Satellites of Collection of Data (SCD1 and SCD?2).

KEYWORDS: Artificial satellites, rotational motion, non-singular canonical
variables, canonical transformation, gradient gravity torque.
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TGG, em varidveis de Andoyer

Hamiltoniana média do movimento rotacional associada ao
TGG, em varidveis nao singulares de Fukushima

E,n(u, k)

Varidvel auxiliar, definida como § = \/ - -
Y, - Z,dn(u,k)

Variaveis de Fukushima do Grupo 1 no instante inicial 7, =0,
definido como aquele em que &, =0

Vetor velocidade de rotacdo do satélite

Moédulo da velocidade de rotacao do satélite

Componentes da velocidade de rotacdo do satélite nos eixos
OA, OB e OC, respectivamente

Longitude do nodo ascendente

Transformacgdo canodnica de Fukushima

S:(X,Y,x,y) > U,V,u,v)
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CAPITULO 1 INTRODUCAO

A atitude de um satélite artificial representa sua orienta¢do no espaco, de modo
que através da atitude pode-se conhecer a orientacdo espacial do satélite, uma vez que
este pode ser considerado um corpo rigido e a atitude ser expressa pela relacdo entre
dois sistemas de coordenadas, um deles fixo no corpo do satélite e o outro associado
com um sistema de referéncia inercial ou algum referencial fixo de interesse, como a
Terra.

Virias sdo as formas de representacao de atitude comumente utilizadas, das quais
se pode destacar: angulos de Euler, Quatérnios e varidveis de Andoyer. Cada um
desses conjuntos de varidveis € util e tem aplicacdo ampla, porém, da mesma forma,
cada um deles apresenta limitacoes.

E justamente das limitacdes na utilizacio das varidveis de Andoyer
(especificamente, da indefini¢cao das varidveis angulares de Andoyer em certos casos)
que surge a idéia da aplicacdo de um novo conjunto de varidveis, ndo singulares,
idealizadas por Toshio Fukushima e introduzidas no inicio dos anos 90
(FUKUSHIMA, 1993,1994).

A andlise das varidveis candnicas ndo singulares para o movimento rotacional de
satélites artificiais, introduzidas por Fukushima, constitui o objetivo desta dissertacao.
Tais varidveis, por sua definicdo, devem ser tteis para o caso em que o0 vetor momento
angular de rotacdo coincide com o maior momento principal de inércia do satélite
(exatamente um dos casos em que ndo € possivel a utilizacdo das varidveis de Andoyer
para descrever o movimento rotacional do satélite).

Nesta dissertacdo, a andlise da atitude do satélite artificial deve ser realizada
através da deducdo e resolugdo das equagdes do movimento rotacional livre de torques
externos, numa primeira etapa. Com a inclusdo da Hamiltoniana média associada ao
Torque de Gradiente de Gravidade (TGG), devem ser deduzidas novas equacdes do
movimento, numa segunda etapa, em condi¢des de serem integradas pelo método de
aproximacodes sucessivas. Os resultados assim obtidos podem ser comparados com
solugdes analiticas e numéricas, de modo a permitir uma andlise qualitativa e

quantitativa destas novas varidveis nao singulares.
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O CAPITULO 2 faz um breve resumo dos trabalhos que foram consultados para
dar subsidio ao desenvolvimento deste projeto. Dentre varios livros e artigos, alguns
diretamente relacionados ao tema central das varidveis ndo singulares e a0 movimento
rotacional de satélites artificiais, destacam-se, nesta revisao de bibliografia, justamente
aqueles mais significativos e suas respectivas parcelas de contribuigdo.

No CAPITULO 3 sio apresentadas as varidveis ndo singulares introduzidas por
Fukushima, as quais sdo uteis na representacdo dos movimentos orbital e rotacional de
satélites artificiais, quando existem dificuldades associadas a singularidades em outros
conjuntos de varidveis. A transformac¢do matematica 3 geradora dessas novas
varidveis € discutida em linhas gerais, e apresentadas suas propriedades mais
importantes, inclusive demonstrando-se que tais varidveis sdo candnicas € 0s Casos
limites em que podem ser aplicadas. No que diz respeito a0 movimento rotacional,
faz-se uma breve apresentacdo das varidveis de Andoyer, e pela aplicacdo da citada
transformacdo 3 ao conjunto dessas varidveis, obtém-se novos conjuntos de varidveis
candnicas nao singulares, de utilidade ao estudo da propagacdo de atitude de satélites
artificiais.

O movimento rotacional livre de torques externos € analisado no CAPITULO 4.
Para este fim, sdo utilizadas varidveis candnicas ndo singulares, obtidas pela aplicacdao
da transformacdo 3 conforme definida no CAPITULO 3. A Hamiltoniana do
problema € determinada em termos das novas varidveis a partir de sua forma em
varidveis de Andoyer e as equagdes do movimento obtidas utilizando-se o formalismo
hamiltoniano. A transformacao 3 também € utilizada para determinar as solugdes das
equagdes do movimento, dadas em termos de integrais e func¢des elipticas.

No CAPITULO 5 examinam-se alguns casos particulares das equagdes do
movimento rotacional dadas em varidveis ndo singulares. S@o casos importantes, pois
se aplicam a situagcdes em que o angulo entre o vetor momento angular de rotagdo e o
eixo na direcdo do maior momento principal de inércia do satélite é zero ou muito
proximo de zero. Embora as solugdes aproximadas obtidas para estes casos
particulares dependam apenas de func¢des elementares, mostra-se que elas tém boa
concordancia com as solucdes para o caso geral em termos de integrais e fungdes

elipticas, quando tais solugdes sdo comparadas, analitica e numericamente. Nas
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comparacoes realizadas, sdo usados dados de um satélite ficticio de pequeno porte,
com caracteristicas similares as dos Satélites Brasileiros de Coleta de Dados (SCDI e
SCD2).

A presenca de torques externos atuando no movimento rotacional do satélite
comecga a ser discutida no CAPITULO 6. Neste capitulo € introduzida a parcela da
Hamiltoniana média associada ao Torque de Gradiente de Gravidade, na qual sdo
excluidos termos periddicos em funcdo das varidveis rdpidas. A parcela da
Hamiltoniana média € apresentada em termos das varidveis de Andoyer e dos
elementos orbitais cldssicos, e entdo transformadas por 3 para as varidveis canOnicas
ndo singulares de Fukushima. Este procedimento possibilita que as equagdes
dindmicas sejam obtidas pelo formalismo hamiltoniano, para entdo serem integradas
pelo método de aproximacdes sucessivas, associado a algumas aproximacoes
simplificadoras. Deste modo, permite-se uma andlise da atitude de um satélite
artificial em varidveis nao singulares, sob a influéncia do Torque de Gradiente de
Gravidade. Assim como no Capitulo 5, as solugdes analiticas obtidas no Capitulo 6
para as equacgdes considerando-se o TGG sdao comparadas com solu¢des numéricas,
considerando-se os casos em que o vetor momento angular de rotagdo coincide ou
aproxima-se do eixo de maior momento principal de inércia do satélite. Estas
comparacdes t€m por objetivo mostrar a concordancia das solugdes obtidas, e permitir
a andlise qualitativa e quantitativa das varidveis ndo singulares envolvidas no estudo
do movimento rotacional.

Finalmente, o CAPITULO 7 apresenta as conclusdes a respeito dos resultados
obtidos ao longo desta dissertacdo de Mestrado, e aponta perspectivas de trabalhos

futuros utilizando estes resultados como ponto de partida.
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CAPITULO 2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Muitos trabalhos foram consultados de modo a dar subsidio para o
desenvolvimento desta dissertacdo de Mestrado. Entre livros e artigos, alguns
diretamente relacionados ao tema das varidveis ndo singulares € ao movimento
rotacional de satélites artificiais, ou mesmo outros que tém apenas uma ténue ligacao
com o assunto, todos contribuiram com idéias valiosas para que a dissertacao pudesse
ser desenvolvida. Este capitulo tem como objetivo justamente relacionar os trabalhos

mais significativos e resumir suas parcelas de contribuigao.

Um dos mais importantes problemas dos sistemas dindmicos é resolvido em
Whittaker (1961), envolvendo o movimento de um corpo rigido, quando forcas
externas ndo agem sobre o corpo. Refere-se especificamente a0 movimento do corpo
rigido em relacdo ao seu Centro de Massa (CM), sob a acdo de forcas cuja resultante
passa unicamente através do CM. A direcdo do vetor momento angular de rotacdo ¢é
coincidente com o eixo OZ, e chamada por Whittaker de “linha invaridvel”, pois esta
direcdo € invariante no espago, devido a auséncia de forgas externas. Deste modo as
componentes do momento angular sdo nulas nos eixos OX e OY. Assim, mostra-se
como a orientacdo espacial do corpo em qualquer instante € especificada no sistema de
eixos principais do corpo rigido, dependendo de seus momentos principais de inércia

(I,=A,1,=B,I =C). Estas orienta¢des sdo representadas em termos de angulos de

Euler, considerando que os momentos principais de inércia satisfazem a condi¢do
A>B>C. A partir das componentes da velocidade de rotacdo, as equacdes do
movimento sdo deduzidas e suas solugdes apresentadas em termos de fungdes
elipticas. O trabalho de Whittaker ¢ importante no desenvolvimento desta dissertagao,
pois as equagdes do movimento nas varidveis que aqui sdo utilizadas tém a mesma
forma que as equacdes em termos de dngulos de Euler. Em conseqii€ncia, apenas
adotando a hipdtese diversa A < B < C, € possivel adaptar as solugdes para o caso aqui

considerado.
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Kinoshita (1972), ao analisar o movimento de um sistema de dois corpos rigidos
finitos, um esférico e um triaxial, interagindo unicamente pela forca gravitacional
mutua, destaca a utilizacdo do movimento rotacional livre de torques € do movimento
kepleriano como movimentos rotacional e translacional ndo perturbados,
respectivamente. Na solu¢do do movimento rotacional, introduz varidveis de agdo
sobre as varidveis de Andoyer, e obtém expansdes uteis em termos de integrais
elipticas para o problema finito de dois corpos. Kinoshita ainda investiga o
movimento rotacional ndo perturbado de um corpo rigido com ajuda das varidveis de
Andoyer, assumindo que o sistema de referéncia fixo no satélite coincide com o

sistema dos eixos principais de inércia.

Em Zanardi (1986) as varidveis de Andoyer sdao também utilizadas para descrever
o movimento rotacional de um satélite artificial, sendo que um estudo do movimento
rotacional e translacional acoplado € realizado, com o movimento translacional sendo
descrito pelas varidveis de Delaunay. O Torque de Gradiente de Gravidade ¢é
introduzido nas equacdes do movimento. O método de Hori € aplicado para obter uma
solugdo analitica para as equacdes do movimento. A Hamiltoniana média determinada
neste artigo € utilizada no presente trabalho, devendo ser desenvolvida em termos das

varidveis nao singulares de Fukushima.

Em Kinoshita (1992), o movimento rotacional livre de torques externos &
integrado nas varidveis de Andoyer e sua solu¢cdo expressa em termos de funcoes e
integrais elipticas. Destaca-se, apesar disto, que as expressdes analiticas
convencionais destas solugdes sdo complicadas e ndo uteis em geral para
implementacdes numéricas, € que mais recentemente o movimento de pequenos
corpos celestes no sistema solar tem sido investigado por integracdo numérica em
lugar das solugdes analiticas, jJ4 que a implementacdao numérica das solugdes analiticas
e exatas apresenta dificuldades. A parte principal deste trabalho dedica-se a
desenvolver expansodes analiticas simples do movimento livre de torques em torno do
maior ou menor momentos de inércia, as quais sdo vdlidas até a segunda ordem dos

pequenos parametros envolvidos. Além disso, incluem apenas funcdes trigonométricas
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e sdo, portanto, facilmente implementadas para estimar as quantidades essenciais a
partir das quais pode-se determinar a rotagcdo do corpo rigido, para o caso do
movimento livre de torques. Conclui-se ainda que o movimento rotacional livre de
torques externos (MRLTE) é bastante adequado como solu¢do de ordem zero em

métodos de perturbagao.

Fukushima (1993, 1994) apresenta uma nova transformagdo de varidveis de
dimensdo dois para aplicacdo aos movimentos rotacional e translacional. Expde as
bases geométricas gerais desta transformacdo e demonstra que ela é canoOnica, pelo
célculo dos colchetes de Poisson das novas varidveis. Com a sua utilizagdo
determinam-se trés novos conjuntos de varidveis para o movimento orbital e dois para
o movimento rotacional. Estas novas varidveis tém um claro significado fisico, geram
formas simples para as equagdes dindmicas e solugdes ndo perturbadas, além de
oferecerem um meio de contornar dificuldades ao se lidar com pequenas quantidades,
como serd discutido no Capitulo 3. Especificamente, em relacdio ao movimento
rotacional, estas pequenas quantidades estdo relacionadas as varidveis de Andoyer.
Ainda neste trabalho, as equacgdes e solugdes apresentadas por Kinoshita (1972, 1992)
para as varidveis de Andoyer sdo transformadas para as novas varidveis ndo singulares,
casos limites sdo analisados e apresenta-se uma solu¢dao em forma fechada em termos
de integrais e funcoes elipticas. Esta transformacdo serd introduzida no Capitulo 3

desta dissertacao.

Deprit (1993) mostra que na transformacdo proposta por Fukushima (1993,1994)
encontra-se uma rotacdo em trés dimensodes, € que ela remove singularidades para
pequenas excentricidades e/ou pequenas inclinacdes. Demonstra que a transformacgao
¢ candnica com a utilizacdo da transformagdo de Mathieu. Um discreto, porém
importante detalhe, ¢ o uso de um programa de computador como auxilio a seus
célculos, mostrando que os processadores eletronicos podem ter relevante contribui¢dao
mesmo em trabalhos de matematica formal. Finalmente, o modelo geométrico através
do qual Fukushima justifica sua transformacdo € revisto na perspectiva da geometria

vetorial a fim de remover suas ambigiiidades.
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Fukushima e Ishizaki (1994a) introduzem um conjunto de elementos para uso em
estudos numéricos do movimento de um corpo rigido em torno de seu Centro de
Massa. Estes elementos sdo definidos como os valores iniciais das varidveis de
Andoyer modificadas. Um procedimento computacional foi obtido para determinar
estes elementos a partir da combinacdo do vetor momento angular de rotagdo e um
sistema de referéncia fixo no corpo rigido, que é utilizado para definir a sua
orientacdo. Neste artigo mais uma vez sdo discutidas as equacdes e solugdes

apresentadas anteriormente em Kinoshita (1992) e Fukushima (1993).

Em Fukushima e Ishizaki (1994b) sdo apresentados algoritmos para a
computacdo de integrais elipticas incompletas de forma geral, além de algumas
féormulas bastante udteis para este trabalho. O algoritmo avalia com efici€éncia algumas
combinacdes lineares de integrais elipticas incompletas de todos os tipos com grande
precisdo, o que € bastante proveitoso para calcular numericamente valores e derivadas
parciais das integrais elipticas, que sdao essenciais quando se lida com certos problemas

em Mecanica Celeste, incluindo a solu¢do analitica do MRLTE de um corpo rigido.

Em Zanardi (1998) as varidveis ndo singulares, introduzidas por Fukushima
(1993) e por Giacaglia e Jefferys (1971), para o movimento rotacional sdo analisadas.
Estas varidveis mostram-se uteis quando o angulo J entre o eixo Oz de um sistema de
coordenadas fixo no satélite (definido pelas dire¢des dos eixos principais de inércia) e
o vetor momento angular de rotacdo € zero ou muito proximo de zero. Comparam-se
as varidveis de Fukushima com outros conjuntos de varidveis ndo singulares para
determinar os beneficios de sua utilizagdo. Com este objetivo, as equagdes dinamicas
foram derivadas para cada conjunto de variaveis, e foi incluida a Hamiltoniana média
associada ao Torque de Gradiente de Gravidade. Solugdes analiticas para o MRLTE
foram computadas para um satélite simétrico para cada conjunto de varidveis, e
comparadas com uma solu¢do numérica. Com a inclusdo do Torque de Gradiente de
Gravidade, uma solucdo numérica foi obtida. Uma das conclusdes deste trabalho é o

fato das varidveis ndo singulares de Fukushima terem um claro significado geométrico
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e fisico, embora suas equacdes dindmicas sejam mais complexas que as descritas para

as variaveis introduzidas por Giacaglia e Jefferys (1971).

Zanardi e Vilhena de Moraes (1999) estudam o movimento rotacional de satélites
artificiais considerando torques produzidos pelo Gradiente de Gravidade e pela
Pressdo da Radiacao Solar Direta. Um satélite cilindrico € considerado e as varidveis
utilizadas para descrever o movimento rotacional sdo as varidveis de Andoyer. Da-se
énfase aos efeitos seculares e de longo periodo produzidos por estes torques. A
parcela da Hamiltoniana associada ao Torque de Gradiente de Gravidade é apresentada
explicitamente em termos das varidveis de Andoyer e das varidveis de Delaunay (que
descrevem o movimento translacional). Com a obten¢do de solucdes analiticas para as
equagdes do movimento, verificou-se a boa concordiancia destas com as solugdes

numéricas para o intervalo de tempo considerado.

Pereira (1999) analisa a propagacdo analitica e numérica do movimento
rotacional em varidveis ndo singulares de Fukushima, considerando o Torque de
Gradiente de Gravidade (TGG) e um satélite com dois momentos principais de inércia
iguais, com o eixo de rotacao em torno ou préoximo do maior ou menor €ixo de inércia
do satélite. A influéncia do TGG ¢ avaliada com relagdo ao angulo entre o eixo de
rotacio e a direcdo sol-satélite (Angulo de Aspecto Solar). Pereira também analisou o
movimento rotacional livre de torques externos, utilizando varidveis ndo singulares e
integrais elipticas, considerando que o satélite possui momentos principais de inércia /I,

e I, diferentes.

Zanardi (2005), aprofunda o trabalho de Pereira e analisa a propagacdo de atitude
de satélites artificiais com vdrios grupos de varidveis ndo singulares. Apresenta
também a Hamiltoniana associada ao TGG em funcao das varidveis de Andoyer e dos
elementos orbitais cldssicos, forma esta que foi utilizada para derivar as equagdes do

movimento perturbado para esta dissertacao.



32

Completando esta revisdo de bibliografia, é preciso citar sem duvida alguma a
obra de Byrd e Friedman (1971), material indispensdvel a qualquer trabalho de fisica

matematica em que figuram funcdes e integrais elipticas de qualquer espécie.
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CAPITULO 3 TRANSFORMA CAO CANONICA DE FUKUSHIMA

Neste Capitulo sdo apresentadas as varidveis nao singulares introduzidas por
Fukushima (1993, 1994), as quais sdo uteis na representacdo dos movimentos orbital e
rotacional de satélites artificiais, como no caso em que as varidveis de Andoyer
apresentam dificuldades quando os angulos I e/ou J s3o proximos de zero. A
transformagdo matematica é discutida em linhas gerais, bem como suas propriedades
mais relevantes associadas a esta dissertacdo. Pela sua aplicagcdo ao conjunto das
varidveis canonicas de Andoyer, obtém-se novos conjuntos de varidveis canOnicas nao
singulares para o0 movimento rotacional, as quais sdo uteis ao estudo da propagacao de

atitude de satélites artificiais.
3.1 ATRANSFORMACAO 3

Considere-se a seguinte transformacado no espaco de configuracdo bidimensional:

S:(X.Y;x,y)= U,V;iu,v), (3.1
em que:
U=X, (3.2)

V=+4X2-Y2%seny, (3.3)

Y
u=x+ arctan[; tan y ) (3.4)

2_YV2
V= arctan[%cos y]. (3.5)

Assume-se a condi¢ao |X | 2 |Y | para assegurar que as novas variaveis sejam reais.

O significado geométrico da transformagdo 3 pode ser facilmente compreendido

com sua representacdo em termos de elementos de uma superficie esférica de raio
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unitario, de acordo com a Figura 1, e com a introdu¢do do angulo auxiliar 8, de forma

que:

Y =X cosH . (3.6)

Fukushima (1993) assumiu por simplicidade que 0<60 <7z /2, embora tenha
destacado que a explanagdo pudesse ser aplicada ao caso 0 > /2. Essas restricdes
foram rediscutidas por Deprit (1993), ampliando o intervalo de 6, tal que
—m/2<0<7m/2, e assumindo que X >0, U >0 e X2-Y2>0, as quais implicam
em X =U e U2-V2>0, com as varidveis v e y assumindo valores no intervalo

[0,275), sendo ainda x>0 e u=0.

Figura 1: Significado geométrico da transformacdo candnica 3, definida em

(3.2) - (3.5), com |X|>|Y].

Considere-se dois arcos de circulo madximo sobre uma superficie esférica de raio

unitdrio. Sejam esses arcos NM e MA, conforme a Figura 1, e x e y seus respectivos

comprimentos. Verifica-se que o angulo NMA ¢ expresso como 7 —6, sendo 6

como definido anteriormente. A projecdo do ponto A sobre o circulo miaximo que
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contém o arco NM serd denotada por K. Chamando o arco NK e o angulo MAK por u
T . ~ ~
e 5 —v, respectivamente, ¢ o arco AK por ¢, as relagdes da transformac¢do 3 podem

ser obtidas a partir de propriedades de trigonometria esférica aplicadas ao tridngulo
AMK, e assumindo que U = X. Tais propriedades sio resumidas no APENDICE A.
De acordo com a Figura 1, o angulo ¢ ¢ dado por:

V =Useng. (3.7)

Da lei dos senos para o triangulo esférico AMK, dada em (A.1):

sen¢ seny

sen® senk G:8)

e como o angulo K é90°, obtém-se:

sen¢ =sen ysen6 . (3.9)
Utilizando (3.7) em (3.9):

V =Usen ysen® . (3.10)

Com a utilizac@o de propriedades de trigonometria, a equacao (3.10) pode ser re-

escrita como:

V =\ U2-U2cos?0 sen y . (3.11)
Substituindo (3.2) e (3.6) em (3.11), obtém-se:

V=+4X2-Y2%seny, (3.12)
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o que demonstra a relagdo (3.3). Destaca-se que o sinal da varidvel V é o mesmo que o

de sen y, uma vez que v X2—Y? estd associada com Usen8 =0, pois 0<O0<7w/2 e
Uz=0.

A férmula da tangente para o arco MK é dada por (A.2):
tan(u — x) = tan ycos@ = u = x+ arctan(tan ycos8). (3.13)

Levando (3.6) em (3.13), demonstra-se a expressao (3.4).

Para a demonstracdo da relagdo (3.5), basta utilizar-se da férmula da cotangente

para o angulo MAK , dada em (A.3), a qual fica:
cot(% -V ] =sen¢cot(u —x) = tanv =sen@ cot(u — x). (3.14)

E pelas féormulas (3.9) e (3.13):

0
tanv=ﬂ:> tanv=m:>v=arctan(tan9005 y). (3.15)
tan ycos@ tan ycos@

Observe-se que:

_ 2
tan9=—”1“;se, (3.16)
COS

sendo que com a utilizacdo de (3.6), a tangente de 8, dada em (3.16), é expressa por:

2_YV2
tan @ :u. (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.15) tem-se que:
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JYXY2_Y2
V= arctan[% cosy ], (3.18)

completando a demonstrag@o da relagdo (3.5) e da transformagéo candnica .
A transformacdo inversa de 3 pode ser obtida de modo analogo, apenas com o
uso de relacOes da trigonometria esférica para o triangulo AMK, identificando (3.19) —

(3.21) respectivamente com (A.4) — (A.6):

cos@

cosq):T:wosO:cosqbcosv, (3.19)
sen| ——v
)
/4 Vv
tan(u — x) =sen@ tan[a - v)=> tan(u — x) = (E)cotv, (3.20)
2_V2
coty:cotq)cos[%—v):coty:UTsenv. (3.21)

A partir das quais obtém-se, respectivamente:

Y=+4U?2-V2cosv, (3.22)

XxX=u-— arctan[% cotvy ) (3.23)

—1
JI72_YV/2
y= arctan[% sen v] . (3.24)

Com |U|2|V

, assegura-se que as varidveis sdo reais. Desta forma, a

-~ - -1
transformacéo inversa 3~ completa-se com:

X=U. (3.25)
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3.2 PROPRIEDADES DE 3

Esta secdo tem como objetivo apresentar de forma resumida algumas
propriedades da transformag¢do 3. Num primeiro momento, mostra-se como as novas
varidveis permanecem bem definidas para certos valores limites do angulo 6. Nestes
valores, surgem aparentes singularidades em relagcdo as varidveis de Andoyer, e € este

o fato motivador da aplica¢dao de 3. O caso mais importante a ser analisado é o limite
~ pd pd ﬂ b
6 — 0, no entanto alguma atencdo também é dada ao caso 6 %E. Em seguida,

demonstra-se que as varidveis do movimento obtidas através da transformacgdo 3 sdo

candnicas. Para este fim, sao calculados os colchetes de Poisson destas variaveis.
3.2.1 Casos limites

Pela Figura 1, esté clara a indefini¢do das varidveis x e y no caso 6 =0, uma vez
que o ponto M torna-se indeterminado. Porém, adotando-se novas varidveis (u,9,v),
todas elas permanecem bem definidas mesmo no limite 8 — 0. Esta afirmativa ¢
confirmada examinando-se as férmulas de transformagdo 3, dadas por (3.3) — (3.5).

Com o auxilio do angulo 6, dado por (3.6), pode-se reescrevé-las como:

V =XsenBOseny, (3.26)
u = x+arctan(cosf tan y), (3.27)
v =arctan(tan6 cos y) . (3.28)

Pode-se demonstrar que (FUKUSHIMA, 1993):

(3.29)

2Bsen?(A/2
arctan(cosAtanB) =B —arctan[ sen 2Bsen*(A,2) }

1-2sen?(A/2)sen 2B

e por esta identidade as expressoes para u e v ficam:



39

2
u=x+ y—arctan sen2ysen (9/2) , (3.30)
1-2sen?(@/2)sen?y
2
v =0 —arctan sen 29 sen (y/2) . (3.31)
1-2sen?(y/2)sen20
Portanto, no limite 6 — 0, (V,u,v) permanecem bem definidas como
V=X0seny, (3.32)
u=x+y, (3.33)
v=0cosy, (3.34)

Estas aproximagdes estio relacionadas a coincidéncia de planos, com a varidvel
V se aproximando de zero, como pode ser observado na Figura 1. Representa-se

(0,x,y) em funcdo de (V,u,v) através de:

2
6 ~ ,/m%, (3.35)

%4
~ arctan—, 3.36
y - (3.36)

xX=u-—y. (3.37)
De forma andloga, no limite 8 — % , (V,u,v) permanecem bem definidas como

V=Xseny, (3.38)
u=x, (3.39)
=0, (3.40)
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Com essas aproximagdes, a proje¢ao K do ponto A tende a coincidir com o ponto

M, como mostra a Figura 1, para 8 = /2, e entdo:

0=v, (3.41)
%4

=~ arcsen —, 3.42

y U (3.42)

x=u. (3.43)

Fica portanto demonstrado que as novas varidveis permanecem bem definidas

nos limites 8 — 0 e 9—)%.

3.2.2 Transformacao canonica

A transformacdo 3 é candnica. Para prova-lo, Fukushima (1993) calculou os

colchetes de Poisson das novas variaveis (U,V;u,v). O colchete de Poisson de duas

varidveis P e Q é definido como fun¢cdo de suas derivadas parciais em relagdo as

antigas variaveis (X,Y;x,y), tal que (LANDAU; LIFCHITZ, 1978):

{P,Q}:[a_Pa_Q_a_Pa_Q)+[a_Pa_Q_a_Pa_QJ_ )

As derivadas parciais de (U,V;u,v) em relacdo a (X,Y;x,y) sdo calculadas a

partir de (3.2) — (3.5) e dadas por:

oUu

— =1, 3.45

X (.49
oU

—=0, 3.46

% (3.46)
o _ 0, (3.47)

P
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— =0, 3.48
% (3.48)
oV X
X mseny, (3.49)
oV Y
a—y——ﬁseny, (350)
WV _o. (3.51)
ox
aa—V:x/XZ—YZcos y, (3.52)
y
ou 1 Y
X = Y2 i ;tany, (353)
1+;tan y
g—; = 21 —tany, (3.54)
[1+2tan2y]
ou
—=1, 3.55
™ (3.55)
u__ 1 Y1 (3.56)
0 [T T |
ov 1
X 2_y2 yVxz_yz G->7
1 5 cos?y
v 1 X2
—=— cosy, (3.58)
2_Vy2 _
oY (1+ X 2Y COSzyjYL/Xz Y2
v
—=0, 3.59
™ (3.59)
2_YV2
&:_ 1 XY Y seny. (3.60)
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Desde que {U,U}={V.V}={u,u}={v,v}=0 e {P,Q}=—-{Q,P}, torna-se

necessdrio avaliar apenas os seguintes seis colchetes de Poisson:

oU oV aUavl [BUGV aUaV]

{U,V} :[878_)(___ +

0X dx oJx dX dY dy dy dY
oV du 9V du oV ou 9V du
Vauy=| ————— 4| =7 77
0X dx oJx dX dY dy dy dY

ou dv  du 9v ou dv  Ju Jv
{I/t,V}: _— | .
ox 0X dY dy dy dY

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Substituindo as derivadas (3.45) — (3.60) e reagrupando os termos, os resultados

finais para os colchetes de Poisson sdo:

U, vi={Uv}={V,u}={u,v}=0,
(U.u)={V,v}=1.

(3.67)
(3.68)

Estas relagdes representam exatamente as condicdes a que as novas varidveis

devem satisfazer para que a transformagdo 3 seja candnica (LANDAU; LIFCHITZ,

1978).
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3.3 NOVOS GRUPOS DE VARIAVEIS PARA O MOVIMENTO ROTACIONAL

A transformagcdo 3 pode gerar interessantes grupos de varidveis para o
movimento rotacional de corpos rigidos quando aplicada ao conjunto das varidveis de
Andoyer. Admite-se aqui que o satélite artificial se comporta como um corpo rigido.

Os detalhes s@o mostrados nas proximas trés secoes.
3.3.1 Sistemas de referéncia e variaveis de Andoyer

As varidveis de Andoyer (KINOSHITA, 1972; ZANARDI, 1986) representam
um conjunto de varidveis candnicas para o estudo do movimento rotacional. Estas
varidveis estdo representadas na Figura 2, em que O é o Centro de Massa do satélite,
OABC ¢ o sistema principal cujos eixos coincidem com as direcdes dos momentos
principais de inércia do satélite (I, =A,I =B,I.=C), OXYZ € o sistema inercial

z

(com os eixos XYZ paralelos aos eixos do sistema equatorial terrestre) e OX’Y’Z’ € o

sistema do momento angular de rotagdo S, estando S na direcao de OZ’.

As variaveis de Andoyer sao definidas da seguinte forma:

a) G € a magnitude do vetor momento angular de rotagdo S:

b) L é a componente S. de S, isto &, a projecdo de S sobre o eixo OC do
sistema principal e definido pela dire¢cdo do momento principal de inércia C;

c) Hé aprojecdo de S sobre o eixo inercial OZ;

d) h € o angulo medido sobre o plano XY , desde o eixo inercial OX até um
nodo N, definido pela intersecdo dos planos XY e X’Y’ (este ultimo
perpendicular a S);

e) g é o angulo medido desde o nodo N sobre o plano XY’ até outro nodo M,
definido pela intersecdao do plano X’Y’ com o plano AB, determinado pelos

eixos OA e OB;

f) 1€ o angulo medido a partir do nodo M até o eixo OA, portanto no plano AB.
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Figura 2: As varidveis de Andoyer (L, G, H, [, g, h). Os angulos auxiliares I e J sdo os

angulos que o vetor de momento angular S forma com os eixos OZ e OC,
respectivamente, ou seja os angulos formados entre os planos XY e X’Y’, X’Y’ ¢ AB

respectivamente.

Embora as varidveis de Andoyer sejam tteis em estudos tedricos relacionados
com a propagacao do movimento rotacional de satélites artificiais (ZANARDI, 2005),
elas apresentam limita¢des. Especificamente, surgem algumas dificuldades quando o
problema em estudo envolve pequenas inclinacdes, como quando o angulo J entre o
eixo OC e o vetor momento angular de rotagio € zero ou muito proximo de zero (e da
mesma forma para o angulo /). Uma maneira de contornar tais dificuldades estd em
utilizar a transformacdao de Fukushima para obter outras varidveis canoOnicas. Nas
proximas secdes, serdo obtidos dois novos conjuntos de varidveis canOnicas para o
movimento rotacional, aplicando-se a transformacdo 3 as varidveis de Andoyer

(L, G, H, I, g, h), uma ou duas vezes, como segue.
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3.3.2 Grupo (¥,E,H;y,E,h)

Aplicando-se a transformacgdo 3, dada por (3.1), ao subconjunto das varidveis de

Andoyer (G,L;g,l), obtém-se um novo conjunto de varidveis candnicas para o

movimento rotacional (¥,Z, H;y,&,h), definido por:

¥ =G, (3.69)

E=4G%-L2%senl, (3.70)
L

V=g+ arctan[a tanl], (3.71)

G2 -T2
&= arctan[% cos! ), (3.72)

em que as varidveis H e h permanecem inalteradas. A condig@o para aplicar-se 3 é

satisfeita desde que |G|2|L|. Com a introdu¢do de um angulo auxiliar J,

—nw/2<J <mw/2, definido como sendo o angulo que o vetor momento angular de

rotagcdo S forma com o eixo OC, como mostra a Figura 2,
L=GcosJ, (3.73)

algumas das expressdes acima podem ser reescritas, a semelhanca das relacdes (3.26),

(3.30) e (3.31):

E=GsenJsenl, (3.74)
¥ = g +1[—arctan sen 2/sen 2(]/2) (3.75)
1-2sen?(J/2)sen?l |
£ = J —arctan sen2J sen2(//2) (3.76)
1-2sen?(l/2)sen2J | .
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Adicionalmente, se outro angulo auxiliar B for introduzido para as novas

varidveis, sendo f o angulo que o eixo OA forma com o plano perpendicular ao

momento angular S, de modo que

E=Wsenf, (3.77)

as componentes do momento angular de rotagdo sdo escritas como (FUKUSHIMA,

1993, 1994):

S,=%senf, (3.78)
S, =Wcosfsené, (3.79)
S.=Wcos Bcosé. (3.80)

As novas varidveis (¥,Z,H;y,E,h) sdo mostradas na Figura 3, juntamente com

as varidveis de Andoyer (L, G, H, I, g, h). Observa-se que as novas varidveis nao

singulares possuem significado fisico e geométrico, isto €:

a) ¥ é o moédulo do vetor momento angular de rotacao S:

b) & € a projecdo de S no eixo OA, ou seja, £=S,;

¢) ¥ € uma espécie de longitude do eixo OA medida sobre o plano perpendicular
a$,a partir do nodo N;

d) & € o angulo diferenca entre o eixo OC e S visto a partir do eixo OA, ou o

angulo entre o plano AC e o grande circulo conectando o eixo OA e S.

As varidveis H e h tém a mesma defini¢do anterior, pois ndo sdo modificadas

pela transformagdo 3.
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Figura 3: Novas varidveis candnicas para o movimento rotacional. ¥ é o médulo do
vetor momento angular de rotagdo S,Zéa projecdo de S no eixo OA, Hé a projecao
de S no eixo OZ, v € o angulo medido a partir do ponto N, na intersecdo do plano
XY com o plano normal a S, até o ponto K, a base de uma vertical tracada a partir do
eixo OA sobre o plano normal ao momento angular S,Eéo angulo w/2—-MAK ,e h

¢ o angulo medido desde o eixo OX até N. O angulo auxiliar 8 € definido pelo arco

AK .

Conhecendo-se as componentes do momento angular de rotacdo S, pode-se

determinar as componentes da velocidade de rotacao. De fato,

S, A0 OYfo, Ao,
S=N&#=S=|S, |=|0 B 0|w, |=|Bao, | (3.81)
S.] 10 0 Clo,.| |Cao,
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em que Il é a diddica de inércia do satélite e ® a velocidade de rotacdo, cujas

componentes no sistema de eixos principais sdo ®,, @, € ., € eXpressas nas novas

varidveis da seguinte forma:

o, _S,_ Ysen 8
A A
0, = i, (3.82)
S, WcosfBsen&
o, =—"L=
B B
2_""2
o, = Lsen§ , (3.83)
B
S. Wcosfcosé
O, =—=—"—"""..
C C
A/ P2 _R"2
o, = Lcos§ . (3.84)
C
Para o presente conjunto de varidveis, examinar-se-a apenas o limite J — 0.
Quando J =0, tem-se que L = G, e entdo:
izseane:nl::Jsenl, (3.85)
v
v=l+g, (3.86)
E=Jcosl. (3.87)

De forma resumida, pode-se dizer que um conjunto de varidveis quando J — 0

(€

(Y,=5,H,y,E,h) —> (L,LJsenl,H,l+g,J cosl,h). (3.88)
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Finalizando, por comparacdo direta com as formulas (3.22)-(3.25), obtém-se a

forma inversa das relacdes de definicdao das novas varidveis:

G=V, (3.89)

L=~¥2-E2cos¢, (3.90)

g =w—arctan[%cot§ ] (3.91)

1
Jp2_=m2
[ = arctan[% sen& ] . (3.92)

Nt

com G>20, —-GSL<G, g>0¢e [20. O conjunto de varidveis (¥,Z,H;¥,&,h)

(€

(€

util quando J =0 ou J =0, porque a indefinicdo das varidveis de Andoyer / e g

superada pela bem definida varidvel y .
3.3.3 Grupo (A,E,X;4,€,0)

Aplicando-se uma segunda vez a transformacdo 3 , dada por (3.1), as varidveis

(W,H;w,h), obtém-se outro novo conjunto de varidveis candnicas para 0 movimento

rotacional (A,Z,X;A4,&,0) definido por:
A=Y =G, (3.93)

Y=+W¥Y2-H?senh=~+G%-L2senh, (3.94)

H L H
A =Wy +arctan| —tanh |= g +arctan| —tan/ |+arctan| —tanh |=
v G G

= g +arctan(cos J tan/) + arctan[% tanh ] , (3.95)

2 _ 2 (32 — 2
o= arctan[% cosh ] = arctan[% cosh ] (3.96)
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—

As varidveis E e & permanecem inalteradas por esta transformagdo. Mais uma
vez, a condicdo para aplicar-se 3 ¢é satisfeita, uma vez que |‘P| = |G| > |H | .
Analogamente ao caso anterior, com a introducdo de angulos auxiliares / e @,

sendo / o angulo que o vetor momento angular de rotacdo S forma com o eixo inercial

OZ, e @ o angulo entre o eixo inercial OX e o plano perpendicular a0 momento

angular S, definidos por

H=Wcosl!, (3.97)
Y=Wsen@, (3.98)

algumas das expressoes acima sao reescritas, com o auxilio de (3.29), como:

Y. =senlsenh, (3.99)

A = g +arctan(cos J tan/) + arctan(cos I tanh) =

2 2
4 g+ h—arctan sen2lsen2(J/2) aret sen2hsen2(I/2) (3.100)
1-2sen?(J/2)sen?l 1-2sen2(I/2)sen2h
2
o = arctan(tan / cosh) = I —arctan sen 2/ sen (h/ 2) . (3.101)
1-2sen2(h/2)sen2l

Estas novas varidveis estdo representadas na Figura 4 e também t€ém um claro
significado fisico:
a) A € o médulo do vetor momento angular de rotacdo S;

b) ¥ € a componente de S no eixo OX;

c) A é o angulo medido entre as proje¢oes dos eixos OA e OX no plano
perpendicular a S:
d) ¢ ¢ o angulo diferenca entre o eixo OZ e S visto a partir do eixo OX, ou

angulo entre o plano XZ e o grande circulo conectando OX e S.
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Figura 4: Novas varidveis canOnicas para o movimento rotacional. A ¢é o médulo do
vetor momento angular de rotagdo S, E éa projecao de S no eixo OA, X é a
projecao de S no eixo OX, Aé o angulo medido a partir do ponto S, na projecao do
eixo OX sobre o plano normal a S, até o ponto K, a base de uma vertical tracada a
partir do eixo OA sobre o plano normal ao momento angular S, & € o angulo

n/2—MAK ,e o éo angulo NXS . Os angulos auxiliares B e @ sdo definidos pelos

arcos AK e XS, respectivamente.

Nota-se que este conjunto de varidveis (A,Z,X;A,£,0) estd mais diretamente
associado ao sistema de referéncia inercial OXYZ, em oposi¢cdo ao conjunto
(P,E,H;y,E,h), que mantém estreita relacgio com o sistema de eixos principais
OABC.

As componentes do momento angular nos eixos OX, OY e OZ sao dadas por:

S, =Asen® =Gsenlsenh, (3.102)
S, =—Acos@seno =—-Gsenl cosh, (3.103)
S, =Acos@cosoc=GcosI. (3.104)
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As varidveis (A,Z,X;A4,&,0) sdo todas bem definidas para quaisquer valores dos
angulos J e I. Os casos limites sdo analisados em detalhes em Fukushima (1993) e

resumidos em Fukushima (1994).

3.3.4 Comentarios

Neste capitulo, apresentou-se uma transformagao de varidveis 3, qtil tanto ao
movimento orbital quanto ao movimento rotacional (FUKUSHIMA, 1993, 1994).
Pela sua aplicacdo as varidveis de Andoyer, novos conjuntos de varidveis foram
obtidos para o movimento rotacional.

Estas varidveis apresentam as seguintes caracteristicas:

a) sao canonicas;
b) permanecem bem definidas mesmo quando L =G efou G = H ;
¢) tém significado fisico;

d) geram equacdes do movimento com formas relativamente simples.

Os capitulos a seguir restringem a andlise ao conjunto (V,Z,H;y,E,h),
aplicavel aos casos em que J =0 ou J =0. Nestes termos, € um conjunto valioso,
pois pode ser utilizado, por exemplo, para o estudo da atitude de satélites estabilizados
por rotagdo, para os quais o eixo de rotagdo é coincidente com o eixo de maior

momento principal de inércia, ou seja J =0.
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CAPITULO 4 MOVIMENTO ROTACIONAL LIVRE DE TORQUES
EXTERNOS

Neste capitulo é analisado o movimento rotacional livre de torques externos
(MRLTE). Para isso sdo utilizadas varidveis candnicas nao singulares, obtidas pela
aplicacao da transformada 3 definida no capitulo anterior. A Hamiltoniana do
problema é determinada em termos destas varidveis ndo singulares a partir de sua
forma em termos das varidveis de Andoyer. A transformada também € utilizada para
determinar as solucdes das equacdes do movimento, dadas em termos de integrais e
funcdes elipticas. As solucdes obtidas mostram-se idénticas as deduzidas utilizando-se

o método de Whittaker (1961).

4.1 HAMILTONIANA DO MRLTE E EQUACOES DO MOVIMENTO EM
VARIAVEIS DE ANDOYER

No caso do MRLTE de um corpo rigido, a Hamiltoniana € a propria energia
cinética de rotacdo deste corpo e € expressa em varidveis de Andoyer (KINOSHITA,

1972; ZANARDI, 1986) como:

2 2 2
T= L[S 8 NG g2y L2 4.1)
2l A " B C

em que A, B e C sdo os momentos principais de inércia do satélite. Neste caso as

equacoes do movimento sao obtidas pelo formalismo hamiltoniano e dadas por:

b _ _oT (4.2)
dt ol
G _ T (4.3)
dt og
dH 9T s

dr - on’
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dl 0T

== 4.5
dt oL (4.5)
fﬁzﬁz, (4.6)
dt 09G

ﬁ = a_T , 4.7)
dt oH

Utilizando a expressao (4.1), as equacdes do MRLTE assumem a seguinte forma:

d—L:— 1.1 G2—[?)senlcosl, (4.8)
dt A B

dG

— =0, 4.9
» (4.9)
dH

= =0, 4.10
> (4.10)
ﬂ:— £senzl+£cos2l—£ , (4.11)
dt A B C

dg _ gsen21+gcoszl : (4.12)
dt A B

dh

= _0. 4.13
n (4.13)

Observa-se neste caso que permanecem constantes o médulo do momento
angular de rota¢do (G ), a componente do momento angular de rotacdo (H ) no eixo
inercial OZ e o angulo A.

A solu¢do do movimento livre de torques foi obtida por Kinoshita (1972, 1992)
em forma fechada em termos de funcdes e integrais elipticas, e os resultados

resumidos em Fukushima (1993):

L=Ldn(u,k), (4.14)
G=G,, (4.15)
H=H,, (4.16)



[= arctan(M],

yon(u, )
o= g,+ 20 (1= 1)+ S T(am(u, k), 02,4),
C I,
h=h,,
sendo

2 2
k=\y2-1 GO_LO,

LO
-

b’
or=1-7y2,
azg—l,

A
p=C1
B
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Nestas solugodes, L,,G,,H,,8,,h, € t, sdo as condi¢des iniciais do MRLTE,

sendo L,,G,,H,,g,.h, os valores iniciais de L,G,H,g,h respectivamente. O instante

inicial f, € definido como aquele em que ! :E'

As fungdes am(u,k), sn(u,k),

cn(u,k), e dn(u,k) sdo fungdes elipticas de Jacobi de argumento u e mddulo eliptico

k. Na solucao (4.18), II(am(u,k),x?,k) € a integral eliptica de terceira espécie, em

que as varidveis ¢ =am(u,k), &¢? e k sdo chamadas de argumento, de parametro e de

modulo, respectivamente. A integral IT € definida por (BYRD; FRIEDMAN, 1971):

dv

P
II(p,a% k) = .
¢ J; (I—azsen2¥)+/1—kZsen 2}

(4.26)
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Uma solucao particular para as equagdes do MRLTE foi determinada por Zanardi
(1986) para o caso em que os momentos principais de inércia A e B do satélite sdo
iguais. As equacdes do movimento sdo simplificadas, ndo sendo necessdria a utilizagao
de integrais elipticas para solucioné-las. A solu¢do determinada aponta uma variacdo
linear nas varidveis angulares / e g, com as demais varidveis permanecendo constantes

devido a auséncia de torques externos.

42 HAMILTONIANA DO MRLTE E EQUACOES DO MOVIMENTO EM
VARIAVEIS NAO SINGULARES DE FUKUSHIMA

A energia cinética do MRLTE, representada pela fun¢do Hamiltoniana T, pode
ser reescrita em varidveis ndo singulares pela aplicagdo direta da transformagdo 3 em

(4.1), e pela substitui¢do de das relacdes (3.89), (3.90) e (3.92):

T= %{% sen2(arctanU ™ )+ %cos 2(arctan U ™ )} Jw2— (w2 -E2)cos2 ]+

1
+—(W2-E2)cos2¢, 4.27
2C( ) 3 (4.27)
em que
2_%2
U :¥sen§. (4.28)

Simplificando a expressdo (4.27):

1 1 1
T==| —+| ——— |cos2larctanU ™' ) |- [¥2sen 2£ + E2cos2E |+ — (W2 - E2)cos2E.
[ et esense 2ol -2

Aplicando propriedades de trigonometria e utilizando a varidvel U, a energia

cinética pode ser colocada na forma:
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11 1 1 U? - 1 -
T= E{Z-‘_[E_Z] [1+U2 ):| [W2sen2é + L2cos2§]+%(‘1’2—u2)cos2§ . (429

Da relacao (4.28) obtém-se que:

vz  (P*-E?»sen?

_ , 4.30
1+U? W2sen2 +E2cos2 (430)

Pela substituicdo de (4.30) na Hamiltoniana dada por (4.29):

2_""2 2
=il (Ll 1) (#7-= )sen?o [W2sen2& + Z2cos 28 |+
2|A (B A ) W2sen2 +E2c0s%

1
+—(¥Y2-=2)cos 2.
2C( )cos 28

Reagrupando os termos e simplificando:

w2 2 2
7oL B (o0 c0s% Vs )| (4.31)
B C

As equacdes do movimento rotacional sdo obtidas de forma andloga as equacoes

(4.2)-(4.13):

d¥Y oT

aa __Jdb 432
dt oy (+32)
d=  oT
__ 9T 433

dt & (#35)
dH _ _oT (4.34)
dt oh

dy _ T (4.35)

dr v’



dg _aT
dt o=’
dn_ T
dt OH

Portanto:
> _y.
dt
d= 1 1

=— ——— (¥?-E2)seng cosg,
dt [B C]( Jreng cos
dH _
dt
d—W:Esen2§+Ecoszf,
dt B
dé = = =
—=— —sen?¢ +—cos?§ —— |,
dt [B : C : A)
% _o.
dt
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(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Nas secOes a seguir, as solucdes das equacdes (4.38) — (4.43) sdo obtidas,

primeiro pela aplicagdo da transformada 3 as solu¢des em varidveis de Andoyer dadas

em (4.14) — (4.19), e em seguida pela integracao direta das equagdes com a utilizagdao

de integrais e funcgdes elipticas.

4.2.1 Solucido das equacoes do movimento rotacional pela aplicacio da

transformacio 3

As solugoes de (4.38), (4.40) e (4.43) sao triviais. Ja as solucdes de (4.39), (4.41)
e (4.42) podem ser obtidas de (4.14), (4.17) e (4.18) pela aplicagdo de 3. Em

Fukushima (1993, 1994), sdo apresentados apenas os resultados destas transformacoes,

sem detalhamento do processo de determinagdo das solucoes.

O desenvolvimento
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algébrico necessario para a obtencdo das solucoes estd detalhado nesta dissertacdo, no

que segue.

Inicialmente, deve-se observar que a definicdo do instante inicial como sendo
T . . ~
aquele em que /== implica que & =0. Pode-se ver que esta ndo é uma escolha

casual, mas bastante adequada para simplificar os cdlculos. Assim, as relacdes entre as

varidveis do movimento no instante inicial sdo dadas, de acordo com (3.89) — (3.91),

por:

G, =Y, (4.44)

L, =¥, -Z}cosé, = L, =¥, -Z;, (4.45)
OR /4

g, =V, —arctan| —>coté, |= g, =V,——, (4.46)
v, 2

Num primeiro passo, os parametros envolvidos nas solucdes sao transformados,

com a simples substituicao das relacoes (4.44)-(4.46):

2 —2
u:%@(r—zo)ﬁw—mc“‘)@(t—to), (4.47)

(4.48)

‘- rz_li,
RO

Em seguida, pela substituicao de (3.89)-(3.92) e de (4.44)-(4.46), as solugdes
(4.14) e (4.17) ficam:

L=Ldn(u,k)= JP2-E2cos& =¥ —Z2dn(u,k), (4.49)
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W2 _ w2 !
wnduk) = yon(ue,k)

L]
Nt

de modo que:

JW_E2gené = 5| WK N (4.50)
wn(u, k)

Observando que ¥ =¥, e somando os quadrados das expressoes (4.49) e (4.50),

pode-se obter a solu¢do para X :

2
w2 _me—m PR ) (g w2 hinog k).
0 cn(u, k) o0

Agrupando os termos em X:

2 2
PR e e - (92 - 22 Jn2(u. k),
cn?(u, k)

e sabendo-se que dn?(u,k) =1—k?sn?%(u,k) e cn>(u,k) =1—sn*(u,k), tem-se que:

{yzsnz(u,k) +cn(u, k)

=2 _ 2 2 =2 _
) }2_\1'0 (P2 —=2 X1 - k2sn2(u, k)),

ou ainda:

1+(Y2_I)Sn2(u’k): (w2 _ = —2
{ en*(u, k) }“2‘(‘P0‘~o)’<zsn2<u,k)+uo.

Substituindo o parametro k, dado por (4.48), chega-se finalmente a:
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1+ (y2—-Dsn%(u,k)
cn?(u, k)

}32 — Ef) [1 + (Y2 -1)sn%(u, k)] ,
ou seja:

E=E,cn(u,k). (4.51)

Levando a expressao (4.51) em (4.50) pode-se determinar a solucdo para a

variavel & apés diversas manipulacdes algébricas na seqiiéncia a seguir:

E,n(u, k) B E,pn(u, k) E,n(u, k)
J®2—Een’ (k) ¥ —E2(1—sn2(u.k)) \/‘P()Z—Eé+3(2)sn2(u,k)

sen =

Rearranjando convenientemente o coeficiente de sn?(u,k) no radicando do

denominador, tem-se:

=, yn(u, k)
—2
st—z;{—( JE e k)

sené =

0 =0

2
0 ‘_'O

(- 1):(2)
Observa-se que 7 =k?, devido a (4.48), logo:

&, n(u,k)
\/\Pz ':2+l_ ‘Iﬂ —2)k2+ yZanZ(u,k) ’

sené =

ou ainda:

E,pn(u,k)
2 =22 M- k2sn2(u, b))+ E2y?sn(u, k)

sen =
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Da definicdo da funcdo eliptica dn?(u,k) =1-k2?sn2%(u,k) (BYRD; FRIEDMAN,

1971), o sené pode ser colocado na forma:

=, n(u,k)

—_2
— & y2sn%(u, k)
e —Lédn(u,k)\/1+ (@ 0

2 _ 22 dn2(u, k)

sen& =

b

que pode ser reescrito como:

E,pn(u, k)
JW2 —E2dn(u, k)

sené = (4.52)
1+ E2y2sn2(u,k)
(W2 — 22 dn2(u, k)
Seja § = =, 50, k) Sabendo-se que sen(arctan{ )= 4 a

W —E2dn(u k)

expressao (4.52) fica:

sen& = sen| arctan Eopsn, k) ,
VY, —Z2dn(u, k)

ou seja:

& =arctan = (k) ) (4.53)
JW2 -2 dn(u,k)

Pela substituicdo de (3.91) e (4.44)-(4.46) em (4.18) obtém-se a solucdo para a

variavely :
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X Y Y
V- arctan(g coté ]: v, — arctan(?o coté, ]+ ?0 (t—t,)+

0

P 4 —IT(am(u,k),02 k) . (4.54)

Jor-z

De acordo com Byrd e Friedman (1971), existe uma relacdo de adi¢do para uma

integral eliptica de terceira espécie dada por:

[I(p,a2,k)+I1(@,k?/a?,k) = F(@,k)+
+\/ o2 arCtan[\/(l_aZ)(aZ_kZ) tan(p], (4.55)
(1-a?)(ax2—k?) o%(1—-k2sen?@)

em que @ =am(u,k), k?/a?2=a@a2?, sen2p =sen?(am(u,k))=sn%(u,k) ¢ F(p,k) é a

integral eliptica de primeira espécie com argumento ¢ e modulo k. Em relacdo as

constantes do movimento apresentadas para estas solucdes, a expressao (4.55) pode ser

reescrita. De fato,

\/ o2 _ 1-y2

(1-a?)(@2—k?) 2 ]
¥? 1—72—(%—1)0_}
{ (¥ —Z)

e simplificando:

2 2_ w2
d _ANF—E (4.56)
(- —k?)  y¥,

Além disso:

\/(1—052)(052—k2): \/(1—052)(a2—k2) \/ 1 _ vy,
o*(1-k?sen?g) o? (1-k2sen?@) \/lpoz_”2 \/dn2(u,k)’

(]
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ou seja:

(I-ad)(@*-k?) V¥, (457
ox(1-k2sen2p) [y _z? dn(u k) '

seng _ sen(am(u,k))  sn(u,k)

Observando ainda que tan¢ = =
cos¢ cos(am(u,k)) cn(u,k)

, pela substituicao

de (4.56) e (4.57) em (4.55) tem-se:

II(am(u, k), %, k) = F (am(u, k), k) —I1(am(u, k),Q% k) +

¥ - Z, ¥, yn(u,k)
Y‘Po lP02 _3(2) dn(uak)cn(u7k)

(4.58)

Ao mesmo tempo, de (4.53):

¥, —Z; dn(u,k)
—_2

coté = :
:’0 %n(uak)

(4.59)

Levando a féormula (4.58) em (4.54):

= = V7)
V=Y, + arctan[gcoté )— arctan[?ocot g ]+ F"(; —1,)+

F(am(u, k), k) — TI(am(u, k),42, k) +

¥
+ of yr_w? ¥, ¥sn(u, k) ]

SR +O—arctan
o y¥ J2 -2 dn(u,k)en(u, k)

%[F(am(u,k),k)—H(am(u,k),dz,k)]"‘

0 =0

Y
W:Wo+?0(t_to)+

coté — ?cotéo w )
+arctan 0 +arctan —— L) , (4.60)
1+ = =% coté coté, V¥ —E; dn(u,k)en(u, k)

e | [

[x]

|
e
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X
uma vez que arctanx—arctany = arctan[

]. Pela escolha do instante inicial
1+ xy

como sendo aquele em que &, =0, mostra-se pelo cdlculo formal que:

—

coté — =2 cot
£ Socong

¥
%in(l) arctan g =— arctan[ — ‘]’( ] , (4.61)
’ 1+ % coté coté, Een(u, k)cotg

| [

(x]

| [
&

0

tendo sido considerado o fato de que = = = cn(u, k) . Por fim, pela expressao (4.59), o

limite (4.61) € escrito mais adequadamente como:

—_
2

:}cot& —?cotéo v L
arctan — 0 = —arctan = g — 7 )/SI;(M’ ) ol (4.62)
1+ ""cotécoté, P, —&; dnlu,kjen(u, k)
¥ ¥

0

de forma que a solucgdo para ¥, dada por (4.60), é expressa de modo mais simplificado

por:

by ¥ N
V=Y, 1) +ﬁ[ﬂam(u,k),k)—H(am(u,kxaz,k)] . (4.63)

Sumarizando, as solucdes para as equacdes do MRLTE, expressas em varidveis

nao singulares, dadas por (4.38)-(4.43), sdo as seguintes:

Py (4.64)
E=E,cn(uk) , (4.65)
H=H,, (4.66)

N N )
vy, ) +ﬁ[F(am(u,k),k)—H(am(u,k),Oﬁ,k)] , (4.67)
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—

&= arctan[ %, #n@k) ] , (4.68)

V¥ -2 dn(u,k)

h=h, . (4.69)

A solucdo (4.67) obtida para a varidvel y(¢) é diferente da apresentada por

Fukushima (1993, 1994). No entanto, de acordo com Jupp (1974), a solugdo para a
varidvel diretamente relacionada a rotagdo do satélite depende das hipéteses que sdo
consideradas a respeito dos seus momentos principais de inércia. No caso presente,
considerando-se que A<B<C, e que a rotacdo ocorre em torno do eixo OC, ¢é

adequado que a parte linear da solucdo seja dada por ¥, /C, ja que este coeficiente

estd relacionado a velocidade de rotacao do satélite.

Nestas solucdes, ¥,,=,,H,,y¥,.h, e t, sdo as condigdes iniciais do MRLTE,
sendo ¥,,E,,H,,y¥,.h, os valores iniciais de W,= H,y,h respectivamente. Como
mencionado anteriormente, o instante inicial 7z, é definido como aquele em que &, =0.

Os parametros envolvidos na solucdo e que dependem das condicdes iniciais sao:

NOTCE
M:T@(r—ro), (4.70)

k = )/2—1%, 4.71)
0o o
k2 ok
2 — 70
0= g 4.72)

sendo os demais parametros ¥,o2,a,b dados em (4.22)-(4.25).
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4.2.2 Solucao das equacoes do movimento rotacional obtida por integracao direta

Uma outra maneira de obter as solu¢des acima seria utilizar-se de um angulo
auxiliar ®@=7m/2-f, sendo B como definido em (3.77). Pela Figura 2, vé-se

facilmente que

cos® = E , 4.73
v (4.73)

e portanto, lembrando que ¥ =¥ :

i(cos@) = i = = —sen OO = =

dt dt( ¥ Y,

E=—(¥,s5en0).0 . (4.74)

Pela substitui¢do destas ultimas relagdes em (4.39) e (4.42) as equacdes tomam a

forma:
. C-B
= —— sen®cosé sen¢ 4.75
(G sen@costsent @75)
: Y, Y, ¥
= —2—"%cos26 ——sen2E |cos® . 476
= Troovg T @76)

Estas sdo precisamente as equacdes de Whittaker (1961). Observando-se que por
hipotese se estd considerando A < B < C, as solugOes deste sistema de equagdes, ja

adaptadas para a notagcdo neste novo grupo de varidveis € a seguinte:

cos® = Pcn(u, k) , 4.77)
sen®sen& = QOsn(u,k) , (4.78)
sen ®cosé = Rdn(u,k) , (4.79)
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em que P, O e R sdo constantes e u € uma funcdo linear, ou seja, u =nt+€. As

quantidades P, O, R e n e também o moédulo k£ puderam ser escolhidos de modo que

coincidissem com as equagdes (BYRD; FRIEDMAN, 1971):

k2cn(u, k) = —k'2+ dn?(u, k),

Jk2sn2(u, k) = 1 —dn2(u, k), (4.80)

idn(u,k) =—k2sn(u,k)cn(u, k).
ou

em que k' é chamado de médulo eliptico complementar, definido por k'=+/1-k2?. As

comparagdes forneceram:

p2— f\‘{f‘};{;‘ _—Cc%) , (4.81)
,_ BO¥; —c0) 480
0= 5c) (4.82)
A—P?
2:% , (4.84)
k2 = (A-B)('¥; _Ccz') ’ (4.85)
(B—C)(Ac—¥;)
=8 _Cj‘(;é_%) . (4.86)

A constante ¢ que estd presente nas relacOes (4.81)-(4.86) € tal que ¢ =27,
sendo 7, a energia cinética no instante inicial, e portanto em qualquer instante, uma
vez que a energia ndo varia no MRLTE. Mais uma vez o cdlculo € facilitado pela

escolha £, =0. A constante ¢ é entdo dada por:

2
c=to  (C=4 2 (4.87)
c | AcC
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Substituindo e simplificando, t€m-se os seguintes resultados:

- ;;; , (4.88)
0=y ;‘; : (4.89)
g% : (4.90)
lIIO
=y -1 IPZO_TZ : 4.91)
0 (]
(4.92)

As constantes Y, a e b sdo as mesmas de (4.22), (4.24) e (4.25).

Por substitui¢do de (4.73) e (4.88) em (4.77) obtém-se a primeira solugdo:

cos® = Pen(u, k :>E:E° en(u, k) ..
(u,k) v (u,k)
E=E,cn(u,k) . (4.93)
Dividindo (4.78) por (4.79) e substituindo (4.89) e (4.90):
sen& _ O sn(u,k) o tanf = E, pnu,k)
cosé R dn(u,k) \/l{!(f — . dn(u,k)
(4.94)

=, jrsn(u,k)]

& =arctan
JP. -E; dn(u,k)

No instante inicial, &, =0, o que implica que
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[

_ arctan| ——=0__ PR g sn(uy,k)=0=u, =0,
JW2—E2 dn(uy,k)

e u,=u(0)=n0+e€=0=¢€=0 quando adota-se f,=0. Daqui por diante, nesta
dissertacdo, o instante inicial, por comodidade, serd ¢, =0. Portanto, u =nt¢ tal qual

em (4.70).

Por fim, para a solu¢do de v, pode-se reescrever a equacao (4.41) como:

v = % + (CB—_CB)WO sen2é . (4.95)

Por meio da solugdo (4.94), manipula-se algebricamente (4.95) de modo que (ver

APENDICE B):

— — 2 2
y=o [ CoA P Z@Psen®e | (4.96)
AC ) n |1-a2%sen?p

sendo @ =am(u,k) e sen?@p =sn?(u,k). Por simplicidade, anotar-se-4 apenas sn?u .

Da relacao (4.92):
C-AY, (C-A\Y¥, C \f
AC Jn | AC ab Jwr—z2 \b |w
=AY, _ y ¥y (4.97)
AC | n l}l02 — :(2)
Substituindo a identidade (4.97), a equacao (4.96) pode ser integrada:
Y Yy —Q%sen?@
Yoy, =0 J ndt | (4.98)
C VP -2

1-a2%sen2@
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A integral no segundo membro de (4.98) € uma combinacdo das integrais
elipticas de primeira e terceira espécies. Para prova-lo, basta observar que u = nt

implica du = ndt . Sabendo ainda que:

diam(u,k) —dn(u.k) = du =29 -
u

dnu

do do
du = = R
J1—k2sn2u \/l—kZSenz(p

(4.99)

e como ¢ = arcsen(snu), os limites de integracdo mudamde O atparaOa ¢.

Levando todos estes resultados em (4.98), e fazendo a identificacdo da varidvel

de integracdo ¥ = ¢ (para tornd-la distinta do limite de integracdo ¢ ):

¥, Yy [» —a%sen?d dv

Yy-vy,=—1+ ) 52 )
C \/\PO —=2 % (1-a2sen %) v1—k2sen2

Y=y, :&t—i_ q:oy—z ; B 5 : v
C \/‘PO —E; 0 V1—k2sen2d  (1—A2sen29)/1— k2sen2d

vy —£t+ Y,y J"P dd _J‘w dy
e \/lP(f—Ef) 0 J1-k2sen2d o (1-@2sen20)\/1-k2sen?d |

e como F(@,k)= FL e [I(p,0%,k) = r 49 sendo
’ 0 \/1—k2sen2?} T o (1-a2sen 219)\/1—k2sen219 ’

¢ =am(u,k):

v =t [FamGek) )~ T 0.620] (4.100)
¥ - &,

com ¢, =0, a solucdo € idéntica a (4.63).
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E apropriado destacar que Whittaker (1961) ndo apresentou sua solu¢io em
termos de integrais elipticas incompletas. Em lugar disso, a solu¢@o foi representada
em seu trabalho como uma combinagio das fungdes Theta de Jacobi, bem como outras

fungdes especiais que figuram na teoria das funcoes elipticas.
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CAPITULO 5 SOLUCOES PARTICULARES DAS EQUACOES DO
MOVIMENTO ROTACIONAL LIVRE DE TORQUES EXTERNOS

Neste capitulo, examinam-se alguns casos particulares das equacdes do

movimento rotacional expressas em variaveis ndo-singulares (¥, =, H;y,&,h), quando
torques externos ndo sao considerados. Estes casos sdo importantes, pois aplicam-se a

situagdes em que o angulo J entre o vetor momento angular de rotacao S e o eixo OC
do sistema de eixos principais do satélite € zero ou muito préximo de zero. Mostra-se
que estas solugdes aproximadas dependem apenas de funcdes elementares, mas que
concordam muito bem com as solugdes gerais em termos de funcdes e integrais
elipticas. Portanto, para estes casos, pode-se utilizar as solu¢des deduzidas neste
capitulo em lugar das complexas solu¢des dadas por (4.65), (4.67) e (4.68), contando
inclusive com o fato de que sdo mais faceis de implementar numericamente. Nas
comparacoes realizadas, sdo usados dados de um satélite ficticio de pequeno porte,
com caracteristicas similares a dos Satélites Brasileiros de Coleta de Dados (SCDI1 e

SCD2).
5.1 SOLUCOES DAS EQUACOES PARA O CASO J =0

Se J =0, tem-se que ==0 e & =0 pelas relacdes (3.74) e (3.76). As equagdes
(4.39), (4.41) e (4.42) ficam:

d=

=0, 5.1
7 (5.1)
v _ ¥ (5.2)
d C
ﬁ:0. (5.3)

dt
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As solugdes das equacdes do movimento rotacional quando J =0 sido, portanto:

Y=y, (5.4)
E=E,=0, (5.5)
H=H,, (5.6)
W:%t-l'l//o ’ (5.7)
§=6,=0, (5.8)
h=h (5.9)

em que ¥,,E,,H,.¥,,.5,,h, sdo as constantes relacionadas as condi¢des iniciais do
problema. Neste caso, apenas o angulo ¥ varia linearmente com o tempo, sendo esta
variacdo associada ao movimento de rotacdo do satélite. Com efeito, o fato de ser
E=0 e £=0 implica que @, =, =0, quando analisam-se as relacdes (3.82) e
(3.83), ou seja, as componentes da velocidade de rotagdo nos eixos principais de
inércia OA e OB sdo nulas, com o eixo de rotacdo coincidindo com o eixo principal de

inércia OC, o que era esperado uma vez que o angulo J é nulo. A partir de (3.83):

S _z2 Wiz

®| =0, :T“cosf =30 cosé, =% . (5.10)

Portanto, o coeficiente angular da funcdo (5.7) corresponde justamente ao
modulo da velocidade de rotacdo do satélite.
Pode-se ainda mostrar que as solugdes gerais (4.65), (4.67) e (4.68) se reduzem

as solugdes particulares (5.5), (5.7) e (5.8). No caso das varidveis & e & esta
demonstracdo € imediata, uma vez que J,=0=E =0. De (4.71) e (4.72), observa-

se que k=0e @2=0, e substituindo este resultado em (4.67), tem-se que:

=y, + %(r — 1)+ Y[F (am(1,0),0) — IT(am(,0),0,0)].
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Introduzindo as defini¢des de F'(am(u,0),0) e IT(am(u,0),0,0):

=y +Et+}/ fp dv _Jgo dv
‘T C O 1-02.sen2d * (1-0.sen2)+/1-02.sen2d |

ou seja,
—y, 4o ([“’dﬁ “’dﬁ)
v =y, +- ity do=[dv),
eportanto:

W_ﬂm,,
C 0’

que corresponde a solucdo dada por (5.7), considerando-se 7, =0.

5.2 SOLUCOES DAS EQUACOES PARA O CASO J =0

Quando J =0, tem-se que Z=0 e £ =0 por (3.74) e (3.76). E util analisar as
solugdes para dois casos distintos: quando o satélite tem dois momentos principais de
inércia iguais A= B (satélite simétrico) e quando os trés momentos principais de
inércia sdo diferentes.

5.2.1 Satélite simétrico, com dois momentos principais de inércia iguais (A = B)

Para o caso A = B, as equacdes (4.39), (4.41) e (4.42) se reduzem a:

d= 1 1
— =] ——— (W2-E2)cosésené, 5.11
dt (C A]( Joosgsent oD
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ﬂﬂ:[l-l)ywy§+fy (5.12)
dt cC A A

(1 1)

ag _ (1 1\ _ 5.13
dr [C A}:Cosé 619

Do fato de E e & serem muito pequenos (E =0 e & =0), utilizando expansdes
em série de Taylor, pode-se adotar aproximagdes tais como sené =& e cosé =1, de
forma que:

= (1 1
i (20 5.14
dt (c A]( E 614

dv ¥ (5.15)
d C

ﬁz_[l_l}g. (5.16)
i | C A

Desprezando-se termos de segunda ordem em (5.14):

d= (1 1),

A solucdo de (5.15) € a mesma que para o caso de J =0, dada por (5.7), quando

sao feitas as aproximagdes sugeridas. Para a solucdo de (5.16) e (5.17) adota-se

inicialmente, por comodidade de notagao:

i LR V7
n—[c A}%, (5.18)
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de modo que substituindo (5.18) em (5.16) e (5.17), obtém-se:

‘fi —7E (5.19)
d__T g (5.20)
dt Y,
Derivando (5.20):
5 __ T dAE_ dE_ W, 4% (5.21)

drr T Wl dr At 7 odre

Pela substitui¢do de (5.21) em (5.19), obtém-se a equacdo para a variavel & :

w42
_TO_gzng
n dr?

a2 (7Y, _
dt2+[%]§ 0. (5.22)

A (5.22) € simplesmente a equacdo do oscilador harmdnico, cuja solucdo € dada

por:

Et) =&, cosne+9), (5.23)

em que:

n 1 1
n= — . 5.24
\Po [C A )\PO ( )



Aplicando-se a condig¢do inicial 7, =0 em (5.23):

E0)=¢&, =&, cos(0+9),

sendo portanto

e o angulo &, a partir de (5.23) e (5.25) é dado por

S

COS

s =

acos(nt+q7),

que pode ser reescrita como:

E@) = 50_ (cosnt cos¢ —sennzsen (5)
cos@

E(t)=¢&,cosnt—&, tang sennt .

Substituindo as expressoes (5.24) e (5.27) em (5.19):

(i,—j =n¥,&, cosnt —N¥,&, tan @ sen7t .

Integrando:

E(t) =WPE, sennt + P&, tan g cosnr .
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(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)



A solucdo geral de E dada por (5.29) fica:

E() =W, sennr + ‘Poéo Qi cosnt .
cos¢
Reagrupando os termos:

Z(t) = 050 (cos ¢ sennt +sen @ cos nt)

CcO

ou seja:

E() = Oi% sen(nt + (5)

Da condigdo inicial, para 7, =0:

Observe-se ainda que, a partir de (5.31):

r—!z
tan2¢ = — 3 = (sec2p —DVE =5 =
50
2 282
¥
S THR = J L T
cos2¢ cos2¢p

50 — \' 3(2) + lI102502

cos Y,
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(5.30)

(5.31)

(5.32)



80

A partir dos resultados (5.31) e (5.32), a solugdo geral do sistema para as

variaveis Z(t) e £(¢) pode ser reduzida a seguinte forma:

=(1)=5sen(r+9), (5.33)
()= %cos(ma ). (5.34)
em que:

n:(%_%)\yo’ (5.35)
o :arctan[ ‘ioo ] (5.36)

8=y +WE . (5.37)

Esta solucdo é valida qualquer que seja o valor de &,. No entanto, pela escolha

. . - T
adotada no desenvolvimento deste trabalho, & =0, tem-se simplesmente ¢ :E e

0 =&,, e portanto:

(=&, sen(nt + %],

ou seja:

E(t)=E&,cosnt. (5.38)
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E também:

E() =%cos[nt+%],

0

1sto é:

[x]

E(t)y=——"sennt. (5.39)

sl

Esta varia¢do periddica em & corresponde a oscilagdes do plano principal de

inércia AC em relacdo ao plano perpendicular ao momento angular S.
5.2.2 Satélite com trés momentos principais de inércia diferentes

Como foi visto no Capitulo 4, a solugdo geral das equagdes do movimento
rotacional pode ser expressa em termos de fungdes elipticas de Jacobi e integrais
elipticas. Mas considerando-se que o angulo J € pequeno, pode-se da mesma forma
obter solugdes aproximadas adequadas mesmo para o caso de considerar-se os trés
momentos principais de inércia diferentes.

Com as aproximagdes sugeridas na sec¢do anterior, e também desprezando-se

termos de segunda ordem das varidveis, as equacdes (4.39), (4.41) e (4.42) para E, ¢

e & tornam-se:

E (1 1),
p —[E‘E}P 2 640

o= (5.41)

ﬁz_[l_l}g. (5.42)
i | C A
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A solucdo de (5.41) é mais uma vez a fungdo W (¢) = %t +Vy,, dada por (5.7), de

- . . - Y, .
modo similar a equagdo (5.15), porém é importante destacar que o coeficiente ?0 nao

representa mais o médulo da velocidade de rotacdo do satélite, mas apenas estd
relacionado a maior componente de @ que esta na dire¢do do eixo OC.
As solucdes de (5.40) e (5.42) foram obtidas com o auxilio do software MAPLE

V, Versao 5, e sdo as seguintes:

E(t)=Z,cos Kt + QCIE E,sen Kt , (5.43)

C-A
t)=¢, cosKt+
§)=gyeosKi+—

E,sen Kt, (5.44)

em que:

¥ \/AB—AC—BC+C2

K=—-" (5.45)

C AB

Novamente, assumindo &, =0:
E(t)=E,cosKt, (5.46)
E(t)=¢E,sen Kz, (5.47)
em que

C-A
S 5.48

¢=—ck (5.48)

Essas varia¢Oes periddicas em E e & correspondem a oscilagdes do plano

principal de inércia AC em relag@o ao plano perpendicular ao momento angular S.
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Pode-se ainda mostrar como as solugdes (5.46) e (5.47) se reduzem a (5.38) e
(5.39) quando se faz A = B. De fato, neste caso, as constantes dadas em (5.45) e (5.48)

ficam:

Y, |A2-2AC+C* Y, [(A-C)? (A-C)
KA:B = — = — = TO’
C A? C A? AC

1 1
K, :[E_Z}Po =n, (5.49)

¢, = (5.50)

Levando (5.49) e (5.50) em (5.46) e (5.47):

(x]

w5 =E,cosK, ,t=E cosnt

(x]

- |
E,)=¢,,E,senK, 1= —g %o sennr = —
0

0

sennt,

s

que correspondem as solugdes de & e & para momentos principais de inércia A e B

iguais, dadas por (5.38) e (5.39) respectivamente.
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5.3 COMPARACOES ENTRE AS SOLUCOES ANALITICAS

O objetivo desta secao € mostrar como as solugdes obtidas no Capitulo 5 t€ém boa
concordancia com as solugdes gerais das equagdes deduzidas no Capitulo 4.

Como se V€, as varidveis W, H e h permanecem constantes, qualquer que seja o
caso, devido a auséncia de torques externos. A varidvel angular Y apresenta variagdao
linear em todas as situagdes, e como ja foi comentado, tal variacdo esté relacionada a
rotacdo do satélite, cuja dire¢do coincide (J =0) ou quase coincide (J =0) com a do
eixo de maior momento principal de inércia OC. Quanto as varidveis & e &, seu
comportamento muda conforme se considera J =0 ou J =0.

No que segue, as solucdes obtidas neste Capitulo para as equagdes do movimento
sdo implementadas numericamente apenas para os casos em que J =0, uma vez que
os casos em que J =0 sio triviais. E suficiente também considerar-se que o satélite
possui os trés momentos principais de inércia diferentes, ja que ficou demonstrado na
secdo 5.2.2 que as solucdes para A # B englobam naturalmente o caso A= B.

Para as implementagdes, sdo utilizados dados relacionados a um satélite ficticio
de pequeno porte, com caracteristicas semelhantes as dos Satélites Brasileiros de

Coleta de Dados (SCD1 e SCD?2), que estao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Dados de um satélite ficticio de pequeno porte.

DADOS DO SATELITE
MOMENTOS PRINCIPAIS DE INERCIA
I =A=10,67 kg.m? I}, =B =10,90 kg.m? I = C =11,06 kg.m?

VARIAVEIS DE ANDOYER NO INSTANTE INICIAL t,=0s

G, = 58,0583 kg.m¥/s g, =1,1497 rad

H, =58,0569 kg.m?/s h, =1,3905 rad

J, =0,0087 rad
L, =58,0561 kg.m?/s l, = % rad
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5.3.1 Variavel v

A solucdo geral para a funcdo y(f) dada em (4.67) depende das integrais
elipticas de primeira e terceira espécies F(¢,k) e I1(¢,0% k), em que ¢ =am(u,k),
sendo u e k dados por (4.70) e (4.71) respectivamente. A implementacdo numérica das
integrais elipticas costuma apresentar algumas dificuldades, e vdrios algoritmos t€ém
sido desenvolvidos com o objetivo de computar integrais elipticas incompletas de
forma geral (FUKUSHIMA; ISHIZAKI, 1994b).

Para os objetivos desta se¢do, pode-se fazer uso, com proveito, das expansdes em

série das integrais F e II, apresentadas por Byrd e Friedman (1971), férmulas 902.00
e 906.02:

—k2)"1,,.(9), (5.51)

=

S

X

Il
|M8

|

3
 —

X “ 1Y k2 Y
M(p,0%k) =Y Y @), (@)| AZ) : (5.52)
m=0 j=0 J A—Q
em que
L@ =0, (5.53)
2m—1 1 .
1, (@) =——1,, (@) ———sen™ " @cosy, (5.54)
2m 2m

sendo O0<p<7m/2, k2<1 e |— 0?2| <1. Todas estas condi¢des sao satisfeitas a partir

dos dados do problema.
Por comparacdo direta das solucdes (4.67) e (5.7), obteve-se os resultados
apresentados na Tabela 2 e nos graficos das Figuras 5 e 6. O intervalo de tempo

considerado varia conforme a conveniéncia na apresentacdo dos resultados.
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Tabela 2: Comparagdo entre a solugdo geral dada por (4.67) e a solu¢do aproximada
dada por (5.7) para a variavel y, em radianos, para um periodo de 3600s.

Y (t) (em rad)
Tempo (s) Solucdo geral dada Solucao aproximada Ay (t) (sol. geral
por (4.67) dada por (5.7) menos sol. aprox.)
10 rad
0 2,720496327 2,720496327 0
200 1052,599320 1052,599339 -0,19
400 2102,478080 2102,478181 -1,01
600 3152,356848 3152,357024 -1,46
800 4202,236054 4202,235866 1,88
1000 5252,114869 5252,114709 1,6
1200 6301,993624 6301,993552 0,72
1400 7351,872401 7351,872394 0,07
1600 8401,751236 8401,751237 -0,01
1800 9451,630041 9451,630079 -0,38
2000 10501,50880 10501,50893 -1,3
2200 11551,38759 11551,38777 -1,8
2400 12601,26680 12601,26661 1,9
2600 13651,14599 13651,14545 1,4
2800 14701,02435 14701,02430 0,5
3000 15750,90314 15750,90314 0
3200 16800,78198 16800,78198 0
3400 17850,66076 17850,66082 -0,6
3600 18900,53952 18900,53967 -1,5

psi_geral e aproximada

Figura 5: Comparacdo das solucdes analiticas geral e aproximada para a fungdo y(r),

para um periodo de 3600s (— solucao geral; * solucdo aproximada).
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delta_psi

0.00015
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5605

-0.00014
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o 100 200 t 300 400 500

Figura 6: Grafico de Ay(¢), para um periodo de 500s, tal que Ay =y, -y, ..

Para a varidvel y(t), prevalece a variacdo linear, que estd diretamente associada
a rotacdo do satélite.O termo linear estd relacionado com a componente da velocidade
de rotagdo na dire¢do do eixo OC.

As variagOes periddicas presentes na solucdo geral devem-se unicamente as
integrais elipticas de primeira e terceira espécies, que sdao melhor visualizadas na

variacdo da diferenca Ay(¢#) na Figura 6, uma vez que a terceira parcela da solucdo
(4.67) corresponde justamente a diferenca Ay/(¢). Sdo variagdes de curto periodo e de

amplitude muito pequena, pois os parametros k e A2 sao pequenos quando J =0,
como se pode ver ao analisar as equacodes (4.71) e (4.72). Sem as integrais, as
solucdes geral e aproximada sdao idénticas, ou seja, a parcela da solucdo contendo as
integrais elipticas pode ser desprezada. Para o satélite com as caracteristicas dadas na

Tabela 1, estes parametros assumem os seguintes valores:

k =1,062688733x107,

a2 =-7,579029391x107.



5.3.2 Variavel =

Por comparacdo direta das solucdes (4.65) e (5.46), obteve-se os resultados
apresentados na Tabela 3 e nos graficos das Figuras 7, 8, 9 e 10.
tempo considerado varia conforme a conveniéncia na apresentacdo dos resultados.

Para evidenciar as variagdes de curto periodo de Z=(t), mostra-se a comparagcao

dos resultados para um periodo menor nas Figuras 8 e 9, observando-se que a varidvel

Z(t) oscila em torno de zero.

Tabela 3: Comparagdo entre a solugdo geral dada por (4.65) e a solugdo aproximada

dada por (5.46) para a varidvel &, em kg.m?/s, para um periodo de 3600s.

E(t) (em kg.m?/s)
Tempo (s) | Solucdo geral dada por | Solugdo aproximada AZ(t) (sol. geral
(4.65) dada por (5.46) menos sol. aprox.)
10" kg.m?/s 10" kg.m?/s 107 kg.m?/s
0 5,054225955 5,054225955 0

200 3,463199547 3,469166501 -0,05966954

400 -0,3080462874 -0,2918285802 -0,162177072
600 -3,885376846 -3,869782517 -0,15594329
800 -5,016671963 -5,020525871 0,03853908
1000 -2,989563848 -3,022287731 0,32723883
1200 0,9195626608 0,8715942861 0,479683747
1400 4,249820667 4,218793347 0,31027320
1600 4,904568354 4,919874999 -0,15306645
1800 2,471508183 2,535105695 -0,63597512
2000 -1,517416145 -1,439736531 -0,77679614
2200 -4,551115090 -4,511545045 -0,39570045
2400 -4,719581790 -4,753615665 0,34033875
2600 -1,916731062 -2,014116548 0,97385486
2800 2,092724777 1,988679314 1,04045463
3000 4,784780199 4,744133210 0,40646989
3200 4,464461575 4,523964741 -0,59503166
3400 1,333476409 1,466268790 -1,32792381
3600 -2,636940406 -2,511102702 -1,25837704

O intervalo de
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Ksi_geral_e_aproximada
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Figura 7: Comparagdo das solug¢des analiticas geral e aproximada para a funcdo Z(1),

para um periodo de 3600s (— solucdo geral; * solucdo aproximada).

Ksi_geral_e_aproximada
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0.4
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Figura 8: Comparacdo das solu¢des analiticas geral e aproximada para a fungcdo X(¢),

para um periodo de 500s (— solucdo geral; * solu¢do aproximada).
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delta_ k=i

0.002 4
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Figura 9: Gréfico de AZ(¢), para um periodo de 500s, tal que AE =

— geral "~ aprox *

Num primeiro momento, a andlise da Tabela 3 e da Figura 9 parecem indicar
uma divergéncia das solugdes, pois a amplitude de AZ(f) aumenta com o tempo
dentro do pequeno periodo considerado. No entanto, ao considerar-se AE(¢) para um

periodo muito maior (aqui de 1,6x10° s = 18,5 dias), percebe-se que tal diferenca recua
e tende a zero novamente, ou seja, ela apresenta uma variagdo de longo periodo. Este

comportamento € evidenciado pela Figura 10.

delta Ksi

1
0.9
0.6
0.4
0.2

a

0.2
0.4
0.6
0.8

-1

0 200000 'Euuhuu"{ 1e+06  1.4e+06

Figura 10: Variacao periddica de AZE(r), evidenciada ao considerar-se um periodo de

1,6x105%.
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Apesar das diferencas entre as solucdes geral e aproximada, salienta-se que

varidvel = apresenta apenas variacoes de curto periodo em ambas as solucdes e

representa a projecdo do momento angular de rotacao S no eixo principal de inércia
OA, estando as varia¢des periddicas relacionadas com o angulo f, introduzido pela
relacdo (3.66) e representado na Figura 3. As diferencas entre as solugdes geral e
aproximada t€m o aspecto apresentado na Figura 10 em virtude de uma diferenca entre
os periodos das duas solu¢des. Enquanto a solugdo aproximada (5.46) t€ém periodo
relacionado a uma funcdo trigonométrica (fun¢do cosseno) a solucdo geral dada em
(4.65) apresenta um periodo relacionado a uma funcdo eliptica (funcdo cosseno
amplitude). Portanto, é preciso ter cuidado ao utilizar-se a solu¢do aproximada,
considerando apenas os intervalos de tempo em que a diferenca entre as duas solu¢des

tenha pequena ordem de grandeza e possa ser desprezada.

5.3.3 Variavel &

Por comparagcdo direta das solucdes (4.68) e (5.47) obteve-se os resultados
apresentados na Tabela 4 e nos gréificos das Figuras 11, 12, 13 e 14. O intervalo de
tempo considerado varia conforme a conveniéncia na apresentacdo dos resultados.
Para evidenciar as variagdes de curto periodo de £(7), mostra-se a comparac¢do dos
resultados para um periodo menor nas Figuras 12 e 13, observando-se que a varidvel

&(t) oscila em torno do valor inicial £, =0 e que A&(¢) apresenta variagdo periddica.

Tabela 4: Comparagdo entre a solu¢do geral dada por (4.68) e a solu¢do aproximada

dada por (5.47) para a varidvel &, em radianos, para um periodo de 3600s.

E(1) (emrad)
Tempo (s) | Solucdo geral dada por | Solucdo aproximada A&(1) (sol. geral
(4.68) dada por (5.47) menos sol. aprox.)
10” rad 107 rad 10 rad
0 0 0 0
200 -1,000568612 -0,9990059109 -0,15627011
400 -1,371195007 -1,371413891 0,0218884
600 -0,8786030068 -0,8836416675 0,50386607
800 0,1671543178 0,1583695593 0,87847585
1000 1,107665234 1,101048002 0,6617232




92

Tempo (s) | Solucdo geral dada por | Solucdo aproximada AE(1) (sol. geral
(4.68) dada por (5.47) menos sol. aprox.)
107 rad 107 rad 10 rad
1200 1,350820952 1,353125516 -0,2304564
1400 0,7435806353 0,7564937243 -1,29130890
1600 -0,3318242341 -0,3146272225 -1,63138120
1800 -1,198301978 -1,188407141 -0,9894837
2000 -1,310375465 -1,36792679 0,6417214
2200 -0,5975072881 -0,6192575337 2,17502456
2400 0,4915624041 0,4666891241 2,48732800
2600 1,271132476 1,259918451 1,1214025
2800 1,250459195 1,262899886 -1,2440691
3000 0,4425542254 0,4737634110 -3,12091856
3200 -0,6439952776 -0,6125276630 -3,14676146
3400 -1,325074955 -1,314628175 -1,0446780
3600 -1,171962021 -1,192165750 2,0203729
ksi_geral_e_aproximada
0.0141
0.0127
0.014
0.008+
0.005
0.004 5
0.002
D
0.002
0.004
0.00&
0.005
-0.01
0.012
T bl .

500 1000 1500 (2000 2500 3000 3500

Figura 11: Comparagdo das solu¢des analiticas exata e aproximada para a fungdo &(7),

para um periodo de 3600s (— solucdo geral; * solucdo aproximada).
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k=i _geral e aproximada

0.0144
0.0121
0.01
0.0081
0.005 3
0.004
0.0024
|:|-|
-0.0024
-0.0044
-0.005 4
-0.0081
-0.01 5
0.0124
00147
0

W0 400 0 s00

00 200
Figura 12: Comparacio das solugdes analiticas exata e aproximada para a funcdo &(1),

para um periodo de 500s (— solucdo geral; * solu¢do aproximada).

delta_ksi
4e-05é
29-055
o]
-29-05é
-4e-uaé
D 100 200 , 300 400 500

Figura 13: Grafico de AE(r), para um periodo de 500s, tal que AE =&

geral _éaprox ‘



94

A andlise da Tabela 4 e da Figura 13 parecem indicar uma divergéncia das

solugdes, pois a amplitude de A& (f) aumenta com o tempo dentro do pequeno periodo
considerado. No entanto, ao considerar-se A&(r) para um periodo muito maior,

percebe-se que tal diferenca recua e tende a zero novamente, ou seja, ela apresenta

uma variacao de longo periodo. Este comportamento € evidenciado pela Figura 14. A

amplitude m4xima na diferenca entre as solucdes é da ordem de 10~ rad.

delta ksi

0.02
0.01 1
|:|-

-0.011

-0.02

0200000 G0DD00 [ Te+DB | 1.4e+0B
Figura 14: Variac@o periédica de A&(r), evidenciada ao considerar-se um periodo de

1,6x105%.

Assim, do mesmo modo que para a varidvel E, apesar das diferencas entre as
solugdes geral e aproximada, a varidvel & apresenta apenas varia¢des de curto

periodo em ambas as solucdes e representa o angulo entre o plano de inércia AC e o

grande circulo conectando o eixo OA e S. As diferencas entre as solucdes geral e
aproximada t€m o aspecto apresentado na Figura 14 em virtude de uma diferenca entre
os periodos das duas solu¢des. Enquanto a solug¢do aproximada (5.47) t€ém periodo
relacionado a uma fungdo trigonométrica (funcdo seno) a solugdo geral dada em (4.68)

apresenta um periodo relacionado a uma funcdo eliptica (fungdo com o mesmo
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comportamento do seno amplitude). Portanto, € preciso ter cuidado ao utilizar-se a
solucdo aproximada, considerando apenas os intervalos de tempo em que a diferenca

entre as duas solugdes tenha pequena ordem de grandeza e possa ser desprezada.

A varidvel métrica = e a varidvel angular £ sdo justamente as duas varidveis
diretamente influenciadas pelo pequeno valor do angulo J, como se pode perceber ao
analisar as equacdes (3.63) e (3.65). Para a varidvel ¥, a influéncia do angulo J
mostra-se justamente nas variacdes periddicas de curto periodo e pequena amplitude,

que sdo representadas pela parcela contendo as integrais elipticas.

5.4 SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DO MRLTE

Com o objetivo de validar as solugdes analiticas apresentadas anteriormente,
foram obtidas solucdes numéricas das equagdes do movimento rotacional pela
aplicacdo do método de Runge-Kutta de 4* ordem, realizada pelo software MAPLE V,

com passo estdtico de 0,005.

Os resultados sdo apresentados nas Tabelas 5, 6 € 7 para as varidveis ¥, E e &,

respectivamente, e computadas suas diferencas em relagdo as respectivas solugdes
gerais e aproximadas, para um periodo de 3600s. Na representacdo grafica do
comportamento das varidveis apresentadas nas Figuras 15, 16 e 17, comparam-se as
solucdes numéricas unicamente com as solugdes analiticas aproximadas, dadas pelas
expressoes (5.7), (5.38) e (5.39), respectivamente, para um periodo de 500s para

melhor visualizacdo dos resultados.

O objetivo de tais comparacdes € destacar a boa concordancia das solugdes

aproximadas com os resultados obtidos pelo método numérico.
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Tabela 5: Solu¢cdao numérica obtida para a varidvel y(t), e suas respectivas diferengas
em relacdo as solugdes analiticas geral e aproximada, para um periodo de 3600s.

Y () (em rad)

Tempo (s) Solu¢do numérica Ay, () (solugdo Ay, (t) (solugdo
obtida pelo método numérica menos numérica menos
de Runge-Kutta de solucdo geral) solugdo aproximada)

4* ordem 10~ rad 10 rad
0 2,720496327 0 0
200 1052,600819 1,499 1,48
400 2102,481083 3,003 2,902
600 3152,361354 4,506 4,33
800 4202,241696 5,642 5,83
1000 5252,122012 7,143 7,303
1200 6302,002274 8,65 8,722
1400 7351,882581 1,018 1,0187
1600 8401,762911 1,1675 1,1674
1800 9451,643172 1,3131 1,3093
2000 10501,52343 1,463 1,45
2200 11551,40364 1,605 1,587
2400 12601,28387 1,707 1,726
2600 13651,16421 1,822 1,876
2800 14701,04450 2,015 2,02
3000 15750,92484 2,17 2,17
3200 16800,80517 2,319 2,319
3400 17850,68546 2,47 2,464
3600 18900,56577 2,625 2,61

psi_numerica_e_analitica

0 100 200 ; 300 400 00

Figura 15: Comparacdo entre as solu¢des numérica e analitica aproximada para W (t),

considerando um periodo de 500s (— solucdo analitica; * solucdo numérica).
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Tabela 6: Solucao numérica obtida para a varidvel (¢), e suas respectivas diferencgas
em relacdo as solucdes analiticas geral e aproximada, para um periodo de 3600s.

&(t) (em kg.m?/s)

Tempo (s) Solu¢do numérica AE (1) AZ, (1) (solugdo
obtida pelo método | (solugdo numérica menos numérica menos
de Runge-Kutta de sol. geral) sol. aprox.)

4’ ordem 10 kg.m?/s 107 kg.m?/s

10" kg.m?/s
0 5,054225955 0 0

200 3,463201705 0,2158 -0,05964796
400 -0,3080470348 -0,0747 -0,16218455
600 -3,885385596 -0,8750 -0,15603079
800 -5,016686129 -1,4166 0,03839742
1000 -2,989573677 -0,9829 0,32714054
1200 0,9195676548 0,4994 0,47973369
1400 4,249841357 2,0690 0,31048010
1600 4,904596522 2,8168 -0,15278477
1800 2,471520094 1,1911 -0,63585601
2000 -1,517428609 -1,2464 -0,77692078
2200 -4,551151682 -3,6592 -0,39606637
2400 -4,719618170 -3,6380 0,33997495
2600 -1,916744469 -1,3407 0,97372079
2800 2,092746899 2,2122 1,04067585
3000 4,784831197 5,0998 0,40697987
3200 4,464513350 5,1775 -0,59451391
3400 1,333494933 1,8524 -1,32773857
3600 -2,636971710 -3,1304 -1,25869008

Ksi_numerica_g_analitica

0.4

0.2

0.2

0.4

o 100 200 300 400 500

Figura 16: Comparacao entre as solucdes numérica e analitica aproximada para E(7),
considerando um periodo de 500s (— solucdo analitica; * solucdo numérica).
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Tabela 7: Solu¢do numérica obtida para a varidvel £(r), e suas respectivas diferencas
em relacdo as solucdes analiticas geral e aproximada, para um periodo de 3600s.

E(1) (emrad)

Tempo (s) | Solucdo numérica A&, (1) (sol. numérica A&, (1) (sol. numérica
obtida pelo método menos sol. geral.) menos sol. aprox.)
de Runge-Kutta de 107 rad 10 rad

4* ordem
107 rad
0 0 0 0
200 -1,000569384 -0,07720 -0,15634731
400 -1,371197026 -0,20190 0,02168650
600 -0,8786049256 -0,19188 0,50367419
800 0,1671548367 0,05189 0,87852774
1000 1,107669311 0,40770 0,66213090
1200 1,350826724 0,57720 -0,22987920
1400 0,7435848040 0,41687 -1,29089203
1600 -0,3318261065 -0,18724 -1,71988840
1800 -1,198310355 -0,83770 -0,99032140
2000 -1,310384686 -0,92210 5,75421040
2200 -0,5975114628 -0,41747 2,17460709
2400 0,4915692317 0,68276 2,48801076
2600 1,271144691 1,22150 1,12262400
2800 1,250471515 1,23200 -1,24283710
3000 0,4425589352 0,47098 -3,12044758
3200 -0,6440020756 -0,67980 -3,14744126
3400 -1,325090788 -1,58330 -1,04626130
3600 -1,171977492 -1,54710 2,01882580
ksi_numertica_e_analitica

0.014

001219

0,01

0.008

0.006

0.004 4

0.002 4

|:| 4
-0.002 4
-0.0044
-0.005 5
-0.0051
-0.01
-0.0124
L0t ———
a 100 200, 300 400 500

Figura 17: Comparacdo entre as solu¢cdes numérica e analitica aproximada para (),
considerando um periodo de 500s (— solucdo analitica; * solucdo numérica).
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Pelos resultados apresentados, observa-se uma melhor concordancia dos
resultados numéricos com a soluc@o geral do que com a solucdo aproximada. Este fato
era esperado devido as aproximacdes consideradas nas solu¢des obtidas no Capitulo 5.

No entanto, na continuacdo desta dissertacdo, as solu¢des aproximadas (e nao as
solucdes gerais) deverdao ser utilizadas como solucdo de ordem zero no método de
aproximagdes sucessivas, quando da integracio das equagdes do movimento
considerando-se a perturbacdo provocada pelo Torque de Gradiente de Gravidade, o

que pode gerar limitacdes em suas aplicagdes.



100

CAPITULO 6 MOVIMENTO ROTACIONAL COM TORQUE DE
GRADIENTE DE GRAVIDADE

A forca gravitacional da Terra atrai distintos elementos de massa dm de um
satélite com determinadas intensidades e direcdes, ndo iguais entre si, uma vez que
cada elemento dm tem uma posi¢do diferente em relagdo ao Centro de Massa da Terra.
Essa diferenca de atracdo em cada elemento de massa gera um torque, denominado
Torque de Gradiente de Gravidade (TGG).

Este torque pode causar alteragcdes no movimento rotacional do satélite, de modo
que é importante inclui-lo nas equacdes que descrevem seu movimento rotacional.
Neste trabalho apenas uma parcela do TGG serd acrescentada a Hamiltoniana
associada ao movimento rotacional. Esta parcela estd relacionada a Hamiltoniana
média devido ao TGG, na qual os termos nao dependem diretamente do tempo, ou
seja, independem da anomalia média e da varidvel angular de Andoyer [ ( ZANARDI,
1986). Esta parcela da Hamiltoniana do TGG j4 inclui os principais efeitos do Torque
de Gradiente de Gravidade no movimento rotacional do satélite, associados com
variacOes seculares ou variacdes de longo periodo nas varidveis envolvidas. Os
demais termos da Hamiltoniana do TGG acrescentardo apenas variacdes periddicas de
curto periodo nas solucdes a serem determindas. Sejam T a Hamiltoniana do
movimento rotacional livre de torques externos (MRLTE), a qual é a mesma
apresentada em (4.31), e & a Hamiltoniana média associada ao TGG, de modo que a

Hamiltoniana T, do movimento rotacional € agora dada por:
Too =T+, (6.1)

Utilizando esta Hamiltonina é possivel deduzir as equacdes do movimento
rotacional sob a influéncia do Torque de Gradiente de Gravidade, utilizando

(4.2) - (4.7), substituindo T porT

TGG *
Na préxima se¢do, a parcela da Hamiltoniana associada ao TGG € apresentada

em termos das varidveis de Andoyer e dos elementos orbitais cldssicos, e entdo
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transformada para as varidveis candnicas nao-singulares de Fukushima
(P,E,H;y,E,h), através da transformacdo 3. Este procedimento possibilita que as

equacoes dindmicas sejam obtidas em termos das varidveis de Fukushima, podendo ser
integradas na continuidade desta dissertacdo, de modo a permitir uma andlise da

atitude de um satélite artificial em varidveis ndo-singulares, sob a influéncia do TGG.
6.1 HAMILTONIANA MEDIA ASSOCIADA AO TGG

A Hamiltoniana média ® =®(L,G,H,h), associada com o Torque de Gradiente

de Gravidade, com expansdes até o quadrado da excentricidade da 6rbita do satélite, €

expressa por (ZANARDI, 1986, 2005; ZANARDI; VILHENA DE MORAES, 1999):

2 2
<I>:£ 20-4-8 —62 3—— —l+§ 1+coszi+i—3cosziH— -
2 8 G? G?

2_

2
- %sen 2i G—x/G2 H?Zcos(QQ—h)— gsen 2] G- H cos(2€2 — 2h)} , (6.2)

em que:

U - constante gravitacional da Terra;
a - semi-eixo maior da Orbita;

e - excentricidade da Orbita;

i - inclinacdo orbital;

Q - longitude do nodo ascendente.

Pela aplicacdo da transformacdo 3, dada em (3.1), as variaveis (L,G,H;h),

obtém-se a parcela @ em varidveis ndo-singulares. De acordo com a relagio (3.90),

12 =(¥2—E2)cos2E (6.3)

Entdo a expressao (6.2), tal que ® =P(V¥Y,=,H,h), tem a forma:
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2
20-A-B ( coszf 1 —l+3 1+coszi+H——
a3 2 8 P2

H
—3c0s82%— |——sen?2i —\/‘PZ H?2cos(Q2—h)—
1\1'2] PR =0

2 _

2
— Ese:n zi\P—HCOS(Z.Q. -2h)|. (6.4)
8 P2

Substituindo (4.31) e (6.4) em (6.1) tem-se finalmente que a Hamiltoniana T,

em termos das varidveis nao singulares é dada por:

ol A B C

2C-A-B H?
20-A-8 00525 ——+ 1+cos2i+——
a3 P2

—3COSZIH— —ESCHZZ—\/\PZ H2cos(QQ—h)—
Y2 | 4 P2

2 2 2
:l{u_+[sen §+cos & w2 _ =2 }_

2 _ 2
—Esen 2i‘P—Hcos(2Q—2h)] (6.5)
8 P2

6.2 EQUACOES DO MOVIMENTO ROTACIONAL COM TGG

Analogamente ao procedimento do Capitulo 4, as equagdes do movimento
rotacional considerando a influéncia do TGG sdo obtidas pelo formalismo

hamiltoniano, e dadas por:
A) Variaveis angulares

dh 9T, T 0P

- = (6.6)
dt oH oH OoH
45 _ Ol 9T 0P 6.7)
dt JdE JE JE
dl// 0T, _ JoT 9P (6.8)

+ )
dt ¥ ¥ ¥



B) Variaveis métricas

di _ 9T, 9T 9®
dt oh oh oh’
d= :_aTTGG _ JdT 0P
dt o o 9&’
a¥ _ T, _ T 99
dt oy ay/ ay/

6.2.1 Equacoes para as variaveis angulares

Substituindo a Hamiltoniana T,

desenvolvimento das derivadas e manipulacdes algébricas,

nas equagdes (6.6) -

varidveis angulares i, & e ¥ sdo dadas respectivamente por:

dh
dr

as
dt

_3u
Y a3

:[%_

[ZC A- BI

+sen2icos(22 — 2h)]+

3 u

W2 4a3

[

HZ)

sen 21 (2H_2_1
H2 | W2
1_@

sen?8  cos?C | N
B C
2C-A-B 3 1 3
T+ e |-+

2 2 2 8

2 2
—EsenZiﬁ l—H—cos(Q—h)—zsenZi 1—i cos(2Q—2h) [Ecos2E;
4 Y P2 8 P2

cos2E — }{ [1-3cos2i+

]COS(Q —h)¢;

H2 2
1+cos2i+@—3cos2i—

H
w2 |
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(6.9)

(6.10)

6.11)

(6.8) , apés o

as equagdes para as

(6.12)

(6.13)
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— — 2 2
P2 4,3 2 2 2 8 P2 P2
2 2
—gsenZiﬁ l—H—cos(Q—h)—zsenZi l—H— cos(2Q—2h) | cos2E +
4 ¥ P2 8 P2
— — 2_""2 2
Y a3 2 2 P2 2 8 P2

2 2 2
—3COSZiH— —ésen2i£1/I—H—COS(.Q.—h)—ESCHZi l—H— cos(2Q—2h) |—
y2 ] 4 DY P2 8 P2

2_""2
— EE[3(‘}’—“)003 2§ —1}[2 [1-3cos2i +sen2icos(2Q —2h) ]+
8Y¥ P2 ¥
; 2
,_sen2i [QH__l)COS(Q—h) , (6.14)
H?2| P2
1_@

6.2.2 Equacoes para as variaveis métricas

Do mesmo modo que para varidveis angulares, com a substituicao de (6.5) em
(6.9) - (6.11) e ap6s algumas manipulacdes algébricas, as equacdes do movimento para

—

as varidveis métricas H , = e W sdo dadas por:

—A-— 2_%2
d_H:3ﬂ w 1+§e2 3ucoszé_1]
dt a3 16 2 P2

2 2
. sen2i£1/1—isen(Q—h)+sen2i 1—i sen(2Q —2h) |; (6.15)
DY P2 P2
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d= 1(1 1 3 u(2C-A-B 3 1 3 . H?
== - +——| ———FF [ 1+=e%2 | ——+—| 1 +cos2i+ ——
dt 2\C B) WY?2a3 4 2 2 8 P2
2 2
—300521'i —EsenZiﬁwfl—H—cos(Q—h)—
Yz | 4 Y P2

2
- %sen%’[l - %)cos(zg - 2h)}}(‘1’2 —=2)sen2E ; (6.16)

d¥Y
—=0. 6.17
7 (6.17)

Como a Hamiltoniana média T,,, ndo depende da varidvel y, entdo o médulo

do momento angular de rotacdo W permanece constante. Se os demais termos
associados com o Torque de Gradiente de Gravidade fossem incluidos na
Hamiltoniana, o médulo do momento angular de rotagdo sofreria variacdes de curto
periodo (ZANARDI, 1986; ZANARDI; VILHENA DE MORAES, 1999).

Para a andlise do movimento rotacional do satélite na presenca do Torque de
Gradiente de Gravidade, as equacdes do movimento (6.12) - (6.17) sdo integradas
analiticamente nas préximas secdes com o auxilio do método de aproximagdes
sucessivas, considerando-se o caso particular J =0 e o caso geral J =0. As solugdes
aproximadas, obtidas no Capitulo 5, € que serdo utilizadas como solu¢des aproximadas

de ordem zero para a aplicagdo do método.

6.3 SOLUCOES ANALITICAS PARA AS EQUACOES DO MOVIMENTO
ROTACIONAL COM TORQUE DE GRADIENTE DE GRAVIDADE

Nesta secdo, as equagdes (6.12) — (6.17) sdo integradas, considerando-se em
primeiro lugar o caso particular J =0, e em seguida o caso geral J =0. O método
utilizado € o de aproximacdes sucessivas. Integram-se primeiramente as equacoes das
varidveis angulares, considerando-se como solu¢do de ordem zero a do MRLTE. As

solugdes assim obtidas sdo entdo substituidas nas equacdes para as variaveis métricas
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para serem integradas em seguida. No processo de integracdo, é considerado que a

dinamica translacional é descrita pelo problema dos dois corpos.

6.3.1 Caso particular: J =0

No processo de integracdo, as grandezas de valor constante sio os momentos
principais de inércia do satélite (A, B,C), as condi¢oes iniciais (¥,,Z,, H,,¥,,&,.h,) €

os parametros orbitais (a,e,i,{2), sendo U a constante gravitacional da Terra.

6.3.1.1 Integracdo das equagdes para as varidveis angulares

No emprego do método de aproximagdes sucessivas, utilizou-se como solucdo de
ordem zero a solu¢do do MRLTE, dada por (5.4) — (5.9), considerando o instante

inicial # =0s como aquele em que £(0)=¢&,=0.

Substituindo as solugdes (5.4) — (5.9) em (6.12), esta equagdo € expressa mais

simplesmente como:

dh

—=2C,, 6.18
dt " (©.18)
em que:

H
?0 [1—3cos? +sen2icos(2Q — 2h,) |+
0

C, =i£(MII+EeZ} sen 2i H. - (6.19)
Y, a3 16 2 + PE 2le —1 |cos(2—h,)

0 0

_?02

Integrando (6.18), a solugao para a fungdo h(t) € dada por:
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h(t)=h* t+h,, (6.20)
sendo:
h* =2C,. (6.21)

De (5.5) e (5.8), a equacgdo (6.13) torna-se:

as _ 0. (6.22)

e sua solugao € simplesmente:
st =¢,=0, (6.23)

de acordo com a defini¢do do instante inicial.
Finalmente, substituindo-se (5.4) — (5.9) em (6.14), encontra-se a solug¢do para a

variavel y(¢). Depois de agrupar convenientemente os termos, a equagdo € escrita

mais simplesmente como:

dy _ ¥,

av _ ¥ s 6.24
5 78 (6.24)
em que:

y* =C* +C*,, (6.25)

2
W a3 2 2 2 8 W |

0 0 0

2 2
- %sen 2i % 1- % cos(Q2—h,) — gsen 2i[l — % ]COS(Z.Q. - 2h0):| , (6.26)
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~ -A- H. H
C*W:iﬂ w 1+§e2 — _l_l_é 1+COS2i+—g—3COS2i—O —
¥, a3 2 2 2 8 ¥, ¥,

H H. H.
—%sen 2i?° 1—\P—ZCOS(Q—ho)—%senzi[l—w—g]cos(ZQ—Zho)]—

0 0 0

_{—II’_Z [1 —3cos?i +sen2icos(22 - 2h, )]+_
‘%I;—j + Se_nz’g [25;2 —1}:05(9—;10) [ ©27)
I ¥ |
Integrando (6.24):
()= [% +yY ]t +Y,. (6.28)

6.3.1.2 Integracao das equagdes para as variaveis métricas

Para a integracdo das equagdes dadas por (6.15) e (6.16), considera-se (6.20) e
(6.23). Substituindo (6.20) e (6.23) em (6.15) e agrupando os termos de forma

conveniente:

dH " "

E =2C,,C,,sen(Q—h,—h* 1t)+2C, C,,sen(2Q—2h,—2h* 1), (6.29)

em que:

C,, :3£ 2C-A-B 1+§e2 ’ (6.30)

a3 16 2

H H’

C,,=sen2i—* [1-—2 (6.31)
lIIO lIIO
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H2
C,, =sen 2i[l - ‘P_(;] (6.32)
0

A integracdo da equagdo (6.29) fornece o seguinte resultado:

H@t)=H*,+H* cos(Q—h,—h* t)+H*, cos(2Q—2h,—2h* t) (6.33)
sendo:
H* = 2C,,Chs , (6.34)
h*
1
H* = CunCus (6.35)
h*

A constante de integracdo H * € dada por:

H* =H,—H* cos(Q—h,)—H*, cos(2Q—2h,) . (6.36)

A solugio de (6.16) para o caso de ser J =0 € trivial, uma vez que sendo & =0,

tem-se simplesmente:

d=
=0, 6.37
7 (6.37)
c pOI‘t&IltOZ
E({)=E,=0. (6.38)

Finalmente, a solucdo de (6.17) é:
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(6.39)

Como comentado anteriormente, a solu¢do para a varidvel ¥ € constante porque
foi considerada apenas a parcela da Hamiltoniana média associada ao TGG na dedugado
das equacdes do movimento perturbado. Se os demais termos associados com o
Torque de Gradiente de Gravidade fossem incluidos na Hamiltoniana, o médulo do

momento angular de rotac¢ao sofreria variacdes de curto periodo (ZANARDI, 1986).

Apenas sumarizando os resultados encontrados para as equagdes do movimento

com TGG, para o caso J =0:

h(t)=h* t+h,, (6.40)
§(n=¢,=0, (6.41)
y(t) = [%+l]/*l ]t +V,, (6.42)
H(t)=H *,+H* cos(Q—h, —h* 1)+ H*, cos(2Q—2h, —2h* 1), (6.43)
Et)=&,=0, (6.44)
Y=y (6.45)

sendo as constantes envolvidas na solu¢do dadas por (6.19), (6.21), (6.25) — (6.27),
(6.30) — (6.32) e (6.34) — (6.36).

6.3.2 Caso geral: J =0

No processo de integracdo, as grandezas de valor constante sio os momentos
principais de inércia do satélite (A, B,C), as condi¢des iniciais (¥,,E,,H,,¥,,&,.h,) €
os parametros orbitais (a,e,i,{2), sendo U a constante gravitacional da Terra.

Devido a natureza das solucdes envolvidas, serd necessdrio fazer-se uso de
expansOes em série de Fourier complexa relacionadas as fungdes de Bessel J,

(BELLANDI FILHO, 1985), dadas por:
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cos(zsenf) = ]0(z)+2iJ2p(z)0032p9, (6.46)
p=1
sen(zsen@) = 22 Jy,u(2)sen(2p+1)6 . (6.47)
p=0

6.3.2.1 Integracdo das equagdes para as varidveis angulares

No emprego do método de aproximagdes sucessivas, utilizou-se como solucdo de
ordem zero a solu¢cdo do MRLTE, obtida de forma aproximada, considerando o

instante inicial 7=0s como aquele em que £(0)=& =0. As solugdes do MRLTE

para o caso J = (0 sdo as seguintes:

Y=Y, (6.48)
E=5,cosKt, (6.49)
H=H,, (6.50)
Y

W:?Ot"i'Wo’ (6.51)
& =¢E sen K1, (6.52)
h=h,, (6.53)
em que:

7 _ _ 2
K:_O\/AB AC—-BC+C , 6.54)
C AB
C-A
===, 6.55
¢ ACK (6.55)

Pela substituicdo de (6.48) — (6.53), a equacdo (6.12) pode ser reescrita na forma:
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v:\2 —_2

dh _3C, [xp; —?—%COS2IG}1+COS2€)-C,1, (6.56)

di 2W?

em que C, € dado por (6.19).

A partir de (6.46), a funcdo cos2& pode ser desenvolvida em série da seguinte

maneira:
cos2& =cos(2¢E, sen Kt) = J ,(2¢E ) + ZZ J,,(2¢=5,).cos2pKt. (6.57)
p=1

Substituindo (6.57) em (6.56) e agrupando convenientemente os termos, depois
L . ~ oy - dh
de varias manipulagdes algébricas, a equagio para - toma a forma:
t
dh

- = hh, + hh, cos 2Kt + hh, cos 4Kt +
t

+hh,Y J,, (2¢E,).cos 2 pKt +
p=1

+hhyy_J,, (2¢E,).cos 2Kt.cos 2 pKt (6.58)
p=2
sendo:
C, _ 3E; _ _
hhy == 1+37,(2¢2,) - == (1+ J,(2¢E,) + J,(2¢E,)) |, (6.59)
2 2,
72
(]

hh, = —

L C,(1+ 7, (2¢E,)), (6.60)

0

3
4w
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3 OR
hh, = 2 \poz C,J,(2¢E,), (6.61)
72
hh, = 3Ch[1— 2\{;’02 ] (6.62)
__35,
hh, = 2y O (6.63)
Apos a integracdo, tem-se, para h(t):
h(t) = hy + hht + %sen 2Kt + %sen 4Kt +
2K 4K
sen 2 Kt
Zf2p<2 ¢8,)
Dk 57, (22, sen[2( p+1)Kt]+ sen[2(p—1)Kr] | (6.64)
K= p+1 p—1

Da mesma forma, pela substitui¢cdo das solu¢des do MRLTE dadas em (6.48) —

(6.53), a equacdo (6.13) pode ser colocada na forma:

%Z%{[%_%—%—Cg)+(%—é—€§)0082€j|EOCOSKZ‘, (6.65)
t
em que:
_ ) ,
—l+§ 1+cos2i+H—g—3cosziH—g -
2 8 ‘P() ‘P()
—A- H H;
C, = 32ﬁ 20-A-B 1+§e2 : —gsen2i—° 1-—3cos(Q—h))— |. (6.60)
‘PO a3 2 2 4 ‘Po lP0
H2
_gsen%[l—lp—g]cos(ZQ—Zho)
0




Levando (6.57) em (6.65):
dé o _
o =&& cos Kr+&E, Z J,,(2¢E,).cos Kt.cos 2 pKt,
1 =

sendo:
651 = (C1 + Cu‘]O (2¢Eo))50 >

ééz = 2CIIEO >

)

c :l 2BC_AC_AB_C§ ’
ABC

1({C-B
© :E[Y"Ci ]

Apds a integracdo, tem-se, para &(1):

E(n) = ﬁsen Kt + 56, i 7, (2¢Eo)( sen[(2p + D Kt] N sen[(2p —1)Kt]

K 2K 2p+1
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(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

Com procedimento andlogo aos anteriores, pela substitui¢do de (6.48) — (6.53) e

(6.57) na equagdo (6.14), obtém-se para C;_‘//:
t

0;_"” =Yy, +Yy, cos 2Kt +yy, cos4Kt +
1

+l//1//4iJ2p (2¢Z,).cos2pKt +
p=1

+WSZJ2p (2¢&,).cos2Kt.cos2pKt ,
p=2

(6.73)



em que as constantes sao dadas por:

~ ~ _ 3 _
vy, =C, +C,J,(2¢E,) + ECW (1 + ]0(2¢:'0))_

3 = = =
g G4 7,202, +7,265,),
0

3E; —
vy, :_Z‘POZ Cy/(1+‘]0(2¢:'0))’
0
3 E; -
WV, == g2 G2 (2650,
0

_3E;

WS__E\POZ v

~ Y, (B+C =~

’:70( BC C‘f}rc‘”’

~ Y, (B-C

= e v

¢ o Lu(2c-a-BY, 3 [ 13
P a3 2 2 28

H H
—gsenZi—" 1——gcos(Q—hO)—§sen2i
4 0 0 8

HZ 2
1+ cos2i+—%—3cos%i —=
lIIO lIIO

2

H
1- ‘P_(; ]cos(ZQ - 2h0)] -

0

H]_
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(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)
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_ Eﬂ{ﬂ [1 —3co0s2i +senZicos(2Q — 2h0)]+

TARD
. 2
sen2i (5 Ho _y losc—n L (6.81)
2 2 0
1_i ‘PO
P

C, = Lﬁ[MI1+%eZ)- {3&{& [1—300521'+sen2icos(2£2—2h0)]+

VT 3 2 TALD
. 2
Senzlz (2H3—1]cos(g—ho) L. (6.82)
1_i ‘PO
P |

A solugdo da equacdo (6.73) para a varidvel y(¢) € a seguinte:

vy,

vy,
N=Y,+yy 1+
() =y, +yy, 7K

sen 2Kt +——=sen 4Kt +
4K

vy, — .sen2pKt
+—=) J, 2¢E,)———+
K Z 2, (2¢5,) .

Y & — (sen[2K(p+D¢] sen[2K(p—1y]
+ K;JZP(MHO)( o + o ] (6.83)

6.3.2.2 Integracao das equacoes para as variaveis métricas

Para a integracdo das equacdes dadas por (6.15) e (6.16), considera-se a parte

mais significativa das solucdes (6.64) e (6.67) para as varidveis h e &, ou seja, apenas
variacOes lineares em A, e a varia¢do periddica mais significativa em &, ndo incluindo

as variacdes periddicas associadas com os demais termos, devido a pequena ordem de

grandeza dos mesmos, de modo que:
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h =h, +hht, (6.84)

§ =¢&E,senKt, (6.85)

considerando que:

(C, +C,J,(2¢E,)) _ £, (6.86)

¢= :
K =K

Também sdo necessarias na integragdo das equacdes os desenvolvimentos em

série das fungbes cos2& e sen2f,. De acordo com (6.46) e (6.47), tais

desenvolvimentos sao dados respectivamente por:

cos2E, = cos(2¢Z,senKt) = J,(2¢E,) + 22 J,,(2¢E,).cos2pKt (6.87)
p=1
sen2&, =sen(2¢Z, sen Kt) = 22 J5,.(2¢E,).sen[(2p +1)Kr]. (6.88)
p=0

~ dH . PP . ~ s
A equacdo em —— pode ser reescrita, apds varias manipulacdes algébricas,
!

COmo:

(Z—H:HHI sen(QQ—h,)+ HH,sen(2Q—2h,) +
!

+ HH ;sen(2—h,).cos 2Kt + HH , sen(2€ — 2h,).cos 2Kt +
+ HH, sen(Q —h).cos2&, + HH sen(2Q —2h,).cos 28, +
+ HH, sen(Q—h).cos 2Kz.cos 2&, + HH ,sen(2Q — 2h,).cos 2Kt.cos 25,  (6.89)

sendo os coeficientes desta equacao dados por:

1( 3&
I‘II‘Il :_[I_E\P_OZ}‘I'HCH2’ (690)
0
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1 3E]
HH2 :E 1—5? HICH3’ (691)
0
__38
HH, = ey CyiC s (6.92)
3E;
HH, == o C,.C.s (6.93)
3 oK
HH :E[l—ﬁ]CHICHz, (6.94)
0
3 E;
HH, :5[1—2—&2]@1@3, (6.95)
0

e tais que C,,, C,,, C,,, sdo dados por (6.30) — (6.32). Pela substitui¢do de (6.87) em

(6.89), chega-se, depois de agrupar os termos convenientemente, a:

‘;—i] =[HH,+ HH,J,(2¢E,)]sen(Q—h,) +

+[HH,+ HH J,(2¢Z,)]sen(2Q —2h,) +
+[1+J,(2¢Z,)]HH,.sen(Q — h,).cos 2Kt +

+[1+J,(2¢E,)HH,.sen(2Q —2h,).cos 2K1 +

+2HHY J, (2¢E,).sen(Q—h,).cos 2 pKr +
p=1

+2HH Y J, (2¢E,)sen(2Q — 2h,).cos 2 pKt +
p=1

+2HH,Y J, (2¢%,)sen(Q— h,).cos 2Kt.cos 2 pKt +
p=1

+2HH, i g, (2630 )sen(2Q —2h,).cos2Kt.cos2 pKt , (6.96)
p=1

que integrada fornece a seguinte solucao:
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[HH, + HH J ,(2¢Z )]

H(t)=CH,+ h cos(—hht+Q—h,)+
1
LLHH ¥ HE T 22 o oph 42028 ) -
2hh,
cos[(—hh1 +2K)t+Q—hO]+
C[1+J,(2¢E)] HH —hh +2K B
: . cos[(=hh, —2K)t +Q —h, |
—hh,—2K
cos|[(=2hh, +2K)t +2Q—2h, ] .
C[1+J,(2¢8)] HH —hh,+K ~
! . cos[(=2hh, —2K)t +2Q.—2h, ]
—hh,—K
cos[(—hh1 +2pK)t+Q—hO]+
= . —hh, +2pK
~HH.} J., (2¢%,) cos[(=hh —2pK)t+Q—h | |
p=1 " ] p 0
—hh, —2pK
cos[(=2hh, + 2 pK)t +2Q—2h, | .
_%i‘] (2¢Z.) —hh + pK _
=R . cos|[(—2hh, —2 pK)t +2Q—2h, |
—hh, — pK
_HH3iJ (275 cos|[(=hh, +2pK+2K)t+Q—hO]+
2 T —hh, +2pK +2K

. cos[(=hh, —2pK+2K)t+Q—hO]+ cos[(=hh, +2pK—2K)t+Q—hO]+
—hh,—2pK +2K —hh, +2pK —2K

. cos[(=hh —2pK =2K)t+Q—h ]|
—hh —2pK —2K

HH, Y1, (285,) cos|(=2hi +2pK +2K)1 +2Q -2, ]
o —hh + pK + K

. cos[(=2hh, — 2 pK +2K)t +2Q - 2h, | . cos|(—2hh, +2pK —2K)t +2Q.—2h, | .
—hh — pK+K —hh + pK — K

, cosl(=21h ~2pK ~2K)r+2Q - 2h0]]. 6.97)

—hh,— pK —K
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A constante de integracdo CH, é dada por:

[HH, + HH,J,(2¢E,)] [1+J,(2¢Z,)]
hh, 4K2—hh}

CHO:HO—{ HH3}COS(Q—hO)—

_JIHH, + HHJ Qe8] 0+T,Q2EED | ocon —an )+
20, 2K2—hi)) '

2 Nl
+2hh HH  cos(Q — h)ZM
= 4K2 p2— iy

(2¢Z,)
+hihyHH  cos(2Q —2h,) 2'”—+
g ;KZ 2— hh!

+2hh HH , (Q- h)z (2630)(4]{2172_'_4[{2_11}112) .
e = [(2Kp +2K 2= hh [[(2Kp —2K '~/ |

= J (2¢E )NK2p2+K2—hh’
+ hiyHH, cos(2Q — 2h) Y 2 (2 0)( P )

= [(Kp+ K)?— ][(KP—K)Z—hhf] (6.98)

—
L]
Nt

A equacdo para , apos as manipulacdes algébricas , € colocada na forma:

(fii =EE, sen2 +EE, cos2Kr.sen 28, +
t
+EE,cos(Q—h).sen 2, + EE, cos(2Q — 2h,).sen 28, +
+EE, cos2Kr.cos(Q —hy).sen2&, + EE, cos 2Kt.cos(2Q —2h).sen 2, (6.99)
em que
2 11 1
£, =¥ -22)=C,C.+~| =—— (6.100)
w2 MTET Yl c B

o 2 11 1L
oe, = _|:\P_02CH1CE +Z[E—E):|d(2), (6101)
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:!2
55, :3[2:'{‘;2 —1]CH1CH2, (6.102)
0
—_ 3( E;
EE, :5 T -11C,,C,;, (6.103)
0
—— _3E
S :E‘P—OZCHICHZ, (6104)
_— 3 & _0
CROMES 4\}12 C,.C,s, (6.105)
H; H;
C. :—l+§ 1+cos2i+—3—3cos2i—= |. (6.106)
- 2 Y, Y,

Pela substituicdo de (6.88) em (6.99), chega-se a forma:

dZ2 ¢
=282, Y J,,.,(2¢E,).sen[2p + DKt]+
dt p=0

+28%,Y J, .(2¢5,).cos2Kz.sen[(2p + 1)Kt ]+

+ 2333i I, (2¢E,).cos(Q—h).sen[(2p+ DKt ]+

+ 23342 5, (2¢E,).cos(2Q—2h)).sen[(2p + 1)Kt ]+
+28%,Y J, ,(2¢%,).cos2Kr.cos(Q—h,).sen[(2p + D K1)+

(2¢E,).cos 2Kt.cos(2Q —2h,).sen[(2p + 1)Kt], (6.107)

2p+l

+28E, Y J
p=0

que depois de integrada fornece a solugdo para Z(t):
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- = 28 —_ _cos[2p+DKi]
E(t)=CE 2¢% —
) 0~ Z 2 (2€5,) p

p=0

_EE, ZJ (275 cos[(2p+3)Kt]+cos[(2p—1)Kt] ~
2ol ’ 2p+3 2p—1
cos|(hh, +2Kp + K)t—Q+hO]+
= _ hh +2Kp+ K
~z2,YJ,,.,(2¢%,) fy+2Kp _
e S +cos[(—hl11 +2Kp+K)t+Q—h,]
—hh +2Kp+ K
cos[(2hh, +2Kp + K)t —2Q.+ 2h, | .\
o _ 2hh +2Kp + K
_3342*]2 4(2¢E)) 1 P -
el +cos[(—2hl11 +2Kp+ K)t+2Q-2h,]
—2hh +2Kp+K
_EE, ifz (7= cos|(hh, +2Kp—K)t—Q+hO]+
2 =0 b hhl+2Kp—K
cos|(—hh +2Kp+3K)t+Q—hO]+cos[(hhl +2Kp+3K) —Q+h ]+
—hh, +2Kp +3K hh, +2Kp +3K
cos|[(—hh, +2Kp—K)t + Q-1 ]|
—hh +2Kp—-K
_EE, cos|[(2hh, +2Kp—K)t—2Q+2h0]+

Jy,(2¢E
Z 2 (265 ")( 2hh, +2Kp —

cos[(=2hh, + 2Kp +3K)t +2Q 21, | N cos[(2hh, +2Kp +3K)t —2Q+ 24, |
—2hh +2Kp +3K 2hh +2Kp +3K

cos[(=2hh, +2Kp — K)t +2Q —2h, |
—2hh, +2Kp—-K

], (6.108)

em que a constante de integragdo CZE, € dada por

2p+1

J,,a(2¢E) _EE,
2= Y T, (268,) *
K = 2p+3)2p-1)

= - 2p+1
+2EE.Kcos(Q—h J 2¢%
3 ( O); 2p+l( ¢ O>(2pK+K)2—hhf

8
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2p+1
(2pK + K)?—4hh/

+2EE,K cos2Q—2h)) J,,,,(2¢E,)
p=0

8K2p>+12K2p? = 2K+ hhi) p =3K>—hh; |

+2EE K cos(Q-h)Y J, . (262
sK cos( 0); 2P+1( ¢Z,) [(2pK+3K)2—hh—12][(2PK_K)2_hh'12]

8K2p3+12K2p2—2(K2+4hh?) p —3K2—4hh’

+2EZ Kcos(2Q—2h ) J,  (2¢E
6 ( o); 2 (2€2) [((2pK +3K)2—4hh}[(2pK — K)?>— 4hh}]

(6.109)

Com ¥ =Y, completa-se o conjunto de solucdes para as equacdes do

movimento rotacional quando considera-se a perturbacdo provocada pelo Torque de
Gradiente de Gravidade, nos casos em que J = 0. Por estas solugdes verifica-se que a
magnitude do momento angular de rotacdo ¥ permanece constante enquanto que as
componentes do momento angular H e X, no eixo inercial OZ e no eixo principal de
inércia OA, respectivamente, sofrem apenas variagdes periddicas devido as parcelas

associadas ao TGG.
6.4 COMPARACAO ANALITICA ENTRE MRLTE E TGG

O objetivo desta secdo é comparar as solucdes analiticas obtidas no estudo do
movimento rotacional livre de torques externos, nos Capitulos 4 e 5, com as solugdes
determinadas neste capitulo para as equacdes do movimento rotacional sob a
influéncia do Torque de Gradiente de Gravidade.

Num primeiro momento, considera-se o caso particular J =0, comparando-se o
comportamento das solu¢des de ordem zero, dadas por (5.4) — (5.9), com as solugdes
de 1? ordem, dadas em (6.40) — (6.45).

Para as comparagdes realizadas em relacdo ao caso geral J =0, as solugdes do
MRLTE serdo as dadas em (6.48) — (6.53), ja que foram estas solu¢des aproximadas
utilizadas como solu¢do de ordem zero no método de aproximacgdes sucessivas. As

solucdes obtidas ao longo da secdo 6.3.2 sdo implementadas e as comparagdes
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mostram, ao mesmo tempo, uma mudanca de comportamento de algumas varidveis
(especialmente aquelas que relacionam o sistema do momento angular com o sistema
inercial, 7 e H) devido ao TGG, bem como a pequena magnitude do Torque de

Gradiente de Gravidade.
6.4.1 Comparacoes analiticas: caso J =0

Ao se comparar as solucdes (5.4) — (5.9) para o MRLTE com as solucoes
(6.40) — (6.45), para o caso de movimento perturbado pelo TGG, nota-se que as

solucoes ¥ =¥,, E=0 e & =0 sdo as mesmas. Isto ocorre devido ao fato de J =0

implicar que o vetor momento angular de rotacdo S permanec¢a com uma orientacao
fixa no espaco em relacdo ao sistema dos eixos principais de inércia OABC, e
coincidente com o eixo principal de inércia OC.

No entanto, 0 mesmo nao acontece com as demais variaveis. Por causa da
perturbacdo provocada pelo TGG, as relacdes entre o sistema do vetor momento
angular de rotacdo e o sistema inercial deixam de ser invariantes no tempo.
Explicitamente, as varidveis & e H passam a sofrer variacdes devido a acao do Torque
de Gradiente de Gravidade, apresentando a primeira uma varia¢ao linear muito lenta,
enquanto a segunda apresenta variacoes periddicas de longo periodo.

Também para a varidvel ¥ pode-se perceber uma pequena variagdo, que pode
ser relacionada com o mddulo da velocidade angular de rotagdo. A influéncia do TGG

estd representada pelo coeficiente ¥ * , dado pela férmula (6.25), embora seu valor

possa ser considerado desprezivel devido a sua pequena magnitude.

No que segue, as solucdes sao mostradas em graficos e tabelas, para efeito de
comparacdo. Os intervalos de tempo escolhidos variam conforme a conveniéncia na
apresentacao dos resultados.

Para as implementacdes, sao utilizados dados relacionados a um satélite ficticio
de pequeno porte, com caracteristicas muito similares as do 2° Satélite Brasileiro de

Coleta de Dados (SCD2). Estes dados sao apresentados na Tabela 8 abaixo:
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Tabela 8: Dados de um satélite ficticio de pequeno porte, com caracteristicas similares

as do satélite brasileiro SCD2.

DADOS DO SATELITE
MOMENTOS PRINCIPAIS DE INERCIA
I, =A=1233kg.m? I, =B=12,35kg.m? I, =C=1450kg.m?

VARIAVEIS DE FUKUSHIMA NO INSTANTE PARAMETROS

INICIAL 1, =Os ORBITAIS
¥, = 50,8675 kg.m?s v, =T/ rad a=71334km |i=04362rad
H, = 42,5495 kg.m?/s h, =0,0377 rad e=0,0018 [a=36480rad

&, =0kg.m?s &, =0rad U =398601km?3/s?

6.4.1.1 Variavel h

Por comparacdo direta das solugdes (5.9) e (6.40), obtiveram-se os resultados
apresentados na Figura 18 e na Tabela 9. Como a solucdo do MRLTE € constante e

igual a h,=0,0377rad, a diferenca entre as duas solu¢des corresponde a variagdo
associada com o TGG. Percebe-se que a fungdo h(t) sofre uma variacao linear com
decrescimento muito lento, devido ao pequeno valor do coeficiente h* dado pela

relacdo (6.21), quando considera-se o efeito produzido pelo TGG. O tempo necessario

para uma revolucdo completa do angulo 4 é de aproximadamente 1264,5 dias.

O lento decrescimento de Ah(t) apresentado na Figura 18 também pode ser

observado ao analisar-se a Tabela 9, para um intervalo de tempo de 3600s.
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Figura 18: Grafico de Ah(t), de forma que Ah(t) = h,,; — h, 1 ,S€NdO Ay, . constante.

Tabela 9: Comparacdo entre as solugdes obtidas para A(t) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG.

h(t) (em rad)
Tempo (s) |Solucdo considerando-| Soluc¢do constante
se a influéncia do para o MRLTE, dada | Ah(t) =h, ., — Iy
TGG, dada por (6.40) por (5.9) 107 rad
10” rad 10” rad
0 3,77 3,77 0
200 3,768856675 3,77 -0,1143324804
400 3,767713350 3,77 -0,2286649608
600 3,766570026 3,77 -0,3429974412
800 3,765426701 3,77 -0,4573299216
1000 3,764283376 3,77 -0,5716624020
1200 3,763140051 3,77 -0,6859948824
1400 3,761996726 3,77 -0,8003273628
1600 3,760853402 3,77 -0,9146598432
1800 3,759710077 3,77 -1,028992324
2000 3,758566752 3,77 -1,143324804
2200 3,757423427 3,77 -1,257657284
2400 3,756280102 3,77 -1,371989765
2600 3,755136778 3,77 -1,486322245
2800 3,753993453 3,77 -1,600654726
3000 3,752850128 3,77 -1,714987206
3200 3,751706803 3,77 -1,829319686
3400 3,750563478 3,77 -1,943652167
3600 3,749420154 3,77 -2,057984647




127

Com a influéncia do Torque de Gradiente de Gravidade, a direcdo do vetor

momento angular de rotacdo S deixa de ser fixa em relacdo ao sistema inercial
OXYZ. Dessa forma, produz-se essa pequena variacdo no angulo 4, que é o angulo

medido sobre o plano inercial XY, desde o eixo inercial OX até o nodo N, definido

pela intersecao dos planos XY e XY’ (este ultimo perpendicular a S). A variacao

linear na varidvel h estd relacionada com o movimento de precessio do vetor do

momento angular de rotacao S em torno do eixo inercial OZ.
6.4.1.2 Varidvel H

Por comparacdo direta das solugdes (5.6) e (6.33), obtiveram-se os resultados
apresentados nas Figuras 19, 20, 21 e 22 e na Tabela 10. Percebe-se que a fungdo
H(t) sofre uma varia¢do periddica de longo periodo quando considera-se o efeito
produzido pelo TGG. Na solu¢do do MRLTE, como se sabe, H é constante e igual a
H,=42,5495 kg.m?s . Observa-se nas Figuras 19 — 22 que a varia¢do periddica de H

ocorre em torno de H *, dada em (6.36). Esta expressdo de H *; desloca a variacdo

de H(t), de modo que ela ndo ocorre em torno do valor inicial de H que corresponde a

solu¢do de ordem zero (MRLTE).

Aga MRLTEXTGG
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Figura 19: Comparacdo entre as solugdes obtidas para H(¢#) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG ( ; — TGG).
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Figura 20: Grafico de AH(t), de forma que AH(t)=H ., — H ;4,11 -

A andlise das Figuras 19 e 20 parece indicar apenas uma variacdo linear para a
varidvel H (t), tal como ocorre com 4. No entanto, como foi mencionado, a variagao
sofrida por H é de longo periodo, s6 podendo ser verificada para intervalos de tempo
bem maiores. As duas préximas figuras (Figuras 21 e 22) ilustram bem a situagdo,

pois os graficos foram plotados para intervalos de tempo da ordem de 10%.
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Figura 21: Comparagdo entre as solugdes obtidas para H(#) no movimento livre de

torques e considerando-se a influéncia do TGG, para um tempo de 2x10°s

( ; — TGG).
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para um tempo de

Tabela 10: Comparacdo entre as solucdes obtidas para H(#) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG.

H(t) (em kg.m?/s)
Tempo (s) |Solugdo considerando- | Solucdo constante para
se a influéncia do o MRLTE, dada por | AH(?) =H s — H gz
TGG, dada por (6.43) (5.9 10 kg.m?/s
0 42,5495 42,5495 0
200 42,54945894 42,5495 -0,4106
400 42,54941790 42,5495 -0,8210
600 42,54937683 42,5495 -1,2317
800 42,54933579 42,5495 -1,6421
1000 42,54929473 42,5495 -2,0527
1200 42,54925367 42,5495 -2,4633
1400 42,54921261 42,5495 -2,8739
1600 42,54917155 42,5495 -3,2845
1800 42,54913049 42,5495 -3,6951
2000 42,54908943 42,5495 -4,1057
2200 42,54904836 42,5495 -4,5164
2400 42,54900730 42,5495 -4,9270
2600 42,54896623 42,5495 -5,3377
2800 42,54892517 42,5495 -5,7483
3000 42,54888411 42,5495 -6,1589
3200 42,54884303 42,5495 -6,5697
3400 42,54880197 42,5495 -6,9803
3600 42,54876090 42,5495 -7,3910
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Deste modo, embora nido ocorra alteracio no médulo do momento angular de
rotacdo S, pelo modelo de Hamiltoniana que foi adotado para o TGG, ocorrem
varia¢Oes na projecdo do vetor S sobre o eixo inercial OZ, o que acarreta variacdes na

inclinacdo do eixo do momento angular de rotacdo em relacdo ao plano de inércia xy.

Esta variacdo periddica em H estd relacionada com o movimento de nutacdo do vetor

do momento angular de rotacdao S em torno do eixo inercial OZ.

6.4.1.3 Varidvel y

Por comparacdo direta das solugdes (5.7) e (6.42), obtiveram-se os resultados
apresentados nas Figuras 23 e 24, e na Tabela 11. Percebe-se que a fungdo y() tem
na pratica o mesmo comportamento, tanto no movimento livre como no movimento
perturbado pelo TGG. Sabe-se que no caso particular J =0, o coeficiente angular da
funcdo w(¢) representa o moédulo da velocidade de rotacdo do satélite. Sob a
influéncia do TGG, um outro termo € acrescido, o que significa que hd uma alteracdo
de freqiiéncia de rotacdo devida ao TGG. No entanto, qualquer que seja o caso, este

termo extra ¥ * poderia ser desprezado devido a sua magnitude muito pequena. Os

resultados observados para y(¢) sdo sintetizados a seguir:

psi_MRLTEXTGG
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Figura 23: Comparacdo entre as solucdes obtidas para Y (f) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG (*** MRLTE; — TGG).
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Tabela 11: Comparacdo entre as solucdes obtidas para y(f) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG.

Y (t) (em rad)
Tempo (s) |Solugdo considerando- Solugdo para o
se a influéncia do MRLTE, dada por AY () =YW 66 —Vamre
TGG, dada por (6.42) (5.9) 10 rad
0 1,570796327 1,570796327 0

200 703,1915145 703,1914859 0,286
400 1404,812232 1404,812175 0,57
600 2106,432951 2106,432864 0,86
800 2808,053669 2808,053554 1,15
1000 3509,674387 3509,674244 1,43
1200 4211,295105 4211,294934 1,71
1400 4912,915823 4912,915624 2,00
1600 5614,536542 5614,536312 2,29
1800 6316,157260 6316,157002 2,58
2000 7017,777978 7017,777692 2,86
2200 7719,398696 7719,398382 3,14
2400 8421,019414 8421,019072 3,43
2600 9122,640133 9122,639760 3,72
2800 9824,260851 9824,260450 4,01
3000 10525,88157 10525,88114 4,3
3200 11227,50229 11227,50183 4,6
3400 11929,12301 11929,12252 4.9
3600 12630,74373 12630,74321 5,2
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6.4.2 Comparacoes analiticas: caso J =0

Nesta secdao sio comparados 0 MRLTE com o movimento sob a influéncia do
TGG, quando J =0. No que segue, as solu¢gdes sdo mostradas em graficos e tabelas.
Os intervalos de tempo escolhidos variam conforme a conveniéncia na apresentacao
dos resultados.

Para as implementacdes, sao utilizados dados relacionados a um satélite ficticio
de pequeno porte, com caracteristicas muito similares as dos Satélites Brasileiros de
Coleta de Dados (SCD1 e SCD2), tal como na Tabela 1 do Capitulo 5. Estes dados sdo

apresentados na Tabela 12 abaixo em termos das varidveis de Fukushima:

Tabela 12: Dados de um satélite ficticio de pequeno porte, incluindo os parametros

orbitais.
DADOS DO SATELITE
MOMENTOS PRINCIPAIS DE INERCIA
I, =A=10,67 kg.m? I, =B=1090kg.m? I.=C=1106kg.m?
VARIAVEIS DE FUKUSHIMA NO INSTANTE PARAMETROS
INICIAL ¢, =0s ORBITAIS
Y, =58,0583 kg.m?/s v, =11497 + % rad a=7140,42km |i=0,4359rad
H,=57,8374 kg.m?'s h, =1,3905 rad e=0,0051 |Q@=28747rad
=, =0,5054 kg.m?/s &, =0rad U =398601km?3/s?

No caso considerado, a direcdo do vetor momento angular de rotacdo S varia
tanto em relac@o ao sistema de eixos principais de inércia OABC, por ser J =0, como
em relacao ao sistema inercial OXYZ, devido a influéncia do TGG. No primeiro caso,
as variagoes sdo observadas no comportamento das varidveis Z, & e y. Em relacédo
ao sistema OXYZ, as variacoes sdo representadas nas variaveis h e H. As solugdes

para as variaveis h, H e y s@o similares as do caso J =0, incluindo pequenas

varia¢des periédicas de efeitos quase despreziveis. Com relagdo a E e &, as solugdes
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sdao semelhantes as do MRLTE, nas quais também estdo presentes variagdes periddicas

de pequena magnitude devidas ao Torque de Gradiente de Gravidade.

6.4.2.1 Variavel h

Por comparagdo direta das solucdes (6.53) e (6.64), obtiveram-se os resultados
apresentados nas Figuras 25 e 26, e na Tabela 13. Percebe-se que a fungdo h(t) sofre
uma variacdo linear com decrescimento muito lento, devido ao pequeno valor do
coeficiente hh,, dado em (6.59), e também variagoes periddicas de curto periodo e
pequena amplitude, quando considera-se o efeito produzido pelo TGG. O tempo
necessario para uma revolucdo completa da varidvel angular 4 é de aproximadamente

16427 dias. A solu¢cdo do MRLTE é€ constante e igual a h, =1,3905 rad.

aga MELTExTGG
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Figura 25: Comparacdo entre as solucdes obtidas para h(f) no movimento livre de

torques e  considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0

(— MRLTE; ).
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Figura 26: Grafico de Ah(t), de forma que Ah(t) = h,,; —hyppp » quando J =0.

Tabela 13: Comparagdo entre as solugdes obtidas para h(f) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0.

h(t) (em rad)
Tempo (s) |Solucdo considerando-| Solugdo constante
se a influéncia do para o MRLTE, dada | Ah(t) = h,o — hypprre
TGG, dada por (6.64) por (6.53) 107 rad
0 1,3905 1,3905 0

200 1,390499311 1,3905 -0,0689
400 1,390498621 1,3905 -0,1379
600 1,390497932 1,3905 -0,2068
800 1,390497242 1,3905 -0,2758
1000 1,390496553 1,3905 -0,3447
1200 1,390495863 1,3905 -0,4137
1400 1,390495174 1,3905 -0,4826
1600 1,390494485 1,3905 -0,5515
1800 1,390493795 1,3905 -0,6205
2000 1,390493106 1,3905 -0,6894
2200 1,390492416 1,3905 -0,7584
2400 1,390491727 1,3905 -0,8273
2600 1,390491037 1,3905 -0,8963
2800 1,390490348 1,3905 -0,9652
3000 1,390489659 1,3905 -1,0341
3200 1,390488969 1,3905 -1,1031
3400 1,390488280 1,3905 -1,172
3600 1,390487590 1,3905 -1,241
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6.4.2.2 Variavel H

Por comparagdo direta das solugdes (6.50) e (6.97), obtiveram-se os resultados

apresentados nas Figuras 27 e 28 e na Tabela 14. Percebe-se que a funcdao H(¢) sofre

uma variacdo periddica de longo periodo quando considera-se o efeito produzido pelo
TGG. No caso J =0, a solucdo conta também com outros termos periddicos de curto
periodo e pequena amplitude. Da mesma forma que em sec¢do anterior, s6 se pode

perceber a variacdo de longo periodo sofrida por H(¢) quando considera-se um

intervalo de tempo relativamente longo, aqui da ordem de 10%. A solucdo do

MRLTE, como se sabe, € constante e igual a H, =57,8374 kg.m?/s. Pelas Figuras 27
e 28 verifica-se a variacdo de H em torno do valor inicial H,. Neste caso, as

condi¢des iniciais consideradas anularam a somatoria dos termos de CH, dada por

(6.98),levandoa CH,=H,.
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Figura 27: Comparacdo entre as solugdes obtidas para H(¢#) no movimento livre de

torques e considerando-se a influéncia do TGG, para um tempo de 2x10’s , quando

J =0 (— MRLTE; ).
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Figura 28: Gréfico de AH(t), de forma que AH (t)=H,,; — H ;- para um tempo de
2x109s, quando J =0.

Tabela 14: Comparacao entre as solugdes obtidas para H(¢f) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0.

H (1) (em kg.m?/s)
Tempo (s) |Solucdo considerando-| Solucdo constante
se a influéncia do parao MRLTE, | AH@)=H,,, —H .
TGG, dada por (6.99) dada por (6.52) 107 kg.m?/s
0 57,8374 57,8374 0
200 57,83740300 57,8374 0,3
400 57,83740600 57,8374 0,6
600 57,83740900 57,8374 0,9
800 57,83741200 57,8374 1,2
1000 57,83741500 57,8374 1,5
1200 57,83741800 57,8374 1,8
1400 57,83742100 57,8374 2,1
1600 57,83742399 57,8374 2,399
1800 57,83742700 57,8374 2,7
2000 57,83742999 57,8374 2,999
2200 57,83743300 57,8374 33
2400 57,83743600 57,8374 3,6
2600 57,83743900 57,8374 3,9
2800 57,83744200 57,8374 4,2
3000 57,83744499 57,8374 4,499
3200 57,83744800 57,8374 4,8
3400 57,83745099 57,8374 5,099
3600 57,83745401 57,8374 5,401
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6.4.2.3 Varidvel y

Por comparacgdo direta das solucdes (6.51) e (6.83), obtiveram-se os resultados
apresentados nas Figuras 29 e 30, e na Tabela 15. Percebe-se que a funcdo y(¢) tem
na pratica o mesmo comportamento, tanto no movimento livre como no movimento
perturbado pelo TGG. Sob a influéncia do TGG, quando considera-se J =0, vérios
termos periddicos sdo acrescidos a solucdo geral, no entanto sdo variagdes de curto
periodo e pequena amplitude, que praticamente ndo influem no comportamento da
fungdo. O principal termo da solugdo é yy,, dado em (6.74), e é tal que yy, =¥, /C,
de modo que o crescimento da funcdo ¥ € pouco influenciado pelo TGG. Os

resultados observados para Y (¢) sdo sintetizados a seguir:

psi_MRALTEXTGG
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t
Figura 29: Comparacdo entre as solucdes obtidas para W (f) no movimento livre de

torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0

(*** MRLTE; — TGG).
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Figura 30: Grafico de Ay(¢), de forma que AW () =W, .. =V e » quando J =0.

Tabela 15: Comparacdo entre as solucdes obtidas para y(f) no movimento livre de

torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0.

W (t) (emrad)
Tempo (s) |Solucao considerando- Solucao para o
se a influéncia do MRLTE, dada por | Ay (t) =V ,.6 =V yrire
TGG, dada por (6.83) (6.51) 102 rad
0 2,720496327 2,720496327 0
200 1052,600823 1052,599339 0,1484
400 2102,481088 2102,478182 0,2906
600 3152,361359 3152,357024 0,4335
800 4202,241693 4202,235866 0,5827
1000 5252,122012 5252,114710 0,7302
1200 6302,002270 6301,993552 0,8718
1400 7351,882550 7351,872394 1,0156
1600 8401,762888 8401,751236 1,1652
1800 9451,643199 9451,630080 1,3119
2000 10501,52345 10501,50893 1,452
2200 11551,40375 11551,38777 1,598
2400 12601,28409 12601,26661 1,748
2600 13651,16439 13651,14545 1,894
2800 14701,04464 14701,02430 2,034
3000 15750,92494 15750,90314 2,18
3200 16800,80528 16800,78198 2,33
3400 17850,68558 17850,66082 2,476
3600 18900,56582 18900,53967 2,615
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6.4.2.4 Varidvel &

Por comparacgdo direta das solucdes (6.52) e (6.72), obtiveram-se os resultados
apresentados nas Figuras 31 e 32, e na Tabela 16. Percebe-se que a fung¢do &(r) tem
na pratica o mesmo comportamento, tanto no movimento livre como no movimento
perturbado pelo TGG. Sob a influéncia do TGG, quando considera-se J =0, vérios
termos periddicos sdo acrescidos a solucdo geral, no entanto sdo variagdes de curto
periodo e pequena amplitude, que praticamente ndao influem no comportamento da
funcdo. Os resultados observados para &(r) sdo sintetizados a seguir, salientando que

as variacdes ocorreram em torno do valor inicial §, =0, uma vez que a solugio de

E(r) dada por (6.72) s6 possui termos periddicos na fung¢io trigonométrica seno.
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Figura 31: Comparacdo entre as solucdes obtidas para &(f) no movimento livre de

torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J=0

(#*% MRLTE; — TGG).
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Figura 32: Grafico de A&(t), de forma que AE() =&, —&,pime» quando J = 0.

Tabela 16: Comparacdo entre as solugdes obtidas para () no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0.

E(r) (em rad)
Tempo (s) | Solucao considerando- Solucao para o
se a influéncia do TGG,| MRLTE, dada por | AS(t) =&, =&,
dada por (6.74) (6.54) 107 rad
107 rad 107 rad
0 0 0 0

200 -0,9989925947 -0,9990059109 1,33162
400 -1,371379405 -1,371413891 3,4486
600 -0,8836324581 -0,8836416675 0,92094
800 0,1583695109 0,1583695593 -0,00484
1000 1,101030168 1,101048002 -1,7834
1200 1,353092393 1,353125516 -3,3123
1400 0,7564879519 0,7564937243 -0,57724
1600 -0,3146268151 -0,3146272225 0,04074
1800 -1,188384710 -1,188407141 2,2431
2000 -1,316762155 -1,316792679 3,0524
2200 -0,6192543736 -0,6192575337 0,31601
2400 0,4666877776 0,4666892534 -0,14758
2600 1,259891717 1,259918396 -2,6679
2800 1,262872962 1,262899886 -2,6924
3000 0,4737620019 0,4737634110 -0,14091
3200 -0,6125246051 -0,6125276630 0,30579
3400 -1,314597802 -1,314628215 3,0413
3600 -1,192143105 -1,192165818 2,2713
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6.4.2.5 Variavel =

Por comparacdo direta das solugdes (6.49) e (6.109), obtiveram-se os resultados
apresentados nas Figuras 33 e 34, e na Tabela 17. Percebe-se que a funcdo Z(f) tem
na pritica o mesmo comportamento, tanto no movimento livre como no movimento
perturbado pelo TGG. Sob a influéncia do TGG, quando considera-se J =0, varios
termos periddicos sdo acrescidos a solucdo geral, no entanto sdo variacdes de curto
periodo e pequena amplitude, que praticamente ndo influem no comportamento da

fungdo. Os resultados observados para E(¢) sdo sintetizados a seguir, observando-se
que nas Figuras 33 e 34 que a variacdo periddica de E ocorre em torno de CZE, dado
em (6.109). Esta expressdo de CZ, desloca a variagdo de E(f) de modo que ela ndo

ocorre em torno do valor inicial de = que corresponde a solu¢do de ordem zero
(MRLTE). Neste caso, as condicdes iniciais consideradas ndo anularam a somatéria

dos termos de CE, levandoa CE # & .

Kei_ MRELTExTGG

0.44

0.244

0241}

047 4

300 400 500

Figura 33: Comparagdo entre as solu¢des obtidas para Z(f) no movimento livre de

torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0

(*** MRLTE; — TGG).
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Figura 34: Grafico de AZ(¢), de forma que AZE(?) =Z,,; — & o » quando J = 0.

Tabela 17: Comparacdo entre as solugdes obtidas para XZ(f) no movimento livre de
torques e considerando-se a influéncia do TGG, quando J =0.

=(1) (em kg.m?/s)
Tempo (s) | Solugdo considerando- Solucao para o
se a influéncia do MRLTE, dada por |AE(H)=E,,; —Z .z
TGG, dada por (6.109) (6.49) 10 kg.m?/s
107" kg.m?/s 10" kg.m?s
0 5,054225955 5,054225955 0
200 3,469368774 3,469166501 0,202273
400 -0,2910383662 -0,2918285802 0,790214
600 -3,868444843 -3,869782517 1,337674
800 -5,019044724 -5,020525871 1,481147
1000 -3,021068885 -3,022287731 1,218846
1200 0,8721946426 0,8715942861 0,600356
1400 4,218894753 4,218793347 0,101406
1600 4,919890437 4,919874999 0,015438
1800 2,535444144 2,535105695 0,338449
2000 -1,438760482 -1,439736531 0,976049
2200 -4,510124501 -4,511545045 1,420544
2400 -4,752165696 -4,753615493 1,449797
2600 -2,013049929 -2,014117012 1,067083
2800 1,989101645 1,988679314 0,422331
3000 4,744169361 4,744133210 0,036151
3200 4,524027649 4,523964741 0,062908
3400 1,466773498 1,466268306 0,505192
3600 -2,509959790 -2,511102263 1,142473
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6.5 SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DO MOVIMENTO COM TGG

Com o objetivo de validar as solucdes analiticas apresentadas neste capitulo,
foram obtidas solu¢des numéricas das equacdes do movimento rotacional sob
influéncia do Torque de Gradiente de Gravidade, pela aplicacdo do método de Runge-

Kutta de 4° ordem, realizada com o software MAPLE V.

Os resultados sdo apresentados inicialmente para o caso J =0, nas Tabelas 18,
19 e 20 para as varidveis h, H e Y, respectivamente, e computadas suas diferencas em
relacdo as respectivas solugdes analiticas, para um periodo de 3600s. Salienta-se que
neste caso as varidveis &, & e W permanecem constantes, apesar da presenga do
TGG. Na representacdo grifica do comportamento das varidveis apresentada nas
Figuras 35, 36 e 37, sdo considerados intervalos de tempo de 500s. Os dados iniciais

sao dados na Tabela 8.

Em seguida os resultados sdo apresentados para o caso J = 0, nas Tabelas 21, 22,
23, 24 e 25 para as varidveis h, H, v, £ e E respectivamente, e computadas suas
diferencas em relacdo as respectivas solucdes analiticas, para um periodo de 3600s.
Na representacdo griafica do comportamento das varidveis apresentada nas Figuras
38 - 42, sdo considerados intervalos de tempo de 2000s para & e H, e 1000s para as
demais. Neste caso apenas a varidvel W permanece constante uma vez que foi
utilizada a Hamiltoniana média associada ao TGG. Os dados iniciais para este caso sao

dados na Tabela 12.

O objetivo de tais comparacdes € destacar a boa concordancia das solugdes

analiticas com os resultados obtidos pelo método numérico.
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6.5.1 Solu¢des numéricas: caso J =0

Os resultados numéricos obtidos para as equacdes do movimento (6.12) — (6.17)
com a aplicacio do método de Runge-Kutta de 4° ordem e para J =0, estdo
apresentadas nas Tabelas 18, 19, 20 para as varidveis h, H e y respectivamente,

considerando os dados para o satélite, dados na Tabela 8.

A Figura 35 apresenta a comparacdo entre a solu¢do analitica e numérica para a
variavel angular 4 em um intervalo de 500s. Pelos resultados das Tabelas 9 e 18 e
Figura 35, observa-se uma boa concordancia entre as solu¢des, com diferenca entre
elas sendo da ordem de 10” rad e menor do que a diferenca entre a solucdo do
MRLTE e a solu¢do com o TGG, que foi da ordem de 10 rad para o intervalo

considerado.

A Figura 36 apresenta a comparacdo entre a solu¢do analitica e numérica para a
varidvel métrica H em um intervalo de 500s. Pelos resultados das Tabelas 10 e 19 e
Figura 36 observa-se também uma boa concordancia entre as solu¢gdes, com diferenca
entre elas sendo da ordem de 10® kg.mZ/s e menor do que a diferenca entre a solugdo
do MRLTE e a solucdo com o TGG, que foi da ordem de 10™ rad para o intervalo

considerado.

Do mesmo modo, a Figura 37 apresenta a comparacao entre a soluc@o analitica e
numérica para a varidvel angular ¥ em um intervalo de 500s. Pelos resultados das
Tabelas 11 e 20 e Figura 37 observa-se uma boa concordancia entre as solucdes, com
diferenca entre elas sendo da ordem de 10 rad e menor do que a diferenca entre a
solucdo do MRLTE e a solu¢do com o TGG, que foi da ordem de 10™ rad para o

intervalo considerado.
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Tabela 18: Solucao numérica obtida para a varidvel h(t), e sua diferenca em relagdo a
solu¢do analitica, quando J =0.

h(t) (em rad)
Tempo (s) Solu¢do numérica Solugdo analitica Ah(ty=h, —h,,
107 rad 107 rad 107 rad
0 3,77 3,77 0

200 3,768856677 3,768856675 0,02

400 3,767713358 3,767713350 0,08

600 3,766570043 3,766570026 0,17

800 3,765426732 3,765426701 0,31

1000 3,764283425 3,764283376 0,49

1200 3,763140122 3,763140051 0,71

1400 3,761996823 3,761996726 0,97

1600 3,760853528 3,760853402 1,26

1800 3,759710237 3,759710077 1,60

2000 3,758566950 3,758566752 1,98

2200 3,757423667 3,757423427 2,40

2400 3,756280388 3,756280102 2,86

2600 3,755137113 3,755136778 3,35

2800 3,753993842 3,753993453 3,89

3000 3,752850575 3,752850128 4.47

3200 3,751707312 3,751706803 5,09

3400 3,750564053 3,750563478 5,75

3600 3,749420798 3,749420154 6,44

aga_TGG_numerica_e_analitica
0.0377 F_

D.DS?EBEE
0.037656 5
0.0376594 4
EI.EIS?EEIE-;
0.03769 1
0.0376858 1
0.037 656
0.05376844
EI.EIS?EBE-;
003768
0.037675
D.DS?E?E-;
0.0376741
0.0376723

o

S 200, 30

t

400 500

Figura 35: Comparacdo entre as solucdes numérica (**%) e analitica (—) para h(t),

J =0, para um intervalo de tempo de 500s.
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Tabela 19: Solu¢do numérica obtida para a varidvel H (¢), e sua diferenca em relacdo a

solu¢do analitica, quando J =0.

H(t) (em kg.m?%s)

Tempo (s) Solu¢do numérica Solug¢do analitica AH(t)=H, —-H,,
10 kg.m?/s
0 42,5495 42,5495 0
200 42,54945895 42,54945894 1,0
400 42,54941789 42,54941790 -1,0
600 42,54937683 42,54937683 0
800 42,54933577 42,54933579 -2,0
1000 42,54929471 42,54929473 -2,0
1200 42,54925365 42,54925367 -2,0
1400 42,54921259 42,54921261 -2,0
1600 42,54917153 42,54917155 -2,0
1800 42,54913047 42,54913049 -2,0
2000 42,54908941 42,54908943 -2,0
2200 42,54904835 42,54904836 -1,0
2400 42,54900729 42,54900730 -1,0
2600 42,54896623 42,54896623 0
2800 42,54892517 42,54892517 0
3000 42,54888410 42,54888411 -1,0
3200 42,54884303 42,54884303 0
3400 42,54880196 42,54880197 -1,0
3600 42,54876089 42,54876090 -1,0
Aga_TGE numerica_e_analitica

425495

dE.EdEMEi-:
42.54945-:
42.54944;
42.54942-:

42,5494

a

C2m A

t

400 500

Figura 36: Comparacdo entre as solu¢des numérica (***) e analitica (—) para H(¢),

J =0, para um intervalo de tempo de 500s.
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Tabela 20: Solucdo numérica obtida para a varidvel y(t), e sua diferenca em relacao a
solu¢do analitica, quando J =0.

y(t) (em rad)
Tempo (s) Solu¢do numérica Solug¢do analitica Ay(ty=y, -y, .
10" rad

0 1,570796327 1,570796327 0
200 703,1915146 703,1915145 0,1
400 1404,812233 1404,812232 1,0
600 2106,432951 2106,432951 0
800 2808,053669 2808,053669 0
1000 3509,674387 3509,674387 0
1200 4211,295105 4211,295105 0
1400 4912,915823 4912,915823 0
1600 5614,536541 5614,536542 -1,0
1800 6316,157259 6316,157260 -1,0
2000 7017,777977 7017,777978 -1,0
2200 7719,398695 7719,398696 -1,0
2400 8421,019413 8421,019414 -1,0
2600 9122,640131 9122,640133 -2,0
2800 9824,260850 9824,260851 -1,0
3000 10525,88157 10525,88157 0
3200 11227,50229 11227,50229 0
3400 11929,12301 11929,12301 0
3600 12630,74373 12630,74373 0

psi_ TGG _numerica_e analitica

400 a00

Figura 37: Comparacgdo entre as solu¢des numérica (***) e analitica (—) para W (¢),

J =0, para um intervalo de tempo de 500s.
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6.5.2 Solu¢des numéricas: caso J =0

Os resultados numéricos obtidos para as equacdes do movimento (6.12) — (6.17)
com a aplicacio do método de Runge-Kutta de 4° ordem e para J =0, estdo
apresentadas nas tabelas 21 - 25 para as varidveis h, H , v ,& e Z respectivamente,
considerando os dados para o satélite, dados na Tabela 12.

As Figuras 38, 39 e 40 apresentam a comparagdo entre as solu¢Oes analiticas e
numéricas para as variaveis h, H e ¥ . Do mesmo modo que para o caso de J =0,
pelos resultados das Tabelas 13 e 21 e Figura 38 para a varidvel h, Tabelas 14 e 22 e
Figura 39 para a varidvel H, e Tabelas 15 e 23 e Figura 40 para variavel y,
observa-se uma boa concordancia entre as solucdes, com as diferencas entre elas (10
rad para A, 10° kg.m?/s para H, e 107 rad para ¥ ) sendo menores do que as diferencas

entre a solu¢gdo do MRLTE e a solu¢ao com o TGG (107 rad para h, 10° kg.m?/s para
H, e 107 rad para ) . As Fig. 41 e 42 apresentam a comparacdo entre as solucoes
analiticas e numéricas para as varidveis £ e E em um intervalo de 1000s. Pelos
resultados da Tabela 24 e Figura 41 para a varidvel & e Tabela 25 e Figura 42 para a
varidvel E observa-se uma boa concordancia entre as solu¢des para o intervalo
considerado. No entanto, comparando os resultados das Tabelas 16 e 17, 24 e 25 para
as varidveis & e E, observa-se que estas diferencas entre solu¢des analiticas e
numéricas (10 rad para & e 107 kg.m*/s para ) sdo maiores do que a diferenca
entre a solu¢do do MRLTE e a solu¢do com o TGG (107 rad para & e 10™ kg.m*/s
para E). Isto mostra a grande influéncia do angulo J nas varidveis & e Z, sendo que a
solucdo analitica aqui determinada deve ser util para analisar qualitativamente o
comportamento destas varidveis, mas deve ser utilizada com muito cuidado nesta
avaliacdo qualitativa das mesmas. Salienta-se que, como observado anteriormente na
comparacdo entre as solucdes numéricas e analiticas para o MRLTE na secdo 5.4, a
solucdo numérica possui uma melhor concordincia com a solugdo geral do que com a
solucdo aproximada, para cada uma das varidveis. Note-se também que para estas

duas varidveis (& e Z) é que utilizou-se um nimero maior de aproximacdes para

determinar a solu¢do com o TGG.
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Tabela 21: Solucdo numérica obtida para a varidvel h(t), e sua diferenca em relagio a

solu¢do analitica, quando J = 0.

h(t) (em rad)

Tempo (s) Solu¢do numérica Solugdo analitica Ah(ty=h, —h,,
1078 rad
0 1,3905 1,3905 0
200 1,390499309 1,390499311 -0,2
400 1,390498618 1,390498621 -0,3
600 1,390497926 1,390497932 -0,6
800 1,390497237 1,390497242 -0,5
1000 1,390496544 1,390496553 -0,9
1200 1,390495853 1,390495863 -1,0
1400 1,390495162 1,390495174 -1,2
1600 1,390494471 1,390494485 -14
1800 1,390493779 1,390493795 -1,6
2000 1,390493088 1,390493106 -1,8
2200 1,390492397 1,390492416 -1,9
2400 1,390491707 1,390491727 -2,0
2600 1,390491015 1,390491037 2.2
2800 1,390490324 1,390490348 2.4
3000 1,390489632 1,390489659 2,7
3200 1,390488940 1,390488969 -2.9
3400 1,390488248 1,390488280 -3,2
3600 1,390487557 1,390487590 -3,3
aga_TGG_numerica_e_analitica
1.3905
1 .39D499'€
1 .BBDABB'S
1 .39Elf19?'5
1 .BBDABEE
1 .39Elf195§
1.390494
1 .35"]4!5'3E .....................

1

0 200 400 G00 SO0 1000 1200 1400 1600 18002000

Figura 38: Comparacdo entre as solucdes numérica (***) e analitica (—) para h(t),

J =0, para um intervalo de tempo de 2000s.
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Tabela 22: Solucao numérica obtida para a varidvel H(t), e sua diferenca em relacdo a

solu¢do analitica, quando J = 0.

H(t) (em kg.m?%s)

Tempo (s) Solu¢do numérica Solug¢do analitica AH(t)=H,, —-H,,
10° kg.m?/s
0 57,8374 57,8374 0
200 57,83740267 57,83740300 -0,33
400 57,83740534 57,83740600 -0,66
600 57,83740801 57,83740900 -0,99
800 57,83741065 57,83741200 -1,35
1000 57,83741332 57,83741500 -1,68
1200 57,83741600 57,83741800 -2,0
1400 57,83741866 57,83742100 -2,34
1600 57,83742131 57,83742399 -2,68
1800 57,83742398 57,83742700 -3,02
2000 57,83742666 57,83742999 -3,33
2200 57,83742933 57,83743300 -3,67
2400 57,83743197 57,83743600 -4,03
2600 57,83743466 57,83743900 -4,34
2800 57,83743734 57,83744200 -4,66
3000 57,83743999 57,83744499 -5,0
3200 57,83744263 57,83744800 -5,37
3400 57,83744532 57,83745099 -5,67
3600 57,83744799 57,83745401 -6,02
Aga TGG numerica_e_analitica
57 8374251
&7 837421
ya7 8374151
57 83741 1
57 8374051
T A

Figura 39: Comparacdo entre as solu¢des numérica (***) e analitica (—) para H(¢),
J =0, para um intervalo de tempo de 2000s.
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Tabela 23: Solucdo numérica obtida para a varidvel y(t), e sua diferenca em relacao a
solucdo analitica, quando J = 0.

Y (t) (em rad)
Tempo (s) Solu¢do numérica Solug¢do analitica Ay(ty=y, -y, .
10” rad
0 2,720496327 2,720496327 0
200 1052,600827 1052,600823 04
400 2102,481088 2102,481088 0
600 3152,361372 3152,361359 1,3
800 4202,241703 4202,241693 1,0
1000 5252,122024 5252,122012 1,2
1200 6302,002265 6302,002270 -5,0
1400 7351,882533 7351,882550 -1,7
1600 8401,762868 8401,762888 -2,0
1800 9451,643173 9451,643199 -2,6
2000 10501,52341 10501,52345 -4,0
2200 11551,40371 11551,40375 -4,0
2400 12601,28403 12601,28409 -6,0
2600 13651,16435 13651,16439 -4,0
2800 14701,04461 14701,04464 -3,0
3000 15750,92490 15750,92494 -4,0
3200 16800,80525 16800,80528 -3,0
3400 17850,68553 17850,68558 -5,0
3600 18900,56577 18900,56582 -5,0
psi_ TGG _numerica_e analitica
50004
4000+
3000+
2000
10001
1
a 200 400 B0 800 1000

Figura 40: Comparacdo entre as solu¢des numérica (***) e analitica (—) para W (¢),
J =0, para um intervalo de tempo de 1000s.
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Tabela 24: Solucdo numérica obtida para a varidvel £(r), e sua diferenca em relagio a
solucdo analitica, quando J = 0.

E(r) (em rad)

Tempo (s) Solugdo numérica Solugido analitica Aén=¢, —&.
107 rad 107 rad 107 rad
0 0 0 0
200 -1,000568240 -0,9989925947 -0,1575645
400 -1,371197250 -1,371379405 0,0182155
600 -0,8786088575 -0,8836324581 0,5023601
800 0,1671481754 0,1583695109 0,8778665
1000 1,107664347 1,101030168 0,6634179
1200 1,350828528 1,353092393 -0,2263865
1400 0,7435932196 0,7564879519 -1,2894732
1600 -0,3318144745 -0,3146268151 -1,7187659
1800 -1,198303181 -1,188384710 -0,9918471
2000 -1,310389440 -1,316762155 0,6372715
2200 -0,5975268880 -0,6192543736 2,1727486
2400 0,4915503446 0,4666877776 2,4862567
2600 0,271137279 1,259891717 1,1245562
2800 1,250480365 1,262872962 -1,2392597
3000 0,4425794786 0,4737620019 -3,1182523
3200 -0,6439820225 -0,6125246051 -3,1457417
3400 -1,325084564 -1,314597802 -1,0486762
3600 -1,171990817 -1,192143105 2,0152288
ksi TGS _numerica_e_analitica

0.0144
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Figura 41: Comparagdo entre as solu¢cdes numérica (***) e analitica (—) para &(1),
J =0, para um intervalo de tempo de 1000s.
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Tabela 25: Solu¢do numérica obtida para a varidvel Z(t), e sua diferenca em relacao a
solucdo analitica, quando J = 0.

Z(t) (em kg.m?/s)

Tempo (s) Solu¢do numérica Solucdo analitica AZEt)=E5,, —E..
10" kg.m?/s 10" kg.m?/s 102 kg.m?/s
0 5,054225955 5,054225955 0
200 3,463206700 3,469368774 -0,06162074
400 -0,3080346656 -0,2910383662 -0,169962994
600 -3,885373438 -3,868444843 -0,16928595
800 -5,016689506 -5,019044724 0,02355218
1000 -2,989599127 -3,021068885 0,31469758
1200 0,9195321350 0,8721946426 0,473374924
1400 4,249821279 4,218894753 0,30926526
1600 4,904607382 4,919890437 -0,15283055
1800 2,471567565 2,535444144 -0,63876579
2000 -1,517374737 -1,438760482 -0,78614255
2200 -4,551124965 -4,510124501 -0,41000464
2400 -4,719645604 -4,752165696 0,32520092
2600 -1,916812724 -2,013049929 0,96237205
2800 2,092676944 1,989101645 1,03575299
3000 4,784806281 4,744169361 0,4063692
3200 4,464553353 4,524027649 -0,59474296
3400 1,333581140 1,466773498 -1,33192358
3600 -2,636892829 -2,509959790 -1,26933039

Ksi TGG numerica_e_analitica
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Figura 42: Comparagdo entre as solu¢des numérica (***) e analitica (—) para E(t),
J =0, para um intervalo de tempo de 1000s.
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CAPITULO 7 CONCLUSOES

As varidveis de Andoyer, embora uteis em estudos tedricos relacionados com a
propagacdo do movimento rotacional de satélites artificiais, ndo podem ser utilizadas

nos casos em que a orientacdo espacial do satélite estd associada com pequenas

inclinagdes, como quando o angulo entre o vetor momento angular de rotagdo S e o
eixo OC do sistema de referéncia fixo no satélite (dngulo J ) é zero ou muito préximo
de zero.

Uma maneira de contornar esta dificuldade € utilizar novas varidveis canonicas,
obtidas a partir das varidveis de Andoyer por meio de uma transformag¢do matemadtica.
No Capitulo 3, foi apresentada uma transformagdo de varidveis 3, util tanto para a
andlise do movimento orbital quanto do movimento rotacional, introduzida por
Fukushima (1993, 1994). Pela sua aplicagdo ao conjunto das varidveis de Andoyer,
dois novos conjuntos foram obtidos para o estudo do movimento rotacional. Em
particular, o conjunto (W¥,Z,H;y,E,h), utilizado no desenvolvimento desta
dissertacdo, apresenta vantagens que residem nos seguintes fatos:

a) Sao varidveis canoOnicas, de modo que o formalismo hamiltoniano pode ser

utilizado no tratamento das equac¢des do movimento rotacional.

b) Sdo ndo singulares, isto é, as varidveis (V,Z,H;y,&,h) mostram-se todas
bem definidas mesmo quando o angulo J € muito pequeno. Neste caso, a
indefinicdo das varidveis de Andoyer [ e g € superada pela bem definida
varidvel ¥ . Este conjunto pode ser utilizado particularmente no estudo da
atitude de satélites estabilizados por rotagcdo, para os quais o eixo de rotacdo é
coincidente com o eixo de maior momento principal de inércia, ou seja,
J=0.

c) Possuem significado fisico, estando as varidveis métricas associadas com o
modulo do momento angular de rotacdo (W) e suas projecdes no eixo
principal de inércia OA (E) e no eixo inercial OZ (H). As varidveis
angulares v, & e h sdo aAngulos que relacionam os sistema de referéncia

envolvidos, como se pode observar na Figura 3.
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As equagdes do movimento t€ém formas relativamente simples, porém suas
solucdes sdo mais complicadas que em outros tipos de varidveis, sendo a solucdo geral
expressa em termos de funcdes especiais (funcdes elipticas de Jacobi e integrais
elipticas), quando se consideram diferentes momentos principais de inércia para o
satélite.

Para alguns casos particulares, € possivel obter-se solu¢cdes bem mais simples.
Por exemplo, Zanardi (1986) ao considerar dois momentos principais de inércia iguais

(I, =1,), obteve uma solugdo particular para as equagdes do movimento em variaveis

de Andoyer sem a necessidade de utilizar integrais e fungdes elipticas. A solucdo
determinada aponta uma variacdo linear nas varidveis angulares / e g, com as demais
permanecendo constantes devido a auséncia de torques externos. Um procedimento
semelhante foi realizado em Zanardi (1998) com relacdo as equacdes dadas em
varidveis de Fukushima, isto é, ao considerar-se A =B nas equacdes do movimento
livre de torques externos, obtendo-se solu¢des bastante simplificadas, destacando-se
uma variagdo linear para a variavel y (pois esta nova varidvel estd associada as antigas
variaveis [ e g).

Para o caso de ser A # B, a solucdo geral do sistema de equagdes em varidveis
de Andoyer é apresentada detalhadamente em Kinoshita (1972, 1992) e resumidas em
Fukushima (1993, 1994). Deve-se destacar que a forma apresentada para as solucdes

depende fundamentalmente da escolha do instante inicial como sendo aquele em que

Através da aplicacdo da transformada 3 a estas solucdes, e com a escolha do
instante inicial equivalente (&, =0, em 7, =0), tais solugdes sdo convertidas para o
conjunto de variaveis (V,Z, H;w,&,h). As solugdes em trés das varidveis (Z,y e &)
sdao complexas, pois dependem de integrais e funcdes elipticas de diversos tipos,
apresentando inclusive algumas dificuldades quando de sua implementacao numérica.
Afortunadamente, porém, para pequenos valores do angulo J, é possivel obter solu¢des
aproximadas em formas bem mais simples. Estas solucdes aproximadas dependem
apenas de funcodes elementares, mas que concordam muito bem com as solugdes

gerais. Resultados deste tipo foram obtidos em trabalhos anteriores (ZANARDI,
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1998; PEREIRA, 1999; SIMAL MOREIRA, 2005; SIMAL MOREIRA; ZANARDI,
2005).

As solucdes analiticas (gerais e aproximadas) obtidas para o movimento
rotacional livre de torques externos também foram comparadas com solugdes
numéricas, apresentando uma boa concordincia entre si. No que se refere ao

comportamento das varidveis & e &, o comportamento das diferencas entre as

solugdes gerais e aproximadas para estas duas varidveis deve-se aos diferentes
periodos apresentados pelas respectivas funcdes que figuram nas solugdes (fungdes
trigonométricas para as solugdes aproximadas e funcdes elipticas para as solugdes
gerais).

No Capitulo 6 discutiu-se o movimento rotacional quando se considera a
existéncia de um torque externo. A Hamiltoniana média associada ao Torque de
Gradiente de Gravidade foi apresentada em fun¢do das varidveis de Andoyer e entdo
transformada por meio de 3 para as novas varidveis ndo singulares. Com a utilizacdo
de formalismo hamiltoniano, foi possivel obter as equacdes diferenciais do movimento
perturbado. As integracdes analiticas e numéricas destas equacdes, com a aplicagcdo
dos resultados a satélites com caracteristicas similares as dos Satélites Brasileiros de
Coleta de Dados (em especial o SCD2), constituiram a parte principal deste capitulo.

Na integracdo analitica das equacdes do movimento rotacional, considerou-se
primeiramente o caso particular de ser J =0, e em seguida o caso geral J=0. O
método utilizado foi o de aproximagdes sucessivas, onde as equacdes das varidveis
angulares foram integradas em primeira ordem, utilizando-se como solucao de ordem
zero a do MRLTE. As solugdes assim obtidas foram entdo substituidas nas equagdes
para as varidveis métricas, a0 que se seguiram as respectivas integracdes destas. No

processo de integracdo, os valores dos parametros orbitais (a,e,i,2) foram

considerados constantes, uma vez que foi utilizada apenas a Hamiltoniana média
associada ao TGG, na qual os termos envolvendo a anomalia média e o argumento do
perigeu ndo estdo incluidos. Destacou-se, no entanto, que as solugdes aproximadas (e
ndo as solugdes gerais) foram utilizadas como solucdo de ordem zero no método de

aproximagdes sucessivas, quando da integracdo das equagdes do movimento com a
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inclusdo das parcelas do Torque de Gradiente de Gravidade, o que gerou algumas
limitagdes em suas aplicagdes.

A solugdo para a varidvel métrica ¥ (m6édulo do momento angular de rotagdo) é
constante em todos os casos, porque foi considerada a parcela da Hamiltoniana média
associada a0 TGG na deducio das equagdes do movimento perturbado. Se os demais
termos associados com o Torque de Gradiente de Gravidade fossem incluidos na
Hamiltoniana, o médulo do momento angular de rotacdo apresentaria variacdes de
curto periodo, como se pode ver em Zanardi (1986).

Quando J =0, notou-se que as solugdes ¥ =¥, £ =0 e E=0 sdo as mesmas
que para o MRLTE. Isto ocorreu devido ao fato de J =0 implicar que o vetor

momento angular de rotacao S permane¢a com uma orientagdo fixa no espaco em
relacdo ao sistema dos eixos principais de inércia OABC, e coincidente com o eixo
principal de inércia OC. No entanto, por causa da perturbagdo provocada pelo TGG, o
mesmo ndo aconteceu com as demais varidveis. Devido ao Torque, as relagdes entre o
sistema do vetor momento angular de rotacdo OX’Y’Z’ e o sistema inercial OXYZ
deixam de ser invariantes no tempo. As varidveis & e H passaram a sofrer variacoes,
apresentando a primeira uma variacdo linear muito lenta, enquanto a segunda
apresentou variacoes periddicas de longo periodo. Também para a varidvel angular y
percebeu-se uma pequena variagdo, que estd relacionada ao mddulo da velocidade
angular de rotacdo. As solucdes obtidas para o caso J =0 foram comparadas com as
solu¢des do MRLTE, para evidenciar a mudang¢a de comportamento das varidveis h e
H, e aplicadas a um satélite com caracteristicas muito similares as do 2° Satélite

Brasileiro de Coleta de Dados (SCD?2).

Quando J =0, a direcdo do vetor momento angular de rota¢ao S varia tanto em
relacdo ao sistema de eixos principais de inércia OABC, como em relagdo ao sistema
inercial OXYZ. Por isso observou-se variacdes no comportamento de Z, & e ¥
devidas ao valor de J, e também variacbes em h e H, que estdo diretamente
relacionadas ao sistema OXYZ. As solugdes para as varidveis 4, H e Y mostraram-se
similares as do caso J =0, estando incluidas no entanto variagdes periddicas de

pequenas amplitudes. Com relacdo a E e &, as solugdes apresentaram-se semelhantes
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as do MRLTE, e também para estas duas varidveis estdo presentes variacoes
periddicas de magnitude muito pequena devidas ao TGG. As solugdes obtidas para o
caso J =0 foram comparadas com as solugdes do MRLTE, para evidenciar a
mudancga de comportamento das varidveis & e H, € mostrar a0 mesmo tempo a pequena
magnitude do Torque de Gradiente de Gravidade, devida as pequenas dimensdes do
satélite. As comparacOes foram realizadas utilizando-se dados de um satélite com
caracteristicas muito similares as dos Satélites Brasileiros de Coleta de Dados (SCD1 e
SCD2).

Na etapa final, com o objetivo de validar as solug¢des analiticas apresentadas no
Capitulo 6, foram obtidas solu¢des numéricas das equacdes do movimento rotacional
perturbado pelo TGG. O método numérico utilizado foi o Runge-Kutta de 4* ordem.
As comparagdes mostraram uma boa concordancia entre as solugdes analiticas e
numeéricas, mas a0 mesmo tempo apontaram para certas restricoes para as varidveis =
e £,nocaso J =0.

No caso J =0, as solu¢cdes numéricas apresentaram boa concordancia com as
solucdes analiticas para as varidveis h, H e ¥, e inclusive estas diferencas mostraram-
se menores do que as diferencas entre as solugdes do MRLTE e as solu¢des com o
TGG, para as respectivas varidveis.

Para J =0, as comparagdes para h, H e W apresentaram as mesmas
caracteristicas do caso anterior. Com relagio a & e &, as solugdes analiticas e
numéricas mostraram uma boa concordancia para o intervalo considerado, no entanto,
as diferencas entre as solugdes analiticas e numéricas sao maiores que as diferencas
entre as solucdes do MRLTE e as solugdes com o TGG. Estes resultados mostraram
que o angulo J tem uma grande influéncia no comportamento das varidveis E e &,
por isso as solugdes analiticas determinadas nesta dissertacdo devem ser uteis para
analisar qualitativamente o comportamento destas varidveis, inclusive em trabalhos
futuros, desde que se tenha cuidado na avaliacdao qualitativa das mesmas. Outro ponto
importante a destacar, € que justamente estas duas varidveis € que sofreram o maior

nimero de aproximacgdes, tanto nas solucdoes do MRLTE, como em sua aplicagdo no
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método de aproximagdes sucessivas, quando foram desprezados termos de pequena
ordem de grandeza na solu¢do de ordem um para a variavel & .

Ao longo dos seis capitulos anteriores, esta dissertacdo pretendeu analisar em
linhas gerais a Transformacdo Candnica de Fukushima (FUKUSHIMA, 1993, 1994) e
sua utilidade para obterem-se conjuntos de varidveis tteis ao estudo da propagacdo da
atitude de um satélite artificial, nos casos em que o movimento ocorre livre de
perturbagdes externas (MRLTE), bem como nos casos em que um torque externo
apresenta-se atuante. No presente trabalho, o torque escolhido foi o Torque de
Gradiente de Gravidade, pois o modelo da Hamiltoniana associada a este torque
possibilitou que se obtivessem equacdes do movimento em formas ndo tdo complexas,
a ponto de poderem ser integradas com a utilizagdo de métodos matematicos de
perturbacdo, e com o auxilio de aproximagdes simplificadoras. Pela andlise realizada
verifica-se que devido as variagdes causadas pelo TGG nas varidveis h e H, o vetor
momento angular de rotagdo possui movimentos de precessdo e nutagdo em torno do

eixo inercial OZ.

Sugestdes para trabalhos futuros incluem:

— a integracdo das equacdes do movimento com TGG, utilizando-se as solucdes
gerais em lugar das solugdes aproximadas no método de aproximagdes sucessivas, ou
seja, com as solu¢cdes do MRLTE como sendo de ordem zero na aplicacao do método,
dadas em termos de funcdes e integrais elipticas;

— utilizar outros tipos de torques atuantes no satélite, como o Torque Magnético,
ou devido a Pressdo de Radiacdo Solar Direta, através do formalismo hamiltoniano

para sistemas nao conservativos.

Além disso, de acordo com a defini¢do da transformagdo J, poderiam ser
obtidos conjuntos de varidveis aplicados ao movimento orbital, para que este fosse
estudado individualmente, ou entdo acoplado ao movimento rotacional com o uso de

variaveis similares.
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APENDICE A - Relagdes de trigonometria esférica

Define-se como tridngulo esférico a por¢do de uma superficie esférica limitada
por trés arcos de circunferéncias maximas, menores que 180°. Em outras palavras, o
triangulo esférico é a figura que se obtém, ligando dois a dois, trés pontos de uma
superficie esférica nao situados sobre a mesma circunferéncia maxima (FERRAZ;

1995).

O tridngulo esférico retangulo constitui um caso particular, sendo que as
féormulas para sua resolucdo sdo obtidas a partir das féormulas fundamentais da
trigonometria esférica, em que ocorre uma simplificacdo, em virtude da condicdo de

um dos angulos ser reto.

Seja o triangulo retangulo esférico ABC, em que A = 90°.

a: hipotenusa

b e c: catetos

As relagdes trigonométricas no AABC, uteis no desenvolvimento desta

dissertacdo, sdo as seguintes:
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1) Lei dos senos:

sena senb senc .
= = —, ou conforme a conveniéncia:

senA senB senC

sencA' :sencf. (A1)
senC senA

2) Formula da tangente para o arco b:

tanb = tanacosC . (A.2)
3) Férmula da cotangente para o angulo B:

cot B =senccotb. (A.3)
4) Férmula do cosseno para o arco c:

cosC
cosc =

~. A4
sen B ( )

5) Férmula da cotangente para o arco b:

A

cotB
coth =

, que pode ser reescrita como:
senc

tanb =senctan B. (A.5)
6) Formula da cotangente para o arco a:

cota =cotccos B . (A.6)
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APENDICE B — Manipulacdes algébricas necessarias a integracio de yr

Seja a equacdo diferencial para a varidvel y(z), identificada no Capitulo 4 por (4.95),

e dada por

W:%+(CB—_gg}Posen2§, (B.1)

e a solucdo geral para a varidvel &(¢) dada por

& = arctan Z, ysn(.k) ) (B.2)
Y, —=; dn(u,k)

Considere-se também a relacao trigonométrica:

ZZ
sen?(arctanZ )= . B.3
( )= 2 (B.3)
Utilizando (B.3), a fun¢do sen2{ pode ser colocada na forma:
M 22 sn?(u, k)
2
sen2& = dn (’Z,kz) : (B.4)
1+ M?2y? SULE)
dn?(u, k)
em que
M=—_=0 (B.5)
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Sabendo-se que dn?(u,k)=1-—k2?sn*(u,k) e sn(u,k)=sen¢, sendo @ =am(u,k),

pode-se simplificar (B.4) da seguinte forma:

M?2y2sn%(u, k) M?y2sen?¢p

sen2& =

De (4.48), tem-se que

M?2= k2
y2-1
Portanto,
Mrpr—i2 =21 oy
r2-1

Além disso, de (4.22), (4.24) e (4.25):

7/2—2—5 ﬂ
b A|\C-B /|

Substituindo (B.9) e (B.10) em (B.6):

B[C—A\ M ?2sen2¢p

sen?g = — .
“= C—B J1+M2sen2g

dn?(u, k) + M ?y?sn?(u, k) B 1+ (M?y?2—k?)sen?¢ '

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)
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Levando a expressao (B.11) na equacao (B.1) e simplificando:

— 2 2
yoo [ CoA |y Misenp (B.12)
C AC 1+M?Zsen?@
Finalmente, de (4.72), conclui-se que:
M?2=-@4z2, (B.13)

e substituindo (B.13) em (B.12), a0 mesmo tempo que se multiplica o dltimo termo da

~ A . n <
equagdo, por conveniéncia, por —, em que n é dado em (4.92):
n

— — 2 2
y=do [CoA W[ —@%sen®p | ) (B.14)
C AC | n |1-a%sen?p

A equacido (B.14) corresponde a (4.96), que ¢é entdo integrada no Capitulo 4.
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