A’;fe' UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
u n es p “JULIO DE MESQUITA FILHO”
I1Tha Solteira FACULDADE DE ENGENHARIA
CAMPUS DE ILHA SOLTEIRA

IGOR THIAGO MINARI RAMOS

PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS CHAVEADOS PARA SISTEMAS
NAO LINEARES BASEADOS NA DECOMPOSICAO EM SOMA DE QUADRADOS
CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUADORES

llha Solteira
2022



IGOR THIAGO MINARI RAMOS

PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS CHAVEADOS PARA SISTEMAS
NAO LINEARES BASEADOS NA DECOMPOSICAO EM SOMA DE QUADRADOS
CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUADORES

Tese apresentada ao Programa de Poés-
Graduacéao em Engenharia Elétrica da Uni-
versidade Estadual Paulista - UNESP -
Campus de llha Solteira, como parte dos
requisitos necessarios para obtencao do ti-
tulo de Doutor em Engenharia Elétrica.
Area de Concentracdo: Automagcao.

Prof. Dr. Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira
Orientador

Ilha Solteira
2022



R175p

FICHA CATALOGRAFICA
Desenvolvido pelo Servigo Técnico de Biblioteca e Documentagado

Ramos, Igor Thiago Minari.

Projeto de controladores robustos chaveados para sistemas nao lineares
baseados na decomposicdo em soma de quadrados considerando a saturacao
dos atuadores / Igor Thiago Minari Ramos. -- llha Solteira: [s.n.], 2022

90f. :il.

Tese (doutorado) - Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Engenharia
de llha Solteira. Area de conhecimento: Automagdo, 2022

Orientador: Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira
Inclui bibliografia

1. Controlador chaveado. 2. Modelos fuzzy polinomiais. 3. Sistemas nao
lineares incertos. 4. Soma de quadrados. 5. Saturag¢ao nos atuadores.

Raiane da Silva Santos




m%w UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

unesp%

Céampus de llha Solteira

CERTIFICADO DE APROVAGAO

TITULO DA TESE: Projetos de controladores robustos chaveados para sistemas néo lineares baseados na
decomposicdo em soma de quadrados considerando a saturagdo dos atuadores

AUTOR: IGOR THIAGO MINARI RAMOS
ORIENTADOR: MARCELO CARVALHO MINHOTO TEIXEIRA

Aprovado como parte das exigéncias para obteng¢do do Titulo de Doutor em ENGENHARIA

ELETRICA, &fea: Automagédo pela Comissdo Examinadora:

Departarpento de Engenharia Elétrica / Faculdade de Engenharia de liha Solteira - UNESP

Prof. Dr. RODRIGO CARDIM (Participagao Presencial)
Departamento de Engenhana Elétrica / Faculdade de Engenharia de liha Solteira - UNESP

_’_

Prof. Dr. EDVALDO ASSUNQAO (Particip Presencial)
Departamento d; Engenharla Eletnca/ Faculdade de Engenharia de llha Solteira - UNESP

Profe. Dra. G
Departamen

VoL !@cut&té
S!L A DEAECTO {Participacao Presencial)

ist ase Controle / Universidade de Campinas - UNICAMP

3 ffiiu ;Jm e
Prof. Dr WALLYSONN ALVES DE SéUZA (Participacao Virtual)
Coordenacio de Ciéncias Matematicas e Naturais / Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do
Tocantins - IFTO

llha Solteira, 05 de agosto de 2022

Faculdade de Engenharia - Campus de Hha Solteira -
Avenida Brasil Centro 56, 15385000, (lha Solleira - Sdo Paulo
hitp:iiwww.ppgee. fels.unesp brCNPJ: 48.031.918/0015-20,




A todos que acreditaram em mim e me ajudaram a encontrar mbami



AGRADECIMENTOS

Durante o doutorado experimentei varios desafios, tansopéesquanto profissionais. Atra-
vés da ajuda de varios amigos posso dizer que superei diveesses obstaculos, e sou grato
pela ajuda e confianca de todos.

Em especial, agradeco a todos os meus alunos, que no inagiarti paciéncia comigo, me
deram feedbacks e me ajudaram a ser o professor que me thgnadeco também a todos os
alunos que orientei e ajudei na orientagéo, foi muito botmaligar com todos. Fico feliz por
saber que construimos algo juntos e pude contribuir parareafg@io de excelentes profissionais.

Agradeco também ao meu orientador, pelos conselhos, coafeamcentivo. Eu admiro o
seu esforco e dedicacdo como professor, pesquisador e.aitigoro a sua bondade e desejo
de ajudar a todos.

N&o posso deixar de agradecer ao Uiliam, um amigo que me e&lbons motivou e me
ajudou em muitos desafios. Agradeco a ele por me ajudar emsuvéabalhos, que sem a sua
ajuda e o seu esforgo, ndo conseguiria finaliza-los.

Agradeco aos colegas e amigos de republica, com quem tii@smaomentos felizes e
almocos animados. Durante a elaboracdo deste trabalhoriis \@migos e colegas em llha
Solteira, tanto do meu laboratério quanto de outros. Cadsgaeteve a sua importancia neste
trabalho e sou grato pela convivéncia, paciéncia e congiwictive com todos.

Agradeco a UNESP pela oportunidade que tive de lecionar 8&iamde Instalagdes Elé-
tricas, a Unitoledo pela confianga no meu trabalho como gsofee pesquisador. Agradeco
também a Avibras, pela oportunidade de colocar em praticaens conhecimentos e também

adquirir novos na area de guiamento, controle e navegagao.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdpdrfeicoamento de Pes-
soal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de Finan@&ato 001.



“Tudo pode ser tirado de uma pessoa, exceto uma coisa:
a liberdade de escolher sua atitude em qualquer

circunstancia da vida.”

Viktor Frankl
“Um, lembre-se de olhar para as estrelas e néo para
baixo, para seus pés. Dois, nunca desista do trabalho.
Trabalho dé significado e proposito, e a vida esta vazia
sem eles. Trés, se voce tiver sorte o suficiente para

encontrar o amor, ndo o deixe ir embora.”

Stephen Hawking



RESUMO

Neste trabalho sdo propostos novos métodos de projeto delealores robustos chaveados
para uma classe de sistemas nao lineares descrita por mbagdedgpolinomiais considerando
fungbes de pertinéncia desconhecidas. Inicialmente &amiala uma revisdo sobre 0s mo-
delosfuzzyTakagi-Sugeno (TS) e polinomiais, descrevendo uma corp@arantre algumas
metodologias de projeto dos controladores chaveadostosbpara sistemas nao lineares des-
critos por esses modelos. As andlises da estabilidadel@lizsigio de sistemas néo lineares
descritos através de modelfuzzypolinomiais sédo realizadas considerando uma candidata a
funcéo de Lyapunov polinomial e as restricdes sao desetitagés da decomposi¢cdo em soma
de quadrados (do ingléSum of SquaresSOS). Os resultados obtidos utilizando esta meto-
dologia sdo menos conservadores e apresentam uma regiaotitddidade maior do que os
modelosfuzzyTS com as restricdes descritas através de desigualdadesiamatineares (do
inglés,Linear Matrix Inequalities LMIs). Podemos observar que os moddiazzypolinomi-

ais e as restricdes de projeto descritas em SOS sdo umadextesspectivamente, dos modelos
fuzzyTS e das restricdes descritas em LMIs. A primeira metodalpgbposta teve como ob-
jetivo minimizar um limitante superior de um indice quath@t(custo garantido) baseado na
saida e no sinal de controle do sistema. A minimizacdo do gatntido pode assegurar que
a resposta do sistema seja rapida, sem muitas oscilagdes encginal de controle adequado
para a implementacao dos controladores. A seguir, cosiderque atualmente muitos con-
troladores sao implementados através de hardwares, fompuogtos projetos de controladores
robustos chaveados para sistemas néao lineares descnitospelosfuzzybaseado em SOS,
cujos controladores ndo sdo compostos por funcdes consptke@Eendentes das variaveis de
estados. Desta forma, tem-se a reducéo da complexidadelearientacao dos controladores.
Além disso, pode-se observar que muitos sistemas estatosgedistirbios ou incertezas no
sinal de controle e a saturacdo dos atuadores. Dessa fayraa) propostos procedimentos
para o projeto de controladores robustos chaveados qualemara estes requisitos. Atraves
dos resultados obtidos das analises teodricas e exempldgicos) foi possivel mostrar as van-
tagens das metodologias propostas.

Palavras-chave: Controlador chaveado. Modeldszzypolinomiais. Sistemas nao lineares
incertos. Soma de quadrados (SOS). Saturacéo nos atuadores



ABSTRACT

In this thesis, new design methods for robust switched otlats are proposed for a class
of nonlinear systems described by fuzzy polynomial modefssitlering that the membership
functions are unknown. Initially, a review of the fuzzy TSdgoolynomial models is presen-
ted, describing a comparison between the design of robugtred controllers for nonlinear
systems described by these models. The analysis of thditstand stabilization of nonli-
near systems described by polynomial fuzzy models is m@lonsidering a candidate for the
polynomial Lyapunov function and the constraints are dbsdrthrough the sum of squares
decomposition (SOS). The results obtained using this ndetlogy are less conservative and
present a greater region of feasibility than the fuzzy TS el@dith the constraints described
by linear matrix inequalities (LMIs). We can see that theypoimial fuzzy models and the
constraints described by SOS are an extension, respgctofahe TS fuzzy models and the
constraints described by LMIs. The first proposed methagiolkimed to minimize an upper
bound of a quadratic index (guaranteed cost) based on tipeitoannd the control signal of the
system. Guaranteed cost minimization can ensure that gterayresponse is fast, without too
many oscillations and with a control signal suitable for toatrollers implementation. Next,
considering that currently many controllers are impleradrihrough hardware, designs of ro-
bust switched controllers were proposed for nonlinearesystdescribed by polynomialzzy
models based on SOS whose controllers are not complex @unsctiependent on state varia-
bles. In this way, the complexity of controllers implemediga is reduced. In addition, it can be
observed that many systems are subject to disturbancesertaimties in the control signal and
the saturation of the actuators. In this way, a design ofsbéwitched controllers was proposed
that consider these requirements. Through the resultinetéhrough theoretical analyzes and
numerical examples, it was possible to show the advantdghe proposed methodology.

Keywords: Switched controller. Polinomial fuzzy models. Uncertagnhnear systems. Sum
of Squares (SOS). Actuator saturation.



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

Figura 10

Figura 11

Figura 12

Figura 13

Figura 14

LISTA DE FIGURAS

Setor néo linear do sistema (35) representado peldslofuzzyTakagi-
Sugeno (36) e polinomiais (37). . . . . . . .. ... .. .. ...,
Regido de factibilidade do sistema (38) descritdyadelosfuzzyTS
utilizando o Teorema 1, considerangg| <20. . . . . . .. ... ...
Plano de fase do sistema (38) considerando a leirdeot®chaveada
(22) com os ganhos (43), sendo a condi¢ao inicial represemmar um
circulo ) e a final porum quadrad@®. . . ... .. ... ......
Variaveis de estado do sistema (65) e a lei de centitdveada (45)
(sinal de controlels(t) e o indice de chaveamendt)). . . . . . . . .
A trajetoria de estado do sistema (97) em malhaabéytcondicdo
inicial e final séo indicadas por um circulo azu) € por um quadrado
azul (), respectivamente. . . . . . . . . ... . ... 0
A trajetéria de estado do sistema (97) em malha éiechA condicao
inicial e final sdo indicadas por um circulo azu) € por um quadrado
azul (OJ), respectivamente. . . . . . . . .. ... ... ..
Trajetoria de estado do sistema (169) em malha decha condi¢éo
inicial e final sdo indicadas por um circulo azu) € um quadrado azul
(0), respectivamente. . . . . . ...
Trajetoria de estado do sistema (169) e a funcéo aeunov, conside-
rando o parametro incerty = 0,76, eX(x(0)) = [—7 4]". Sistema em
malha fechada utilizando a lei de controle chaveado (9202)(1 . . .
Sinal de controla(t), a regra de chaveameniqt) e ¢(t), conside-
rando o parametro incerig = 0,76, ex{x(0)) = [-7 4'. O sistema
em malha fechada utilizando a lei de controle chaveada (G023). . .
Sinal de controle saturado &a{t)). . . . ... ... .........
Representacao de possiveis trajetorias de estatoregides?” (124),
Z(Hy) (112) e€(MP(x)MT,3) (113) no plano (t) x xa(t). . . . . . .
Levitador Magnético. . . . . . . . . .. .. ... ...
Regiéo de factibilidade obtida com o Teorema 9 semds polinomiais
(o) e a metodologia de controladores chaveados proposta eNE@L
etal.,,2016)X). . . . . . . ..

Os conjuntog”, Z(Hy) e £(MP(x)M"), para o levitador magnético. .

31

32

56

56

59

70

73

75
1



Figura 15

Figura 16

Figura 17

Posica((t) = y(t)), sinal de controleu(t) = i2(t) —i3), indiceso e ¢
da simulacao do levitador magnético (160), utilizando aécontrole
chaveado (109) e (158).. . . . . . . . . . . 78
Trajetoria do sistema (169) em malha fechada. Adi¢des iniciais
e finais sdo indicadas por um circulo azt)l ¢ um quadrado azulY),
respectivamente. Os conjuntds, .Z (Hy(x)) e (MP(X)MT). . . . . . 80
Trajetdria das variaveis de estage xo, sinal de controlel(t) e os in-
dices de chaveamentoe ¢ do sistema néo linear incerto (152), usando
a lei de controle robusto chaveado (109) e (158). .. ... .. ... 80



LISTA DE SIMBOLOS

R Conjunto dos numeros reais.

R" Conjunto dos vetoresx 1 com elementos reais.

RM™M Conjunto das matrizesx m com elementos reais.

N Conjunto dos numeros naturais.

K, Conjuntos dos numerdd, 2,...,r}.

MT Transposta da matriz relsl.

M > (>)0 M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) positiva.

M< ()0 M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) negativa.
Matriz identidade.

|Z| Valor absoluto de um namero real

x| Norma euclidiana do vetore R": ||x|| = VXTx.

argirenﬂgi"{hi} Menor indicej € K tal que, para o conjuntfhy,hy,....h}, hj = ie]Ii<rr]{hi}; por

exemplo, dado um conjuntd = {h; = 3,hp = 1, h3 = 6,hy = 3,hs = 1}, sendo
r =5, entdo arg ?Qiﬁ{hi} =min{2,5} = 2.
IS r



11
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2

4.3
43.1

4.3.2
4.4

5.1

5.2

SUMARIO

INTRODUCAO

CONTROLE DE SISTEMAS NAO LINEARES
OBJETIVOS

ORGANIZACAO DO TRABALHO

MODELOS FUZZY POLINOMIAIS E DECOMPOSICAO EM SOMA DE
QUADRADOS

DECOMPOSICAO EM SOMA DE QUADRADOS

MODELOSFUZZY TAKAGI-SUGENO

MODELOSFUZZY POLINOMIAIS

EXEMPLO NUMERICO COMPARANDO OS MODELOBUZZY
EXEMPLO NUMERICO DE CONTROLE CHAVEADO

CONCLUSOES PARCIAIS

CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO PARA MINIMIZAR O CUSTO GA-
RANTIDO

PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO

EXEMPLO NUMERICO CONSIDERANDO O CUSTO GARANTIDO
CONCLUSOES PARCIAIS

CONDICOES RELAXADAS PARA O PROJETO DE CONTROLADORES
CHAVEADOS

PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO RELAXADO

DISTURBIOS E/OU INCERTEZAS NO SINAL DE CONTROLE
EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo numérico 1

Exemplo numérico 2

CONCLUSOES PARCIAIS

CONTROLE ROBUSTO DE MODELOS FUZZY POLINOMIAIS INCER-
TOS SUJEITO A SATURACAO DOS ATUADORES

CONTROLE CHAVEADO CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUA-

DORES

CONSIDERANDO DISTURBIOS E/OU INCERTEZAS NO SINAL DE CGN

TROLE

10
10

14

14

16
16
20
22
28
30
33

34

34
39

41

43
43
49

50
50

53

57

58

58

70



5.3

5.3.1
5.3.2

5.4

EXEMPLOS NUMERICOS CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUA-

DORES
Exemplo numérico 3

Exemplo numérico 4

CONCLUSOES PARCIAIS
CONSIDERACOES FINAIS

REFERENCIAIS

72
72

78
81

82

86



10

1 INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentada a motivacéo e os objetivomdese&om este trabalho. Ao
final deste capitulo, apresenta-se a organizacao do texto.

1.1 CONTROLE DE SISTEMAS NAO LINEARES

Com o crescimento de novas tecnologias e a complexidadeados sistemas dinamicos
a serem controlados, tem-se aumentado a necessidade elggroccontroladores que garan-
tem indices de desempenho desejado e a precisédo da openguédcesso. Como exemplo de
sistemas dinamicos com dindmica complexa e que envolveroltagas atuais, tem-se os heli-
copteros néo tripulados (KENDOUL, 2012), sistemas aeazas (NAIDU; CALISE, 2001),
manipuladores roboticos (SAGE; MATHELIN; OSTERTAG, 19@%ntre outros sistemas.

A maioria dos sistemas dinamicos encontrados no mundo neab edealizado, tem na-
tureza nao linear, séo incertos e estao sujeitos a distif(BICOTINE; LI et al., 1991; GUO;
CAO, 2014; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et al., 2018b). Dese-observar que, mesmo
com 0 avango nas pesquisas na area de controle, a analis@geto plos controladores para
sistemas nao lineares incertos estéo entre os problemaslesafiadores da teoria de controle,
sendo que ainda ndo hd uma metodologia universal para aedéalestabilidade, desempenho
e projeto de controladores para tais sistemas (PRAJNA; BAIFASTODOULOU; WU, 2004;
GUO; CAO, 2014; HUNG; GAO; HUNG, 1993; GUERRA; SALA; TANAKA015).

Na area de controle, houve um grande avanco na andlise tdidatie e no projeto de con-
troladores para tais sistemas com a teoria introduzidarpatematico russo Alexandr Mikhai-
lovich Lyapunov. O método proposto determina as propriegae estabilidade do sistema néo
linear pela construgéo e analise ao longo do tempo de uméaduegergia”, ndo havendo, por-
tanto a necessidade de resolver as equacdes diferenctagegorevem o sistema (SLOTINE;
Ll etal., 1991).

A estabilidade e estabilizacdo de muitos sistemas de demooe ser garantida atraves da
utilizacdo de uma candidata a funcéo de Lyapunov (SLOTINEtlal., 1991; BOYD et al.,
1994; TANAKA et al., 2009). O projeto de controladores atindo uma candidata a fungcao de
Lyapunov pode ser utilizado considerando sistemas lisearendo lineares.

Considerando a andlise da estabilidade e o projeto de tachdres para sistemas lineares
e ndo lineares descritos por modeloszyTS, comumente séo utilizadas candidatas a funcéo
de Lyapunov quadraticas (BOYD et al., 1994; TANAKA; IKEDAAMG, 1998; TANAKA;
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WANG, 2004; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR, 2003). Desta forap as restricdes da ana-
lise da estabilidade e o projeto dos controladores podesaufado através de desigualdades
matriciais lineares (do inglékjnear Matrix Inequalities LMIS).

Através dos modelokizzyTS e da metodologia apresentada por Taniguchi et al. (2001),
0s sistemas nao lineares podem ser exatamente represeatadona regido de operacao por
subsistemas lineares combinados através das funcoesto€pearn. Portanto, os controlado-
res sdo projetados considerando uma determinada regidpedacéo, mas fora desta regido
ndo pode-se garantir a estabilidade do sistema e os indicdestmpenho requeridos (TA-
NAKA; IKEDA; WANG, 1998; TANAKA; WANG, 2004; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVEL-
LAR, 2003; SOUZA et al., 2014b; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA@&., 2018b; OLIVEIRA
etal., 2018a).

Desta forma, torna-se adequado considerar no projeto ab®Emores a regido de opera-
céo do sistema. Além disso, pode-se considerar que se aéoridicial do sistema pertence
a regido de operacao especificada, durante o transitoristens permanecera na regiao de
operacao (ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et al., 2018b). Desgeter em mente que esta consi-
deragdo aumenta a complexidade no projeto dos contro®gmédendo ser utilizados métodos
que flexibilizem as condi¢des de projeto.

Com o objetivo de reduzir o conservadorismo na analise @diidade e no projeto de
controladores para sistemas néo lineares descritos palosholzzyTS, os modelofuzzypoli-
nomiais foram propostos como uma extensao (TANAKA et aD9}0Sabendo-se que 0s mo-
delosfuzzypolinomiais possuem modelos locais polinomiais deperdatd vetor de estado do
sistema, o numero de subsistemas necessarios para deseresistema nao linear sera igual
ou menor se comparado com os moddlazyTS. Além disso, o setor ndo linear do modelo
fuzzypolinomial fica mais proximo da func¢éo néo linear, o que dimoconservadorismo no
projeto dos controladores (RAMOS et al., 2019).

Conhecendo-se os valores de méximo e minimo das néo lindaga incertezas, pode-se
descrever os sistemas néo lineares de forma exata atrawdsdééosfuzzypolinomiais, como
a combinagcdo de modelos locais polinomiais dependenteuthgéds de pertinéncia, sem a
necessidade de limitar o projeto a uma determinada regiapei@acédo (RAMOS et al., 2019;
TANAKA et al., 2009; KIM; PARK; JOO, 2016; GUELTON et al., 261 CAO et al., 2014).
Desta forma, o projeto dos controladores para sistemasmeoés descritos por modelozzy
polinomiais pode tornar o sistema globalmente assintokcae estavel, resultado dificil de ser
alcancado considerando os moddlezyTS (RAMOS et al., 2019; TANAKA et al., 2009).

Deve-se destacar que o projeto de controladores para astgscritos por modeldszzy
polinomiais ndo pode ser solucionado diretamente atrazéd/s. Utilizando a metodologia
apresentada em Parrilo (2000), pode-se decompor polisdmidtivariados em uma soma de
quadrados. Esta metodologia € uma extensdo das LMIs, porstpejue as restricbes dos
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projetos de controladores possuam termos polinomiais epéoas constantes (TANAKA et
al., 2009; KIM; PARK; JOO, 2016; TANAKA et al., 2016; RAMOS at, 2019).

Portanto, as restricdes do projeto dos controladoresitlesscomo uma decomposi¢cdo em
soma de quadrados possibilita a utilizagdo de candidatasgid de Lyapunov polinomiais,
que sdo mais complexas que as quadraticas e diminuem o atsesmo no projeto dos
controladores, obtendo desta forma maiores regides dbifiaede e/ou melhores indices de
desempenho (RAMOS et al., 2018; BIZARRO, 2021).

Considerando as vantagens descritas anteriormente sobredeloguzzypolinomiais e a
decomposicdo em soma de quadrados, em Tanaka et al. (2846)poes propuseram uma nova
metodologia para o projeto de controladores e apreseniarportantes resultados para evitar
o problema do conservadorismo. Em Kim, Park e Joo (2016)ytoses apresentaram o projeto
de controladores robustos considerando func¢des de pasitaminperfeitas. Em Ramos et al.
(2019), os autores apresentaram o projeto de controladobestos considerando incertezas
politopicas e a minimizagao do limitante superior de umagstrantido.

Em Gassara, Hajjaji e Chaabane (2016) os autores propuserdroladores robustos con-
siderando que os atuadores do sistema estéo sujeitos acgatulEm Yum e Wang (2013) e
Ramos et al. (2018) os autores consideraram, no projetoahtotadores, a utilizagéo da taxa
de decaimento com o objetivo de reduzir o tempo de trangittirisistema.

Devemos observar que as func¢des de pertinéncia dos mddesypolinomiais utilizadas
para descrever os sistemas nao lineares podem ser incanaglexas ou dificeis de serem
obtidas (SOUZA et al., 2014b; ALVES et al., 2016; OLIVEIRAat, 2018b; OLIVEIRA et
al., 2018a). A metodologia de controladores chaveadosstobuproposta neste trabalho, ndo
depende das funcdes de pertinéncia para compor o sinal ti®leprcomo os controladores
baseados na compensacao paralela distribuida (CPD) (TAN&tKal., 2009). Desta forma,
caso as fungdes de pertinéncia sejam incertas, nao se lode diretamente os controladores
baseados na CPD (RAMOS et al., 2019).

Projetos de controladores chaveados similares consiiesastemas nao lineares incertos
descritos por modelofzzyTS sdo apresentados na literatura. Em Souza et al. (2014b) fo
verificado o aumento da regido de factibilidade utilizandiotmladores chaveados. Em Alves
et al. (2016) foi proposto o projeto de controladores chawsaobustos sujeito a saturacao dos
atuadores, neste trabalho também foi possivel observargjcentroladores chaveados podem
reduzir o sinal de controle. Em Oliveira et al. (2018b) fayposta uma extenséo do trabalho
anterior considerando a minimizagéo do indice Estes controladores chaveados propostos na
literatura apresentam maior regido de factibilidade quepasroladores com um Unico ganho.

Recentemente estdo sendo realizadas pesquisas envobvprajeto de controladores cha-
veados para sistemas nao lineares descritos por mofigpgpolinomiais (RAMOS et al.,
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2019; RAMOS et al., 2019). Sendo que a descri¢cao dos sistedodseares em modelfszzy
polinomiais, o0 estudo da estabilidade e projeto de cortovks baseado na CPD foi apresen-
tado inicialmente em (TANAKA et al., 2009). Ap6s a metodatogpresentada neste trabalho,
foi realizado o desenvolvimento de projeto de controlasloomsiderando indices de desempe-
nho, robustez entre outros requisitos de projeto de c@utooés.

Em Tanaka, Ohtake e Wang (2009) séo propostos controlaparasistemas nao lineares
descritos por modeldsizzypolinomiais considerando a minimiza¢cao de um limitantessiop
do custo garantido. Em Li e Wang (2012) utilizando a met@qgoposta em Tanaka, Oh-
take e Wang (2009), sao projetados controladores robuatassgstemas néo lineares. O custo
garantido utilizado é um versétil indice quadratico, quealmente proporciona um bom de-
sempenho do sistema de controle, baseado na minimizacaaudasgeis de estado e do sinal
de controle do sistema (CAUN et al., 2018). Esta teoria taméé&plicada para o projeto de
servos sistemas, em que se pode especificar as condi¢das doacontrolador (TEIXEIRA et
al., 2006).

Desta forma, baseado em Ramos et al. (2018), em (RAMOS é(dl9) sdo propostos
controladores chaveados robustos para sistemas naaebnd@scritos por modeldszzypoli-
nomiais considerando a minimizagao do limitante superouh indice quadratico, obtendo
dessa forma um custo garantido. Através da utilizacdo dasatadores chaveados, ndo sera
necessario o conhecimento ou estimativa das fun¢gfes dagmmifh para compor o sinal de
controle sinal de controle. Técnicas como a compensacatefmdistribuida (CPD) fazem uso
das funcgGes de pertinéncia para compor o sinal de contrAlAKA; WANG, 2004).

Observando que em muitos trabalhos que utilizam candidafiascéo de Lyapunov poli-
nomiais, os controladores podem depender de fun¢des agialficultando a implementacao
desses controladores (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU,Z2QENNAWASIN; NA-
RIKIYO; KAWANISHI, 2010; TANAKA et al., 2012; KIM; PARK; JOQ 2016). Em Kim, Park
e Joo (2016) é proposto um projeto de controlares robustassgemas nao lineares descritos
por modelosfuzzypolinomiais considerando variaveis de folga, que reduzetonservado-
rismo no projeto dos controladores, além disso, é congidegae os controladores dependem
apenas de fun¢des polinomiais.

Portanto, baseado em Kim, Park e Joo (2016), serdo propustt®ladores polinomiais
chaveados robustos para sistemas nao lineares descritosogelosfuzzypolinomiais, con-
siderando variaveis de folga no projeto dos controladoEesambém, baseado em Alves et
al. (2016) seréo propostos controladores que garantemuatezbdo sistema na presenca de
distarbios ou incertezas no sinal de controle.

Sabendo que em aplica¢cbes praticas o sinal de controle devengtado, baseado em
Gassara, Hajjaji e Chaabane (2016), Alves et al. (2016ye®4 et al. (2018a), neste trabalho
também sera considerada a saturagéo dos atuadores no pagetontroladores.
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Dos resultados obtidos em (GUERRA; VERMEIREN, 2004; TANAK#®al., 2009; OLI-
VEIRA et al., 2018a), pode-se observar que a complexidadam@idata a funcao de Lyapunov
pode aumentar a regido de factibilidade. Portanto, sef@opta uma nova candidata a funcao
de Lyapunov com o objetivo de expandir a regido de facti@da&no projeto dos controladores.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho € propor novas leis derote chaveado, considerando
uma classe de sistemas néo lineares e incertos descritosnke éxata por modeldszzypo-
linomiais. Serdo considerados como requisitos no projesacdntroladores, a minimizacao do
limitante superior de um indice quadratico, disturbiosraertezas no sinal de controle e que
0s atuadores estdo sujeitos a saturacdo. Para atingiobegtégos, S80 propostos 0s seguintes
objetivos secundarios:

» Descrever de forma exata um sistema néo linear com inesrfealitopicas utilizando
modeloguzzypolinomiais, sendo conhecidas as néo linearidades e tarmmb&aiores de
méaximo e minimo das incertezas.

» Propor projetos de controladores para os sistemas desanteriormente com as restri-
¢cOes baseadas na decomposicdo em soma de quadrados. Seférado que o sinal de
controle ndo dependa das fungfes de pertinéncia, que paeancsrtas ou dificeis de
serem obtidas.

» Apresentar exemplos e simulacdes que demonstrem as gastdgs metodos propostos.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Para uma apresentacédo adequada do tema e dos resultados,asse trabalho esta orga-
nizado da seguinte forma:

* No Capitulo 2 serdo apresentados 0s conceitos gerais watolelosfuzzyTS e polino-
miais, estabelecendo o0s conceitos necessarios para volesaeento e compreensao do
trabalho. Além disso, sera possivel comparar e diferenganjeto de controladores com
restricbes descritas em termos de LMIs e SOS.

* No Capitulo 3 sera proposto o projeto de controladoresstoBuchaveados para uma
classe de sistemas nao lineares descritos por mofigipgoolinomiais considerando as
funcdes de pertinéncia desconhecidas e, como requisitmfiigde controle, a minimi-
zacao de um limitante superior de um indice quadréatico gogestantido) relacionado a
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saida e ao sinal de controle do sistema. Essa abordagem meonotgetivo diminuir o
tempo de transitorio e as oscila¢des do sistema, com umdsraintrole adequado.

» No Capitulo 4 seréo propostos controladores chaveadastasbpara a mesma classe de
sistemas nao lineares do capitulo anterior considerangl@gjagontroladores ndo depen-
deréo de funcdes racionais, mas apenas de func¢des polisoDéve ser observado que
em implementagbes praticas, fungdes racionais preseates te controle levam a um
alto esforgco computacional do hardware. Além disso, sev@sideradas nas restricoes
dos projetos de controladores, variaveis de folga com diebjde aumentar a regiao de
factibilidade. Como requisito no projeto dos controladopsera considerado que o sinal
de controle esté sujeito a distlrbios ou incertezas.

* No Capitulo 5, além dos projetos de controladores chaweaibustos propostos consi-
derarem a mesma metodologia e requisitos de projeto daut@pitterior, também sera
considerado que os atuadores estarao sujeito a saturagatuddores, com o objetivo de
aproximar os resultados obtidos de implementacdes psatess.

* No Capitulo 6 seréo apresentadas as conclusfes sobreathtrggnoposto. Diante dos
resultados obtidos e o estado da arte do problema estu@ado descritas as perspectivas
para trabalhos futuros.

Neste trabalho, as implementa¢cdes computacionais foriéas fao MATLAB. Problemas
sintetizados a partir de LMIs foram implementadas atraeést@rface YALMIP (LOFBERG,
2004), com o solver SeDuMi (STURM, 1999). Para os problenmstizados com SOS, foram
implementados através da interface SOSTOOLS (PAPACHRIZEIQLOU; PRAJNA, 2002)
com o solver SeDuMi.

Serd utilizada a seguinte notaca@t: ={1,2,---,r},r € N. Y(a,Xx) representa uma matriz
r r

genérica tal qu¥ (a,x) = ZaiYi(x), sendo que; > 0,Vi € K;, e Zai = 1. O menor indice
if

= i=
o € K, tal que, para o conjunto de nameros rédis- {hy,--- ,h}, hg = mﬂi{n{hi} é denotado
lelsr
por arg mﬂi<n{hi}. A notagdoHe{e} é uma forma resumida pata) + (¢)'. I,, representa a
[§S31:N7
matriz identidade com ordem,. Por simplicidade, considemg(z(t)) = ai, Vi € K, x(t) =x e
u(t) =u.
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2 MODELOS FUZZY POLINOMIAIS E DECOMPOSICAO EM SOMA DE
QUADRADOS

Neste capitulo séo apresentados 0s conceitos gerais ssigreas ndo lineares incertos
descritos por modeldsizzypolinomiais e a decomposi¢cdo em soma de quadrados. Sefa poss
vel comparar os modeldazzypolinomiais com os modeldazzyTS, assim como as restricdes
do projeto de controladores formuladas por decomposicasoena de quadrados com as desi-
gualdades matriciais lineares.

2.1 DECOMPOSICAO EM SOMA DE QUADRADOS

Muitos problemas de controle podem ser analisados atrageeghtividade e positividade
de fun¢des relacionadas a uma candidata a funcao “energp@hdente do vetor de estado do
sistema, chamada de candidata a funcdo de Lyapunov. Desta,fa complexidade da can-
didata a funcdo de Lyapunov influencia na analise da estalidi e estabilizagdo dos sistemas
(SLOTINE; Ll et al., 1991).

Com o avanco dos softwares e hardwares computacionais;gmuder consideradas fun-
¢bes de Lyapunov cada vez mais complexas para o projeto ddolealores considerando
diversos indices de desempenho (BOYD et al., 1994; TANAKAIgt2009) e reduzindo o
conservadorismo no projeto dos controladores.

Atualmente pode-se encontrar na literatura diversosltrabajue consideram uma candi-
data a funcdo de Lyapunov quadratica, devido as restrighgsajeto dos controladores po-
derem ser descritas através de desigualdades matriciagéis (LMIs) (TANAKA; WANG,
2004; BOYD et al., 1994; MOZELLI et al., 2009; ALVES et al., ) CAUN et al., 2018;
OLIVEIRA et al., 2018b). As LMIs podem ser solucionadasizdihdo a interface Yalmip
(LOFBERG, 2004) com o solver SeDuMi (STURM, 1999).

Com o objetivo de se utilizar candidatas a funcdes de Lyaporas complexas e reduzir
o conservadorismo na analise da estabilidade e projetordmtaxdores, foi proposta a metodo-
logia de decomposi¢do em soma de quadrados (SOS). O SO#uwamtméetodo flexivel para
resolver problemas relacionados a engenharia de corpadsibilitando assim como as LMIs,
transformar diversos problemas de controle solucionaeimaneira eficiente via algoritmos
computacionais (TANAKA et al., 2009; CAO et al., 2014; PARR), 2004). O SOS pode
solucionar problemas que envolvam muitas variaveis e @olias multivariados, assim como
matrizes polinomiais multivariadas. As restricbes em SO&m ser solucionadas através da
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interface SOSTOOLS (PAPACHRISTODOULOU et al., 2013), izdihdo o solver SeDuMi
(STURM, 1999) e a resposta ser verificada através da ineeB&SOPT (SEILER, 2013) utili-
zando o comando “issos”.

O problema geral de testar a positividade global de uma tupgBnomial multivariada é,
de fato, um problema complexo e pode envolver um alto custpatacional. Para evitar a
complexidade inerente, uma das condi¢cdes pode ser dadaeqmtkncia de uma decomposicao
em soma de quadrados das fungdes polinomiais (PARRILO,)2D&ste modo, serdo con-
sideradas restricdes na classe geral de funcdes poliomidiivariadas para se determinar a
positividade global.

Um polindmio p(x) com grau & € um SOS se existe polindmiogx),i € Ky, tal que
Np
F(X) = Ziqu(x). Portanto, se#(x) € um SOS, entd¢” (x) > 0. Desta forma, existe uma
i=

matriz semidefinida positiva? > 0 tal quex’ (x) Z%(x), sendo quex(X) € um vetor coluna
cujos elementos sdo todos mondmios>nom dimensao ndo maior do qde Desta forma,
sera apresentada a proposicao a seguir.

Proposicdo 1.(PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Sej& (x) um polindmio
multivariado dependente dec R" de grau &. Além disso, considere qugX) é um vetor
coluna com todos 0s seus elementos sendo mondmioscem grau ndo maior que: Entao,
Z(X) € um SOS se, e somente se, existe uma matriz semidefinida@acgital que

F (X) = KT (X) ZR(X). (1)

Desta forma, a decomposicdo em soma de quadrados podersefdda como um pro-
blema semidefinido, sendo que a solucao para o problemarssatear uma matrizZ (PAR-
RILO, 2000; TANAKA et al., 2009). Deve-se ter em mente que riedo polindmio multi-
variado semidefinido positivo pode ser decomposto em SQOfHpsassim, esta metodologia
possui limitag6es contudo, constitui um caso mais geralwoaganalise apenas de restricdes
polinomiais quadraticas, como as LMIs.

Como exemplo da decomposi¢cdo em soma de quadrados, censideguinte polinbmio
apresentado em Parrilo (2000), senfiox;, x2) = 2X] + 2x5x2 — X2x5 4 5X3. Definindo o vetor
de mondmiox(X) composto pelos seguintes elememto&)"= X3, X2(X) = X3, X3(X) = X1X2,

portanto, o polinbmio pode ser escrito da seguinte forma:
F (X1, %2) = 24 + 23x0 — x3x3 + 5% = KT (X) ZR(X)
T
x‘% 2 0 1 x%
_ | 2 2
=1 % 05 O X5

X1 X2 10 -1 X1X2
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X2 2 A 1 X2

Observe que a matriz simétricd ndo € necessariamente Unica e o polinébmio multivariado
F (X1,%2), possuindo duas variavexs e X2, pode ser representado na forma quadrética para
qgualquer valor real d&.

Considerandad = 3, a matriz#’ pode ser decomposta da seguinte forma:

2 -3 1
P =L"L, Lt .
V2|10 1 3

2)

Deve-se observar que a decomposigéie- L' L é uma condicdo para que a matriz simétrica
2 seja semidefinida positiva (CHEN, 1998). Deste modo, o paiio .% (x1,X2) pode ser
decomposto na seguinte soma de quadrados:

1
7 (%) =5 ((2X — 3%5 + x1%2)? + (%5 + 3x1%2)?). (3)

Uma decomposicdo em soma de quadrados para um polindmivanalio.# (x) pode

ser obtida utilizando programagéo semidefinida, uma vezqueale a procurar por um ele-

mento.# na intersec¢ao do cone de matrizes semidefinidas positivas @njunto definido
por algumas restricdes afins que surgem de (1).

A utilizacdo da programacéo semidefinida para o estudo daegatividade distingue de
outras abordagens pela sua adaptabilidade e o fato de gopedaaer facilmente estendida ao
caso incerto, quando deseja-se um polindmio semidefinidiiym.# (x) sujeito a condi¢cdes
adicionais (PARRILO, 2000). Este ultimo recurso € impaeaam muitos problemas relacio-
nados com o estudo da estabilidade e estabilizagdo de astemares e nao lineares.

Em muitos problemas relacionados com a teoria de contrekeja-se encontrar um po-
lindmio definido positivo. Desta forma, s&(x) — £(x) € um SOS, sendg(x) > 0 parax # 0
um polinémio conhecido, entdd (x) > 0 parax # 0.

O produto direto ou produto de Kronecker, que serd utiliz;adeguir para o relaxamento
das condicdes polinomiais, é denotado @orO produto de Kronecker é um operador em que
duas matrizes de dimensdes arbitrarias resulta em um blatwial (GRAHAM, 1981). Dadas
as matrizes# € R™" formada pelos elementag e % € RP*9 formada pelos elementbg,,
define-se o produto de Kronecker.dépor % como a matrizs ¢ R™P*"9 dada por:
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agibi; anbiy - aubiyg - - @mbin @bz - anbig
apbpr  anbpy - aggbpq oo oo abr @by - agnbpg
apbpr  apbpy -+ abpg -0 --- ambpr awbpr - @bpg
C=9d QP =
ambi1 ambio -+ ambig - - ambir @mabiz --- @mnbig
ambo1 amibpo --- ambyg - - amnb2r amnbze --- @mnbg
lamibpr amibpe -+ @mibpg -0 --- @mabpr @mnbpz - @mnbpq

A seguir serd apresentada uma proposi¢ao importante cagéceho relaxamento de con-
dicdes polinomiais.

Proposicéo 2.(PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Suponha que é dadaum
matriz polinomial simétricaZ (x) € RN*N de grau 2 dependente dec R". Além disso, seja
X(X) um vetor coluna cujos elementos sdo todos monémios depisdéex com grau nao
maior qued. Considere as seguintes condicoes:

1. Z (x) >0 paratodx € R";
2. .7 (x)v é um SOS, sendo quee RN;

3. Existe uma matriz positiva semidefini@Qeal que
VTF(X) U =(ax(X)"Q(u®X(X), em quex denota o produto de Kronecker.

Entdo, k=2 e 2=3.

Demonstracdol«2: sendoqu(x)u uma soma de quadrados implica que a desigualdade
uTF(x)u > 0 para toddu,x) € RN*" que é uma consequéncia equivalent& &) > 0 para
todox € R".

2<-3: Esta equivaléncia segue como um caso especial da 1. Odestapndmios pode
ser escolhido da forma @ X(x), devido ao resultado em Reznick (1978), que caracteriza 0s
mond&mios que podem aparecer na forma quadratica (1). Abeeterao omitidos por estarem
fora do escopo do trabalho. O

A seguir sera apresentado um lema que serda util na formubiggioestricbes utilizando
SOS.
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Lema 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Para uma matriz polinial simé-
trica #(x) que é ndo singular para todptem-se que

~1
2o == (25 200, @

DemonstragdoComo.#(x) é n&o singular, tem-se qu#(x)Z 1(x) =1, sendd uma matriz
identidade de dimensdes adequadas. Diferenciando amiaxogscom respeitoxa obtém-se

Multiplicando a equacéo pela direita pgf(x), tem-se que:

(0@@) L 2 <M) P(x) =0,

X% 0%
02(x) 0771(x)
Ix —Z2(X) (T P(X).
Que resulta em (4) e a prova esta concluida. O

2.2 MODELOSFUZZY TAKAGI-SUGENO

Considere o sistema nao linear abaixo,

x= F(x(t)) +9(x(®))u(t), ()

sendo que(t) € R™ é o vetor de estadaft) € R™ é o vetor de entrada do sistema. As fungdes
néo lineared (x(t)) eg(x(t)) estdo relacionadas com a dindmica do sistema e a entradzatio si
de controle respectivamente, podendo ser ndo polonomiztedas.

O modelduzzyTakagi-Sugeno pode representar de forma exata, comunmeniea regiao
de operacéo, sistemas néo lineares incertos. Os mdded S sdo descritos por regras SE-
ENTAO que representam as relacdes lineares entre a entseski@a de um sistema no linear.
A descricdo local da planta dindmica (5) a ser controladadisponivel em termos dos modelos
locais:

X(t) = Aix(t) + Bju(t),

y(t) = Gix(t),
sendo qué =1,2,...,n,, 0 vetor de estadr(t) € R}, o vetor de entrada(t) € R}}, o vetor de
saiday € R), Aj € R™*™ B; ¢ R™*™ eC; ¢ RY*™, A informac&o acima é entdo fundida com

(6)
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as regras Se-Entéo disponiveis, sendo guésima regra pode ter a seguinte forma forma:
Regrai : Sez(t) é #Z,E --- E zp(t) é///é,,
X(t) = A Bi (7)
Ents X(t) = Aix(t) + Bju(t),
y(t) = Gix(t),

sendoi =1,2,....n, ,///ji, j=1,2,...,p é o conjuntdfuzzy jda regra, x(t) € R™ é o vetor
de estadou(t) € R™ é o vetor de entrady,c R™ é o vetor de saidar(t),...,zp(t) séo as
variaveis premissas.

Como apresentado em Taniguchi et al. (2001), dado éxp8r; u(t)), o vetor de saida final
do sistemduzzyé inferido da seguinte forma:

(I (z() (AX() +Biu(t))
K= Ca@n)
(8)
Y @ (1) Gix(t)
YOS e
sendo 0
2At) = |a®) ) ... zb)], @@b)=[]4@),
= 9)

3 @lz0) >0, )0

para toda € Kp,. .](z(t)j) € 0 “peso” do conjuntduzzy M associado a variavel premissa
zj(t).

Define-se “peso” normalizado e/ou fungéo de pertinénciaada cegra, como sendo

_ _ @)
)= T ) 4o
De (9) e (10) tem-se que
_iai(z(t))zl e o(z(t) >0, ieKy,. (11)

Portanto, de (8)-(11), a equacéo (8), pode ser escrita dansedorma (TANIGUCHI et
al., 2001)
X(t) = Zrlai (z(t)) [AX(t) +Biu(t)] = A(a(z(t))) x(t) +B(a(z(t))) u(t),
I (12)
y(t) = Zlai (z(t)) Cix(t) = C(a(z(t))) x(t).
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s
sendozl ai(z(t)) =1eai(z(t)) >0, paratodo € K, . Baseado nos trabalhos de (TANIGUCHI

et al., 5001; ALVES et al., 2016; SANTIM et al., 2012), o numele regraguzzynecessario
para representar de forma exata o sistema nao linear sat@igu= 2%, sendas;, neste caso,
igual ao numero de incertezas e néo linearidades distirkgeptes no sistema.

Baseado em (SOUZA et al., 2013; SOUZA, 2013) e sendo a nf&taz conhecida, ou
seja, ndo depende de incertezas ou néo linearidades, eanaitki de controle chaveada des-
crita a seguir que independe das funcdes de pertinéncia

u=—Kgx(t),
0 =argmin {—x" ()X 1BKx(t)}, o eKnq, (13)
i€Kny

sendoX € R™*™_ Desta forma, através de (12) e (13), o sistema em malhadagiade ser
representado da seguinte forma

s

K(0) = A(2))X() + BUt) = 3 ai(2(t)) (A~ BKo)X(D). (14)

O projeto dos controladores chaveados pode ser realizeai@gatdo teorema apresentado
a sequir.

Teorema 1. (SOUZA, 2013) Considere um sistema nao linear e incertorilegmor modelos
fuzzy TS em malha fechada representado(fid) através da lei de controle chaveadi3) e
que existe uma matriz simétrica positiva definida R™*™, matrizes Mc R"™*™ tais que as
seguintes condicdes sejam satisfeitas:

AX+XAT —BM —M'BT <0, (15)

para todo i€ K. Entéo, a origem »x= 0 é assintoticamente estavel com a lei de controle
chaveaddq13), sendo que os ganhos do controlador sdo dados per KX 2.

DemonstracaoA prova pode ser obtida em (SOUZA, 2013). O

Na proxima secao sera apresentado os modelzypolinomiais, que sdo uma extensao
dos modelo$uzzyTS. Também sera apresentado uma extensao para a lei deroeate#13)
e para o Teorema 1.

2.3 MODELOSFUZZY POLINOMIAIS

Utilizando o conceito de setor néao linear, os modé&agzypolinomiais podem representar
o sistema (5) de forma exata. Esses modelos s&o descritosgras SE-ENTAO, que repre-
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sentam localmente ou globalmente as relacdes de entrad@aedsaum sistema néo linear. O
conjunto de regras pode ser obtido conforme a equagéo a:segui

Regrai :

Sez(t)éie - ezy(t) é.4),

Entao{ A XD)R(X() + B (X)) u(t),
y=C(x(t))X(x(t)),

sendoque =1,2,....,n, j=1,2,...,p. //11' € [0,1] é o conjuntafuzzy jda regrai, zj(t) €
uma variavel premissan; denota o nimero de regrészzy As matrizesA (x(t)) € R™ ™,

(16)

Bi(x(t)) € R™*™ eC(x(t)) € RM*"™ sdo matrizes polinomiais dependentes do vetor de estado
X(t). X(x(t)) € R™ é um vetor coluna cujos elementos s&o todos mondmios demesdix(t).
Sera considerado quéx(t)) = 0 somente sg(t) = 0.

Portanto A (X(t))X(x(t)) + Bi(x(t))u(t) € um vetor polinomial, sendo que cada vetor poli-
nomial sera chamado de subsistema ou modelo local. Entdalelafazzy(16) pode conter
nao linearidades (termos polinomiais) em cada parte coesgg. Neste trabalho, cada variavel
premissa;(t) pode ser composta pelo vetor de estado do sistema ou depesiderincertezas.
Portanto, sera considerado que cada variavel premissangodestar sempre disponivel.

O nuamero de regrasizzyminimo para representar de forma exata o sistema (5) seah igu
an = 2%, sendos, 0 nimero de termos ndo polinomiais mais o nimero de incertigantos
no sistema, portantg numero de regras sera menor que utilizando modely/TS. Como
apresentado em Tanaka et al. (2009), dado qx&y, u(t)), o vetor de saida final do sistema
fuzzyé inferido da seguinte forma:

[ 5ty — ZHa (20) (AR + Bxt)uft)
> @ (@) /

(17)

—~
~+
~—
~—
x>
—~
x
—~
[ d
~—
~—

ST @ () Gi(x
YO e

sendo
p . Nr
)= |al) z(1)...zp1)], w(@l)=[]Mjz1), > at)>0 ) =0,
z [zl() 2(t)...7p(t) z [II i(z i; z z
(18)

para todo € K, M! i(zj(t)) € o “peso” do conjuntduzzy M associado a variavel premissa
zj(t). O peso normallzado e/ou fungao de pertinéiagiac K, , de cada regra, como sendo

0 (2(t)) = —Z{fﬁggt)). (19)
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De (18) e (19) pode-se observar que

Nr

Zai(z(t)) =1 e ai(z(t) >0, ieKy. (20)

Portanto, das equacdes (17)-(20), a equacao (16) podecsits €a seguinte forma

(X(1)) +Bi(x(t))u(t)]
= A(a (z(t),x(t)))X(x(t)) +B(a(z(t),x(t))) u(t), (21)
y(t) = Zlai (2(1)) Gi(x(1))x(x(t)) = C(a(z(t)),x(t))X(X(t))-

\ i=

X
—~
—
SN—

|
8
~~
N
e
~—+
N—
SN—
>
—~
X
—~
—
SN—
N—
x>

Deve-se observar que séx(t)) = x(t) e A(a(z(t))) = A(a(z(t)),x(t)) e B(a(z(t))) =
B(a(z(t)),x(t)) s&o matrizes constantes para todentéo tem-se que o subsistema n&o linear
Ala(z(t)),x(t))X(x(t)) + Bi(x(t))u(t) é reduzido emA(a(z(t)))x(t) + B(a(z(t)))u(t), equiva-
lente aos subsistemas lineares dos modeipsyTS. Portanto, os modeldszzyTS sdo um
caso particular dos modelészzypolinomiais.

Como os modelofuzzyTS possuem parte consequente linear, desta forma, cor@gui
representar de forma globalmente exata apenas uma classe&rde sistemas nao lineares,
como os sistemas dependentes de fungdes senoidais (TANAKAG, 2004). De forma
menos conservadora, os sisterfiazzypolinomiais podem representar de forma globalmente
exata uma classe de sistemas nao lineares dependentesc@esfyoolinomiais e senoidais,
garantindo que o sistema controlado seja globalmenteta8samente estavel (TANAKA et
al., 2009; RAMOS et al., 2019).

Neste capitulo sera utilizado a lei de controle chaveadagsta em (RAMOS et al., 2018)
para sistemas polinomiais néo lineares e utilizada em (R&MQCal., 2019) para sistemas néo
lineares descritos por modelfazzypolinomiais. Considerando qi£x) = B;(x), ou sejaB(X)
€ conhecida e nao depende de termos incertos e ndo polispmiai de controle a seguir se-
leciona um ganho de realimentagé&o polinoriig(x(t)) que pertence a um conjunto de ganhos
{Ki(x(t)) € R"*™ i € K,, } dada a seguir:

u=—Kg(X(t))X(X(t)),
o = argmin {—X" (x(1))X %)) T (X)) BRO)K(XW)KX(W)}, TEKy,  (22)

1€Kn,

sendo que a matri (x) € R™*™ sendo a matriz Jacobiana do vex¢x(f)), cujos elementos
sao dados por:

) = o,

(23)
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para toda € Ky, e j € Ky,. Para esclarecer as outras notagoes, considera“gue)) denota

a linhak da matrizA(a(z(t)),x(t)) e dadok = {kg,ko,...,kn} sendo o conjunto de indices da
matriz B(a(z(t)),x(t)) cujas linhas correspondentes séo iguais a zg(o. dénota um vetor
coluna em que cada elemento € um polindmio dependente dodeststada(t) tal quexit) =
X, (1) Xy (1) -+ X, ()] T, ki € K. A matrizX(X(t)) € R™*™ sera definida posteriormente.

Deve-se observar que a lei de controle (22) independe daconbanto das fungdes de per-
tinéncia que podem ser complexas e/ou dificeis de seremasbiDe (21) e (22), considerando
por simplicidade quex(z(t)) = a e omitindo a representacédo do temppn@s variaveis que
dependem dele, o sistema em malha fechada pode ser repteEsdatseguinte forma:

x=A(a,x)X(X) +B(x)u= iai (Ai(X) — B(X)Kg(X))X(X). (24)

Caso a matriB(a,x) dependa de termos ndo polinomiais ou incertos, pode seradtil
a mesma analise presente em (RAMOS et al., 2019). Considastema néo linear e incerto
descrito por modeloRizzypolinomiais a seguir:

r r

%= A(a,X)X(X) + B(a,X)u, Amxy:;m&&% ﬂmbzifﬂwwb, (25)

1=
sendax’o vetor de estado da plant&() um vetor de mondmios em funcéo do ~

Sejav € R™ a derivada temporal do vetor de entrada de conu@eR™. Definax, .| e
t
Vi, tais quex, | = U = V|, 0U sejaxy +1 = U :/ vi(t)dr, 1 =1,2,...,n,. Assim, obtém-se
. . 0
0 seguinte sistema:
X = A(a,X)X(X) +B(a,%)u,

Xn+1 = Vi, (26)
an+nu - Vnu7
ou equivalente (BARMISH, 1983),
x=A(a,x)X(x) +B(x)v, (27)
sendo
T Ala,x) B(a,X 0
X= [XT Xt - an-H'lu] ,A(o{,)“(): ( ) ) ( ) ) e B= Ny X Ny )
Onuxng Onuxnu Inu><nu

Das consideracfes acima, nota-se que o sistema (27) é legtévao sistema (21), sendo
X(X) € RNt x1 - Agsim, pode-se adotar a lei de chaveamento (22) pode Seadd, consi-
derando quer = —Kg(X)R(x), Kg € RMx (Metnu),
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Deve ser observado que se na lei de chaveamento (22) ogeter X, as matrize8(a,X) =
B(x),A(a,Xx) = A(X) e Kg = Kg(X), @ matrizT (x) uma matriz identidade de dimensdes apro-
priadas, tem-se que a lei de controle chaveada se tornadaguralposta em (SOUZA, 2013).
Portanto, a lei de controle chaveada apresentada em (22)casommais geral, e como podera
ser constatado neste capitulo, apresenta resultados cwrsEsvadores.

Como os subsistemas dos modefiozzypolinomiais podem ser polinbmios dependentes
do vetor de estado, o projeto dos controladores ndo poderdadizado diretamente utilizando
desigualdades matriciais lineares. Desta forma, coresioléeorema a seguir apresentado em
(RAMOS et al., 2019) e (RAMOS et al., 2018).

Teorema 2. (RAMOS et al., 2018; RAMOS et al., 2019) Considere um sistedalinear e
incerto descrito por modeldszzypolinomiais em malha fechada representado por (24) atraves
da lei de controle chaveada (22) e que existe uma matriz soagolinomialX (X) € R™*™,
matrizes polinomiai#/j(x) € R™*™ tais que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

vT(X(R) —&e(x)l)u  éSOS (28)

o7 <T<x>m<x>x<i> XA 0T (x) ~ TIBHM (x)

—~M ()BT ()T () - ¥ ‘9;(7)5")(/\&@) +e (x)l) v éSOS  (29)
kek K
para todd € K, , sendce (), &;(X) > 0 para todo £ 0; v € R™ é um vetor que independe de
x e T(x) € R®*™ é uma matriz polinomial definida em (23). Entdo, a origemO0 é assinto-
ticamente estavel com a lei de controle chaveada (22), sgmelos ganhos do controlador sdo
dados poK;(x) = Mj(x)X L(X).

Demonstragdo Considere uma candidata a fungéo de Lyapunpy = X' (x)X " 1(%)%(x) > 0,
condicéao esta estabelecida na restricao (28) paraxted. DefinaVug(x) a derivada temporal
deV(x) para o sistema em malha fechada (24), com a lei de controleatia (22). Tem-se
que:

Vo (X) = 2% (X)X (%)% + KT ()X " L(R)K(x)

-1(g 30
= 287 (OX )T (x)[A(@,%) ~BOKa (%00 +57 (4 (kz ‘”‘a—xk(x)xk> i

ComoB!(x) = 0 parak € k, tem-se que:

=3 @i (A0R09) (31)
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parak € k. Por outro lado, considerandp em quei ¢ Kk e sabendo que a matriz simétrica
polinomialX (X) ndo contém tais variaveis de estado, logo tem-se:

IX1(X) _o (32)
aXi '
Portanto, de (30) e (31), tem-se que
Vi (X) = 2% (X)X ~L(R) T (x) [A(a, X) — B(X)K (X)] X(X)

Assim, note que de (22), e lembrando que o minimo de um cangminimeros reais &
menor ou igual do que qualquer combinacao convexa dos etem@este conjunto,

min {—X" (X)X ()T (X)BX)Ki (X)R(x) } < —KT (X)X 1K) T (X)B(x) (_iai K; (x)) K(X).

icKy

nr
Portanto, de (33) e da lei de controE—ai Ki(x) e (22) observa-se que

Vo (X) = 28T (X)X 1R T (X A(a, X)R(X) + 2irg[i<n{—>“<T (X)X LR) T (X)BX)Ki (X)R(X) }

+57(x) <§ IX®) (A'%a,x)i(x))) R(X)

= 28T ()X 1) T (%) [A(ar, X) + B(X)ug] K(X)

+5T(x) ( ¢ XX (Ak(a,x)ﬁ(x))> R(X) = Vua ().

& 0%
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A condicao (29) estabelece para todg 0 que

T (XA (X)X (R) + X AT ()T (X) — T(X)BX)Mi(X)

OX ()
-MIBTTT (0 - 5 55

(AR(x)) <0, (34)

Multiplicando (34) pela direita poxT”(x)Xfl(i) e pela esquerda pelo seu transposto, uti-
lizando o resultado apresentado no Lema 1 tem-seVgux) < O e desta formayye (x) <
Ve (X) < 0 para todo # 0, e assim a demonstracgo esta concluida. O

Facilmente pode-se observar que o Teorema 2 é uma exten3aomona 1, considerando
restricbes com polindmios multivariados, sendo este uim ice&ss geral.

Além disso, os controladores obtidos através do Teoremd@paao ser polinomiais, pois
sao dependentes da inversa de uma matriz poIinO(rTi%ﬂf(), 0 que torna esses ganhos dificeis
de serem implementados. No préximo subcapitulo sera ayieeke conceitos gerais sobre
decomposicao em soma de quadrados (SOS), que seré a mgiadbilizada para encontrar a
solucéo para as restricdes do Teorema 2.

2.4 EXEMPLO NUMERICO COMPARANDO OS MODELOBUZZY

Baseado em (RAMOS et al., 2019; RAMOS, 2018), considere wisegsistema nao linear
representado a sequir:

x = f(x) = ser(x)(2x)? + 75x = (4x x ser(x) 4+ 75)x = g(X)x. (35)

Para construcao dos modelos locais e das fun¢des de perdig@s modelofizzyTakagi-
Sugeno, sera necessario limitar o sistema em uma regidcedagdp, considerando por exem-
plo quex € [—26,5 26 5|. Desta forma, os modelos locais e as fungbes de pertingratia.a
operacao nesta regido séo representados da seguinte forma:

ar = |X|rggg§5(9(X)> =1788119  a= ‘X‘rgizgﬁ(g(X)) = —19,3317,
g(X) —Miny<265(9(X))

T MaXy<265(9(X)) — MiNy<265(9(X))’ o, =1—o;. (36)

sendaoa; e ap 0s modelos locaifizzyTakagi-Sugenog e a2 as func¢des de pertinéncia.

Diferente dos modeloizzyTakagi-Sugeno, o setor néo linear dos modé&lagypolino-
miais sera construido a partir de modelos locais nao liseddesta forma, torna-se possivel
em muitos casos encontrar um setor global para um sistemineag garantindo a exata re-
presentacdo da funcéo nao linear por modilagypolinomiais. Portanto, considerando como
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exemplo o sistema (35), os modelos locais polinomagise azp, € as fungdes de pertinéncia
a1p € azp SA0 representados a seguir:

agp = max(ser(x))(2x)% + 75x = (2x)% + 75x,
app = min(ser(x))(2x) 4 75x = — (2x)% + 75x,

_ senx) —min(ser(x))
91 = max(ser(x)) — min(senx))’

Observe que 0s model@szzypolinomiais possuem modelos locais com termos polinomi-
ais, o que possibilita nesse caso encontrar uma reprederttaguncéo nao linear (35) de forma
exata par& € (—o ), ndo sendo necessario limitar o sistema em uma regido dagémecomo
realizado para os modelészzyTakagi-Sugeno.

Na Figura 1 pode-se visualizar o setor ndo linear utilizamddelosfuzzyTakagi-Sugeno
através dos modelos locais lineares (linha continua emeltka)) que transformam-se nos se-
tores locais limitados emd < x < d (linha tracejada em azul), sendo= 26,5. Além disso,
na Figura 1 pode-se visualizar o setor ndo linear utilizanddelosfuzzypolinomiais com os
modelos locais néo lineares (linha continua em verde). -Beddservar que o setor ndo linear
construido através de modelos locais n&o lineares & maigmaa fungéo néo lineaf(x)
(35) (linha continua em preto) que o setor construido atilito modelos locais lineares e pos-
sibilita a construcao de um setor ndo linear global, sem essetade de considerar uma regiao
de operacao limitada para representar o sistema de fornea(@aMOS, 2018).

Figura 1 - Setor ndo linear do sistema (35) representads psbdoleloguzzyTakagi-Sugeno
(36) e polinomiais (37).
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10 20

Fonte: (RAMOS et al., 2019; RAMOS, 2018)
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Desta forma, como os model@szzypolinomiais possuem um setor nao linear mais proé-
xima da funcéo néo linear que os moddiaazyTakagi-Sugeno, pode-se obter uma reduc¢ao do
conservadorismo no projeto dos controladores, pois nggtra classe de funcbes que seriam
representadas pelos modelos lodaizy

2.5 EXEMPLO NUMERICO DE CONTROLE CHAVEADO

Nesta secdo sera apresentado um exemplo numérico com wv@bjetcomparar o Teo-
rema 2 com o projeto de controladores chaveados apresamamrema 1 para sistemas nao
lineares incertos descritos de forma exata em uma regiapefagio por modeldsizzyTS.
Considere agora o seguinte sistema nao linear incerto (F&N&t al., 2009):

X1 = (=14 Da(t) + X1 +XE + X1 X2 — X5) X1 + Xo + XU,

Xo = —ZSGH{X]) —6Xx2+ 7u, (38)

supondo que a incerte?g(t) satisfaz a condicdld\4(t)| < c. Desta forma, através dos modelos
fuzzyTS, o sistema pode ser representado de forma exata comsldeBamodelos locais e
restringindo o sistema em uma regido de operacao. Portgotojeto dos controladores nao
garantira a estabilidade global do sistema.

Para representar o sistema (38) em uma regido de operag@&iderex; € [—di, di] e
Xp € [—dp, dp], em qued; ed, sdo constantes satisfazenda @; < « e 0< dp < 0. O modelo
fuzzyTS pode ser obtido da seguinte forma:

X = iai(z) [Aix+ Biul, (39)

sendo que = [xl xz]T,z: [xl X2 Aa(t)]T,

Al:'kmax 1', Azz'kmax L]
_hmin _6_ _hmin —6
[ 1| Ao [l 1)
_hmax —6_ _hmax —6
A5: kmin 1 7 A6: kmin 1 7
_hmin —6 hmin -
[ 1 n 1
[k 1] pg_ |k 1]
_hmax —6 hmax —6
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—2serx —2se
hmin=_min (ﬁ) hmax= max (&>
[xa|<ds X1 X1 |<dq X1
n= min  (=1+4x+x+XX —X5+A2a(t)),
[x1|<dy,[xo|<d
ax=  Max (—1+x+XE+xx — X5 +Dq(t)). (40)

[x1]<dy,|x2|<d2

Como a variavel premissa depende de termos incertos, adudeg@ertinéncia também
dependera. Considerando qug < 20, a regido de factibilidade do Teorema 1 em fun¢éo da
regido de operacgdo e da incertégét ), pode ser visualizada na Figura 2.

Figura 2 - Regiao de factibilidade do sistema (38) descotadyodelosfuzzyTS utilizando o
Teorema 1, considerandixy| < 20.
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Fonte: Proprio autor.

Desta forma, pode ser observado que a regido de factibéli@ad funcéo do valor maximo
da incerteza e da regido de operacéo do sistema. De acord@thra descricdo global e exata
do sistema nao linear (38) pode ser realizada através dzagéib de quatro modelos locais
polinomiais descritos a seguir

2
X = Zl ai(2) {A (X)X + B(x)u} (41)

sendax = X(x) = [xl xzr, zZ= [xl Aa(a)} e

A — —1+x1+x‘%+x1x2—x§+c 1 Ay — —1+x1+x‘%+x1x2—x§—c 1
1 _9 _6 , M2 _9 _6 )
- 5 ) : - ) 5 2 (42
A — —“1+X1+X7+XXo—X5+Cc 1 A= —“1+X1+X]+XXo—%X5—Cc 1
3 0,4344 6|’ 0,4344 6
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Considerando quey,xp € (—o «), 0 projeto dos controladores utilizando o Teorema 2 é
factivel atéc < 0,39, o mesmo valor obtido com a metodologia proposta em (CAD,2014)
de acordo com (TANAKA et al., 2016), mas sem a necessidaddilizauo conhecimento
das funcdes de pertinéncia na composi¢cao do sinal de centesta € uma das vantagens do
controlador chaveado em relagdo a metodologia propostCé&@ et al., 2014). Os ganhos
para o controlador chaveado (22) encontrados atraves dermad® considerando= 0,39 sdo

dados a sequir:
Ki(X) = [1,83x1+o,12x2+0,22 —0,04],K2(x)= [1,72x1+o,11x2+o,25 —0,04},
Ka(xX) = [1,83x1+o,11x2+0,11 —0,04],K4(x)= [1,83x1+0,12><2+0,10 —0,04},

0,03742 8x10°1°
X =" . 43
® [8>< 10 o, 0027] (43)

Deve-se observar que os ganhos séo polinomiais, o que liexibiprojeto dos controlado-
res chaveados. Na Figura 3 pode-se visualizar o plano deldesistema incerto considerando
Ay = 0,39 x ser(200mt), sendo que o sistema realimentado € globalmente assamwite

estavel.

Figura 3 - Plano de fase do sistema (38) considerando a l@rdeote chaveada (22) com os
ganhos (43), sendo a condicao inicial representado poroueic) e a final por

um quadrado({).

10 ===——— ,
N T . T
— e e e ~ - - - - . ‘ e vy
e ™ ™~~~ >~ = 4y
M ™ ™~ ™~ ~ >~ ~ [
P ™S ™~~~ > sy
5\\\\ ~ [ A
N oy
MO N N oy
NN S NN s
~~ N 0
+ NN N oy
~ O\ NN O S |
& NN N [
NN N I
N N s Oy
NN < s L LA
NN G
-5§ NN |
NN e oA
NN - s e
NN N S
NN N N~ e P
10\ NN N s s e e | T T T T e

z1(¢)
Fonte: Proprio autor.

Como pode ser visualizado na Figura 2, a factibilidade dasraladores chaveados apre-
sentados no Teorema 1 para sistemas nao lineares desoritosgeloguzzyTS dependera da

regido de operacao do sistema. O projeto pode ser factiveelvpdores grandes de incerteza
considerando regifes de operacdo pequenas, mas o valanondgiincerteza admissivel para
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se conseguir factibilidade no projeto dos controladoresrdii com o aumento da regido de
operacao.

O controlador chaveado apresentado no Teorema 2 gararigbdidade global do sistema
nao linear descrito por modelaszzypolinomiais para um determinado valor de incerteza. Pode
ser considerada também uma regido de operacédo nos madedgsolinomiais, de acordo com
0S requisitos de projeto, e desta forma, obter uma regidadatibifidade para maiores valores
de incerteza.

2.6 CONCLUSOES PARCIAIS

Através do exemplo apresentado na Sec¢éo 2.1 foi possivit&eque a decomposi¢cdo em
soma de quadrados € uma extensado das desigualdades msdineses. Deve-se ter em mente
que as restricbes no projeto de controladores descritas s podem ser solucionadas
através do SOS, pois este é um caso mais geral.

Pode ser observado através das Secfes 2.2 e 2.3 que os nfodeydsS, que possuem
parte consequente linear, sdo um caso particular dos nsfielnypolinomiais, cuja parte
consequente é nao linear. Como apresentado em (RAMOS 2048), os modelos locais nao
lineares se aproximam mais da funcéo linear, reduzindo seteadorismo na descricdo dos
sistemas nao lineares por modeiozzy

Além disso, a analise da estabilidade e estabilizacdo tknss nédo lineares descritos
por modelosfuzzypolinomiais pode ser realizada considerando uma candal&tacéo de
Lyapunov polinomial, que € menos conservador e uma casogaabque a candidata a funcéo
de Lyapunov quadratica considerada comumente na elaloodacfirojeto de controladores,
como em (BOYD et al., 1994; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et,&018b).

Além disso, através do exemplo apresentado na Secéo 2.pederificar que o projeto
dos controladores para pequenas regides de operacéo padgrgaaiores valores de incerteza.
Considerando o projeto para grandes regides de operacaalesceacdo global do sistema
nao linear através dos modelozzypolinomiais, o valor maximo da incerteza podera nao ser
menor.

No proximo capitulo sera apresentado o projeto de conwotsdrobustos para sistemas
nao lineares descritos por modefagzyconsiderando a minimizagéo do limitante superior de
um indice quadratico (custo garantido).
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3 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO PARA MINIMIZAR O CUSTO
GARANTIDO

3.1 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO

Neste capitulo sera apresentado o projeto de controladbeegados para sistemas néo
lineares incertos descritos por modefiozzypolinomiais considerando a minimizagéo do limi-
tante superior de um indice quadratico relacionado comab dsaida e o sinal de controle do
sistema.

E usual que alguns projetos de controladores considerenusia garantido como indice
de performance e o minimizem (TANAKA; OHTAKE; WANG, 2009; BECTO et al., 2010;
BIZARRO, 2021; SILVA et al., 2021). Em Deaecto et al. (2010naimizagdo do custo
garantido foi relacionado com a dissipacéo de energiatérde conversores CC-CC. Em Silva
et al. (2021) e Bocca et al. (2022) a minimizacdo do custongaarelacionado a saida do
sistema reduziu as oscilagdes e o tempo de transitorio orsis Em Bizarro (2021) e Carniato
et al. (2020) o custo garantido foi utilizado como um indieeldsempenho no projeto da lei de
chaveamento.

Considerando gque o sistema néao linear incerto (5) desaitonpdelosuzzypolinomiais
em (21) considerando que as matriB¢a,x) = B(x) eC(a,x) = C(x) séo conhecidas, ou seja,
nao dependem de termos nao polinomiais ou incertezas. B@sta, 0 sistema néo linear
pode ser representado pela combinacdo convexa dos satEsstéo lineares com as fungdes
de pertinéncia da seguinte forma

s

X = Z ai [A(X)X(X) + B(x)u] = A(a,x)X(x) + B(X) u,

y = C(X)X(X).

(44)

Da mesma forma como apresentado na Secéo 2.3, as funcOasio@nee seréo incertas
pois dependerdo das incertezas variantes no tempo presentastema. Desta forma, sera
considerado a seguinte lei de controle chaveada que sgdaaio controlador polinomi#y ()
que pertence a um conjunto de gankgx) € R™*™ j € K, } dado por:

U= Ug = —Kg(X)X(X),

o = arg min { — 28T ()X HR)T (0 BX)Ki (X)R(X) + KT (XK (x)SK(x)f((x)},

1€Kn,

(49)

sendo a matriZ (x) € R™*™ definida em (23)X(X) € R™*™ relacionada com a candidata a
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funcéo de Lyapunov8c R™*™  De (44) e (45), sera considerado o sistema em malha fechada

a seqguir
nr

% = A(a,X)R(X) + B(X)ug = Zlai <Ai (X) — B(X) Kg(x))f((x). (46)
i=
Caso matrizB(a,x) seja ndo conhecida, ou seja, dependa de termos n&o polin@uia
incertezas, pode ser utilizada a mesma metodologia apaelsena Secdo 2.3 com 0 objetivo
de que a matriB(a,X) = B(x) seja conhecida. Desta forma, pode ser utilizado a lei desghav
mento (45) e o projeto de controladores que sera apresemeatcapitulo.

A lei de controle chaveada (45) sera utilizada para mininodanitante superior do indice
de performance descrito a seguir

J= /Ow (Y (ORy) + T 0)SUD)) dt. (47)

sendoR € RY*"Y e Sc R™*™ s30 matrizes definidas positivas, para qualquer condigéialin
X(x(0)).

O projeto de controle ira4 considerar que a condi¢&o ini@digmce a um conjunto convexo
de condicdes iniciais representada da seguinte forma:

X(0) = Zxol)\mxm(O), iol)\m =1, (48)

sendo que\y, > 0, para todan € Ky considerando quey, pertence ao conjunto dos nimero
inteiros maior que zero.

Baseado em (SOUZA et al., 2013; RAMOS et al., 2018; ALVES .e28l18) uma condicao
suficiente para o projeto dos controladores consideraneicde ichaveamento (45) e o sistema
nao linear incerto representado por modélazypolinomiais (44) sera apresentado o teorema
a seqguir.

Teorema 3. (RAMOS et al., 2019) Considere um sistema nao linear inaiserito por mode-
los fuzzy polinomiai§46) e o indice de performance J €@i7) sendo, Re R™*"Y e Sg¢ RN
séo matrizes definidas positivas. Se exite uma matriz soadgtolinomial X(X) € R™*™% ma-
trizes M(x) € R™*™ e escalarey > 0 e 8 > 0, tal que o problema de otimizagéo a seguir é
factivel

minimize y

X (%),Mi(x)

sujeito a

uf (X(X) —er(X)1)uy € SOS (49)
oT

ol Y (Xm(o>)] v,  éSOS (50)
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—u3 | COX(®)  —R1 0 |us éSOS (51)

sendo
Wi = T()A()X(R) — T ()BX)M;i (X) + X(RAT ()T (x) — M ()BT () TT (x)

OX(R) /oo i
3 o MR+ 26X(R),

para todo i€ K, e me KnXO, sendouy, Uy e U3 sdo vetores que independem deex(x) > 0

e &i(x) > 0 para x# 0. A lei de controlg(45), sendo K(x) = M;(x)X}(%), torna o sistema
nao linear incerta46) assintoticamente estdvel com uma taxa de decaimento maigual a
B. Deste modo, sera garantido o indice de performancé4atnl < y para todas as condi¢cbes
iniciais x(0) definidas ent48).

DemonstracdoConsidere uma candidata a fungcéo de Lyapunov definida arségx) =

KT ()X 1(%)%(x) sendoX ~1(%) € R™*™ é uma matriz polinomial simétrica. A condigéo (49)
implica queX (%) e X ~1(X) sdo matrizes positivas definidas para taéalesta form¥ (x) é uma
fungéo funcéo polinomial definida positiva. De (46), (4528)(tem-se ao longo da trajetoria
de estado do sistema,

=X (x) (X_l(f()T(X) (A(a,x)~B(x)Kg (X)) + (AT (a1, ) ~Kg ()BT () TT ()X (%)

X . .
% AX(a, x)x(x)) X(X). (52)

Por outro lado, assumindo que as condi¢cdes no Teorema 3tssfeites, entdo aplicando
o complemento de Schur duas vezes com relagéo a ultima lioblaea de (51), é encontrado

Yi+ M ()SM(x) X(X)CT (x)
C(X)X (%) ~R1
Wi + M (X)SM(X) + X(X)CT (x) RC(X)X (%) < 0.

<0,

(53)

~

Pre e p6s multiplicando a segunda restrigio em (53Xpo(X), fazendd; (x) = Mi(x)X (%),
considerando o resultado do Lema 1, entdo multiplicandswolteelo por pom; e fazendo a
soma de = 1 atén,, pode-se encontrar

XTHR)T () (A, x)—B(x)K (a,%)) + (A" (o, ) KT (a,x)BT ()) T ()X (%) (54)
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iy MT:lfi)Ak(a,x)i(x) +2BX (R +

'iaiKi-I—(X)SK(X)—I—CT(X)RC(X)] <0

Da lei de controle (45) e sabendo que o minimo de um conjuntaideros reais € menor
ou igual que qualquer combinacao convexas dos elementtsategunto, note que

Zl ais (%) [ —2X LR T(X)BXK; (X) + KT (x)SK(x)} (x)

(55)
> 8T (x) [— 2XL(R)T (X)B(X)Ko (X) + KT (x)SKa(xﬂ R(x).
Considerando o indice de performadogado em (47) e adicionando
K (9 (X LR T (A, X) +AT(a, x)TT( )x—l(f()
+CT(X)RC(X) +2BXL(R) + z _ ’~° K(a x)>“<(x)>>2(x)
kek
em ambos os lados da equacéo (55), tem-se
Vo +2B%T ()X (R)R(X) + Ho < Va + Ha + 28K (X 1(R)R(X), (56)
sendo
oT g T T 1y OX(R) o
Vo =X (X) | X (X)T(X)A(a,x) + A" (a,x)T" (X)X (X) + Z 5 A (a,x)X(x)
kek Xk
—XTHRT (0B(X)Ko(x) —Kg(x)B (X)TT(X>X‘1(>”<>] X(x),
Vo =X (%) X‘l(i)T(x)A(a,x)+AT(a,x)TT(x)X‘1(>”()+k§< ’”(T:k(i)A"( X)R(X)

—XYTX)BXK(a,x) — KT (a,x)BT(x)TT (x)X (%)

Ho =" (x) (CT(ORCHX) + K (x)SKa () ) R(x).
Ho = K" (X) (CT (X)RC(X) + 2 aik (x)SK(x))k(x).

De (54), note que para# 0, Vy + Hqg +2B8%" (X)X 1(%)X(x) < 0. Entdo, considerando
(56), pode ser observado que, para 0,

Vg +Ho + 2B (X)X "L(R)%(x) < 0

Vo +2B%" ()X L(R)X(x) < —Ho. 57)
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Observando quR e Ssdo matrizes definidas positivas, de (57) pode ser obtidd/gue
—2B%" (X)X~ L(R)%(x). Esta & uma condicgao suficiente para a estabilidade agsindotsistema
(46) com a lei de chaveamento (45), com uma taxa de decaimaitw ou igual g8 (BOYD
et al., 1994). De (57) e sabendo q)ﬁél(i) > 0, segue qu¥/, < —Hy. desta observacao,
integrando de 0 & e sabendo que lim«X(t) = 0, por que o sistema em malha fechada é
assintoticamente estavel, considerando (47), tem-se que

3 < 8 (x(0)X"{RIR(X(0)) = Vo (X(0)). (58)

Alem disso, multiplicando (50) pokm € somando den= 1 atény, e entdo aplicando
o complemento de Schur com respeito a segunda linha e calaneguacao (48), pode-se
encontrar que
y >R (x(0))XHR)R(X(0)). (59)

De (58) e (59), é garantido que< y para todo(xm(0)), e assim a prova esta concluidd.l

Considerando a seguinte lei de controle
u=—K(xX(x), (60)

note que a esta lei de controle tem apenas um Unico ganh@pdihe é independente das
fungBes de pertinéncia. O sistema em malha fechada é dada por

% = :Zl ai <Ai (X) — B(x) K(x)) R(%). (61)

Portanto, o proximo teorema apresenta o projeto considerartei controle (60).

Teorema 4. Considere um sistema nao linear incerto descrito por maxl&lazy polinomiais
(44) com a lei de controlg61) e o indice de performance J ef#7) sendo, Rc RY*™ e
Se R"™*™ sgo matrizes definidas positivas. Se exite uma matriz sgadtolinomial X(X) €
R™*™ matrizes M(x) € R™*™ e escalarey > 0 e 8 > 0, tal que o problema de otimizacéo a
seguir é factivel

minimize vy

X(%),Mi (x)

sujeito a

i (X(®) —e(x)l)uy  éSOS (62)

A~

;
vz [)A((Xr:(O)) ' §<X2n”(>0))] 2 €508 ©
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D+ & (X)) XECT(x) —MT(x)
—0d | C(XX(R) -R1! 0 |us éSOS (64)
~M(x) 0 -st

sendo
W =T (X)A (X)X (X) — T(X)BX)M(X) + X(EAT () TT(x) —MT ()BT (x)TT (x)

-y IX(X) AL(X)R(X) + 2BX(R),

KEK 0%

para todo i€ K; e me KnXO, sendoui, Uy e Uz sdo vetores que independem degx(x) > 0

e &i(x) > 0 para x# 0. Entdo a lei de controlg60), sendo Kx) = M(x)X (%), torna o
sistema néo linear incert(61) assintoticamente estavel com uma taxa de decaimento igual o
maior queB. Deste modo, sera garantido o indice de performancédtnl < y para todas as
condigdes iniciais §0) definidas enf48).

DemonstracaoE similar a prova do Teorema 3. O

Na secao a seguir serdo apesentados exemplos numeéricogdpraciaram as vantagens
do controlador proposto nesta secao.

3.2 EXEMPLO NUMERICO CONSIDERANDO O CUSTO GARANTIDO

Considere o seguinte sistema néo linear baseado em (CAQ 20H4):

X1 = (=14 (L+A(L)) X1+ 5§ +XaXe — X8)Xq + Xo + X1,

(65)
Xo = —ZSGI(X]_) —6Xo+ 7u,

sendoA(t) uma incerteza satisfazeniid(t)| < 0.2 para todd. Todos os resultados de simu-
lag@o neste exemplo foi consideramip) = 0.2ser{200mt). Contudo deve ser observado que
A(t) é considerado incerto, mas o modulo € igual ou menor do fueF@rtanto, o sistema néo
linear incerto pode ser exatamente representado por nefdekypolinomiais como em (44),
sendax(x) = xe

1412+ XX — X8 1]

Aalx) = -2 6|
Ao(x) — 1412+ XX — X8 1]
20 0,4344 6|
140,88+ +XXo—x3 1]

Aolx) = -2 6|
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1408+ xe - 1
AalX) = 0,4344 —6|’
T
Bi=...=Ba¥=|x 7|, Cx=[1 0] (66)

deve ser observado que a maBix) é conhecida, pois ndo depende de termos ndo polinomiais
ou incertos. Portanto, a lei de controle chaveada (45) pedédisetamente utilizada, sem a
necessidade de se adicionar integradores como descriecia 3.3.

Teoremas 3 e 4 séo utilizados para projetar os controladmesiderando uma taxa de de-
T
caimento especificada confo= 0, o conjunto de condicdes iniciais1(0)) = [—10 —10] :

T T T
%0(0) = |-10 10, X(xs(0)) = |10 ~10] , eX(xe(0)) = |10 10 , as matrizeR -
0,1x1eS=0,1, sendd uma matriz identidade de dimensdes apropriadas e 0s elesndant
cada ganho s&o polinémios de ordem igual a 0, 1 e/ou 2, e e®pubse; (X) = &;(x) = 0.01
em ambos os projetos.

O projeto com o controlador com um unico ganho apresentadeoema 4 nao foi facti-
vel, contudo o projeto do controlador chaveado apresemtad@orema 3 foi factivel, com os
seguintes resultados

X(%) — 0,4883 —6,8917x 107°
~ |-6,8917x 10°° 8,4715 |
- AT
ka0 = 19,5783 — 0,33x; — 0,7253
YT 11,469% 107%%; — 6,9621x 10 O, +7,775|
- AT
o) = 18,403 — 0,2748 — 0,7519
2% 7 11,376x 10%x; — 6,6387x 10 8%, +7,250|
- 1T
ka0 = 19,9278 — 0, 265%, — 0,4955
71,4965 10 “x, — 6,8856x 10 °xp 47,951
- 1T
a0 = 21,32x; — 0,2636¢ — 0,1373 ©7)
~|1,602x 10%x; — 7,1521x 10 ®; + 8,626

o limitante superior do custo garantido obtido yoi 216, 59.

Considerando a condi¢&o inicia{x2(0)) = [10 —10], a Figura 4 mostra as variaveis
de estado do sistema (65) e a lei de controle chaveada (4%) (& controlau e a regra de
chaveamento (t)) com os ganhos polinomiais obtidos em (67).
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Figura 4 - Variaveis de estado do sistema (65) e a lei de denthaveada (45) (sinal de con-
trole ug(t) e o indice de chaveamendxt)).

- 10
é?l 0 - flO |
P or —= —_—x
t—‘/-lOf 1 e { R—l
oy 20 2Oo 0.02 0.04  0.06 i | =
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1000
5 0
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S -1000 ]
-2000 ‘ ‘ ‘ :
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t(s)
4 ;) ‘ ‘ ‘
=3[ @ "" |
Tl 2 ]
11 0 002 004 006008 01 ‘ ‘ i
0 0.5 1 15 2 2.5

t(s)
Fonte: Proprio autor.

Portanto, como visto na Figura 4, o sistema nao linear in¢ég), descritos por modelos
fuzzypolinomiais em malha fechada como em (46), com a lei de certhaveada (45) e ganhos
polinomiais torna o sistema assintoticamente estavéikarido todos os ganhos calculados. O
valor do indice de (obtido através da equacéo (47)) durasitawdacéao foil = 74,02.

Deve-se destacar que as fungdes de pertinéncia ndo foteraddas na composi¢ao do sinal
de controle pois ela depende da incerteza do sistema, erdedte se torna mais complexo de
obté-las ao longo do transitério do sistema. Desta formsgmmiamos que a lei de chaveamento
pode ser aplicada com mais facilidade que aquelas queantile&s funcdes de pertinéncia para
compor o sinal de controle.

3.3 CONCLUSOES PARCIAIS

Baseado em (SOUZA, 2013; RAMOS et al., 2018; ALVES et al.,8 i apresentado
neste capitulo uma lei de controle chaveada para minimifiari@nte superior de um indice
guadratico (custo garantido) para sistemas nao lineasesities por modelo&izzypolinomiais.

A lei de controle chaveada (45) torna o sistema assintogoéerestavel para um conjunto
de condig¢@es iniciais, considerando parametros incesgrglo que os valores de maximo e
minimo das incertezas conhecido. Sabendo que a fungéo tieépera pode ser incerta, a
lei de controle chaveada (45) ndo depende das funcdes deépera para compor o sinal de
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controle.

Através do exemplo numérico apresentado na Secao 3.2 podstsejue a lei de controle
chaveada torna o sistema assintoticamente estavel e é omrsEsVvativa que a lei de controle
com um Unico ganho. Sendo que a lei de controle com um Unicbogfm utilizado para
comparacao pois o sinal de controle também nao dependerdgefide pertinéncia.

No proximo capitulo sera proposto projeto de controladooes condi¢cdes mais relaxadas
que os apresentados até agora.
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4 CONDICOES RELAXADAS PARA O PROJETO DE CONTROLADORES
CHAVEADOS

4.1 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO RELAXADO

Inicialmente, deve ser observado que as lei de controleecldavapresentado em (22) e
(45) dependem que a mat{a,x) do modelofuzzypolinomial (21) seja conhecida, ou seja
B(a,x) = B(X) ndo dependendo de termos n&o polinomiais ou incertezastéosi. A meto-
dologia apresentada na Sec¢éo 2.3 quando a niiisizx) € desconhecida pode influenciar na
regido de factibilidade.

Desta forma, a nova de lei de chaveamento proposta utilizezes auxiliareQj(x) €
R™"% j € Ky, para escolher o indiae. A lei de controle é definida da seguinte forma:

o = —Ko (09, 0= arg min " (T ()Q} (%09} (68)

sendoo € Ky, € 0 menor indicg que resulta no menor valor o€ (X)Q;j(X)X(x), j € Kn,. De
(21) e (68), o sistema em malha fechada pode ser represeaamn

xz__iiai (2) 1A (%)~ B (%) Ko ()} R(0). (69)

Em muitos projetos de controladores apresentados natlitar@TANAKA et al., 2009;
CAO et al., 2014; RAMOS et al., 2019; RAMOS et al., 2019) e napi@los 2 e 3 para sis-
temas nao lineares descritos por modé&zzypolinomiais os controlares dependem da matriz
polinomial X ~1(%X). Deste modo, considerando que a ma¥iz'(%) contém polindmios com
ordem maior que zero, os elementos das matX4&3 e K (x), j € Ky, podem néo ser polino-
miais, mas funcdes racionais. Em implementacfes praficagies racionais presentes na lei
de controle tem um custo computacional de implementacgaorri€iM; PARK; JOO, 2016).

Considere a seguinte expressao nula que sera utilizadaorestas a serem propostos

2 <>2T ()N + px" (x)N) X ( —X(X)

+_i s (T(9A (%)~ T(Bi(X) Ka<x>)£<x>> ) (70)

sendoN uma matriz arbitraria com dimensdes apropriadas.

Observacéo 1.Para demonstrar que a express@®) é nula, dg69) e (23) pode ser observado
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que

r

KX =T00 S (2) (A (9~ B (9 Ko (O} R (3.

Deste modo, a equacdad0) pode ser reescrita como
2(>zT (XN + pg" (x)N) x ( —RX) + i(x)) ~0, (71)
porque(—X(X) +X(x)) = 0.

O teorema a seguir, usando a lei de controle chaveado (68)@mestabilizacdo de uma
classe de sistemas néo lineares incertos descritos potesdaezypolinomiais como em (21)
sem o conhecimento das func¢des de pertinéncia para compulals controle da lei de con-
trole chaveado (68).

Teorema 5. Considere um sistema nao linear incerto representado pataies fuzzy polino-
miais como enf44). Suponha que existem matrizes simétridd®,d0; (x(t)), Z (x(t)) € R,
uma matriz constante € R™*"™ e escalaresg > 0, tal que as seguintes condi¢des sdo satisfei-

tas:
u{ J(®) —e(x))ur € SOS (72)
- ®;(x) * :
% aw - LT+u( WAL —H(L+LT)+2i(X>+52i(X)|]U2 esos (1)
o [He{ —T(BIOM; (%)} — &y 5o i
: u(— 9B 00M(0) | ) 6508 7
sendo
0J(R) ks
®i(x) =He{T (XA (X)L} +Qi(X) + & X+ o (AK(XR(%)), (75)
kek

paratodoij € Ky, sendoei(X), &i(x) > 0 para todo x# 0, e vy, Uy, U3 Vetores que séo inde-
pendentes de x com dimensdes apropriadas. Entdo a lei deadhaveadd68)torna a ori-
gem do sistemas¢ 0 um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, seng K M;(x)L 1

eQ(X)=L TQ(xL?

DemonstracdoConsidere a seguinte funcdo de Lyapulgx) = X' (x)P(X)X(x) senddP(X) €
R™*™ uma matriz simétrica polinomial. De (74) observe i) > 0 e de (73)u(L+L") —
Zi(X) — &i(x)l > 0. Entéo, com@ > 0 e&5(X) >0, segue que+LT > u=1(Z,(x) +&x(x)1) >
0 e entdo existe a matriz 1. A restricdo (72) implica qué(X), considerando a definicao
J(%) =L TP(X)L~! é positiva definida para todg eV (x) é uma funcéo definida positiva para
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todos os valores de Portanto, a derivada no tempo da candidata a fungéo de hgapifx) é
calcula como:

V(x) = 2% (X)P(R)R(X) + KT (X)P(R)K(X). (76)

— 28T (XINR(X) — 2u%T (X)NE(X) } 77)

Agora, suponha que exista matrizes simétri@a), Zi(x) € R™*™, tal que
2ux" ()N (=T (X)Bi(x)K; (X)) X(X)

+ 28T (N (=T (X)Bi(x)Kj (X)) X(X) < KT (X)Q;j(X)R(X) +R(X)Zi (X)X(X). (78)

Entdo, multiplicando (78) pom;, e fazendo a soma de= 1 atén,, e trocando o indic¢
por o, obtém-se

(KT (9Qo()%(X) + X0 Z(a, R(x) ). (79)

Considerando que o minimo de um conjunto de nimeros reaisiérroa igual que qual-
quer combinacao convexa dos elementos deste conjunto. 8)e (émbrando que; > 0 e
1

Z a; = 1, observe que
|

£ (X)Qa(X)R(X) = min K (Q(XR(X)} < iai 1 (X)Qi()R(X).
Entdo, de (79), temos que

2087 (ON( =T (9B(t, Ko (X)) R() + 20 (N(— T (X)B(ar, X)Ks (%)) 2

<Sa ()?T (X)Q (NR(X) + K" (X)Z (x)i“((x)) . (80)
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De (77) e (80), para # 0, observe qu¥ (x) < 0 se

2%(X)P(R)K(X) 4+ K" (X) < > 05—)2? (A!‘(x)f((x))) K(X) — 2X7 (X)NK(X) — 2ux’ ()NX(x) ~ (81)

kek

+2uxT (X)NT(X)A (X)K(X) + 28T ()NT(X)A (X)R(X) + LT (X)Qi(X)K(X) + X (X)Zi (X)X(X) < O.

Considerandd(x) = diag{NT, NT} x [XT(X) )?T(x)]T, pre multiplicando poQT (x) e
p6s multiplicando porQ(x) as restricdes (74) e (73) e fazendo as seguintes mudancas de
varidveisL = N7, Mj(x) = Kj(})N™T, J(%) = N IPON"T, Qi(x) = N"IQ(xONT, Z =
N~z (x)N’T, pode-se concluir que as restricdes (78) e (81) sédo s#isfeespectivamente.
Portanto, a prova do Teorema 5 esta concluida. O

Observagéo 2.SeX(x) = x, P(X), Ai(x), Bi(x), Qj(X),Zi(x) e Kj(x),i, j € Kp,, S840 matrizes cons-
tantes, entdo a condicdo do Teorema 5 e a lei de chaveani@d}@ reduzido ao projeto de
controladores chaveados baseado em modelos fuzzy TS fw@mg{SOUZA et al., 2013). A
metodologia proposta no Teorema 5 introduz mais variaveisiecisdo que a lei de controle
chaveado proposta nos trabalhos (RAMOS et al., 2019; RAM@§, £018; RAMOS et al.,
2019). A partir da abordagem apresentada neste capitul@sselementos da matriz(8, x)
sdo nao polinomiais ou incertos, ndo € necessario a utifivade integradores no projeto de
controladores.

Pode ser observado que o Teorema 5 pode ser utilizado pgetapantroladores robustos
chaveados para sistemas néo lineares descritos por mddetgpolinomiais com incertezas
politépicas como em (RAMOS et al., 2018). Do mesmo modo quéAES et al., 2016;
OLIVEIRA et al., 2018b; RAMOS et al., 2019), controladoresrcum unico ganho séo uti-
lizados para comparar os resultados obtidos com o contmotddhveado. O teorema a seguir
apresenta o projeto de controle robusto com um anico ganho.

Teorema 6. Considere um sistema néo linear incerto descrito por maxlélazy polinomiais
(21). Se exite uma matriz simétrica polinomigkj € R™*™, uma matriz polinomial Ni) €
R™ ™ uma matriz constante £ R™*™ e um escalau > 0, tal que as seguintes restricées
séo satisfeitas:

v{ AR —e1())ur € SOS (82)
(11
T [®77(X) * 4
— Uy q)i(z’l)(x) LT 1 v €S0S (83)
sendo
o (x) = He{T (x)Ai(X)L — T (x)Bi(x)M(x) } +kz 0;)((;) (AN(X)R(X)) + &2 (X1,

o2V (x) = I(%) — LT+ p(T(NA X)L — Bi ()M(x)),
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para todo i€ K, sendog;(x), &i(x) > 0 para todo x+# 0, sdo polindbmios ndo negativos, e
U1, U2 S@o vetores que independem de x com dimensdes apropriattas.ddei de controle &=
—K(x)X(x) torna a origem do sistema=x 0 um ponto de equilibrio assintoticamente estavel,
sendo Kx) =M (x)L~1.

Demonstracdo A prova é semelhante a apresentada no Teorema 5 consid&ande= K(x).
U

O teorema a seguir mostra que se o projeto dos controladdeatieel com um Unico
ganhoK (x) relacionado com a lei de contrale= —K(Xx)X(x), ent&o o projeto dos controladores
chaveados (68) também sera.

Teorema 7. Suponha a existéncia de uma matriz polinomial simétri¢d) X R™ ™, uma
matriz polinomial Mx) € R™*™, uma matriz constante £ R™*™ e um escalau > 0 tal que
as restric6eg82) e (83) sdo factiveis sends (x), £ (x) > 0 para todo x# 0. Os vetore), Us
séo independentes de x. Entdo a origem do sis{@hgcom a lei de controle &= —K(X)X(x),
cujo sistema em malha fechada é representadopo(A(a, x) — B(a, x)K(X) )X(x), € um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel. Aléem disso, saeek(x), j € Kp,, tal que K(x) =
M;j (x) L-1(x), as condicdes do Teorema(32), (73) e (74) sdo satisfeitas.

DemonstracdoPrimeiramente, se (82) é satisfeita, en§&) é uma matriz polinomial defi-
nida positiva, por qué(X) = L~ TP(X)L~! > 0. Considere uma candidata a func&o de Lyapu-
novV(x) = X(X)P(X)X(x). Entdo, para o sistema n&o linear em malha feckaddA(a,x) —
B(a,x)K(x))X(x) e considerando a expressdo nula (70), temos quexparta

V(x) = Zaﬁ {2200PER09 + (9 (kz (AE09500) )09
£ 208 CON(T(OA () — T (0B (K () ()
+2%T (x)N (T()AI(X) = T (X)Bi(x)K (X)) R(x)
X

— 28T (X)NK(X) — 21T (X) Ni(x)} <o. (84)

J0P(X)
an

Se as condigbes (82) e (83) séo satisfeitas paraitedd,,, por quea; > 0,i € K, , e
r

Zai =1, entdoV(x) < 0 parax # 0, e a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente
i=
estavel para o sistema= (A(a,Xx) —B(a,x)K(x))X(X).

Como pode ser visto na prova do Teorema 5, a restricéo (73) € (e as inequagdes (81)
e (78), respectivamente, portanto

< 8T (0Q (R() + KT (NZ ()Z(x), (85)
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23(0P(300 +57 0 (5 %500 A <x>2<x>>)ﬁ<x>
+2pxT ()N (T (A (X))R(x) + 2% N (T (X)A (X)) (X
o i 20 (N4 (YIRS +F G <0, (@8

e isso implica que a lei de controle (68) pode tornar o pontequdibriox = 0 do sistema (69)
assintoticamente estavel. Para mostrar que (84) implio@#&)re (78), considerk;(x) = K(x)
e Qj(x) = 0 para todoj € Ky, . Entéo, de (84) pode ser observado que exjste0 pequeno o
suficiente, desta forma, paxaz 0 tem-se que:

+2X7 ( )N)?(x)+2 T( X)NX(X) + % (X)R(x) < 0. (87)

Definindo

Z(x) =2uR" (X)N( — T (x)Bi(x)K (X)) R(x) (88)
+ 28T ()N (= T (X)Bi(X)K (X)) R(X) + @R" (X)R(X),

entdo (87) implica na factibilidade de (89):

2%(X)P(X)X( ( S =

+2px ()N (T (x)A (X)) R( )+2x CON(T (X)A (%) )R(x)
— 2XT (X)INX(X) — 2ux" (X)NK(X) 4 Zi (X) < 0, (89)

parax # 0, descrito em (81), pa@;(x) =0, i € Ky, .

Observe que neste caso a restricdo em (78) € também satjsedtx £ 0, entdo de (88)
tem-se:

2ux" (XN (=T (%)Bi(x)Kj (X))R(X) + 2% ()N — T (x)Bi (x)K; (X)) R(X)
— %" ()Qj (R(X) —X" (X)Z (X)X(X)
(= TOIBIOK; (X))R(X) + 28T (N =T (x)Bi (X)K; (X)) X(x)
—2pxT (N (=T (0Bi (})K (X)) X(x) — 2T (})N( =T (X)Bi (3K () ) X(X) — @& ()R(x)
= — %’ (X)X(X) < 0. (90)

e desta forma, a prova do Teorema 7 esta concluida. O
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De acordo com o Teorema 7, se pode ser obtido um controlagor-K(x)X formado
por um Unico ganho polinomial, dependente do vetor de esladsistema, € possivel obter
controladores polinomiais chaveados (68) tornando a wrige sistema controlado= 0 um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

4.2 DISTURBIOS E/OU INCERTEZAS NO SINAL DE CONTROLE

Esta secdo apresenta uma abordagem para suprimir uma aéadgirbios, ou incerte-
zas relacionadas com o sinal de controle. Inicialmentesidere uma classe de sistemas néo
lineares incertos que podem ser descritos por modiekzgpolinomiais da seguinte forma:

X =A(X,0)X(X) + B(x, a)u+B(x,a)d(t), (91)

sendd(a,X) =Bp(X)g(2), g(z) > 0,d(t) € um disturbio ou incerteza sendo gue< d(t) < po.
Além disso, considere a lei de controle chaveado a seguir:

U=Ug — p¢7
¢ =arg min'{ —& (OPRIT(X)Bo(x)p1 | (92)

sendoug a lei de controle chaveada definida em (68). Deste modo, deneso Teorema pro-
posto a seguir.

Teorema 8. Considere que as condi¢bes do Teorema 5 para sistemas reéardincertos
descritos por modelos fuzggl) considerando a lei de controle chavea®8) sao satisfeitos,
sendo K(x) = Mi(x)L "t e Q(x) = LT Qi(x)L ! para todo ic K. Ent&o o ponto de equilibrio
x = 0 do sistema néo linear incer{®1) com a lei de control¢92) € assintoticamente estavel.

Demonstracdo Considere uma candidata a fungéo de Lyapunov polinoviigl =

LT (X)P(R)K(x), P(X) = PT(X) €« R®*™_ Ent&o, considerando o sistema representado em (91)

com a lei de controle chaveado (92), temos que:
(R)X(X) + X7 (QP(R)R(x)
(RT () (A @)% +B(x, @) (ug — pg) + B(x, @)d(t) ) + K (X)P(R)K(X)
— 28T (X)P(R)T(X) (A(x, )%+ B(x, a)ug)
(¥)P(

X)PR)T (B, ) (d(t) — pg) + KT ()P(R)K(X). (93)

Da prova do Teorema 5 e sabendo &de) = Bp(x)9(2), g(z) > 0 para todo # 0,

V < 28 (x)P(R)T (x)Bo(X) (d(t) — pg)9(2(t)). (94)
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Deve ser observado que a fungiib) pode ser reescrita como uma combinacdo convexa da
d(t) = Ta(t)pr + T2(t) p2; (95)

sendory(t), T2(t) > 0e

Portanto, de (91) e (94)
KT (X)P(R) T (X)B(x, a)d(t) — X" (X)P(R) T (X)B(X, &) g

=K (WPERITXB) 3 nt)a-+ min { T (OPRT (9B }

2 2

(X)P(X)T (x)Bo(X) ZlTi (t)pi —XT ()P()T (x)Bo(X) Zl Ti(t)oi = 0. (96)

IN
%

Comog(z(t)) > 0 para todo(t) # 0, e de (94), (96) e do Teorema\B(x) < 0. Entdo, a
prova esta concluida. O

Observacéo 3.0 Teorema 8 pode ser utilizado em conjunto com o Teorema édewasdo um
sistema nao linear incerto descrito por modelos fuzzy patiis(21) com a lei de controle
u= —K(x)X(X) — py, considerando Kx) = M(x)L™*.

4.3 EXEMPLOS NUMERICOS
4.3.1 Exemplo numérico 1

Considere o sistema nao linear apresentado em (TANAKA e2@09):

X1 = (=14 Aq(t) +X1+X% + X1 X2 — X%)Xl—l—Xz + XU,
Xp = —2ser{x;) — 6xz + 7u, (97)

sendo qué\,(t) € um parametro incerto variante no tempo que satig&gz)| < c, para todo
t > 0, considerando quz é uma constante positiva conhecida. Neste exemplo seri@leao
Aa(t) = casen200mt), e deve-se observar que os valores de maximo e minimo,sée-c;,
respectivamente.

O sistema nao linear incerto (97) pode ser exatamente ttegorimodeloguzzypolinomi-
ais. Sabendo que o sistema contém um termo ndo polinomiegltdide uma incerteza, entéo,
0 nimero de regras necessario sgra 4. Consideranda(X) = x = [x1 x]" e que para todo
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X1, temos que-0,4344< 2serix;) /X1 < 2, temos 0s seguintes modelos locais:

-—1+ca+x1+x§+x1x2—x% 1-
Aalx) = -2 6/’
Po(x) = -—1+ca+x1+x§+x1x2—x% 1-
? 0,4344 6|
-—1—ca+x1+x§+x1x2—x% 1-
Aolx) = 2 6/’
Aa(x) = -—1—ca+x1+x§+x1x2—x% 1-
0,4344 —6|’
X1
B1(X) =B2(X) = ... =By(X) = [7] (98)

O sistema nao linear incerto (97) pode ser representado @ielosfuzzyTS e controlados
por controladores chaveados (SOUZA et al., 2014b; ALVES.eP@A16; OLIVEIRA et al.,
2018b) para todag € [—d; di], exe € [—dy dy], sendod; e dy s&o constantes satisfazendo
0<dy <oe0<d; <. Deste modo, os controladores chaveados baseados em sfodeio
TS serdo localmente assintoticamente estaveis, comogtoraxio no Capitulo 2.

E importante observar que usando a representacdo por radaetgpolinomiais é neces-
sario apenas 4 modelos locais para obter a representad@ diwsistema, sendo que néo é
necessario especificar uma regido de operacédo e o projetmdtysladores € garantido para
toda regidog € (—o ) exp € (—oo ). Na Figura 5 é representado o plano de fase do sistema
em malha aberta, sendo o sinal de conttoie0 e considerando, = 0, 39.
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Figura 5 - A trajetoria de estado do sistema (97) em malhdaab&icondicao inicial e final
séo indicadas por um circulo azu) € por um quadrado azull), respectivamente.

10

-10

Lol
Fonte: Proprio autor.

O Teorema 5 foi usado para projetar controladores para grigenodo sistema em malha
fechada fosse um ponto de equilibrio globalmente asstatointe estavel, considerando que
0s ganhos do controladds;(x), j € K;, sdo matrizes polinomiais sendo que cada elemento
pode ser formado por monémios de ordem 0 e/ou 1, as matrinésrgias polinomiaifj(x) e
Zi(x), i, j € K;, podem ter em cada elemento mondmios de ordgly?Ce/ou 3, a matrid(X)
foi escolhida constante; (x) = &;(x) = 0,001 e a constante = 10°.

A factibilidade obtida no projeto dos controladores foiaba abordagem convexa em (CAO
et al., 2014), cujo valor maximo d® obtido foi 0,39, mas é menor que o obtido com a abor-
dagem nao convexa apresentado em (TANAKA et al., 2009) vali maximo dec, foi 0, 76.
Contudo, o projeto dos controladores apresentado em (CAD, &014) e (TANAKA et al.,
2009) necessitam do conhecimento das fun¢des de pertnggre compor o sinal de controle.
E importante observar que as fungdes de pertinéncia podénceeas ou complexas de serem
obtidas em implementacdes praticas.

Portando, considerando no projeto dos controladgyes0, 39, os resultados a seguir fo-
ram obtidos:

0,5069 —3,7937x107°

, 99
—3,7937x 10°° 7,2554 %9

Ki(X) = |2,2980¢ +0,871%, +1,4806 36221x 1074,

Ko(X) = |2,2993 +0,870060 +1,2511 87464x 10°4|,

Ka(X) = |2,2986¢ 40,8705+ 1,1862 36349x 104,
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Ka(X) = [2, 2997 40,8693 + 1,2557 §9546x 10—4].

A Figura 6 mostra o plano de fase do sistema (97) em malhadacham a condicéo inicial
e final representadas por um circulo azul e um quadrado &agectivamente, utilizando os
ganhos apresentados em (99) e a lei de chaveamento (68)-sB@leservar que a origem do
sistema em malha fechada é um ponto de equilibrio globagassintoticamente estavel.

Figura 6 - A trajetéria de estado do sistema (97) em malhafiachA condigdo inicial e final
sdo indicadas por um circulo azu) € por um quadrado azull), respectivamente.
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Fonte: Proprio autor.

4.3.2 Exemplo numérico 2

Considere o sistema apresentado em (TANAKA et al., 2009) agasa considerando a
presenca de uma incerteza no sistema e um disturbio no sicaindrole:

X1 = Dp(t) (=14 X1 43 + XaXo — X3)X1 + X2 + X1 (u+d(t)),
Xp = —Ssern(xy) — Xz, (100)

sendaAp(t) € um pardmetro incerto que satisfaz a condiggp< c, para toda > 0, conside-

randoc, uma constante positiva conhecida. De modo similar a inc&de Exemplo Numérico
1, considere),(t) = cpser(200mt). a variaveld(t) = 2(3+ 2ser{200rmt)) € um distdrbio no

sinal de controle sendod(t) < 10.

Portanto, o sistema néo linear incerto pode ser exatameptesentado por um modelo
fuzzypolinomial incerto como descrito na equacgao (91). Deve lsgerwado que o sistema con-
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tém um termo n&o polinomial e uma incerteza distintos, destaa, 0 numero de regrdszzy
serdr = 4. Considerandr(X) = x= [x1 o] e que para todr, tem-se que-1 < —ser(x;)/x1 <
0,2172, tem-se os seguintes modelos locais:

B1(X) = Ba(X) = ... = Ba(X) = [Xll.

Co(—1+ X1 + 34 4 X1X2 — X3)
-1
Co(—1+ X1+ X4 + X1 X2 — X5)
0,2172
—Cp(— 14 X1 +XE + X1 Xp — X5)
-1
—Cp(— 14 X1+ XE + X1 X — X5)
0,2172

1
-1

1
-1

(101)

Para este exemplo, considere o projeto de controladoresati@s apresentados no Teo-
rema 5 com a lei de controle chaveado definida em (92). O vadoimo dec, para que as
restricbes do teorema sejam factiveisdgpi= 0,76, sendo considerada uma matriz de ganhos
polinomiaisKj(x), j € K, que séo formados por monomios da ordem de O e/ou 1, matrizes
simétricas polinomiaiQ;(x) e Zi(x),i, j € K, sendo que cada elemento da matriz pode ser for-
mado por mondmios da ordem102 e/ou 3, a matrid(X) foi escolhida constante, os polindmio
£1(X) = &i(x) = 10~° e a constantg = 10°. Através dos controladores obtidos, a origem do
sistema (169) em malha fechada é um ponto de equilibrio Ipherde assintoticamente estavel.

Por outro lado, considerando o projeto de controladoressaptado no Teorema 6 e a
lei de controle definida em (92) com um Unico ganho como didouta Observagéo 2, para o
Exemplo numérico 2 obteve-sg< 0,62 para que as restricdes do Teorema sejam factiveis. Foi
considerado as mesmas condi¢cfes que o projeto dos cootresathaveados. Como observado
no Teorema 7, se um sistema pode ser estabilizado com ntibaam controlador com um Unico
ganho polinomiaK(x) relacionado com a lei de controle= —K(x)X(x), entdo ele também

pode ser controlado por um controlador com ganhos chavd&8ps Através deste exemplo
foi demonstrado que existe casos em que o projeto dos cattr@s chaveados propostos no
Teorema 5 séo factiveis enquanto o projeto de controladorasim Unico ganho ndo séo.

Portanto, considerandp = 0,76 e o projeto de controladores chaveados presente no teo-
rema 5 com as condi¢des discutidas anteriormente, poddntersas seguintes resultados:

P(%) = [o, 8222 Q001

0,001

l9994’

(102)
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- T
ka0 = 0,9487; +0,0936¢, + 0, 2336
BV 15,818 10 x4 4,459 10 8, — 0,019
B T
Ko(o) = 5,5364¢ + 1, 305 + 2,4912
2T 3,24x 1070 — 3,91 10 Tx,+3,83x 1074

[ 0,948 +0,093%;, +0,2339

.
K X) = 9
3 |—5,8% 10 7xq +4,43x 10 8% 40, 0192]

- T
Ka(x) = 5,5223 + 1,3118¢ + 2,5397
P T3 31 1075% —4,04% 10 "xp—5,32% 1075

A Figura 7 mostra o plano de fase do sistema (169) em malhadectom a lei de con-
trole chaveada (92) e os ganhos apresentados em (102Je@msiq; = 2 ep; = 10, com as
condi¢des iniciais e finais representadas através de uoic&am quadrado azuis, respectiva-
mente. E possivel observar que a origem do sistema em matiedi é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel, mesmo na presemjstdrbios no sinal de controle.

Figura 7 - Trajetéria de estado do sistema (169) em malhadecha condic&o inicial e final
sao indicadas por um circulo azu) € um quadrado azul), respectivamente.

o——————————

Iy
Fonte: Proprio autor.

Com o objetivo de realizar a simulagao, foi consideragle- 0,76 e a condi¢ao inicial
K(x(0)) = [-7 4". Os resultado da simulag&o sdo apresentados a seguir, ra Bignostra
as variaveis de estado do sistema e a transi¢do temporahdaofule Lyapunov. O sinal de
controleu(t), a regra de chaveamendrit) e ¢ (t) (92) sdo apresentados na Figura 9.
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Figura 8 - Trajetdria de estado do sistema (169) e a funcayaeunov, considerando o para-
metro incerta, = 0,76, ex{x(0)) = [-7 4]7. Sistema em malha fechada utilizando
a lei de controle chaveado (92) e (102).
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Fonte: Proprio autor.

Figura 9 - Sinal de controle(t), a regra de chaveamenrit) e ¢ (t), considerando o parame-
tro incertocy = 0,76, ex{x(0)) = [-7 4]". O sistema em malha fechada utilizando
a lei de controle chaveada (92) e (102).
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Fonte: Proprio autor.

Observe na Figura 9 que o sinal de controle é diferente ded @#&mpo tendendo ao
infinito, pois o disturbiad(t) € compensado no sinal de controle. Além disso, de acordo com
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a regra de chaveamentxt), todos os ganhos obtidos na equagéo (102) foram utilizaai@s p
minimizar a derivada da funcao de Lyapunov.

4.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foi proposto um novo projeto de controlaslonbustos chaveados para um
sistema ndo linear com incertezas ou disturbios no sinabdieate descrito por modeldazzy
polinomiais. Os ganhos obtidos através da metodologiaoggtapsdo ndo racionais e deste
modo, a implementacdo dos controladores se torna maisioagéd. Além disso, os controla-
dores propostos ndo necessitam do conhecimento das fuedestinéncia.

Através do Teorema 7, foi provado que se pode ser obtidoaladbres polinomiais com
um anico ganho que estabiliza o sistema, podera ser obtittcotadores com ganhos polino-
miais chaveados também. Considerando o Exemplo numériepdisivel identificar casos em
gue o controlador chaveado obteve uma regido de factiddisgaaior que o controlador com
um unico ganho. Portanto, este exemplo mostra que a progosteontroladores chaveados
pode apresentar uma regido de factibilidade maior que dabhtravés de controladores com
um unico ganho.

Considerando implementacdes praticas, foi proposto unt@dolegia efetiva para o trata-
mento de distlrbios ou incertezas no sinal de controle. @spbos numéricos mostraram as
vantagens da metodologia proposta neste capitulo.

Em muitas implementagdes préaticas deve ser consideradaracgm dos atuadores na lei
de controle, desta forma, mesmo que ocorra a saturacao alodsircontrole o sistema sera
estavel. Desta forma, baseado nos resultados obtidoscegssao, sera proposto no proximo
capitulo controladores chaveados sujeitos a saturacéatumdores.
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5 CONTROLE ROBUSTO DE MODELOS FUZZY POLINOMIAIS INCERTOS
SUJEITO A SATURACAO DOS ATUADORES

5.1 CONTROLE CHAVEADO CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUADORS

Neste Capitulo sera apresentado o projeto de controladurestos para modeldszzypo-
linomiais incertos sujeito a saturacéo dos atuadores.aDesha, neste capitulo serdo tratadas
situagbes comuns em aplicagdes praticas, as incertezdama ge controle, a saturacdo no
atuador e incertezas e/ou disturbios no sinal de controlesétratar de um sistema néo linear
incerto, considera-se que as funcdes de pertinéncia n@ao @isponiveis para realimentacao.
Deste modo, ser& conveniente a utilizacdo de uma lei de aimereo que estimara as funcdes
de pertinéncia, sendo que a lei de chaveamento propostedivzir a derivada da funcéo de
Lyapunov.

Considere o sistema nao linear descrito a seguir,

x= £ (x(1)) + g(x(t))satu(t)), (103)

sendax(t) € R™ o vetor de estadogt) € R™ o sina de controle. As funcdes$x(t)) e g(x(t))
relacionadas a dindmica do sistema e a entrada do sinal tteleaespectivamente, sendo que
as funcbed (x(t)) eg(x(t)) podem ser ndo polinomiais e incertass@t) indica que o sinal
de controleu(t) possui saturagéo. Deve ser observado que a principal nifeem o sistema
descrito em (5) é a consideracao da saturacao nos atuabests.caso, assim como abordado
no Capitulo 2, o sistema pode ser descrito de forma locatmngjlobalmente exata utilizando
os modeloguzzypolinomiais. A saturagéo dos atuadores sera descrita &:segu

salu(t)) = [sat(u(t)) - sahu(unu(t))]T,
saf(u(t)) = sgr(u (t)) min{ay, u ()]}, (104)

sendop, > 0,VI € K, possui valores conhecidos.

Portanto, podemos representar a saturagéo dos atuadoreseq@esentado a seguir:

sa(uy) —Pm, S€ Um< —Pm,
sa(u) = |, salun)=1{ um, se —p<um>p, YmekK,,  (105)
sa(un,) Pm, S€ Um> Pm,

sendopm, m € K, sdo constantes positivas com valores conhecidos. A satudo sinal de
controle esta representada na figura abaixo.
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Figura 10 - Sinal de controle saturado Ga(t)).

Y| i

—pi u (1)
4]

> —pi

Fonte: Proprio autor.

Usando o conceito de setor ndo linear, uma representacastelma ndo linear através de
modeloduzzypolinomiais sera usada, sendo os modelos locais polinsmizertos (TANAKA
et al., 2009). As regraluzzysao descritas a seguir:

Regrai :
If z1(t) €1 € - ezp(t) é.4), (106)
Entdox= A (x(t))X(x(t)) + B (x(t)) satu(t)),

sendd =1,2,....,nrej=12,...,p. zj(t) € uma variavel premissa. As fungbes de pertinéncia
associadas a regra a variavel premissag (t) € denotada poM/ji(zj (t)) € [0,1]. n, denota o
namero de regrafsizzy. Sera considerado que cada variavel prenigdapode ser composta
pelas variaveis de estado ou incerteza do sistema. Pqreantariaveig;(t) podem néo estar
disponiveis para medigédo. As matriZgéx(t)) € R™*™ e Bj(x(t)) € R™*™ s&o matrizes poli-
nomiais dependentes do vetor de estadp X(x(t)) € R™ é um vetor coluna cujos elementos
sdo todos mondmios dependentes@¢. Sera considerado quéx(t)) = 0 se, e somente se,
X(t) = 0.

O processo de defuzzificacdo do modelo (106) pode ser repae®ecomo:

-
I

ai (Z(t)) [A(x(1)X(x(t)) + Bi(x(t))ul (107)

Ala(z(t)),x(1))X(x(t)) +B(a(z(t)), x(t))salu(t)),

sendoz(t) = [zl(t) zz(t)...zp(t)] A funcgédo de pertinéncia;i(z(t)) > 0 para toda € K,



5.1 CONTROLE CHAVEADO CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUAISOR 60

ai(z(t)) = 1 associado a cada redrezzye dado abaixo:

EM“

M1 (z(1)

— . . 108
SN 47 (0) (108)

ai(z(t))

Como observado anteriormente, as funcdes de pertinéréia seertas pois as variaveis
premissas dependem das varidveis de estado e dos parédmetross que podem ser variaveis
no tempo. Deste modo, a lei de controle ndo pode dependeungdels de pertinéncia. Por-
tanto, sera proposto uma lei de controle chaveado, que géemre conhecimento das funcdes
de pertinéncia.

A lei de controle chaveada ndo necessita adicionar integgaccomo nos trabalhos (RA-
MOS et al., 2018; RAMOS et al., 2019). A lei de chaveamentlizaté matrizes auxiliares
Qj(x) e R™*™ j e K, para selecionar um indice de chaveamentd\ lei de controle chave-
ado é definida a sequir:

Ug = —Ko(X)X(x), 0= <’alr911.r;ﬂﬂi<l?*{>“<T (Qj(X¥)X(X)}, (109)

sendoo € K, o menor indicg que resulta no minimo valor d&' (x)Qj(x)X(x)}. De (107) e
(109),0 sistema em malha fechada pode ser representado como

X = 2 ai {A (X) R(X) + Bj(x)sal —Kg (X)X(x)) }

= A(a,X)X(X) + B(a,x)sal —Kg (X)X(X)). (110)

Neste capitulo sera proposto uma nova candidata polinaraiin¢do de Lyapunov des-
crita a seguir:

V(x) = T (X)MP(x)MTR(x), (111)

sendoM e P(x) € R™*™_ Portanto, a matriz simétrida(x) ndo é constante mas dependente
do vetor de estado, a matiiz € constante e ndo necessariamente simétrica. Deve ser obser
vado que a candidata a funcéo de Lyapunov (111) propostasgesil que as utilizadas em
(TANAKA et al., 2009; CAO et al., 2014; KIM; PARK; JOO, 2016;ASSARA; HAJJAJI,
CHAABANE, 2016; RAMOS et al., 2019).

Sendo as matrizes(x) = [Hgq) (X) - Hypn,) (0] T e RW*™ k € K,, um vetor conhecido

T
p= [pl pnu] eR™ p >0,l €K,,, e um escalar conhecido> 0. Conjuntos? (Hk(x))
e &(MP(x)MT, 8) s&o definidos a seguir (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003;V¥S et
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al., 2016; GASSARA; HAJJAJI; CHAABANE, 2016):
Z(He(x)) £ {f((x) € R™: [Hgy (XR(X)| < o1, € Ky, k € Kr}, (112)

EMP(X)MT,5) £ {xe R™: T (X)MP(x)MTR(x) < 5}. (113)

Considerando uma candidata a fungdo de Lyapunov quadkatiga—= x" Px, o dominio
de atracdo resultante tem necessariamente um formatoidaps Considerando a candidata
a funcéo de Lyapunov polynomial (111) o dominio de atrag&mnetessariamente necessita
ser um elipsoide, mas pode resultar em outros formatos gosytacilitando obter uma regiao
de estabilidade maior do que utilizando as fun¢fes de Lyapgunadréaticas para sistemas néo
lineares. A seguir sera definido o conjunto de matrizg$iU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN,
2003; ALVES et al., 2016; GASSARA; HAJJAJI; CHAABANE, 2016)

@é{DeR”UX”“:dii:Oouledij:OVi;zéj}, (114)

sendod;j,V(i, j) € Kpn, x Ky, séo os elementos da matfiz Desse modo, o conjunt@ tem
2" matrizes. Baseado em (BOYD et al., 1994; HU; LIN; CHEN, 208RVES et al., 2016) é
proposto o lema a seguir, que tem o objetivo de prover umaigdmguficiente que se satisfaz
EMP(X)MT,3) € Z(Hk(x)).

Lema 2. Sendo o conjunt&(MP(x)MT, 5) da equacég113)e o conjuntaZ (Hk(x)) na equa-
¢A0(112) A restricdos(MP(x)MT,8) € Z(Hk(x)) € satisfeita se as restrides

P1HO ™ Gy

T |
’ Giy(¥) P(X)

] v é SOS (115)

sdo satisfeitas para todo &k K, e | € Ky, sendo @) = Hkm(x)M’T e U € um vetor que
independe de x com dimensdes apropriadas.

DemonstragdoPre multiplicando (115) por didd,M} e pés multiplicando por digg,M}"
e realizando o complemento de Schur com relacdo a primefra & coluna, segue que:

MP(x)MT — Meg(l)(xm(;)zaek(.)(x)MT >0, (116)

consideranddiy(X) = ka(x)MT, obtém-se que
MPOOMT —H) (X)o7 3H 1, (%) > O,

()
MP(x)MT > Hlj(l)(x)p(j)zaHlj(l)(x). (117)

Pré multiplicando e pés multiplicando (117) er(i) e a sua transporta, respectivamente,
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assim se(X) € £(MP(x)MT, 5), entdox’ (X)MP(x)MTX(x) < & e

& > KT (MPOMTR(X) > KT (x)Hy) ( )p()zaHk()( X) T (X)R(x),

(%) (118)

><>

pit) = X Hyg) (9 Hk) (%)

Portanto, tem-se quec .7 (Hk(x)) e pode-se concluir qué MP(X)MT,3) C .Z (Hk(X)).
U

Baseado em (HU; LIN; CHEN, 2002, 2002; ALVES et al., 2016; GARA; HAJJAJI;
CHAABANE, 2016) considere a seguinte observacéao.

Observacgédo 4.Considere K(x) e H¢(x) € R™*™ vk € K, sendo matrizes polinomiais, para
X(x) € R%, se xe Z(Hk(x)) entéo

r
sa(u) = co{ Z ak<Dsz(x) + Dng(x))f((x)}, (119)
K=1
sendo = Kj,n = 2" e “co” denota uma regido convexa. Consequentemente, eXiste
0,---,Ap>0e Z\)‘S: 1tal que,

S=

n r

safu) = Zkz )\sak<Dsz(x) +Dg Hk(x))f((x). (120)
s=1k=1

Portanto, Oy € uma matriz diagonal npor n, com elementod ou 0 e Dy = I, — Dsg
representado erfl14) Desta forma, exist2™ possibilidades de matrizes deste tipo.

r

r
Para qualquex(t) € ﬂ Z(Hk(x),p) parak € Ky, desde qua; >0 e Z Aj =1, tem-se
=1

k=1
que:

X(t) € .i”( i or,-K,-(x)ﬁ(x)). (121)
=1

Aplicando o resultado obtido na Observacgéo 4, a realiméntde controle considerado a
saturacao dos atuadores (109) pode ser escrito como:

sat(Ka ) ZAS{DSKG X) +Dg Za,Ha X)K( )}, (122)

n
sendoAs > 0, Z\)‘S = 1. Portando, o sistemf@zzypolinomial em malha fechada pode ser
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escrito como:

n

X= 2 Zlai)\s{Ai(x) —B (DSKG(X) +Ds HU(X)> })A((X) (123)

O conjunto compacto considerando uma regido de operacabd® gor (ALVES et al.,
2016):

P {k(x) eR™:[SpX(X)| < @, he Knh}, (124)

U T T T Np X Ng A T Ny
sendoS= [3(1) S<2) S<nh)] eR € 0S parametrog = [(pl @ ... (nqh] eR
séo conhecidos.

DefinindoT (x) € R™®*™ como uma matriz polinomial cujos elementosj) sdo dados da
seguinte forma:

o 0% (X)
TH(x) = 2228 125
=5 (125)
parai =1,....ng, j =1,...,nx. Considere a seguinte expressao nula que sera utilizada nos

teoremas que serdo propostos neste capitulo.

n

2 <;(T (X)M + px" (x)M> X (— K(X) + 2 Zlai)\s(T(x)Ai (X)X(X) (126)

—T(X)Bi(x) (DSKJ(X) +Dg Ha(x))k(x))) =0.

Observacgédo 5.Para demonstrar que a expresséi?6) € nula, de(123) e (125) o leitor deve
observar que:

x=T(x) 2 iai)\s{Ai (X) — B (DSKU(X> +Ds HU(X>> })A(()Q (127)
Deste modo, a equacd®26)pode ser escrita da seguinte forma:
2<>zT (XN + kT (x)N) x ( — (%) + i(x)) ~0, (128)

pois (—X(x) +X(x)) = 0.

A expresséo (126) sera importante para que os ganhos doleaioir ndo sejam dependen-
tes da inversa da matriz polinomial que forma a funcéo de lwyap Além disso, a utilizacao
da expresséo nula (126) possibilita adicionar matriz ederomstante que podem reduzir o con-
servadorismo no projeto dos controladores. Desta fornmsgdu em (TANAKA et al., 2009;
RAMOS et al., 2019; GASSARA; HAJJAJI; CHAABANE, 2016; KIMARK; JOO, 2016), os
ganhos do controlador n&o depende de uma funcao racionalgaaungédo de Lyapunov néo
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€ quadratica. Entéo, é possivel implementar controladerkszindo o esforgco computacional
do sistema de implementagé&o.

Baseado em (GASSARA; HAJJAJI; CHAABANE, 2016), sera coesado funcdes de
Lyapunov polinomiais ndo restritivas. Considerando cesnst sujeito a saturagcédo dos atua-
dores e limitado em uma regido de operacdo de acordo com weslifisicos do sistema, é
possivel calcular os valores dhg| < Ay, Vx € &(MP(x)MT,3), sendo que € R™ indica a
variavel de estado. Desta forma, 0 seguinte teorema é gmpos

Teorema 9. Considere o sistema incerto néo lingdi07)sujeito a saturagao dos atuadores em
uma regiéo de operaca@” definido en(124), sendop € R™, ¢ € R™, Se R ™ e Ap > x|
s&o conhecidos. Se existe uma matriz simétrica polinonfigl, B (x(t)), Z(x(t)) € R™*",
matrizes polinomiaisiFx), Gj(x) € R"*™, uma matriz constante £ R™®*" e um escalay >

0, tal que as seguinte condicdes sejam factiveis:

ol (P(X) —&1(X)1)vy € SOS 129
T - D;(X) + &3 (X! « '

vl PO — LT+ p(TOAXIL) —H(L+LT)+2(x) + &2 (X)Il v, 6SOS  (130)
_uT Wijs X ]

” (T (0Bi[~DsFj(x) + D3 G (¥)]) —Zi(X) s €S0S (131)

0567t Gjy(x) .
of |70 IV b, 6 s0S (132)
) Gj(®  P(X) !

P
T | ¥R * 4
Us L Th) P(x)] Us €S0S (133)

sendo
A oP
(9 = HeTIACIL} + Q09 + 5 =5 )5;0 (M),

Wijs = He{ T(X)Bi[—DsFj(X) + D5 Gj(x)] } — Qj(x),

paratodoij € K,| € Kp,,h € Kp,,s€ Kony,Ds € Z € D5 = Iy, — Ds, sendcey(X), £i(x) > 0

para todo x# 0, e u1, U2, U3, U4 € Us S80 vetores independentes de x com dimensdes apropri-
adas. Entdo a lei de controfd09)tornam a origem do sistema=x0 um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel, sendo# = F(x)L ' e Q(x) = L TQ;(x)L L. Portanto, o vetor de
estado xt) € 2" para todo t> 0.

DemonstracdoConsidere uma candidata a funcao de Lyapunov polinomiarideem (111)
sendoP(x) = PT(x) € R™®*™ & positiva definida & € R™®*™. A restricdo (129) implica que
V(x) é positiva definida para todo> 0. Portanto, A derivada no tempo da candidata a fungéo
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de Lyapunow (X) é calculada a seguir:

V(x) = 2XT (X)MP(X)MTX(X) 4+ X" (X)MP(X)MTR(X). (134)

Assumindo quex € Z(Hk(x)) definido em (112), sendb € K, entdox € Z(Hg(X)) e
sal—KyX) pode ser descrito como uma combinagéo convexa (HU; LIN; CHENZ2; CAO;
LIN, 2003; GASSARA; HAJJAJI; CHAABANE, 2016; ALVES et al.(46)

sal Ko (9%0)) = 3 As(DeKo(x) + D Ho(X))(4). (135)
s=1

sendoo € K;, Ds € 7, Dg = Ip, — Ds € 2, sendoZ descrito na equacédo (114),Ag > 0,
2nu
Z\)\s = 1. Adicionando a expressao nula (126) em (134) e consideraisdétema incerto nao

linear descrito por modeldgizzypolinomiais sujeito a saturacdo dos atuadores sendo que a
saturacao pode ser descrita em (120) e (135), pode-se ade#guante expressao:

ron )
:'Zi Zlai;\s{zﬂ (X)MP(x)MT(x)
+XT (MP(x)MTR(x) — 2% (X)M(x)
— 2ux" (X)MR(X) + 28" ( ) T(X)A (X)X
— 27 (MT (x)B1(x) (DKo (X) + D5 Ha () ) XX
245" (OMT (9B () ( DsKo () + D Ha () ) (X
2ukT (OMT (XA (x)ﬁ(x)} <0. (136)
Agora, considerando que existe uma matriz Siméi¢a) e Zj(x) € R™*™, sendd € K,
de modo que
— 287 (M ()Bi(x) (DK (X) + D5 Hj (x) ) X(x)
— 20T ()MT (X)Bi (X) (DSK {(X) + Dg H;j (x)) R(x)
< KT () Q) ()K(X) +X(X)Zi (X)X(X). (137)

Enté&o, multiplicando (137) pax;, e fazendo a soma de= 1 atér, e substituindo o indice
j por o, obtém-se:
r
> a (=28 (OMT (Bi () (DsKo (X) + Dg Ho (X))%(X
i=

—2ukT (XMT (X)Bi (X) (DSKU(X) +Dg Hg(x)>>“<(x)>
— 2T (\)MT (x)B(ar, X) (DSKU(X) +D; Hg(x)>>2(x)
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—2ufT (XMT (X)B(a,X) (DSKJ(X) +Dg Hg(x)>>“<(x)

< Zﬁ"< X)) + XX Z()X(X) ) (138)

Considerando que o minimo de um conjunto de nimeros reaisiérroa igual que qual-
quer combinagédo convexa desses elementos deste conjun(@0®) e lembrando que; > 0
r

e aj=1,note que

&' (x)Qa ()X(x) = min “{XT (\)Q

j€Kr

X)X(x),

IN
M-
_

entdo, de (138), tem-se que

— 28T (x)MT (X)B(a, ) (DSKU +Dg Ha(x))f((x)

—2ufT (XMT (x)B(a, X) (DSKU +Dg Hg(x)> R(X)

< Zial( X)K(X) +K(X)Zi (x)i“((x)). (139)

De (136) e (139), para+# 0, tem-se qu&/ (x) < 0, e considerando quiey| < Ay, ¥x €
&(MP(x)MT, 8), sendo qué € R™ indica a variavel de estadg se

KT (X)MKRT (x)( > 05—)?@ K)MTR(X)

keny
+2%T (MP()MT(x) — 2% (X)MX()
—2p%T (YMX(X) +2%" (X)MT (X)A ()
+2p%T (IMT (X)A (X)R(X)
KT () Qi (XR(X) +X(X)Z (X)X(x) <O (140)
_ T
Considerand®(x) = diagiM", MT} x [XT (x) X' (x)] , pré multiplicando poQ' (x) e
pdés multiplicando pof(x) as restricdes em (130) e (131) e fazendo a mudanga de variavei
L=M"T,Fi(x) =K xM",Q(x) =M 1Q(xM~T,Z =M 1Z(x)M~T, Hj(x) = Gj(x)MT,
observe que de (131%(x) > 0 e, de (130)u(L+L") —Z(x) — e (X)| > 0. Entéio, comq@ > 0
eey(x) >0, segue que+LT > u~1(Z(x) +&i(X)1) > 0 e entdo pode-se calcular a matrizZ-.
Desta forma, pode-se encontrar as restricbes (137) e (B&pgctivamente.

Além disso, baseado no Lema 2, a primeira restricéo (132)dengue&(MP(x)MT, ) C
Z(Hk(x)). Entdo, para todm(0) € £(MP(x)MT,5), em seguida(0) € .Z(Hy(x)) e a fungéo
de saturacao descrita como uma combinagdo convexa na @bder/pode ser utilizada. Simi-
larmente a prova do Lema 2, a restricdo (133) pode ser a pumgarante qué(MP(x)MT, 5)
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c 2. Observe que, (132) e (133) garante gUdP(x)MT, ) é um conjunto positivo invari-
ante para o sistema em malha fechada (110). Desta forma8 esta condicdo suficiente para
que qualquer trajetéria con(0) € &£(MP(x)MT, ) permaneca en®?” para todat > 0 pois,
durante a trajetéria de estado do sistema em malha fechadaset qué/(x) < 1 para todo

t > 0, isto &, o estado do sistema n&o sai do conjutitdP(x)M T, 5) c 2" definido em (124).
Portanto, a prova esta concluida. O

Desta forma, se as condicbes do Teorema 9, estabilidadedocsiderando a satura-
¢do dos atuadores é garantida para todas as condicdessinjoax(0) € &(MP(X)MT,d).
Portanto, € interessante exigir que para uma ou um conjuioddicdes iniciais de inte-
resse2” € £(MP(x)MT, ), ou seja, para toda condigo inicidD) € 2~ pode-se obter que
x(0) € £(MP(x)MT, ). Baseado em (CAO; LIN, 2003; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA &t a
2018b) o seguinte lema propde condi¢des que garattem &' (M P(x)MT, 0).

Lema 3. Considere as condi¢cdes do Teorema 9, conhecida a condi¢dalidesejada e que
seja obtida pok(x) € 2". Entdo, a condicdd?” C &(MP(x)MT, 5) sera satisfeita se

T o1 *

UL | (05t —P(x(0)) 4+ Ly LT| V€SO3 (141)

DemonstracédoPré multiplicando (141) pdb = [5 4 (x(O))M] e p6s multiplicando pab”,
e lembrando que = M~ T, pode-se obter:

3+ X" (x(0))MR(x(0)) + X" (x(0))MT(x(0))

& (x(0))MTR(X(0)) — 8" (x(0) MR(x(0))
— &7 (x(0))MP(x(0)) MTR(X(0)) > O, (142)

portanto

5 — X" (x(0))MP(x)MTR(x(0)) > 0
5 > KT (x(0))MP(x(0))MTK(x(0)). (143)

Da definicdo do conjunt&(MP(x)MT, 5) em (113), observe que (143) implica qu@) <
&(MP(x)MT, 8), entdo tem-se qu&” C &(MP(x)MT,5). Desta forma a prova esta completa.
U

Frequentemente, no projeto de controladores, o controleepbmentacéo de estados pode
resultar em altos valores para o sinal de controle, espatiénote em implementacgdes praticas
isso pode se tornar um problema, fazendo com que altos dimaisntrole tornem a implemen-
tagéo infactivel. Desta forma&,(MP(x)MT, ) C .Z(K;) sendoj € Ky, é imposto no proximo
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lema, pelo aumento da regid6(K;j) em que a saturacéo dos atuadores ocorre e seja garantido
a estabilidade, reduzindo a norma dos ganhos do contratg@orno Teorema 9.

Lema 4. Considerando as condi¢des do Teorema 9, um esgajal0 e a condi¢cado para 0s
conjuntos€ (MP(x)MT,y 1) ¢ .Z(K;). Usando o resultado do Lema 2, a condi¢&o para o
projeto dos controladores pode ser imposto se a seguinteg&s

2

T|PY % .

U1 v1é SOS (144)
[F1T<k> P<X>]

for satisfeita para todo € K e ke K,,. Observe queZ(K;j) € um conjunto semelhante ao

conjunto.Z’(Hj) abordado no Lema 2.

DemonstracaoA prova é similar a prova do Lema 2. O

Da mesma forma que realizado nos trabalhos (ALVES et al.6;2@LIVEIRA et al.,
2018b), o projeto de controladores robustos com um Unichaaolinomial sera utilizado,
de tal forma que sera possivel compara-lo com o projeto deatadores robustos chaveados
proposto e descrito no Teorema 9.

Teorema 10. Considere um sistema néo linear incerto representad@l€i) sujeito a satura-
cao dos atuadores com uma regido de operagdpsendop € R™, ¢ ¢ R™ e Sc R"*™ s&o
conhecidos. Se existe uma matriz simétrica polinomja) B R™*"™, matrizes Gx),F(x) €
R™ ™ uma matriz constante £ R™*™ e um escalap > 0, sendo que as seguintes condi¢ées
sejam factiveis:

v (P(X) —&1(x)1)uy € SOS (145)
7 | Pis(X) + (X * .
U W —u(L+LT)+82i(x)I v, €éS0S (146)
.2 s—1
T P(|)5 Gy (%)
U3 G(T)( ) P(x) vs €éSO0S (147)
(pZ
vg i_ )s( ]u4 é SOS (148)
h
sendo
Di5(x) = He{ T (X)Ai (X)L + T (X)Bi[—DsF (X) + Dg G(x }+Z a
kek
W = P(x) — LT + uT (x) (A (X)L + Bi[~DsF (X) +-Dg G(X)]) (149)

para todo ic K;,l € Kp,,h € Kp,,5€ Konu,Ds € Z € Dy = In,xn, — Ds, €1(X), &2i(X) > 0 para
todo x+# 0, e u1, Uz, U3 € U4 SA0 vetores com dimensdes apropriadas que séao indepesdknte
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X. A lei de controle u= —K(x)X(x) torna a origem do sistema=x 0 um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel, send(xK= F (x)L 1. Portanto, o vetor de estaddty € 2", para
todot> 0.

DemonstracaoA prova é similar a prova do Teorema 9. O

O seguinte teorema estabelece que se as condi¢cbes do Tedrdéonam satisfeitas, entao
as condi¢des do Teorema 9 também serdo. Na Secao 5.3 agaséswaplos, serd mostrado que
a regiao de factibilidade pode ser maior usando o projetmdgaadores chaveados descrito
no Teorema 9.

Teorema 11. Se as condi¢des dados no Teoremas 10 forem satisfeitos, @ntéondi¢cdes no
Teorema 9 também seréo.

DemonstracdoNas condi¢cdes do Teorema 9, considere o0 caso particulao snghnhos dos
controlador e as matrizes de decig§ox) = K(x), Gj(x) = G(X) eQ =0, e pode-se observar
que as restricoes (129), (132) e (133) se tornam iguais &8, (({11417) e (148) respectivamente.
Portanto, € possivel reescrever (130) e (131) como

_ J0P(X) )
= He{T(X)Al(X)L}JFk; 0% A 1 ]<0, (150)
P(x) — LT + p (T (x)A (X)L —p(L+LT)) 0 Z(x)
Wis * 0 =
O = | (T B[-DEM +Ds6m)) 0| o —zi0| = (151)
sendo

Wis = He{T (x)Bi[—DsF (x) +Dg G(x)]}.

para toda € K;,se Kou,Ds € Z eDg = In, — Ds, sendo para todo# 0. Deve ser observado
queQ; + Ujs < 0 e esta inequacéo é igual a restricao (146). Entéo, exispatémetro pequeno
o suficientee > 0 sendo qué; + Uis + €l < 0. Portanto a prova esta completa. O

Na Figura 11 apresenta-se exemplos de possiveis tragetiriestado, considerando) =
[x1(t) X2(t)] € R? de modo que seja possivel visualizar os conjuntos, parasiensi em malha
fechada usando os controladores projetados de acordo costodatogia discutida neste ca-
pitulo. Observa-se que a condicao inicial deve pertencepaunto positivamente invariante,
sendox(0) € &(MP(x)M',8) ¢ .2, desta forma, o conjunto positivamente invariante deve
permanecer na regido de operacao estipulada para o sigtema

Desta forma, para toda a condicao inicial pertencente gawmnpositivamente invariante,
0 sistema sera assintoticamente estavel. Deve-se obger/arconjunto positivamente invari-
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ante foi representado com um formato elipsoidal, mas pquessuir outros formatos de acordo
com a candidata a funcao de Lyapunov utilizada no projetecdosoladores.

Figura 11 - Representagéo de possiveis trajetérias deoesidas regides” (124),.Z (Hy)
(112) e6€(MP(x)MT, 8) (113) no plano (t) x xa(t).

Conjunto positivamente invariante

A72(t)
Regiao de operacao

X
E(MP(z)MT,5)

z(0)

“

»r1(t)
\\3(0)

Conjunto relacionado com a saturagao
Fonte: Proprio autor.

5.2 CONSIDERANDO DISTURBIOS E/OU INCERTEZAS NO SINAL DE COROLE

Nesta secdo, baseado em (ALVES et al., 2016) e no Capituoi@ntsera apresentado
uma abordagem para suprimir uma classe de disturbios, ettézas relacionadas ao sinal de
controle. Inicialmente, considere um sistema néo linezario sujeito a saturacao dos atuadores
descrito por modelokizzypolinomiais:

x=A(a,x)X(x) +B(a,x)satu) + B(a,x)d(t), (152)

sendovy < d(t) < v, eve R™, B(a,x) = By(x)g(2), d(t) descreve um distdrbio ou incerteza
g(z(t)) > 0 para todox(t) # 0, v1 e vo sdo conhecidos.Também, considere a lei de controle
chaveada definida a seguir:

u=sap(ug) — Ve,

¢ = argier{qig}*{ — T (X)MP(X)MT T (x) Bo(x)vi}, (153)
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sendouy € a lei de controle definida em (109), a funcdo de saturacg( s& definida em
(104) substituindg, por pyy = o — mﬂgx{|vi(|)|}. Observe, para cada elementalo vetor de
IS\]

T T
controleu = [ul unu] e cada elemento do vetay = |vg (1) - Vg(n,| teM-seque:

lui[ = [sab(Ug()) — Vg1
< [sab(Ug))| + V()]
< P0(|)+{2H2;<{\Vi(|)|}

= A —max{|vig)|} + max{jvi)[} = or (154)

Portanto, sdt) = sab(Ug()) — Ve (), €Ntéo sdu) = sab(Us) — Vg Desta forma, considere
0 teorema proposto a seguir.

Teorema 12. Considere que as condi¢cfes do Teorema 9 para um sisteman&o & incerto
descrito por modelos fuzzy polinomigdisd7) com a lei de controlé109) sdo satisfeitas, e
que K(X) = F(X)L™t e Q(x) = L TQi(x)L~1, para todo ic K;. Entéo, o ponto de equilibrio
X(t) = 0 do sistema néo linear incertl52) com a lei de controlg¢153) é assintoticamente
estavel para toda condico inicia(®) € £(MP(x)MT, 5). Além disso, x 2~ para todo t> 0.

Demonstracdo.Considere uma funcéo polinomial como candidata a funcao/dpunov des-
crita porV (x) = X' (X)MP(x)MTX(x), senddP(x) € R™*™ & uma matriz simétrica polinomial e
M é uma matriz constante. Entéo, considerando o sistemaespaelo em (152) com a lei de
controle chaveado (153), tem-se que

MP(x)MTX(x) + X7 (x) MP(x)MTR(x)
MP(R)MTT (x) (A(x, @)X(x) + B(a, )d(t)

X" (X
T (x X)
+B(x, @) (sab(ug) — vg) ) + X (IMPIMT(X)
22T<x>MP<x> <>(< a)%(x) +B(x, )Sab(uo)>

£ (MPOOMTT (x)B(x, ) (d(t) ~ vg)
+ KT (X)MP(x)MTR(x ). (155)

)
)

Da prova do Teorema 9 e substituinglgoor pg ) na restricao (132) e utilizandg(a, x) =
Bo(X)9(2), 9(z) > 0 para todo< # 0,

V < 287 (X)MP(X)MT T (x)Bo(x) (d(t) — Vg ) 9(2(t))- (156)

Observe que, o disturbio ou incerteffa) pode ser descrito como uma combinacao convexa
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d(t) = 11(t)va + 12(t)v2 sendory(t), T2(t) > 0 e

.ZTi(t)Zli To(t) = () =1-T12(t). (157)

Portanto, de (152) e (156),

KT (X)MP(x)MTT (x)B(x, a)d(t) — KT (X)MP(R)MT T (x)B(x, a )V
2

=T (OMPIMTT(0Bo() 3 Tt + i { =K (IMPOIMTT (9Bo(xv }

< KT (X)MP(X)MTT (x)Bo(x) in (t)v,

— X" (X)MP(X)MT T (x)Bo(x) i Ti(t)v = 0. (158)

Comog(z(t)) > 0 para todo(t) # 0, e de (156), (157) e do Teoremadx) < 0, a prova
esta concluida. O

5.3 EXEMPLOS NUMERICOS CONSIDERANDO A SATURACAO DOS ATUALRES

5.3.1 Exemplo numérico 3

Considere o levitador magnético ilustrado na Figura 12) oupdelo matematico descrito
em (ALVES et al., 2016; MARQUEZ, 2003) é dado por:

N . Wei?(t)
my(t) = —ky +mg— m,

sendog = 9, 8m/s2 a aceleracéo da gravidade = 0,460H, ¢ = 2m ek =0, 001Ns/mséo
constantes positivas) é a incerteza da bola a ser levitad#) € a corrente elétrica, t) é a
posicdo da bola.

(159)
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Figura 12 - Levitador Magnético.

Fonte: Proprio autor.

Definindo as variaveis de estado com@t) = y(t) e Xo(t) = y(t). Entéo, (159) pode ser
reescrito como (SANTIM et al., 2012):
X1(t) = %a(t),

c ok i (t)

Neste exemplo, o objetivo € projetar um controlador capamatger a bola em uma posicao
T
desejad®(t) = X1 (t) = yo. Entéo, o ponto de equilibrio do sistema (160) sera [)?16 Xze] =

T
n o'
Da segunda equacao em (160), observe que o ponto de equilibfiO ei = ip, sendo
. 2mg
i3="—"(1+c¢yo)? 161
0= Uc (1+¢Yo) (161)

Observe que o ponto de equilibrio ndo é a origem do espagdai:ln%ﬁl(t) )Zz(t)]

T
[O 0} . Entéo, para a analise da estabilidade, a seguinte mudamg@dienadas € necessaria:

x1(t) = X1 (t) —yo, Xa(t) = %2(t), u(t) =i%(t) —i3, i.e.,
%1(t) = xa(t) +Yo, Xa(t) =xa(t), i3(t) = u(t) +if. (162)
Portantoxi(t) = X3 (t), Xo(t) = Xo(t) e, de (161)i2(t) = u(t) +i3 = u(t) + zw—mcg(u cYo)2.
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Consequentemente, o sistema (160) pode ser reescrito como:

i e
X2(t) f21(2) f22(2)| |%(t) 021(2) ’

_ 96(6xa(t) +2¢y0+2) _ k
e RS
—yc
P10 = oI ) 30 (e

T
senda = [xl(t) X2(t) Yo m} € R*. Entdo, para encontrar os modelos locais, os valores de
maximo e minimo das funcdds, fo» e g1 devem ser obtidos. Desta forma, sera utilizada a
metodologia proposta em (SANTIM et al., 2012).

Suponha que a posicao desejgga [O, 05 0 1} , @ massan € [O, 05 0 1] , a regido de
operacao & X;(t) < 0,15 e considerandgy e m como as novas variaveis para especificacao
do dominioDg das funcéo néo lineards;, f22 € go1, entdo:

Do={zeR*: —0,1<x(t)<0,1, 0,05<yp<0,1, 0,05<m<0,1}. (164)

Contudo, com o domini®y inicialmente considerado nao é possivel incluir as coredicd
T T
iniciais desejadag(0) = [O,l 0] ex(0) = [—0,1 0] no dominio do conjunto invariante
&(MP(x)MT, 8), desta forma o conjunto de operad@é estendido para

Di={zeR*: —0,11< x¢(t) < 0,11,
0,05<yp<0,1, 0,06<m<0,1}. (165)

e 0 dominidD1 sera utilizado no projeto dos controladores. Depois deutzdos, os valores de
maximo e minimo das funcods,, fy2,g21 € Ug = i%, no dominioD4, sdo obtidos:

2547 < fr1(2) <50,11, —0,02< fay(z) < —-0,01,
—11,88< g1(2) < —2,28, 1,29<i3(z) < 3,07. (166)

De (166), a equagéao (163) pode ser reescrita, considerasaloracao dos atuadores, como
(110), sendo = 8,ny = 2,ny = 1, X(X) = X e as matrizes\ e B; parai € K; sdo dadas a seguir:

0 1 0 1
A :A — y A = e ,
L=R= 50013 001 PBTMT 50113 002
[0 1] [0 1]
A s = 9 A — - 2
5= "6 25467 —0.01] Ae 25,467 —0,02

;
By—Bs—Bs—B,— [o —2,281} ,
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.
B, = By = Bg = Bg = [o ~11, 88} . (167)

-
A regido de operacédo no espaco de estdddescrito em (124) sendo=1, S= [1 0} e

T

@=0,11. Observe quB(a) = Bpg(z), senddBg = [O —1] e afungéo que relaciona a entrada

_ Yc
2m(1+¢(x1+Yo))

Entéo, encontrando a solucdo para as restricdes apresemadieorema 9, Lemas 3 e
4 considerand@o = 7.4, y = 107>, 3 =1 ey = 0.5. Além disso, o sistema esta sujeito a

do sistemay(z)

5 > 0 paratoda@ # 0, ego = mgx{g(z)} =11,8802.
zebDq

saturacdo dos atuadores com uma regido de operaGadesta forma € possivel obter que
X1 <A1 =15 e x| < Ap =93441. Inicialmente, serd realizado uma comparagcdo com
a metodologia apresentada em (ALVES et al., 2016) consideras mesmos parametros e
variaveis descritas anteriormente.

A Figura 13 mostra a regido de factibilidade relacionada eotondic&o inicial, compa-
rando o Teorema 9 sem termos polinomiais nas variaveis)obtdesta forma uma comparacéo
procedente com a metodologia de controle chaveado propas(ALVES et al., 2016). Desta
forma, o projeto de controladores chaveados propostosforduzidos em restricdes baseadas
em LMIs e mesmo assim pode demonstrar uma regido de fadtibdimaior comparada com a
metodologia proposta em (ALVES et al., 2016). Deve ser oaslerque este trabalho apresenta
uma flexibilidade maior devido as restricdes baseadas em[@EFa0 uma extenséo das LMIs
e por possuirem termos polinomiais, possuem maior flecduie.

Figura 13 - Regido de factibilidade obtida com o Teorema 9teemos polinomiaisd) e a
metodologia de controladores chaveados proposta em (Al&YBE, 2016) X).
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Fonte: Proprio autor.
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Para a simulagdo do sistema, considere a condicao iniggleptience a regiad’, x;(0) =
[0.1 O}T exz(0) = [—0.1 O]T e pertence ao conjunB(MP(x)MT, ). Deve ser observado
que as condic¢des iniciais pertencerdo ao mesmo conjunt@xome condi¢des iniciais, en-
tdo para todos os valores entre eles pertencerdo ao confint€onsiderando as condi¢cbes
apresentadas e resolvendo as restricdes do Teorema 9, Beendsséo obtidos os seguintes
resultados:

Ki(X) = |—-40,7296 —3,6600/, Ka(X)= |-195472 —1,6148,

~

X

Ks(X) = | -35,7902 —3,4662, Kg(X

(%)

Ka(X) = | -40,7479 —3,6650,
(x) ~17,1841 —1,5810,
(

(x) =

a(X) = :—19,5506 —1,6167: ,
(x) =
(x) =

K7(X) = |-358126 —3,4719, Kg(x)=|-17,1880 —1,5831 ,

01/05] = 7399291 —1851259 9418429 —217,0369)
12l ™ 1 1851259 —19,0645|-217,0369 —24,0590 |’
03/04] = [ 7399220 —1852295-9417178 —217.1174]
34T | 1852205 —19,1090|-217,1174 —24.1014]’
05/04] = 4552846 —1518624—6404371 —1812188
SIX60 7 1518624 —185796|—1812188 —232768 |’
01/08] = 4552062 —1519687—640,3426 —1813077]
X871 1510687 —186259|-1813077 —233216|
98,0754 53573
MP(x)MT = 3 . (168)
53573 19499

A Figura 14 mostra os conjunta®’, .Z(H,) e &(MP(x)MT, ) de acordo com a solugéo
encontrada em (168).
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Figura 14 - Os conjuntog’, -Z(Hy) e £(MP(x)MT), para o levitador magnético.
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Fonte: Proprio autor.

Para as simulagfes do sistema de controle do levitador niegngs ganhos de realimen-
tacdo e as variaveis apresentadas em (168) necessarias l[pade controle chaveada (109)
e (158) foram utilizadas, a condigao iniciD] = [0,9 O}T, Yo = 0,04 em = 0,08kg para
0 <t < 3segundogyy = 0,075 em=0,05kgpara 3<t < 6 segundosyy = 0,06 em=0.1kg
para 6<t < 9 segundos. Entdo, pode ser visualizado na Figura 15 queemsi® assintotica-
mente estavel para diferentes condigdes iniciais pemées@o conjuntd(MP(x)MT).
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Figura 15 - Posicaa{{t) = y(t)), sinal de controleu(t) = i%(t) —i3), indiceso e ¢ da simu-
lac&o do levitador magnético (160), utilizando a lei de oaetchaveado (109) e

(158).
0.1 :

1(t) (m)

Sinal de Controle

o
[EEN

o
=
N
w
IN
a1
o
~
[ed]
©

Fonte: Proprio autor.

5.3.2 Exemplo numérico 4
Considere um sistema ndo linear com disturbios no sinal digate representado a seguir:

X1 = ser(x;) — 0,35+ (1 — Ap)u—d(t),
Xo = 1,5%1 — 2Xp — X3, (169)

senda,(t) um parametro incerto variante no tempo que satisfaz a cdn@ig A, < 0,2 para
todot > 0. O sinald(t) = 2(3+ 2ser{200rt)) € um distarbio na entrada do sinal de controle tal
que 2< d(t) < 10. Considere o seguinte domiridg para o sistema néo linear incerto:

Do={zeR3: -3<x(t) <3, —3<x(t)<3, 0<Ay(t)<0.2}. (170)

De (170), a equacéo (169) pode ser reescrita como (110) emd qaesiderad@ = 60,
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sendar =4, ny = 2, e as matrizes; (x) e Bj(x) parai € K, séo:

(1 —0,3¢
M) =R)=1, 5, le’
. , - - 2
[_0,2172 —0,3
Al) =As = | T ’;2] (171)
- =X
:1 T 1]’
B1(x) = Bs(x) = o] ,  Ba2(x) =Ba(x) =0,8x H :

A regido de operacao no espaco de estdd@ descrita em (124) sendio= 2, Se R?*?
uma matriz identidade @ = [3 3]T. Observe qud(a) = Bgg(2), senddBy = [1 0" e a funcdo
d(z) > 0 para toda # 0.

Entdo, resolvendo as restricbes apresentadas no Teorema®@a 3, sendqy = 50,
pu=10"> & =1 com a condic&o iniciaky(0) = [-1.50" e x2(0) = [1.50]" pertencentes
ao conjuntag(MP(x)MT, 3), obtém-se o seguinte resultado:

k() = 5784 5397%¢ + 578029956 — 12, 2584, + 5928 3508
Y | 170311246 + 1702 7854¢ — 9,4481xp + 17454879 |
KaX) — 5914 4764¢ + 5910 80413 — 13,357 1x, 4+ 6074 5906
2V 7| 1741369¢ + 174203668 — 13,1212 + 1791, 3586 |
Ka(x) = 5784 539%¢ + 578015343 — 13,5082, + 5753 8774
SV | 17031124G + 1702 72616 — 9,467 + 16997329 |
Ka(x) = 5914 4764¢ + 5910 63696 — 14, 7883, + 5882 6659
BT | 17413698 1 174196753 — 13,1023 + 17414473 |
0,1135 Q0151
MPO)MT = | = qoish 172)
0,01513 01143

As matrizesQj(x) sendoi € K4 sé&o formadas por monémios de segunda ordem e foram
omitidas neste texto. Com as mesmas condicdes utilizadpsojeio dos controladores chave-
ados obtido anteriormente néo foi possivel obter factidie utilizando o Teorema 10. Con-
siderando a condic&o inicial0) = [2,5 —1]" e A, = 0,2, a Figura 17 mostra a trajetéria de
estado, o sinal de controle e os indices de chaveanmeaip.

A Figura 16 apresenta o plano de fase do sistema (169) em rfeehada com a lei de

controle chaveado (109) e (158) com os ganhos (172), senda? ev, = 10. Nesta figura
também é possivel observar os conjuniis.Z (Hy(x)) e & (MP(x)MT, 5).
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Figura 16 - Trajetéria do sistema (169) em malha fechada.oAdi¢cOes iniciais e finais séo
indicadas por um circulo azut) e um quadrado azulY), respectivamente. Os
conjuntos2’, Z(He(x)) e £(MP(x)MT).
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Fonte: Proprio autor.
Figura 17 - Trajetoria das variaveis de estage x», sinal de controle(t) e os indices de
chaveamenta e ¢ do sistema néo linear incerto (152), usando a lei de controle
robusto chaveado (109) e (158).

x1, T2

Control Signal

t(s)

Fonte: Proprio autor.
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5.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Nesta secao foi proposto um novo projeto de controladotasstos chaveados para siste-
mas nao lineares sujeito a saturacdo dos atuadores e gistadosinal de controle. Foi con-
siderada uma nova candidata a funcéo de Lyapunov polinpradlzindo o conservadorismo
no projeto dos controladores. Além disso, os controladaiédos sdo polinomiais, ndo sendo
dependentes de fungdes racionais, que podem dificultarlanmeptacéo desses controladores.

Através dos exemplos foi possivel observar as vantagensvdanmetodologia. A proposta
do projeto de controladores obteve uma regido de fact#uldnaior que a obtida com o projeto
dos controladores baseado em LMIs (ALVES et al., 2016). Al&sso, através da descri¢cdo dos
sistemas néo lineares em modéiozazypolinomiais com as restricdes de projeto descritas em
termos de soma de quadrados, é possivel flexibilizar asg@eslde projeto de controladores.

Tendo em vista que em muitas aplicagfes o sistema estéosajdistlrbios ou incertezas
no sinal de controle, foi considerado o projeto controlad@apazes de suprimir esta classe de
disturbios e /ou incertezas.

A metodologia de projeto proposto fornece uma regio iavae’(MP(x)MT, 3), na qual,
para todox(0) € &(MP(x)MT,3), o vetor de estado do sistema controlado parat > 0,
permanece na regido de operacao considerada, mesmo candmla saturacao dos atuadores.



82

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados resultados sobre oleoctiaveado para uma classe de
sistemas néo lineares incertos com saturacédo no atuadsttebis ou incertezas no sinal de
controle. Os resultados foram obtidos considerando aseptacéo exata destes sistemas por
modelosuzzypolinomiais incertos, que sdo uma extensao dos moéietagTS, considerando
uma combinacédo convexa de modelos locais polinomiais ospadanto, néo lineares. Utili-
zando esta metodologia para a representacéo de sistenlasades, as funcdes de pertinéncia
podem ser incertas e/ou desconhecidas.

Inicialmente, no Capitulo 2, foi comparado o projeto de amatores robustos chaveados
para sistemas néo lineares descritos por modeltsyTS e polinomiais, demonstrando que
0 projeto desses controladores para sistemas descritosqawiosfuzzypolinomiais sdo uma
extensdo dos model@iszzyTS, podendo obter uma regido de factibilidade igual ou maior

Além disso, o projeto de controladores chaveados pararsstedo lineares incertos des-
critos por modelofuzzypolinomiais que possuem as restricdes de projeto despata®ma de
quadrados, € uma metodologia flexivel, podendo ser coasideras restricbes varias matrizes
polinomiais e a minimizacao de indices de desempenho diesgjeomo descrito no Capitulo
3. As restricdes de projeto descritas em termos de soma deagios € uma extensdo das res-
tricdes descritas como LMIs, podendo obter uma regido diltdade maior e/ou melhores
indices de desempenho.

A partir da descricéo de sistemas nao lineares em mofiglpgpolinomiais, o sistema pode
ser descrito globalmente ou localmente de forma exata.rZds#o que na grande maioria das
aplicacdes de controladores os sistemas possuem linstéisiEas e saturacdo nos atuadores,
desta forma as variaveis de estado serdo limitadas. RmrtamtCapitulo 5 foi apresentado
0 projeto de controladores considerando a saturacdo nadaxs e a representacado local do
sistema néo linear incerto por modefagzypolinomiais.

Através dos exemplos numeéricos deste trabalho, pode-sevabsjue os resultados obtidos
para o projeto de controladores chaveados para sistemdmedies incertos obtiveram mai-
ores regides de factibilidade se comparando com aquelssderando modeldsizzyTS com
as restricdes descritas em termos de LMIs. Deste modo rabtdho trouxe resultados impor-
tantes para a flexibilizar as restricdes de projeto dos clawntores para sistemas néo lineares
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incertos.

De modo geral, os resultados obtidos neste trabalho podesstemdidos ao controle cha-
veado de sistemas polinomiais incertos, ou seja, repaaepor polindmios dependentes das
variaveis de estado, ndo necessitando da descricdo destaas utilizando modeldszzypo-
linomiais, um exemplo desse tipo de sistema foi abordadoRAMOS et al., 2018). Além
disso, considerando que a utilizacdo de candidatas a fudggapunov mais complexas e a
utilizacao de ganhos polinomiais podem flexibilizar as egies de projeto do controlador, os
resultados também podem ser estendidos para sistemasdimean incertezas politopicas.

De acordo com os resultados obtidos neste trabalho e basaadetodologia proposta em
Oliveira et al. (2018b) pretende-se projetar controlasl@igaveados robustos com a minimi-
zagao da normél., para a mesma classe de sistemas considerada neste traklaimodisso,
como em muitas aplicacdes de controladores ndo possuidas &s variaveis de estado dis-
ponivel, baseado em Bocca et al. (2022) e Carniato et alOjZ&2a considerado o projeto de
controladores chaveados robustos com realimentacdodiesaia a mesma classe de sistemas
descrita nesse trabalho.

Baseado em Oliveira et al. (2018a) e Santos (2020), a meigidadie projeto de contro-
ladores robustos chaveados apresentado neste trabalbéneserdo estendidos para a classe
de sistemas néo lineares e discretos no tempo descritosqu@osfuzzypolinomiais conside-
rando a saturacao dos atuadores.
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