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Resumo

Nesta tese estudamos sistemas dinâmi
os não suaves aut�nomos e não aut�nomos.

Consideramos ini
ialmente sistemas quadráti
os positivamente limitados aut�nomos pla-

nares e damos 
ondições sobre os 
ampos para que o sistema de Filippov 
orrespondente

seja limitado. Também estudamos uma 
lasse de sistemas quadráti
os e provamos que,

sob algumas restrições nos 
oe�
ientes da parte linear, os sistemas de Filippov rela
iona-

dos são limitados. Em seguida, 
onsideramos sistemas não aut�nomos e damos 
ondições

para a existên
ia de soluções periódi
as de uma 
lasse de equações diferen
iais ordinárias

não aut�nomas. Por �m, 
onsideramos equações diferen
iais ordinárias não aut�nomas de

segunda ordem genéri
as, rela
ionadas a sistemas não suaves e não aut�nomos, estudamos

o 
on
eito de solução destas equações e damos 
ondições analíti
as que são satisfeitas por

soluções típi
as, 
omo as soluções deslizantes, por exemplo. A uni
idade de soluções para

estas equações também é estudada.

Palavras-
have: Sistemas de Filippov, sistemas não suaves, 
ampos de vetores des-


ontínuos, equações diferen
iais ordinárias não suaves, equações diferen
iais ordinárias

por partes, sistemas limitados, 
ampos limitados, sistemas quadráti
os, 
ampos quadrá-

ti
os, variedade de des
ontinuidade, soluções deslizantes, soluções permanentes, soluções

alternantes.



Abstra
t

In this thesis we study autonomous and non-autonomous non-smooth dynami
al sys-

tems. We initially 
onsider planar autonomous positively bounded quadrati
 systems.

We give 
onditions on the ve
tor �elds for that the 
orrespondent Filippov system be

bounded. We also study a 
lass of quadrati
 systems and we prove that, under some

restri
tions on the 
oe�
ients of linear part, the related Filippov systems are bounded.

We then 
onsider non-autonomous systems and we give 
onditions for the existen
e of

periodi
 solutions of a 
ertain 
lass of non-autonomous ordinary di�erential equations.

Finally we 
onsider generi
 non-autonomous se
ond order di�erential equations and we

study the 
on
ept of solution of these equations and determine analyti
al 
onditions that

are satis�ed by typi
al solutions, sliding solutions for instan
e. Moreover, the uniqueness

of solutions for these equations is studied.

Keywords: Filippov systems, non-smooth systems, dis
ontinuous ve
tor �elds, non-

smooth ordinary di�erential equations, pie
ewise ordinary di�erential equations, bounded

systems, bounded ve
tor �elds, quadrati
 systems, quadrati
 ve
tor �elds, sliding soluti-

ons, sewing solutions, �at solutions.
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Introdução

Sistemas dinâmi
os não suaves apare
em em um grande número de problemas de

Engenharia Elétri
a, Me
âni
a, Sistemas Biológi
os, Teoria de Controle, Teoria dos Jogos,

entre outros. Alguns modelos destes problemas são des
ritos por um sistema de equações

diferen
iais 
om lado direito dado por partes, de 
lasse Cr
em 
ada parte, r > 1:

x′ = Z(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn, n ∈ N \ {0}. (1)

Sistemas do tipo (1) são 
onstituídos por duas ou mais zonas, que são regidos por ex-

pressões distintas de Z em 
ada um deles. Trabalhamos apenas 
om duas zonas. Quando

o sistema em questão é aut�nomo, ou seja, independe de t, em 
ada um dos domínios

atuam diferentes 
ampos de vetores, X e Y . A fronteira 
omum entre estas duas zonas,

denotada por Σ, é 
hamada de variedade de des
ontinuidade. Há diferentes maneiras de

de�nir a dinâmi
a do sistema aut�nomo sobre Σ, porém adotamos a 
onvenção de Filippov

[1℄, razão pela qual tais sistemas também são 
hamados sistemas de Filippov e denotados

simplesmente por Z = (X, Y ).

O estudo de sistemas dinâmi
os não suaves é relativamente re
ente e muito esforço tem

sido empregado para veri�
ar a validade e/ou adequação de resultados da teoria 
lássi
a

nesta nova teoria.

No Capítulo 1, 
onsideramos preliminarmente sistemas quadráti
os aut�nomos. Tais

sistemas foram dis
utidos em uma das primeiras o
asiões por Bü
hel [2℄, através de uma


oleção de exemplos. Apare
em, 
omo modelo, na teoria de 
ompetição entre duas espé
ies

[3℄, por exemplo.

Conforme literatura sobre o assunto [4, 5, 6℄, os sistemas que estudamos são os do tipo

x′ = Ax+ f2(x), x ∈ R2, (2)

em que A é uma matriz 
onstante, f2(x) 6≡ 0 e as 
omponentes de f2(x) são polin�mios

quadráti
os homogêneos em x = (x1, x2). Dentre estes sistemas, é 
onhe
ido (em [5, 6℄)
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que os limitados para t > 0 são os que têm parte quadráti
a, a menos equivalên
ia, na

forma





0

x1x2



 ;





x2
2

0



 ;





x2
2

−x1x2 + c x2
2



 , |c| < 2; (3)


om determinadas restrições nos 
oe�
ientes da matriz A (parte linear do sistema). Para

detalhes sobre tais restrições, 
onsultar o Capítulo 1. Entendemos por limitado para t > 0,

um sistema em que 
ada órbita permane
e em um 
onjunto 
ompa
to (para 
ada órbita),

para todo t > 0. A propriedade de um sistema ser limitado é de extrema importân
ia,

por exemplo, na análise da dinâmi
a de 
res
imento popula
ional [7℄, dentre outros.

Uma questão natural é 
onsiderar dois 
ampos limitados bidimensionais e distintos

X, Y e perguntar se o sistema de Filippov resultante Z = (X, Y ) é limitado. A resposta

para tal questão é negativa, 
onforme observamos na Figura 1.

Σ

(a) Fluxo de X .

Σ

(b) Fluxo de Y .

Σ

(
) Fluxo de Z = (X,Y ).

Figura 1: Campos X,Y quadráti
os limitados 
om Sistema de Filippov Z = (X,Y ) ilimitado.

Distinguimos em Σ, regiões de 
ostura Σc, delize Σs e es
ape Σe, bem 
omo o 
onjunto

de pontos nas quais as trajetórias de quaisquer dos 
ampos X, Y tangen
iam a variedade

de des
ontinuidade, 
hamado 
onjunto de pontos de tangên
ia Σt e o 
onjunto de pseudo-

equilíbrios Σp, 
onstituído por equilíbrios do 
ampo de Filippov Zs, quando este existir.

Tais 
onjuntos estão representados na Figura 2.

A dinâmi
a na variedade de des
ontinuidade Σ é 
ru
ial para que o sistema não seja

limitado. Assim, o primeiro resultado do Capítulo 1 estabele
e 
ondições su�
ientes

sobre Σ para que o sistema de Filippov Z = (X, Y ) seja limitado, sendo X, Y 
ampos

bidimensionais quadráti
os e 
ada um deles limitado.

Resultado A. Seja Z = (X, Y ) o sistema de Filippov em que os 
ampos X, Y são

quadráti
os limitados bidimensionais, 
uja variedade de des
ontinuidade Σ é o eixo 
o-

ordenado horizontal. Cara
terizamos os sistemas quadráti
os por partes Z = (X, Y )

9



Σ

(a) Costura.

Σ

(b) Deslize.

Σ

(
) Es
ape.

Σ

(d) Tangên
ia.

Σ

(e) Pseudo-equilíbrio.

Figura 2: Variedade de des
ontinuidade Σ representada por regiões distintas. O 
ampo de Filippov Zs

está de�nido apenas em regiões de deslize ou de es
ape.

limitados. � Ver Teorema 1.4.1 (página 25).

Agora, 
onsideramos X, Y 
ampos quadráti
os, 
om parte quadráti
a em uma das

formas dadas em (3) e 
om 
ondições sobre os 
oe�
ientes da parte linear estabele
idas

em [6℄ (
onsultar o Teorema 1.2.1, página 22). Outra questão que surge é dar 
ondições

su�
ientes sobre os 
oe�
ientes das partes lineares de X e Y que garantam que o sistema

de Filippov Z = (X, Y ) seja limitado:

Resultado B. Seja Z = (X, Y ) o sistema de Filippov em que os 
ampos X, Y são

quadráti
os limitados bidimensionais, 
om parte quadráti
a em uma das formas (3) e 
om

variedade de des
ontinuidade Σ dada pelo eixo 
oordenado horizontal. Exibimos 
ondições

sobre X e Y para que Z seja limitado. � Ver Teorema 1.4.2 (página 26).

Os resultados do Capítulo 1 já foram publi
ados em [8℄.

Nos demais 
apítulos da tese, trabalhamos 
om sistemas não aut�nomos, ou seja,

temos uma dependên
ia explí
ita da variável t, na equação (1).

O Capítulo 2 apresenta uma equação diferen
ial que é um importante modelo de

problema de 
ontrole automáti
o (ver [9℄, página 504, para maiores detalhes):

y′′ + η sgn(y) = θy + α sen(βt) (4)

em que todos os parâmetros η, θ, α, β são 
onstantes reais e η 6= 0. A função u 7→ sgn(u)

é a função sinal: sgn(u) = −1 se u < 0, sgn(0) = 0, sgn(u) = 1 se u > 0.

10



O prin
ipal objetivo deste 
apítulo é dis
utir a existên
ia de soluções periódi
as para

a equação (4). Consideramos valores arbitrários dos parâmetros e mostramos que existem

limites explí
itos que garantem a existên
ia de soluções periódi
as típi
as.

Ini
iamos 
om o estudo de soluções da equação aut�noma, em que não há o termo

forçante α sen(βt). Tal equação produz um sistema aut�nomo planar (x1 = y, x2 = y′)


om a propriedade de reversibilidade para 
ampos de vetores des
ontínuos, introduzido

por Ja
quemard e Teixeira em [10℄. Obtemos, a depender do sinal de η, um 
ontínuo de

órbitas periódi
as, 
onforme a Figura 3.

x1

x2

(a) Selas visíveis, η > 0.

x1

x2

(b) Selas invisíveis, η < 0.

Figura 3: Retratos de fase da equação (4) 
om α = 0 e θ > 0.

Quando a equação aut�noma é perturbada por uma função real t 7→ F (t), 
ontínua

e T -periódi
a, uma questão natural é estudar a persistên
ia e o surgimento de soluções

periódi
as para a nova equação. A Figura 4 ilustra algumas destas soluções.

t

y

(a) Soluções kπ-periódi
as para distin-

tos valores de k ∈ N∗
.

t

y

−kπ kπ

(b) Variação de α para uma

dada solução periódi
a.

Figura 4: Soluções periódi
as da equação (4) 
om η > 0 e θ > 0.

No modelo parti
ular de 
ontrole automáti
o para embar
ações, F 
orresponde a uma

11



ondulação periódi
a do mar. A es
olha do termo forçante α sen(βt) justi�
a-se por 
erta

propriedade de simetria, podendo-se tomar F 
omo uma função ímpar, e pela expansão

de F em série de Fourier, admitindo o primeiro termo desta série 
omo uma primeira

�aproximação� para tal função.

A dinâmi
a da equação (4) é estudada em torno da origem, que é uma singularidade

típi
a de sistemas dinâmi
os não suaves. Por isso, 
onsideramos as 
ondições ini
iais

y(0) = 0, y′(0) = ρ. Quando θ < 0, mostramos que os 
asos η > 0 e η < 0 são similares.

Já se θ > 0, a dinâmi
a é drasti
amente diferente quando η tro
a de sinal.

Admitimos α 
omo o parâmetro para uma família de soluções. Variando este parâme-

tro, en
ontramos soluções que são e que não são periódi
as. Na sub-família de soluções

periódi
as, existe um limitante α∗
que, extrapolado, faz 
om que a solução per
a a sua

periodi
idade. Na �gura 4(b) a solução 
orrespondente a α∗
é a tra
ejada.

Temos então, os prin
ipais resultados do Capítulo 2, reunidos no enun
iado abaixo.

Resultado C. Considere a equação (4) 
om 
ondições ini
iais y(0) = 0, y′(0) = ρ.

Para η, θ �xos, en
ontramos 
ondições em α = α(η, θ, ρ) para a existên
ia de soluções

periódi
as da equação (4) � Ver Teorema (A), Teorema 2.3.1, Teorema 2.3.2, Teorema

2.3.3, Teorema 2.3.4, Teorema 2.3.5 e Teorema 2.3.6.

O estudo realizado no Capítulo 2 é uma 
omplementação do trabalho feito em [11℄ e

gerou um artigo, 
uja referên
ia é [12℄.

No Capítulo 3, 
onsideramos equações diferen
iais ordinárias de segunda ordem não

aut�nomas por partes

x′′ = f(t, x, x′) =







f1(t, x, x
′) se h(t, x, x′) 6 0

f2(t, x, x
′) se h(t, x, x′) > 0

, (5)

sendo f1, f2, h funções reais de 
lasse Cr−1
, r > 2. Analisamos o 
on
eito de solução

deste tipo de equação e determinamos 
ondições analíti
as que são satisfeitas por soluções

típi
as. Além disso, a existên
ia e uni
idade de soluções e soluções do tipo deslizante são

estudadas.

A questão ini
ial deste 
apítulo é 
ompreender o que se entende por solução da equação

(5). Considere, por exemplo, h(t, x, x′) = x′
e t 7→ xi(t) a solução de x′′ = fi(t, x, x

′) tal

que x(t0) = 0, x′(t0) = 0 para i = 1, 2, 
onforme a Figura 5.

No 
aso representado na Figura 5(a), podemos 
ompreender 
omo solução da equação

diferen
ial, uma função que alterna de x2 para x1 no instante t = t0. Uma solução

12



t

x

t0

x2

x2

x1

x1

(a) Solução alternante.

t

x

t0

x2

x2

x1

x1

(b) Soluções deslizantes.

t

x

t0

x2

x2x1

x1

(
) Soluções alternantes ou

permanentes.

Figura 5: Algumas possibilidades de solução da equação (5) 
om x(t0) = x′(t0) = 0.

deste tipo é 
hamada de solução alternante ou de tro
a. Já no 
aso da Figura 5(b),

quando t > t0 temos uma impossibilidade tanto para x1 quanto para x2. Nesse 
aso,


onsideramos a solução de x′ = 0 até que uma das impossibilidades seja ven
ida. Quando

isto o
orre, dizemos que a solução é deslizante ou de deslize. Na Figura 5(
) temos outras

possibilidades, em que a solução pode ou não alternar de uma para outra. Se não alterna,

dizemos que a solução é permanente.

Os últimos dois 
asos da Figura 5 mostram que o problema não tem uni
idade de

soluções. E isto o
orre apenas em pontos da 
urva solução para os quais h(t, x, x′) = 0, o

que torna importante a análise de tal 
urva.

O 
onjunto de funções diferen
iáveis que satisfazem a equação implí
ita h(t, x, x′) = 0

é 
hamado 
onjunto des
ontinuidade da equação (5).

Muitos estudos [11, 13, 14, 15, 16℄ lidam 
om o problema de determinar soluções

periódi
as deste tipo de equação em que h(t, x, x′) = x − g(t) para alguma função g de


lasse C1
. Todavia, as soluções obtidas neste 
aso (
omo as do Capítulo 2) não são do

tipo deslizante, que são as 
onsideradas neste 
apítulo.

Nos trabalhos [17, 18, 19℄ os autores 
onsideraram um 
aso parti
ular de (5), o os
ilador


om atrito (ver Figura 6) des
rito pela equação

x′′ + x+ F sgn(x′) = γ sen(ωt) (6)

em que os parâmetros F, γ, ω são 
onstantes reais que 
orrespondem, respe
tivamente,

à intensidade da fri
ção, amplitude e frequên
ia do termo forçante. O 
onjunto de des-


ontinuidade, que é dado por soluções de x′ = 0, 
orresponde �si
amente à ausên
ia de

movimento no os
ilador.

As soluções da equação (6) podem ser tais que x′ < 0 ou x′ > 0. Porém há uma

13



atrito

atrito

x = 0

termo forçante F

Figura 6: Os
ilador 
om atrito.

ter
eira possibilidade x′ = 0 na qual a solução pode �esta
ionar� por algum instante de

tempo. O termo �esta
ionar� pode ser entendido 
omo �deslizar� no 
ontexto do Capítulo

3 e signi�
a que a solução satisfaz para algum intervalo de tempo, a equação implí
ita

h(t, x, x′) = 0. Provamos então o primeiro resultado do Capítulo 3, que dá uma 
ondição

ne
essária para a existên
ia de soluções deslizantes:

Resultado D. Sejam I ⊂ R e U ⊂ R2
abertos. Considere x : I → R uma função

duas vezes diferen
iável e h : I × U → R uma função de 
lasse Ck
, k > 1, sendo 0 um

valor regular de h. Se o 
onjunto Hx = {t ∈ I | h(t, x(t), x′(t)) = 0} tem medida positiva

então existe t∗ ∈ Hx tal que hx′(t∗, x(t∗), x′(t∗)) 6= 0. � Ver Proposição 3.1.1 (página 64).

Este resultado diz que se hx′ ≡ 0 então Hx tem medida nula, ou seja, as soluções

da equação (5) não são deslizantes. Isto o
orre 
om as soluções da equação estudada no

Capítulo 2, já que h(t, x, x′) = x. Em seguida, damos 
ondições su�
ientes para uma

solução ser do tipo deslizante:

Resultado E. Considere a equação (5) e p = (t0, x0, x
′
0) ∈ I × U tal que h(p) = 0 e

hx′(p) 6= 0. Se

min
i=1,2

{fi(p)} < −ht(p) + x′
0hx(p)

hx′(p)
< max

i=1,2
{fi(p)}

então uma solução x(t) que satisfaz x(t0) = x0 e x′(t0) = x′
0 é uma solução deslizante e

q = (t0, x0) é um ponto de deslize no grá�
o de x. � Teorema 3.3.1 (página 71).

Ao �nal do Capítulo 3, damos 
ondições para o problema ter uni
idade de soluções:

Resultado F. Considere a equação (5) satisfazendo x(t0) = x0 e x′
0(t0) = x′

0. De-

terminamos 
ondições para a existên
ia e uni
idade lo
al de soluções de (5). � Teorema

3.3.2 (página 72).
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O estudo do Capítulo 3 gerou o artigo de referên
ia [20℄.
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Capítulo 1

Sistemas de Filippov quadráti
os e

limitados no plano

Estudamos neste 
apítulo sistemas de Filippov Z = (X, Y ) quadráti
os bidimensio-

nais. Damos 
ondições para que tais sistemas sejam positivamente limitados.

Nas duas primeiras seções abordamos de modo introdutório a teoria de Filippov para


ampos de vetores des
ontínuos e apresentamos resultados 
onhe
idos sobre 
ampos qua-

dráti
os, da teoria 
lássi
a.

Após a parte introdutória des
rita no parágrafo anterior, apresentamos de�nições e


on
eitos preliminares para, en�m, enun
iar e demonstrar os resultados prin
ipais.

1.1 Teoria introdutória de sistemas de Filippov

Sejam Ω um aberto de Rn

om fe
ho 
ompa
to e Σ uma subvariedade mergulhada de


odimensão 1 de Rn
dada por Σ = h−1(0), em que h : Ω ⊂ Rn → R é uma função de


lasse Cr
, r > 1. Admita que 0 é um valor regular de h, ou seja, o vetor gradiente de h é

não nulo em 
ada ponto da variedade de 
odimensão 1: ∇h(x) 6= 0 ∈ Rn
, ∀x ∈ h−1(0).

Denote por X
n,r(Ω) ao 
onjunto de 
ampos de vetores sobre Ω ⊂ Rn

, de 
lasse Cr
. Ao

es
revermos r, �
a subentendida a 
ondição r > 1.

Considere os 
onjuntos Σ− = h−1((−∞, 0]) e Σ+ = h−1([0,+∞)), dados pelas imagens

inversas dos referidos intervalos pela função h. A fronteira 
omum destes 
onjuntos é a

variedade Σ, que divide o aberto Ω em duas partes.
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De�nição 1.1.1. Sejam X, Y ∈ X
n,r(Ω). Um 
ampo de vetores des
ontínuo sobre Ω ⊂ Rn

é uma apli
ação

Z(x) =







X(x) se x ∈ Σ−

Y (x) se x ∈ Σ+
. (1.1)

O 
onjunto de 
ampos de vetores des
ontínuos sobre um aberto Ω de Rn
é denotado

por X
n,r(Ω, h). A variedade Σ = h−1(0) é 
hamada de variedade de des
ontinuidade.

Observe que Z|Σ−
= X , Z|Σ+

= Y e Σ = Σ− ∩ Σ+
.

De�nição 1.1.2. Um sistema de equações diferen
iais ordinárias de primeira ordem

x′ = Z(x) (1.2)

em que Z ∈ X
n,r(Ω, h), 
om as 
onvenções de Filippov [1℄, é 
hamado de sistema de

Filippov e é denotado simplesmente por Z = (X, Y ).

Apesar de já 
itado na observação a
ima, o termo órbita de um sistema de Filippov


are
e de um entendimento mais 
laro, uma vez que não estamos na presença de 
onti-

nuidades e das 
ondições de Lips
hitz. Foi Filippov [1℄ quem sistematizou o 
on
eito de

órbitas para tais sistemas. Sua ideia foi dar regras, 
onhe
idas 
omo �
onvenções de Filip-

pov�, para a transição de órbitas entre as regiões Σ−
e Σ+

passando através da variedade

de des
ontinuidade Σ e, também, para a permanên
ia das órbitas na mesma. São três as


onvenções de Filippov, uma para 
ada tipo de ação dos 
ampos distintos X, Y ∈ X
n,r(Ω)

na variedade de des
ontinuidade Σ.

As ações dos 
ampos na variedade de des
ontinuidade se dá em termos dos ângulos

formados por 
ada 
ampo 
om o vetor gradiente da variedade. Consideramos então as

derivadas de Lie em um ponto x ∈ Σ = h−1(0):

Xih(x) = 〈Xi(x),∇h(x)〉, Xj
i h(x) = 〈Xi(x),∇Xj−1

i h(x)〉, j > 2,

para 1 6 i 6 2, 
om X1 = X , X2 = Y , X1
i h = Xih e 〈., .〉 o produto interno usual em Rn

.

Distinguimos na variedade de des
ontinuidade Σ as seguintes regiões:

(i) Σc é uma região de 
ostura se Xh · Y h > 0 em Σ;

(ii) Σd é uma região de deslize se Xh > 0 e Y h < 0 em Σ;

(iii) Σe é uma região de es
ape se Xh < 0 e Y h > 0 em Σ.
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Em uma região de 
ostura 
onven
iona-se que uma órbita de Z = (X, Y ) que 
ontém

um ponto x ∈ Σ é 
omposta por uma órbita do 
ampo que atinge a variedade Σ no ponto

x e por uma órbita do 
ampo que deixa a variedade Σ no mesmo ponto x. Tal órbita


ruza Σ, daí o nome de 
ostura. Ver a Figura 1.1.

Σc = {x ∈ Σ | Xh(x) · Y h(x) > 0}

∇h(x)
∇h(x)

x
x

X1(x)

X1(x)

X2(x)

X2(x)

Σ Σ

Figura 1.1: Um ponto x de 
ostura para n = 3 em uma variedade de des
ontinuidade que é uma

superfí
ie de dimensão 2: X1h(x), X2h(x) > 0 (à esquerda) e X1h(p), X2h(p) < 0 (à direita).

A 
onvenção em uma região de deslize é de que ambas as órbitas dos distintos 
ampos

X, Y atigem a variedade Σ no ponto x. Quando isto o
orre, surge uma ter
eira órbita

que permane
e em Σ, daí o nome de deslize.

Σd = {x ∈ Σ | Xh(x) > 0, Y h(x) < 0}

Já em uma região de es
ape a 
onvenção é que ambas as órbitas dos distintos 
ampos

X, Y deixam a variedade Σ no ponto x, daí o nome de es
ape. Por questão de 
onsistên
ia

matemáti
a rela
ionada ao �uxo regressando no tempo, 
onsidera-se uma ter
eira órbita

que também permane
e em Σ.

Σe = {x ∈ Σ | Xh(x) < 0, Y h(x) > 0}

A Figura 1.2 ilustra as duas situações a
ima men
ionadas.

Tanto em Σd quanto em Σe de�ne-se um 
ampo que é tangente à variedade Σ e que

se es
reve 
omo 
ombinação linear dos 
ampos X e Y .
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∇h(x)

∇h(x)

x

x

X1(x)

X1(x)
X2(x)

X2(x)

Σ Σ

Figura 1.2: Um ponto x de deslize (à esquerda) e de es
ape (à direita) para n = 3 em uma variedade de

des
ontinuidade que é uma superfí
ie de dimensão 2: X1h(p) > 0, X2h(p) < 0 (à esquerda) e X1h(p) < 0,

X2h(p) > 0 (à direita).

De�nição 1.1.3. Um 
ampo de vetores deslizante asso
iado a Z = (X, Y ) é um 
ampo

n-dimensional Zs sobre Σs = Σd ∪ Σe que é tangente a Σ, de�nido por

Zs(x) =







Ze(x) = p− x se x ∈ Σe

Zd(x) = −(−Z)e(x) se x ∈ Σd

,

onde p é o ponto do segmento que liga x+X(x) a x+ Y (x) tal que p− x é tangente a Σ.

A Figura 1.3 ilustra um 
ampo deslizante.

∇h(x)

x

X1(x)

X2(x)

Zs(x)

Σ

Figura 1.3: Um 
ampo de vetores deslizante Zs em um ponto x ∈ Σs.

Observação 1.1.1. Em regiões de 
ostura não há 
ampo deslizante. Este apenas está

de�nido em pontos 
ujo produto das derivadas de Lie é negativo: Xh(x) · Y h(x) < 0.

Os pontos da variedade de des
ontinuidade Σ são 
lassi�
ados da maneira que se segue.

Dizemos que x ∈ Σ é um ponto regular se

19



• x ∈ Σc ou

• x ∈ Σs e Zs(x) 6= 0 ∈ Rn
.

Os pontos de Σ que não são regulares são 
hamados de pontos singulares. Distinguimos

dois sub
onjuntos do 
onjunto de pontos singulares, a saber: Σp e Σt. Um ponto x ∈ Σp

é 
hamado de pseudo-equilíbrio de Z e é 
ara
terizado por Zs(x) = 0. Um ponto x ∈ Σt é


hamado de tangên
ia de Z e é 
ara
terizado por Xh(x) · Y h(x) = 0 (neste 
aso x é um

ponto de 
ontato tangente entre as órbitas de X e/ou Y 
om Σ).

As singularidades típi
as de um sistema de Filippov são os pontos x ∈ Σ que são

pseudo-equilíbrios de Z (equilíbrios do 
ampo deslizante) ou as tangên
ias:

• x ∈ Σs tal que Zs(x) = 0 ∈ Rn
ou

• x ∈ Σ tal que Xh(x) · Y h(x) = 0.

Para um dado 
ampo W ∈ X
n,r(Ω), dizemos que m é a ordem de 
ontato da respe
tiva

órbita ΓW 
om a variedade Σ, em x, se W kh(x) = 0, ∀k = 0, . . . , m − 1 e Wmh(x) 6= 0.

Para W = X (respe
. Y ), dizemos que x ∈ Σ é uma tangên
ia invisível se a ordem de


ontato m de ΓX (respe
. ΓY ) passando por x é par e Xmh(x) > 0 (respe
. Y mh(x) < 0).

Dizemos que x ∈ Σ é uma tangên
ia visível, para W = X (respe
. W = Y ), se a ordem

de 
ontato m de ΓX (respe
. ΓY ) passando por x é ímpar apenas ou é par e Xmh(x) < 0

(respe
. Y mh(x) > 0). A Figura 1.4 ilustra um ponto de tangên
ia visível 
om 
ontato

de ordem par.

∇h(x) ∇h(x)

x x

X1(x)

X1(x)

X2(x)

X2(x)

Σ Σ

Figura 1.4: Um ponto x ∈ Σ de tangên
ia visível, onde X2h(x) = 0 (à esquerda) e X1h(x) = 0 (à

direita). O ponto x tem ordem de 
ontato par 
om Σ.

Vamos agora formalizar o 
on
eito de órbita para um 
ampo de vetores des
ontínuo.
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Seja W ∈ X
n,r(Ω). Denotamos o �uxo de W por φW (t, x). Então







d

dt
φW (t, x) = W (φW (t, x)),

φW (0, x) = x,

em que t ∈ I = I(x,W ) ⊂ R, I um intervalo que depende de p e W .

De�nição 1.1.4. Seja V uma vizinhança de x ∈ Σ em Ω ⊂ Rn
. Uma órbita lo
al φZ(t, x)

de um 
ampo de vetores de Filippov é de�nido da seguinte maneira, onde φZ(0, x) = x:

• Para x ∈ Σ− \ Σ e x ∈ Σ+ \ Σ, a órbita lo
al é dada por φZ(t, x) = φX(t, x) e

φZ(t, x) = φY (t, x), respe
tivamente, 
om t ∈ I.

• Para x ∈ Σc tal que Xh(x) > 0 e Y h(x) > 0, a órbita lo
al é dada por φZ(t, x) =

φX(t, x) para t ∈ I ∩{t 6 0} e φZ(t, x) = φY (t, x) para t ∈ I ∩{t > 0}. Para o 
aso

Xh(x) < 0 e Y h(x) < 0 a de�nição é a mesma, invertendo o tempo.

• Para x ∈ Σe, a órbita lo
al é dada por φZ(t, x) = φZs
(t, x) para t ∈ I ∩ {t 6 0} e

φZ(t, x) é uma das órbitas φX(t, x), φY (t, x) ou φZs
(t, x) para t ∈ I ∩ {t > 0}. Para

x ∈ Σd a de�nição é a mesma, porém invertendo o tempo.

• Para x ∈ Σt, a órbita lo
al é dada por φZ(t, x) = φ1(t, x) para t ∈ I ∩ {t 6 0} e

φZ(t, x) = φ2(t, x) para t ∈ I ∩ {t > 0}, onde φ1, φ2 é uma das órbitas φX , φY ou

φZs
.

• Para x ∈ Σp, a órbita lo
al é dada por φZ(t, x) = x para todo t ∈ I.

De�nição 1.1.5. Uma órbita global ΓZ(t, x) de Z ∈ X
n,r(Ω, h) tal que ΓZ(0, x) = x é a

união

ΓZ(t, x) =
⋃

i∈Z
{σi(t, xi) | ti 6 t 6 ti+1},

de órbitas lo
ais σi(t, pi), preservando orientação e satisfazendo

σi(ti+1, pi) = σi+1(ti+1, pi+1) = pi+1

e ti → ±∞ para i → ±∞. Uma órbita global é dita positiva (respe
. negativa) se i ∈ N
(respe
. −i ∈ N) e t0 = 0.
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1.2 Campos de vetores quadráti
os e limitados no plano

Nesta seção fazemos breves 
onsiderações sobre 
ampos quadráti
os e limitados no

plano. Para estudos detalhados indi
amos os trabalhos [4, 5, 6, 7℄.

De�nição 1.2.1. Seja X ∈ X
n,r(Ω). Um sistema de equações diferen
iais ordinárias de

primeira ordem aut�nomo x′ = X(x) (ou apenas o 
ampo X) é dito limitado se 
ada

órbita permane
e em um 
ompa
to para t > 0. Caso 
ontrário, o sistema (ou o 
ampo) é

dito ilimitado.

Considere um sistema de equações diferen
iais ordinárias aut�nomo planar, sendo a

origem (0, 0) um ponto de equilíbrio:

x′ = Ax+ f2(x), (1.3)

em que x = (x1, x2) ∈ R2
, A = (aij)2×2 é uma matriz 
om 
oe�
ientes reais 
onstantes,

f2(x) = (P (x), Q(x)) 6≡ 0 ∈ R2
, P (x) = ax2

1 + bx1x2 + cx2
2 e Q(x) = dx2

1 + ex1x2 + fx2
2


om a, b, c, d, e, f 
onstantes reais tais que a2 + b2 + c2 6= 0 e d2 + e2 + f 2 6= 0.

Dentre estes sistemas é sabido (ver [5, 6℄) que, a menos de equivalên
ia, os limitados

(para t > 0) são os que têm parte quadráti
a na forma f2(x) = (0, x1x2), f2(x) = (x2
2, 0)

ou f2(x) = (x2
2,−x1x2 + cx2

2) 
om |c| < 2 e restrições sobre os 
oe�
ientes da matriz A:

Teorema 1.2.1. Seja x′ = Ax+ f2(x) um sistema quadráti
o aut�nomo planar, 
om um

ponto de equilíbrio na origem (0, 0), 
om parte quadráti
a 
omo a
ima e 
om 
ondição

ini
ial x(0) = x0.

(a) Se f2(x) = (x1x2 + x2
2, x

2
2), então o sistema tem uma órbita ilimitada (quando t →

∞) para algum x0 ∈ R2
.

(b) Se f2(x) = (0, x1x2), então o sistema tem todas as suas órbitas limitadas (para

t > 0) se, e somente se, a12 = 0, a11 < 0 e a22 6 0.

(
) Se f2(x) = (x2
2, 0), então o sistema tem todas as suas órbitas limitadas (para t > 0)

se, e somente se, a21 = 0, a11 6 0, a22 6 0 e a11 + a22 < 0.

(d) Se f2(x) = (x2
2,−x1x2 + cx2

2), então o sistema tem todas as suas órbitas limitadas

(para t > 0) se, e somente se, |c| < 2 e satisfaz uma das seguintes 
ondições:

(i) a11 < 0; (ii) a11 = 0 e a21 = 0; ou (iii) a11 = 0, a21 6= 0, a12 + a21 = 0 e

ca21 + a22 6 0.
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Demonstração. Ver [5, 6℄.

Denotamos por Q2(Ω) ⊂ X
2,r(Ω) ao 
onjunto de 
ampos de vetores quadráti
os pla-

nares.

1.3 De�nições e resultados preliminares

De�nição 1.3.1. Um sistema de Filippov Z = (X, Y ) (ou um 
ampo des
ontínuo) é

quadráti
o se os 
ampos X, Y são quadráti
os.

De�nição 1.3.2. Um sistema de Filippov (ou um 
ampo des
ontínuo) Z = (X, Y ) é

limitado se todas as suas órbitas globais permane
em em um 
ompa
to para t > 0. Caso


ontrário, Z = (X, Y ) é dito ilimitado.

A partir de agora, 
onsideraremos a variedade de des
ontinuidade

Σ = {(x1, x2) | x2 = 0}.

A primeira questão que surge é a seguinte:

X, Y limitados =⇒ Z = (X, Y ) limitado ?

A proposição abaixo nos diz que a resposta, em geral, é negativa.

Proposição 1.3.1. Existem 
ampos X, Y ∈ Q2
limitados tal que Z = (X, Y ) não é

limitado.

Demonstração. Considere h(x1, x2) = x2 e Z = (X, Y ) dado por

X(x1, x2) = (2 + 3x2 + x2
2,−1− x2) e Y (x1, x2) = (−1 + x2

2, 2− 2x2).

Apli
ando o item (
) do Teorema 1.2.1, 
on
luímos que X e Y são limitados. A

variedade Σ, formada pelos pontos (x1, 0), é tal que Σ = Σd e o 
ampo deslizante é

Zs(x1, 0) = (1, 0). Este 
ampo não tem equilíbrio e sua órbita é ilimitada. Portanto

Z = (X, Y ) é ilimitado.

Denotamos por Q2(Ω, h) ao 
onjunto de 
ampos de vetores des
ontínuos quadráti
os

planares.
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−2 2 Σ

Figura 1.5: Uma órbita global ilimitada de Z = (X, Y ) passando por pontos de 
ostura,


om X e Y limitados.

Sejam x = (x1, x2), p = (p1, p2), q = (q1, q2) pontos de R
2
e 
onsidere A = (aij)2×2,

B = (bij)2×2 e f2, g2 dadas 
omo em (1.3).

A variedade de des
ontinuidade neste 
apítulo é a 
urva (dimensão 1) em R2
dada por

Σ = h−1(0) 
om h(x1, x2) = x2. O sistema de Filippov Z = (X, Y ) 
onsiderado é

Z(x) =







X(x) = A(x− p) + f2(x− p) se x2 > 0

Y (x) = B(x− q) + g2(x− q) se x2 6 0
. (1.4)

Já men
ionamos que o fato de X, Y serem 
ampos quadráti
os limitados não é su�
i-

ente para que Z = (X, Y ) seja limitado. O exemplo 
onsiderado nos deu a ilimitação na

região de deslize Σd. Porém, Z = (X, Y ) também pode ser ilimitado 
om órbitas globais

passando apenas por regiões de 
ostura Σc.

Segunda demonstração da Proposição 1.3.1. Considere o 
ampo Z ∈ Q2(Ω, h) dado por

Z(x1, x2) =















































0 0

0 1









x1 − 1

x2 + 1



+





(x2 + 1)2

−(x1 − 1)(x2 + 1)





se x2 > 0,





0 0

0 1









x1 + 1

x2 − 1



−





(x2 − 1)2

−(x1 + 1)(x2 − 1)





se x2 6 0.

.

Os pontos das retas x2 = −1 e x2 = 1 são equilíbrios de X e Y , respe
tivamente.

Temos Σt = {−2, 2}, Σe = {(x1, x2) ∈ R2 | − 2 < x1 < 2} e Σc = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 <

−2 ou x1 > 2}. O 
ampo deslizante Zs é limitado porém o 
ampo des
ontínuo Z é

ilimitado. A Figura 1.5 ilustra esta situação.

1.4 Resultados prin
ipais

O primeiro resultado deste 
apítulo estabele
e 
ondições su�
ientes sobre os 
ampos

X e Y e sobre o 
ampo deslizante Zs (em Σ) para que o sistema de Filippov Z = (X, Y )
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seja limitado, onde X, Y são 
ampos quadráti
os e limitados.

Teorema 1.4.1. Seja Z = (X, Y ) ∈ Q2(Ω, h) 
om X, Y limitados e h(x1, x2) = x2.

(a) Se Σ = Σs, ou a 
ardinalidade de Σt (denotada por #Σt) é 1 e Σs é ilimitado, ou

#Σt > 2 e Σc é limitado, então Z é limitado se, e somente se, o 
ampo unidi-

mensional Z∗
s identi�
ado ao 
ampo deslizante Zs é tal que Z∗

s (x1) 6 0 próximo de

x1 = +∞ e Z∗
s (x1) > 0 próximo de x1 = −∞.

(b) Se Σ = Σc então Z = (X, Y ) é limitado.

Demonstração. (a) Suponha que Σ = Σs. Então, o 
ampo deslizante Zs é identi�
ado

a um 
ampo unidimensional Z∗
s . Portanto Z é limitado se, e somente se, Z∗

s (x1) 6 0

próximo de x1 = +∞ e Z∗
s (x1) > 0 próximo de x1 = −∞. Seja #Σt = 1 e Σs ilimitado.

Denote (xt, 0) ∈ Σt. A úni
a possibilidade de Zs ser ilimitado a
onte
e em regiões de

deslize ou es
ape pois se Z tem uma órbita global ilimitada passando pela região de


ostura Σc, ne
essariamente existem pelo menos dois pontos distintos (z, 0) e (w, 0) de

Σc 
om Xh(z, 0), Y h(z, 0) > 0 e Xh(w, 0), Y h(w, 0) < 0. Logo, existe yt 6= xt
tal que

Xh(yt, 0) · Y h(yt, 0) = 0, o que não é possível pois #Σt = 1. No último 
aso, #Σt > 2 e

Σc limitado, a demonstração é análoga aos 
asos anteriores.

(b) Se Σ = Σc então a úni
a possibilidade de uma órbita global ser ilimitada a
onte
e se

ela 
ontiver pelo menos dois pontos distintos de Σc. Assim, existe x1 tal que Xh(x1, 0) = 0

ou Y h(x1, 0) = 0 e, portanto, Σt 6= ∅, o que é impossível pois Σ = Σc. Portanto Z é

limitado.

Consideremos agora Z = (X, Y ) onde X (respe
. Y ) é dado por Ax + f2(x) (respe
.

Bx+ g2(x)) 
omo no Teorema 1.2.1 itens (b), (c) ou (d). Seja

Qp
i = {Fi ∈ X

2,r(Ω) | Fi(x) = A(i)(x− p) + f
(i)
2 (x− p)} para i = 1, . . . , 5

o 
onjunto de 
ampo de vetores quadráti
os que satisfazem as seguintes 
ondições

A(1) = (aij)2×2 
om a11 < 0, a12 = 0, a22 6 0;

A(2) = (aij)2×2 
om a11 6 0, a21 = 0, a22 6 0, a11 + a22 < 0;

A(3) = (aij)2×2 
om a11 < 0;

A(4) = (aij)2×2 
om a11 = a21 = 0;

A(5) = (aij)2×2 
om a11 = 0, a21 6= 0, a12 + a21 = 0, ca21 + a22 6 0;
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f
(1)
2 (y) = (0, y1y2);

f
(2)
2 (y) = (y22, 0);

f
(3)
2 (y) = f

(4)
2 (y) = f

(5)
2 (y) = (y22,−y1y2 + cy22).

A 
onstante c nas expressões de f
(3)
2 , f

(4)
2 , f

(5)
2 é tal que |c| < 2, de a
ordo 
om o

Teorema 1.2.1 e y = x− p 
om y = (y1, y2).

De�na Qp =

5
⋃

i=1

Qp
i . Para p, q ∈ R2

denote Qpq = Qp ×Qq
. Assim Qpq =

5
⋃

i,j=1

Bij 
om

Bij ∩ Bkl = ∅ se i 6= k ou j 6= l onde Bij = Qp
i ×Qq

j .

A partir de agora, usamos aij para nos referirmos aos 
oe�
ientes da matriz da parte

linear do 
ampo X e usamos bij para nos referirmos aos 
oe�
ientes da parte linear do


ampo Y .

Teorema 1.4.2. Seja Qpq = Qp × Qq
um sub
onjunto de Q2(Ω, h) 
omo des
rito a
ima

e Σ = h−1(0) onde h(x1, x2) = x2. Existe BL
ij ⊂ Bij, BL

ij 6= ∅, tal que qualquer Z =

(X, Y ) ∈ BL
ij é limitado. Além disso, a limitação é 
ara
terizada pelo sinal de funções

ra
ionais que dependem dos parâmetros (a11, a12, a21, a22, b11, b12,b21, b22).

O Teorema 1.4.2 
ara
teriza os 
ampos des
ontínuos Z = (X, Y ) ∈ Qpq
que são

limitados. Para sua demonstração usamos os lemas abaixo.

Nos resultados abaixo denotamos por Q0
t o 
onjunto de 
ampos des
ontínuos Z ∈ Qpq

sem pontos de tangên
ia, por Q1
t o 
onjunto de 
ampos des
ontínuos que têm exatamente

um ponto de tangên
ia e por Q2
t o 
onjunto de 
ampos des
ontínuos 
om exatamente dois

pontos de tangên
ia. Usamos a notação [Xh·Y h](x1) para representarXh(x1, 0)·Y h(x1, 0)


om (x1, 0) ∈ Σ.

Lema 1.4.1. Considere Z = (X, Y ) ∈ Qpq
. Se [Xh · Y h](x1) 6= 0 para algum x1 ∈ R

então #Σt = 0, 1 ou 2. Além disso, se Xh · Y h ≡ 0 então Z é limitado.

Demonstração. Seja Z = (X, Y ) ∈ Q2(Ω, h) e suponha que [Xh ·Y h](x1) 6= 0 para algum

x1 ∈ R. Então Z tem no máximo 4 pontos de tangên
ia. De fato, os pontos de tangên
ia

são soluções da equação Xh(x) · Y h(x) = 0 
om x = (x1, 0). Es
revemos

Z(x) =



































a11 a12

a21 a22









y1

y2



 +





a1y
2
1 + a2y1y2 + a3y

2
2

a4y
2
1 + a5y1y2 + a6y

2
2





se x2 > 0,





b11 b12

b21 b22









z1

z2



+





b1z
2
1 + b2z1z2 + b3z

2
2

b4z
2
1 + b5z1z2 + b6z

2
2





se x2 6 0,
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om x = (x1, x2), y1 = x1 − p1, y2 = x2 − p2, z1 = x1 − q1, z2 = x2 − q2 onde p = (p1, p2)

e q = (q1, q2) são pontos de equilíbrio de X e Y respe
tivamente. Assim

Xh(x1, 0) = 〈X(x1, 0),∇f(x1, 0)〉 =

= a4x
2
1 + (a21 − 2a4p1 − a5p2)x1 + (a4p

2
1 − a21p1 − a22p2 + a5p1p2 + a6p

2
2),

e

Y h(x1, 0) = 〈Y (x1, 0),∇f(x1, 0)〉 =

= b4x
2
1 + (b21 − 2b4q1 − b5q2)x1 + (b4q

2
1 − b21q1 − b22q2 + b5q1q2 + b6q

2
2).

Então

Xh(x1, 0) · Y h(x1, 0) = a4b4x
4
1 + [a4(b21 − 2b4q1 − b5q2) + b4(a21 − 2a4p1 − a5p2)]x

3
1+

+[a4(b4q
2
1 − b21q1 − b22q2 + b5q1q2 + b6q

2
2) + b4(a4p

2
1 − a21p1 − a22p2 + a5p1p2 + a6p

2
2)+

+(a21 − 2a4p1 − a5p2)(b21 − 2b4q1 − b5q2)]x
2
1 + . . .

Observe que Xh(x1, 0) · Y h(x1, 0) é um polin�mio de grau menor do que ou igual a 4,

dependendo dos 
oe�
ientes. Logo este polin�mio tem no máximo 4 raízes reais.

Se Z = (X, Y ) ∈ Qpq
e [Xh · Y h](x1) 6= 0 para algum x1 ∈ R, então o 
ampo

des
ontínuo Z tem no máximo 2 pontos de tangên
ia. De fato, isso segue imediatamente

pois a1 = a2 = a4 = b1 = b2 = b4 = 0 em 
ada um dos 
asos para Qp
i .

Provamos agora a limitação de Z quando Xh · Y h ≡ 0 em Σ. Neste 
aso, 
on
luímos

que Σ = Σt. Se uma trajetória de Z = (X, Y ) é ilimitada então uma órbita global passa

por região de 
ostura e retorna ou a órbita es
apa pelo 
ampo deslizante. Uma vez que

Σc = Σs = ∅, isso não pode o
orrer.

Observação 1.4.1. O número 4 na prova do Lema 1.4.1 é realizável. Façamos a seguinte

es
olha: a1 = a2 = a4 = a5 = b4 = a11 = a21 = b22 = p2 = q1 = 1, a3 = a6 = −2,

b1 = b12 = b21 = 2, b2 = b5 = p1 = 0, b3 = −21, b6 = −4, a12 = 3, a22 = q2 = −1 e

b11 = 4. Assim obtemos Σt = {±1,±
√
3}.

Lema 1.4.2. Considere Z ∈ Qpq ∩Q0
t . Então Σ = Σs ou Σ = Σc.

(a) Se Σ = Σs então Z ∈ Bij é limitado se, e somente se, Rpq
ij = An/Bm < 0 onde An

é o 
oe�
iente do termo de maior grau de det[X, Y ](x1, 0) 
om n = ∂(det[X, Y ]),

onde ∂ é a notação para o grau de um polin�mio e Bm é o 
oe�
iente do termo de
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maior grau de Y2(x1, 0)−X2(x1, 0) 
om m = ∂(Y2−X2) e n > m. Se Σs é 
omposto

somente por pontos de equilíbrio de Zs então Z é trivialmente limitado.

(b) Se Σ = Σc então Z é limitado.

Demonstração. Por hipótese #Σt = 0 (Σt = ∅). Isto impli
a que Σs = ∅ ou Σc = ∅, 
aso

ontrário (se Σs 6= ∅ e Σc 6= ∅) deveríamos ter pelo menos um ponto de tangên
ia, pois

Xh · Y h é uma função 
ontínua, [Xh · Y h](z) > 0 e [Xh · Y h](w) < 0 para (z, 0) ∈ Σ e

(w, 0) ∈ Σ. Portanto Σ = Σs ou Σ = Σc.

(a) Provamos apenas o 
aso i = j = 1. Os outros 
asos são similares. Temos Z =

(X, Y ) ∈ B11 = Qp
1 ×Qq

1 onde

Qp
1 = {F1 ∈ χr(Ω) : F1(x) = A(1)(x− p) + f

(1)
2 (x− p)},

Qq
1 = {F1 ∈ χr(Ω) : F1(x) = B(1)(x− q) + f

(1)
2 (x− q)},

e A(1) = (aij)2×2 
om a11 < 0, a12 = 0, a22 6 0, B(1) = (bij)2×2 
om b11 < 0, b12 = 0, b22 6

0, f
(1)
2 (y) = (0, y1y2) 
om y = (y1, y2).

Se Σ = Σs, a expressão do 
ampo deslizante Zs (visto 
omo um 
ampo unidimensional)

é

ZS(x1) =

(x1 − p1)[(a11(b21 − q2)− b11(a21 − p2))(x1 − q1)− a11b22q2] + b11a22p2(x1 − q1)

[(b21 − q2)− (a21 − p2)]x1 − q1(b21 − q2) + p1(a21 − p2)− b22q2 + a22p2
.

(i) Suponha que b21 6= q2 e a21 6= p2. Assim A2 = a11(b21 − q2) − b11(a21 − p2) e B1 =

(b21 − q2)− (a21 − p2). Temos

lim
x1→∞

ZS(x1) = lim
x1→∞

a11(b21 − q2)− b11(a21 − p2)

(b21 − q2)− (a21 − p2)
x1,

em que o símbolo ∞ representa ±∞. Portanto Z é limitada se, e somente se,

Rpq
11 =

a11(b21 − q2)− b11(a21 − p2)

(b21 − q2)− (a21 − p2)
< 0.

(ii) Considere agora b21 = q2 e a21 = p2. Assim A1 = b11a22p2 − a11b22q2, B0 =

a22p2 − b22q2 e temos

lim
x1→∞

ZS(x1) = lim
x1→∞

b11a22p2 − a11b22q2
a22p2 − b22q2

x1.

28



Portanto Z é limitado se, e somente se,

Rpq
11 =

b11a22p2 − a11b22q2
a22p2 − b22q2

< 0.

(b) Se Σ = Σc então Σt = Σs = ∅. A úni
a possibilidade de uma órbita global de

Z ser ilimitada a
onte
e se ela 
ontiver pelo menos dois pontos distintos de Σc. Se isto

o
orre, existe z tal que Xh(z, 0) = 0 ou Y h(z, 0) = 0 e assim (z, 0) ∈ Σt. Portanto Z é

limitado.

Lema 1.4.3. Considere Z ∈ Qpq ∩Q1
t . Então Σ = Σs ∪ Σt ∪ Σc 
om Σs e Σc ilimitados,

Σ = Σs ∪Σt ou Σ = Σc ∪Σt. Se Σ = Σs ∪Σt ∪Σc 
om Σs e Σc ilimitados ou Σ = Σs ∪Σt

então Z ∈ Bij é limitado se, e somente se, Rpq
ij = An/Bm < 0 onde An é o 
oe�
iente

do termo de maior grau de det[X, Y ](x1, 0) 
om n = ∂(det[X, Y ]), Bm é o 
oe�
iente do

termo de maior grau de Y2(x1, 0) − X2(x1, 0) 
om m = ∂(Y2 − X2) e n > m. Se Σs é


omposto somente por pontos de equilíbrio de ZS então Z é trivialmente limitado.

Demonstração. Como #Σt = 1 (Σt = {xt}) então [Xh · Y h](x1) é um polin�mio de grau

1 ou 2. No primeiro 
aso, temos Σ = Σs ∪ Σt ∪ Σc 
om Σs e Σc ilimitados. No outro


aso, Σ = Σs ∪Σt ou Σ = Σc ∪Σt. A úni
a possibilidade de Z ser ilimitado, a
onte
e em

Σs pois se Z tem uma órbita global ilimitada passando por região de 
ostura Σc então

existe pelo menos dois pontos distintos (z, 0) e (w, 0) de Σc 
om Xh(z, 0), Y h(z, 0) > 0

e Xh(w, 0), Y h(w, 0) < 0. Deste modo, existe yt 6= xt
tal que Xh(yt) · Y h(yt) = 0. O

restante da demonstração é análogo à prova do item (a) do Lema 1.4.2.

Observação 1.4.2. Se Σ = Σc ∪ Σt não podemos garantir que o sistema é limitado,


onforme o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4.1. Considere o 
ampo des
ontínuo Z dado por

Z(x1, x2) =











































E.





x1 − 1

x2 + 1



 +





(x2 + 1)2

−(x1 − 1)(x2 + 1) + (x2 + 1)2





se x2 > 0,

F.





x1 − 3

x2 − 1



−





(x2 − 1)2

−(x1 − 3)(x2 − 1) + (x2 − 1)2





se x2 6 0,


om

E = −F =





0 0

0 1



 .
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Os pontos das retas x2 = −1 e x2 = 1 são equilíbrios de X e Y respe
tivamente. Temos

Σt = {3}, Σs = ∅ e Σc = {x1 ∈ R : x1 6= 3}. A Figura 1.6 mostra uma órbita global

ilimitada quando Σ = Σc ∪ Σt.

Σ

Figura 1.6: Um órbita global ilimitada de Z = (X, Y ) passando por pontos de 
ostura,


om X e Y limitados.

Lema 1.4.4. Considere Z ∈ Qpq ∩ Q2
t . Então Σ = Σs ∪ Σc ∪ Σt 
om Σc limitado ou

Σ = Σs ∪Σc ∪Σt 
om Σs limitado. Se Σ = Σs ∪Σc ∪Σt 
om Σc limitado então Z ∈ Bij é

limitado se, e somente se, Rpq
ij = An/Bm < 0 onde An é o 
oe�
iente do termo de maior

grau de det[X, Y ](x1, 0) 
om n = ∂(det[X, Y ]), Bm é o 
oe�
iente do termo de maior grau

de Y2(x1, 0) − X2(x1, 0) 
om m = ∂(Y2 − X2) e n > m. Se Σs é 
omposto somente por

equilíbrios de ZS então Z é trivialmente limitado.

Demonstração. Para veri�
ar que Σ = Σs ∪Σc ∪Σt 
om Σc limitado ou Σ = Σs ∪Σc ∪Σt


om Σs limitado, basta fazer o estudo do sinal de Xh · Y h. A prova é análoga às prova

do item(a) do Lema 1.4.2.

Observação 1.4.3. Se Σ = Σs ∪Σc ∪Σt não podemos garantir que o sistema é limitado.

O exemplo na segunda demonstração da Proposição 1.3.1 ilustra esta situação.

Demonstração do Teorema 1.4.2. Para de�nir o 
onjunto BL
ij , 
onsideramos o 
onjunto

de sistemas quadráti
os (X, Y ) ∈ Bij que satisfazem as 
ondições dadas nos Lemas 1.4.1,

1.4.2, 1.4.3 e 1.4.4. Con
lui-se assim a demonstração do Teorema 1.4.2.
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Capítulo 2

Soluções periódi
as de uma 
lasse de

equações não aut�nomas

Neste 
apítulo investigamos a existên
ia de soluções periódi
as da equação

y′′ + η sgn(y) = θy + α sen(βt) 
om η, θ, α, β ∈ R, η 6= 0, β > 0. (2.1)

O estudo de 
onjuntos minimais típi
os para equações diferen
iais ordinárias aut�no-

mas e não aut�nomas, dadas por partes (
ujos sistemas 
orrespondentes são não suaves)

tem atraído muitos esforços nos últimos anos. Equações desta natureza modelam muitos

problemas em sistemas me
âni
os e eletr�ni
os. Por exemplo, a equação y′′+sgn(y) = −y

é um modelo parti
ular de piloto automáti
o para embar
ações (ver [9℄, página 504). Em

[14℄, foram dadas 
ondições para a existên
ia de soluções periódi
as de sistemas dados

pela equação y′′ + G(y) = F (t), em que F é uma função 
ontínua e G é 
ontínua em

R \ {0} mas não em 0.

Em muitas apli
ações, bus
a-se 
ompreender propriedades de simetria de modelos

matemáti
os dados por equações diferen
iais ordinárias por partes. O 
on
eito de re-

versibilidade para 
ampos de vetores des
ontínuos foi introduzido em [10℄. Em [21℄, a

reversibilidade desempenha um importante papel no estudo dos sistemas a
oplados para

equações de segunda ordem. O trabalho [13℄ mostra 
omo a teoria KAM pode ser usada

para a análise de sistemas representados por y′′ + η sgn(y) = −y+ F (t), em que F é uma

função periódi
a de 
lasse C6
.

A função sinal u 7→ sgn(u) introduzida nos trabalhos men
ionados e neste 
apítulo, é

de�nida por sgn(u) = −1 se u < 0, sgn(0) = 0, sgn(u) = 1 se u > 0.

31



Ini
iamos o estudo 
onsiderando a equação aut�noma y′′+η sgn(y) = θy 
om η, θ ∈ R,
η 6= 0. Em seguida, perturbamos esta equação através de uma função F : R→ R 
ontínua

e T -periódi
a e, então, estudamos a existên
ia de soluções periódi
as para a equação

y′′ + η sgn(y) = θy + F (t). No modelo de piloto automáti
o para embar
ações, o termo

forçante F (t) 
orresponde à ondulação periódi
a da água.

Devido a propriedades de simetria na equação aut�noma, assumimos que F é uma

função ímpar, dada pela série de Fourier

∑

n bn sen
(

2πnT−1t
)

. Consideramos então,

o primeiro termo da série, que é uma aproximação para F , assumindo diretamente

F (t) = α sen(βt) 
om α, β ∈ R. A razão da es
olha do primeiro termo da série se

deve à di�
uldade (
ada vez maiores) nos 
ál
ulos se 
onsiderarmos mais termos na série.

A hipótese β > 0 
onsiderada na Eq. (2.1) não representa uma restrição ao problema,

uma vez que se β < 0, a análise já está 
onsiderada na equação y′′ + η sgn(y) = θy +

α̃ sen(β̃t) 
om α̃ = −α e β̃ = −β > 0.

Fazendo um paralelo 
om o 
aso aut�nomo, lidamos prin
ipalmente 
om soluções

periódi
as t 7→ y(t) da Eq. (2.1) quando a função sinal y 7→ sgn(y) é 
onsiderada e y

anula-se duas vezes por período.

A dinâmi
a do sistema aut�nomo 
orrespondente se dá em torno da origem, que é uma

singularidade típi
a (um ponto de tangên
ia) de sistemas dinâmi
os não suaves. Portanto,


onsideramos para a Eq. (2.1), as 
ondições ini
iais y(0) = 0, y′(0) = ρ ∈ R.
O estudo apresentado neste 
apítulo estende a análise de [11℄, onde foi 
onsiderado o


aso θ = 0, η > 0.

2.1 De�nições e resultados preliminares

Considere a equação dada em (2.1) 
om η, θ, α, β 
onstantes reais e η 6= 0.

De�nição 2.1.1. Uma função y : R → R é dita solução da Eq. (2.1) se y′′(t) existe

para todo t ∈ R e y′′(t) + η = θy(t) + α sen(βt) em {t ∈ R | y(t) > 0} e y′′(t) − η =

θy(t) + α sen(βt) em {t ∈ R | y(t) < 0}.

De�nição 2.1.2. Uma solução periódi
a t 7→ y(t) da Eq. (2.1) é dita simples quando a

função y 7→ sgn(y) é 
onsiderada e y anula-se duas vezes por período.

De�nição 2.1.3. Seja y : R→ R uma solução da Eq. (2.1). A solução y é dita singular

se existe t∗ ∈ R tal que y(t∗) = y′(t∗) = 0. Caso 
ontrário, y é dita regular.
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Para o 
aso aut�nomo (α = 0), quando η > 0, a Eq. (2.1)θ=0 tem uma família de

soluções periódi
as que passam pela origem 
om in
linação não nula. Se perturbamos a

equação aut�noma, ou seja, se 
onsideramos α 6= 0 na Eq. (2.1)θ=0, para η > 0, obtemos

um 
onjunto dis
reto de soluções periódi
as:

Proposição (A). Se η > 0, a Eq. (2.1)θ=0 
om α = 0, tem uma família a um parâmetro

de soluções periódi
as. Além disso, para 
ada ρ > 0, existe uma úni
a solução t 7→ y(t)

tal que y(0) = 0 e y′(0) = ρ, de período 4ρη−1
.

Teorema (A). Assuma α 6= 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ=0. De�na

κ(α, η) =
2
√

α2 + η2

ηπ
.

Para todo k ∈ N tal que k > κ(α, η), existe uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y[k](t)

da Eq. (2.1)θ=0 tal que y[k](0) = 0, y′[k](0) > 0, de período 2kπβ−1
. Esta solução regular

satisfaz y′[k](0) =
1
2
(ηkπ − 2α)β−1

.

Estes resultados foram estabele
idos em [11℄. A 
ondição y′(0) > 0 não é uma restrição

uma vez que uma solução da Eq. (2.1)θ=0 tal que y(0) = 0, y′(0) < 0 
orresponde a uma

solução t 7→ −y(t) da Eq. (2.1)θ=0 
om derivada positiva na origem, 
onsiderada para o

valor do parâmetro −α.

O Teorema (A) dá um limite inferior tal que k > κ(α, η) é uma 
ondição su�
iente

(

|α| < 1
2
η
√
k2π2 − 4

)

para a existên
ia de uma solução regular periódi
a simples. Esta


ondição não é ne
essária, 
omo pode ser visto no seguinte resultado (ver [11℄):

Proposição (B). Assuma η > 0 e α 6= 0 na Eq. (2.1)θ=0. Se α < 1
8
ηπ2

, existe uma úni
a

solução periódi
a simples t 7→ y[1](t) tal que y[1](0) = 0, y′[1](0) > 0, de período 2πβ−1
. Esta

solução regular satisfaz y′[1](0) =
1
2
(ηπ − 2α)β−1

.

A seguir, justi�
amos a es
olha não restritiva y′(0) > 0, reduzimos os parâmetros da

Eq. (2.1) através de um rees
alonamento do tempo e tratamos da questão de simetria da

Eq. (2.1), analisando a reversibilidade para o sistema não suave 
orrespondente. Todo

esse trabalho impli
a na redução da análise do problema.

Lema 2.1.1. Uma função t 7→ y(t) é uma solução de y′′ + η sgn(y) = θy+ α sen(βt) 
om

y(0) = 0, y′(0) = ρ se, e somente se, t 7→ ỹ(t) = −y(t) é uma solução de y′′ + η sgn(y) =

θy + α̃ sen(βt) 
om ỹ(0) = 0, ỹ′(0) = −ρ e α̃ = −α.
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Demonstração. Segue imediatamente de sgn(ỹ(t)) = − sgn(y(t)), ỹ′(t) = −y′(t) e ỹ′′(t) =

−y′′(t), ∀t ∈ R.

O Lemma 2.1.1 permite assumir sem perda de generalidade que sgn(y)(0+) = 1.

Lema 2.1.2. Seja y : [0, u[⊂ R → R tal que y(0) = 0 e sinal de y 
onstante em ]0, u[.

Então t 7→ y(t) é uma solução da Eq. (2.1) se, e somente se, s 7→ x(s) de�nida em [0, uβ[

por x(s) = β2y(sβ−1) é uma solução de

x′′ + η sgn(x) = δx+ α sen(s), δ = θβ−2. (2.2)

Demonstração. Sem perda degeneralidade assumimos y(t) > 0, ∀t ∈]0, u[. O 
aso y(t) < 0

é análogo. Se x(s) = β2y(sβ−1) então t = sβ−1
, x′(s) = βy′(t) e x′′(s) = y′′(t). Temos

também sgn(x(s)) = sgn(β2y(t)) = sgn(y(t)). Portanto y′′(t) + η = θy(t) + α sen(βt) se,

e somente se, x′′(s) + η = θβ−2x(s) + α sen(s). Assim y(t) é uma solução da Eq. (2.1) se,

e somente se, x(s) é uma solução da Eq. (2.2). A 
ondição ini
ial y(0) = 0, y′(0) = ρ é

equivalente a x(0) = 0, x′(0) = r 
om r = βρ.

O próximo lema trata da questão de reversibilidade para a equação aut�noma.

Considerando a mudança y1 = y, y2 = y′, asso
iamos a Eq. (2.1), α = 0, ao 
ampo

bidimensional des
ontínuo

Z0 = y2
∂

∂y1
+
[

θy1 − η sgn(y1)
] ∂

∂y2
,


ujo 
onjunto des
ontinuidade é D(Z0) = {(y1, y2) ∈ R2 | y1 = 0}. Este 
ampo des
ontí-

nuo é reversível (ver [11℄), ou seja, dada a involução ϕ : (y1, y2) 7→ (−y1, y2), o 
ampo Z0

satisfaz:

1. Fix(ϕ)⊂ D(Z0);

2. ∀p ∈ R2 \D(Z0), ϕ ∗ Z0(p) = −Z0 ◦ ϕ(p).

Lema 2.1.3. Assuma α = 0 na Eq. (2.1). O 
ampo des
ontínuo Z0 obtido por y1 = y,

y2 = y′ é ϕ-reversível, onde ϕ : (y1, y2) 7→ (−y1, y2).

Demonstração. De y1 = y, y2 = y′ es
revemos Z0(y1, y2) = (y2, θy1 − η sgn(y1)) 
om


onjunto des
ontinuidade D(Z0) = {(y1, y2) ∈ R2 | y1 = 0}. De�na Fix(ϕ) = {(y1, y2) ∈
R2 | ϕ(y1, y2) = (y1, y2)}. Então, 
laramente Fix(ϕ) ⊂ D(Z0). Consideramos agora

p ∈ R2 \D(Z0), p = (y1, y2). Assim, (ϕ∗Z0)(y1, y2) = ϕ(y2, θy1−η sgn(y1)) = (−y2, θy1−
η sgn(y1)) = −(y2,−θy1 + η sgn(y1)) = −Z0(−y1, y2) = −(Z0 ◦ ϕ)(y1, y2). Portanto Z0 é

ϕ-reversível.
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Daqui em diante, neste 
apítulo, analisamos a Eq. (2.1) separando-a em dois 
asos:

aut�nomo e não aut�nomo. Cada 
aso será dividido em três partes, a saber: hiperbóli
o

(θ > 0), elípti
o (θ < 0) e parabóli
o (θ = 0) 
om η < 0. Em todos os 
asos, quando

a equação aut�noma é perturbada, são dadas 
ondições para a existên
ia de soluções

periódi
as, bem 
omo uma obstrução para a existên
ia de tais soluções, que é uma solução


ujo grá�
o tangen
ia o eixo y = 0, de des
ontinuidade da equação. Tal solução é singular.

Usamos as notações senh(z), cosh(z), tanh(z) e sech(z) para representar as imagens

de z pelas funções seno, 
osseno, tangente e se
antes hiperbóli
as. Denotamos ainda

arctanh(z) e arcsech(z) as imagens de z pelas funções inversas de tangente e se
ante

hiperbóli
as.

2.2 A equação aut�noma y′′ + η sgn(y) = θy

Nesta seção analisamos as soluções da Eq. (2.1) sem a perturbação dada pelo termo

forçante, ou seja, α = 0. A equação 
orresponde a um sistema aut�nomo não suave e

reversível. A depender do parâmetro θ, 
ada 
ampo do sistema não suave ou tem um

equilíbrio que é uma sela (visível ou invisível, a depender de η) no 
aso hiperbóli
o, ou

um 
entro (visível ou invisível, a depender de η) no 
aso elípti
o. No 
aso parabóli
o os


ampos não têm equilíbrio.

2.2.1 O 
aso hiperbóli
o θ > 0

Considere a Eq. (2.1) 
om α = 0 . Mostramos que se η > 0, existe uma família de

órbitas periódi
as no retrato de fases, enquanto que se η < 0, todas as órbitas não triviais

são ilimitadas. Ver a Figura 2.1.

Proposição 2.2.1. Assuma α = 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ>0. Para 
ada ρ > 0, existe

uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y(t) 
om y(0) = 0, y′(0) = ρ se, e somente se,

0 < ρ < η√
θ
. Esta solução regular tem período

4√
θ
arctanh

(

ρη−1
√
θ
)

.

Demonstração. Considere α = 0, η > 0. Da mudança y1 = y e y2 = y′ na Eq. (2.1)θ>0

obtemos o 
ampo bidimensional des
ontínuo Z0(y1, y2) = (y2, θy1 − η sgn(y1)). Denote

por t 7→ Φt
Z0

o �uxo de Z0. Então, para ρ > 0, a órbita pelo ponto (0, ρ) no retrato de

fases é Φt
Z0
(0, ρ) = (y1(t), y2(t)) =
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(−η

θ
cosh(

√
θt) +

ρ√
θ
senh(

√
θt) +

η

θ
,
−η√
θ
senh(

√
θt) + ρ cosh(

√
θt)

)

.

Qualquer trajetória do �uxo para frente (restrita a tempos positivos) ini
iando de um

ponto (0, ρ), 
om ρ > 0, permane
e no semi-plano y1 > 0 e retorna novamente a y1 = 0,

somente para 0 < ρ < η/
√
θ, no ponto (0,−ρ), 
om o tempo (de tro
a de soluções)

(

2/
√
θ
)

arctanh
(

ρ
√
θ/η

)

. Por reversibilidade, o �uxo para trás (restrito a tempos negati-

vos) de (0, ρ), 
om 0 < ρ < η/
√
θ, permane
e no semi-plano y1 < 0 e retorna novamente

a y1 = 0 no ponto (0,−ρ) 
om o tempo de tro
a −
(

2/
√
θ
)

arctanh
(

ρ
√
θ/η

)

. Portanto,

se 0 < ρ < η/
√
θ, a órbita Φt

Z0
(0, ρ) é periódi
a de período

(

4/
√
θ
)

arctanh
(

ρ
√
θ/η

)

.

Usando identidades hiperbóli
as, rees
revemos

y1(t) = −2 senh
(√

θ · t/2
)

[

(

η/θ
)

senh
(√

θ · t/2
)

−
(

ρ/
√
θ
)

cosh
(√

θ · t/2
)

]

.

Assim, y1(t) = 0 se, e somente se, t = 0 ou tanh
(
√
θ · t/2

)

= ρ
√
θ/η. Para η >

0, ρ > 0 não existe t∗ 6= 0 tal que tanh
(√

θ · t∗/2
)

= ρ
√
θ/η 
om ρ > η/

√
θ, pois

−1 < tanh(
√
θ · t/2) < 1. A solução y(t) = y1(t) da Eq. (2.1)θ>0 tal que y(0) = 0,

y′(0) = ρ, 
om 0 < ρ < η/
√
θ, é uma solução periódi
a simples regular, de período

(

4/
√
θ
)

arctanh
(

ρ
√
θ/η

)

. Além disso, a origem (0, 0) é um ponto de sela do 
ampo

Z̃0(z1, z2) =
(

z2, θz1
)

(os autovalores do sistema são reais 
om sinais opostos). Considere

a mudança z1 = y1 − (η/θ) sgn(y1) e z2 = y2. Deste modo, se η > 0, para 
ada 
ampo

asso
iado que 
orresponde a y1 < 0 e a y1 > 0, temos um ponto de sela visível: (−η/θ, 0)

e (η/θ, 0). As separatrizes do 
ampo que 
orresponde a y1 < 0 
ruza o eixo y2 nos valores

−η/
√
θ e η/

√
θ. As separatrizes do 
ampo que 
orresponde a y1 > 0 também 
ruza o eixo

y2 nos mesmos valores. Por simetria, existe um 
ontínuo de órbitas periódi
as em torno

da origem, de período

(

4/
√
θ
)

arctanh
(

ρ
√
θ/η

)

se, e somente se, 0 < ρ < η/
√
θ.

Proposição 2.2.2. Assuma α = 0, η < 0 na Eq. (2.1)θ>0. Todas as soluções não triviais

são ilimitadas e a solução nula é a úni
a solução periódi
a.

Demonstração. Considere α = 0, η < 0. A solução da Eq. (2.1)θ>0 tal que y(0) = λ > 0,

y′(0) = ρ > 0 é

y(t) =
1

2

[(

λ− η

θ
− ρ√

θ

)

e−
√
θt +

(

λ− η

θ
+

ρ√
θ

)

e
√
θt

]

+
η

θ
.

Observe que, 
omo λ−η/θ+ρ/
√
θ > 0, então lim

t→+∞
y(t) = +∞. A solução da Eq. (2.1)θ>0

tal que y(0) = λ 6 0, y′(0) = ρ > 0 é
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y(t) =
1

2

[(

λ+
η

θ
− ρ√

θ

)

e−
√
θt +

(

λ+
η

θ
+

ρ√
θ

)

e
√
θt

]

− η

θ
.

Como λ+ η/θ − ρ/
√
θ < 0, temos lim

t→−∞
y(t) = −∞. O 
aso ρ 6 0 é análogo.

y1

y2

(a) η > 0

y1

y2

(b) η < 0

Figura 2.1: Retrato de fases da equação (2.1) 
om θ > 0 e α = 0; (a) A equação tem um 
ontínuo de

órbitas periódi
as delimitado por uma região; (b) Todas as órbitas são ilimitadas.

2.2.2 O 
aso elípti
o θ < 0

Considere a Eq. (2.1) 
om α = 0. Se η > 0, o sistema tem uma família de órbitas

periódi
as no retrato de fases e a origem é um 
entro des
ontínuo. Já se η < 0, existem

duas soluções periódi
as simples singulares, duas soluções periódi
as singulares e uma

família de soluções periódi
as que não se anulam. Ver a Figura 2.2.

Proposição 2.2.3. Assuma α = 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ<0. Para 
ada ρ > 0, existe

uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y(t) tal que y(0) = 0, y′(0) = ρ, de período

4√
−θ

arctan
(

ρη−1
√
−θ

)

.

Proposição 2.2.4. Assuma α = 0, η < 0 na Eq. (2.1)θ<0. Para 
ada ρ > 0, existe

uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y(t) tal que y(0) = 0, y′(0) = ρ, de período

4√
−θ

[

arctan
(

ρη−1
√
−θ

)

+ π
]

. Além disso, existem duas soluções periódi
as simples sin-

gulares, duas soluções periódi
as singulares e uma família de soluções periódi
as que não

se anulam.

Demonstração das Proposições 2.2.3 e 2.2.4. Considere α = 0 na Eq. (2.1)θ<0. Colo
a-

mos y1 = y e y2 = y′ para asso
iar a Eq. (2.1)θ<0, 
om o 
ampo bidimensional des
ontínuo
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Z0(y1, y2) = (y2, θy1 − η sgn(y1)). Denote por t 7→ Φt
Z0

o �uxo de Z0. Então, para ρ > 0,

a órbita por (0, ρ) no retrato de fases é Φt
Z0
(0, ρ) = (y1(t), y2(t)) =

(−η

θ
cos(

√
−θt) +

ρ√
−θ

sin(
√
−θt) +

η

θ
,
−η√
−θ

sin(
√
−θt) + ρ cos(

√
−θt)

)

.

Qualquer trajetória do �uxo para frente (restrita a tempos positivos) ini
iando de um

ponto (0, ρ), 
om ρ > 0, permane
e no semi-plano y1 > 0 e retorna novamente a y1 = 0

no ponto (0,−ρ) 
om o tempo (de tro
a de soluções)

(

2/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

para

η > 0. e
(

2/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

para η < 0. Por reversibilidade, o �uxo para

trás (restrito a tempos negativos) de (0, ρ), 
om ρ > 0, permane
e no semi-plano y1 < 0 e

retorna novamente a y1 = 0 no ponto (0,−ρ), 
om o tempo

(

−2/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ ·ρ/η
)

para η > 0 e 
om o tempo

(

−2/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

para η < 0. Portanto, em

ambos 
asos, a origem é um 
entro des
ontínuo quando ρ > 0. Assim, a órbita Φt
Z0
(0, ρ)

é periódi
a de período

(

4/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

para 
ada ρ > 0, 
om η > 0, e é

periódi
a de período

(

4/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

para 
ada ρ > 0, 
om η < 0.

Usando identidades trigonométri
as, rees
revemos

y1(t) = 2 sin
(√

−θ · t/2
) [(

η/θ
)

sin
(√

−θ · t/2
)

+
(

ρ/
√
−θ

)

cos
(√

−θ · t/2
)]

.

Então y1(t) = 0 se, e somente se, t =
(

2/
√
−θ

)

nπ ou tan
(√

−θ ·t/2
)

=
√
−θ ·ρ/η, 
om n ∈

N, n > 0. Os primeiros tempos t > 0 são dados por n = 1 e por t =
(

2/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ·
ρ/η

)

para η > 0, e t =
(

2/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

para η < 0. Se η > 0 então

√
−θ · ρ/η > 0 e

(

2/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

<
(

2/
√
−θ

)

(π/2) =
(

π/
√
−θ

)

<
(

2/
√
−θ

)

π.

Assim, o tempo de tro
a é

t =
(

2/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

quando η > 0. Agora, se η < 0 então

√
−θ · ρ/η < 0 e

(

2/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

<
(

2/
√
−θ

)

π.

Assim, o tempo de tro
a é

t =
(

2/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

quando η < 0. Deste modo, se η > 0 a equação tem uma úni
a solução periódi
a simples

y(t) 
om y(0) = 0, y′(0) = ρ para 
ada ρ > 0 de período

(

4/
√
−θ

)

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

, e

se η < 0 a equação tem uma úni
a solução periódi
a simples y(t) 
om y(0) = 0, y′(0) = ρ
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para 
ada ρ > 0 de período

(

4/
√
−θ

) [

arctan
(√

−θ · ρ/η
)

+ π
]

. Como na demonstração

da Proposição 2.2.1, vemos que a origem (0, 0) é um 
entro para Z̃0(z1, z2) = (z2, θz1)

(os autovalores do sistema são 
omplexos 
onjugados). Se 
onsideramos a mudança z1 =

y1 − (η/θ) sgn(y1) e z2 = y2, os 
entros (−η/θ, 0) e (η/θ, 0) de 
ada 
ampo, são visíveis

quando η < 0 e invisíveis quando η > 0. Agora vamos provar que, para η < 0, existem

duas soluções periódi
as simples singulares, duas soluções periódi
as singulares e uma

família de soluções periódi
as regulares que não se anulam. A solução da Eq. (2.1)θ<0 tal

que y(0) = λ e y′(0) = ρ é

y(t) =
(

λ− η

θ

)

cos(
√
−θ · t) + ρ√

−θ
sin(

√
−θ · t) + η

θ
.

Quando λ = ρ = 0, as duas soluções simples singulares são dadas por

y(t) =
ǫη

θ

[

1− cos(
√
−θt)

]

,

uma para ǫ · t > 0 e outra para ǫ · t < 0. Também temos duas soluções singulares

dadas por y(t) =
η

θ

[

1− cos(
√
−θ · t)

]

e y(t) =
−η

θ

[

1− cos(
√
−θ · t)

]

. As expressões

y1(t) = y(t) =
η

θ

[

1− cos(
√
−θ · t)

]

e y2(t) = y′(t) =
−η√
−θ

sin(
√
−θ · t) para λ = ρ = 0

são equações paramétri
as da elipse

(y1 − η/θ)2

(η/θ)2
+

(y2 − 0)2

(−η/
√
−θ)2

= 1.

Basta 
onsiderar 
ondições ini
iais que satisfazem |λ|, |ρ| < min{η/θ,−η/
√
−θ}, λ 6= 0,

para produzir uma família de soluções periódi
as regulares que não se anulam.

y1

y2

(a) η > 0

y1

y2

(b) η < 0

Figura 2.2: Retrato de fases da Eq. (2.1) 
om θ < 0 e α = 0; (a) Um 
entro des
ontínuo; (b) A origem

é um 
entro des
ontínuo se ρ 6= 0.
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2.2.3 O 
aso parabóli
o θ = 0 
om η < 0

Lembramos que o 
aso θ = 0, η > 0 foi o que motivou a extensão para θ 6= 0 e é

en
ontrado em [11℄. Quando 
onsideramos a Eq. (2.1) 
om θ = 0, η < 0, vemos que todas

as soluções não triviais são ilimitadas:

Proposição 2.2.5. Assuma α = 0, η < 0 na Eq. (2.1)θ=0. Todas as soluções não triviais

são ilimitadas e a solução nula é a úni
a solução periódi
a.

Demonstração. Segue imediatamente da expressão de y(t).

2.3 A equação não aut�noma y′′+η sgn(y) = θy+α sen(βt)

Nesta seção 
onsideramos a Eq. (2.1) 
om α 6= 0. Apresentamos 
ondições para a

existên
ia de soluções periódi
as. Mesmo nos 
asos em que a equação aut�noma não

apresenta soluções periódi
as não triviais, após a perturbação, temos o surgimento de

soluções que são periódi
as.

Em 
ada um dos 
asos que são analisados abaixo, usamos os Lemas 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3

a �m de reduzir nossa análise e demonstrar os resultados prin
ipais.

2.3.1 O 
aso hiperbóli
o θ > 0 para α 6= 0

Considere α 6= 0 na Eq. (2.1)θ>0. A equação perturbada apresenta famílias dis
retas

de soluções periódi
as para η > 0. A Figura 2.3 mostra uma família de soluções 2π�

periódi
as simples, porém existe um valor α1 tal que a respe
tiva solução to
a o eixo de

des
ontinuidade (solução singular). Se α > α1 o tempo de tro
a de soluções é menor do

que π e a solução deixa de ser periódi
a. Para η < 0, a equação tem uma úni
a família

de soluções periódi
as simples. A Figura 2.4 mostra algumas destas soluções. Tais fatos


orrespondem aos resultados abaixo.

Teorema 2.3.1. Assuma α 6= 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ>0. A equação tem um 
onjunto

dis
reto de soluções periódi
as simples. Para 
ada k ∈ N \ {0}, de�na

σk(β, θ, η) = η
(

1 + θβ−2
)

sech
(

1
2
kπβ−1

√
θ
)

.

Se |α| < σk(β, θ, η), existe uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y[k](t), de período

2kπβ−1
, tal que y[k](0) = 0, y′[k](0) > 0. Além disso, esta solução regular satisfaz y′[k](0) =

η√
θ
tanh

(

1
2
kπβ−1

√
θ
)

− αβ

β2+θ
.
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Teorema 2.3.2. Assuma α 6= 0, η < 0 na Eq. (2.1)θ>0. A equação tem no máximo uma

família de solução periódi
a simples. De�na

σ1(β, θ, η) =
η(β+θβ−1)√

θ
tanh

(

1
2
πβ−1

√
θ
)

.

Se α < σ1(β, θ, η), existe uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y[1](t), de período

2πβ−1
, tal que y[1](0) = 0, y′[1](0) > 0. Além disso, esta solução regular satisfaz y′[1](0) =

η√
θ
tanh

(

1
2
πβ−1

√
θ
)

− αβ

(β2+θ)
. Se α = σ1(β, θ, η), existe uma solução periódi
a simples

singular y[1] de período 2πβ−1
.

t

y

π−π

(a)

y

y′

(b)

Figura 2.3: (a) Uma família de soluções 2π�periódi
as simples t 7→ yα(t) 
om η > 0 e α < σ∗

1
(1, 1, 1)

dado na Proposição 2.3.1. Para α = σ∗

1(1, 1, 1), a 
orrespondente solução é singular. Quando α >

σ∗

1
(1, 1, 1), a solução (
urva pontilhada) tro
a em um tempo menor do que π e deixa de ser periódi
a; (b)

O respe
tivo retrato de fase.

Em alguns 
asos é possível pro
urar um limitante mais espe
í�
o σ∗
k(β, θ, η) que é

melhor do que σk(β, θ, η), e tal que existe uma solução periódi
a para todo α tal que

|α| < σ∗
k(β, θ, η). Por exemplo, 
om k = 1, damos expli
itamente um limitante melhor:

Proposição 2.3.1. Assuma α 6= 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ>0. Se α < σ∗
1(β, θ, η), onde

σ∗
1(β, θ, η) = η

(

β2 + θ
)

θ−1
[

1− sech
(

1
2
πβ−1

√
θ
)

]

,

existe uma úni
a solução periódi
a simples regular t 7→ y[1](t), de período 2πβ−1
, tal que

y[1](0) = 0, y′[1](0) > 0. Além disso, esta solução satisfaz

y′[1](0) =
η√
θ
tanh

(

1
2
πβ−1

√
θ
)

− αβ

β2+θ
.
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t

y

π−π

(a)

y

y′

(b)

Figura 2.4: (a) A úni
a família de soluções 2π�periódi
as t 7→ yα(t) 
om η < 0 e α < σ1(1, 1,−1)

dado no Teorema 2.3.2. Para α = σ1(1, 1,−1), a solução 
orrespondente é uma solução singular. Quando

α > σ1(1, 1,−1), a solução (
urva pontilhada) é tal que y′
α
(0) < 0 e deixa de ser periódi
a; (b) O

respe
tivo retrato de fase.

O limitante apresentado na Proposição 2.3.1 é maximal. Ilustramos isto no seguinte

resultado:

Proposição 2.3.2. Assuma α 6= 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ>0. Se α = σ∗
1(β, θ, η) dado na

Proposição 2.3.1, então a Eq. (2.1)θ>0 tem uma solução periódi
a singular de período

2πβ−1
.

As Proposições 2.3.1 e 2.3.2 estão ilustradas na Figura 2.3.

Demonstramos estes resultados usando a sequên
ia de lemas abaixo.

Lema 2.3.1. Seja x uma solução de (2.2)δ>0 tal que x(0) = 0, x′(0) = r, sgn(x)(0+) = ǫ.

Então, para ǫ · s > 0, x(s) = fǫ(s) =

= −ǫη

δ
cosh(

√
δs) + 1√

δ

(

r + α
1+δ

)

sinh(
√
δs) + ǫη

δ
− α

1+δ
sin(s).

Demonstração. Integração elementar da Eq. (2.2)δ>0.

Damos agora 
ondições ne
essárias para x ser uma solução periódi
a, estudando o

sistema de equações que 
orrespondem a 
ondições para uma órbita ser fe
hada no retrato

de fases.

Lema 2.3.2. Seja x uma solução 2τ -periódi
a da Eq. (2.2)δ>0 tal que x(0) = 0, x′(0) = r,

sgn(x)(0+) = 1. Então r = η√
δ
tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

− α
1+δ

. Além disso, se α 6= 0 existe k ∈ N\{0}
tal que τ = kπ.
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Demonstração. Seja x uma solução da Eq. (2.2)δ>0 tal que x(0) = 0, x′(0) = r, sgn(x)(0+)

= ǫ, sgn(x)(0−) = −ǫ. Denotamos por τ ǫ o tempo de tro
a 
orrespondente a ǫ (que é o

tempo s 6= 0 tal que x(s) = 0, s tem sinal ǫ, e s é o de menor valor absoluto) e denotamos

por τ−ǫ
o tempo de tro
a 
orrespondente a −ǫ. Com as notações do Lema 2.3.1, observe

que −fǫ(s) = f−ǫ(−s) e f ′
ǫ(s) = f ′

−ǫ(−s), ∀s ∈ R. E então, 
ondições ne
essárias para

obter uma solução periódi
a, são fǫ(τ
ǫ) = f−ǫ(τ

−ǫ) = 0 e f ′
ǫ(τ

ǫ) = f ′
−ǫ(τ

−ǫ). Por simetria,

estas 
ondições são reduzidas a fǫ(τ
ǫ) = 0 e f ′

ǫ(τ
ǫ) = f ′

−ǫ(τ
−ǫ), que impli
am fǫ(τ

ǫ) = 0

e τ ǫ = −τ−ǫ
. Coloque τ = |τ ǫ| por simpli
idade. Usando identidades hiperbóli
as,

rees
revemos x(s) = fǫ(s) =

2 sinh
(√

δs
2

) [

−η

δ
sinh

(√
δs
2

)

+ 1√
δ

(

r + α
1+δ

)

cosh
(√

δs
2

)]

− α
1+δ

sin(s).

Uma vez que x é 2τ -periódi
a, obtemos da Eq. (2.2) que α sin(s+2τ) = α sin(s), ∀s ∈ R.
Assim, para α 6= 0, 2τ = 2kπ 
om k ∈ Z. Mas τ > 0 impli
a τ = kπ 
om k ∈
N \ {0}. Pela equação anterior, fǫ(τ) = 0 se, e somente se, r = η√

δ
tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

− α
1+δ

,

pois sinh
(

1
2
τ
√
δ
)

> 0 e sin(τ) = 0.

Sem perda de generalidade, fo
amos nosso estudo em soluções x tais que x(0) = 0 e

x(s) > 0 para s ∈ (0, τ). O próximo lema nos dá restrições sobre o parâmetro α que são


onsequên
ias do sinal da primeira derivada em 0 e τ .

Lema 2.3.3. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.2)δ>0. Seja x uma solução periódi
a simples de

semi-período τ = kπ, k ∈ N \ {0}, e satisfazendo x(0) = x(τ) = 0, sgn(x)(0+) = 1.

(a) Para η > 0:

· Se k é ímpar, α 6
η√
δ
(1 + δ) tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

;

· Se k é par, |α| 6 η√
δ
(1 + δ) tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

.

(b) Para η < 0:

· Se k é ímpar, α 6
η√
δ
(1 + δ) tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

;

· Se k é par, não existe α ∈ R tal que x′(0) > 0.

Demonstração. De sgn(x)(0+) = 1, obtemos x′(0) = r > 0. Pelo Lema 2.3.2, r > 0 se, e

somente se, α 6
η√
δ
(1 + δ) tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

. Mas x(s) > 0, ∀s ∈ (0, τ). Assim x′(τ) 6 0. Se

k é ímpar, uma solução da Eq. (2.2)δ>0 satisfaz x(τ − s) = x(s), ∀s ∈ R. Em parti
ular

x′(0) = −x′(τ) e x′(τ) 6 0 é equivalente a x′(0) > 0. Se k é par, a propriedade não é válida.

Após alguns 
ál
ulos, temos x′(τ) 6 0 se, e somente se, − η√
δ
(1+ δ) tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

6 α.
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Observe que uma violação das 
ondições do Lema 2.3.3 impli
a x′(0) < 0. O Lema

2.3.2 nos diz que uma solução periódi
a da Eq. (2.2)δ>0 tem semi-período τ = kπ 
om

k ∈ N\{0}. Isto impli
a que em [0, τ ], x deve tro
ar quando s = τ e nun
a antes. Quando

α = 0, esta 
ondição é realizada. No próximo lema, damos um limitante para α em que

esta 
ondição permane
e válida.

Lema 2.3.4. Assuma α 6= 0, η > 0 na (2.2)δ>0. Seja x uma solução periódi
a simples de

semi-período τ = kπ 
om k ∈ N \ {0}, e satisfazendo x(0) = x(τ) = 0, sgn(x)(0+) = 1.

Uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de s ∈ (0, τ) tal que x(s) = x′(s) = 0 é

|α| > η(1 + δ) sech(1
2
τ
√
δ).

Demonstração. Segue dos Lemas 2.3.1 e 2.3.2 que a equação x′(s) = 0, s ∈ (0, τ), é

equivalente a f(s) = g(s), s ∈ (0, τ), onde f(s) = α cos(s) e g(s) = (−η/
√
δ)(1 +

δ)[sinh(
√
δs)− tanh

(

1
2
τ
√
δ
)

cosh(
√
δs)]. O valor s = τ

2
é a úni
a raiz de g. A função g é

estritamente de
res
ente para η > 0 e estritamente 
res
ente para η < 0. Vamos assumir

que |α| < η(1 + δ) sech
(

1
2
τ
√
δ
)

. Para α > 0, a restrição 0 < α < η(1 + δ) sech
(

1
2
τ
√
δ
)

é equivalente a f ′(π
2
) > g′( τ

2
) e para α < 0, a restrição −η(1 + δ) sech

(

1
2
τ
√
δ
)

< α < 0

é equivalente a f ′(3π
2
) > g′( τ

2
). Cada uma destas 
ondições impli
am que x′(s) = 0 tem

somente uma raiz em (0, τ). Então x(s) > 0 para todo s ∈ (0, τ), 
aso 
ontrário, 
omo

x(0) = x(τ) = 0, a equação x′(s) = 0 deve ter pelo menos duas raízes em (0, τ) e isto não

é possível. Mas x(s) > 0 em (0, τ) 
ontradiz a hipótese que x(s) = x′(s) = 0 para algum

s ∈ (0, τ). Portanto |α| > η(1 + δ) sech
(

1
2
τ
√
δ
)

.

A 
ondição para a existên
ia de s ∈ (0, τ) tal que x(s) = x′(s) = 0, apresentada no

Lema 2.3.4, é ne
essária mas não é su�
iente. Provamos a existên
ia de soluções periódi
as

simples regulares para valores α que estão a
ima do limitante do Lema 2.3.4, por exemplo

no Lema 2.3.9.

Lema 2.3.5. Assuma α 6= 0, η < 0 na Eq. (2.2)δ>0. Seja x uma solução periódi
a simples

de semi-período τ = kπ 
om k ∈ N\{0}, e satisfazendo x(0) = x(τ) = 0, sgn(x)(0+) = 1.

Então τ = π.

Demonstração. Admita que exista uma solução 2kπ-periódi
a x da Eq. (2.2)δ>0, 
om

k ∈ N e k > 2. Consideramos sua restrição a [0, kπ], tal que x(0) = 0 e x′(0) > 0.

Observamos então que, para l ∈ N 
om 0 < l < k,

44



x(lπ) = −ηδ−1 cosh
(

lπ
√
δ
)

+ ηδ−1 tanh
(

1
2
kπ

√
δ
)

sinh
(

lπ
√
δ
)

+ ηδ−1
.

Portanto x(lπ) < 0, o que 
ontradiz o fato de que kπ é o tempo de tro
a. Assim, k deve

ser igual a 1.

Nosso prin
ipal objetivo é mostrar que uma solução periódi
a obtida para α = 0 é

deformada para uma solução periódi
a da Eq. (2.2)δ>0, pela variação da amplitude do

termo forçante. Podemos deformar a solução até que a amplitude do termo forçante

α atinja um valor espe
ial que 
orresponde a um valor α tal que uma solução torna-se

tangente ao eixo de des
ontinuidade. Para valores a
ima (em valor absoluto) deste valor

espe
ial, o tempo de tro
a não é kπ 
om k ∈ N \ {0}. Se η < 0 e x é uma solução

2π-periódi
a (τ = π) isto não o
orre. Podemos mover a amplitude do termo forçante α


omo quisermos, respeitando a 
ondição do Lema 2.3.3, que a solução nun
a será tangente

ao eixo de des
ontinuidade em (0, π).

Lema 2.3.6. Denote por E(α) a equação x′′+ η = δx+α sin(s), δ > 0, e assuma τ = kπ


om k ∈ N\{0}.
(a) Existe uma úni
a solução s 7→ xα(s) de E(α) tal que xα(0) = xα(τ) = 0 e

sgn(xα)(0
+) = 1.

(b) Se existe uma amplitude µ satisfazendo as 
ondições do Lema 2.3.3 e sµ tal que

xµ(sµ) < 0, então existe s∗µ ∈ (0, τ) tal que xµ(s
∗
µ) < 0 e x′

µ(s
∗
µ) = 0.

Demonstração. (a) Segue imediatamente dos Lemas 2.3.1 e 2.3.2; (b) Assuma que existe

µ ∈ R satisfazendo as 
ondições do Lema 2.3.3 e sµ ∈ (0, τ) tal que xµ(sµ) < 0. Como

xµ(0) = xµ(τ) = 0, existe s1µ e s2µ (
om 0 < s1µ < s2µ < τ) tal que xµ(s
1
µ) = xµ(s

2
µ) = 0.

Podemos assumir que (s1µ, s
2
µ) é o subintervalo maximal 
ontendo sµ tal que xµ(s) < 0,

∀s ∈ (s1µ, s
2
µ). Pelo Teorema de Rolle, existe s∗µ ∈ (s1µ, s

2
µ) tal que x′

µ(s
∗
µ) = 0.

Lema 2.3.7. Denote por E(α) a equação x′′ + η = δx + α sin(s) 
om δ, η > 0 e assuma

τ = kπ 
om k ∈ N \ {0}. Assuma também que existe uma amplitude γ satisfazendo as


ondições do Lema 2.3.3 e sγ ∈ (0, τ) tal que xγ(sγ) < 0. Então existe µ 
om 0 < |µ| < |γ|
e sµ ∈ (0, τ) tal que xµ(sµ) = x′

µ(sµ) = 0.

Demonstração. Assuma que k é ímpar e vamos 
onsiderar as soluções de E(α) satisfazendo

as 
ondições do Lema 2.3.3. De�na

ν(α) = inf
s∈[0,τ ]

{xα(s)}, µ = sup
α∈R

{α | ν(α) = 0}.
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O 
onjunto A = {α | ν(α) = 0} é tal que A 6= ∅ (0 ∈ A pois ν(0) = 0) e o Lema 2.3.3 item

(a) forne
e um limitante superior para A. Deste modo, µ está bem de�nido e µ > 0. Seja

(µn)n∈N uma sequên
ia que 
onverge a µ, 
om µn > µ, ∀n ∈ N. Temos ν(µn) < 0, ∀n ∈ N.
Então, existe uma sequên
ia (sn)n∈N tal que xµn

(sn) < 0. Pelo Lema 2.3.6, existe uma

sequên
ia (s∗n)n∈N tal que x′
µn
(s∗n) = 0. Podemos en
ontrar uma subsequên
ia de (s∗n)n∈N

que 
onverge em [0, τ ]. Sem perda de generalidade, podemos assumir que (s∗n)n∈N 
onverge,

ela própria, a um ponto s∗ ∈ [0, τ ]. Por 
ontinuidade, a sequên
ia

(

x′
µn
(s∗n)

)

n∈N 
onverge

a x′
µ(s

∗). Assim x′
µ(s

∗) = 0. Temos xµ(s
∗) 6 0. Suponha xµ(s

∗) < 0. Se sin(s∗) = 0, para

todo α ∈ R, xα(s
∗) = x0(s

∗) > 0 e isto é uma 
ontradição. Se sin(s∗) 6= 0, existe α < µ

tal que xα(s
∗) < 0 e isto também é uma 
ontradição. Portanto xµ(s

∗) = x′
µ(s

∗) = 0. O


aso k par é similar.

Lema 2.3.8. Denote por E(α) a equação x′′ + η = δx + α sin(s) 
om δ > 0, η < 0 e

assuma τ = π. Se a amplitude α satisfaz a 
ondição do Lema 2.3.3, então xα(s) > 0 para

todo s ∈ (0, π).

Demonstração. Se α 6
η√
δ
(1+δ) tanh

(

1
2
π
√
δ
)

, x′
α(0) = r > 0, enquanto x′

α(
π
2
) = 0. Segue

de E(α), que x′′
α(0) > 0 e que x′′

α tem somente uma raiz em

(

0, π
2

)

pois α < 0. Assim

x′
α tem somente um máximo em

(

0, π
2

)

. Deste modo, x′
α(s) > 0 para todo s ∈

[

0, π
2

)

e

xα(s) é estritamente 
res
ente em

[

0, π
2

)

. Como s 7→ π − s deixa xα invariante, xα é não

negativa em [0, π] e positiva em (0, π).

Quando η > 0 e τ = π, podemos 
al
ular expli
itamente o valor 
ríti
o α tal que

uma solução periódi
a se torna tangente ao eixo de dis
ontinuidade. Temos então, um

limitante melhor do que aquele dado no Lema 2.3.4.

Lema 2.3.9. Denote por E(α) a equação expressa por x′′ + η = δx+ α sin(s) 
om δ, η >

0. Seja xα uma solução de E(α) no intervalo [0, π], satisfazendo xα(0) = xα(π) = 0,

sgn(xα)(0
+) = 1. Se α < η

δ
(1 + δ)

[

1 − sech
(

1
2
π
√
δ
)]

, o sistema {xα(s) = 0, x′
α(s) = 0}

não tem solução em [0, π].

Demonstração. Assuma α < η

δ
(1 + δ)

[

1 − sech
(

1
2
π
√
δ
)]

. Para estes valores de α, pelo

Lema 2.3.2, temos x′(0) = −x′(π) 6= 0 uma vez que

1− sech
(

1
2
π
√
δ
)

<
√
δ · tanh

(

1
2
π
√
δ
)

.
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Seja xα uma solução de E(α) tal que xα(0) = xα(π) = 0, sgn(xα)(0
+) = 1. Usando o

Lema 2.3.1, podemor ver que x′
α(s) = 0 tem uma ou três raízes em (0, π), dependendo

de α. Para valores α tais que x′
α(s) = 0 tem somente uma raiz em (0, π), esta raiz é

s = π/2 pois x(π − s) = x(s). Neste 
aso x(s) > 0 para todo s ∈ (0, π), 
aso 
ontrário,

teríamos uma 
ontradição (
omo na demonstração do Lema 2.3.8). Para valores α tais

que x′
α(s) = 0 tem três raízes em (0, π), pode-se veri�
ar que a 
urvatura de xα muda

duas vezes e ainda que xα tem dois máximos lo
ais e um mínimo lo
al em

π
2
. Temos

xα(
π
2
) = η

δ
[1 − sech

(

1
2
π
√
δ
)

] − α
1+δ

. Portanto, não existe raiz de xα(s) = 0 em (0, π)

uma vez que α < η

δ
(1 + δ)[1 − sech

(

1
2
π
√
δ
)

]. Como x′(0) = −x′(π) 6= 0, o sistema

{xα(s) = 0, x′
α(s) = 0} não tem solução em [0, π].

Demonstração do Teorema 2.3.1. Sejam α 6= 0, η > 0. Pelo Lema 2.1.2, a Eq. (2.1)θ>0

pode ser es
rita 
omo a Eq. (2.2)δ>0. Assuma que x é uma solução periódi
a simples

da Eq. (2.2)δ>0 tal que x(0) = 0. Pelo Lema 2.1.1, podemos 
onsiderar x′(0) = r > 0.

Pelo Lema 2.3.2, x tem semi-período τ = kπ 
om k ∈ N \ {0}, o qual 
oin
ide 
om o

tempo de tro
a de sua restrição x̄ = x|[0,τ ] ao intervalo [0, τ ]. Também por este lema,

r =
(

η/
√
δ
)

tanh
(√

δ ·τ/2
)

−α/(1+δ). Como η > 0, r = 0 impli
a que sgn(x)(0+) = −1,

mas por hipótese sgn(x)(0+) = 1. Então r > 0 e dos Lemas 2.3.2 e 2.3.3, qualquer

solução periódi
a x tal que x(0) = x(τ) = 0, x′(0) = r > 0, x′(τ) < 0, sgn(x)(0+) = 1

deve satisfazer:

• τ = kπ, k ∈ N \ {0};

• r =
(

η/
√
δ
)

tanh
(√

δ · τ/2
)

− α/(1 + δ);

• α <
(

η/
√
δ
)(

1 + δ
)

tanh
(√

δ · τ/2
)

se k é ímpar;

• |α| <
(

η/
√
δ
)(

1 + δ
)

tanh
(√

δ · τ/2
)

se k é par.

Seja x uma solução da Eq. (2.2)δ>0 satisfazendo estas 
ondições e 
onsidere a equação

suave x′′ + η = δ + α sin(s) 
omo uma equação E(α) dependendo do parâmetro α (η, δ

estão �xados) e denote por x̄α a restrição de x a [0, τ ], dada pelo Lema 2.3.1. Seja x̄0

a restrição a [0, τ ] da solução da equação aut�noma (α = 0) obtida na Proposição 2.2.1.

Como r =
(

η/
√
δ
)

tanh
(√

δ · τ/2
)

−α/(1+ δ), obtemos x̄α(s) = x̄0(s)−α(1+ δ)−1 sin(s).

Usando identidades hiperbóli
as podemos veri�
ar que a solução s 7→ x̄0(s) é positiva em

(0, τ). Considere µ �xado e tal que

47



0 < |µ| < η(1 + δ) sech
(
√
δ · τ/2

)

.

Suponha µ > 0 e 
onsidere α tal que 0 < α < µ. Assuma que exista s ∈ (0, τ) 
om

x̄α(s) = 0. Pelo Lema 2.3.4, x̄′
α(s) 6= 0. Então, existe s′ ∈ (0, τ) próximo de s tal que

x̄α(s
′) < 0. Pelo Lema 2.3.7, existe 0 < α′ < α tal que x̄α′(sα′) = x̄′

α′(sα′) = 0. Mas pelo

Lema 2.3.4 o sistema {x̄α′(s) = 0, x̄′
α′(s) = 0} não tem solução em (0, τ). Deste modo,

x̄α(s) > 0, para todo s ∈ (0, τ). Movendo α de 0 a µ, realizamos uma homotopia de

funções x̄α as quais são soluções de E(α), onde 
ada função x̄α é estritamente positiva em

(0, τ). Portanto, 
onstruímos uma solução da Eq. (2.2)δ>0 que satisfaz x̄µ(0) = x̄µ(τ) = 0.

Considere agora s 7→ xµ(s) de�nida por

xµ(s) =







x̄µ(s), s ∈ [0, τ ]

−x̄µ(−s), s ∈ [−τ, 0]
.

Estendemos xµ em uma função 2τ -periódi
a e xµ é uma solução da Eq. (2.2)δ>0. O 
aso

µ < 0 é similar. Finalmente, usando o Lema 2.1.2 provamos o resultado.

Demonstração do Teorema 2.3.2. Usamos a mesma té
ni
a da demonstração do Teorema

2.3.1. Considere α 6= 0, η < 0. Pelos Lemas 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.5, qualquer solução pe-

riódi
a x tal que x(0) = x(π) = 0, x′(0) = r > 0, sgn(x)(0+) = 1, deve satisfazer

r =
(

η/
√
δ
)

tanh
(
√
δ · π/2

)

− α/(1 + δ) e α 6 (η/
√
δ)(1 + δ) tanh(

√
δ · π/2). Seja x uma

solução da Eq. (2.2)δ>0 satisfazendo estas 
ondições. Seja E(α) a equação suave x′′+ η =

δ + α sin(s). Denote por x̄α a restrição a [0, π] da função dada pelo Lema 2.3.1, a qual é

x̄α(s) = −
(

η/δ
)

cosh
(√

δs
)

+
(

η/δ
)

tanh
(√

δ ·π/2
)

sinh
(√

δs
)

+
(

η/δ
)

−α(1+δ)−1 sin(s).

Se α < (η/
√
δ)(1 + δ) tanh(

√
δ · π/2), x̄′

α(0) = r > 0, enquanto x̄′
α(π/2) = 0. Se-

gue do Lema 2.3.8 que x̄α é não negativa em [0, π] e positiva em (0, π). De�nimos

xα(s) = x̄α(s) para s ∈ [0, π] e xα(s) = −x̄α(−s) para s ∈ [−π, 0]. Estendemos agora

esta solução em R a uma solução 2π-periódi
a da Eq. (2.2)δ>0. Finalmente, usando

o Lema 2.1.2, obtemos uma solução periódi
a simples regular da Eq. (2.1)θ>0. Se

α = (η/
√
δ)(1 + δ) tanh(

√
δ · π/2), pelo Lema 2.3.8, x̄α é não negativa em [0, π], po-

sitiva em (0, π) e satisfaz x̄α(0) = x̄α(π) = x̄′
α(0) = x̄′

α(π) = 0. De�nimos então x 
omo

anteriormente (por simetria) e estendemos por periodi
idade. Finalmente, pelo Lema

2.1.1, obtemos uma solução periódi
a simples singular da Eq. (2.1)θ>0.

Demonstração da Proposição 2.3.1. Considere α 6= 0, η > 0. Usando o Lema 2.1.2, 
onsi-

deramos a Eq. (2.2)δ>0. SejaE(α) a equação suave x′′+η = δ+α sin(s) e s 7→ xα(s) a úni
a
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solução de E(α) em [0, π] satisfazendo xα(0) = xα(π) = 0 e sgn(x)(0+) = 1. Se α 6 0,

xα(s) é positiva em (0, π). Se α > 0, realizamos uma homotopia da solução s 7→ x0(s)

de E(0) à solução de E(α). Do Lema 2.3.9, se α < (η/δ)(1 + δ)[1 − sech(
√
δ · π/2)], o

sistema {xα(s) = 0, x′
α(s) = 0} não tem solução em [0, π]. Então 
onstruímos uma solução

periódi
a 
omo na demonstração do Teorema 2.3.1.

Demonstração da Proposição 2.3.2. Considere α 6= 0, η > 0. Usando o Lema 2.1.2, 
on-

sideramos a Eq. (2.2)δ>0. Seja E(α) a equação suave x′′ + η = δ + α sin(s) e s 7→ xα(s)

a úni
a solução de E(α) em [0, π] satisfazendo xα(0) = xα(π) = 0 e sgn(x)(0+) = 1.

Se α = (η/δ)(1 + δ)[1 − sech(
√
δ · π/2)], temos xα(π/2) = x′

α(π/2) = 0. Construímos

uma solução periódi
a singular da Eq. (2.2)δ>0 
onsiderando suas restrições aos subin-

tervalos [kπ, (k + 1)π] 
omo para soluções regulares. Usando o Lema 2.1.2 provamos o

resultado.

2.3.2 O 
aso elípti
o ressonante θ = −β2
para α 6= 0

A análise de θ < 0 é feita em duas etapas quando α 6= 0 pois a solução do 
aso

aut�nomo pode entrar em ressonân
ia 
om o termo forçante F (t) = α sen(βt). Isto

o
orre quando θ = −β2
. Ainda assim é possível 
onstruir soluções periódi
as para a Eq.

(2.1)θ=−β2
. Ver as Figuras 2.5 e 2.6.

Teorema 2.3.3. Assuma α 6= 0, η > 0 na Eq. (2.1)θ=−β2
. Esta equação tem no máximo

uma solução periódi
a simples regular e isto o
orre somente quando α = 4ηπ−1
. Se

ρ > η
(

1 − 2
π

)

β−1
, existe uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y[1](t), de período

2πβ−1
, tal que y[1](0) = 0, y′[1](0) = ρ. Se ρ = η

(

1 − 2
π

)

β−1
, a Eq. (2.1)θ=−β2

tem uma

solução periódi
a singular de período 2πβ−1
.

Teorema 2.3.4. Assuma α 6= 0, η < 0 na Eq. (2.1)θ=−β2
. A equação tem uma solução

periódi
a simples se, e somente se, α = 4η
kπ


om k ímpar.

(a) Para 
ada k ímpar, existe uma úni
a solução periódi
a simples regular t 7→ y[k](t),

de período 2kπβ−1
, tal que y[k](0) = 0, y′[k](0) = ρk, onde ρ1 > 0, 0 < ρ3 < −η

(

1+ 2
3π

)

β−1

e 0 < ρk < − 2η
kπβ

, k > 5.

(b) Se ρ3 = −η
(

1 + 2
3π

)

β−1
, a respe
tiva solução periódi
a, de período 6πβ−1

, é uma

solução singular.
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t

y

π−π

(a)

y

y′

(b)

Figura 2.5: (a) Família de soluções 2π-periódi
as simples t 7→ y(t) 
om η = 1, β = 1 e α = 4

π
(Teorema

2.3.3). Para ρ = 1 − 2

π
, a solução é singular. Quando ρ < 1 − 2

π
, a solução (
urva pontilhada) muda de

sinal em um tempo menor do que π e deixa de ser periódi
a; (b) O respe
tivo retrato de fases.

(
) Para 
ada k ímpar, existe uma úni
a solução periódi
a simples singular t 7→ y[k](t),

de período 2kπβ−1
, tal que y[k](0) = 0, y′[k](0) = 0.

t

y

3π−3π

(a)

y

y′

(b)

Figura 2.6: (a) Família de soluções 6π-periódi
as simples t 7→ y(t) 
om η = −1, β = 1 e α = − 4

3π

(Teorema 2.3.4); (b) O respe
tivo retrato de fases.

Novamente usamos a sequên
ia de lemas abaixo para demonstrar os resultados desta

seção.

Lema 2.3.10. Seja x uma solução da Eq. (2.2)δ=−1 tal que x(0) = 0, x′(0) = r,

sgn(x)(0+) = ǫ. Então, para ǫ · s > 0,

x(s) = fǫ(s) =
(

ǫη − α

2
s
)

cos(s) +
(

r +
α

2

)

sin(s)− ǫη.
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Demonstração. Integração elementar da Eq. (2.2)δ=−1.

Lema 2.3.11. Seja x uma solução 2τ -periódi
a da Eq. (2.2)δ=−1 tal que x(0) = 0,

x′(0) = r, sgn(x)(0+) = 1. Então r > 0, α = 4η
kπ

para α 6= 0 e τ = kπ 
om k ímpar.

Demonstração. A demonstração é similar à demonstração do Lema 2.3.2, observando que

x(τ) não depende de r e sgn(x)(0+) = 1 impli
a que r > 0. Além disso, se τ = kπ 
om k

par, então x(τ) 6= 0 para α 6= 0.

Observe que para η �xado e para 
ada k ∈ N \ {0}, α está �xado.

Lema 2.3.12. Seja x uma solução periódi
a simples da Eq. (2.2)δ=−1 de semi-período

τ = kπ, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0, x′(0) = r, sgn(x)(0+) = 1. Se η > 0 então r > 0 e

τ = π.

Demonstração. Assuma que exista uma solução 2kπ-periódi
a x da Eq. (2.2)δ=−1, 
om k

ímpar e k > 3. Consideramos sua restrição a [0, kπ], tal que x(0) = 0 e x′(0) > 0. Mas

x(π) = 2η
(

− 1 + 1
k

)

. Se η > 0, x(π) < 0, o que 
ontradiz o fato de que kπ é o tempo de

tro
a. Assim k = 1. Se x′(0) = 0, temos x(π
2
) = η

(

− 1 + 2
π

)

e, para η > 0, x(π
2
) < 0, o

que 
ontradiz o fato de que π é o tempo de tro
a. Portanto r > 0 e τ = π.

Lema 2.3.13. Assuma η > 0 na Eq. (2.2)δ=−1. Seja x uma solução periódi
a simples

da Eq. (2.2)δ=−1 de semi-período τ = π, que satisfaz x(0) = x(π) = 0, x′(0) = r > 0,

sgn(x)(0+) = 1. Uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de s ∈ (0, π) tal que x(s) =

x′(s) = 0 é r 6 η
(

1− 2
π

)

.

Demonstração. A equação x′(s) = 0 é equivalente a f(s) = g(s), onde f(s) = r cos(s) e

g(s) = η
[

1−
(

2
kπ

)

s
]

sin(s). Como η > 0, a função linear no lado direito desta equação, tem

in
linação negativa e uma raiz s = π
2
. Temos x(π− s) = x(s) para todo s ∈ (0, π). Temos

que x′(s) = 0 tem uma ou três raízes em (0, π). Se r > η
(

1− 2
π

)

, temos x
(

π
2

)

> 0.

Lema 2.3.14. Seja x uma solução periódi
a simples da Eq. (2.2)δ=−1 de semi-período

τ = kπ, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0, x′(0) = 0, sgn(x)(0+) = 1. Se η < 0 então x(s) > 0

para todo s ∈ (0, kπ).

Demonstração. Dos Lemas 2.3.10 and 2.3.11, x(s) = η
[

1−
(

2
kπ

)

s
]

cos(s)+
(

2η
kπ

)

sin(s)−η.

Considere m ∈ N tal que 0 < m < k. Isto impli
a que x′(s) = 0 se, e somente se, s = kπ
2

ou s = mπ 
om s ∈ (0, kπ). Mas se η < 0, x
(

kπ
2

)

> 0 e x(mπ) > 0 para todo m tal que

0 < m < k. Con
luímos então que x(s) > 0 para todo s ∈ (0, kπ).
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Lema 2.3.15. Assuma η < 0 na Eq. (2.2)δ=−1. Seja x uma solução periódi
a simples de

semi-período τ = kπ, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0, x′(0) = r > 0, sgn(x)(0+) = 1.

(a) Se k = 1, x(s) > 0 para todo s ∈ (0, π).

(b) Se k = 3, uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de s ∈ (0, 3π) tal que x(s) =

x′(s) = 0 é r > −η
(

1 + 2
3π

)

.

(
) Se k > 5, uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de s ∈ (0, kπ) tal que x(s) =

x′(s) = 0 é r > − 2η
kπ
.

Demonstração. Provamos primeiramente que se η < 0, x′(s) = 0 tem exatamente k raízes

em (0, kπ). A equação x′(s) = 0 é equivalente a f(s) = g(s), onde f(s) = r cos(s) e g(s) =

η
[

1−
(

2
kπ

)

s
]

sin(s). Se r > 0, a equação f(s) = g(s) é equivalente a cot(s) = η

r

[

1−
(

2
kπ

)

s
]

.

Como η < 0, a função linear no lado direito desta equação tem in
linação positiva e raiz

s = kπ
2
. É imediato que esta reta 
ruza o grá�
o da função s 7→ cot(s) em exatamente k

pontos em (0, kπ). Temos também x(kπ − s) = x(s), para todo s ∈ (0, kπ) 
om k ímpar.

(a) Se k = 1, x′(s) = 0 tem exatamente uma raiz em (0, π) e a prova é imediata. (b) Se

k = 3, x′(s) = 0 tem exatamente 3 raízes em (0, 3π). Basta 
onsiderar x
(

3π
2

)

e observar

que se r < −η
(

1+ 2
3π

)

então x
(

3π
2

)

> 0. (
) Suponha r < − 2η
kπ
. Considere 0 < s2 < sl 6

kπ
2


om l par tal que x′(s2) = x′(sl) = 0, ∀ sl ∈
(

s2,
kπ
2

]

. Como cot(s) = η

r

[

1 −
(

2
kπ

)

s
]

e

η < 0 então cot(s2) < cot(sl) 6 0. De r < − 2η
kπ

e cot(s2) < cot(sl) 6 0, obtemos

0 < x(s2) < x(sl) para todo sl ∈
(

s2,
kπ
2

]

tal que x′(sl) = 0 
om l par. Isto impli
a

que x(s) > 0 para todo s ∈ (0, kπ) pois x(kπ − s) = x(s). Portanto r > − 2η
kπ

é uma


ondição ne
essária para a existên
ia de s ∈ (0, kπ) tal que x(s) = x′(s) = 0, 
om k > 5,

k ímpar.

Demonstração do Teorema 2.3.3. Sejam α 6= 0, η > 0. Pelo Lema 2.1.2, a Eq. (2.1)θ=−β2

pode ser es
rita 
omo Eq. (2.2)δ=−1. Assuma que x é uma solução periódi
a simples da

Eq. (2.2)δ=−1 tal que x(0) = 0, x′(0) = r, sgn(x)(0+) = 1. Considere x̄ a restrição de

x ao intervala [0, τ ]. Pelos Lemas 2.3.10 e 2.3.11, x̄(s) = η
[

1 −
(

2/kπ
)

s
]

cos(s) +
(

r +

2η/kπ
)

sin(s)− η 
om k ímpar e r > 0. Temos também α = 4η/π. Por hipótese, η > 0.

Então, pelo Lema 2.3.12, τ = π (k = 1). Pelo Lema 2.3.13 se r > η
(

1 − 2/π
)

então

x(s) > 0 para todo s ∈ (0, π). Considere agora s 7→ x(s) de�nida por

x(s) =







x̄(s), s ∈ [0, π]

−x̄(−s), s ∈ [−π, 0]
.
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Estendemos então x em uma função 2π-periódi
a e x é uma solução da Eq. (2.2)δ=−1. Se

r = η
(

1− 2/π
)

então x̄(π/2) = x̄′(π/2) = 0 e x̄(s) > 0 para s ∈ (0, π/2) ∪ (π/2, π). De�-

nimos então a solução periódi
a singular 
omo anteriormente (por simetria) e estendemos

a solução por periodi
idade. Finalmente, usando Lema 2.1.2 provamos o resultado.

Demonstração do Teorema 2.3.4. Sejam α 6= 0, η < 0. Pelo Lema 2.1.2, Eq. (2.1)θ=−β2

pode ser es
rita 
omo Eq. (2.2)δ=−1. Pelo Lema 2.3.11, α = 4η/kπ, τ = kπ 
om k ímpar

e r > 0. Considere x̄ a restrição de x ao intervalo [0, kπ].

(a) Segue do Lema 2.3.15.

(b) Considere k = 3 no Lema 2.3.15. Se r = −η
(

1+2/3π
)

temos x̄(3π/2) = x̄′(3π/2) =

0 e x̄(s) > 0 para s ∈ (0, 3π/2) ∪ (3π/2, π).

(
) Segue do Lema 2.3.14.

Finalizamos então 
omo nas demonstrações dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2 para obter as

soluções periódi
as 
orrespondentes.

2.3.3 O 
aso elípti
o −β2 6= θ < 0 para α 6= 0

Considere α 6= 0 na Eq. (2.1)θ<0 
om θ 6= −β2
. Neste 
aso, as soluções da equação

aut�noma não são ressonantes 
om o termo forçante F (t) = α sen(βt). Obtemos um


onjunto �nito de famílias de soluções periódi
as para a equação perturbada, 
onforme o

resultado abaixo. As Figuras no �nal da seção, ilustram este 
aso.

Teorema 2.3.5. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.1)θ<0. Considere (β, θ) tal que β−1
√
−θ ∈

Q+ \{0, 1} e −β2 < θ < 0. Seja n ∈ N de�nido por n < β√
−θ

< n+1. Existe um 
onjunto

Kn = {m1, . . . , mn}, mi ∈ N \ {0}, em que para todo k ∈ Kn, existe α∗
k tal que, se

1. |α| < α∗
k,

2. cos
(

1
2
kπβ−1

√
−θ

)

6= 0 e η tan
(

1
2
kπβ−1

√
−θ

)

> 0,

a Eq. (2.1)θ<0 tem uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y[k](t), de período 2kπβ−1
,

tal que y[k](0) = 0, y′[k](0) =
η√
−θ

tan
(

1
2
kπβ−1

√
−θ

)

− αβ

β2+θ
.

Para demonstrar este resultado, usamos os lemas abaixo.
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Lema 2.3.16. Seja x uma solução da Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1, tal que x(0) = 0, x′(0) = r,

sgn(x)(0+) = ǫ. Então, para ǫ · s > 0, x(s) = fǫ(s) =

=
−ǫη

δ
cos(

√
−δs) +

1√
−δ

(

r +
α

1 + δ

)

sin(
√
−δs) +

ǫη

δ
− α

1 + δ
sin(s).

Demonstração. Integração elementar da Eq. (2.2)δ<0 para δ 6= −1.

Lema 2.3.17. Seja x uma solução 2τ -periódi
a da Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1, tal que x(0) = 0,

x′(0) = r, sgn(x)(0+) = 1. Então

r = η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

− α
1+δ

.

Além disso, se α 6= 0 existe k ∈ N \ {0} tal que τ = kπ.

Demonstração. Consideramos (
omo na prova do 2.3.2), as 
ondições fǫ(τ
ǫ) = 0 e f ′

ǫ(τ
ǫ) =

f ′
−ǫ(τ

−ǫ). Como τ ǫ = −τ−ǫ
, 
olo
amos τ = |τ ǫ| por simpli
idade. Usando identidades

trigonométri
as, rees
revemos x(s) = fǫ(s) =

2 sin
(√

−δs
2

) [

−η

δ
sin

(√
−δs
2

)

+ 1√
−δ

(

r + α
1+δ

)

cos
(√

−δs
2

)]

− α
1+δ

sin(s).

Como x é 2τ -periódi
a, da Eq. (2.2) obtemos α sin(s + 2τ) = α sin(s), ∀s ∈ R. Assim,

para α 6= 0, 2τ = 2kπ 
om k ∈ Z. Mas τ > 0 impli
a τ = kπ 
om k ∈ N\{0}. A 
ondição

fǫ(τ) = 0 é satisfeita se, e somente se, τ = 2√
−δ
l1π ou τ = 2√

−δ

{

arctan
(

C
)

+ l2π
}

, for all

l1, l2 ∈ Z 
om

C = η−1
√
−δ

(

r + α
1+δ

)

.

Mas τ é o primeiro tempo positivo ao qual isto o
orre. Então l1 = 1, l2 = 0 quando

C > 0 e l2 = 1 quando C < 0. Como π > arctan(C) + l2π para l2 = 0 (C > 0) e l2 = 1

(C < 0), o tempo de tro
a é τ = 2√
−δ

{

arctan
(

C
)

+ l2π
}

, onde l2 = 0 quando C > 0

e l2 = 1 quando C < 0. Portanto, em qualquer 
aso (C > 0, C < 0 or C = 0) temos

r = η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

− α
1+δ

.

Lema 2.3.18. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1. Seja x uma solução periódi
a

simples de semi-período τ = kπ, k ∈ N\{0}, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0, sgn(x)(0+) = 1.

Então o parâmetro α deve ser tal que:

(a) Se k é ímpar,

• α(1 + δ)−1 6
η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

.

(b) Se k é par,
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• α(1 + δ)−1 6
η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

and

• α(1 + δ)−1 > − η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

.

Demonstração. De sgn(x)(0+) = 1, temos x′(0) = r > 0. Pelo Lema 2.3.17, r > 0 se,

e somente se, α(1 + δ)−1 6
η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

. Como para s ∈ (0, τ), x(s) > 0, temos

x′(τ) 6 0. Se k é ímpar, uma solução da Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1, satisfaz x(τ − s) = x(s),

∀s ∈ R. Em parti
ular x′(0) = −x′(τ) e x′(τ) 6 0 é equivalente a x′(0) > 0. Se k

é par a propriedade não é válida. Cál
ulos mostram que x′(τ) 6 0 se, e somente se,

α(1 + δ)−1 > − η√
−δ

tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

.

Lema 2.3.19. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1. Seja x uma solução perió-

di
a simples de semi-período τ = kπ 
om k ∈ N \ {0}, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0,

sgn(x)(0+) = 1, C = tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

6= 0. Uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de

s ∈ (0, τ) tal que x(s) = x′(s) = 0 é |α| > α∗ = min{K1, K2, Kδ
3}, onde

• K1 =
|η||1 + δ|√

−δ

∣

∣

∣

∣

tan

(

τ
√
−δ

2

)∣

∣

∣

∣

,

• K2 =
|η||1 + δ|

−δ





√

1 + tan2

(

τ
√
−δ

2

)

− 1





,

• Kδ
3 =

|η||1 + δ|
−δ

√

(

1

1 + δ
− 1

)2

− δ

(

1 + tan2

(

τ
√
−δ

2

)

− 1

(1 + δ)2

)

,


om Kδ
3 sendo 
onsiderado somente quando a expressão na raiz quadrada for positiva.

Demonstração. Seja x uma solução da Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1, em um intervalo [0, τ ] 
om

τ = kπ, k ∈ N \ {0}, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0, sgn(x)(0+) = 1. Pelos Lemas 2.3.16 e

2.3.17 o sistema {x(s) = 0, x′(s) = 0} nos dá

|α| = |η||1 + δ|
−δ

√

f(s̄)2 − δ · g(s̄)2

onde







f(s̄) = cos(
√
−δs̄) + tan

(

1
2
τ
√
−δ

)

sin(
√
−δs̄)− 1

g(s̄) = tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

cos(
√
−δs̄)− sin(

√
−δs̄)

,

para algum s̄ ∈ [0, τ ]. De�na a função H(s, τ) :=
|η||1 + δ|

−δ

√

f(s)2 − δ · g(s)2 para todo

s ∈ [0, τ ]. Como −δ > 0, H(s, τ) = 0 se, e somente se, f(s) = g(s) = 0. Mas isto é

impossível quando tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

6= 0. Então, H(s, τ) > 0 para todo s ∈ [0, τ ]. O número
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real α∗
, estritamente positivo, será o mínimo de H em [0, τ ]. Este mínimo é um dos

possíveis valores K1, K2 ou Kδ
3 .

Lema 2.3.20. Denote por E(α) a equação x′′ + η = δx + α sin(s), δ < 0, δ 6= −1, e

assuma τ = kπ 
om k ∈ N\{0}.
(a) Existe uma úni
a solução s 7→ xα(s) de E(α) tal que xα(0) = xα(τ) = 0 e

sgn(xα)(0
+) = 1.

(b) Se existe uma amplitude µ satisfazendo as 
ondições do Lema 2.3.18 e sµ tal que

xµ(sµ) < 0, então existe s∗µ ∈ (0, τ) tal que xµ(s
∗
µ) < 0 and x′

µ(s
∗
µ) = 0.

Demonstração. A demonstração é similar à demonstração do Lema 2.3.6.

Lema 2.3.21. Denote por E(α) a equação x′′ + η = δx + α sin(s) 
om δ < 0, δ 6= −1, e

assuma τ = kπ 
om k ∈ N \ {0}. Assuma ainda que exista uma amplitude γ satisfazendo

as 
ondições do Lema 2.3.18 e sγ ∈ (0, τ) tal que xγ(sγ) < 0. Então existe µ 
om

0 < |µ| < |γ| e sµ ∈ (0, τ) tal que xµ(sµ) = x′
µ(sµ) = 0.

Demonstração. A demonstração é similar à demonstração do Lema 2.3.7.

Lema 2.3.22. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1. Seja x uma solução periódi
a

simples de semi-período τ = kπ 
om k ∈ N \ {0}, que satisfaz x(0) = x(τ) = 0. Então

√
−δ ∈ Q.

Demonstração. No intervalo [0, τ ], x(s) = x1(s) + c · sin(s), onde x1 e a 
onstante c são

dadas pelo Lema 2.3.16. A função x1 tem período p1 = 2π/
√
−δ, c·sin(s) tem período q1 =

2π e x tem período p = 2kπ. Suponha que
√
−δ /∈ Q. Es
revemos x1(s) = x(s)−c ·sin(s).

Como (p/q1) = k ∈ Q, o período de x1 é p1 = 2kπ. Então,

√
−δ = 1/k e isto é uma


ontradição. Portanto

√
−δ ∈ Q.

Lema 2.3.23. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1. Considere τ = kπ. Se

cos
(

1
2
τ
√
−δ

)

= 0, então x(τ) 6= 0 para todo k ∈ N \ {0}.

Demonstração. Segue imediatamente da expressão de x(s).

Lema 2.3.24. Assuma α 6= 0 na Eq. (2.2)δ<0, δ 6= −1. Considere C = tan
(

1
2
τ
√
−δ

)

6= 0.

Uma 
ondição ne
essária para a existên
ia de soluções periódi
as simples é −1 < δ < 0 e

η C > 0.
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Demonstração. Suponha δ < −1. Quando C > 0, segue do Lema 2.3.17, a restrição

0 < k < 1√
−δ
. Isto impli
a que k < 1, o que é impossível. Quando C < 0, temos

1√
−δ

< k < 2√
−δ
. Isto é possível apenas para k = 1. Mas, da expressão de x(s), temos

x(π) 6= 0. Portanto −1 < δ < 0. Suponha agora que −1 < δ < 0 e η C < 0. Quando

η < 0 e C > 0 temos x(π) < 0 e τ = kπ não pode ser o tempo de tro
a. Quando η > 0

e C < 0 temos x(π) 6 0 
om x′(π) < 0. Segue do Lema 2.3.17, que

1√
−δ

< k < 2√
−δ

pois

C < 0. Como −1 < δ < 0 temos k 6= 1. Então, 
omo x(π) 6 0 e x′(π) < 0, τ = kπ, 
om

k > 2, não pode ser o tempo de tro
a. Portanto −1 < δ < 0 e η C > 0.

Demonstração do Teorema 2.3.5. Considere α 6= 0 na Eq. (2.1) 
om

√
−θ · β−1 ∈ Q+ \

{0, 1}, −β2 < θ < 0. Pelo Lema 2.1.2 esta equação pode ser es
rita 
omo a Eq. (2.2)


om

√
−δ ∈ Q+ \ {0, 1}, −1 < δ < 0. Assuma que x é uma solução 2τ -periódi
a simples

da Eq. (2.2) 
om x(0) = 0 tal que cos(
√
−δ · τ/2) 6= 0. Pelo Lema 2.1.3 podemos asumir

r > 0, e pelos Lemas 2.3.16 e 2.3.17,

r = (η/
√
−δ) tan(

√
−δ · τ/2)− α/(1 + δ).

Temos um número �nito de soluções periódi
as simples, pois 0 < k < 1/
√
−δ quando

η > 0, tan(
√
−δ · kπ/2) > 0 e 1/

√
−δ < k < 2/

√
−δ quando η < 0, tan(

√
−δ · kπ/2) < 0.

Para 
ada k que satisfaz as respe
tivas restrições, o valor positivo α∗
k é dado pelo Lema

2.3.19. Finalizamos então, 
omo nas demonstrações dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2.

Para ilustrar o resultado desta seção, 
onsideramos a Eq. (2.1) tomando β = 1,

η = −θ = 1/25 > 0:

y′′ + (1/25) sgn(y) = −(1/25)y + α sin(t).

Dos Lemas 2.3.16 e 2.3.17, a solução que satisfaz

y(0) = 0, y′(0) = (1/5) tan (kπ/10)− (25/24)α


om k ∈ N \ {0}, é

y(t) = cos (s/5) + tan (kπ/10) sin (s/5)− 1− (25/24)α sin(t).

Pelo Lema 2.3.19, para 
ada k ∈ {1, 2, 3, 4}, existe um número positivo

α∗
k = min{K(k)

1 , K
(k)
2 , K

θ,(k)
3 },
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uma vez que a 
ondição η · tan (kπ/10) > 0 é satisfeita somente para tan (kπ/10) > 0

e isto nos dá a restrição sobre k. Denotaremos α∗ = min{α∗
i | i = 1, 2, 3, 4}. Alguns


ál
ulos nos dá α∗ = K
θ,(1)
3

∼= 0.048537. Para |α| < α∗
temos as seguintes 
on�gurações

para a solução em [0, kπ], 
om k = 1, 2, 3, 4 e k = 6, 7, 8, 9:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0 π

(a)

1 2 3 4 5 6

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0 2π

(b)

2 4 6 8

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 3π

(
)

2 4 6 8 10 12

0.5

1.0

1.5

2.0

0 4π

(d)

5 10 15

- 4

- 3

- 2

- 1

0 6π

(e)

5 10 15 20

- 2.5

- 2.0

- 1.5

- 1.0

- 0.5

0 7π

(f)

5 10 15 20 25

- 2.0

- 1.5

- 1.0

- 0.5

0 8π

(g)

5 10 15 20 25

- 2.0

- 1.5

- 1.0

- 0.5

0 9π

(h)

Figura 2.7: Exemplos de soluções 2kπ-periódi
as em [0, kπ] para k ∈ {1, 2, 3, 4}. Quando k ∈ {6, 7, 8, 9}

as respe
tivas soluções são tais que y′(0) < 0 e não gera uma solução da equação des
ontínua.

Observe que para k = 6, 7, 8, 9 a solução é tal que y′(0) < 0 e as 
ondições ne
essárias

do Lema 2.3.18 não são 
umpridas. Para k = 1, existe um valor α para o qual obtemos

uma solução 2π-periódi
a simples singular. Este valor é dado pela 
ondição x(π/2) = 0 e

é α = (24/25) (sec(π/10)− 1). Ver a Figura 2.8.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

- 0.0005

0.0000

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

0.0030

Figura 2.8: Uma solução 2π-periódi
a simples singular (
urva tra
ejada) em [0, π].

Agora, se 
onsideramos η = θ = −1/25 < 0, a solução que satisfaz as 
ondições ini
iais

y(0) = 0, y′(0) = −(1/5) tan (kπ/10)− (25/24)α


om k ∈ N \ {0}, é

y(t) = − cos (s/5)− tan (kπ/10) sin (s/5) + 1− (25/24)α sin(t).
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Pelo Lema 2.3.19, para 
ada k ∈ {6, 7, 8, 9}, existe um número positivo

α∗
k = min{K(k)

1 , K
(k)
2 , K

θ,(k)
3 },

uma vez que a 
ondição η · tan (kπ/10) > 0 é satisfeita somente para tan (kπ/10) < 0

e isto nos dá a restrição sobre k. Denotaremos α∗ = min{α∗
i | i = 6, 7, 8, 9}. Alguns


ál
ulos nos dá α∗ = K
θ,(9)
3

∼= 0.048537. Para |α| < α∗
temos as seguintes 
on�gurações

para a solução em [0, kπ], 
om k = 6, 7, 8, 9 and k = 1, 2, 3, 4:

5 10 15
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(f)
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- 1.0

- 0.5

0 4π
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Figura 2.9: Exemplos de soluções 2kπ-periódi
as em [0, kπ] para k ∈ {6, 7, 8, 9}. Quando k ∈ {1, 2, 3, 4}

as respe
tivas soluções são tais que y′(0) < 0 e não gera uma solução da equação des
ontínua.

Observe que para k = 1, 2, 3, 4 a solução é tal que y′(0) < 0 e as 
ondições ne
essárias

do Lema 2.3.18 não são 
umpridas.

2.3.4 O 
aso parabóli
o θ = 0 
om η < 0 para α 6= 0

Considere α 6= 0 na Eq. (2.1)θ=0 
om η < 0. Ainda que todas as soluções não

triviais da equação aut�noma são ilimitadas, quando 
onsideramos a perturbação por

F (t) = α sen(βt), produzimos uma família de soluções periódi
as. Este resultado está

des
rito abaixo e pode ser observado na Figura 2.10.

Teorema 2.3.6. Se η < 0, a Eq. (2.1)θ=0 tem no máximo uma família de soluções

periódi
as simples. Se |α| > −ηπ

2
, existe uma úni
a solução periódi
a simples t 7→ y[1](t),

de período 2πβ−1
, tal que y[1](0) = 0 e y′[1](0) sgn(α) > 0. Além disso, y′[1](0) =

1
2
(ηπ −

2α)β−1
. Se |α| = −ηπ

2
, existe uma solução periódi
a singular t 7→ y[1](t) de período 2πβ−1

.
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(a) (b)

Figura 2.10: (a) Uma família de soluções 2π-periódi
as da Eq. (2.1)θ=0 para −2 6 α < −π

2
(η =

−1, β = 1) e (b) seu 
orrespondente retrato de fases.

Nosso próximo resultado estabele
e (mediante alguma 
ondição de existên
ia) uma


onexão entre a úni
a solução 2π-periódi
a da Eq. (2.1)θ=0 quando η < 0, 
om a úni
a

solução 2π-periódi
a da Eq. (2.1)θ=0 quando η > 0 (dada pela Proposição (B)). Ver a

Figura 2.12.

Isto dá 
ondições para que se possa deformar suavemente uma solução periódi
a do

modelo parabóli
o 
om η > 0 em uma solução periódi
a do modelo parabóli
o 
om η < 0.

Figura 2.11: Uma solução 2π-periódi
a singular da Eq. (2.1)θ=0 (α = −π

2
, η = −1, β = 1).

Teorema 2.3.7. Fixemos η < 0 e α 6
ηπ

2
. Existe uma úni
a família a um parâmetro,

yφ, φ ∈ (−∞, 1], de soluções de período 2πβ−1
de

y′′ + φη sgn(y) = α sin(βt), β > 0

tal que yφ(0) = 0, y′φ(0) =
1
2
(φηπ − 2α)β−1

. Se α = ηπ

2
, y1 é uma solução singular. Caso


ontrário, y1 é regular.
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O 
ontínuo de soluções periódi
as yφ 
orrespondentes à transição entre os 
asos η < 0

e η > 0 está representado na Figura 2.13. Para valores positivos de α, há uma 
lara

diferença entre as dinâmi
as dos 
asos.

(a) (b)

Figura 2.12: (a) Uma família de soluções 2π-periódi
as de y′′ + φη sgn(y) = α sin(βt) for η = −1,

α = − 21π

40
, φ ∈ [− 1

4
, 1], β = 1 e (b) seu 
orrespondente retrato de fases.

Figura 2.13: Uma família de restrições a [0, π] de soluções 2π-periódi
as de y′′ + φη sgn(y) = α sin(βt)

quando φ ∈ [− 1

4
, 1] (α = −π

2
, η = −1, β = 1). A superfí
ie termina (na frente) em uma solução periódi
a

singular (em t = 0 e t = π).

Para demonstrarmos estes resultados usamos os lemas abaixo, 
ujas provas omitidas

são similares às provas dos lemas equivalentes na Seção 2.3.1.

Lema 2.3.25. Seja x uma solução da Eq. (2.2)δ=0 
om η < 0 tal que x(0) = 0, x′(0) = r,

sgn(x)(0+) = ǫ. Então, para ǫ · s > 0,

x(s) = fǫ(s) = −ǫη
s2

2
+ rs+ α

(

s− sin(s)
)

.
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Lema 2.3.26. Seja x uma solução 2τ -periódi
a da Eq. (2.2)δ=0 
om η < 0 tal que

x(0) = 0, x′(0) = r, sgn(x)(0+) = 1. Então r = ητ

2
− α. Além disso, se α 6= 0 existe

k ∈ N \ {0} tal que τ = kπ.

Lema 2.3.27. Se x é uma solução periódi
a da Eq. (2.2)δ=0 
om η < 0, no intervalo

[0, τ ], que satisfaz x(0) = 0, sgn(x)(0+) > 0, então τ = π.

Demonstração. Assuma que exista uma solução 2kπ-periódi
a x da Eq. (2.2)δ=0, 
om

k ∈ N e k > 2. Consideramos sua restrição a [0, kπ], tal que x(0) = 0 e x′(0) > 0.

Observamos então que para l ∈ N tal que 0 < l < k, x(lπ) = −η

2
π2l(l − k). Deste modo,

x(lπ) < 0, o que 
ontradiz o fato de que kπ é o tempo de tro
a. Assim, k deve ser igual

a 1.

Demonstração do Teorema 2.3.6. As té
ni
as de demonstração são similares às das de-

monstrações dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2 e, portanto, omitimos a demonstração.

Demonstração do Teorema 2.3.7. Sem perda de generalidade, �xemos η = −1 e α <

−π/2. Para φ = 1 temos uma úni
a solução periódi
a y1 que se anula em 0, da Eq.

(2.1)θ = 0. Para 0 < φ < 1 temos também α < −φ π/2. Assim existe uma úni
a

solução periódi
a yφ que se anula em 0, da Eq. (2.1)θ=0. Para φ = 0, a úni
a solução

periódi
a y0 que se anula em 0 é de�nida por y0(t) = −αβ−2 sin(βt). E, para φ < 0, temos

α < 0 < −φ π2/8, e pela Proposição (B) existe uma úni
a solução periódi
a yφ, que se

anula em 0, da Eq. (2.1)θ=0. É simples ver que φ 7→ yφ é 
ontínua. No 
aso α = −π/2,

y1 é apenas singular, todo o resto sendo inalterado.
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Capítulo 3

Soluções deslizantes de equações de

segunda ordem não-aut�nomas

Consideramos equações diferen
iais ordinárias (EDO) não-aut�nomas, de segunda or-

dem, 
om lado direito des
ontínuo. Primeiramente, analisamos o 
on
eito de solução para

uma equação da 
lasse men
ionada e, então, determinamos 
ondições analíti
as que são

satisfeitas por soluções típi
as. São estudadas soluções do tipo deslizantes e a questão da

uni
idade de soluções, em que também apresentamos uma 
orrespondên
ia 
om sistemas

de Filippov.

3.1 De�nições e resultados preliminares

Sejam I ⊂ R intervalo aberto, U ⊂ R2
aberto e f1, f2, h : I ×U → R funções de 
lasse

Cr−1
, r > 2. Admita que 0 é um valor regular de h, isto é, o vetor gradiente ∇h(p) é

não-nulo para qualquer p ∈ h−1(0) (imagem inversa de 0).

Considere agora a EDO de segunda ordem 
om lado direito des
ontínuo

x′′ =







f1(t, x, x
′) se h(t, x, x′) 6 0

f2(t, x, x
′) se h(t, x, x′) > 0

. (3.1)

Adiante usamos a abreviação D2DE para representar esta equação.

De�nição 3.1.1. Diz-se 
onjunto de des
ontinuidade para a D2DE (3.1) e denota-se por

Dh ao 
onjunto de funções diferen
iáveis que satisfazem a equação diferen
ial ordinária

de primeira ordem implí
ita h(t, x, x′) = 0.
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Seja z ∈ Dh e 
onsidere uma função x : I → R. Denotamos por Hx ao 
onjunto de

tempos t ∈ I tal que as funções z e x 
oin
idem:

Hx = {t ∈ I | h(t, x(t), x′(t)) = 0}. (3.2)

Em outras palavras, Hx é o 
onjunto de tempos para os quais a função x permane
e no


onjunto de des
ontinuidade Dh.

Dadas as funções h e x, o 
onjunto Hx pode ter medida nula (vazio ou dis
reto)

ou medida positiva (
ontém um intervalo não-degenerado). Quando a medida de Hx é

positiva, existem z ∈ Dh e um intervalo não-degenerado J ⊂ I, J 6= ∅, tal que x(t) = z(t)

para todo t ∈ J .

De�nição 3.1.2. Sejam h : I × U → R uma função de 
lasse Cr−1
(r > 2) e 0 um valor

regular de h. Uma função x : I → R é 
hamada deslizante se existem z ∈ Dh e um

intervalo não-degenerado J ⊂ I, J 6= ∅, tal que x(t) = z(t) para todo t ∈ J .

t

x

z

J

Figura 3.1: A função x é deslizante em J .

De a
ordo 
om a de�nição 3.1.2, para que uma dada função x seja deslizante é ne
es-

sário que o 
onjunto Hx tenha medida positiva. Se isto o
orre para uma função x duas

vezes diferen
iável, prova-se que hx′(t, x(t), x′(t)) 6= 0 para algum t ∈ I.

Proposição 3.1.1. Sejam I ⊂ R, U ⊂ R2

onjuntos abertos. Considere x : I → R uma

função duas vezes diferen
iável e h : I × U → R uma função de 
lasse Ck
(k > 1) 
om 0

um valor regular de h. Se x é deslizante, existe t∗ ∈ Hx tal que hx′(t∗, x(t∗), x′(t∗)) 6= 0.

Demonstração. Sejam γ(t) = (t, x(t), x′(t)) e α(t) = (t, x(t)) para todo t ∈ I. Estas

funções γ e α são diferen
iáveis uma vez que x é duas vezes diferen
iável. De�na β(t) =

(h ◦ γ)(t). Assim β ′(t) = 〈∇h(γ(t)), γ′(t)〉 em que 〈·, ·〉 é o produto interno usual e ∇h é

o vetor gradiente de h. Vamos supor que hx′ ≡ 0. Então β ′(t) = 〈∇h̃(α(t)), α′(t)〉 
om
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h̃(α(t)) = h(γ(t)) para todo t ∈ I. Considere Hx dada por (3.2) e seja t0 ∈ Hx. Temos

β ′(t0) = 〈∇h̃(α(t0)), α
′(t0)〉. Se β ′(t0) 6= 0 a 
urva α 
ruza a 
urva z ∈ Dh no instante

t0, 
onforme Figura 3.2(a). Se β ′(t0) = 0 as 
urvas α and z ∈ Dh são tangentes em t0,


onforme Figura 3.2(b). Assuma que exista uma vizinhança J̃ de t0 tal que β ′(t) = 0

para todo t ∈ J̃ . Então β(t) = h(γ(t)) é 
onstante em J̃ e ∇h(γ(t)) = (0, 0, 0) para

todo t ∈ J̃ . Isto 
ontradiz a hipótese de que 0 é um valor regular de h. Deste modo,

qualquer t0 ∈ Hx tal que β(t0) = ht(γ(t0)) + x′(t0)hx(γ(t0)) é um ponto isolado e Hx

tem medida nula. Porém, isto é impossível, pois por hipótese Hx tem medida positiva.

Portanto não podemos assumir que hx′ ≡ 0. Con
luímos então que existe t∗ ∈ Hx tal que

hx′(γ(t∗)) 6= 0.

t

x

t0

x

z

∇h̃(α(t0))

α′(t0)

(a)

t

x

t0

xz

∇h̃(α(t0))

α′(t0)

(b)

Figura 3.2: (a) β(t0) = 〈α′(t0),∇h̃(α(t0))〉 6= 0; (b) β(t0) = 〈α′(t0),∇h̃(α(t0))〉 = 0.

A proposição 3.1.1 nos diz que, se x : I → R é uma função duas vezes diferen
iável e

hx′ ≡ 0 então Hx tem medida nula, ou seja, a função x não é deslizante.

As 
omponentes 
onexas de (3.2) são

(
onjuntos dis
retos) H0
x, (intervalos não degenerados) Hs

x. (3.3)

Se Hs
x = ∅ o 
onjunto Hx tem medida nula e se Hs

x 6= ∅ o 
onjunto Hx tem medida

positiva. Denote por H1
x e H2

x os seguintes 
onjuntos:

H1
x = {t ∈ I | h(t, x(t), x′(t)) < 0}, H2

x = {t ∈ I | h(t, x(t), x′(t)) > 0}. (3.4)

Observação 3.1.1. Sejam I ⊂ R, U ⊂ R2

onjuntos abertos. Considere x : I → R uma

função duas vezes diferen
iável e h : U → R uma função Ck
, k > 1, 
om 0 um valor

regular de h. Então, o 
onjunto dado em (3.2) é tal que Hx = H0
x ∪Hs

x 
om H0
x ∩Hs

x = ∅
e I = Hx ∪H1

x ∪H2
x. Além disso, os 
onjuntos Hx, H

1
x e H2

x são dois-a-dois disjuntos e

pelo menos um deles é não-vazio.
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De�nição 3.1.3. Sejam Hj
x, para j ∈ {0, 1, 2, s}, os 
onjuntos dados por (3.3) e (3.4) e

I ⊂ R um intervalo aberto. Uma função x : I → R é dita solução de (3.1) se

(a) x′′(t) existe para todo t ∈ I;

(b) x(t) satisfaz as seguintes 
ondições:

· x′′(t) = f1(t, x(t), x
′(t)) para t ∈ H1

x ∪H0
x;

· x′′(t) = f2(t, x(t), x
′(t)) para t ∈ H2

x ∪H0
x;

· x ∈ Dh|Hs
x
para t ∈ Hs

x.

Dizemos também que uma solução t 7→ x(t) satisfaz um problema de Cau
hy, quando


ondições do tipo x(t0) = x0 and x′(t0) = x′
0 são veri�
adas, para (t0, x0, x

′
0) ∈ I × U .

Observação 3.1.2. Na de�nição de solução a
ima, a notação Dh|Hs
x
representa o 
on-

junto de funções z|Hs
x
(restritas a Hs

x) 
om z ∈ Dh.

De�nição 3.1.4. Uma solução t 7→ x(t) de uma D2DE é dita solução singular se Hs
x 6= ∅.

Caso 
ontrário, a solução é dita não-singular.

De�nição 3.1.5. Uma solução não-singular t 7→ x(t) é dita solução simples se Hx = ∅ e

é dita não-simples se Hx 6= ∅.

Exemplo 3.1.1. Considere uma D2DE 
om h(t, x, x′) = x′
. O 
onjunto de des
ontinui-

dade Dh é formado por soluções de x′ = 0: Dh = {x : I → R | x é 
onstante}. Para


ada função x, os 
onjuntos Hx = {t ∈ I | x′(t) = 0}, H1
x = {t ∈ I | x′(t) < 0} e

H2
x = {t ∈ I | x′(t) > 0} são dados em termos da derivada de x. Denote por xi uma

solução de x′′ = fi(t, x, x
′) para i = 1, 2 e suponha que f1 6≡ f2. Considere as situações

da Figura 3.3. Em 3.3(a), a função x = x1 é solução da D2DE, uma vez que x′(t) < 0

para qualquer t ∈ I. Temos neste 
aso Hx = H2
x = ∅ e H1

x = I. Em 3.3(b), x′(t) > 0

para qualquer t ∈ I e assim x = x2 é solução. Temos Hx = H1
x = ∅ e H2

x = I. As

funções x1 e x2 em 3.3(
) e 3.3(d), respe
tivamente, não são soluções: x = x1 não é uma

solução pois x(t) não satisfaz x′′ = f2(t, x, x
′) para t ∈ H2

x. Com os mesmos argumentos

observamos que x = x2 não é uma solução da D2DE. Em 3.3(e), a função x formada pela

parte não tra
ejada de x1 junto 
om a parte não tra
ejada de x2, é uma solução. Neste


aso, H1
x ∪ H2

x = I \ {t∗ | x′(t∗) = 0} 
om H i
x 6= ∅ para i = 1, 2 e Hx = H0

x = {t∗}.
Em 3.3(f), a função x = x1 é uma solução pois satisfaz a de�nição 3.1.3. Neste 
aso,
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H2
x = Hs

x = ∅, H1
x = I \ {t∗ | x′(t∗) = 0} e Hx = H0

x = {t∗}. A função em 3.3(g) é uma

solução da D2DE pois também satisfaz a de�nição 3.1.3: H0
x = ∅ e para t ∈ H i

x a função

x é solução de x′′ = fi(t, x, x
′) para 
ada i = 1, 2 e ainda, para t ∈ Hs

x, x ∈ Dh|Hs
x
. Temos

Hs
x ∪ H1

x ∪ H2
x = I. Em 3.3(h) a função x = z, z ∈ Dh, é solução se Hs

x = I, isto é,

H1
x = H2

x = H0
x = ∅. As soluções das Figuras 3.3(a) e 3.3(b) são soluções simples e as

soluções das Figuras 3.3(g) e 3.3(h) são soluções deslizantes.

t

x

x1

(a)

t

x
x2

(b)

t

x

x1

(
)

t

x
x2

(d)

t

x

x2

x2
x1

x1

(e)

t

x
x1

(f)

t

x

x1
x2

z ∈ Dh

(g)

t

x

z ∈ Dh

(h)

Figura 3.3: Examplo de funções que são ou não são soluções de uma D2DE 
om h(t, x, x′) = x′
. As

funções em (
), (d) não são soluções.

Os pontos do grá�
o de uma solução de uma D2DE são 
lassi�
ados de a
ordo 
om

as de�nições abaixo.

De�nição 3.1.6. Seja x uma solução de uma D2DE. Um ponto q = (t0, x(t0)) é dito

regular se t0 ∈ H i
x para i ∈ {1, 2} e é dito singular se t0 ∈ Hx.

De�nição 3.1.7. Seja x uma solução de uma D2DE. Um ponto singular q = (t0, x(t0)) é

dito ponto de deslize se t0 ∈ Hs
x. A solução é dita deslizante se tem um ponto de deslize.

De�nição 3.1.8. Seja x uma solução de uma D2DE. Um ponto singular q = (t0, x(t0))

é dito ponto de tro
a se t0 ∈ H0
x e, para todo ǫ > 0, H i

x ∩
(

t0 − ǫ, t0 + ǫ
)

6= ∅ para i = 1 e

para i = 2. A solução é dita alternante se os úni
os pontos (t0, x(t0)) 
om t0 ∈ Hx são os

de tro
a.

De�nição 3.1.9. Seja x uma solução de uma D2DE. Um ponto singular q = (t0, x(t0))

é dito ponto de permanên
ia se t0 ∈ H0
x e, para todo ǫ > 0, H i

x ∩
(

t0 − ǫ, t0
)

6= ∅ e
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H i
x ∩

(

t0, t0 + ǫ
)

6= ∅ para i = 1 ou para i = 2. A solução é dita permanente se os úni
os

pontos (t0, x(t0)) 
om t0 ∈ Hx são os de permanên
ia.

Observação 3.1.3. Nas Figuras 3.3(a) e 3.3(b) todos os pontos são regulares, enquanto

nas Figuras 3.3(e), 3.3(f), 3.3(g) e 3.3(h) existem pontos singulares. O ponto singular em

3.3(e) é um ponto de tro
a e em 3.3(f) é um ponto de permanên
ia. Nas Figuras 3.3(g)

e 3.3(h), os pontos singulares são pontos de deslize.

3.2 Correspondên
ia de uma D2DE 
om Sistemas de

Filippov

Considere a D2DE dada em (3.1). Es
revemos a D2DE 
omo um sistema aut�nomo

de primeira ordem, através da mudança x′ = y e t = s:

(s′, x′, y′) =







X1(s, x, y) se h(s, x, y) 6 0

X2(s, x, y) se h(s, x, y) > 0
, (3.5)

em que Xi(s, x, y) = (1, y, fi(s, x, y)) para i ∈ {1, 2}. Os 
ampos X1 e X2 não têm pontos

de equilíbrio pois s′ = 1.

Uma vez que 0 é um valor regular de h, a variedade de des
ontinuidade

Σ = {(s, x, y) ∈ I × U ⊂ R3 | h(s, x, y) = 0}, (3.6)

é uma superfí
ie regular.

O 
ampo X1 atua em G1 = h−1
(

(−∞, 0)
)

e o 
ampo X2 atua em G2 = h−1
(

(0,+∞)
)

.

Proposição 3.2.1. Seja Σ = h−1(0) a variedade de des
ontinuidade 
om h : I × U → R

uma função Ck
, k > 1, e 0 um valor regular de h. Se p ∈ Σs então hy(p) 6= 0.

Demonstração. Seja p = (s, x, y) um ponto de Σs. Se hy(p) = 0 então X1h(p) = X2h(p)

pois a derivada de Lie 〈Xi(p),∇h(p)〉 = hs(p) + yhx(p) para i = 1 e para i = 2. Assim

X1h(p) · X2h(p) > 0 e 
on
luímos que p /∈ Σs, o que 
ontradiz a hipótese. Portanto

hy(p) 6= 0.

A proposição 3.2.1 e o Teorema da Função Implí
ita nos diz que Σs é lo
almente o

grá�
o de uma função, isto é, y = g(s, x) para (s, x, y) ∈ Σs, onde g é uma função real

Ck
, k > 1.
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Em Σs de�nimos o 
ampo deslizante asso
iado a Z, que é o 
ampo Zs, tangente a Σs,

dado por Zs(p) = u− p 
om u sendo o ponto do segmento que liga p+X1(p) a p+X2(p),

tal que u− p é tangente a Σs. Veja a Figura 3.4.

∇h(p)

p

X1(p)

X2(p)

Zs(p)

Σ

Figura 3.4: O 
ampo deslizante Zs em p ∈ Σs.

Em nosso 
aso, o 
ampo Zs não tem pontos de equilíbrio e é dado por

Zs(s, x, y) =
(

1, y,
∂g

∂s
(s, x) + y

∂g

∂x
(s, x)

)

, (3.7)


om y = g(s, x).

Usamos abaixo, a notação int(A), para designar o interior do 
onjunto A.

Proposição 3.2.2. Seja φ : t ∈ I 7−→ (t, x(t), y(t)) uma órbita do �uxo de Z = (X1, X2).

Se p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σs então q = (t0, x(t0)) é um ponto de deslize, 
om t0 ∈ int(Hs
x).

Se q = (t0, x(t0)) é tal que t0 ∈ int(Hs
x) então p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σs.

Demonstração. Primeiramente, assumimos p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σs. Então, existe ǫ > 0

tal que Hx ∩
(

t0 − ǫ, t0 + ǫ
)

6= ∅ para qualquer t ∈
(

t0 − ǫ, t0 + ǫ). E isto impli
a que

Hx tem medida positiva. Portanto t0 ∈ Hs
x e q = (t0, x(t0)) é um ponto de deslize,


om t0 ∈ int(Hs
x). Agora, se t0 ∈ int(Hs

x), existe ǫ > 0 tal que h(t, x(t), x′(t)) = 0

para qualquer t ∈
(

t0 − ǫ, t0 + ǫ
)

e, assim, φ(t) = (t, x(t), y(t)) ∈ Σ para qualquer

t ∈
(

t0 − ǫ, t0 + ǫ
)

, 
om y(t) = x′(t). Portanto p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σs.

Se t0 ∈ Hs
x \ int(Hs

x) então p = (t0, x(t0), x
′(t0)) ∈ Σt (veja Exemplo 3.2.1, t0 =

1
3
).

Proposição 3.2.3. Seja φ : t ∈ I 7−→ (t, x(t), y(t)) uma órbita do �uxo de Z = (X1, X2).

Se p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σc então q = (t0, x(t0)) é um ponto de tro
a.

Demonstração. Se p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σc, para qualquer ǫ > 0, φ(t) ∈ Gj para

t ∈
(

t0 − ǫ, t0
)

e φ(t) ∈ Gl para t ∈
(

t0, t0 + ǫ
)

, 
om 1 6 j, l 6 2 e j 6= l. Tome j = 1
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e l = 2 (a outra possibilidade é similar). Assim, h(φ(t)) < 0 para t ∈
(

t0 − ǫ, t0
)

e

h(φ(t)) > 0 para t ∈
(

t0, t0 + ǫ
)

. Sabemos também que y(t) = x′(t) para qualquer t ∈ I.

Portanto, provamos que, para qualquer ǫ > 0, H i
x ∩

(

t0 − ǫ, t0 + ǫ
)

6= ∅ para i = 1 e i = 2,

isto é, q = (t0, x(t0)) é um ponto de tro
a.

Proposição 3.2.4. Seja φ : t ∈ I 7−→ (t, x(t), y(t)) uma órbita do �uxo de Z = (X1, X2).

Se q = (t0, x(t0)) é um ponto de permanên
ia então p = (t0, x(t0), y(t0)) ∈ Σt.

Demonstração. Se q = (t0, x(t0)) é um ponto de permanên
ia, para qualquer ǫ > 0,

H i
x ∩

(

t0 − ǫ, t0
)

6= ∅ e H i
x ∩

(

t0, t0 + ǫ) 6= ∅ para i = 1 ou i = 2. Tome i = 1 (a

outra possibilidade é similar). Temos que p = (t0, x(t0), y(t0)) /∈ Σc, 
aso 
ontrário, pela

Proposição 3.2.3, deveríamos ter H2
x ∩

(

t0− ǫ, t0+ ǫ
)

6= ∅, isto é, existe t∗ ∈
(

t0− ǫ, t0+ ǫ
)

,

t∗ 6= t0, tal que h(t∗, x(t∗), x′(t∗)) < 0 e h(t∗, x(t∗), x′(t∗)) > 0. Também temos que p =

(t0, x(t0), y(t0)) /∈ Σs, 
aso 
ontrário, pela Proposição 3.2.2, deveríamos ter t0 ∈ Hs
x, isto

é, existe t∗ ∈
(

t0−ǫ, t0+ ǫ
)

, t∗ 6= t0, tal que h(t
∗, x(t∗), x′(t∗)) < 0 e h(t∗, x(t∗), x′(t∗)) = 0.

Portanto p = (t0, x(t0), x
′(t0)) ∈ Σt.

A re
ípro
a das Proposições 3.2.3 e 3.2.4 não são verdadeiras. O Examplo 3.2.1 é um


ontraexemplo.

Exemplo 3.2.1. Considere x′′ = f(t, x, x′), x(0) = 0, x′(0) = 0, onde f é dada pelo lado

direito de (3.1), 
om f1(t, x, x
′) = t2, f2(t, x, x

′) = 2t2 e h(t, x, x′) = x′
. A função

x(t) =







t4/12 se t 6 0

t4/6 se t > 0
,

satisfaz o problema de Cau
hy. O ponto q = (0, 0) é um ponto de tro
a. De fato, para

qualquer ǫ > 0, H i
x ∩

(

− ǫ,+ǫ) 6= ∅ para i = 1 e i = 2 pois H1
x = {t ∈ R | x′(t) < 0} =

{t ∈ R | t < 0} e H2
x = {t ∈ R | x′(t) > 0} = {t ∈ R | t > 0}. Consideramos t = s,

x′ = y e rees
revemos a D2DE 
omo um sistema aut�nomo de primeira ordem. O ponto

p = (0, 0, 0) é tal que p ∈ Σt. De fato, o produto X1h(p) ·X2h(p) é zero.

Podemos, então, es
rever um diagrama de 
orrespondên
ia entre pontos de uma solu-

ção de uma D2DE e pontos de uma órbita do �uxo do sistema de Filippov.

D2DE : troca

�� ''❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖
permanencia

��

deslize

��ww♦♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦

regular

��
Filippov : costura

OO

tangencia

OOgg❖❖❖❖❖❖❖❖❖❖❖❖❖

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦ deslize

OO

regular

OO
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3.3 Soluções deslizantes e uni
idade de soluções

Condições ne
essárias para a existên
ia de soluções deslizantes x, de uma D2DE, são

h(t0, x(t0), x
′(t0)) = 0 e hx′(t0, x(t0), x

′(t0)) 6= 0 para algum t0 ∈ I. Se uma dessas


ondições não for satisfeita, então x é não-singular.

O Teorema 3.3.1 nos dá uma 
ondição su�
iente para uma solução ser deslizante.

Teorema 3.3.1. Considere a D2DE (3.1) e p = (t0, x0, x
′
0) ∈ I × U tal que h(p) = 0 e

hx′(p) 6= 0. Se

min
i=1,2

{fi(p)} < −ht(p) + x′
0hx(p)

hx′(p)
< max

i=1,2
{fi(p)}

então uma solução x tal que x(t0) = x0 e x
′(t0) = x′

0 é uma solução deslizante e q = (t0, x0)

é um ponto de deslize no grá�
o de x.

Demonstração. Seja p = (t0, x0, x
′
0) um ponto de I × U tal que h(p) = 0 e hx′(p) 6= 0.

Sem perda de generalidade, supomos que f1(p) < f2(p) e hx′(p) > 0. Por hipótese,

f1(p) < −(ht(p) + x′
0hx(p))/hx′(p) < f2(p). Assim, ht(p) + x′

0hx(p) + f1(p)hx′(p) < 0 e

ht(p) + x′
0hx(p) + f2(p)hx′(p) > 0. Rees
revendo a D2DE 
omo um sistema aut�nomo

de primeira ordem, através da mudança t = s e x′ = y, o produto das derivadas de Lie

é negativo: X1h(p) · X2h(p) < 0. Portanto p ∈ Σs e, pela Proposição 3.2.2, o ponto

q = (t0, x0) é um ponto de deslize, isto é, a solução t 7→ x(t) tal que x(t0) = x0 e

x′
0(t0) = x0 é uma solução deslizante.

Observação 3.3.1. Se a função h no Teorema 3.3.1, é tal que

ht(t̄, x(t̄), x
′(t̄)) + x′(t̄)hx(t̄, x(t̄), x

′(t̄)) = 0,

os pontos de deslize (t̄, x(t̄)), 
om t̄ ∈ int(Hs
x), são dados por

f1(t̄, x(t̄), x
′(t̄)) · f2(t̄, x(t̄), x′(t̄)) < 0,

isto é, as soluções de x′′ = f1(t, x, x
′) e x′′ = f2(t, x, x

′) têm 
on
avidades distintas em t̄.

Outro fato importante é a uni
idade de soluções. O próximo exemplo mostra que um

mesmo problema de Cau
hy pode ter mais do que uma solução.

Exemplo 3.3.1. Considere o problema de Cau
hy

x′′ =







6t− 2 se x′ 6 0

6t+ 2 se x′ > 0
, x(0) = 0, x′(0) = 0.
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O 
onjunto de des
ontinuidade 
onsiste de funções 
onstantes de�nidas em R. Temos

h(0, 0, 0) = 0 e hx′(0, 0, 0) 6= 0. Também, f1(0, 0, 0) = −2, f2(0, 0, 0) = 2, ht(0, 0, 0) = 0,

hx(0, 0, 0) = 0 e hx′(0, 0, 0) = 1. Assim, pelo Teorema 3.3.1, (0, 0) é um ponto de deslize.

Se (t, x) ∈ R2
é um ponto de deslize, então ele perten
e ao grá�
o de uma função do


onjunto de des
ontinuidade, isto é, (t, x) = (t, x0) para alguma 
onstante x0 ∈ R e

x′(t) = 0. Deste modo, as hipóteses do Teorema 3.3.1 estão satisfeitas. Mas f1(t, x0, 0) =

6t− 2, f2(t, x0, 0) = 6t+ 2 e −(ht(t, x0, 0) + 0 · hx(t, x0, 0))/hx′(t, x0, 0) = 0. Assim, para


ada 
onstante x0 ∈ R, se 6t − 2 < 0 < 6t + 2, o ponto (t, x0) é um ponto de deslize.

Assim, qualquer ponto (t, x(t)) ∈
[

− 1
3
, 1
3

]

× R 
om x(t) = x0 e x′(t) = 0 é um ponto

de deslize. O intervalo máximo em que uma solução x desliza, é J =
[

− 1
3
, 1
3

]

, ou seja,

Hs
x ⊂ J para qualquer solução x. Um exemplo de solução do problema de Cau
hy, 
om

Hs
x = J é

x(t) =



















t3 + t2 + t/3 + 1/27 se t < −1
3

0 se −1
3
6 t 6 1

3

t3 + t2 − t + 5/27 se t > 1
3

.

Há in�nitas soluções x do problema de Cau
hy 
om ∅ 6= Hs
x  J . Cada ponto

(t, x0) ∈
[

0, 1
3

)

× {0} tem duas possibilidades (além da solução dada por x(t) = x0)

para a 
onstrução de novas soluções ao problema de Cau
hy, pois x′′(t) = f1(t, x0, 0) < 0

e x′′(t) = f2(t, x0, 0) > 0 para t ∈
[

0, 1
3

)

, ou seja, 
ada possibilidade de solução tem 
on-


avidades distintas em (t, x0) e, portanto, 
ada derivada sobre o respe
tivo intervalo, tem

sinais distintos e x satisfaz a de�nição 3.1.3. Es
olhemos uma das possibilidades e segui-

mos até um ponto (t0, x(t0)) tal que h(t0, x(t0), x
′(t0)) = 0. Se t0 ∈

[

0, 1
3

)

então (t0, x(t0))

é um ponto de deslize, se t0 =
1
3
então (t0, x(t0)) é um ponto de tro
a ou de permanên
ia

e, se t0 > 1
3
então (t0, x(t0)) é um ponto de tro
a. A mesma ideia é válida retro
edendo

no tempo. A Figura 3.5 ilustra este exemplo.

Teorema 3.3.2. Considere a D2DE (3.1) satisfazendo x(t0) = x0 e x′
0(t0) = x′

0. Denote

p = (t0, x0, x
′
0). Se uma das seguintes 
ondições é satisfeita, então lo
almente existe uma

úni
a solução para o problema de Cau
hy:

(i) h(p) 6= 0;

(ii) h(p) = 0 e

2
∏

i=1

[ht(p) + x′
0 · hx(p) + fi(p)hx′(p)] > 0.
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t

x

−
1

3

1

3

(0, 0)

Figura 3.5: Três soluções distintas x da D2DE 
om x(0) = 0 and x′(0) = 0.

Demonstração. Seja p = (t0, x0, x
′
0) ∈ I × U . Da teoria 
lássi
a de EDO, para 
ada

i = 1, 2, existe uma úni
a solução para o problema de Cau
hy x′′ = fi(t, x, x
′), x(t0) = x0,

x′(t0) = x′
0.

(i) Se h(p) 6= 0, 
onsideramos a respe
tiva solução que 
orresponde ao sinal de h(p).

Portanto, a solução t 7→ x(t) da D2DE x′′ = f(t, x, x′), onde f é dada pelo lado direito

de (3.1), satisfazendo x(t0) = x0 e x′(t0) = x′
0, é úni
a;

(ii) Por hipótese, h(p) = 0 e
∏2

i=1[ht(p)+x′
0 ·hx(p)+fi(p)hx′(p)] > 0. Pela Proposição

3.2.3, o ponto (t0, x0) é um ponto de tro
a de x. Suponha que exista uma outra solução

x̃ distinta de x tal que x̃(t0) = x0 e x̃′(t0) = x′
0. Então t0 ∈ Hx̃. Assim, o ponto (t0, x0)

é um ponto de permanên
ia ou de deslize ou de tro
a para x̃. Se (t0, x0) é um ponto

de permanên
ia, de a
ordo 
om a Proposição 3.2.4, ht(p) + x′
0 · hx(p) + fi(p)hx′(p) = 0

para i = 1 ou i = 2 e temos uma 
ontradição 
om a hipótese. Se (t0, x0) é um ponto de

deslize, então, pelas Proposições 3.2.2 e 3.2.3,

∏2
i=1[ht(p) + x′

0 · hx(p) + fi(p)hx′(p)] 6 0,

que 
ontradiz novamente a hipótese. Se (t0, x0) é um ponto de tro
a para x̃ e x, então

as órbitas distintas φ(t) = (t, x(t), x′(t)) e φ̃(t) = (t, x̃(t), x̃′(t)) do sistema de Filippov, se

inter
eptam em um ponto p ∈ Σc, o que é impossível. Portanto, a solução x da D2DE

x′′ = f(t, x, x′), onde f é dada pelo lado direito de (3.1) e satisfaz x(t0) = x0 e x
′(t0) = x′

0,

é úni
a.

3.4 Algoritmo para a 
onstrução de uma solução de

uma D2DE

Abaixo des
revemos um algoritmo para a 
onstrução de uma solução de uma D2DE.

Considere (3.1), e as 
ondições x(t0) = x0, x
′(t0) = x′

0, para t ∈ [t0, te] 
om te > t0.

Denote pk = (tk, x(tk), x
′(tk)) = (tk, xk, x

′
k) onde tk ∈ [t0, te) e k ∈ N.
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Passo 1: Cal
ule h(pk). Se h(pk) = 0 vá ao passo 2, 
aso 
ontrário vá ao passo 6;

Passo 2: Cal
ule λ(pk) :=
∏2

i=1[ht(pk) + x′
k · hx(pk) + fi(pk) · hx′(pk)]. Se λ(pk) > 0 vá ao

passo 3. Se λ(pk) < 0 vá ao passo 4. Se λ(pk) = 0 vá ao passo 5.

Passo 3: Cal
ule as soluções de x′′ = f1(t, x, x
′) e x′′ = f2(t, x, x

′) tais que x(tk) = xk e

x(tk) = x′
k. Avançando no tempo (t > tk), es
olha uma solução x (i = 1 ou i = 2)

tal que H i
x ∩ (tk, tk + ǫ) 6= ∅ para qualquer ǫ > 0 e 
al
ule Hx. Se Hx ∩

(

tk, te] 6= ∅,
en
ontre o primeiro tempo tk+1 > tk tal que tk+1 ∈ Hx, isto é, h(tk+1, xk+1, x

′
k+1) = 0.

Se tk+1 6= te vá ao passo 2. Se tk+1 = te ou se Hx∩
(

tk, te] = ∅, 
onsidere esta solução
e pare;

Passo 4: Cal
ule a função z ∈ Dh tal que h(tk, z(tk), z
′(tk)) = 0. Para t > tk, 
al
ule o

primeiro tempo tk+1 > tk tal que λ(p̃) = 0 onde p̃ = (tk+1, z(tk+1), z
′(tk+1)) =

(tk, zk+1, z
′
k+1) e vá ao passo 3. Se não existir t > tk tal que λ(t, z(t), z′(t)) = 0,


onsidere esta solução e pare;

Passo 5: Cal
ule as soluções de x′′ = f1(t, x, x
′) e x′′ = f2(t, x, x

′) tais que x(tk) = xk e

x′(tk) = x′
k e 
al
ule a função z ∈ Dh tal que h(tk, z(tk), z

′(tk)) = 0. Para t > tk,

es
olha uma solução x: x = z ou x tal que (i = 1 or i = 2) H i
x∩ (tk, tk + ǫ) 6= ∅ para

qualquer ǫ > 0. Se x = z vá ao passo 4. Se x é tal que H i
x ∩ (tk, tk + ǫ) 6= ∅ vá ao

passo 3.

Passo 6: Se h(pk) < 0, 
onsidere a solução de x′′ = f1(t, x, x
′) tal que x(tk) = xk e x

′(tk) = x′
k.

Se h(pk) > 0, 
onsidere a solução de x′′ = f2(t, x, x
′) tal que x(tk) = xk e x

′(tk) = x′
k.

Para t > tk, 
al
ule Hx. Se Hx ∩
(

t0, te] 6= ∅, en
ontre o primeiro tempo tk+1 > tk

tal que tk+1 ∈ Hx, isto é, h(tk+1, xk+1, x
′
k+1) = 0. Se tk+1 6= te, vá ao passo 2. Se

tk+1 = te ou se Hx ∩
(

t0, te] = ∅, 
onsidere esta solução e pare;

Tomando ini
ialmente k = 0 e apli
ando o algoritmo, 
onstruimos uma sequên
ia


res
ente (tk)k∈N no 
ompa
to [t0, te]. Esta sequên
ia 
onverge a te e, assim, obtemos uma

solução x em [t0, te].
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