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Resumo

Nesta tese estudamos sistemas dinamicos nao suaves autonomos e nao autoénomos.
Consideramos inicialmente sistemas quadraticos positivamente limitados auténomos pla-
nares e damos condicoes sobre os campos para que o sistema de Filippov correspondente
seja limitado. Também estudamos uma classe de sistemas quadraticos e provamos que,
sob algumas restri¢oes nos coeficientes da parte linear, os sistemas de Filippov relaciona-
dos sao limitados. Em seguida, consideramos sistemas nao autéonomos e damos condicoes
para a existéncia de solucoes periodicas de uma classe de equagoes diferenciais ordinérias
nao autonomas. Por fim, consideramos equacoes diferenciais ordinarias nao auténomas de
segunda ordem genéricas, relacionadas a sistemas nao suaves e nao autonomos, estudamos
o conceito de solucao destas equacoes e damos condicoes analiticas que sao satisfeitas por
solucoes tipicas, como as solugoes deslizantes, por exemplo. A unicidade de soluc¢oes para

estas equacoes também é estudada.

Palavras-chave: Sistemas de Filippov, sistemas nao suaves, campos de vetores des-
continuos, equacoes diferenciais ordinarias nao suaves, equacoes diferenciais ordinarias
por partes, sistemas limitados, campos limitados, sistemas quadraticos, campos quadra-
ticos, variedade de descontinuidade, solucoes deslizantes, solugoes permanentes, solucoes

alternantes.



Abstract

In this thesis we study autonomous and non-autonomous non-smooth dynamical sys-
tems. We initially consider planar autonomous positively bounded quadratic systems.
We give conditions on the vector fields for that the correspondent Filippov system be
bounded. We also study a class of quadratic systems and we prove that, under some
restrictions on the coefficients of linear part, the related Filippov systems are bounded.
We then consider non-autonomous systems and we give conditions for the existence of
periodic solutions of a certain class of non-autonomous ordinary differential equations.
Finally we consider generic non-autonomous second order differential equations and we
study the concept of solution of these equations and determine analytical conditions that
are satisfied by typical solutions, sliding solutions for instance. Moreover, the uniqueness

of solutions for these equations is studied.

Keywords: Filippov systems, non-smooth systems, discontinuous vector fields, non-
smooth ordinary differential equations, piecewise ordinary differential equations, bounded
systems, bounded vector fields, quadratic systems, quadratic vector fields, sliding soluti-

ons, sewing solutions, flat solutions.
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Introducao

Sistemas dindmicos nao suaves aparecem em um grande nimero de problemas de
Engenharia Elétrica, Mecanica, Sistemas Bioldgicos, Teoria de Controle, Teoria dos Jogos,
entre outros. Alguns modelos destes problemas sao descritos por um sistema de equagoes

diferenciais com lado direito dado por partes, de classe C" em cada parte, r > 1:
¥=Z(tx),teR xeR", neN\{0} (1)

Sistemas do tipo (1) sdo constituidos por duas ou mais zonas, que sao regidos por ex-
pressoes distintas de Z em cada um deles. Trabalhamos apenas com duas zonas. Quando
o sistema em questao é auténomo, ou seja, independe de t, em cada um dos dominios
atuam diferentes campos de vetores, X e Y. A fronteira comum entre estas duas zonas,
denotada por X, é chamada de variedade de descontinuidade. Ha diferentes maneiras de
definir a dinamica do sistema autonomo sobre 3, porém adotamos a convencao de Filippov
[1], razdo pela qual tais sistemas também sdo chamados sistemas de Filippov e denotados
simplesmente por Z = (X,Y).

O estudo de sistemas dinamicos nao suaves ¢ relativamente recente e muito esforgco tem
sido empregado para verificar a validade e/ou adequagao de resultados da teoria classica
nesta nova teoria.

No Capitulo 1, consideramos preliminarmente sistemas quadrdticos autonomos. Tais
sistemas foram discutidos em uma das primeiras ocasioes por Biichel [2], através de uma
colecao de exemplos. Aparecem, como modelo, na teoria de competicao entre duas espécies
[3], por exemplo.

Conforme literatura sobre o assunto [4, 5, 6], os sistemas que estudamos sao os do tipo
2’ = Az + fo(z), v € R? (2)

em que A é uma matriz constante, fo(x) # 0 e as componentes de f5(x) sdo polindomios

quadraticos homogéneos em x = (x1,x2). Dentre estes sistemas, é conhecido (em [5, 6])
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que os limitados para t > 0 sao os que tém parte quadratica, a menos equivaléncia, na
forma
’ ; & ; & el <2 (3)
129 0 —11T9 + X3
com determinadas restrigoes nos coeficientes da matriz A (parte linear do sistema). Para
detalhes sobre tais restri¢goes, consultar o Capitulo 1. Entendemos por limitado para ¢t > 0,
um sistema em que cada érbita permanece em um conjunto compacto (para cada érbita),
para todo ¢t > 0. A propriedade de um sistema ser limitado é de extrema importancia,
por exemplo, na analise da dindmica de crescimento populacional 7], dentre outros.
Uma questao natural é considerar dois campos limitados bidimensionais e distintos

X,Y e perguntar se o sistema de Filippov resultante Z = (X, Y) é limitado. A resposta

para tal questao é negativa, conforme observamos na Figura 1.

(a) Fluxo de X. (b) Fluxo de Y. (c) Fluxo de Z = (X,Y).

Figura 1: Campos X,Y quadraticos limitados com Sistema de Filippov Z = (X,Y) ilimitado.

Distinguimos em X3, regioes de costura X, delize ¥4 e escape Y., bem como o conjunto
de pontos nas quais as trajetorias de quaisquer dos campos X, Y tangenciam a variedade
de descontinuidade, chamado conjunto de pontos de tangéncia >; e o conjunto de pseudo-
equilibrios ¥, constituido por equilibrios do campo de Filippov Z, quando este existir.
Tais conjuntos estao representados na Figura 2.

A dindmica na variedade de descontinuidade ¥ é crucial para que o sistema nao seja
limitado. Assim, o primeiro resultado do Capitulo 1 estabelece condicoes suficientes
sobre ¥ para que o sistema de Filippov Z = (X,Y) seja limitado, sendo X,Y campos
bidimensionais quadréticos e cada um deles limitado.

Resultado A. Seja Z = (X,Y) o sistema de Filippov em que os campos X,Y sao
quadrdticos limitados bidimensionais, cuja variedade de descontinuidade > € o eizo co-

ordenado horizontal. Caracterizamos os sistemas quadrdticos por partes Z = (X,Y)

9



(a) Costura. (b) Deslize. (c) Escape.

/N

(d) Tangéncia. (e) Pseudo-equilibrio.

Figura 2: Variedade de descontinuidade X representada por regices distintas. O campo de Filippov Z

estd definido apenas em regioes de deslize ou de escape.

limitados. — Ver Teorema 1.4.1 (pagina 25).

Agora, consideramos X,Y campos quadraticos, com parte quadratica em uma das
formas dadas em (3) e com condi¢oes sobre os coeficientes da parte linear estabelecidas
em [6] (consultar o Teorema 1.2.1, pagina 22). Outra questao que surge é dar condi¢oes
suficientes sobre os coeficientes das partes lineares de X e Y que garantam que o sistema
de Filippov Z = (X,Y) seja limitado:

Resultado B. Seja Z = (X,Y) o sistema de Filippov em que os campos X,Y sao
quadrdticos limitados bidimensionais, com parte quadrdtica em uma das formas (3) e com
variedade de descontinuidade X dada pelo eixo coordenado horizontal. Ezxibimos condigoes
sobre X e Y para que Z seja limitado. — Ver Teorema 1.4.2 (pagina 26).

Os resultados do Capitulo 1 ja foram publicados em [8].

Nos demais capitulos da tese, trabalhamos com sistemas nao auténomos, ou seja,
temos uma dependéncia explicita da variavel ¢, na equacao (1).

O Capitulo 2 apresenta uma equacao diferencial que é um importante modelo de

problema de controle automdtico (ver [9], pagina 504, para maiores detalhes):

y" +nsgn(y) = Oy + asen(ft) (4)

em que todos os parametros 7,0, a, 8 sdo constantes reais e 7 # 0. A funcdo u — sgn(u)

¢ a fungao sinal: sgn(u) = —1 se u < 0, sgn(0) = 0, sgn(u) =1 se u > 0.

10



O principal objetivo deste capitulo é discutir a existéncia de solucoes periddicas para
a equagao (4). Consideramos valores arbitrarios dos parametros e mostramos que existem
limites explicitos que garantem a existéncia de solucoes periddicas tipicas.

Iniciamos com o estudo de solugoes da equacao autonoma, em que nao ha o termo
forcante asen(ft). Tal equacao produz um sistema autéonomo planar (x; = y, xs = ¢')
com a propriedade de reversibilidade para campos de vetores descontinuos, introduzido
por Jacquemard e Teixeira em [10]. Obtemos, a depender do sinal de 7, um continuo de

orbitas periddicas, conforme a Figura 3.

x1

(a) Selas visiveis, > 0. (b) Selas invisiveis, < 0.
Figura 3: Retratos de fase da equagdo (4) com a=0e 6 > 0.
Quando a equagao autonoma é perturbada por uma fungio real ¢t — F(t), continua

e T-periddica, uma questao natural é estudar a persisténcia e o surgimento de solucoes

periddicas para a nova equacao. A Figura 4 ilustra algumas destas solucoes.

y Y
s kY AY ’
K K DY 1
£ 5 \ ’ k
ik N
t AN i kmot
.: ’ ‘\ =, “v -"
s N K H
/ \ n
v’ \ M
(a) Solugoes km-periddicas para distin- (b) Variacio de « para uma
tos valores de k € N*. dada solugao periddica.

Figura 4: Solugdes periédicas da equagio (4) com > 0e 6 > 0.

No modelo particular de controle automatico para embarcacoes, F' corresponde a uma
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ondulacao periddica do mar. A escolha do termo forgante asen(ft) justifica-se por certa
propriedade de simetria, podendo-se tomar F' como uma funcao impar, e pela expansao
de F' em série de Fourier, admitindo o primeiro termo desta série como uma primeira
“aproximacao” para tal funcao.

A dindmica da equacao (4) é estudada em torno da origem, que é uma singularidade
tipica de sistemas dinamicos nao suaves. Por isso, consideramos as condicoes iniciais
y(0) =0, ¥'(0) = p. Quando # < 0, mostramos que os casos 77 > 0 e n < 0 sao similares.
Ja se > 0, a dinamica é drasticamente diferente quando 7 troca de sinal.

Admitimos o como o parametro para uma familia de solu¢oes. Variando este parame-
tro, encontramos solucoes que sao e que nao sao periddicas. Na sub-familia de solucoes
periddicas, existe um limitante o* que, extrapolado, faz com que a solucao perca a sua
periodicidade. Na figura 4(b) a solugdo correspondente a o* é a tracejada.

Temos entao, os principais resultados do Capitulo 2, reunidos no enunciado abaixo.

Resultado C. Considere a equagao (4) com condigoes iniciais y(0) = 0, y'(0) = p.
Para 1,0 fizos, encontramos condi¢oes em o = «(n, 0, p) para a existéncia de solugoes
periddicas da equagio (4) — Ver Teorema (A), Teorema 2.3.1, Teorema 2.3.2, Teorema
2.3.3, Teorema 2.3.4, Teorema 2.3.5 e Teorema 2.3.6.

O estudo realizado no Capitulo 2 é uma complementacao do trabalho feito em [11] e
gerou um artigo, cuja referéncia é [12].

No Capitulo 3, consideramos equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem nao

autonomas por partes

fi(t,x,2") se h(t,z,2)
fo(t,z,a') se h(t,z, )

: (5)

2= f(t,z,2') =

A\VARRV/AN

0
0

sendo fi, fo, h funcoes reais de classe C"~!, » > 2. Analisamos o conceito de solucao
deste tipo de equacao e determinamos condicoes analiticas que sao satisfeitas por solucoes
tipicas. Além disso, a existéncia e unicidade de solu¢oes e solugoes do tipo deslizante sao
estudadas.

A questao inicial deste capitulo é compreender o que se entende por solucao da equacao
(5). Considere, por exemplo, h(t,z,x’) = 2’ e t — x;(t) a solu¢ao de " = f;(t,z,2’) tal
que x(tp) = 0, 2'(ty) = 0 para i = 1,2, conforme a Figura 5.

No caso representado na Figura 5(a), podemos compreender como solugao da equagao

diferencial, uma funcao que alterna de x, para x; no instante t = t;. Uma solucao

12



z1 2

To T

to t to t to t

(a) Solucdo alternante. (b) Solugoes deslizantes. (c) Solugoes alternantes ou
permanentes.

Figura 5: Algumas possibilidades de solugao da equagdo (5) com x(ty) = 2/(tg) = 0.

deste tipo é chamada de solugao alternante ou de troca. Ja no caso da Figura 5(b),
quando t > t; temos uma impossibilidade tanto para x; quanto para zs. Nesse caso,
consideramos a solucao de 2’ = 0 até que uma das impossibilidades seja vencida. Quando
isto ocorre, dizemos que a solugao é deslizante ou de deslize. Na Figura 5(c) temos outras
possibilidades, em que a solucao pode ou nao alternar de uma para outra. Se nao alterna,
dizemos que a solucao é permanente.

Os ultimos dois casos da Figura 5 mostram que o problema nao tem unicidade de
solugoes. E isto ocorre apenas em pontos da curva solugao para os quais hA(t, z, ') =0, o
que torna importante a anélise de tal curva.

O conjunto de fungdes diferenciaveis que satisfazem a equagao implicita h(t, z,2’) =0
¢ chamado conjunto descontinuidade da equagao (5).

Muitos estudos [11, 13, 14, 15, 16| lidam com o problema de determinar solugoes
periodicas deste tipo de equagdo em que h(t,z,2’) = x — g(t) para alguma fungao g de
classe C'. Todavia, as solugoes obtidas neste caso (como as do Capitulo 2) nio sio do
tipo deslizante, que sao as consideradas neste capitulo.

Nos trabalhos [17, 18, 19] os autores consideraram um caso particular de (5), o oscilador

com atrito (ver Figura 6) descrito pela equagao
2"+ + Fsgn(z') = vsen(wt) (6)

em que os parametros F,vy,w sao constantes reais que correspondem, respectivamente,
a intensidade da friccao, amplitude e frequéncia do termo for¢cante. O conjunto de des-
continuidade, que é dado por solucoes de 2/ = 0, corresponde fisicamente & auséncia de
movimento no oscilador.

As solugbes da equagao (6) podem ser tais que 2/ < 0 ou 2/ > 0. Porém ha uma

13



atrito atrito

\ /

termo forcante F'

Figura 6: Oscilador com atrito.

terceira possibilidade 2/ = 0 na qual a solucao pode “estacionar” por algum instante de
tempo. O termo “estacionar” pode ser entendido como “deslizar” no contexto do Capitulo
3 e significa que a solucao satisfaz para algum intervalo de tempo, a equacao implicita
h(t,z,z") = 0. Provamos entao o primeiro resultado do Capitulo 3, que di4 uma condigao
necessaria para a existéncia de solugoes deslizantes:

Resultado D. Sejam I C R e U C R? abertos. Considere x : I — R uma funcdo
duas vezes diferencidvel e h : I x U — R uma funcdo de classe C*, k > 1, sendo 0 um
valor reqular de h. Se o conjunto H, ={t € I | h(t,x(t),2'(t)) = 0} tem medida positiva
entao existe t* € H, tal que hy (t*, x(t*),2'(t*)) # 0. — Ver Proposicao 3.1.1 (pagina 64).

Este resultado diz que se h,y = 0 entao H, tem medida nula, ou seja, as solucoes
da equagao (5) nao sao deslizantes. Isto ocorre com as solugoes da equagao estudada no
Capitulo 2, jA que h(t,z,2') = z. Em seguida, damos condi¢oes suficientes para uma
solucao ser do tipo deslizante:

Resultado E. Considere a equagao (5) e p = (to, xo, () € I x U tal que h(p) =0 e

P ) <max{fi(p)}

entio uma solugcao x(t) que satisfaz x(ty) = xo e 2'(ty) = xf, € uma solugdo deslizante e

) h
min{f;(p)} < —
q = (to, z0) € um ponto de deslize no grifico de x. — Teorema 3.3.1 (pagina 71).
Ao final do Capitulo 3, damos condicoes para o problema ter unicidade de solucgoes:

Resultado F. Considere a equacao (5) satisfazendo x(ty) = x¢ e z((ty) = x(. De-
terminamos condi¢oes para a existéncia e unicidade local de solugdes de (5). — Teorema

3.3.2 (pagina 72).
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O estudo do Capitulo 3 gerou o artigo de referéncia [20].
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Capitulo 1

Sistemas de Filippov quadraticos e

limitados no plano

Estudamos neste capitulo sistemas de Filippov Z = (X,Y) quadraticos bidimensio-
nais. Damos condicoes para que tais sistemas sejam positivamente limitados.

Nas duas primeiras secoes abordamos de modo introdutoério a teoria de Filippov para
campos de vetores descontinuos e apresentamos resultados conhecidos sobre campos qua-
draticos, da teoria classica.

Apos a parte introdutéria descrita no pardgrafo anterior, apresentamos definicoes e

conceitos preliminares para, enfim, enunciar e demonstrar os resultados principais.

1.1 Teoria introdutoéria de sistemas de Filippov

Sejam 2 um aberto de R" com fecho compacto e > uma subvariedade mergulhada de
codimensdo 1 de R" dada por ¥ = h7!(0), em que h : Q@ C R" — R & uma fungao de
classe C", r > 1. Admita que 0 é um valor regular de h, ou seja, o vetor gradiente de h é
nao nulo em cada ponto da variedade de codimensao 1: Vh(z) # 0 € R", Vo € h=1(0).

Denote por X™"(£2) ao conjunto de campos de vetores sobre 2 C R", de classe C". Ao
escrevermos 7, fica subentendida a condicao r > 1.

Considere 0s conjuntos X~ = h™!((—00,0]) e 2T = h71([0, +0)), dados pelas imagens
inversas dos referidos intervalos pela funcao h. A fronteira comum destes conjuntos é a

variedade X, que divide o aberto 2 em duas partes.
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Definigao 1.1.1. Sejam X, Y € X™"(Q). Um campo de vetores descontinuo sobre € C R™

€ uma aplicacao

Z(x) = X(x) se z €™ . (1.1)
Y(z) se zeX*t

O conjunto de campos de vetores descontinuos sobre um aberto {2 de R™ é denotado

por X™"(Q,h). A variedade ¥ = h~'(0) é chamada de variedade de descontinuidade.
Observe que 7| _ =X, 7 =Y eX =YX NY".

Definicao 1.1.2. Um sistema de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem
v = Z(x) (1.2)

em que Z € X™" (2, h), com as convengoes de Filippov [1], é chamado de sistema de

Filippov e é denotado simplesmente por Z = (X,Y).

Apesar de ja citado na observacao acima, o termo drbita de um sistema de Filippov
carece de um entendimento mais claro, uma vez que nao estamos na presenca de conti-
nuidades e das condigoes de Lipschitz. Foi Filippov [1] quem sistematizou o conceito de
orbitas para tais sistemas. Sua ideia foi dar regras, conhecidas como “convencoes de Filip-
pov”, para a transi¢ao de orbitas entre as regioes X~ e YT passando através da variedade
de descontinuidade X e, também, para a permanéncia das 6rbitas na mesma. Sao trés as
convengoes de Filippov, uma para cada tipo de agao dos campos distintos X, Y € X™"(2)
na variedade de descontinuidade 3.

As acgoes dos campos na variedade de descontinuidade se d4 em termos dos angulos
formados por cada campo com o vetor gradiente da variedade. Consideramos entao as

derivadas de Lie em um ponto z € 3 = h~1(0):
X;h(z) = (Xi(2), Vh(z)), X]h(z) = (Xi(z), VX] h(2)), j > 2,

paral <i<2,com X; =X, Xo =Y, X!h = X;h e (.,.) o produto interno usual em R".

Distinguimos na variedade de descontinuidade ¥ as seguintes regioes:

(i) X. é uma regiao de costura se Xh-Yh >0 em %;
(ii) X4 é uma regiao de deslize se Xh > 0e Yh <0 em X;
(iii) X, é uma regiao de escape se Xh <0e Yh >0 em .
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Em uma regido de costura convenciona-se que uma orbita de Z = (X,Y’) que contém
um ponto x € ¥ é composta por uma orbita do campo que atinge a variedade > no ponto
x e por uma orbita do campo que deixa a variedade ¥ no mesmo ponto x. Tal érbita

cruza Y, dai o nome de costura. Ver a Figura 1.1.
Y.={zeX | Xh(z) -Yh(z)> 0}

A oite
H Vh(z) /E\Vh(z)

X B

Figura 1.1: Um ponto z de costura para n = 3 em uma variedade de descontinuidade que é uma

superficie de dimensdo 2: X h(z), Xoh(xz) > 0 (& esquerda) e X1h(p), X2h(p) < 0 (a direita).

A convenc¢ao em uma regiao de deslize é de que ambas as orbitas dos distintos campos
X,Y atigem a variedade ¥ no ponto x. Quando isto ocorre, surge uma terceira orbita

que permanece em ., dai o nome de deslize.
Ya={zeX | Xh(z) >0,Yh(x) <0}

Ja em uma regiao de escape a convencao é que ambas as érbitas dos distintos campos
X,Y deixam a variedade X no ponto x, dai o nome de escape. Por questao de consisténcia
matematica relacionada ao fluxo regressando no tempo, considera-se uma terceira oérbita

que também permanece em .
Ye={z e X | Xh(z) <0,Yh(z) > 0}

A Figura 1.2 ilustra as duas situagoes acima mencionadas.
Tanto em Y; quanto em . define-se um campo que é tangente a variedade ¥ e que

se escreve como combinacao linear dos campos X e Y.
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A Vh(a)

A Vh(z)

Figura 1.2: Um ponto x de deslize (& esquerda) e de escape (& direita) para n = 3 em uma variedade de
descontinuidade que é uma superficie de dimensao 2: X;h(p) > 0, Xa2h(p) < 0 (& esquerda) e X1h(p) < 0,

Xoh(p) > 0 (a direita).
Definigao 1.1.3. Um campo de vetores deslizante associado a Z = (X,Y) é um campo
n-dimensional Zg sobre X3 = X3 U X, que € tangente a X2, definido por

Ze(x)=p—=x se T € X,
Zy(x) = —(=2)e(x) se x€Xy

Zs(x) =

)

onde p € o ponto do segmento que liga v+ X (z) a v+ Y (z) tal que p — x € tangente a X.

A Figura 1.3 ilustra um campo deslizante.

Vh(xz)

Figura 1.3: Um campo de vetores deslizante Z, em um ponto x € Y.

Observacao 1.1.1. Em regioes de costura nao hd campo deslizante. FEste apenas estd

definido em pontos cujo produto das derivadas de Lie € negativo: Xh(x)-Yh(x) <0.

Os pontos da variedade de descontinuidade ¥ sao classificados da maneira que se segue.

Dizemos que x € 3 é um ponto reqular se
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e r €3, 0u

e r € e Zyx)#0€R"

Os pontos de ¥ que nao sao regulares sao chamados de pontos singulares. Distinguimos
dois subconjuntos do conjunto de pontos singulares, a saber: 3, e ;. Um ponto = € X,
é chamado de pseudo-equilibrio de Z e é caracterizado por Z(z) = 0. Um ponto = € ¥; é
chamado de tangéncia de Z e é caracterizado por Xh(x) - Yh(x) = 0 (neste caso = é um
ponto de contato tangente entre as orbitas de X e/ou Y com X).

As singularidades tipicas de um sistema de Filippov sao os pontos = € Y que sao

pseudo-equilibrios de Z (equilibrios do campo deslizante) ou as tangéncias:
e r €3 tal que Zs(x) =0 € R" ou
e z €3 tal que Xh(z)-Yh(z)=0.

Para um dado campo W € X™"(Q)), dizemos que m é a ordem de contato da respectiva
orbita I'yy com a variedade ¥, em x, se WFh(z) = 0, Vk = 0,...,m — 1 e W™h(z) # 0.
Para W = X (respec. Y), dizemos que z € ¥ é uma tangéncia invisivel se a ordem de
contato m de I'y (respec. I'y) passando por z é par e X™h(x) > 0 (respec. Yh(z) < 0).
Dizemos que x € ¥ é uma tangéncia visivel, para W = X (respec. W =Y), se a ordem
de contato m de I'x (respec. I'y) passando por z é impar apenas ou é par e X"h(z) < 0
(respec. Y™h(z) > 0). A Figura 1.4 ilustra um ponto de tangéncia visivel com contato

de ordem par.

Vh(z) A Vh(z)

A

Figura 1.4: Um ponto x € ¥ de tangéncia visivel, onde Xsh(z) = 0 (& esquerda) e X1h(z) = 0 (&

direita). O ponto x tem ordem de contato par com X.

Vamos agora formalizar o conceito de 6rbita para um campo de vetores descontinuo.
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Seja W € X™"(2). Denotamos o fluxo de W por ¢w (¢, z). Entao

d
%Qﬁw(tv ZL’) = W(¢W(t7 ZL’)),
ow (0, ) = x,

em que t € [ = [(z,W) CR, I um intervalo que depende de p e W.

Definicao 1.1.4. Seja V' uma vizinhanga de v € X em Q C R"™. Uma drbita local ¢4(t, x)

de um campo de vetores de Filippov € definido da sequinte maneira, onde ¢ (0, x) = x:

e Para x € X~ \ X ex € Xt \ X, a drbita local é dada por ¢pz(t,x) = ¢x(t,z) e

Oz7(t,x) = ¢y (t,x), respectivamente, com t € 1.

o Para x € 3, tal que Xh(z) > 0 e Yh(z) > 0, a drbita local é dada por ¢z(t,z) =
ox(t,x) parat € IN{t <0} e pz(t,x) = ¢y (t,x) parat € IN{t > 0}. Para o caso

Xh(z) <0 eYh(z) <0 a definicio é a mesma, invertendo o tempo.

e Para x € X, a orbita local é dada por ¢z(t,x) = ¢z, (t,x) parat € IN{t <0} e
¢z(t,x) € uma das orbitas ¢x(t,x), oy (t,z) ou ¢z (t,x) parat € IN{t > 0}. Para

x € X4 a definicao é a mesma, porém invertendo o tempo.

o Para x € X, a drbita local é dada por ¢z(t,x) = ¢1(t,x) parat € IN{t <0} e
Oz(t,x) = ¢o(t,x) parat € IN{t = 0}, onde ¢1, ¢po € uma das drbitas ¢x, ¢y ou
(sz'

e Para x € ¥, a drbita local € dada por ¢p4(t,x) = x para todo t € 1.

Definigao 1.1.5. Uma drbita global T'z(t,x) de Z € X™" (2, h) tal que I'z(0,2) =z € a
unLao

Tyt x) = J{oi(t,z) | t: <t <tin},
iE€EZ

de orbitas locais o;(t,p;), preservando orientacdao e satisfazendo

Ui(ti+1api) = 0i+1(ti+1>pi+1) = Pi+1

e t; — oo para i — +oo. Uma drbita global é dita positiva (respec. negativa) se i € N

(respec. —i € N) ety =0.
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1.2 Campos de vetores quadraticos e limitados no plano

Nesta secao fazemos breves consideracoes sobre campos quadraticos e limitados no

plano. Para estudos detalhados indicamos os trabalhos [4, 5, 6, 7|.

Definigao 1.2.1. Seja X € X™"(Q2). Um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de
primeira ordem auténomo ' = X(x) (ou apenas o campo X ) é dito limitado se cada
orbita permanece em um compacto para t > 0. Caso contrdrio, o sistema (ou o campo) é

dito limitado.

Considere um sistema de equacoes diferenciais ordinarias auténomo planar, sendo a

origem (0,0) um ponto de equilibrio:
¥ = Ax + fo(x), (1.3)

em que & = (r1,22) € R*, A = (a;j)ax2 € uma matriz com coeficientes reais constantes,
fo(z) = (P(2),Q(z)) # 0 € R?, P(z) = ax? 4+ brixy + cx3 e Q(x) = dat + exyxy + fal
com a, b, ¢, d, e, f constantes reais tais que a> +b?> +c2#0e d® +e2 + f2 #0.

Dentre estes sistemas é sabido (ver [5, 6]) que, a menos de equivaléncia, os limitados
(para t > 0) sao os que tém parte quadratica na forma fo(x) = (0, 2123), fo(x) = (23,0)

ou fo(x) = (23, —x129 + cx3) com || < 2 e restrigdes sobre os coeficientes da matriz A:

Teorema 1.2.1. Seja 2’ = Az + fo(x) um sistema quadrdtico autonomo planar, com um
ponto de equilibrio na origem (0,0), com parte quadrdtica como acima e com condi¢do
inicial ©(0) = xy.

(a) Se fo(x) = (x129 + 23, 73), entio o sistema tem uma orbita ilimitada (quando t —

oo) para algum xy € R2.

(b) Se fo(x) = (0,2119), entdo o sistema tem todas as suas orbitas limitadas (para

t > 0) se, e somente se, ajo =0, a;; <0 e ag < 0.

(¢c) Se fo(x) = (23,0), entio o sistema tem todas as suas drbitas limitadas (para t > 0)

se, e somente se, as; =0, a1 <0, ax <0 eaj; +axn <0.

(d) Se fo(z) = (23, —x129 + c23), entdo o sistema tem todas as suas orbitas limitadas
(para t > 0) se, e somente se, |c| < 2 e satisfaz uma das sequintes condigoes:
(Z) apn < 0,’ (ZZ) ai; = 0 e ay = 0,’ ou (ZZZ) a;n = 0, a921 7é O, a1g +as; = 0 e

cagy + aze < 0.
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Demonstragao. Ver [5, 6. O

Denotamos por Q%(Q) C X*"(Q2) ao conjunto de campos de vetores quadraticos pla-

nares.

1.3 Definicoes e resultados preliminares

Definicao 1.3.1. Um sistema de Filippov Z = (X,Y) (ou um campo descontinuo) é

quadrdtico se os campos X,Y sao quadrdticos.

-

Defini¢ao 1.3.2. Um sistema de Filippov (ou um campo descontinuo) Z = (X,Y) é
limitado se todas as suas drbitas globais permanecem em um compacto para t > 0. Caso

contrdario, Z = (X,Y) € dito ilimitado.
A partir de agora, consideraremos a variedade de descontinuidade
Y ={(x1,22) | x3 = 0}.
A primeira questao que surge é a seguinte:
X, Y limitados = Z = (X,Y) limitado ?
A proposicao abaixo nos diz que a resposta, em geral, é negativa.

Proposigao 1.3.1. Ezistem campos X,Y € Q2 limitados tal que Z = (X,Y) ndo ¢

limitado.
Demonstracao. Considere h(z1,x9) =29 ¢ Z = (X,Y) dado por
X(z1,29) = (24329 + 25, —1 —2) e Y(x1,20) = (=14 23,2 — 225).

Aplicando o item (¢) do Teorema 1.2.1, concluimos que X e Y sao limitados. A
variedade X, formada pelos pontos (z1,0), é tal que ¥ = ¥; e o campo deslizante é
Zs(x1,0) = (1,0). Este campo ndo tem equilibrio e sua o6rbita ¢ ilimitada. Portanto

Z = (X,Y) é ilimitado. 0

Denotamos por Q?(£2, ) ao conjunto de campos de vetores descontinuos quadraticos

planares.
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Figura 1.5: Uma orbita global ilimitada de Z = (X,Y’) passando por pontos de costura,

com X e Y limitados.

Sejam @ = (z1,22), p = (p1,p2), ¢ = (1, ¢2) pontos de R? e considere A = (a;j)2x,
B = (bij)ax2 € f2, g2 dadas como em (1.3).
A variedade de descontinuidade neste capitulo ¢ a curva (dimensao 1) em R? dada por

¥ = h71(0) com h(zy,z9) = x5. O sistema de Filippov Z = (X,Y) considerado é

X(x) = Alx—p)+ falx —p) se x

Z(x) = >
Y(z) = B(x—q)+go(z—q) se x3 <

" (1.4)
0

Ja mencionamos que o fato de X, Y serem campos quadraticos limitados nao é sufici-
ente para que Z = (X,Y) seja limitado. O exemplo considerado nos deu a ilimita¢ao na
regidao de deslize 3;. Porém, Z = (X,Y') também pode ser ilimitado com 6rbitas globais

passando apenas por regioes de costura ..

Segunda demonstragio da Proposicdo 1.3.1. Considere o campo Z € Q*(€, h) dado por

p

0 0 Xry — 1 (IL‘Q + 1)2
+ se xo = 0,
Z(l‘l,l’z) -
0 0 1+ 1 Ty —1)2
! — (x: ) se w9 < 0.
L 0 1 ZL‘Q—l —(ZE1+1)(ZL‘2—1)
Os pontos das retas xo = —1 e w9 = 1 sao equilibrios de X e Y, respectivamente.

Temos ¥ = {—2,2}, 8. = {(71,22) e R* | —2< 21 <2} e, ={(n,29) € R* | 1 <
—2 ou z; > 2}. O campo deslizante Z; é limitado porém o campo descontinuo Z é

ilimitado. A Figura 1.5 ilustra esta situacao. O

1.4 Resultados principais

O primeiro resultado deste capitulo estabelece condicoes suficientes sobre os campos

X e Y e sobre o campo deslizante Z, (em X) para que o sistema de Filippov Z = (X,Y)
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seja limitado, onde X,Y sao campos quadraticos e limitados.
Teorema 1.4.1. Seja Z = (X,Y) € Q*(2, h) com X,Y limitados e h(xy,z5) = x».

(a) Se ¥ =X, ou a cardinalidade de ¥, (denotada por #%;) é 1 e ¥y € ilimitado, ou
#3 = 2 e Y. € limitado, entao Z € limitado se, e somente se, o campo unidi-
mensional ZF identificado ao campo deslizante Zg € tal que Z*(x1) < 0 prozimo de

xr1 =400 e ZX(x1) = 0 prozimo de x; = —o0.
(b) Se ¥ =X, entao Z = (X,Y) € limitado.

Demonstragao. (a) Suponha que X = Y,. Entao, o campo deslizante Z, é identificado
a um campo unidimensional ZF. Portanto Z é limitado se, e somente se, ZX(z1) < 0
proximo de x; = +o00 e Z¥(x1) = 0 proximo de x; = —oo. Seja #3; = 1 e 3 ilimitado.
Denote (z¢,0) € ¥;. A tnica possibilidade de Z, ser ilimitado acontece em regioes de
deslize ou escape pois se Z tem uma Orbita global ilimitada passando pela regiao de
costura Y., necessariamente existem pelo menos dois pontos distintos (z,0) e (w,0) de
Y. com Xh(z,0),Yh(z,0) > 0e Xh(w,0),Yh(w,0) < 0. Logo, existe y* # z' tal que
Xh(y',0)-Yh(y*,0) = 0, o que ndo ¢ possivel pois #%; = 1. No altimo caso, #3; > 2 e
Y. limitado, a demonstracao ¢ andloga aos casos anteriores.

(b) Se ¥ = 3, entao a unica possibilidade de uma orbita global ser ilimitada acontece se
ela contiver pelo menos dois pontos distintos de >.. Assim, existe z; tal que Xh(x;,0) =0
ou Yh(x1,0) = 0 e, portanto, 3; # ), o que é impossivel pois 3 = X.. Portanto Z é
limitado. U

Consideremos agora Z = (X,Y’) onde X (respec. Y') é dado por Az + fo(x) (respec.
Bz + go(x)) como no Teorema 1.2.1 itens (b), (¢) ou (d). Seja

QL ={F, e X7 (Q) | Fi(z) = A —p) + f{)(@—p)} para i =1,...,5

o conjunto de campo de vetores quadraticos que satisfazem as seguintes condicoes

AW = (a;j)axe com aj; < 0,a19 = 0, ag < 0;

AP = (a;;)2x2 com ay; < 0,a2 = 0, a2 < 0,a11 + as < 0;

A®) = (a;;)ax2 com aj; < 0;

AB — (@;j)2x2 com ajq = ag = 0;

A®) = (a;1)ax2 com aj; = 0, as; # 0,415 + ag = 0, cag; + ag < 0;
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Py) = (0,3110);
Py) = (13,0);
Py) = £20w) = 15(y) = (W2, —yiya + cvd).

A constante ¢ nas expressoes de f2(3), 2(4), 2(5) é tal que || < 2, de acordo com o

Teorema 1.2.1 e y =x — p com y = (y1, y2)-
5

5
Defina QP = | | Q. Para p,q € R? denote QP? = QP x Q4. Assim QP4 = B;: com
) J
i=1 ij=1

— ; ; _ D q

BijN By =0sei#kouj+#londe By = Q! x Q.
A partir de agora, usamos a;; para nos referirmos aos coeficientes da matriz da parte
linear do campo X e usamos b;; para nos referirmos aos coeficientes da parte linear do

campo Y.

Teorema 1.4.2. Seja QP7 = QP x Q4 um subconjunto de Q*(Q, h) como descrito acima
e ¥ = h71(0) onde h(xy,15) = my. Emiste BiLj C B, BiLj £ 0, tal que qualquer 7 =
(X)Y) € BZ@ € limitado. Além disso, a limitacao € caracterizada pelo sinal de funcoes

racionais que dependem dos parametros (ai1, a12, as1, a2a, by, bia,bo1, bas).

O Teorema 1.4.2 caracteriza os campos descontinuos Z = (X,Y) € QP? que sdo
limitados. Para sua demonstracao usamos os lemas abaixo.

Nos resultados abaixo denotamos por @Y o conjunto de campos descontinuos Z € QP4
sem pontos de tangéncia, por Q} o conjunto de campos descontinuos que tém exatamente
um ponto de tangéncia e por Q? o conjunto de campos descontinuos com exatamente dois
pontos de tangéncia. Usamos a notagao [Xh-Y h](x;) para representar X h(z1,0)-Yh(xy,0)
com (x1,0) € X.

Lema 1.4.1. Considere Z = (X,Y) € Q1. Se [Xh-Yh](z1) # 0 para algum z; € R
entao #X; = 0,1 ou 2. Além disso, se Xh-Yh =0 entao Z ¢ limitado.

Demonstragdo. Seja Z = (X,Y) € Q*(Q, h) e suponha que [Xh-Yh](z;) # 0 para algum
xr1 € R. Entao Z tem no maximo 4 pontos de tangéncia. De fato, os pontos de tangéncia

sao solucoes da equacao Xh(z) - Yh(z) =0 com z = (z1,0). Escrevemos

;

aj; Qo Y1 n a1y? + asy1ys + asys s 2050
2 = )
Z(2) a1 A2 Y2 asyi + asyrye + asys
€T =
bn b12 Z1 n blzf + b22122 + bgzg so 10 <0
2 X Y,
ba1 b 29 bizi + bsz1 20 + b3
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com r = (37171’2), Y1 =1 — D1, Y2 = Ty — P2, 21 = T — 1, P2 = Ta — @2 onde p = (p17p2)

e ¢ = (q1,g2) s@o pontos de equilibrio de X e Y respectivamente. Assim
Xh(z1,0) = (X(21,0), Vf(21,0)) =

= asx} + (a9 — 2a4py — asp2)r1 + (@4p] — az1pr — azepa + aspipa + agps),

Yh(.ﬁlfl, 0) = <Y(.’L‘1, O), Vf(xl, 0)> =
= b4$§ + (ba1 — 2bsqy — bsgo) 1 + (b4fﬁ — ba1q1 — b2go + bsqiqa + b6qg)'

Entao
Xh(x1,0) - Yh(21,0) = aghsya] + [as(ba — 204q1 — bsqa) + by(az — 2a4p1 — asps)] s+

+[a4(b4qf — borqs — boaga + b5q1qo + bﬁqg) + 54(61417% — Q21P1 — G22P2 + asp1p2 + QGPS)JF
+(a21 — 2a4p1 — asp2)(bar — 2bsqr — bsga)]a + ...

Observe que Xh(z1,0) - Yh(z1,0) é um polindmio de grau menor do que ou igual a 4,
dependendo dos coeficientes. Logo este polindmio tem no maximo 4 raizes reais.

Se Z = (X,Y) € Q" e [Xh-Yh](x;) # 0 para algum z; € R, entdo o campo
descontinuo Z tem no méximo 2 pontos de tangéncia. De fato, isso segue imediatamente
pois a1 = ag = ay = by = by = by = 0 em cada um dos casos para Q.

Provamos agora a limitacao de Z quando Xh -Yh =0 em X. Neste caso, concluimos
que ¥ = ;. Se uma trajetoria de Z = (X,Y) é ilimitada entdo uma orbita global passa
por regiao de costura e retorna ou a o6rbita escapa pelo campo deslizante. Uma vez que

Y. =Y, = 0, isso nao pode ocorrer. O

Observacgao 1.4.1. O nimero 4 na prova do Lema 1.4.1 € realizdvel. Facamos a sequinte
escolha: a1 = as = a4 = a5 = by = a11 = a9y = by =P =q =1, a3 = ag = —2,
by = by = by =2, by =b; =p1 =0, b3 =21, b6 =4, a1 =3, a2 =¢q =—-1ce
bi1 = 4. Assim obtemos ¥, = {+£1, j:\/§}

Lema 1.4.2. Considere Z € QP* N QY. Entio ¥ =Y, ou X = X..

(a) Se ¥ =%, entao Z € By; ¢ limitado se, e somente se, Rf]g = A, /B, <0 onde A,
é o coeficiente do termo de maior grau de det[X,Y](z1,0) com n = d(det[X,Y]),

onde O € a notagao para o grau de um polindmio e B,, € o coeficiente do termo de
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maior grau de Ya(xq1,0) — Xo(x1,0) comm = (Yo — Xs) en = m. Se X, é composto

somente por pontos de equilibrio de Z, entao Z € trivialmente limitado.
(b) Se ¥ =X, entao Z € limitado.

Demonstragao. Por hipotese #%;, = 0 (X; = 0). Isto implica que X3 = () ou X, = (), caso
contrario (se X, # () e ¥, # () deveriamos ter pelo menos um ponto de tangéncia, pois
Xh-Yh é uma fun¢ao continua, [Xh-Yh|(z) > 0e [Xh Yh](w) <0 para (z,0) € X e
(w,0) € 3. Portanto ¥ = X, ou ¥ = X..

(a) Provamos apenas o caso i = j = 1. Os outros casos sao similares. Temos Z =

(X, Y) € By = Qﬁ) X Q(f onde
QY ={F € X' (Q): F(z) = AV(z - p) + fi(x - p)},

QI ={F ex(Q): Fi(x) =Bz —q) + £z -},
e AN = (ajj)2x2 com ajp < 0,a12 =0, a2 <0, BW = (bij)2x2 com by < 0,b12 = 0, bgg <

0, fél)(y) = (an1y2) comy = <y17y2)'

Se X = 3, a expressao do campo deslizante Z; (visto como um campo unidimensional))

Zs(z1) =

(!E1 - pl)[(all(bm - C]Q) - 511(6121 - p2))($1 - Ch) - a11bQQCJ2] + b11a22p2($1 - Ch)
[(bm —q2) — (a1 — pz)]!ﬁ — q1(ba1 — q2) + p1(as1 — pa) — baoqa + agops

(1) Suponha que by # @2 € ag; # pa. Assim Ay = ag1(bay — q2) — bi1(a — p2) € By =
(bo1 — q2) — (@21 — p2). Temos

lim Zg(xy) = lim a11(ba1 — g2) — bii(aa1 — po)
T1—00 T1—00 (bgl — qz) — (a21 _ pz)

X,

em que o simbolo oo representa +oo. Portanto Z é limitada se, e somente se,

a11(b21 - Q2) - b11(a21 - pz)
(bm - CJQ) - (a21 - pz)

RVl = < 0.

(ZZ) Considere agora b21 = Q2 € a91 = pPa. Assim A1 = buagng — &11()22(]2, BO =

2Pz — baaqy € temos

b — b
lim Zs(xl): lim 11G22P2 — Q1102242

Z1.
T1—00 T1—00 a2p2 — ba2qo

28



Portanto Z é limitado se, e somente se,

biiagaps — ai1bge

a9p2 — baaqo

(b) Se ¥ = X, entao ¥; = 3, = (). A tunica possibilidade de uma 6rbita global de

R = <0.

Z ser ilimitada acontece se ela contiver pelo menos dois pontos distintos de .. Se isto
ocorre, existe z tal que Xh(z,0) = 0 ou Yh(z,0) = 0 e assim (z,0) € ¥;. Portanto Z é
limitado. [

Lema 1.4.3. Considere Z € QP* N Q}. Entio ¥ =X, UX, U, com X, e X, ilimitados,
Y=Y, UXpouX =X U SeX =X ,UX;UX, com X, e X, ilimitados ou X = 2, U,
entao Z € B;; € limitado se, e somente se, RZ’ = A,/B,, < 0 onde A, € o coeficiente
do termo de maior grau de det[X,Y](x1,0) com n = d(det[X,Y]), By, € o coeficiente do
termo de maior grau de Yo(x1,0) — Xo(21,0) com m = (Yo — Xs) en = m. Se ¥, €

composto somente por pontos de equilibrio de Zg entao Z € trivialmente limitado.

Demonstragao. Como #%; =1 (X; = {2'}) entdo [Xh - Yh](z1) é um polinémio de grau
1 ou 2. No primeiro caso, temos X = X, U X; U X, com X, e X, ilimitados. No outro
caso, X = 2, UX; ou X = X, U, A tnica possibilidade de Z ser ilimitado, acontece em
Yls pois se Z tem uma orbita global ilimitada passando por regiao de costura X, entao
existe pelo menos dois pontos distintos (z,0) e (w,0) de X. com Xh(z,0), Yh(z,0) >0
e Xh(w,0), Yh(w,0) < 0. Deste modo, existe y* # ' tal que Xh(y") - Yh(y*) = 0. O

restante da demonstragao é analogo a prova do item (a) do Lema 1.4.2. O

Observacgao 1.4.2. Se ¥ = X, U Y; nao podemos garantir que o sistema € limitado,

conforme o sequinte exemplo.

Exemplo 1.4.1. Considere o campo descontinuo Z dado por

(
1 —1 (g +1
FE. ! ? ) se xo = 0,
o+ 1 —(z1 — 1) (o + 1) + (w2 + 1)?
Z(l’l,.TQ):
x — 3 (29 — 1)?
F. ! ? ) se xo <0,
L I‘Q—l ZL‘1—3 ZL‘2—1)+(ZE2—1)2
com
0 0
E=_F=
01
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Os pontos das retas xo = —1 e w9 = 1 sao equilibrios de X e Y respectivamente. Temos
Y ={3}, ¥ =0eX ={x; € R:x #3}. A Figura 1.6 mostra uma drbita global
ilimitada quando X = X, U Y.

aa
N

Figura 1.6: Um orbita global ilimitada de Z = (X,Y’) passando por pontos de costura,

com X e Y limitados.

Lema 1.4.4. Considere Z € QM N Q?. Entio ¥ = X, UX.UY; com X, limitado ou
Y =3X,UX. U com X limitado. Se ¥ =X, UX. U, com . limitado entao Z € B;; €
limitado se, e somente se, Rf]g = A, /B, <0 onde A, € o coeficiente do termo de maior
grau de det[ X, Y](x1,0) comn = d(det[X,Y]), By, € o coeficiente do termo de maior grau
de Ya(x1,0) — Xo(x1,0) com m = O(Yy — Xy) e n = m. Se X € composto somente por

equilibrios de Zg entao Z € trivialmente limitado.

Demonstracao. Para verificar que ¥ = X, U Y. U X; com Y. limitadoou ¥ = X, UX . UX,
com X, limitado, basta fazer o estudo do sinal de Xh - Yh. A prova é andloga as prova

do item(a) do Lema 1.4.2. O

Observacgao 1.4.3. Se X = X, UX.UX; nao podemos garantir que o sistema € limitado.

O exemplo na sequnda demonstracao da Proposicao 1.3.1 ilustra esta situacao.

Demonstracao do Teorema 1.4.2. Para definir o conjunto BiLj, consideramos o conjunto
de sistemas quadraticos (X,Y') € B;; que satisfazem as condicées dadas nos Lemas 1.4.1,

1.4.2, 1.4.3 e 1.4.4. Conclui-se assim a demonstragao do Teorema 1.4.2. O
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Capitulo 2

Solucoes peridédicas de uma classe de

equacoes nao autonomas

Neste capitulo investigamos a existéncia de solucoes periddicas da equacao
y" +nsgn(y) = Oy + asen(Bt) com n,0,0, B ER, n#0, B>0. (2.1)

O estudo de conjuntos minimais tipicos para equacoes diferenciais ordinarias autono-
mas e nao autonomas, dadas por partes (cujos sistemas correspondentes sao nao suaves)
tem atraido muitos esforcos nos tltimos anos. Equacgoes desta natureza modelam muitos
problemas em sistemas mecanicos e eletronicos. Por exemplo, a equagao y” +sgn(y) = —y
¢ um modelo particular de piloto automatico para embarcagoes (ver [9], pagina 504). Em
[14], foram dadas condi¢oes para a existéncia de solugdes periddicas de sistemas dados
pela equacao y” + G(y) = F(t), em que F é uma fungido continua e G é continua em
R\ {0} mas nao em 0.

Em muitas aplicacoes, busca-se compreender propriedades de simetria de modelos
mateméaticos dados por equacoes diferenciais ordinarias por partes. O conceito de re-
versibilidade para campos de vetores descontinuos foi introduzido em [10]. Em [21], a
reversibilidade desempenha um importante papel no estudo dos sistemas acoplados para
equagoes de segunda ordem. O trabalho [13] mostra como a teoria KAM pode ser usada
para a anélise de sistemas representados por y” 4+ nsgn(y) = —y + F(t), em que F' é uma
funcao periodica de classe CS.

A funcao sinal u — sgn(u) introduzida nos trabalhos mencionados e neste capitulo, é

definida por sgn(u) = —1 se u < 0, sgn(0) = 0, sgn(u) = 1 se u > 0.
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Iniciamos o estudo considerando a equagao autonoma y” +nsgn(y) = Oy com n,0 € R,
n # 0. Em seguida, perturbamos esta equagao através de uma funcao F' : R — R continua
e T-periddica e, entao, estudamos a existéncia de solugoes periodicas para a equacao
y" + nsgn(y) = 0y + F(t). No modelo de piloto automéatico para embarcagoes, o termo
for¢ante F(t) corresponde a ondulagao periodica da agua.

Devido a propriedades de simetria na equacao autonoma, assumimos que F é uma
funcdo impar, dada pela série de Fourier ) b, sen (27mT_1t). Consideramos entao,
o primeiro termo da série, que é uma aproximacao para F', assumindo diretamente
F(t) = asen(ft) com a,f € R. A razao da escolha do primeiro termo da série se
deve a dificuldade (cada vez maiores) nos célculos se considerarmos mais termos na série.

A hipoétese > 0 considerada na Eq. (2.1) ndo representa uma restri¢ado ao problema,
uma vez que se § < 0, a andlise ja esta considerada na equacdo y” + nsgn(y) = 0y +
asen(ft) com &= —ae f=—3>0.

Fazendo um paralelo com o caso autonomo, lidamos principalmente com solucoes
periodicas t — y(t) da Eq. (2.1) quando a fungio sinal y — sgn(y) é considerada e y
anula-se duas vezes por periodo.

A dindmica do sistema auténomo correspondente se da em torno da origem, que é uma
singularidade tipica (um ponto de tangéncia) de sistemas dindmicos nao suaves. Portanto,
consideramos para a Eq. (2.1), as condigoes iniciais y(0) = 0, 3/(0) = p € R.

O estudo apresentado neste capitulo estende a andlise de [11], onde foi considerado o

caso 0 =0, n > 0.

2.1 Definicoes e resultados preliminares

Considere a equagao dada em (2.1) com 7,0, a, § constantes reais e n # 0.

Defini¢ao 2.1.1. Uma fun¢io y : R — R ¢é dita solu¢ao da Eq. (2.1) se y"(t) existe
para todo t € R e y"(t) +n = Oy(t) + asen(ft) em {t € R | y(t) > 0} e y"(t) —n =
Oy(t) + asen(ft) em {t € R | y(t) < 0}.

Definigao 2.1.2. Uma solucao periddica t — y(t) da Eq. (2.1) € dita simples quando a

funcao y — sgn(y) € considerada e y anula-se duas vezes por periodo.

Definigao 2.1.3. Seja y : R — R uma solugao da Eq. (2.1). A solugao y é dita singular

se eziste t* € R tal que y(t*) = v/ (t*) = 0. Caso contrdrio, y € dita regular.
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Para o caso autonomo (o = 0), quando n > 0, a Eq. (2.1)p— tem uma familia de
solucoes periddicas que passam pela origem com inclinacao nao nula. Se perturbamos a
equagao autdonoma, ou seja, se consideramos « # 0 na Eq. (2.1)p—g, para n > 0, obtemos

um conjunto discreto de solucoes periddicas:

Proposigao (A). Sen >0, a Eq. (2.1)g—¢ com a = 0, tem uma familia a um parametro
de solugoes periddicas. Além disso, para cada p > 0, existe uma unica solu¢dao t — y(t)

tal que y(0) =0 e y'(0) = p, de periodo 4pn~".
Teorema (A). Assuma a # 0,1 > 0 na Eq. (2.1)g=9. Defina

k(a,n) = 27'();;%

Para todo k € N tal que k > r(a, 1), eziste uma tinica solugao periddica simples t — yp (1)
da Eq. (2.1)g—o tal que yu(0) = 0, yfk](O) > 0, de periodo 2kw3~. Esta solucdao reqular
satisfaz yj,(0) = L(nkm — 22) 871

Estes resultados foram estabelecidos em [11]. A condigao y'(0) > 0 nao é uma restricao
uma vez que uma solucao da Eq. (2.1)y— tal que y(0) =0, ¥/(0) < 0 corresponde a uma
solugdo t — —y(t) da Eq. (2.1)p—0 com derivada positiva na origem, considerada para o
valor do parametro —a.

O Teorema (A) da um limite inferior tal que k£ > x(a,n) é uma condigao suficiente
(|a| < %n\/m) para a existéncia de uma solucao regular peridédica simples. Esta

condigao nao é necessaria, como pode ser visto no seguinte resultado (ver [11]):

Proposigao (B). Assuman >0 ea # 0 na Eq. (2.1)g—o. Se v < gy, existe uma tnica
solugao periddica simples t — yp)(t) tal que y;1)(0) = 0, yf”(O) > 0, de periodo 237, Esta
solugio regular satisfaz y,,(0) = S(nm —20) 7.

A seguir, justificamos a escolha nao restritiva ¢'(0) > 0, reduzimos os parametros da
Eq. (2.1) através de um reescalonamento do tempo e tratamos da questao de simetria da
Eq. (2.1), analisando a reversibilidade para o sistema nao suave correspondente. Todo

esse trabalho implica na reducao da analise do problema.

Lema 2.1.1. Uma funcdo t — y(t) € uma solugao de y" + nsgn(y) = Oy + asen(ft) com
y(0) = 0,4(0) = p se, e somente se, t — g(t) = —y(t) € uma solug¢do de y" + nsgn(y) =
Oy + asen(pt) com §(0) =0,7'(0) = —p e & = —a.
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Demonstragao. Segue imediatamente de sgn(y(t)) = —sgn(y(t)), ¢'(t) = =y'(t) e §"(t) =
y'(t), Vt € R. O

O Lemma 2.1.1 permite assumir sem perda de generalidade que sgn(y)(07) = 1.

Lema 2.1.2. Seja y : [0,u[C R — R tal que y(0) = 0 e sinal de y constante em |0, u].
Entao t — y(t) € uma solugao da Eq. (2.1) se, e somente se, s — x(s) definida em [0, uf3[

por x(s) = f*y(sB~1) € uma solugao de
2" +nsgn(z) = 6x + asen(s), § =032 (2.2)

Demonstra¢ao. Sem perda degeneralidade assumimos y(t) > 0, ¥t €]0, u[. O caso y(t) <0
¢ andlogo. Se z(s) = B?y(sB71) entdo t = sB~L, 2/(s) = ByY/(t) e 2"(s) = y"(t). Temos
também sgn(z(s)) = sgn(By(t)) = sgn(y(t)). Portanto y”(t) + n = Oy(t) + asen(St) se,
e somente se, 2”(s) +n = 08 %x(s) + asen(s). Assim y(t) ¢ uma solugao da Eq. (2.1) se
e somente se, x(s) é uma solugdo da Eq. (2.2). A condicado inicial y(0) = 0,¢y'(0) = p é

equivalente a (0) = 0,2/(0) = r com r = (p. O

O proximo lema trata da questao de reversibilidade para a equacao auténoma.
Considerando a mudanga y; = vy, y2 = ¢/, associamos a Eq. (2.1), @ = 0, ao campo

bidimensional descontinuo

0 0
Zy = Yo— + |0y — -,
0= Y2 on [ n TISgn(lhﬂ T

cujo conjunto descontinuidade é D(Zy) = {(y1,y2) € R? | y; = 0}. Este campo desconti-
nuo é reversivel (ver [11]), ou seja, dada a involu¢ao ¢ : (y1,y2) — (—y1,¥2), 0 campo Z
satisfaz:

1. Fix(p)C D(Zy);

2. Vp € R\ D(Zy), ¢ * Zo(p) = —Zo 0 ¢(p)-
Lema 2.1.3. Assuma o = 0 na Eq. (2.1). O campo descontinuo Zy obtido por y, =y,
y2 =y € p-reversivel, onde ¢ : (y1,y2) — (=1, Y2).
Demonstragao. De y; = y, yo = 3 escrevemos Zy(y1,y2) = (y2,0y1 — nsgn(y;)) com

conjunto descontinuidade D(Zy) = {(y1,42) € R? | y; = 0}. Defina Fix(p) = {(y1,y2) €
R? | o(y1,92) = (y1,42)}. Entdo, claramente Fiz(p) C D(Z;). Consideramos agora
p € R*\D(Zo), p = (y1,2)- Assim, (@ Zo)(y1,52) = @(y2, 0y1 —nsgn(y1)) = (—y2, 0y1 —
nsgn(y1)) = —(y2, —0yr + nsgn(y1)) = —Zo(—y1,¥2) = —(Zo © ) (41, 42). Portanto Z, ¢

p-reversivel. O
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Daqui em diante, neste capitulo, analisamos a Eq. (2.1) separando-a em dois casos:
autonomo e nao autonomo. Cada caso sera dividido em trés partes, a saber: hiperbdlico
(0 > 0), eliptico (0 < 0) e parabdlico (6 = 0) com n < 0. Em todos os casos, quando
a equacao autonoma é perturbada, sao dadas condicoes para a existéncia de solucoes
periddicas, bem como uma obstrucao para a existéncia de tais solugoes, que é uma solucao
cujo grafico tangencia o eixo y = 0, de descontinuidade da equagao. Tal solucao é singular.

Usamos as notagoes senh(z), cosh(z), tanh(z) e sech(z) para representar as imagens
de z pelas funcoes seno, cosseno, tangente e secantes hiperboélicas. Denotamos ainda
arctanh(z) e arcsech(z) as imagens de z pelas func¢oes inversas de tangente e secante

hiperbolicas.

2.2 A equacao autonoma y” + nsgn(y) = Oy

Nesta se¢ao analisamos as solugoes da Eq. (2.1) sem a perturbacao dada pelo termo
forcante, ou seja, &« = 0. A equacao corresponde a um sistema auténomo nao suave e
reversivel. A depender do parametro 6, cada campo do sistema nao suave ou tem um
equilibrio que é uma sela (visivel ou invisivel, a depender de 1) no caso hiperbolico, ou
um centro (visivel ou invisivel, a depender de 1) no caso eliptico. No caso parabolico os

campos nao tém equilibrio.

2.2.1 O caso hiperbélico 6 > 0

Considere a Eq. (2.1) com o« = 0 . Mostramos que se n > 0, existe uma familia de
orbitas periodicas no retrato de fases, enquanto que se n < 0, todas as 6rbitas nao triviais

sao ilimitadas. Ver a Figura 2.1.

Proposigao 2.2.1. Assuma o = 0,7 > 0 na Eq. (2.1)gs9. Para cada p > 0, existe
uma unica solugao periddica simples t — y(t) com y(0) = 0, y'(0) = p se, e somente se,

0<p< %. Esta solugao reqular tem periodo % arctanh (pn_lx/g).

Demonstra¢ao. Considere o = 0,n7 > 0. Da mudanca y; = y e y» = ¢ na Eq. (2.1)g=0
obtemos o campo bidimensional descontinuo Zo(y1,vy2) = (y2,0y1 — nsgn(y;)). Denote

por t — ®%, o fluxo de Zy. Entao, para p > 0, a orbita pelo ponto (0, p) no retrato de

fases & @, (0,p) = (y1(t), y2(t)) =
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-n P no—-n
(7 cosh(v/0t) + N/ senh(v/0t) + 07 senh(v/0t) + pcosh(\/gt)).

Qualquer trajetoria do fluxo para frente (restrita a tempos positivos) iniciando de um
ponto (0, p), com p > 0, permanece no semi-plano y; > 0 e retorna novamente a y; = 0,
somente para 0 < p < 1/v#, no ponto (0,—p), com o tempo (de troca de solugoes)
(2/ \/@) arctanh (p\/@/ 1). Por reversibilidade, o fluxo para tras (restrito a tempos negati-
vos) de (0, p), com 0 < p < n/+/f, permanece no semi-plano y; < 0 e retorna novamente
a y1 = 0 no ponto (0, —p) com o tempo de troca —(2/v/0) arctanh (pv/6/n). Portanto,
se 0 < p < n/V0, a orbita @Y, (0,p) é periodica de periodo (4/\/5) arctanh (p\/@/n)

Usando identidades hiperbolicas, reescrevemos
y1(t) = —2senh (V0 - /2) [(n/@) senh (V0 -t/2) — (p/V/0) cosh (V0 - t/Q)} :

Assim, y;(t) = 0 se, e somente se, t = 0 ou tanh (v - t/2) = pv0/n. Para n >
0,p > 0 nao existe t* # 0 tal que tanh (\/5 Lt7)2) = pVO/n com p > n/v8, pois
—1 < tanh(v# - t/2) < 1. A solucdo y(t) = y:(t) da Eq. (2.1)gs0 tal que y(0) = 0,
y'(0) = p, com 0 < p < 7)/\/@, ¢ uma solugao periodica simples regular, de periodo
(4/\/5) arctanh (p\/@/n) Além disso, a origem (0,0) é um ponto de sela do campo
Zo(21, 20) = (zz, 021) (os autovalores do sistema sao reais com sinais opostos). Considere
a mudanca z; = y; — (1/0)sgn(y1) e z2 = yo. Deste modo, se > 0, para cada campo
associado que corresponde a y; < 0 e a y; > 0, temos um ponto de sela visivel: (—7/6,0)
e (n/0,0). As separatrizes do campo que corresponde a y; < 0 cruza o eixo ys nos valores
—77/\/5 e 77/\/5 As separatrizes do campo que corresponde a y; > 0 também cruza o eixo
Y2 nos mesmos valores. Por simetria, existe um continuo de 6rbitas periddicas em torno

da origem, de periodo (4/\/5) arctanh (p\/@/n) se, e somente se, 0 < p < 1/v/6. O

Proposigao 2.2.2. Assuma o = 0,n7 <0 na Eq. (2.1)gso. Todas as solu¢oes nao triviais

sao ilimitadas e a solucao nula € a unica solucao periodica.

Demonstragao. Considere aw = 0,1 < 0. A solugao da Eq. (2.1)p=0 tal que y(0) = X >0,
Y(O) =p>06

-4 (-5 )3

Observe que, como A—n/04p/+/0 > 0, entdo t1i1+n y(t) = +o0. A solucao da Eq. (2.1)p=0
— 400
tal que y(0) =A< 0,%'(0)=p=>0¢
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03[ o )4

Como A +1/0 — p/v/# < 0, temos tlim y(t) = —o0. O caso p < 0 é analogo. O
——00

Y1

(a) >0 (b) n<0

Figura 2.1: Retrato de fases da equagio (2.1) com # > 0 e o = 0; (a) A equagdo tem um continuo de

orbitas periodicas delimitado por uma regiao; (b) Todas as orbitas sdo ilimitadas.

2.2.2 O caso eliptico 6 < 0

Considere a Eq. (2.1) com a = 0. Se n > 0, o sistema tem uma familia de 6rbitas
periddicas no retrato de fases e a origem é um centro descontinuo. Ja se n < 0, existem
duas solugoes periodicas simples singulares, duas solucoes periddicas singulares e uma

familia de solucoes periddicas que nao se anulam. Ver a Figura 2.2.

Proposigao 2.2.3. Assuma o = 0,7 > 0 na Eq. (2.1)g<¢. Para cada p > 0, existe
uma unica solug¢ao periddica simples t — y(t) tal que y(0) = 0, y'(0) = p, de periodo
% arctan (pn~'v/=0).

Proposicao 2.2.4. Assuma a = 0,7 < 0 na Eq. (2.1)g<¢. Para cada p > 0, existe
uma tnica solugcao periddica simples t — y(t) tal que y(0) = 0, y'(0) = p, de periodo
% [arctan (pn*1M) + 7T]. Além disso, existem duas solugoes periodicas simples sin-
gulares, duas solucoes periodicas singulares e uma familia de solugoes periodicas que nao

se anulam.

Demonstra¢ao das Proposigoes 2.2.3 e 2.2.4. Considere o = 0 na Eq. (2.1)g~o. Coloca-

mos y; = ¥y e Yo = ' para associar a Eq. (2.1)p<¢, com o campo bidimensional descontinuo
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Zo(y1,y2) = (42, 0y — nsgn(yr)). Denote por t — @Y o fluxo de Z,. Entao, para p > 0,
a orbita por (0, p) no retrato de fases é % (0, p) = (y1(t), y2(t)) =

-n P noo-n .
(7 cos(v/—0t) + N sin(v/—0t) + Ve sin(v/—0t) + pcos(\/——ﬁt)).

Qualquer trajetoria do fluxo para frente (restrita a tempos positivos) iniciando de um

ponto (0, p), com p > 0, permanece no semi-plano y; > 0 e retorna novamente a y; = 0
no ponto (0, —p) com o tempo (de troca de solugdes) (2/v/—0) arctan (v/—6 - p/n) para
n>0. e (2/v/=0) [arctan (v—0 - p/n) + m] para n < 0. Por reversibilidade, o fluxo para
tras (restrito a tempos negativos) de (0, p), com p > 0, permanece no semi-plano y; < 0 e
retorna novamente a y; = 0 no ponto (0, —p), com o tempo (—2/v/=0) arctan (v/—8-p/n)
para 7 > 0 e com o tempo (—2/v/—0) [arctan (V=0 - p/n) + 7| paran < 0. Portanto, em
ambos casos, a origem é um centro descontinuo quando p > 0. Assim, a 6rbita @%0(0, )
é periodica de periodo (4/\/—_9) arctan (\/—_9 . p/n) para cada p > 0, com n > 0, e é
periddica de periodo (4/\/—_9) [arctan (\/—_Qp/n) + 7T] para cada p > 0, com n < 0.

Usando identidades trigonométricas, reescrevemos
yi(t) = 2sin (V=0-t/2) [(n/0) sin (V=0 -t/2) + (p/v/—0) cos (v =0 - /2)].
Entdo y;(t) = 0 se, e somente se, t = (2/v/—0)n7 ou tan (vV—=0-t/2) = /=0-p/n, comn €
N, n > 0. Os primeiros tempos ¢ > 0 sao dados porn = 1 e por t = (2/v/—6) arctan (v/—0-
p/n) para n > 0, e t = (2/v/=0) [arctan (V=0 - p/n) + 7] para n < 0. Se > 0 entao
V=0-p/n>0e
(2/v/=0) arctan (vV/=0 - p/n) < (2/vV=0)(7/2) = (x/v/=0) < (2/v/=0)~.
Assim, o tempo de troca é
t = (2/v—=0) arctan (V=0 - p/n)
quando n > 0. Agora, se n < 0 entdo v/—0-p/n <0 e
(2/v/=0) [arctan (V=0 - p/n) + 7] < (2/v/—=0).
Assim, o tempo de troca é
t = (2/V/—=0) [arctan (V=0 - p/n) + 7]
quando 1 < 0. Deste modo, se n > 0 a equacao tem uma tnica solugao periodica simples

y(t) com y(0) = 0, y'(0) = p para cada p > 0 de perfodo (4/v/—0) arctan (v/—0 - p/n), e

se 1 < 0 a equagao tem uma unica solugao periodica simples y(t) com y(0) =0, /'(0) = p
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para cada p > 0 de periodo (4/\/—_9) [arctan (\/—_9 . p/n) + ﬂ. Como na demonstracao
da Proposigao 2.2.1, vemos que a origem (0,0) é um centro para 20(21,22) = (29,02)
(0os autovalores do sistema sao complexos conjugados). Se consideramos a mudanga z; =
y1 — (n/0)sgn(y1) e zo = ya, 0s centros (—n/0,0) e (n/0,0) de cada campo, sdo visiveis
quando 7 < 0 e invisiveis quando 7 > 0. Agora vamos provar que, para 1 < 0, existem
duas solugoes periodicas simples singulares, duas solucoes periddicas singulares e uma
familia de solu¢oes periddicas regulares que nao se anulam. A solugao da Eq. (2.1)s<¢ tal
que y(0) =Aey'(0)=pé

y(t) = ()\ — Q) cos(v/—0 - t) + P sin(yv/—0 - t) + n

0 V=0 0

Quando A = p = 0, as duas solucgoes simples singulares sao dadas por

y(t) = % [1 - cos(\/——Ht)},

uma para € -t > 0 e outra para ¢ -t < 0. Também temos duas solugoes singulares

dadas por y(t) = g [1—cos(v/=0-1)] e y(t) = _777 [1—cos(v/=0-1)]. As expressoes
yi1(t) = y(t) = g [1—cos(v/=0-1)] e ya(t) = y'(t) = \/__iesin(\/—_ﬁ -t)para A =p =20

sao equacoes paramétricas da elipse

(y1 —n/0) X (y2 —0)? —1
(n/0)? (—n/V~0)?

Basta considerar condicoes iniciais que satisfazem |A|, |p| < min{n/0, —n/v/—0}, X\ # 0,

para produzir uma familia de solucoes periddicas regulares que nao se anulam. O

Y2

Y2

(a) >0 (b) n<0

Figura 2.2: Retrato de fases da Eq. (2.1) com # < 0 e a = 0; (a) Um centro descontinuo; (b) A origem

é um centro descontinuo se p # 0.
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2.2.3 O caso parabélico § =0 com n < 0

Lembramos que o caso 6 = 0, n > 0 foi o que motivou a extensao para ¢ # 0 e é
encontrado em [11]. Quando consideramos a Eq. (2.1) com 6 = 0,7 < 0, vemos que todas

as solugoes nao triviais sao ilimitadas:

Proposigao 2.2.5. Assuma o = 0,n7 <0 na Eq. (2.1)g—¢. Todas as solu¢oes nao triviais

sao ilimitadas e a solucao nula € a unica solucao periddica.

Demonstragao. Segue imediatamente da expressao de y(t). O

2.3 A equagao nao auténoma y’+nsgn(y) = Oy+asen(5t)

Nesta se¢ao consideramos a Eq. (2.1) com a # 0. Apresentamos condigbes para a
existéncia de solugoes periodicas. Mesmo nos casos em que a equacao autdénoma nao
apresenta solucoes periodicas nao triviais, apdés a perturbacao, temos o surgimento de
solucoes que sao periodicas.

Em cada um dos casos que sao analisados abaixo, usamos os Lemas 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3

a fim de reduzir nossa analise e demonstrar os resultados principais.

2.3.1 O caso hiperbélico # > 0 para a # 0

Considere a # 0 na Eq. (2.1)p=0. A equacdo perturbada apresenta familias discretas
de solucoes periddicas para n > 0. A Figura 2.3 mostra uma familia de solugoes 27—
periddicas simples, porém existe um valor a; tal que a respectiva solucao toca o eixo de
descontinuidade (solugao singular). Se a > a7 o tempo de troca de solugbes é menor do
que 7 e a solucao deixa de ser periodica. Para n < 0, a equagao tem uma tnica familia
de solugoes periodicas simples. A Figura 2.4 mostra algumas destas solugoes. Tais fatos

correspondem aos resultados abaixo.

Teorema 2.3.1. Assuma « # 0, > 0 na Eq. (2.1)g=o. A equagao tem um conjunto

discreto de solugoes periddicas simples. Para cada k € N\ {0}, defina
o(8,0,1) = n(1 + 6472) sech (;mgﬁ/@).
Se |la| < op(B,0,n), existe uma tnica solugao periodica simples t — ypy(t), de periodo

2km 51, tal que ypy(0) = 0, Yy (0) > 0. Além disso, esta solugao regular satisfaz yj, (0) =
2 tanh (kr8VE) - 2.
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Teorema 2.3.2. Assuma o # 0,1 <0 na Eq. (2.1)g=0. A equagdo tem no mdzimo uma

familia de solugao periodica simples. Defina
_ n(B+6871
o1(8,0,n) = L= Vtanh (Lrp~1V/0).

Se o < 01(8,0,n), existe uma tnica solugdo periodica simples t — ypy(t), de periodo
271, tal que ypi(0) = 0, y(y(0) > 0. Além disso, esta solu¢io regular satisfaz yj;;(0) =
%tanh( e 1\/_) ﬂ‘;{ig) Se a = 01(B,0,n), existe uma solu¢ao periddica simples
singular yp) de periodo 2L

(a) (b)
Figura 2.3: (a) Uma familia de solugoes 2m—periddicas simples t — y,(t) com n > 0 e a < o5 (1,1,1)
dado na Proposi¢ao 2.3.1. Para a = o7(1,1,1), a correspondente solugdo é singular. Quando o >

o7 (1,1,1), a solugao (curva pontilhada) troca em um tempo menor do que 7 e deixa de ser periodica; (b)

O respectivo retrato de fase.

Em alguns casos é possivel procurar um limitante mais especifico o}(3,0,n) que é
melhor do que ox(f3,60,n), e tal que existe uma solugao periodica para todo « tal que

la] < 0(B,6,n). Por exemplo, com k = 1, damos explicitamente um limitante melhor:
Proposigao 2.3.1. Assuma a # 0,1 >0 na Eq. (2.1)gs9. Se o < 05(5,0,1n), onde
o1(B,0,m) = (5 +0)0" |1 sech (§r571V) |,

existe uma tnica solugdo periddica simples reqular t — ypi(t), de periodo 2737, tal que

yy(0) =0, y;y(0) > 0. Além disso, esta solugdo satisfaz

yfl](()) = % tanh (%71’6_1\/5) —
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Figura 2.4: (a) A tnica familia de solugdes 2r—periddicas ¢t — y,(t) com n < 0 e a < o1(1,1,—1)
dado no Teorema 2.3.2. Para a = 01(1,1,—1), a solugao correspondente é uma solugio singular. Quando
a > o1(1,1,-1), a solu¢do (curva pontilhada) é tal que y/,(0) < 0 e deixa de ser periddica; (b) O

respectivo retrato de fase.

O limitante apresentado na Proposicao 2.3.1 é maximal. Ilustramos isto no seguinte

resultado:

Proposigao 2.3.2. Assuma o # 0,n > 0 na Eq. (2.1)g~9. Se o = o7(5,0,n) dado na

Proposi¢ao 2.3.1, entao a Fq. (2.1)p=0 tem uma solu¢io periddica singular de periodo

2L,

As Proposigoes 2.3.1 e 2.3.2 estao ilustradas na Figura 2.3.

Demonstramos estes resultados usando a sequéncia de lemas abaixo.

Lema 2.3.1. Seja x uma solugao de (2.2)s~o tal que x(0) =0, 2/(0) = r, sgn(z)(0") = e.
Entao, para € -s >0, z(s) = fo(s) =

== cosh(v/ds) + % (r+ 1%5) sinh(v/ds) + 5 — 135 sin(s).
Demonstrag¢ao. Integragao elementar da Eq. (2.2)550. O

Damos agora condi¢oes necessarias para z ser uma solucao periddica, estudando o
sistema de equacoes que correspondem a condicoes para uma orbita ser fechada no retrato

de fases.

Lema 2.3.2. Seja x uma solu¢ao 27-periddica da Eq. (2.2)s-0 tal que z(0) = 0, 2/(0) = r,
sgn(z)(0%) = 1. Entao r = Z tanh (37V5) —1%5. Além disso, se a # 0 existe k € N\{0}

tal que T = k.
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Demonstra¢ao. Seja x uma solugao da Eq. (2.2)s-0 tal que z(0) = 0,2/(0) = r,sgn(z)(0")
= ¢,sgn(z)(07) = —e. Denotamos por 7¢ o tempo de troca correspondente a € (que é o
tempo s # 0 tal que x(s) = 0, s tem sinal €, e s &€ 0 de menor valor absoluto) e denotamos
por 77 ¢ o tempo de troca correspondente a —e. Com as notacoes do Lema 2.3.1, observe
que —fe(s) = foc(—=s) e fli(s) = fL.(—s), Vs € R. E entdo, condigoes necessarias para
obter uma solucao periodica, sdo f(7¢) = f_(77°) =0e f/(7¢) = f . (77°). Por simetria,
estas condicoes sao reduzidas a f(7¢) = 0 e f/(7°) = f..(77°), que implicam f.(7¢) = 0

e 7 = —7 ¢ Coloque 7 = |7¢| por simplicidade. Usando identidades hiperbolicas,
reescrevemos x(s) = fe(s) =
2 sinh (%) [%’7 sinh (%) + % (r+ %) cosh <@)} — 155 sin(s).

Uma vez que x é 27-periodica, obtemos da Eq. (2.2) que asin(s+27) = asin(s), Vs € R.
Assim, para a # 0, 27 = 2km com k € Z. Mas 7 > 0 implica 7 = k7w com k €
N\ {0}. Pela equagao anterior, f.(7) = 0 se, e somente se, r = %tanh (%7’\/3) — 155
pois sinh (%T\/(_S) >0 e sin(r) = 0. O

Sem perda de generalidade, focamos nosso estudo em solugoes = tais que x(0) = 0 e
x(s) > 0 para s € (0,7). O proximo lema nos dé restri¢des sobre o parametro a que sao

consequéncias do sinal da primeira derivada em 0 e 7.

Lema 2.3.3. Assuma o # 0 na Eq. (2.2)559. Seja x uma solu¢ao periddica simples de
semi-periodo T = km, k € N\ {0}, e satisfazendo x(0) = z(7) = 0, sgn(z)(0") = 1.
(a) Para n > 0:

- Se k € impar, o < %(1 + d) tanh (%7’\/5),

- Se k € par, |a| < %(1 +6) tanh (37V9).

(b) Paran <0:
- Se k € impar, o < %(1 + d) tanh (%7’\/5),
- Se k € par, nao eriste o € R tal que 2'(0) > 0.
Demonstra¢ao. De sgn(z)(07) = 1, obtemos 2/(0) = r > 0. Pelo Lema 2.3.2, r > 0 se, e
somente se, @ < 5(1 + 4) tanh (37V/5). Mas 2(s) > 0, Vs € (0,7). Assim 2/(7) < 0. Se
k é impar, uma solucao da Eq. (2.2)55¢ satisfaz z(7 — s) = z(s), Vs € R. Em particular
2'(0) = —2/(7) e 2’ (1) < 0 é equivalente a 2/(0) > 0. Se k é par, a propriedade ndo é valida.

Apos alguns calculos, temos 2'(7) < 0 se, e somente se, —%(1 +0) tanh (%7’\/3) <a O
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Observe que uma viola¢do das condigdes do Lema 2.3.3 implica 2/(0) < 0. O Lema
2.3.2 nos diz que uma solugao periodica da Eq. (2.2)s-¢ tem semi-periodo 7 = k7 com
k € N\ {0}. Isto implica que em [0, 7], z deve trocar quando s = 7 e nunca antes. Quando
a = 0, esta condicao é realizada. No préoximo lema, damos um limitante para a em que

esta condicao permanece vélida.

Lema 2.3.4. Assuma o # 0, > 0 na (2.2)s5=0. Seja x uma solugao periddica simples de
semi-periodo T = km com k € N\ {0}, e satisfazendo x(0) = z(7) = 0, sgn(x)(0") = 1.
Uma condi¢ao necessdria para a existéncia de s € (0,7) tal que z(s) = 2'(s) = 0 €

la| = n(1 4+ 0) sech(37V/0).

Demonstra¢ao. Segue dos Lemas 2.3.1 e 2.3.2 que a equagao z'(s) = 0, s € (0,7), é
equivalente a f(s) = g(s), s € (0,7), onde f(s) = acos(s) e g(s) = (—n/Vé)(1 +
§)[sinh(v/ds) — tanh (37v/6) cosh(v/ds)]. O valor s = Z é a tinica raiz de g. A fungio g ¢
estritamente decrescente para n > 0 e estritamente crescente para n < (0. Vamos assumir
que |a| < n(1+ 0)sech (37V/5). Para a > 0, a restricio 0 < v < n(1 + &) sech (37V/9)
¢ equivalente a f'(Z) > ¢'(Z) e para a < 0, a restrigio —n(1 + 0) sech (37V5) < a < 0
¢ equivalente a f'(3%) > ¢/(Z). Cada uma destas condi¢des implicam que z/(s) = 0 tem
somente uma raiz em (0, 7). Entdo z(s) > 0 para todo s € (0,7), caso contrario, como
z(0) = (1) = 0, a equagao z'(s) = 0 deve ter pelo menos duas raizes em (0, 7) e isto ndo
¢ possivel. Mas x(s) > 0 em (0, 7) contradiz a hipotese que z(s) = 2/(s) = 0 para algum

s € (0, 7). Portanto |a| = n(1 + ) sech (%7’\/5) O

A condicao para a existéncia de s € (0,7) tal que z(s) = 2'(s) = 0, apresentada no
Lema 2.3.4, é necessaria mas nao é suficiente. Provamos a existéncia de solugoes periodicas
simples regulares para valores a que estao acima do limitante do Lema 2.3.4, por exemplo

no Lema 2.3.9.

Lema 2.3.5. Assuma o # 0,1 < 0 na Eq. (2.2)5=0. Seja x uma solugao periddica simples
de semi-periodo 7 = km com k € N\ {0}, e satisfazendo x(0) = x(7) = 0, sgn(z)(0") = 1.

Entao T = .

Demonstra¢ao. Admita que exista uma solu¢ao 2km-periodica = da Eq. (2.2)550, com
k € Ne k > 2. Consideramos sua restricao a [0, kn], tal que z(0) = 0 e 2/(0) > 0.

Observamos entao que, para [l € N com 0 <[ < k,
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z(lr) = —nd =t cosh (ImV/§) +nd~! tanh (Lkmv/0) sinh (Im/6) + nd—2.

Portanto z(Im) < 0, o que contradiz o fato de que kx é o tempo de troca. Assim, k deve

ser igual a 1. O

Nosso principal objetivo é mostrar que uma solucao periédica obtida para a = 0 é
deformada para uma solugao periodica da Eq. (2.2)s-0, pela variacao da amplitude do
termo forcante. Podemos deformar a solucao até que a amplitude do termo forcante
« atinja um valor especial que corresponde a um valor a tal que uma solucao torna-se
tangente ao eixo de descontinuidade. Para valores acima (em valor absoluto) deste valor
especial, o tempo de troca nao é km com k € N\ {0}. Se n < 0 e x é uma solugio
2m-periddica (7 = ) isto ndo ocorre. Podemos mover a amplitude do termo for¢ante «
como quisermos, respeitando a condicao do Lema 2.3.3, que a solu¢ao nunca sera tangente

ao eixo de descontinuidade em (0, 7).

Lema 2.3.6. Denote por E(«a) a equagao x” +n = dx+ asin(s), 6 > 0, e assuma 7 = km
com k € N\{0}.

(a) Eziste uma tnica solu¢io s — x4(s) de E(a) tal que x,(0) = zo(1) = 0 e
sgn(z,)(07) = 1.

(b) Se existe uma amplitude p satisfazendo as condigoes do Lema 2.3.3 e s, tal que

z,(s,) <0, entdo existe sy, € (0,7) tal que z,(s;) <0 e, (s}) =0.

Demonstragao. (a) Segue imediatamente dos Lemas 2.3.1 e 2.3.2; (b) Assuma que existe

1 € R satisfazendo as condigoes do Lema 2.3.3 e s, € (0,7) tal que z,(s,) < 0. Como

1

2,(0) = 2,(7) = 0, existe s}, e s (com 0 < s, < 57 < 7) tal que z,(s,) = zu(s}) = 0.

p p
Podemos assumir que (s, s,) ¢ o subintervalo maximal contendo s, tal que z,(s) < 0,
Vs € (s},,5%). Pelo Teorema de Rolle, existe s% € (s, s;) tal que z/,(s%) = 0. O

Lema 2.3.7. Denote por E(a) a equagio " +n = dx + asin(s) com §,n > 0 e assuma
T = kr com k € N\ {0}. Assuma também que existe uma amplitude ~ satisfazendo as
condi¢oes do Lema 2.53.8 e s, € (0,7) tal que x(s,) < 0. Entao existe p com 0 < |p| < |7

e s, € (0,7) tal que 7,(s,) = z,(s,) = 0.

Demonstra¢ao. Assuma que k é impar e vamos considerar as solucoes de F(«) satisfazendo

as condigoes do Lema 2.3.3. Defina

v(a) = inf {z,(s)}, p=sup{a | rv(a)=0}.

s€[0,7] a€R
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O conjunto A = {a | v(a) = 0} é tal que A # 0 (0 € A pois v(0) = 0) e o Lema 2.3.3 item
(a) fornece um limitante superior para A. Deste modo, p esta bem definido e p > 0. Seja
(f4n)nen umMa sequéncia que converge a fi, com ji, > i, Vn € N. Temos v(u,) < 0, Vn € N.

Entdo, existe uma sequéncia (s,),en tal que x,,(s,) < 0. Pelo Lema 2.3.6, existe uma

*

*) = 0. Podemos encontrar uma subsequéncia de (s})nen

sequéncia (s, )nen tal que ), (s
que converge em [0, 7]. Sem perda de generalidade, podemos assumir que (s7),en converge,
ela propria, a um ponto s* € [0,7]. Por continuidade, a sequéncia (], (3;))neN converge
a x),(s*). Assim x7,(s*) = 0. Temos z,(s*) < 0. Suponha z,(s*) < 0. Se sin(s*) = 0, para
todo a € R, z,(s*) = zo(s*) > 0 e isto é uma contradi¢do. Se sin(s*) # 0, existe a < p
tal que z,(s*) < 0 e isto também ¢ uma contradigao. Portanto z,(s*) = z},(s*) = 0. O

caso k par é similar. O

Lema 2.3.8. Denote por E(a) a equagio " +n = 0x + asin(s) com § > 0,n < 0 e
assuma T = . Se a amplitude o satisfaz a condi¢ao do Lema 2.3.3, entdo x4(s) > 0 para

todo s € (0, ).

Demonstragdo. Se a < 7%(146) tanh (37V5), 2,(0) = r > 0, enquanto 2/, (%) = 0. Segue
de E(a), que 22(0) > 0 e que 2/ tem somente uma raiz em (0, %) pois a < 0. Assim
x!, tem somente um maximo em (O, g) Deste modo, 2/,(s) > 0 para todo s € [0, %) e

To(s) € estritamente crescente em [O, 5). Como s — m — s deixa x, invariante, x, é nao

negativa em [0, 7] e positiva em (0, 7). O

Quando n > 0 e 7 = 7, podemos calcular explicitamente o valor critico a tal que
uma solucao periddica se torna tangente ao eixo de discontinuidade. Temos entao, um

limitante melhor do que aquele dado no Lema 2.3.4.

Lema 2.3.9. Denote por E(a) a equagdo expressa por " +n = dx + asin(s) com d,n >
0. Seja x, uma solu¢io de E(a) no intervalo [0, 7|, satisfazendo x,(0) = x4(m) = 0,
sgn(z,)(07) = 1. Se o < Z(1+6)[1 — sech (37V/3)], o sistema {xa(s) = 0,2,(s) = 0}

nao tem solug¢ao em [0, 7.

Demonstragao. Assuma a < (1 + 0) [1 — sech (%71’\/5)] Para estes valores de «, pelo

Lema 2.3.2, temos 2/(0) = —2/(7) # 0 uma vez que

1 — sech (%W\/(_S) < /6 - tanh (%W\/(_S)
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Seja x, uma solucao de E(«) tal que z,(0) = z,(7) = 0, sgn(z,)(07) = 1. Usando o
Lema 2.3.1, podemor ver que z/ (s) = 0 tem uma ou trés raizes em (0, 7), dependendo
de . Para valores « tais que 2/,(s) = 0 tem somente uma raiz em (0,7), esta raiz é
s = 7/2 pois z(m — s) = z(s). Neste caso x(s) > 0 para todo s € (0,7), caso contrario,
teriamos uma contradi¢do (como na demonstragao do Lema 2.3.8). Para valores « tais
que z. (s) = 0 tem trés raizes em (0,7), pode-se verificar que a curvatura de z, muda

duas vezes e ainda que x, tem dois maximos locais e um minimo local em Z. Temos

2
To(Z) = Z[1 — sech (37V/5)] — 795+ Portanto, ndo existe raiz de x,(s) = 0 em (0,7)
uma vez que o < Z(1 + 6)[1 — sech (17v/§)]. Como 2/(0) = —2'(7) # 0, o sistema

Zo(s) = 0,2 (s) = 0} nao tem solucao em [0, 7. O
{zals) = 0,25,(s) = 0} G ,

Demonstra¢ao do Teorema 2.5.1. Sejam « # 0, > 0. Pelo Lema 2.1.2, a Eq. (2.1)g=0
pode ser escrita como a Eq. (2.2)sso. Assuma que x é uma solugao periodica simples
da Eq. (2.2)s>0 tal que z(0) = 0. Pelo Lema 2.1.1, podemos considerar 2/(0) = r > 0.
Pelo Lema 2.3.2, « tem semi-periodo 7 = kr com k € N\ {0}, o qual coincide com o
tempo de troca de sua restrigio ¥ = ), , ao intervalo [0,7]. Também por este lema,
r = (n/V§)tanh (V§-7/2) —a/(1+6). Comon > 0, r = 0 implica que sgn(z)(0*) = —1,
mas por hipotese sgn(z)(0*) = 1. Entdo r > 0 e dos Lemas 2.3.2 e 2.3.3, qualquer
solugao periodica z tal que z(0) = x(7) = 0, 2/(0) = r > 0, 2/(7) < 0, sgn(z)(07) =1

deve satisfazer:
o 7=kmkeN\ {0}
o 7= (n/Vé)tanh (V0 -7/2) — a/(1+ 0);
o o< (n/Vd)(1+46)tanh (V5 -7/2) se k é impar;
o la| < (n/v/3)(1+ 6) tanh (V3 - 7/2) se k é par.

Seja x uma solugao da Eq. (2.2)5-0 satisfazendo estas condigoes e considere a equagao
suave 2" +1n = § + asin(s) como uma equacao E(«) dependendo do parametro a (1,0
estao fixados) e denote por z, a restricdo de = a [0, 7], dada pelo Lema 2.3.1. Seja
a restricao a [0, 7] da solugao da equacao autonoma (o = 0) obtida na Proposigao 2.2.1.
Como r = (n/V/d) tanh (V& -7/2) — /(1 +6), obtemos Zo(s) = Zo(s) — (1 + ) 'sin(s).
Usando identidades hiperbolicas podemos verificar que a solu¢ao s — Zo(s) é positiva em

(0, 7). Considere p fixado e tal que
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0 < |u| < n(1+0)sech (V& -7/2).

Suponha g > 0 e considere « tal que 0 < o < p. Assuma que exista s € (0,7) com
To(s) = 0. Pelo Lema 2.3.4, 7/ (s) # 0. Entao, existe s’ € (0,7) proximo de s tal que
To(s") < 0. Pelo Lema 2.3.7, existe 0 < o/ < « tal que Ty (So) = 7., (sor) = 0. Mas pelo
Lema 2.3.4 o sistema {Z(s) = 0,7,(s) = 0} nao tem solu¢do em (0, 7). Deste modo,
To(s) > 0, para todo s € (0,7). Movendo « de 0 a p, realizamos uma homotopia de
fungoes z,, as quais sdo solugoes de E(«), onde cada fungio 7, é estritamente positiva em
(0, 7). Portanto, construimos uma solugao da Eq. (2.2)5-¢ que satisfaz z,(0) = z,(1) = 0.

Considere agora s — x,(s) definida por

"Z‘M(S)a s € [077_]
z,(s) = .
_fﬂ<_s>7 s € [_Tv 0]

Estendemos z,, em uma fungao 27-periodica e z, ¢ uma solugao da Eq. (2.2)s-9. O caso

i < 0 é similar. Finalmente, usando o Lema 2.1.2 provamos o resultado. O

Demonstracao do Teorema 2.3.2. Usamos a mesma técnica da demonstracao do Teorema
2.3.1. Considere o # 0,17 < 0. Pelos Lemas 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.5, qualquer solu¢ao pe-
riodica z tal que z(0) = z(r) = 0, 2/(0) = r > 0, sgn(z)(0") = 1, deve satisfazer
r = (n/V§)tanh (V5 -7/2) —a/(1+0) e a < (n/V38)(1 + 6) tanh(V/§ - 7/2). Seja x uma
solugao da Eq. (2.2)s-0 satisfazendo estas condigoes. Seja E(«) a equagao suave z”/ +n =
d + asin(s). Denote por T, a restrigao a [0, 7| da func¢ao dada pelo Lema 2.3.1, a qual é
To(s) = —(n/8) cosh (V/ds) + (n/d) tanh (V- 7/2) sinh (V8s) + (/) —a(1+6)Lsin(s).
Se a < (n/v0)(1 + &) tanh(v/6 - 7/2), #,(0) = r > 0, enquanto 7 (7/2) = 0. Se-
gue do Lema 2.3.8 que T, é nao negativa em [0, 7] e positiva em (0,7). Definimos
To(s) = ZTo(s) para s € [0,7] e 24(s) = —Zo(—s) para s € [—m,0]. Estendemos agora
esta solu¢do em R a uma solu¢do 2m-periddica da Eq. (2.2)s». Finalmente, usando
o Lema 2.1.2, obtemos uma solugao periodica simples regular da Eq. (2.1)gso. Se
a = (n/v0)(1 + 0)tanh(v/9 - 7/2), pelo Lema 2.3.8, Z, é nao negativa em [0, 7], po-
sitiva em (0, 7) e satisfaz 7,(0) = Z,(7) = 7,(0) = &/ (7) = 0. Definimos entao = como
anteriormente (por simetria) e estendemos por periodicidade. Finalmente, pelo Lema

2.1.1, obtemos uma solugao periodica simples singular da Eq. (2.1)0. O

Demonstrag¢ao da Proposi¢ao 2.3.1. Considere o« # 0,7 > 0. Usando o Lema 2.1.2, consi-

deramos a Eq. (2.2)s~0. Seja E(a) a equagao suave z”’+n = d+asin(s) e s — ,(s) a tinica
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solucdo de E(a) em [0, 7] satisfazendo z,(0) = z,(7) = 0 e sgn(z)(0%) = 1. Se a < 0,
To(s) é positiva em (0,7). Se a > 0, realizamos uma homotopia da solugao s — z(s)
de E(0) a solucio de E(a). Do Lema 2.3.9, se a < (1/8)(1 + 6)[1 — sech(v/§ - 7/2)], o
sistema {x,(s) = 0,2 (s) = 0} ndo tem solu¢ao em [0, 7|. Entao construimos uma solugao

periddica como na demonstracao do Teorema 2.3.1. U

Demonstracao da Proposi¢ao 2.5.2. Considere o # 0,7 > 0. Usando o Lema 2.1.2, con-
sideramos a Eq. (2.2)s50. Seja F(«a) a equacdo suave z” +1n = 6 + asin(s) e s — z,($)
a unica solu¢ao de E(«) em [0, 7] satisfazendo z,(0) = z,(m) = 0 e sgn(z)(07) = 1.
Se a = (n/6)(1 + 6)[1 — sech(v/0 - 7/2)], temos z(7/2) = 2/ (7/2) = 0. Construimos
uma solugao periodica singular da Eq. (2.2)s~¢ considerando suas restri¢oes aos subin-
tervalos [km, (k + 1)m] como para solugoes regulares. Usando o Lema 2.1.2 provamos o

resultado. O

2.3.2 O caso eliptico ressonante = —3? para o # 0

A andlise de 8 < 0 é feita em duas etapas quando o # 0 pois a solucao do caso
autonomo pode entrar em ressonancia com o termo forcante F'(t) = asen(ft). Isto
ocorre quando = —32. Ainda assim é possivel construir solucoes periddicas para a Eq.

(2.1)p—_p2. Ver as Figuras 2.5 e 2.6.

Teorema 2.3.3. Assuma o # 0,1 > 0 na Eq. (2.1)p—_g2. Esta equagdo tem no mdzimo
uma solugcdo periddica simples reqular e isto ocorre somente quando o = 4nm~t. Se
p > 7](1 — %)B_l, eziste uma tnica solugao periddica simples t — ypi(t), de periodo
2n571, tal que ypi(0) = 0, yy(0) = p. Sep = n(l—2)7", a Eq. (2.1)p=_p2 tem uma

solucdao periodica singular de periodo 2w 371,

Teorema 2.3.4. Assuma o # 0,1 < 0 na Eq. (2.1)p—_g2. A equagdo tem uma solugao

. . 4 .
periddica simples se, e somente se, o = Tt com k impar.
™

(a) Para cada k impar, existe uma tinica solugdao periddica simples reqular t — yy(t),
de periodo 2km3~, tal que yuy(0) = 0, Yy (0) = pr, onde p1 >0, 0 < p3 < —n(1+2)87"

el < pp < — k > 5.

2n
kr 3’
(b) Se p3 = —n(l + 3%)5*1, a respectiva solugao periddica, de periodo 67371, é uma

solugao singular.
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(a) (b)

Figura 2.5: (a) Familia de soluges 27-periédicas simples t — y(t) comn =1, 3=1e a = 2 (Teorema
2.3.3). Para p =1 — 2, a solucdo ¢ singular. Quando p < 1 — 2, a solugéo (curva pontilhada) muda de

sinal em um tempo menor do que 7 e deixa de ser periodica; (b) O respectivo retrato de fases.

(¢c) Para cada k impar, existe uma tinica solugao periddica simples singular t — yp(t),

de periodo 2k 37", tal que yyy(0) =0, Y (0) = 0.

(a) (b)

Figura 2.6: (a) Familia de solu¢des 6m-periodicas simples ¢ — y(t) comn = —1, B =1e a = —5=

(Teorema 2.3.4); (b) O respectivo retrato de fases.

Novamente usamos a sequéncia de lemas abaixo para demonstrar os resultados desta

secao.

Lema 2.3.10. Seja x uma solu¢ao da Eq. (2.2)5—_1 tal que z(0) = 0, 2/(0) = r,

sgn(x)(0") = €. Entao, para e-s >0,
x(s) = fe(s) = (en - %s) cos(s) + (r + %) sin(s) — en.
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Demonstragao. Integracdo elementar da Eq. (2.2)s—_;. O

Lema 2.3.11. Seja x uma solug¢ao 27-periddica da Eq. (2.2)5—=_1 tal que x(0) = 0,
2'(0) =r, sgn(z)(0%) = 1. Entaor >0, a = 4" para o # 0 e 7 = km com k impar.

Demonstracao. A demonstracao é similar & demonstracao do Lema 2.3.2, observando que
z(7) nao depende de r e sgn(z)(0%) = 1 implica que r > 0. Além disso, se 7 = k7 com k

par, entao z(7) # 0 para a # 0. O
Observe que para 7 fixado e para cada k € N\ {0}, « esta fixado.

Lema 2.3.12. Seja x uma solugdo periddica simples da Eq. (2.2)s—_1 de semi-periodo
T = km, que satisfaz x(0) = (1) =0, 2/(0) = r, sgn(x)(07) = 1. Sen >0 entaor >0 e

T =T.

Demonstra¢ao. Assuma que exista uma soluc¢ao 2km-periddica x da Eq. (2.2)5-_1, com k
impar e k > 3. Consideramos sua restri¢ao a [0, k|, tal que z(0) = 0 e 2/(0) > 0. Mas
x(m) = 27)( -1+ %) Se n >0, z(m) < 0, o que contradiz o fato de que kx é o tempo de
troca. Assim k = 1. Se 2/(0) = 0, temos z(3) = n( —1+ 2) e, paran > 0, 2(3) <0, 0

que contradiz o fato de que 7 é o tempo de troca. Portanto r > 0 e 7 = 7. O

Lema 2.3.13. Assuma n > 0 na Eq. (2.2)s—_1. Seja x uma solugao periddica simples
da Eq. (2.2)s——1 de semi-periodo 7 = m, que satisfaz x(0) = z(w) = 0, 2/(0) =r > 0,
sgn(z)(0%) = 1. Uma condigao necessdria para a existéncia de s € (0,7) tal que x(s) =
2(s)=0¢ér<n(l-—2).

Demonstracao. A equacao x'(s) = 0 é equivalente a f(s) = g(s), onde f(s) = rcos(s) e
g(s)=n [1 — (%)s} sin(s). Como 7 > 0, a fun¢ao linear no lado direito desta equagao, tem
inclinacao negativa e uma raiz s = 5. Temos z(m —s) = (s) para todo s € (0, 7). Temos

que 2’(s) = 0 tem uma ou trés raizes em (0,7). Se r > n(1— 2), temos z(%) > 0. O

Lema 2.3.14. Seja x uma solugdo periddica simples da Eq. (2.2)s—_1 de semi-periodo
T = km, que satisfaz x(0) = (1) =0, 2/(0) = 0, sgn(z)(07) = 1. Sen < 0 entao xz(s) >0
para todo s € (0, k).

Demonstra¢do. Dos Lemas 2.3.10 and 2.3.11, z(s) = n[1— (&) s] cos(s) + (22) sin(s) — 1.

Considere m € N tal que 0 < m < k. Isto implica que 2/(s) = 0 se, e somente se, s = %”

ou s =mm com s € (0,kr). Mas se n <0, (&) > 0 e z(mm) > 0 para todo m tal que

0 < m < k. Concluimos entao que x(s) > 0 para todo s € (0, k). O
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Lema 2.3.15. Assuman < 0 na Fq. (2.2)5—_1. Seja x uma solugao periddica simples de
semi-periodo T = km, que satisfaz x(0) = x(7) =0, 2/(0) =7 > 0, sgn(z)(0") = 1.

(a) Se k=1, z(s) > 0 para todo s € (0, ).

(b) Se k =3, uma condi¢ao necessdria para a existéncia de s € (0,3m) tal que x(s) =
d(s)=0¢ér=-n(l+=).

(¢c) Se k =5, uma condigao necessdria para a existéncia de s € (0, km) tal que z(s) =

2(s)=0¢ér>—2L

Demonstra¢ao. Provamos primeiramente que se 7 < 0, z’(s) = 0 tem exatamente k raizes
em (0, k). A equagdo 2/(s) = 0 é equivalente a f(s) = g(s), onde f(s) = rcos(s) e g(s) =
n[1—()s] sin(s). Ser > 0, a equacdo f(s) = g(s) é equivalente a cot(s) = 2[1—(Z)s].
Como n < 0, a fungao linear no lado direito desta equagao tem inclinacao positiva e raiz
s = "“2—” E imediato que esta reta cruza o grafico da fun¢do s — cot(s) em exatamente k
pontos em (0, k7). Temos também z(km — s) = z(s), para todo s € (0, k7) com k impar.
(a) Se k =1, 2/(s) = 0 tem exatamente uma raiz em (0,7) e a prova é imediata. (b) Se
3m

k =3, 2/(s) = 0 tem exatamente 3 raizes em (0,37). Basta considerar (%) e observar

km

queser < —n(1+2) entdo (%) > 0. (c) Suponhar < —2L. Considere 0 < s5 < §; < &2

com [ par tal que #'(s2) = @/(s;)) = 0, V s, € (s2,%]. Como cot(s) = 2[1 — (Z)s] e
n < 0 entdo cot(sy) < cot(s;) < 0. Der < —2L e cot(sz) < cot(s;) < 0, obtemos
0 < 2(s2) < z(s;) para todo s, € (so,Z] tal que 2/(s;) = 0 com [ par. Isto implica
que z(s) > 0 para todo s € (0,km) pois z(km — s) = z(s). Portanto r > —2L ¢ uma
condigao necessaria para a existéncia de s € (0, k) tal que z(s) = 2'(s) = 0, com k > 5,

k impar. O

Demonstragao do Teorema 2.3.3. Sejam o # 0,17 > 0. Pelo Lema 2.1.2, a Eq. (2.1)p—_s2
pode ser escrita como Eq. (2.2)5—_1. Assuma que x é uma solugao periddica simples da
Eq. (2.2)s=_1 tal que z(0) = 0, 2/(0) = r, sgn(z)(0") = 1. Considere T a restricio de
z ao intervala [0,7]. Pelos Lemas 2.3.10 e 2.3.11, Z(s) = n[l — (2/km)s] cos(s) + (r +
2n/kr) sin(s) — n com k impar e 7 > 0. Temos também « = 4n/7. Por hipotese, n > 0.
Entdo, pelo Lema 2.3.12, 7 = 7 (k = 1). Pelo Lema 2.3.13 se r > n(1 — 2/7) entdo

x(s) > 0 para todo s € (0, 7). Considere agora s — z(s) definida por

x(s) =
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Estendemos entdao  em uma func¢ao 27r-periddica e x ¢ uma solu¢do da Eq. (2.2)s—_;. Se
r=n(l—2/r) entdo Z(r/2) = &' (7/2) =0 e Z(s) > 0 para s € (0,7/2) U (r/2, 7). Defi-
nimos entao a solugao periddica singular como anteriormente (por simetria) e estendemos

a solucao por periodicidade. Finalmente, usando Lema 2.1.2 provamos o resultado. O

Demonstracao do Teorema 2.3.4. Sejam a # 0,7 < 0. Pelo Lema 2.1.2, Eq. (2.1)p—_z2
pode ser escrita como Eq. (2.2)s—_;. Pelo Lema 2.3.11, o = 4n/kmw, 7 = kw com k impar

e r > 0. Considere T a restri¢cdo de x ao intervalo [0, k7].
(a) Segue do Lema 2.3.15.

(b) Considere k = 3 no Lema 2.3.15. Se r = —n(1+42/3w) temos z(37/2) = &' (37 /2) =
0e z(s) >0 para s € (0,37/2) U (37/2, 7).

(c) Segue do Lema 2.3.14.

Finalizamos entao como nas demonstragoes dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2 para obter as

solucoes periddicas correspondentes. O

2.3.3 O caso eliptico —3? # 0 < 0 para a # 0

Considere o # 0 na Eq. (2.1)g<o com 6 # —f%. Neste caso, as solugdes da equagao
autonoma nao sao ressonantes com o termo forgante F(t) = asen(ft). Obtemos um
conjunto finito de familias de soluc¢oes periddicas para a equacao perturbada, conforme o

resultado abaixo. As Figuras no final da secao, ilustram este caso.

Teorema 2.3.5. Assuma o # 0 na Eq. (2.1)g<o. Considere (3,0) tal que 37'v/—0 €
QT\{0,1} e =32 < 0 < 0. Sejan € N definido por n < f— < n+1. Friste um conjunto
K, ={my,...,m,}, m; € N\ {0}, em que para todo k € K,,, existe o, tal que, se

1. |a| < af,

2. cos (3kmf71V/—=0) # 0 e ntan (3krf~1v/—=0) > 0,

a Eq. (2.1)g<0 tem uma tinica solu¢ao periddica simplest =y (t), de periodo 2kmB1,

tal que yp(0) = 0, yfk}(O) tan( krf—1/— ) 52_,_9

Para demonstrar este resultado, usamos os lemas abaixo.
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Lema 2.3.16. Seja  uma solugdo da Eq. (2.2)s<0, 0 # —1, tal que x(0) =0, 2/(0) = r,
sgn(x)(07) = €. Entao, para e-s> 0, z(s) = f(s) =

= S aos(vDe) i (o s+

Demonstragao. Integragao elementar da Eq. (2.2)5-0 para § # —1. O

sin(s).

Lema 2.3.17. Seja x uma solu¢dao 27-periddica da Eq. (2.2)s<0, 6 # —1, tal que x(0) = 0,
2'(0) =r, sgn(z)(0") = 1. Entao

r:\/%tan(ﬂ/ ) ol
Além disso, se a # 0 existe k € N\ {0} tal que 7 = k.

Demonstragao. Consideramos (como na prova do 2.3.2), as condigoes f.(7¢) = 0e f/(7¢) =
fr(77¢). Como 7¢ = —77¢, colocamos 7 = |7¢| por simplicidade. Usando identidades

trigonométricas, reescrevemos z(s) = f(s) =

2 sin (—\/?s) [ ~! sin (—253) + ﬁ (r + %) cos (\/?sﬂ — 15 sin(s).

Como z é 27-periddica, da Eq. (2.2) obtemos asin(s + 27) = asin(s), Vs € R. Assim,

para o # 0, 27 = 2km com k € Z. Mas 7 > 0 implica 7 = kr com k € N\ {0}. A condigdo
fe(1) = 0 é satisfeita se, e somente se, T = \/L_—élﬂr ourT = \/L—_s {arctan (C) - 1271'}, for all

ll, 12 € Z com

C=n"V=b(r+:%).
Mas 7 é o primeiro tempo positivo ao qual isto ocorre. Entao [y = 1, [ = 0 quando
C >0ely=1quando C < 0. Como 7 > arctan(C) + lom para lp =0 (C > 0) el =1
(C' < 0), o tempo de troca é 7 = \/L—_s {arctan (C’) + l27r}, onde [ = 0 quando C' > 0

e Il = 1 quando C' < 0. Portanto, em qualquer caso (C' > 0, C' < 0 or C' = () temos
r:\/—%tan(ﬂ/ ) iTs" O

Lema 2.3.18. Assuma o # 0 na Eq. (2.2)s<0, § # —1. Seja x uma solugdo periddica
simples de semi-periodo T = km, k € N\{0}, que satisfaz x(0) = x(7) = 0, sgn(x)(0") = 1.
Entao o pardmetro o deve ser tal que:

(a) Se k € impar,
a1+ )" < s tan (47v/79).
(b) Se k € par,
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e a(l+0)! < 7 tan (37v/=0) and
o a(l+0)7' > ——Ltan (A7v=0).

Demonstragao. De sgn(x)(07) = 1, temos 2/(0) = r > 0. Pelo Lema 2.3.17, r > 0 se,
e somente se, a(l + )7 < 75 tan (37v/=0). Como para s € (0,7), z(s) = 0, temos
2'(1) < 0. Se k é impar, uma solugao da Eq. (2.2)5-9, 0 # —1, satisfaz z(7 — s) = z(s),
Vs € R. Em particular 2/(0) = —a/(7) e 2/(7) < 0 é equivalente a 2/(0) > 0. Se k
é par a propriedade nao é valida. Célculos mostram que z/'(7) < 0 se, e somente se,

a(l+6) > — 75 tan (27v/=0). O

Lema 2.3.19. Assuma o # 0 na Eq. (2.2)5c0, 0 # —1. Seja x uma solugcao perio-
dica simples de semi-periodo T = km com k € N\ {0}, que satisfaz x(0) = x(7) = 0,
sgn(z)(0%) = 1, C = tan (37v/—0) # 0. Uma condi¢io necessdria para a ezisténcia de

s € (0,7) tal que x(s) = 2'(s) =0 € |a| > o* = min{K;, K,, K3}, onde

B In||1+ 0| TV =0
0K1—7\/_—5 tan 5

. K2:M \/1+tan2 (LQ_‘S) —1],

2
5 InllL+ 9] L B (V=0 1
o K= — s 1 0|1+ tan 5 0502

com K3 sendo considerado somente quando a expressio na raiz quadrada for positiva.

)

Demonstragao. Seja x uma solugdo da Eq. (2.2)s<0, 0 # —1, em um intervalo [0, 7] com
7 =knm, k € N\ {0}, que satisfaz z(0) = z(7) = 0, sgn(z)(07) = 1. Pelos Lemas 2.3.16 e
2.3.17 o sistema {z(s) = 0,2'(s) = 0} nos da

jof = L0 /=5 oy

onde
f(5) = cos(v/=85) + tan (37v/—0) sin(v/=d5) — 1
9(5) = tan (37v/=0) cos(v/—d5) — sin(v/—03) ,
para algum s € [0, 7]. Defina a funcao H(s,7) := w\/ﬂs)? — 9 -g(s)? para todo

s € [0,7]. Como —§ > 0, H(s,7) = 0 se, e somente se, f(s) = g(s) = 0. Mas isto &
impossivel quando tan (%7’\/ —5) # 0. Entao, H(s,7) > 0 para todo s € [0, 7]. O nimero

%)



real a*, estritamente positivo, serd o minimo de H em [0,7]. Este minimo é um dos

possiveis valores K, K, ou K. O

Lema 2.3.20. Denote por E(a) a equagiao " +n = dx + asin(s), § < 0, § # —1, e
assuma T = kr com k € N\{0}.

(a) Ezxiste uma unica solu¢io s +— w4(s) de E(a) tal que x,(0) = x4(7) = 0 e
sgn(z,)(07) = 1.

(b) Se existe uma amplitude pi satisfazendo as condi¢oes do Lema 2.53.18 e s, tal que

z,(s,) <0, entdao existe s3, € (0,7) tal que z,(s};,) <0 and x,,(s}) = 0.
Demonstra¢ao. A demonstragao é similar & demonstracao do Lema 2.3.6. U

Lema 2.3.21. Denote por E(«) a equagio x” +n = dx + asin(s) com § <0, § # —1, e
assuma T = km com k € N\ {0}. Assuma ainda que exista uma amplitude 7 satisfazendo
as condigoes do Lema 2.3.18 e s, € (0,7) tal que x,(s,) < 0. Entao existe 1 com

0<|ul <|v| es,€(0,7) tal que x,(s,) = 2,,(s,) = 0.
Demonstracao. A demonstracao é similar & demonstracao do Lema 2.3.7. O

Lema 2.3.22. Assuma o # 0 na Eq. (2.2)s<0, § # —1. Seja x uma solugdo periddica

simples de semi-periodo T = km com k € N\ {0}, que satisfaz x(0) = z(7) = 0. Entao

V-0 €Q.

Demonstragao. No intervalo [0, 7], z(s) = z1(s) + ¢ - sin(s), onde x; e a constante ¢ sao
dadas pelo Lema 2.3.16. A funcdo x; tem periodo p; = 27 /v/—6, ¢-sin(s) tem periodo q; =
21 e x tem periodo p = 2k7w. Suponha que /=3 ¢ Q. Escrevemos x;(s) = x(s) —c-sin(s).
Como (p/q1) = k € Q, o periodo de z; é p; = 2kw. Entdo, V-0 = 1/k e isto é uma
contradicio. Portanto v/—4d € Q. O

Lema 2.3.23. Assuma o # 0 na Eq. (2.2)s<0, 0 # —1. Considere T = km. Se
cos (37v/=8) =0, entio x(1) # 0 para todo k € N\ {0}.

Demonstragao. Segue imediatamente da expressao de z(s). O

Lema 2.3.24. Assuma « # 0 na Eq. (2.2)5<0, 0 # —1. Considere C' = tan (%T\/—é) # 0.
Uma condi¢ao necessdria para a existéncia de solugoes periodicas simples € —1 < § <0 e

nC > 0.
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Demonstra¢ao. Suponha 6 < —1. Quando C > 0, segue do Lema 2.3.17, a restri¢ao

0 < k< \/%7. Isto implica que £ < 1, o que é impossivel. Quando C' < 0, temos

< k< \/%. Isto é possivel apenas para k = 1. Mas, da expressao de x(s), temos

i+

xz(m) # 0. Portanto —1 < § < 0. Suponha agora que —1 < § < 0 e nC < 0. Quando

n<0eC >0 temos z(r) < 0 e 7 = kr nao pode ser o tempo de troca. Quando n > 0

\/%7 \/%7 pois

C' < 0. Como —1 < ¢ < 0 temos k # 1. Entdo, como z(7) < 0e a'(m) <0, 7 = kmr, com

e C' < 0 temos z(m) < 0 com z/(m) < 0. Segue do Lema 2.3.17, que <k<

k > 2, nao pode ser o tempo de troca. Portanto —1 <d <0enC > 0. O

Demonstragio do Teorema 2.3.5. Considere o # 0 na Eq. (2.1) com /=0 371 € Q*\
{0,1}, —B? < 0 < 0. Pelo Lema 2.1.2 esta equagao pode ser escrita como a Eq. (2.2)
com v/—6 € Q*\ {0,1}, =1 < § < 0. Assuma que x é uma solucio 27-periddica simples
da Eq. (2.2) com z(0) = 0 tal que cos(v/—0 - 7/2) # 0. Pelo Lema 2.1.3 podemos asumir
r > 0, e pelos Lemas 2.3.16 e 2.3.17,

r=(n/v—=0)tan(~/—d - 7/2) — /(1 + 9).
Temos um ntimero finito de solugdes periddicas simples, pois 0 < k < 1/4/—3§ quando
n >0, tan(v/—0-kr/2) >0e1/v/—d < k <2/v/—0 quando n < 0, tan(v/—9 - kr/2) < 0.
Para cada k que satisfaz as respectivas restri¢coes, o valor positivo aj é dado pelo Lema

2.3.19. Finalizamos entao, como nas demonstracoes dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2. O

Para ilustrar o resultado desta secdo, consideramos a Eq. (2.1) tomando f = 1,

n=-—0=1/25>0:
y" + (1/25) sgn(y) = —(1/25)y + asin(t).
Dos Lemas 2.3.16 e 2.3.17, a solucao que satisfaz
y(0) =0, ¥/(0) = (1/5) tan (k7 /10) — (25/24)«x
com k € N\ {0}, é
y(t) = cos (s/5) + tan (k7 /10) sin (s/5) — 1 — (25/24)asin(t).
Pelo Lema 2.3.19, para cada k € {1,2, 3,4}, existe um nimero positivo
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uma vez que a condi¢do 7 - tan (kw/10) > 0 é satisfeita somente para tan (kr/10) > 0

e isto nos da a restri¢ao sobre k. Denotaremos o = min{a} | i = 1,2,3,4}. Alguns

0,(1)

calculos nos da o = K3/ = 0.048537. Para |a| < a* temos as seguintes configuragoes

para a soluc¢ao em [0, k7], com k =1,2,3,4e k=6,7,8,9:

Figura 2.7: Exemplos de solugdes 2km-periddicas em [0, k7| para k € {1,2,3,4}. Quando k € {6,7,8,9}

as respectivas solugoes sdo tais que y’(0) < 0 e ndo gera uma solucao da equagao descontinua.

Observe que para k = 6,7,8,9 a solucao é tal que 3'(0) < 0 e as condigbes necessérias
do Lema 2.3.18 nao sao cumpridas. Para k = 1, existe um valor a para o qual obtemos
uma solu¢ao 2r-periodica simples singular. Este valor é dado pela condigao z(7/2) =0 e
é a = (24/25) (sec(w/10) — 1). Ver a Figura 2.8.

0.0030
0.0025
0.0020
0.0015
0.0010

0.0005

Figura 2.8: Uma solugao 27-periédica simples singular (curva tracejada) em [0, 7).

Agora, se consideramos n = 6 = —1/25 < 0, a solugao que satisfaz as condicoes iniciais
y(0) =0, ¥/(0) = —(1/5) tan (k7 /10) — (25/24)«
com k € N\ {0}, é

y(t) = —cos (s/5) — tan (kw/10)sin (s/5) + 1 — (25/24)asin(t).
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Pelo Lema 2.3.19, para cada k € {6,7,8,9}, existe um nimero positivo
of, = min{ K", K{", K31,

uma vez que a condicdo 7 - tan (kw/10) > 0 ¢é satisfeita somente para tan (k7/10) < 0
e isto nos da a restri¢ao sobre k. Denotaremos o = min{a} | i = 6,7,8,9}. Alguns

9)

calculos nos da a* = Kg’ %) 22 ().048537. Para la] < a* temos as seguintes configuragoes

para a soluc¢ao em [0, k7|, com k =6,7,8,9 and k = 1,2, 3, 4:

NN NN

. ., (©

3 0 4w

(b)

(d)

Figura 2.9: Exemplos de solugdes 2km-periodicas em [0, k7| para k € {6,7,8,9}. Quando k € {1,2,3,4}

as respectivas solugoes sdo tais que y'(0) < 0 e ndo gera uma solucdo da equagio descontinua.

Observe que para k = 1,2,3,4 a solugao é tal que 3'(0) < 0 e as condigbes necessérias

do Lema 2.3.18 nao sao cumpridas.

2.3.4 O caso parabdlico § =0 com 1 < 0 para a # 0

Considere a@ # 0 na Eq. (2.1)p—9 com n < 0. Ainda que todas as solugoes nao
triviais da equacao autonoma sao ilimitadas, quando consideramos a perturbacao por
F(t) = asen(ft), produzimos uma familia de solu¢oes periodicas. Este resultado esta

descrito abaixo e pode ser observado na Figura 2.10.

Teorema 2.3.6. Se n < 0, a Eq. (2.1)9—o tem no mdzimo uma familia de solugies
periddicas simples. Se |af > —T%, existe uma tinica solugao periodica simples t — yp(t),
de periodo 2w, tal que yp(0) =0 e y(y(0) sgn(ar) > 0. Além disso, y},)(0) = T(nm —

20)371. Se |a| = =2, existe uma solugio periddica singulart — yp)(t) de periodo 23"
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¥

(a) (b)

Figura 2.10: (a) Uma familia de solucdes 2m-periddicas da Eq. (2.1)g—¢ para —2 < a < =3 (n =

—1,8=1) e (b) seu correspondente retrato de fases.

Nosso proximo resultado estabelece (mediante alguma condi¢ao de existéncia) uma
conexao entre a tnica solugao 2m-periodica da Eq. (2.1)g—¢ quando n < 0, com a tnica
solugdo 2m-periddica da Eq. (2.1)g—¢ quando n > 0 (dada pela Proposi¢ao (B)). Ver a
Figura 2.12.

Isto da condicoes para que se possa deformar suavemente uma solucao periodica do

modelo paraboélico com 77 > 0 em uma solucao periédica do modelo paraboélico com n < 0.

o
)

b}

ST

_1]
2

Figura 2.11: Uma solugéo 2m-peri6dica singular da Eq. (2.1)s—¢ (o = -5, n=—1, =1).

Teorema 2.3.7. Fizemosn < 0 e a < 777” Existe uma inica familia a um pardametro,

Yo, ¢ € (—00, 1], de solugoes de periodo 2w~ de

y" + ¢nsgn(y) = asin(Bt), f>0

tal que y4(0) = 0,y,(0) = S(onm —20)B7. Se a ==, yy € uma solugio singular. Caso

contrario, y, € reqular.
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O continuo de solugoes periddicas y, correspondentes a transicao entre os casos 17 < 0
e n > 0 estd representado na Figura 2.13. Para valores positivos de o, ha uma clara

diferenca entre as dindmicas dos casos.

(a) (b)
Figura 2.12: (a) Uma familia de solugdes 2m-periddicas de y” + ¢nsgn(y) = asin(ft) for n = —1,
a=—-3% ¢e[-1,1], =1¢ (b) seu correspondente retrato de fases.

Figura 2.13: Uma familia de restrigoes a [0, 7] de solugdes 2r-periddicas de y” + ¢nsgn(y) = asin(8t)
quando ¢ € [,i’ 1] (¢ = =%, n = —1, B =1). A superficie termina (na frente) em uma solugio periddica

singular (em t =0e t = ).

Para demonstrarmos estes resultados usamos os lemas abaixo, cujas provas omitidas

sao similares as provas dos lemas equivalentes na Secao 2.3.1.

Lema 2.3.25. Seja x uma solugao da Eq. (2.2)5—¢ com n < 0 tal que x(0) =0, 2/(0) = r,
sgn(x)(0") = €. Entao, para e-s > 0,

x(s) = fe(s) = —en% +rs+ as — sin(s)).
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Lema 2.3.26. Seja x uma solugao 27-periddica da Eq. (2.2)s—o com n < 0 tal que
z(0) = 0, 2'(0) = r, sgn(z)(0%) = 1. Entao r = & — . Além disso, se a # 0 existe
ke N\ {0} tal que 7 = k.

Lema 2.3.27. Se x é uma solu¢ao periddica da Eq. (2.2)s—q com n < 0, no intervalo

[0, 7], que satisfaz x(0) = 0, sgn(z)(0%) > 0, entao T = 7.

Demonstra¢ao. Assuma que exista uma solu¢ao 2km-periodica z da Eq. (2.2)s5—9, com
k € Ne k > 2. Consideramos sua restricao a [0, kx], tal que z(0) = 0 e 2/(0) > 0.
Observamos entdo que para [ € N tal que 0 <! < k, z(Ir) = —2x%I(l — k). Deste modo,
z(lr) < 0, o que contradiz o fato de que kw é o tempo de troca. Assim, k deve ser igual

al. ]

Demonstra¢ao do Teorema 2.3.6. As técnicas de demonstragdo sao similares as das de-

monstracoes dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2 e, portanto, omitimos a demonstracao. ]

Demonstracao do Teorema 2.53.7. Sem perda de generalidade, fixemos n = —1 e a <
—m/2. Para ¢ = 1 temos uma tnica solu¢ao periddica y; que se anula em 0, da Eq.
(2.1)p = 0. Para 0 < ¢ < 1 temos também o < —¢m/2. Assim existe uma tnica
solugdo periodica y, que se anula em 0, da Eq. (2.1)g—o. Para ¢ = 0, a tnica solucdo
periodica o que se anula em 0 ¢ definida por yo(t) = —aS~?sin(Bt). E, para ¢ < 0, temos
a <0< —¢m?/8, e pela Proposi¢io (B) existe uma tnica solugdo periddica ys, que se
anula em 0, da Eq. (2.1)g—¢. E simples ver que ¢ + y4 é continua. No caso a = —7/2,

y1 é apenas singular, todo o resto sendo inalterado. O
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Capitulo 3

Solucoes deslizantes de equacoes de

segunda ordem nao-autdénomas

Consideramos equagoes diferenciais ordinarias (EDO) nao-autonomas, de segunda or-
dem, com lado direito descontinuo. Primeiramente, analisamos o conceito de solucao para
uma equacao da classe mencionada e, entao, determinamos condicoes analiticas que sao
satisfeitas por solugoes tipicas. Sao estudadas solucoes do tipo deslizantes e a questao da
unicidade de solugoes, em que também apresentamos uma correspondéncia com sistemas

de Filippov.

3.1 Definicoes e resultados preliminares

Sejam I C R intervalo aberto, U C R? aberto e fi, fo, h : I x U — R funcoes de classe
C™', r > 2. Admita que 0 é um valor regular de h, isto é, o vetor gradiente Vh(p) é
nao-nulo para qualquer p € h~*(0) (imagem inversa de 0).

Considere agora a EDO de segunda ordem com lado direito descontinuo

"

fi(t,x,2’) se h(t,z,2)
x)

Adiante usamos a abreviacao D2DE para representar esta equacao.

0
.

VoA

fo(t,x,2") se h(t,x,

Definicao 3.1.1. Diz-se conjunto de descontinuidade para a D2DE (3.1) e denota-se por
Dy, ao conjunto de funcoes diferencidveis que satisfazem a equacao diferencial ordindria

de primeira ordem implicita h(t,z,x") = 0.
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Seja z € Dy, e considere uma funcao x : I — R. Denotamos por H, ao conjunto de

tempos t € [ tal que as funcoes z e = coincidem:
H,={tel]| h(t,x(t),2'(t)) = 0}. (3.2)

Em outras palavras, H, é o conjunto de tempos para os quais a funcao = permanece no
conjunto de descontinuidade D).

Dadas as fungoes h e x, o conjunto H, pode ter medida nula (vazio ou discreto)
ou medida positiva (contém um intervalo nao-degenerado). Quando a medida de H, é
positiva, existem z € D, e um intervalo nao-degenerado J C I, J # (), tal que z(t) = z(¢)

para todo t € J.

Definic¢ao 3.1.2. Sejam h: I x U — R uma fungdo de classe C"1 (r > 2) e 0 um valor
reqular de h. Uma funcao v : I — R € chamada deslizante se existem z € Dy e um

intervalo nao-degenerado J C I, J # 0, tal que x(t) = z(t) para todo t € J.

Figura 3.1: A fungio z é deslizante em J.

De acordo com a defini¢cao 3.1.2, para que uma dada funcao x seja deslizante é neces-
sario que o conjunto H, tenha medida positiva. Se isto ocorre para uma funcao x duas

vezes diferenciavel, prova-se que h,(t, x(t),2'(t)) # 0 para algum t € I.

Proposicao 3.1.1. Sejam I C R, U C R? conjuntos abertos. Considere v : I — R uma
funcao duas vezes diferencidvel e h: I x U — R uma funcgdo de classe C* (k> 1) com 0

um valor reqular de h. Se x € deslizante, exriste t* € H, tal que hy (t*, z(t*),2'(t*)) # 0.

Demonstragao. Sejam ~(t) = (t,z(t),2'(t)) e a(t) = (t,z(t)) para todo t € I. FEstas
fungoes 7 e « sdo diferenciaveis uma vez que z é duas vezes diferenciavel. Defina S(t) =
(hov)(t). Assim f'(t) = (Vh(~(t)),7(t)) em que (-,-) é o produto interno usual e Vh é
o vetor gradiente de h. Vamos supor que hy = 0. Entdo 5 (t) = (Vh(a(t)), (1)) com
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h(a(t)) = h(y(t)) para todo t € I. Considere H, dada por (3.2) e seja ty € H,. Temos
B'(te) = (Vh(al(ty)), o/ (ty)). Se B'(ty) # 0 a curva « cruza a curva z € Dy, no instante
to, conforme Figura 3.2(a). Se ['(ty) = 0 as curvas a and z € D;, sdo tangentes em t,
conforme Figura 3.2(b). Assuma que exista uma vizinhanca J de to tal que 8'(t) = 0
para todo t € J. Entdo B(t) = h(y(t)) é constante em J e Vh(v(t)) = (0,0,0) para
todo t € J. Isto contradiz a hipotese de que 0 é um valor regular de h. Deste modo,
qualquer ty € H, tal que B(ty) = hi(y(to)) + 2'(to)hs(v(to)) & um ponto isolado e H,
tem medida nula. Porém, isto é impossivel, pois por hipotese H, tem medida positiva.
Portanto nao podemos assumir que h,s = 0. Concluimos entao que existe t* € H, tal que

has (1(1°)) # 0. O

T Vh(a(to)) x
A

Vh(a(to))

Figura 3.2: (a) B(to) = (a(to), VA(a(to))) # 0; (b) B(to) = (o (to), VA(a(to))) = 0.

A proposicao 3.1.1 nos diz que, se x : I — R é uma funcao duas vezes diferenciavel e
h, = 0 entao H, tem medida nula, ou seja, a funcao x nao é deslizante.

As componentes conexas de (3.2) sao
(conjuntos discretos) HY, (intervalos ndo degenerados) H?. (3.3)

Se H: = () o conjunto H, tem medida nula e se H: # () o conjunto H, tem medida

positiva. Denote por H} e H? os seguintes conjuntos:
H!={tel|h(tzt),2(t) <0}, H>={tel|h(t z(t),s(t)) >0} (3.4)

Observacgao 3.1.1. Sejam I C R, U C R? conjuntos abertos. Considere x : I — R uma
funcao duas vezes diferencidvel e h : U — R uma funcio C*, k > 1, com 0 um valor
reqular de h. Entao, o conjunto dado em (3.2) € tal que H, = HYU HS com HYNH: = ()
el = H,UH!UH? Além disso, os conjuntos H,, H} e H? sio dois-a-dois disjuntos e

pelo menos um deles € nao-vazio.
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Definic¢ao 3.1.3. Sejam HJ, para j € {0,1,2,5s}, 0s conjuntos dados por (3.3) e (3.4) e

I C R um intervalo aberto. Uma func¢ao x : I — R é dita solugao de (3.1) se
(a) 2" (t) existe para todo t € I;
(b) z(t) satisfaz as sequintes condigdes:

@) = fit,2(t), (1)) pora t € HIU HY;
- 2"(t) = fo(t,z(t),2'(t)) parat € H> U HY;

- x € Dy, parat € Hj.

Dizemos também que uma solugcdo t — x(t) satisfaz um problema de Cauchy, quando

condicoes do tipo x(ty) = xo and 2'(ty) = xy sao verificadas, para (ty,zo,x) € I x U.

Observacgao 3.1.2. Na definicao de solugao acima, a nota¢io Dy, representa o con-

junto de fungoes z),,, (restritas a H) com z € Dy,

Defini¢ao 3.1.4. Uma solugao t — x(t) de uma D2DE € dita solu¢ao singular se H® # ().

Caso contrdrio, a solugcao € dita nao-singular.

Defini¢ao 3.1.5. Uma solugao nao-singular t — x(t) é dita solug¢ao simples se H, =) e

¢ dita nao-simples se H, # ().

Exemplo 3.1.1. Considere uma D2DE com h(t,x,z") = x’'. O conjunto de descontinui-
dade Dy, € formado por solugées de ' = 0: D, = {x : I — R | x € constante}. Para
cada fungao x, os conjuntos H, = {t € I | 2/(t) = 0}, H: = {t € I |2/(t) < 0} e
H2 = {t € I|2(t) > 0} sio dados em termos da derivada de x. Denote por z; uma
solugio de " = fi(t,z,2") para i = 1,2 e suponha que fi Z fo. Considere as situagies
da Figura 3.3. Em 3.3(a), a fungao x = x1 € solu¢ao da D2DE, uma vez que x'(t) < 0
para qualquer t € I. Temos neste caso H, = H> = () e H: = 1. Em 3.3(b), z'(t) > 0
para qualquer t € I e assim x = x5 € solugio. Temos H, = H: = ) e H> = 1. As
fungoes x1 e xo em 3.3(c) e 3.3(d), respectivamente, nao sao solu¢ées: x = xy nao € uma
solugao pois x(t) nao satisfaz " = fo(t,x,2") para t € Hg Com os mesmos argumentos
observamos que x = x5 nao € uma solugcao da D2DE. Em 3.3(e), a fun¢ao x formada pela
parte nao tracejada de x1 junto com a parte nao tracejada de x5, € uma solucao. Neste
caso, HX U H2 = I\ {t* | 2/(t*) = 0} com H. # 0 parai = 1,2 e H, = H? = {t*}.

Em 3.3(f), a fungao x = x1 é uma solugao pois satisfaz a defini¢ao 3.1.3. Neste caso,

66



H2=H:=0, H: =T\ {t* | 2/(t") =0} e H, = H) = {t*}. A funcio em 3.3(g) é uma
solu¢io da D2DE pois também satisfaz a definicao 3.1.3: HY =0 e para t € H. a funcgdo
x € solugao de 2" = f;(t,x,2") para cada i = 1,2 e ainda, parat € HS, x € Dh\H;' Temos
H:UH'UH?=1. Em 3.3(h) a funcio v = z, z € Dy, € solugcdo se HS = I, isto ¢,
H! = H?> = H? = (0. As solugoes das Figuras 3.3(a) e 3.3(b) sio solugoes simples e as

solugoes das Figuras 3.3(g) e 3.3(h) sao solugoes deslizantes.

z € Dy,

Figura 3.3: Examplo de fungoes que sdo ou nio sio solugoes de uma D2DE com h(t,z,2') = 2. As

fungoes em (c), (d) nao sao solugoes.

Os pontos do grafico de uma solugcao de uma D2DE sao classificados de acordo com

as defini¢oes abaixo.

Defini¢ao 3.1.6. Seja x uma solu¢io de uma D2DE. Um ponto q = (to,x(ty)) € dito

reqular se to € H' para i € {1,2} e ¢ dito singular se ty € H,.

Definigao 3.1.7. Seja x uma solu¢ao de uma D2DE. Um ponto singular g = (to, z(ty)) €

dito ponto de deslize se to € HS. A solugao € dita deslizante se tem um ponto de deslize.

Definigao 3.1.8. Seja x uma solu¢ao de uma D2DE. Um ponto singular ¢ = (tg, z(ty))
é dito ponto de troca se ty € HY e, para todo € > 0, H: N (to — €,tg+¢€) # 0 parai=1 e
para i = 2. A solugdo é dita alternante se os unicos pontos (to, x(ty)) com ty € H, sio os

de troca.

Definigao 3.1.9. Seja x uma solu¢ao de uma D2DE. Um ponto singular ¢ = (tg, z(ty))

¢ dito ponto de permanéncia se to € HY e, para todo ¢ > 0, H: N (to — e,to) #+ 0 e
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HiN (to, to + e) # () para i =1 ou para i = 2. A solucao é dita permanente se os inicos

pontos (to, x(ty)) com ty € H, sao os de permanéncia.

Observacao 3.1.3. Nas Figuras 3.3(a) e 3.3(b) todos os pontos sao regulares, enquanto
nas Figuras 3.3(e), 3.3(f), 3.3(g) e 3.3(h) existem pontos singulares. O ponto singular em
3.3(e) é um ponto de troca e em 3.3(f) é um ponto de permanéncia. Nas Figuras 3.3(g)

e 3.3(h), os pontos singulares sao pontos de deslize.

3.2 Correspondéncia de uma D2DE com Sistemas de
Filippov
Considere a D2DE dada em (3.1). Escrevemos a D2DE como um sistema autonomo
de primeira ordem, através da mudanca 2’ =y e t = s:

, (3.5)

X
(S/’ ZL‘,’ y/) — 1(87 x7y) se h(s7 x7y)
Y

0
Xo(s,z,y) se h(s,x 0

VoA

em que X;(s,z,y) = (1,y, fi(s,z,y)) parai € {1,2}. Os campos X; e X, ndo tém pontos
de equilibrio pois s’ = 1.

Uma vez que 0 ¢ um valor regular de h, a variedade de descontinuidade
S ={(s,2,y) € [ xU CR® | h(s,z,y) = 0}, (3.6)

¢ uma superficie regular.

O campo X; atua em G; = h~'((—00,0)) e 0 campo X, atua em Gy = h~'((0, +00)).

Proposigao 3.2.1. Seja ¥ = h™'(0) a variedade de descontinuidade com h: I x U — R
uma fungao C*, k > 1, e 0 um valor reqular de h. Se p € ¥4 entdio h,(p) # 0.

Demonstragao. Seja p = (s,z,y) um ponto de 3,. Se h,(p) = 0 entdo X;h(p) = Xsh(p)
pois a derivada de Lie (X;(p), Vh(p)) = hs(p) + yh.(p) para ¢ = 1 e para ¢ = 2. Assim
Xih(p) - Xoh(p) = 0 e concluimos que p ¢ 3, o que contradiz a hipotese. Portanto

hy(p) # 0. [

A proposicao 3.2.1 e o Teorema da Funcao Implicita nos diz que >, é localmente o
grafico de uma funcao, isto é, y = g(s,z) para (s,z,y) € ¥, onde g é uma fungao real

CF, k>1.
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Em 3, definimos o campo deslizante associado a Z, que é o campo Z,, tangente a Y,
dado por Z4(p) = v —p com u sendo o ponto do segmento que liga p+ X;(p) a p+ Xo(p),
tal que u — p é tangente a X;. Veja a Figura 3.4.

Figura 3.4: O campo deslizante Z; em p € Y.

Em nosso caso, o campo Z, nao tem pontos de equilibrio e é dado por

dg

Zu(s0,9) = (s 92(5,2) +y 52 (s,2) (3.1

com y = g(s, ).

Usamos abaixo, a notacao int(A), para designar o interior do conjunto A.

Proposicao 3.2.2. Seja ¢ :t € I — (t,x(t),y(t)) uma drbita do flurzo de Z = (X1, Xs).
Sep = (to,z(ty),y(to)) € Ly entdo q = (to, x(to)) € um ponto de deslize, com ty € int(H?).
Se q = (to, x(to)) € tal que ty € int(HZ) entao p = (to, x(to), y(to)) € Xs.

Demonstra¢ao. Primeiramente, assumimos p = (o, (o), y(to)) € Xs. Entdo, existe € > 0
tal que H, N (to — €19 + e) # () para qualquer t € (to — €,tp + €). E isto implica que
H, tem medida positiva. Portanto ¢y € H? e ¢ = (to,z(tp)) é um ponto de deslize,
com tg € int(H?). Agora, se ty € int(H?), existe ¢ > 0 tal que h(t,z(t),2'(t)) = 0
para qualquer t € (to — 6ty + 6) e, assim, ¢(t) = (t,z(t),y(t)) € X para qualquer
L e (to —€,tg+ e), com y(t) = 2/(t). Portanto p = (to, z(t), y(to)) € Xs. O

Se to € H \ int(H3) entao p = (to, z(ty), 2’ (to)) € &; (veja Exemplo 3.2.1, to = 3).

Proposicao 3.2.3. Seja ¢ : t € I — (t,x(t),y(t)) uma drbita do fluzo de Z = (X1, Xs).
Se p = (to, z(to), y(to)) € X entao q = (to, x(ty)) € um ponto de troca.

Demonstragao. Se p = (to,z(ty),y(ty)) € 2., para qualquer ¢ > 0, ¢(t) € G; para
t € (to—€to) e ¢(t) € Gyparat € (to,to+¢€), com 1 < jl<2ej#1 Tomej=1
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e | = 2 (a outra possibilidade é similar). Assim, h(¢(t)) < 0 para t € (ty — €,t) e
h(¢(t)) > 0 para t € (to,to + €). Sabemos também que y(t) = 2/(t) para qualquer ¢ € I.
Portanto, provamos que, para qualquer € > 0, H' N (to — €ty + e) # (P parai=1ei=2,

isto é, ¢ = (t9, z(tp)) € um ponto de troca. O

Proposicao 3.2.4. Seja ¢ : t € I — (t,x(t),y(t)) uma drbita do fluzo de Z = (X1, Xs).

Se q = (to, x(to)) € um ponto de permanéncia entao p = (to, x(to), y(to)) € X4.

Demonstra¢ao. Se q = (to,x(tp)) € um ponto de permanéncia, para qualquer ¢ > 0,
HiN (tg — e,tg) # 0 e HiN (to,to+€) # 0 parai = 1oui = 2. Tomei =1 (a
outra possibilidade é similar). Temos que p = (tg, x(to), y(to)) ¢ X, caso contrario, pela
Proposi¢ao 3.2.3, deverfamos ter H2N (to —€,to+ e) # (), isto é, existe t* € (to —€,to+ e),
t* # 1o, tal que h(t*, x(t*),2'(t*)) < 0 e h(t*, z(t*),2'(t*)) > 0. Também temos que p =
(to, z(to), y(to)) ¢ Xs, caso contrario, pela Proposigao 3.2.2, deveriamos ter ¢ty € H?, isto
é, existe t* € (to—e,to+e€), t* # lo, tal que h(t*, z(t*), 2/ (t*)) < 0 e h(t*, z(t*), 2/ (t*)) = 0.
Portanto p = (to, z(to), 2'(t0)) € 2. O

A reciproca das Proposicoes 3.2.3 e 3.2.4 nao sao verdadeiras. O Examplo 3.2.1 é um

contraexemplo.

Exemplo 3.2.1. Considere " = f(t,z,2'), x(0) =0, 2/(0) = 0, onde f € dada pelo lado
direito de (3.1), com fi(t,x,2") =12, fo(t,x,2") = 2t* e h(t,x,2') = 2'. A funcado

t1/12 se t<0

.T(t) == ’

t'/6  se t=0
satisfaz o problema de Cauchy. O ponto ¢ = (0,0) é um ponto de troca. De fato, para
qualquer € > 0, HiN (—¢€,+e) # D parai=1ei=2pois H: ={t e R | /(t) < 0} =
{teR|t<0}eH:={teR|2({t) >0} ={teR|t>0}. Consideramost = s,

2’ =y e reescrevemos a D2DE como um sistema autonomo de primeira ordem. O ponto

p=1(0,0,0) € tal que p € ;. De fato, o produto X,1h(p) - Xoh(p) € zero.

Podemos, entao, escrever um diagrama de correspondéncia entre pontos de uma solu-

¢ao de uma D2DE e pontos de uma 6rbita do fluxo do sistema de Filippov.

D2DE : troca permanencia deslize reqular
Filippov : costu;a\bngencz’/jeslize reqular
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3.3 Solucoes deslizantes e unicidade de solugoes

Condicoes necessarias para a existéncia de solucoes deslizantes z, de uma D2DE, sao
h(to,z(to), 2 (to)) = 0 e hy(to, x(to),2'(ty)) # 0 para algum t, € I. Se uma dessas
condicoes nao for satisfeita, entao x é nao-singular.

O Teorema 3.3.1 nos d& uma condicao suficiente para uma solucao ser deslizante.

Teorema 3.3.1. Considere a D2DE (3.1) e p = (tg,xo,2) € I x U tal que h(p) =0 e

hi(p) + xha(p)

hx’ (p)

entao uma solugao x tal que x(ty) = xo e 2'(ty) = xf, € uma solugdao deslizante e ¢ = (to, xo)

min{fi(p)} < - < max{fi(p)}

€ um ponto de deslize no grifico de x.

Demonstracao. Seja p = (to, zo,x;) um ponto de I x U tal que h(p) = 0 e hy(p) # 0.
Sem perda de generalidade, supomos que fi(p) < fa(p) e hy(p) > 0. Por hipotese,

filp) < =(h(p) + 26ha(p))/her (p) < fa(p). Assim, hy(p) + xpha(p) + fi(p)hat(p) < O'e
hi(p) + xohe(p) + fa(p)he (p) > 0. Reescrevendo a D2DE como um sistema aut6nomo
de primeira ordem, através da mudanca t = s e 2’ = y, o produto das derivadas de Lie
é negativo: Xih(p) - Xoh(p) < 0. Portanto p € ¥, e, pela Proposi¢ao 3.2.2, o ponto
q = (to,zo) € um ponto de deslize, isto é, a solucao t — xz(t) tal que z(tg) = zo e

z((to) = xp € uma solucdo deslizante. O
Observacgao 3.3.1. Se a func¢ao h no Teorema 3.5.1, € tal que
he(t, 2(t), 7' (1)) + &' (D ha (L, 2(1), /(1)) = 0,
0s pontos de deslize (t,z(t)), com t € int(HE), sao dados por
St (1), 2'()) - f2(t, x(2), 2/ (1) <O,
isto €, as solugoes de 2" = fi(t,z,2") e 2" = fo(t,x, ") tém concavidades distintas em t.

Outro fato importante é a unicidade de solugoes. O préoximo exemplo mostra que um

mesmo problema de Cauchy pode ter mais do que uma solugao.

Exemplo 3.3.1. Considere o problema de Cauchy



O conjunto de descontinuidade consiste de funcgoes constantes definidas em R. Temos
h(0,0,0) =0 e hy(0,0,0) # 0. Também, f1(0,0,0) = =2, f»(0,0,0) = 2, h(0,0,0) =0,
h:(0,0,0) =0 e hy(0,0,0) = 1. Assim, pelo Teorema 3.3.1, (0,0) é um ponto de deslize.
Se (t,x) € R? ¢ um ponto de deslize, entio ele pertence ao grifico de uma fungdo do
conjunto de descontinuidade, isto €, (t,z) = (t,z9) para alguma constante zo € R e
2'(t) = 0. Deste modo, as hipdteses do Teorema 3.3.1 estao satisfeitas. Mas fi(t, xo,0) =
6t — 2, fo(t,20,0) =6t +2 e —(he(t, 20,0) + 0 hy(t,20,0))/ho (t, 29,0) = 0. Assim, para

cada constante xo € R, se 6t —2 < 0 < 6t + 2, 0 ponto (t,xy) € um ponto de deslize.

Assim, qualquer ponto (t,z(t)) € [ — 1,3] x R com z(t) = zo e 2/(t) = 0 ¢ um ponto
de deslize. O intervalo mdzrimo em que uma solu¢ao x desliza, € J = [— %, %], ou seja,

H? C J para qualquer solugao x. Um exemplo de solugcao do problema de Cauchy, com

H=J¢é

xT

B+ +t/34+1/27 se t < —3
z(t) =190 se —3<t<g o

P+ —t+5/2T  se t>3

Hd infinitas solu¢oes x do problema de Cauchy com () # HE & J. Cada ponto
(t,zo) € [0,3) x {0} tem duas possibilidades (além da solu¢io dada por x(t) = o)
para a constru¢ao de novas solugées ao problema de Cauchy, pois z"(t) = fi(t,x9,0) <0
e x"(t) = fot, 9,0) > 0 para t € [0, %), ou seja, cada possibilidade de solu¢ao tem con-
cavidades distintas em (t,xq) e, portanto, cada derivada sobre o respectivo intervalo, tem
sinais distintos e x satisfaz a definicao 3.1.3. Escolhemos uma das possibilidades e sequi-
mos até um ponto (to, z(to)) tal que h(to, z(to), ' (to)) = 0. Sety € [0,3) entdo (to, z(to))
€ um ponto de deslize, se tg = % entao (to,z(tg)) € um ponto de troca ou de permanéncia

e, se ty > 5 entio (to,z(to)) € um ponto de troca. A mesma ideia € vdlida retrocedendo

no tempo. A Figura 3.5 ilustra este exemplo.

Teorema 3.3.2. Considere a D2DFE (3.1) satisfazendo x(ty) = zo e xy(ty) = xp. Denote
p = (to, o, xy). Se uma das sequintes condigoes € satisfeita, entao localmente existe uma

unica solu¢ao para o problema de Cauchy:

(i) h(p) # 0;



(0,0)

|
ol
i
~~

Figura 3.5: Trés solugoes distintas  da D2DE com z(0) = 0 and z/(0) = 0.

Demonstragao. Seja p = (tg,xo,x5) € I x U. Da teoria classica de EDO, para cada
i = 1,2, existe uma tnica solu¢ao para o problema de Cauchy 2" = f;(t, z, '), z(ty) = xo,
2 (ty) = xp.

(1) Se h(p) # 0, consideramos a respectiva solucao que corresponde ao sinal de h(p).
Portanto, a solucao t — x(t) da D2DE 2” = f(t,z,2’), onde f é dada pelo lado direito
de (3.1), satisfazendo x(ty) = xg e 2'(tg) = z{, é tnica;

(1) Por hipotese, h(p) = 0 e [1:_,[he(p) + 2 - ha(p) + fi(p)hat (p)] > 0. Pela Proposicao
3.2.3, o ponto (ty,zg) € um ponto de troca de z. Suponha que exista uma outra solugao
T distinta de x tal que Z(ty) = x¢ e T'(ty) = x;. Entao ¢ty € Hz. Assim, o ponto (o, zo)
¢ um ponto de permanéncia ou de deslize ou de troca para . Se (ty,z) é um ponto
de permanéncia, de acordo com a Proposicao 3.2.4, hi(p) + z{, - h.(p) + fi(p)he(p) =0
para i = 1 ou i = 2 e temos uma contradi¢cdo com a hipotese. Se (¢, 7o) é um ponto de
deslize, entdo, pelas Proposicoes 3.2.2 e 3.2.3, [, [hu(p) + - hu(p) + fi(p)har (p)] < O,
que contradiz novamente a hipotese. Se (o, xg) € um ponto de troca para T e z, entao
as orbitas distintas ¢(t) = (¢, 2(t), 2/ (t)) e ¢(t) = (¢, Z(t), #(t)) do sistema de Filippov, se
interceptam em um ponto p € ., o que é impossivel. Portanto, a solucao x da D2DE
" = f(t,z,2'), onde f é dada pelo lado direito de (3.1) e satisfaz x(ty) = x¢ e 2'(ty) = xy,

é unica. [

3.4 Algoritmo para a construgao de uma solucao de

uma D2DE

Abaixo descrevemos um algoritmo para a construcao de uma solucao de uma D2DE.
Considere (3.1), e as condigoes x(ty) = o, 2'(ty) = xp, para t € [to,t.] com t. > to.

Denote py = (t, z(t), 2'(tx)) = (tx, xx, x},) onde ty € [to,t.) e k € N.
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Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Calcule h(pg). Se h(pg) = 0 va ao passo 2, caso contrario va ao passo 6;

Caleule A(pr) == [1_,[he(pr) + 2} - hu(pr) + fi(pr) - b (pr)]- Se A(pr) > 0 vé ao
passo 3. Se A(pr) < 0 va ao passo 4. Se A\(px) = 0 v4 ao passo 5.

Calcule as solugoes de z” = fi(t,z,2') e 2" = fo(t,z,2') tais que z(t) = 2 e
z(ty) = x},. Avancando no tempo (¢ > t;), escolha uma solu¢ao = (i = 1 ou i = 2)
tal que H' N (i1, 1, + €) # 0 para qualquer € > 0 e calcule H,. Se H, N (tk, te] # 10,
encontre o primeiro tempo ty 1 > ty tal que ty 41 € Hy, isto é, h(tgi1, Ty, :cQCH) =0.
Se t. 1 # t. v ao passo 2. Se ty,1 =t. ouse H,N (tk, te] = 0, considere esta solugao

e pare;

Calcule a funcdo z € Dy, tal que h(ty, z(tx), 2'(tx)) = 0. Para t > t;, calcule o
primeiro tempo txy1 > t tal que A(p) = 0 onde p = (try1, 2(tks1), 2 (tes1)) =
(tks Zk+1, 2,1) € VA a0 passo 3. Se ndo existir ¢ > ¢, tal que A(t, z(t), 2'(t)) = 0,

considere esta solucao e pare;

Calcule as solugoes de =" = fi(t,z,2") e 2" = fot,z,2’) tais que z(ty) = x} e
o' (ty) = x}, e calcule a funcdo z € Dy, tal que h(ty, z(tx), 2'(tx)) = 0. Para t > t,
escolha uma solugao z: x = z ou z tal que (i = 1 or ¢ = 2) H.N (t,tx +€) # 0 para

qualquer € > 0. Se z = z v& ao passo 4. Se x é tal que H! N (tg, tx +€) # 0 va ao

passo 3.

Se h(px) < 0, considere a solugao de =" = fi(t, z, 2') tal que x(tx) = xy e 2/ (t) = x}.
Se h(px) > 0, considere a solugao de 2" = fo(t, x, 2') tal que x(tx) = xy e 2/ (t) = x}.
Para ¢t > t;, calcule H,. Se H, N (to,te] # (), encontre o primeiro tempo tj41 > t3

tal que t441 € Hy, isto &, h(tpy1, Tpy1, ), 1) = 0. Se tpy1 # te, VA a0 passo 2. Se

tgr1 =te ouse H, N (to, te] = 0, considere esta solugao e pare;

Tomando inicialmente £ = 0 e aplicando o algoritmo, construimos uma sequéncia

crescente (t;)reny nO compacto [to, t.]. Esta sequéncia converge a t. e, assim, obtemos uma

solugdo = em [ty, t.].
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