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RESUMO

Neste trabalho, estudamos resultados de existéncia de solugdes para quatro proble-
mas quasilineares elipticos envolvendo o operador 1—laplaciano. No primeiro deles,
utilizamos uma nova versdo do Teorema do Passo da Montanha com condicdo de
Cerami para provar um resultado do tipo Berestycki-Lions para um problema envol-
vendo o operador 1—laplaciano. Nos dois seguintes, estudamos um problema envol-
vendo o operador 1—laplaciano com pesos ilimitados, onde s&o provados resultados
de existéncia de solucbes com sinal e nodais. No ultimo, foi provado um resultado
de existéncia de solugdo para um problema envolvendo o operador 1—laplaciano e
com nao-linearidade do tipo cdncavo-convexa, onde ressalta-se que para o operador

1—laplaciano, isso corresponde a ndo-linearidades do tipo singular.

Palavras-chave: Operador 1—laplaciano. Espaco das fungdes de variagcao limitada.
Métodos variacionais. Problemas singulares.






ABSTRACT

In this work, we study results of the existence of solutions for four elliptical quasilinear
problems involving the 1—Laplacian operator. In the first one, we use a new version
of the Mountain Pass Theorem with Cerami condition to prove a Berestycki-Lions type
result for a problem involving the 1—Laplacian operator. In the next two, we study a
problem involving the 1—Laplacian operator with unbounded weights, where existence
results of solutions with sign and nodals are proved. In the last one, a result of the
existence of a solution to a problem involving the 1—Laplacian operator and with non-
linearity of the concave-convex type was proved, where it is emphasized that for the

1—Laplacian operator, this corresponds to non-linearities of the singular type.

Keywords: 1—Laplacian operator. Bounded variation function space. Variational methods.
Singular problems.
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=inf{C; |f(z)] < C q.t.p. em Q}.
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1 Introducao

Nos ultimos anos, problemas envolvendo o operador 1—laplaciano,

, Du
Aju = div <|Du|> ,

tém sido tratados em diversos trabalhos de Equagoes Diferencias Parciais. Em [26] os
autores aplicaram um método baseado na minimizac¢ao de um funcional, cuja equacao de
Euler-Lagrange envolve o operador 1—laplaciano, para lidar com problemas que modelam
a restauragdo de imagens. J& em [48] o autor encontra a equacao de Euler-Lagrange,
a qual particularmente envolve o operador 1—Laplaciano com peso, para um problema
anisotropico. Os trabalhos pioneiros em tratar problemas que envolvem o operador em
questao foram escritos por F. Andreu, C. Ballester, V. Caselles e J.M. Mazén em uma série
de artigos, [7, 8, 9], os quais, por sua vez, deram origem & monografia [10]. Na verdade, em
[9], os autores caracterizam o quociente % (sendo Du uma medida de Radon, ao invés
de uma fungao de L'), através da teoria de paridade de G. Anzellotti (ver [12] e também
[10]). Essa teoria permite-lhes introduzir um campo vetorial z € L*>°(Q, RY) o qual faz
o papel de |B—Z‘. Entre os primeiros trabalhos que envolvem o operador 1—laplaciano
poderfamos também citar os de Kawohl [43] e Demengel [29].

Em [50] os autores além de analisar o comportamento de uma classe de problemas
envolvendo o operador p—laplaciano, quando p — 17, mostram que o limite da familia de
solugoes desse problema, satisfaz

—Aju = f(x) em Q,
u =0 sobre 09,

onde f pertence a LY(€) (ou ao espaco de Lorentz LY>°(Q)) e ||f||x é suficientemente
pequena. Ja em [49], os autores tratam o mesmo problema acima, mas com f € L().

Segura e Molino em [52] estudam o seguinte problema envolvendo o operador 1—laplaciano,

—Aju = f(x,u) em
u =0 sobre 082,

onde a fungao f tem crescimento superlinear e subcritico no infinito. Para lidar com esse
problema, os autores usam um método baseado na aproximacao por solugoes de problemas
envolvendo o operador p—laplaciano para posteriormente fazer p — 1. Nesse trabalho,
a principal dificuldade foi encontrar um meio de limitar de maneira uniforme em p, as
solucoes de tais problemas.
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24 Introducao

Em [27] os autores estudam um problema envolvendo o operador 1—laplaciano com
um termo singular, o qual é dado por

A =19 ey Q,
u =0 sobre 00,
onde) < v <1lefe LY(Q). Nesse trabalho, para provar existéncia de solugao, os autores
definem um conceito adequado de solug¢ao e novamente utilizam um processo baseado na
aproximacao por solugoes de problemas envolvendo o operador p—laplaciano.

Figueiredo e Pimenta em [31] usam argumentos do tipo de Nehari para provar a
existéncia de solugoes de energia minima, para a seguinte classe de problemas

—Ayu = f(u) em
u =0 sobre 0f),

onde f tem um crescimento superlinear e subcritico.

Em [32], os autores apresentam versdes do Lema Radial de Strauss, do Lema de
Lions e provam a compacidade da imersio do espago BV,.q(RY) em alguns espacos de
Lebesgue. Esses resultados sao aplicados para mostrar a existéncia de solugoes radiais
para o problema

{ _A1u+1L,u| = f(u) em RV, (0.1

onde f tem um crescimento superlinear e subcritico.

Em [4] os autores mostram a existéncia e concentragao de uma sequéncia de solugoes
de uma versao singularmente perturbada de (0.1), onde a néo linearidade tem crescimento
subcritico no infinito.

Motivados pelos trabalhos acima mencionados, vamos provar ao longo desse texto a
extensao para problemas envolvendo o operador 1—laplaciano, de uma série de resul-
tados ja bem conhecidos para problemas envolvendo operadores como o laplaciano e o
p—laplaciano.

No Capitulo 2, introduzimos o espaco das funcoes de variagao limitada, BV (£2), bem
como estudamos as principais propriedades dele. Além disso, apresentamos de forma
resumida alguns resultados da teoria dos subdiferenciais, haja vista que a utilizaremos
em alguns dos capitulos subsequentes. Por fim, estudamos alguns resultados da Teoria de
Paridade de Anzellotti.

No Capitulo 3, inspirados pelo classico resultado de H. Berestycki e P. L. Lions [20],
estudamos resultados de existéncia de solugoes para o seguinte problema

{ —Au =g(u) emRY, (0.2)

u € BV(RV),

com N >3, g(s) = f(s) — ﬁ e f satisfazendo as seguintes condigoes

(f1) f € C((0,+00),R);
(f2) limg_,o f(S) = 0;
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N
fls) = 0 para algum p € (1,1*), onde 1* = ——;

(f3) lim N_1

s—+oo gp—1
(f4) Existe 0 > 0 tal que
5
F@) = [ fls)ds > o
0

(fs) Se F(s) = [y f(t)dt e Q(s) = f(s)s — F(s), entdo existe D > 1 tal que

0<Q(s) <DQ(t), 0<s<t

Jim_Q(5) = +oe.

O resultado principal desse capitulo é o seguinte.

Teorema 1.1. Suponha que f satisfaca (f1)—(fs). Entao existe uma solugao de variagao
limitada, radial e nao negativa u € BV (RY) de (0.2), com g(s) = f(s) — e

Nesse problema, devido ao fato de que a nao linearidade é assintoticamente constante
no infinito, ndo é possivel mostrar a limitacao da sequéncia de Palais Smale, a qual decorre
do Teorema do Passo da Montanha. Por tal motivo foi necessario provar uma versao
desse resultado com a condicao de Cerami, aplicada a funcionais menos regulares, a qual
acreditamos que possa ser util no estudo de outros problemas envolvendo esse e outros
operadores. Vale a pena ressaltar que a generalizagio para o BV (RY) de resultados
conhecidos como [3, 20, 42] ndo é imediata, haja vista que nesses, a continuidade da
aplicagao t — u(-/t) tem um papel crucial. No contexto do espago BV (RY), porém, tal
funcao nao é continua, o que inviabiliza a reproducao do argumento. Por esse motivo,
acreditamos que os resultados nesse capitulo sejam relevantes para a comunidade. Por
fim, mencionamos que esse resultado foi publicado em Journal of Mathematical Analysis
and Applications Volume 500, Issue 1, August 1, 2021, 12507 (ver [57]) e relembramos que
depois de finalizados os estudos desse capitulo, soubemos do trabalho [2], onde C. Alves
prova a existéncia de solugoes de problemas que incluem (0.2). A abordagem utilizada
nesse trabalho, porém, é completamente diferente da que aqui utilizamos, além de nao
ter sido necessario demonstrar uma versao do Teorema do Passo da Montanha com a
condicao de Cerami para o BV, tal como fizemos aqui.

No Capitulo 4, motivados pela relagao de pesos singulares da desigualdade de Caffarelli-
Kohn-Nirenberg (ver [23]), estudamos o seguinte problema anisotrépico

1 D 1
—div( u) = —f(u) emQ,

||* [Dul
u = 0 sobre 02,

(0.3)

onde 2 C RY é um conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitz contendo a origem,
0<a<N—-lea<b<a+1. Afuncio f : RY — R satisfaz as seguintes condicdes:

(f1) feCR);
(fz) f(()) =0;
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(f3) Existem ¢j,co >0el1<g< Nﬁ(N tais que

1+a—b)’

f(s)] et +eols]™h, seR;

(f1) Existem p > 1 e so > 0 tais que
0 < puF(s) < f(s)s, VY|s| > so,
onde F(t) = [ f(s)ds;

(fs) f é crescente em R.

O resultado principal é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.2. Suponha que f satisfaca as condigoes (f1)—(fs). Entao existe uma solugao
nao negativa para o problema (0.3). Além disso, se f satisfaz (f5) entdo essa solugao é
uma solucao de energia minima.

O primeiro passo na demonstracao desse resultado foi a definicdo e o correspondente
estudo do espaco das fungoes de variacao limitada com pesos. De fato, no estudo de
tal espago, fez-se necessario demonstrar uma versao da Desigualdade de Cafarelli-Kohn-
Nirenberg para o BV, a qual acreditamos que também tenha interesse por si. Vale
ressaltar que até onde sabemos, todos os trabalhos precedentes que estudaram essa classe
de problemas (ver [46, 48, 54, 53, 56, 69]), o fizeram considerando pesos limitados. Além
disso, uma vez que a Teoria de Anzellotti cldssica nao se aplica a essa classe de problemas,
foi necessario estendé-la de modo a contemplar a situacao em questao, o que exigiu a apro-
ximagao da funcao por fungoes limitadas e uma posterior e refinada andlise do limite. Por
fim, vale ressaltar que esse ressultado foi publicado em Nonlinear Differential Equations
and Appications NoDEA, Volume 28, 18 August 2021 (ver [58]).

No Capitulo 5 inspirados pelo trabalho [34] abordamos novamente o problema (0.3),
porém com a f satisfazendo as seguintes condicoes:

(f1) fe€CHR);
f(s)

Exist € (0,1) tal lim~——= =0;
(F2) Bxiste o € (0,1) tal que limy 722 =0:

(f3) Existem constantes c¢;,ca >0e 1l <¢q< ﬁ tais que

1+a—
1f(s)] < +Cz|8\q71, Vs e R;
+) Seja F(t) = [! f(s)ds. Existe u > 1 tal que
(f2) Seja F(t) = j> 1 tal g

0 <puF(s) < f(s)s, Vsl = s0;

(fs) f'(s) > (¢ — 1)fi:9) para todo s € R\ {0}.

O resultado principal nesse capitulo é o seguinte.
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Teorema 1.3. Assuma que (f1) — (f5) sao satisfeitas. Entao existe uma solugao de
variagio limitada uy € BV,(Q) que muda de sinal, isto é, ug é tal que, existem z €
L®(Q,RY) e [z,v] € L®(0Q) com || [z, V] ||oo < ||2]lee < 1 tais que

1 1
—div <z = —f(ug) qtp. emQ,
|| | z[*
1 1
<Hz, Duy W|Du0| no sentido de medidas,
r|® ¢

[z,v] € sign (—u) sobre 0.

Nesse caso, para provar a existéncia de solugao, devido as novas condigoes na nao
linearidade, tal como no trabalho [34], consideramos as solugoes dos problemas envolvendo
o operador p—Laplaciano obtidas pelo Método de Nehari (ver [31] ), para posteriormente
fazer p — 1. Porém, aqui usamos o espaco de fungoes de variagao limitada com peso,
definido no capitulo prévio, bem como os resultados obtidos nele.

No Capitulo 6, estudamos uma generalizacao para o operador 1-laplaciano do impor-
tante resultado [5], o qual estuda a existéncia de solugoes para problemas envolvendo
nao-linearidade do tipo concavo-convexa. Ha que observar porém que, uma vez que o
operador 1-laplaciano d& origem a um funcional energia com parte principal dada pela
norma elevada a poténcia um, segue que para que a nao-linearidade apresente compor-
tamento do tipo concavo-convexo, necessariamente aparecerd um termo envolvendo uma
poténcia entre zero e um no funcional. Dessa forma, o problema em si apresentara um
termo singular. Mas especificamente, estudamos o seguinte problema

Du A
_d; - - q—1
div ( > e +u em €2 (0.4)

u = 0 sobre 01,

onde N>2 A>0el0<y<l<g<N/(N-1).

Nesse capitulo o resultado principal é o seguinte.

Teorema 1.4. Seja 0 < v < 1 < ¢ < 1%, entao existe A > 0, tal que o problema (0.4)
possui ao menos duas solucoes nao-negativas, para todo X < A.

Na demonstragao desse resultado, utilizamos uma vez mais a aproximacao através de
problemas envolvendo o operador p-laplaciano. Observe porém que a presenca do termo
singular, faz com que o funcional energia do problema aproximado, embora seja diferencia-
vel, ndo seja de classe C!. Dessa forma, teoremas cléssicos como o do Passo da Montanha
nao podem ser aplicados diretamente. Como alternativa a isso, necessitamos utilizar re-
sultados técnicos inspirados em [1, 64], os quais implicam que minimizantes locais do
funcional energia satisfazem a forma fraca do problema. Esses mesmos resultados sao
utilizados ainda para provar a existéncia de uma segunda solugao para o problema apro-
ximado, essa, por sua vez, oriunda da minimizacao do funcional sobre uma componente
conexa do conjunto de Nehari. Por fim, no processo de se calcular o limite quando p — 1,
a presenca do termo singular faz com que a analise empregada precise ser adaptada. Nesse
ponto, nos inspiramos fortemente nos argumentos de [27].

Por fim, para finalizar a introducao desse texto, gostariamos de destacar que o con-
tetdo dos capitulos 4 e 6 foram realizados durante um estagio realizado na Universidade de
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Valéncia, Espanha, sob orientacao do Prof. Sergio Segura de Leén. Gostariamos ainda de
resumir as principais contribuigoes originais dadas em cada um dos capitulos da presente
tese.

o No Capitulo 3, além da demonstragao da existéncia de solu¢ao para uma classe de
problemas ainda nao abordado na literatura, foi também demonstrado um resultado
abstrato, consistindo em uma versao do Teorema do Passo da Montanha com a con-
di¢do de Cerami, para funcionais que se escrevem como diferenga entre um convexo
e localmente lipschitziano e um de classe C*.

o Nos Capitulos 4 e 5, foram estudados pela primeira vez resultados de existéncia
de solugoes para problemas anisotrépicos envolvendo o operador 1—laplaciano, na
presenca de pesos ilimitados. Nesses, o principal desafio foi a definicao e demons-
tracao das principais propriedades do espaco BV com peso, o que apresenta grande
dificuldade devido a presenca do peso ilimitado. Além disso, foi também necessario
estender para esses espacos, a Teoria de Paridade de Anzellotti, o que exigiu um
processo de aproximacao da fungao peso, utilizando-se de fungoes limitadas.

» No Capitulo 6, foi estudado de maneira pioneira um resultado de existéncia de solu-
¢ao para um problema do tipo concavo-convexo envolvendo o operador 1—laplaciano,
onde nesse contexto, isso implica na presenc¢a de um termo singular na nao-linearidade.
Os principais desafios foram ultrapassar as dificuldades em se lidar com integrais que
envolvem o termo singular nos problemas aproximados, bem como a de analisar o
limite das solugoes nao obtidas por minimizacgao local, dos problemas aproximados.
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Neste capitulo vamos definir o espaco BV (2) e apresentar alguns resultados impor-
tantes neste espaco, os quais, por sua vez, podem ser encontrados com maiores detalhes
em [15]. Também apresentamos alguns resultados da teoria de subdiferenciais e da teoria
de Anzellotti.

2.1 O espago BV ()

Definigao 2.1. Seja v € L'(2). Diz-se que u ¢ uma funcao de variacao limitada se sua
derivada distribucional é representada por uma medida de Radon em (2, isto é,

¢ o

para alguma medida Radon vetorial Du = (Dju, ..., Dyu) em €. Além disso, o espago de
todas as fungoes de variacao limitada em 2 é denotada por BV (), isto é,

BV (Q) = {u € LY(Q); Du € M(Q,RY)}.

Observacao 2.2. Usando um argumento de regularizacdo, mostra-se que a integragao
por partes (1.1) é ainda valida para todo ¢ € C!(Q). Assim, podemos escrever,

N
/ udivedr = —Z/ v;Diu Vo =(p1,...,oN) € Ccl(Q,RN).
Q = Jo

O espaco de Sobolev W1(Q) estd contido em BV (). Na verdade, para u € WH1(Q)
a derivada distribucional é dada por Vu£". Porém tal inclusdo é estrita, como é mostrado
no seguinte exemplo:

Exemplo 2.3. Considere a funcdo de Heaviside H em R, definida por

1 sex >0,
H(@_{ 0 sex<0. (1.2)

Como H ¢é uma fungao localmente integravel, ele define uma distribuicao que denota-
mos por Ty. Seja ¢ € C(S2). Entao

dTy do < dg
%(gb) =Ty (dx) =) dr $(0) = /R¢d50, (1.3)

29
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onde se A € B(R),

02 (A) =

{1 sex € A, (1.4)

0 sex¢A,

e 0y 6 chamada de medida de Dirac. Logo DH = §y e assim, H ¢ W'!(R) embora
H e BV(R).

Proposicao 2.4. Seja u € Ll(Q). As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) u e BV(Q);
ii) || Dull = sup {Jpu div pdz; ¢ € CHQRY), [|pllow < 1} < +o0;

iii) || Dul| = sup {SX, fo@iDis @ = (1, ..., on) € Co(QRY), [¢loo < 1} < +o00,

onde D;u no item #i7) representa a i—ésima componente da medida vetorial Du =

(Dlu, ceey DNU) S M(Q, RN)

Observacao 2.5. 1) Os itens i7) e 4i7) sao uma imediata consequéncia da densidade

de C>(Q,RY) em CH(Q,RY) e também de C1(Q2) em C.(Q, RY).

2) O Teorema de representagao de Riesz-Alexandroff (Teorema 2.4.6 em [15]) implica
que

|Dull = [ 1Dul,
Q
onde [, |Du| representa a variagao total de Du em (.

3) O espago BV (Q2) torna-se um espago vetorial normado com a norma definida por
U = Du| + / uldzx, 1.5
lulavioy = [ 1Dul + [ Ju (15)
para todo u € BV(Q). Se Q = R", essa norma é denotada por || - || gy

Agora vamos apresentar a semicontinuidade inferior da norma em BV (€2) com respeito
& convergéncia em L'(Q).

Lema 2.6. Seja (u,) C BV(Q2) uma sequéncia limitada e tal que u, — u em L'(Q).
Entio u € BV (Q) e

/ | Du| < liminf/ | Dy, |-

QO n—oo O
Demonstragio. Seja p € CHQ,RY) tal que ||¢]leo <1 e u, — uem L'(Q). Entao

‘/ undivgadx—/udivgpdx‘ S/ [u, — ul|div | dx
Q Q Q

< sup]divgp|/ |up, —u|dz — 0,
Q Q
quando n — oco. Logo,

/ udiv g dr = lim / u,div e dr < lim inf/ | Duy,| .
9] n—oo /0 n—oo O
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Consequentemente, desde que ¢ é arbitrario, pela definigdo do supremo e o item ii) da

Proposicao 2.4 obtemos
/\Du! < liminf/ | Dy,
Q n—00 Q

como desejavamos provar. O]

Uma consequéncia do resultado prévio é que o espago BV (§2) é um espago de Banach,
como demonstra-se a seguir.

Proposigao 2.7. O espago BV () com a norma definida em (1.5) é um espago de Ba-
nach.

Demonstragio. Seja (u,) C BV (£2) uma sequéncia de Cauchy. Entao para todo € > 0,
existe ng € N tal que

€
/ | Dty — Dy | +/ |, — Up|dx < =, Ym,n > ny.
Q 0 2
Note que (u,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L'(€2) e como tal espago é um espago
de Banach, existe u € L'(2) tal que
Uy — v em LY(Q), quando m — oo.

Além disso, para n > ng fixo, fazendo m — oo, temos

Upy — Up — U — Uy, em L'(Q) (1.6)
e pelo Lema 2.6, temos
/Q ID(u — u)| < lir{g;gf/g 1D(ty, — Duy)| < e, (1.7)
0 que, por sua vez, implica que
u € BV(Q).
Além disso de (1.6) e (1.7), tem-se

€

5 €, sempre que n > Ny,

€
D - Un / - nd <z
[ D@ =) + [ e~ wildw < § +
ou seja, u, — u em BV (). O

No préximo resultado, mostra-se cada elemento de BV (2) pode ser aproximado por
fungoes de C>°(2) N BV (£2), com respeito a convergéncia definida a seguir.

Definicao 2.8. Sejam (u,)neny € BV(2) e u € BV(Q2). Dizemos que u,, — u em BV (Q)
segundo a convergéncia estrita, se

u, —u em L'(Q)

/]Dun|—>/ | Dul,
Q Q

quando n — +00.
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Proposigao 2.9. Para cada v € BV (), existe (u,) C C®(Q2) N BV (Q) tal que

u, —u em L'(Q),

/|Vun]dx—>/ | Dul.
Q Q

Demonstragio. A prova desta proposicao pode ser encontrada em [15, pag. 375]. O

Observagao 2.10. Na tese da proposigdao acima a convergéncia u, — u em L'() pode
ser modificada por:
u, > u em LP(Q) Vpe[l,17,

quando n — oo.

Agora mostraremos que o espago BV (2), tal como os espacos de Sobolev W™?(Q),

estd imerso continuamente e compactamente nos espagos LP(2) para um p adequado.
Teorema 2.11. Seja Q C RN um aberto com fronteira suave ou Q = RN, e 1* = 2.

N-1
Entao a sequinte imersao

BV (Q) < LP(Q)
¢ continua, para todo p € [1,1%].
Demonstragio. Para o caso p = 1, pela definicdo de norma (1.5), para qualquer u €

BV () temos que
[ulls < lullzv@)-

Agora consideremos o caso 1 < p < 1* e u € BV(2). Pela Proposi¢ao 5.5 existe uma
sequéncia (u,) C C*(Q)NBV(§2) que converge para u no sentido da convergéncia estrita,
isto é,

u, —u in L'(Q),

/|Vun|dx—>/ | Dul,
Q Q

quando n — oo. Além disso, como a sequéncia (u,) C WHH(Q) e o espago W (Q) esté
imerso continuamente em LP(£2) para todo p € (1, 1*], existe C' > 0 tal que

lunl, < C (/Q \Vun|dx+/ﬂ|un|dx>. (1.8)

Como o segundo membro acima é convergente, temos que a sequéncia (u,) é limitada em
LP(€2) e como LP(2) para p € (1,1%] é reflexivo, a menos de subsequéncia, temos

u, = u em LP(2) quando n — oo.

Entdo pela semicontinuidade inferior de LP(RY) com respeito a topologia fraca, e
usando (1.6), tem-se

Jull, < lim inf [|u, |, < liminf C </ﬂ | Dun|dz + /Q |un|daz) < Ollull sy,

o que completa a demonstragao. O
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Teorema 2.12. Seja Q C RY aberto, limitado e com fronteira suave. Entdo a imersdo
BV (Q) — LP(Q)
¢ compacta, para todo p € [1,1*).

Demonstragio. Seja (un,) C BV(Q) tal que |u,|pv@) < 1. Para cada n € N, pela
Observacao 2.10, existe v, € C*(Q) N BV (Q) tal que

1
[0 =l < = (19)

/ | Do, |dz < 2. (1.10)
Q

Note que como (v,,) é limitada em W!(Q), entdo pela compacidade da imersao desse
espaco em LP(Q), para p € [1,1*), segue que existe uma subsequéncia (v, ) e u € LP(£2),
tal que

Up, = u em LP(Q), quando k — oo.

O que a sua vez por (1.9) implica em
Up, = u em LP(Q),
quando k — oo. O

Teorema 2.13. Seja Q um dominio em RN com fronteira Lipschitz Q. Entdo existe um
operador linear continuo ~yy : BV (Q) — Ly,n-1(09) satisfazendo

(1) Para todo uw em C(§2) N BV (), yo(u) = w09 ;

(i) A férmula de Green generalizada estabelece-se: ¥ o € CH(Q,RYN)
/ wDu = —/ udiv e dv —i—/ Yo(u)p - vdHN L,
0 0 o)

onde v(x) é o campo normal exterior em 0Q, HN"1—q.t.p. em ON.

Exemplo 2.14. Seja Q como no teorema acima e () um conjunto aberto tal que Q C Q.
Para v € BV (Q2), definimos a funcao a por

i {“ em £}, (1.11)

“To em Q\ Q.
Entdo @ € BV(Q) e
Dii = Du|Q + yo(u)vHN 109

Proposicao 2.15. (Desigualdade de Poincaré em BV) Seja Q um conjunto aberto
em RY com fronteira Lipschitz ). Entdo existe uma constante C' = C(2, N) > 0 tal que

/Q|u|dx <C (/Q | Du| +/8Q |70(u)|d7-[N_1> . (1.12)
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A prova dessa desigualdade encontra-se encontra-se em [51].

Observagio 2.16. Se o dominio for Q = RY perde-se a compacidade em BV (RY) como
no caso dos espagos de Sobolev. Mas gragas ao trabalho de Figueiredo e Pimenta [32],
tal compacidade é recuperada quando consideram o subespago das fungoes radiais de
variacdo limitada, denotada por BV,.q(RY), onde mostram que tal espaco estd imerso
compactamente nos espacos de Lebesgue LP(RY) para p € (1,1*). Mais precisamente,
eles mostram que a imersao

BV,0a(RY) :={u € BV(RY); u(z) = u(|z|)} — LP(RY), Vpe (1,1%) (1.13)

é compacta. Além disso, tais autores apresentam uma versao do Lema de Lions no espaco
BV (RY) nesse mesmo trabalho, o qual apresentamos a seguir:

Teorema 2.17. Suponha que existe R > 0, 1 < p < 1* e uma sequéncia limitada (u,) C
BV (RY) tal que

sup |up|dz — 0,  quando n — oo.
yeRN JBr(y)

Entdo u, — 0 em L4(RY), para todo q € (1,1%).

2.1.1 Derivada direcional da norma de BV (R")

Para mostrar que a funcao u — |lul|py = [g~v |Du| + [g~ |u|dz possui derivadas em
algumas dire¢oes vamos estudar primeiramente as propriedades de diferenciabilidade do
funcional.

BV(RY) 3 u i—>/ | Du.
]RN

Para fazer isso seguiremos os argumentos do trabalho [12]. Note que

[ 1pul= [ (Duy |d:p+/

onde Du = Du® + Du® é a decomposicao de Lebesgue da medida Du, em termos de uma
parte absolutamente continua e uma parte singular com respeito a medida de Lebesgue

LN onde (Du)*(z) denota a densidade da medida Du® com respeito a LV e @—Z'(x) éa

densidade de Du com respeito a |Dul.
Teorema 2.18. Seja u € BV (RY). Entdo, para todas as funcoes ¢ € BV (RY) tais que
|Do|* << |Dul* e (D¢)*(x) =0 LY — q.t.p. no conjunto T = {x € RY; (Du)*(z) = 0},

tem-se que a derivada de u > [pn |Du| na dire¢ao de ¢ é dada por

(Du)(z) s
Lo [ POr @ [ g @ipar

Demonstragio. (Veja [12]). O
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Sobre as condigdes do teorema anterior, a derivada da norma u +— ||ul|py na dire¢ao
de ¢ é dado por

(Du)le) “(z)dx Du x Do x y sign (u)pdx
Lox 1Dyt PO @+ [ @) @IDO+ [ sien (wods,
onde sign u(x) =1seu(x) > 0, sign u(r) = —1seu(x) <0e sign u(z) = 0seu(zr) = 0.

Além disso, note que a derivada da norma u +— ||u||gy na diregdo de ¢ = u é dado por

Lo Apul+ [ lulde = ljullsy.
RN RN

No proximo capitulo apresentamos aplicacoes na busca de solugoes de equagoes di-
ferencias parciais elipticas, onde serao usados os métodos variacionais, isto € , vamos
associar um funcional a equagao diferencial parcial de tal maneira que os pontos criticos
deste funcional serao as solugoes buscadas. Mas como os funcionais associados a nossas
aplicagoes nao serao diferenciaveis mas sim localmente lipschitzianos, é claro que nés va-
mos nos basear em outra teoria para ter diferencibilidade em algum sentido. De fato,
usaremos a teoria de subdiferenciais de [25] e [28] a qual nos permitird definir em sentido
generalizado a derivada de tais funcionais e com isto obter os seus pontos criticos e, con-
sequentemente as solugoes de tais equagoes diferenciais parciais. Assim, na seguinte se¢ao
apresentamos brevemente tal teoria, os quais podem encontrados com mais detalhes nos
trabalhos citados previamente.

2.2 Pontos criticos para funcionais localmente Lips-
chitz

Dado E um espaco de Banach. Denotemos por E* o espaco dual topologico de E com
norma || - ||« e a dualidade por (z,u) para z € E* e u € E.

Definicao 2.19. Uma funcao f : £ — R é localmente Lipschitz se para cada u € F,
existe uma vizinhanca N, de v e uma constante K dependendo de N, tal que

[f(2) = fW)l < Kl —ylle, Va,ye N

Uma vez que f é uma funcao localmente Lipschitz vamos definir a derivada direcional
generalizada dessa funcao.

Definigao 2.20. Sejav € F e f : E — R uma funcao localmente Lipschitz. A derivada
direcional generalizada de f em x € F, na direcio de v € E, denotada por f%(z,v), é
definida como:

limsup/l\ [f(z+h+ Xv)— f(z+h)].
h—0
A0

Proposicao 2.21. Seja f : E — R uma funcao localmente Lipschitz. Entdo, sao vdlidas
as sequintes afirmagoes:

(1) A fungdo v — fO(x,v) € subaditiva e homogénea positivamente, e entdo convexa;
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2) |z, v)] < Klvllg, YveE;
(3) A fungdo v — fO(x,v) € continua;
4) fz,—v) = (=f)(z,v).

Demonstragdo. (1) Primeiro vamos provar que é homogéneo positivamente. De fato, seja

w>0ex,vE K entao

f(z,av) = lir}rllsupi\ [f(x 4+ h+ Aav) — f(z + h)]
—0
AL0

1
= inf sup limsup — [f(z +h+ Aaw) — f(x + h)]
2>00<rcs A0 A

= inf sup limsup @ [f(z+h+al) — f(z+h)] = aff(z,v).
0>00<ar<s  h—0 QA

Além disso, se a = 0, tem-se
fOx,00) = 0= 0f(z,v).

Portanto f°(z,av) = af°(z,v) para todo a > 0. Agora mostraremos que a funcao f°(z, )

é subaditiva. De fato, seja x,v;,vo € F

fOz v+ vo) = hI}ILlSélpi [f(x+h+ Xv+v2)) — f(x+ h)]
A0

1
<limsup — [f(x + h + Avy + Avg) — f(z + h + Av)]
h—0 A

A0
1
+limsup — [f(z + h + Ava) — f(x + h)]
i

= [z, 1) + Oz, v2).
Logo a aplicacdo u — f°(x,u) é subaditva. Mas isso e o fato que ela é positivamente

homogénea implicam que tal func¢ao é convexa.

(2) Desde que N, é aberto, existem 07,09 > 0 tais que 0 < ||h||g < 61 e 0 < |A| < 09
implicam que z + h, x + h + Av € N,,. Logo como f é localmente Lipschitz, existe K > 0

tal que
|f(z+h+ ) — flz+h)] < K[MN|v|g, VYoveeE.

Mas isso, por sua vez, implica que

Sup = [f(x+h+ ) — flz+ )] < K]l

0<|h|<d1

Logo tomando o infimo sobre § > 0 na desigualdade acima, temos

limsupl[f(:r—}—h—i—)\v) — f(z+ h)] =inf sup l[f(:ﬁ—i—h—F/\U) — flx+h)] < K| g

h—0 6>0 0<|h|<s
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De maneira semelhante para 0 < A < do, temos

1 1
limsup — [f(x +h+ M) — f(x+ k)] =inf sup limsup — [f(x +h+ \v) — f(z + h)]
By A 0>00<|A[<s  h—0

1
< sup limsup — [f(z +h+ Av) — f(z + h)]
0<|\<d2 h—=0 A

< Kol e

Logo pela definicdo de derivada direcional de generalizada de f em x na direcdo de v,
temos

f(z,v) < K||v||g. (2.14)

Utilizando o mesmos argumentos ao caso —(f(z+h+Av) — f(x+h)) < K|\|||v||g, temos
que

—f(z,v) < K|vle. (2.15)
Logo de (4.11) e (2.15) segue que
|z, 0)] < K]lvlg,

0 que prova o item (2).

(3) Pelo fato que a funcio v — f°(x,v) é subaditiva e porque vale o item (2), temos
para u,v € E que

fo(xau) - f0($,’U) < fo(x7u - U) < KHU’ - 'UHEv
fo(xvv) - fo(]jvu) < fo(x7v - u) < KHu - UHEv

0 que, por sua vez, implica em

\fo(x,u) - fo(a:,v)\ < KHU - UHE

(4) Pela definicdo da derivada direcional generalizada de f em z, na direcao de —uv,
temos

Oz, —v) = lir}r:_s}ypi[f(x%—h—l—/\v) — f(z+h)] (2.16)
L0

= 1ir}rll_§élp/1\ (=)@ + (h = M) + Av) = (=f)(z + (h — Iv))] (2.17)
A0

= (=)"(z,u). (2.18)

O]

Agora estamos em condi¢oes de definir o gradiente generalizado de f em x € E, o
qual serad interpretado como a derivada da fun¢do f. Porém vamos dar a definicao de
subdiferencial para uma funcao convexa.
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Definicao 2.22. Seja F' : F — R uma func¢do convexa. O subdiferencial de F' em =,
denotado por O;F'(x) é o conjunto de elementos z € E* que satisfazem

Fv) > F(z)+ (z,v—x), Yv€EE,

ou seja,
0sF(z)={z¢€ E*; F(v) > F(x) + (z,v — z), Yv € E}.

Definicao 2.23. Seja f : E — R um funcao localmente Lipschitz. Definimos o gradiente
generalizado de f em x, denotado por df(z), como o subdiferencial da func¢ao convexa
f%xz,-) em 0 € E. Tsto ¢, w € Of (x) C E* se, e somente se

(w,v) < fO(z,v), VYoveEE.

Observagao 2.24. A definicdo acima estd bem posta pois pelo item (1) da Proposicao
2.21 a fungdo f°(z,-) é convexa.

Proposicao 2.25. (Propriedades do gradiente generalizado)

1) Para cada x € E, 0f(x) € um subconjunto convero nao vazio e w*—compacto de
b,

2) Para cada w € 0f(x), tem-se

[wlle- < K.

3) Sejam f,g: E — R fungoes localmente Lipschitz, entao
f +9)(z) C Of(x) + 9g(x).

4) O(Nf)(z) = XOf(x) para todo \ € R.

5) Se f é convexo, entao Of(x) coincide com o subdiferencial de f em x, isto é,
of (x) = 05 f(x).

6) A aplicagio x — Of(x) é semicontinua superiormente no sentido que para cada xy €
E e>0,v € E, existe um § > 0, tal que para cada w € Of(x) com ||z — x| < 6,
existe um wy € Of(xg)

[{(w — wp, v)| < e.

7) A fungio

Az) = min : ||wl| &+,

wedf(x

existe, e € semicontinua inferiormente, isto €, liminf, ,,, A(x) > A(zo).

8) Para cada v € F,
f(z,v) = max{{w,v); w € Of (x)}.

9) Seja ¢ € CH([0,1]; E) e f : E — R uma fungdo localmente Lipschitz, entdo a fungdo
h = fo¢ é diferencidvel em quase todo ponto de [0,1], e

W(t) < max{(w, ¢ (1)); w € Df (1))} q.tp. = € [0,1].
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10) Se x € E é um minimo local de f, entao 0 € Of(z).
Demonstragio. Veja [25]. O

O dltimo item da proposi¢ao anterior sugere a definicdo de ponto critico tal como a
seguir.

Definicao 2.26. Seja f : £ — R um funcional localmente lipschitziano. Dizemos que
x9 € E é um ponto critico se

0e 0f(:v0)

2.3 Teoria de Anzellotti

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados do trabalho [12], os quais serdao usados
em alguns dos capitulos subsequentes.

Seja Q um conjunto aberto em RY, N > 2 e sejam p, ¢ ntimeros reais estendidos tais

que l <p< N, % < g < 400. Consideremos os seguinte espacos

BV(Q), = BV(Q) N LYQ)

X(Q), ={z e L*(Q,RY); divz € LF(Q)}.

Teorema 2.27. Suponha que () seja limitado e que sua fronteira seja localmente o grdafico
de uma fungao Lipschitz. Denote por v(x) o vetor unitdrio normal exterior a 0S). Entdo
existe um operador linear v : X (), — L>(0R) tal que

() [l < 2l e();
(i1) (z,u)p0 = [y Va(®)u(z) dHN™Y Yu € BV(Q),;
(i11) V() =z(zx)-v(r) YredQ sezec CHQRY).

Demonstragio. (Ver Teorema 1.2 de [12]). O

Nesse teorema acima, a funcdo 7,(z) é um trago definido fracamente sobre 02 da
componente normal de z, por isso, em adiante, vamos denotar v,(z) por [z - v|(x).

Proposicao 2.28. Sejam €2 como no Teorema 2.27, e p,q tais que

1 1
-4+ -=1 se p>1, (3.19)
p g

gq=+00 se p=1. (3.20)

Entao, para todo z € X (), e para todo v € WH1(Q) N LY(Q), temos
/ udivz dx +/ z-Vudr = / [z, v](x)u(z) dHN L.
0 Q Q

Demonstragio. (ver Proposigao 1.3 de [12]). O
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A seguir, consideraremos o par (z,u) tal que

1 1
ue BV(Q),, z€X(Q), e 1l<p<Ncom —+—-=1. (3.21)
p q

Defini¢ao 2.29. Sejam u, z tais que (3.21) estabelece-se para todo conjunto aberto
A CC Q. Entao definimos um funcional linear (z, Du) : C°(£2) — R como

((z, Du), @) = —/ ugpdivzdx—/ uz - Vodz.
0 Q

Teorema 2.30. Para todo conjunto aberto A C § e para toda fung¢io ¢ € C.()), temos

(2, Du),¢) < sup lgllzllz=ca) [, 1Dul.

assim o funcional (z, Du) é uma medida de Radon em Q.

Demonstragio. (Ver Teorema 1.5 de [12]). O

Corolario 2.31. As medidas (z, Du) e |(z, Du)| sao absolutamente continuas com respeito
a medida |Du| em § e temos

(2. Du), @) < lzll=a) [, 1Dl

para todo conjunto de Borel B e todo conjunto aberto A tal que B C A C (2.

Além disso, pelo Teorema de Radon— Nikodym, para z,u fixos, existe uma funcao
| Du|—mensurdvel
0(z, Du,x) : Q@ — R.

tal que
/Q(z, Du) = /QQ(Z, Du,x)|Du|  para todo boreliano B C €,
10(2, Du, )| 2 (@ puly < [|2]| 20 -
Demonstragio. (Ver Corolario 1.6 de [12]). O

Teorema 2.32. Seja ) um conjunto aberto com fronteira Lipschitz. Suponha que z,u
satisfazem (3.21). Entdo

: _ N-1
/Qudwzdx—i-/g(z,Du) —/m[z,y]ud’l-[ . (3.22)

Demonstragio. (ver Teorema 1.9 de [12]). O

Corolario 2.33. Se Q =R ¢ z,u satisfazem (3.21). Entdo

divz.d :—/ Du). 3.23
/RNu iz dx RN(Z w) (3.23)



3 Existéncia de uma solucao radial
para um problema autonomo
envolvendo o operador 1—laplaciano

3.1 O problema

Neste capitulo vamos abordar o seguinte problema

{—A1u+ = f(u) em RV, (1)

u € BV(RY),

onde o operador A; é formalmente dado por Aju = div (@—Z‘), N > 2 e a nao linearidade
f satisfaz as seguintes condicoes:

(f1) feCRY);
(f2) lims—o f(s) = 0;

(f3) skinoo e 0 para algum p € (1,1*), onde 1* = T

(f1) Existe § > 0 tal que F(6) = [ f(s)ds > §;
(f5) Se F(s) = [y f(t)dt e Q(s) = f(s)s — F(s), entdo existe K > 1 tal que
0<Q(s) KQ(t), 0<s<t

JHm, Q(s) = Foo.

Observacao 3.1. Uma fun¢ao modelo que satisfaz as condigoes (f1) — (f5) é a seguinte:
4—(s—2)2 se0<s<2
f(s) = s—2
s—1

+ 2 se s > 2

Nosso objetivo é mostrar os dois seguintes resultados.

41
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Figura 3.1: Grafico de f

Fonte: Elaborado pelo autor

Teorema 3.2. Suponha que f satisfaca as condigoes (f1) — (fs). Entao (1.1) possui uma
solugdo radial nao negativa u € BV (RY).

Teorema 3.3. Seja u € WHHRY) uma solugio de variagio limitada de (1.1) tal que
x-Vu € WHHRY) e u satisfaz a equagio de Euler Lagrange (2.11) com div z € LY (RY).
Entao u satisfaz a sequinte identidade de Pohozaev

(N=1) [ 1Dul =N [ (F(u) = [u)d (1.2

Observacao 3.4. Desde que estamos a procura de solugdoes nao negativas, tomamos f
definido em todo R, fazendo f(s) = 0 se s < 0. Além disso pela condigdo (f;) tem-se

f e C(R).

3.2 O funcional energia e a equacao de Euler-Lagrange

Nesta se¢ao definimos o funcional energia associado ao Problema (1.1) bem como sua
equagao de Euler-Lagrange.

O espago onde definiremos o funcional energia associado ao Problema (1.1) é o espago
das func¢oes de variacdo limitada BV (RY) com a norma definida por

lullsv = [ 1Dul+ [ Julde
RN RN
Definamos os funcionais Iy, I, ® : BV(RY) — R por

Io(u) = |ullsv,

I(u) = /IRN F(u)dz,

O(u) = Ip(u) — I(u).
Note que, pelo Teorema 2.18,

Io(wyu = [Jullsv

e, desde que I € C1(BV (RY)), temos que

& (u)u = ||ul| gy — /RN Flw)udz. (2.3)
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Observagao 3.5.  « Usando o Teorema 2.18, a derivada ®'(u)v estd bem definida s6
em algumas dire¢des. Na verdade, nas direcdes v € BV (RY) tais que

|Dv|* << |Dul®* e (Dv)*(z) =0 LY —q.t.p. no conjunto {x € RY; (Du)*(z) = 0}.

Em outras palavras, ® ndo é diferencidvel em BV (RY). Porém, essa fungao é local-
mente Lipschitz continua. Assim, pelos resultados preliminares, ® possui gradiente
generalizado em u € BV (R”), o qual denotamos por 9®(u).

o Segundo a Defini¢ao 2.26, u é um ponto critico de ® se 0 € 9P (u), e sendo IP(u) C
Oly(u) — {I'(u)}, temos 0 € Oly(u) — {I'(u)}, ou seja, I'(u) € dly(u). Além disso,

como [y é convexo, tem-se
Io(v) — Iy(u) > I'(u)(v —u), Yov € BV(RY),
ou equivalentemente,
mehqwmvaNﬂm@—um% Yo € BV(RY). (2.4)
Definicao 3.6. Dizemos que, u é ponto critico de ¢ se

!MMV—WMMGEAMﬂWW—UM% vu € BV(RY). (2.5)

A seguir vamos estudar a versao precisa da Equacao de Euler-Lagrange associada aos

pontos criticos de @, o qual basicamente consiste em mostrar a existéncia de um campo

vetorial z € L>®(RY,RY), o qual faz o papel de % em (1.1) e que estd bem definido

quando Du = 0. Para isso, primeiro vamos estender os funcionais Iy, I e ® para o espaco

X = LYRMYN LY (RY), com norma ||u||x = ||u||y + ||u]li+, onde denotamos tais extensoes
- A 9 ?

por Iy, I e @, respectivamente. Mais especificamente definimos

oy Io(u), se u € BV(RY),
o(u) = +00,  seue X \BV(RY),

f@y:/ F(u)de, YueX
RN
=1 -1

~ Observe que o funcional Iy é convexo e semicontinuo inferiormente em X e ainda
I € CY(X). Logo o gradiente generalizado de ® estd bem definido, segundo a teoria de
subdiferencias para funcionais com essa regularidade (ver [65]).

O seguinte resultado é importante para obter a equagao de Euler-Lagrange de (1.1)
satisfeita pelos pontos criticos de .

Lema 3.7. Se u € BV(RY) for tal que 0 € 9®(u), entdo 0 € 0D (u).

Demonstragio. Suponha que u € BV (RY) seja tal que 0 € 9®(u), entdo u satisfaz (2.5).
Vamos verificar que

Iy(v) — Iy(u) > I'(u)(v —u), W€ X. (2.6)
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Para isso consideremos dois casos. Primeiro suponha que v € BV (RY) N X, entdo

I()(U) — jo(u) = I()(U) — ]O(U)

> I'(u)(va)

= [ f@)w—wde
= I'(u)(v — u).

Para o caso que v € X \ BV(RY), desde que Iy(v) = +o00 e Iy(u) < oo, segue-se que

Iy(v) = To(u) = +00 (2.7)

> I'(u)(v — u). (2.8)

(2.9)

Portanto o resultado (2.6) fica verificado. O

Agora, assumamos que u € EV(RN ) seja uma solucao de variacao limitada de (1.1),
pela Lema 3.7 tem-se que 0 € 9®(u), mas como [ é convexo e I pertence a C*(X), entao

I'(u) € 0ly(u).

Definimos Iy, Ipp : X — R U {+00} por

- / |Du|, seu € BV(RVM),
[01(U) = RN
+o00, seu € X\ BV(RY)
Iog(u):/RN luldz.
Note que Ipy € C(X,RN), Ipy € C(BV(RY)) e
j0:j01+j02, Vv € X.

Desde que Iy e Ipy sdo convexos, e Iy, é finito e continuo em BV (RY), segue-se de
[15][Teorema 9.5.4], que

Usando os mesmos argumentos explorados em [19, Teorema 8.15], segue-se que X' C
Lo n(RY), onde em

Loon(RY) = {g: RY — R; é mensurdvel e |g|o n < 00},

consideramos a norma

godx

RN

Iglloc,y =~ sup
Ioll1+Igle <1

Além disso, pode ser provado que a inclusao

Loon(RY) — LN (Bg(0))

é continua para todo R > 0.
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Proposigao 3.8. Se u € BV (RY) ¢ um ponto critico do funcional ®, existem ~y €
Lo n(RY) ez € L¥(RY,RY) com ||z]|e <1 tais que

—/RNU divzdr = [gn |Dul,

Yul = u q.t.p. em RY,
—divz+v = f(u) qtp. em RV,

(2.11)

Demonstragao. Como u é um ponto critico para @, pelo Lema 3.7 temos 0 € 8@(u). Além
disso, de (2.10), existem 3,7 € Lo n(RY) tais que 3 € 0y (u), v € dlpa(u) e

I'(u) =B +7.

Por outro lado seguindo os argumentos em [44, Proposigao 4.23] , pode ser provado
que existe um z € L>°(RY RY) com [|z||. < 1 tal que

—divz=8 em Ly n(RY), (2.12)

no sentido das distribuicoes e que

—/Nudivzdm = /N | Dul. (2.13)
R R

Além disso, pela Formula de Green, (2.12), (2.13) e pelo fato que u é solu¢ao do Problema
(1.1), v é tal que

Ylu| =u qt.p. em RN (2.14)

Portanto, segue-se de (2.12), (2.13) e (2.14) que u satisfaz a equagao de Euler Lagrange
(2.11). O

Agora antes de usar o método variacional e provar o Teorema 3.2, como a nao lineari-
dade é assintoticamente constante no infinito e o funcional energia associado ao Problema
(1.1) nao é diferenciavel e sim localmente Lipschitz, precisamos de uma versao do Teorema
do Passo da Montanha com a condi¢ao de Cerami para esse tipo de funcionais. Mas antes
de estabelecer esse teorema apresentaremos um Lema de Deformacao adequado. Para
isso, vamos seguir os argumentos dos Lema 3.3 e 3.4 de [25] com algumas adaptacoes.

Teorema 3.9. (Lema da deformagao) Seja E um espago de Banach e ® : E — R
funcional localmente lipschitziano e a € R. Definimos

O :={u e E; ®(u) < a} (2.15)
e
B(u) = min{||z|| g+ ; z € 0P(u)}. (2.16)
Sed e R, e >0 sdo tais que
Bu)(Jullg +1) > 8¢, Vu e & 1([d— 2¢,d + 2¢]), (2.17)

entao existe um homeomorfismo n: E — E tal que
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(i) n(u) = u para todo u & ®1([d — 2¢,d + 2¢]);
(ZZ) n(q)d-i-s) C (I)d—e;
(1ii) P(n(u)) < P(u), YuekFE.

Demonstragio. Em primeiro lugar, provaremos que existe um campo vetorial V' definido
em @1 ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) satisfazendo

(w,V(u))p+ g > 4e, para cada w € 00 (u).

Na verdade, pelo item (7) da Proposigao 2.25, para ug € ®~!([d — 2¢,d + 2¢]) existe um
wo € 0P(up) tal que

Ex = 5(“0)-

Como na prova de [25, Lema 3.3], pode-se provar que existe vy € E com |v]lg = 1 tal
que, para cada ug € P~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]), existe §y > 0 tal que

[[wol

[wol| -
2

(w, vg) > para todo w € 0P(u), ||u — u||g < do. (2.18)

Assim, usando (2.18) temos

2

||w0| E*(

(w, vo) (JJuo||lg + 1) > > Je. (2.19)
Além disso, note que o conjunto de bolas Bs,(up) quando varia o centro ug, cobre o
conjunto ®~!([d — 2¢,d + 2¢]), entdao por [55][Lema 39.2] existe um refinamento local
{B(u;,0;)}. Seja p;(u) que denote a distancia de u para o complemento de B(u;,d;), isto
é,

pilu) = _nf llu—vle
Entao p; é Lipschitz continua e se anula fora de B(u;, d;).

Definimos (w)
pPill
mi(u) == ————
Zjel Py (U)
e seja

z:mZ w)vi(||ug|lg + 1) .

Entéo usando (2.19) e trocando ug por u;, obtemos

(w, V() = (w, 3 mifwjoi(fuslls + 1)) (2.20)
= Zmz (luill 2 + 1) w, v;) (2.21)
> e (2.22)
Agora, definimos
F(u) = g(u)V (u), (2.23)

onde
1 seue @ [d—e¢,d+€),
g(u) = { 0 seud <1>*1([d — 2¢,d + 2¢]). (2:24)
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Considere o problema de Cauchy,

d
{ dtn((u,é; = —F(n(u,t)), (2.25)
nu, =Uu.

Provaremos que ® é uma funcao nao crescente e que, dado € > 0 temos que
O(u) — ¢(n(u,t)) > 4et .

Suponha primeiramente que 7(u,s) € ®1([d — 2¢,d + 2¢]) para todo s € [0,¢). Para
u fixo, seja k(t) = ®(n(u,t)) e note que k é uma funcao localmente Lipschitz. Assim,
usando (2.23) e a Proposigao 9 de [25], obtemos

jtk(t) < max {(w, C;in(u, s)); w € 0P (o(u, s))} (2.26)
= —min {{(w, F(n(u, s))); w € 0®(o(u, s))}

{ —4e se n(u,s) € 7H([d—¢€,d+€])

<
0 c.c.

Isto prova que a fun¢ao ® ao longo de n(u,t) é ndo crescente e

B(u) — By, 1)) = — /Ot K (s)ds > det
sempre que n(u,s) € ®71([d — ¢, d + €]) para todo s € [0,1).
Note que, para u ¢ ®~1([d — 2¢,d + 2¢]) o problema de Cauchy (2.25), implica que
n(u,t) =u para todo t € R.
Agora, observemos as trajetérias n(u,t) que estdo emanando de u € ®4*¢. Seja u €

Pd=¢ & claro que n(u,t) € ®4=¢. Na verdade, como 1(u,0) = u e ® é nio crescente ao
longo de ¢ — n(u,t) temos que

D(n(u,t)) < @(n(u,0)) = ¢(u) <d—e.
Assim s0 resta verificar para as u que satisfazem
d—e<Pu)<d+e.

Afirmamos que tais trajetdrias também estao abaixo do nivel d — e, isto é, n(u,t) € &4
De fato, caso contrario, temos n(u,s) € ®4T¢\ ®4=¢ para cada s € [0,¢). Usando (2.26)
obtemos que

B(n(u, 1)) = D(u) + /Otjtcb(n(u, §))ds (2.27)
< O(u) — 4det (2.28)
< d+ e — 4et. (2.29)

Em particular, se definimos 7j(u) = n(u, 1) entéo
D)) < d e

Além disso, note que a funcao 7 satisfaz as condigdes (i), (i7) e (iii), tendo em conta que
a condicao (4#i7) é uma consequéncia de (2.26), o que completa a prova. ]
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Teorema 3.10. (Teorema do Passo da Montanha). Seja E um espago de Banach, ® =
Io—1, onde Iy é um funcional convexo localmente Lipschitz definido em E e I € C'(E,R).
Suponha que o funcional ® satisfaz as sequintes condicoes geométricas:

(91) Ezistem p >0, a > ®(0) tais que ®|sp,0) > a,

(g2) ®(e) < @(0) para algum e € E\ B,(0).
Entao para todo € > 0, existe x. € E tal que
c—2e < P(x.) < c+ 2 (2.30)

e z. € E* tal que ||z ||p<(|zc|lg + 1) < 8 e

IO(y) - ]O('re) Z I,(%)(y - xe) + <Z€7y - IE>E*,E7 vy € E’ (231)
onde
¢ :=inf sup ®(v(1)), (2.32)
Y€ 4e0,1]

I'={yeC(0,1], E); 7(0) = 0, 7(1) = e}.
Demonstra¢io. Em primeiro lugar, note que pelas condigoes (g1) e (gz2), temos que
c 2> a,

onde ¢ é definido como em (2.32). Suponha que exista ¢ > 0, o qual, considerando que
a > ®(0), pode ser assumido que satisfaz

c—2e> 9(0),

tal que para todo u € ®~!([c — 2¢, ¢+ 2¢]) e 2 € E* com

2l = (lull s + 1) < 8e, (2.33)

existe v. € F satisfazendo
In(ve) — To(u) < I'(w)(ve — u) + (2e, ve — u).
Entao temos que
Bu)(||ul|g +1) > 8 Vue d([c— 26 c+ 2],

onde (3 ¢ definido em (2.16). Assim pelo Lema 3.9 existe um homeomorfismo n: E — E
tal que

(1) n(u) =wu for all u ¢ ®([c — 2€, c + 2¢]);
(1) n(@eTe) C O

(i11) ®(n(u)) < ®(u) Vue E.
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Por outro lado, pela definicao de ¢, existe v € I" tal que

max ®(y(t)) < c+e. (2.34)
t€[0,1]

Definimos 6 : [0, 1] — E por

Note que,

0(1) = n(v(1)) =n(e) = e,
desde que ®(e) < ®(0) < ¢ — 2¢. Logo 0 € I'. Assim, da definigao de ¢, (2.34) e i),
segue-se que
¢ < max (0(t)) = max (n(y(t)) < c—«,

o qual é uma contradigao. O]
Observagao 3.11. Como o espago BV (RY) nio estd imerso compactamente em nenhum
espaco de Lebesgue, iremos trabalhar com o subespago formado pelas fungoes radiais, qual
é denotado por BV,.q(RY), pois tal espaco estd imerso compactamente em LP(RY) para
1 < p < 1*( veja [32]). Assim consideraremos o funcional energia @ restrito ao espago
BV,.a(RY), a qual denotamos por ela mesma.

3.3 Demonstracao do Teorema 3.9

Primeiramente, para contornarmos a perda de compacidade das imersdes de BV (RY),
vamos considerar a restricio de ® a BV,.,(RY). Com efeito, lembre-se que por [32],
BV,.a(RY) estd imerso compactamente em L?(RY) para todo ¢ € (1, 1%).

Verificaremos agora que ¢ satisfaz as condi¢oes do Teorema 3.10. Note que, por (f2)
e (f3), para cada n > 0, existe A, > 0 tal que

If(s) <n+AsPPt VseR (3.35)

A
|F(s)] < nls| + ?”\s\p Vs eR. (3.36)

onde p é como no (f3). Entdo, (3.36) e as imersdes continuas de BV,qq4(RY) implicam que

o(u) = lullsy — [ Fluw)ds (3.37)
> llullay —n [ Julde =4, [ jude (3.38)
> Julav ~ nCllullav — S2Cllulfhy (3.39)
~ (1= 10 el — Z2C (3.40)

onde C' > 0.
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Consideremos, n > 0 e |[ul]|py = p > 0 tais que

(1- nC)p] P

P=|7a,cC

Assim, de (3.37), segue-se que
O(u) >a>0,

para todo u € BV (RY) com |lul|gy = p, onde a = (1 —nC)p+ %C’pp > 0. Entao, temos
verificado a condigdo (g1) .

Para verificarmos a condigao (gz), nés usaremos a condigao (fy) para provar que existe
u € BV,q(RY) tal que

/RN(F(u) ~ Ju|)dz > 0.
De fato, definamos up : RV — R por

J, se |z] <R,
up(z) =4 (R+1—r), se = |z| € [R,R+ 1], (3.41)
0, se |z| > R+1.

Note que, ug(r) = ug(|z]) e up € WHH(RY) C BV(RY), e se denotamos por By a bola
centrada em 0 e raio R > 0, temos que

| (Plur) = |usl)de = —max |F(s) = s/l Bas1\ Bl
Br+1\Br s|<é

Entao de (fy), temos

/RN(FWR) = [ur[)de = /BR(F(uR) |url) d:v+/ . (Flur) = lurl)dz
> (F(6

R+l

) = 0)|Br| — max|F(s) - | ||| Br+1\Br|-
Em outros termos, existem C7, Cy > 0 tais que
/ (F(ug) — |ug|)dz > CLRY — CyRNL.
Br+1\Br

Assim, para R > 0 suficientemente grande, temos que

/ (F(ug) — |ug|)dz > 0.
Bry1\Br

e imun(2),

Note que, ¢; € BV,qq(RY). Na verdade, desde que, para ¢ € CHRY RY) com ||¢]|o < 1,
tem-se

Para t > 0, definimos

o div ¢(x)ug (f) de =tV /]RN divo(tx)ug(z)de.

Entao, tomando o supremo em ambos lados acima obtemos

/]RN Du (t)’ = sup{/RN divé(z)ug (i) dr; ¢ € CS(RN,RN% [Plloe < 1}

= ¢Vl /RN |Dug| < oco.
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Logo, segue-se do item i) da Proposicio 5.4, que ¢; € BV,qq(RY).

Observe que,

P(ey) =tV /]RN |Dug| —tV /RN(F(UR) — |ug|)dx — —o0,  quando m — oc.

Assim, existe t* > 0 tal que e := e« = ug (t—) satisfaz
®(e) <0. (3.42)

Além disso, podemos supor sem perda de generalidade que tal t* > 0 é tal que |le||py > p.

Portanto o funcional ® satisfaz as condigoes (g1) e (g2) do Teorema 3.10, e entao existe
um sequéncia (u,) C BV,.q(RY) e (z,) C (BV(RY)* tais que

®(u,) — ¢, quando n — +o0, (3.43)
\lznll v+ (||| By +1) = 0, quando n — +oo, (3.44)
e
lollsy = lunllsy > [ fun)(w = u)de + on,v = ), Vo € BVuu(RY),  (3.45)
onde || - ||py+ denota a norma em (BV (RM))* e
= inf ) 4
¢ = Inf max (v(®)), (3.46)
com

[ = {y € ([0, 1], BV;aa(R"); 7(0) = 0, 7(1) = e}.

Considerando a identidade (2.3) e tomando v = w,, + tu,, em (3.45), dividindo por ¢ e
fazendo t — 0", e t — 0~ obtemos

O (up )ty = ||tnl|Bv — /RN flup)upde = (zp, u,) = 0p(1). (3.47)

Agora, provaremos que (u,) é uma sequéncia limitada em BV, .4(RY). Porém, como
(3.47), (3.35) e o fato que f(s) =0 se s < 0, implicam que

lunll = [, £ d +04(1) (3.48)
< n/ lut|dz + An/ [t [Pdz + 0n(1) (3.49)

RN RN
< 0 v + A,Cllut [y +04(1) (3.50)

onde u (z) = max{u,(z),0}, é suficiente verificar que (u;") seja limitado em BV, qq(RY).
Suponha por contradigao que ||u.} || gy — oo quando n — oo. Definimos

+
un

|t By

A~

Up -

Note que (1,,) é uma sequéncia limitada em BV,.q(RY) com ||, ||gy = 1. Por outro lado,
um dos seguintes casos acontece:
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(1) limsup sup |ty |dz > 0,
n—00  ycRN Bi(y)

(2) limsup sup | |t |dx = 0.

n—00  yecRN JBi(y

Suponha que acontega o caso (2). Seja L > 1, note que

L L
o (w) 1 [ F (w) iz,
|ut]| By RN |wt | v

Dado 1 > 0, por (3.36) existe A, > 0 tal que

L - P L
/RN F <||U1J{||Bvun> dr < nL/}RN |Gy, |dx + A, L /RN |t |Pd (3.51)

onde p é como em (f3). Aplicando o Teorema 2.17 do Capitulo 1, temos que

n—oo

lim |t |[Pdx = 0. (3.52)
RN

Assim, por (3.51) e (3.52), segue-se que

L
F uw! | de < nCL+o0,(1), 3.53
L <Hu:n3v ) nOL+ on(l) (3:53)

onde C' > 0 é tal que ||4,]|; < C para todo n € N. Em particular, para n = % obtemos

L L
P ul | > = —o0,(1).
(Hu*HBv ") =5 o)

Desde que, ||uf|| = oo quando n — oo, podemos assumir que

L
€ (0,1 para todo n > nyg.
EE :
Assim,
max D (tu) > P L ul | > L_ on(1). (3.54)
t€(0,1] HUTJ{HBV 2
Seja t,, € (0,1] tal que
O(t,ut) = max O(tu)). (3.55)
te[0,1]

Note que, ¢, # 1 pois, se t, = 1 entdao de (3.55) temos que

O(ul) > 12; —op(1). (3.56)

Por outro lado, por (3.43) e desde que f(s) =0 se s < 0, temos

O(ut) < |unllsv — /N F(uy,)dx = ®(u,) —» ¢ quando n — oo. (3.57)
R

Assim de (3.56) e (3.57), para L > 1 suficientemente grande temos uma contradigao.
Consequentemente ¢, € (0,1).



Demonstracao do Teorema 3.9 53

Agora, provaremos que
O (t,u ) t,ul =0. (3.58)

n

De fato, por (2.3)
& (bt = ||t |y — / Fltnu )t do (3.59)
Q

=t (o = [ (b yuf o)
Q

Note que,
d

0= Z0(taul) = sy — [ fltuud)u da. (3.60)
Assim, de (3.60) em (3.59) obtemos (3.58).
Usando (3.59) e (3.58) temos
O(t,ut) =0t ul) — O (tyu)t,ul
= Jan (f(tnuy touy — F(touy))de (3.61)
< K Jan (f (v — F(uy))de '
= K(®(up) — D' (up)u,) = Ke+ 0,(1),
onde K ¢é dado em (f5). De (3.54) e (3.61) obtemos

L

5" 0n(1) < ®(t,ut) < Ke+ on(1)

e para L > 0 suficientemente grande, tem-se a uma contradicao.

Agora, suponha que o caso (1) acontega. Se (y,) € tal que [y,| — coe [g, ) |Un|dz > g
entao

)
/ |t (x + yn)|dz > = . (3.62)
B1(0) 2

Note que, a sequéncia (i,(- + y,)) é limitada em BV (RY) e assim também em
BV (B;(0)). Logo, pelas imersoes compactas nos espagos de Lebesgue, temos

Un(-+yn) =4 em LP(By(0)),

para todo 1 < p < 1*. Assim, fazendo n — oo em (3.62), obtemos
. )
/ la|de > 2. (3.63)
B1(0) 2
Assim, podemos inferir que @ # 0. Logo, existe Q C B1(0) tal que |Q] >0 e

+
0 < ()] = lim |@(z + y,)| = lim [un (2 + )|

q.t.p. em x € ).
nmooutlley

Entéao, pela tltima desigualdade e o fato que ||u,||py — 00, temos

wh(r+y,) — 00, qt.p. em Q.
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Assim, de (f5) e o Lema de Fatou, obtemos

liminf,, oo Jen (f (w))ut — F(ut))da

> liminf,, o0 fon (f (v (2 + yn) s (2 + yn) — Fuy (2 + yn)))dz (3.64)
> Jun Tmiinf oo (f (u (2 4 yn)uy (€ + yn) — Fuy (2 + yn)))do '
= 00.
Por outro lado, por (3.43) e (3.47), temos que
/RN(f(u:)uj; — F(ul))dr = ®(uy,) — @ (up)u, = ¢+ 0,(1). (3.65)

Assim de (3.64) e (3.65) obtemos uma contradigdo no caso (1), sob a suposi¢do que
[Yn| = o0

Resta provar o caso no qual (y,) é uma sequéncia limitada em RY. Entdo, seja R > 1
tal que |y,| < R, para todo n € N. Entao

)
- < |t |dx < |t (2 + yn)|dx . (3.66)
2 Bi(yn) B2r(0)

Desde que (1,) é limitada em BV(RY) ( e também em BV (Byg(0))), existe 4 €
BV (RY) tal que
Un(- +yn) = @, em L'(Bar(0)).

Assim, fazendo n — oo em (3.66), obtemos

0
- < |t|dz.
2 Bar(0)

Consequentemente, como no caso anterior, existe € tal que || > 0 e

+
0 < |a(z)] = lim [d(z +y,)| = lim M, qt.p.em x€Q.

n=oo ||ut| gy

Entéo, tal como em (3.65) e (3.64) temos uma contradigdo. Assim (u)) é limitada em
BV,.a(RY) e, por (3.48), a sequéncia toda também o é.

Logo, as imersdes compactas de BV,.4(RY), segue que existe u € BV,q.q(RY), tal que,
a menos de subsequéncia

u, —u em LIRY)  paratodol<gq<1*. (3.67)

Agora, vamos aplicar a convergéncia acima em
ollav — llunllsy > /RN Flun) (0 = un)dz + (20,0 — up), Vv € BV,oq(RY).  (3.68)

No primeiro termo acima, pela convergéncia (3.67) e a semi-continuidade inferior da norma
em BV (RY) com respeito & convergéncia em L7, temos

timsup([o]l v — l[unllov) < ol = lmint lunlov < ol — Jullsv.  (369)
n—0o0
Quanto ao segundo termo, por (3.47) é suficiente provar que

lim f(up)upde = /RN f(uw)udz . (3.70)

n—oo JRN
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Denotemos por Bf o complemento da bola com centro em 0 e radio R > 0. Pelas
condicoes (f2) e (f3), dado n > 0 existe A, > 0 tal que

i

R

fup)upde < 77/ |un| de + An/ |un|P d. (3.71)
By Bg
onde p é como em (f3). Note que, por (3.67), u, — u em LP(B%). Entao,

/ |u,|P do < / |ulP dx + L sempre que 1 > Ny
By By Ay

e escolhemos R > 0 de maneira que
/ |ulP de < -
Bg A,

Assim,

n
Pdr < 2-1 3.72
/B§|u [ dz < A, ( )

Note que, a limitacio de (u,) em BV,.q(RY) e as imersoes continuas desse espaco em
LY(RY), implicam que existe C' > 0 tal que
/Bc lup| de < C paratodo n€N. (3.73)
i
Logo, de (3.72) e (3.73) em (3.71) temos que
/BC fup)u, de < (C'+2)n  para todo n > ng,
R
ou seja,

lim fup)up,dx =0. (3.74)

n—oo B¢
R

Por outro lado, como u, — u em LY(Bg) para todo 1 < ¢ < 1%, pelo Teorema da
Convergencia Dominada obtemos

lim I (up)uy, de = g fu)udx . (3.75)

n—oo Br
Assim, de (3.74) e (3.75) temos

lim f(un)undavz/ f(u)udx (3.76)

n—oo JrN Br

e fazendo R — oo obtemos (3.70).

Consequentemente, por (3.69) e (3.70) em (3.68), quando n — oo temos que
[ollv = [ullsv = /Qf(u)(v —u)dr, Vv € BVaRY), (3.77)

ou seja, u € BV,qq(RY) é um ponto critico de ®. Logo, pela Proposicao 3.8, u é uma
solu¢do do Problema (1.1). Mais ainda, pelo Principio de Criticalidade Simétrica de
Palais, temos que u satisfaz (3.77) para todo v € BV (RY).
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Agora, provaremos que a solucao u é nao trivial.

Tomando v = u + tu em (3.77), para t > 0, temos

lullv > [ f(wuda

e para —1 <t < 0, tem-se

lullsy < [ | f(uyuda.
Assim, das duas ultimas estimativas anteriores obtemos
lullpy = [ f(u)ude. (3.78)
RN
Consequentemente, de (3.47), (3.70) e (3.78), temos

l|u|| B :/ f(w)udx = lim f(up)u, de = lim ||u,| By. (3.79)
RN n—00

n—oo JRN

Usando os mesmos argumentos para mostrar (3.70), pode-se provar que

Jim [ P(u,)de = /R  F(u)d. (3.80)
Assim, de (3.79) e (3.80) obtemos
0 <c= lim ®(u,) (3.81)
= Jim [fun |5y — li oo/ (3.82)
= |lull sy — /RN F(u)do (3.83)
= ®(u), (3.84)

o que implica que u é uma solugdo nao trivial para o problema (1.1).
Agora vamos mostrar que u € BV (RY) é uma solugao nao negativa do Problema (1.1).
De fato, escreva u = u + u~, onde u™ = max{u,0} e v~ = min{w,0}. Tomando v = u*
m (3.77), obtemos
sy = llulsy > [ ) (=u)da >0,

o qual implica que

3.4 Identidade de Pohozaev

Nesta se¢do provaremos o Teorema 3.3. Em primeiro lugar definimos o associado
conjunto de Pohozaev por

P ={ue BV \ {0} (V=1 [ 1Dul =N [ (Fw—ludr}.  (455)
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Demonstragio. Seja w € WH(RY) e z € L*°(RN RY) tal que divz € LV(RY). Entéo,
pelo Corolario 2.33 do Capitulo 1, temos que

wdivzdr = —/ z - Vwdz. (4.86)
RN RN
Note que
V(z-Vu) = Vu+ D?u -z, (4.87)
onde

(D*u x)—i O u x, Vj=1,.,N
J axlaa:] 9 J - AR *

=1

Além disso, observe que pelo Teorema de Stampacchia, V(z - Vu) = 0 no conjunto
{z € Q; x-Vu=0} (ver Lema 7.7 [39]). Assim, por (4.87),

(D*u-2); =0 qtp. em {x€Q;|Vul=0}. (4.88)

Tomando como funcao teste w = x - Vu em (4.86), usando (4.87) e do fato que u
satisfaz a Equacao de Euler-Lagrange (2.11), obtemos

/ x-Vudivzdr = —/ |\Vu| dz — / z - (D*u - x)dz. (4.89)
RN RN RN

Entanto, por integracao por partes, temos que
N/ Vuldz = / Vulz - vdHN — / - V(|Vul)dz (4.90)
Br dBpR Br
= / |Vu|z - vdHY - / (D*u - ) - zdw,
0BRr Br

onde v denota um vetor unitario normal exterior a By e na ultima integral foi substituido

u
W por z, desde que podemos assumir que |Vu| > 0.

Agora, nosso objetivo é passar o limite quando R — +o0 na igualdade (4.90). Obvi-
amente, cada integral dessa igualdade sobre a bola B converge para uma integral sobre
RY quando R — +oo. Porém, a integral sobre a esfera OBy converge para 0 quando
R — +00. De fato, suponha por contradicdao que isso nao ocorra, entao

lim inf |Vulz - vdH ™' > 0.
R—+o00 JOBR

Assim, existe Ny > 0 tal que
inf Vulz - vdHY ™ > 0. (4.91)
R>No BBR

Mas isso por sua vez implica que
oo N-1
/ V| dz = / V| dHN 1 dR
RN 0
+oo .
> / vl S N dR
No JoBg R

+oo 1
> inf |Vu|z - I/d’HN_l/ —dR = 400,
N R

- R>No aBR
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o que contradiz ao fato que |Vu| € L'(R"Y). Portanto,

lim |Vu|z - vdH ! = 0.

R—+00 JOBR
Logo, fazendo R — oo em (4.90), obtemos
N/ |\Vu|dx = —/ (D*u-z) - zdx. (4.92)
RN RN
Usando (4.92) em (4.89), obtemos
/ x-Vuszdx:(N>-U/"yDuy (4.93)
RN RN

Por outro lado multiplicando por z-Vu a ultima identidade da Equacao de Fuler-Lagrange
(2.11), e integrando sobre Bg temos

divz(z-Vu)dr = — /BR(f(u) —7)(x - Vu)dz

Br
- (f() =D Vayde = [ (f(u) =)@ Vu) d
BrN[u>0] BrN[u=0]
- (x - Vu)dx
BRﬁ[u<O]
=— fu)(x - Vu)dr + :E-Vudm—/ (x - Vu)dz
BrN[u>0] BrN[u>0] BrN[u<0]
y F
:—Z/ xia <u)dm+/ x-Vudx—/ (- Vu)dx
— JrN ox; BrN[u>0] BrN[u<0]
:—/ Flu)z-vdH "'+ N F(u)dz — N wda
d(BrN[u>0]) BrN[u>0] BrN[u>0]

umdeN*l—l—N/ ux - vdHN T,

+ / udr — /
d(BrN[u>0]) BrN[u<0] 8(BrN[u<0))

onde [u > 0] := {z € RV ; u(x) > 0qtp. }elu<0]:={reR";ulr) <0qtp. }.
Logo, fazendo R — oo, obtemos

(Md%V@MzNAJﬂM—MMﬂ (4.94)

RN
Finalmente, de (4.93) e (4.94) temos que u € P. O

Observagio 3.12.  « Para f(s) = |s|77?s o Problema (1.1), pela identidade de Poho-
zaev acima, nao possui solugao se
>
q — N _ 17

tal como foi observado no cléssico trabalho de Berestycki e Lions [20] para problemas
envolvendo o operador laplaciano. De fato, se u satisfaz (4.85) temos que

/RN |Du| = 1* /[RN <|uq|q — \u]) dx. (4.95)
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Por outro lado, se u satisfaz (2.11) tem-se que

- _ i — =2, _ = q_
/RN |Du| = /RN udivzdr = /RN u(|u|'"u — ) dx = /RN(|U| |ul)dz. (4.96)

Assim, de (4.95) e (4.96) temo,s que

1*
( - 1)/ lu|?dz = (1% — 1)/ lu| dz > 0,
q RN RN

0 que, por sua vez, implica que
q<1%.

« Quando o dominio for limitado, em [29] e [52], os autores provam que as solugoes
com tal tipo de dominio satisfazem uma identidade de Pohozaev mesmo que

Vale ressaltar que, a segunda observacao acima sé acontece quando é estudado proble-
mas envolvendo o operador 1—Ilaplaciano. Assim, o resultado previamente provado junto
a la primeira observacdo acima nos indica que quando o dominio é RY, a identidade de
Pohozaev ainda pode ser utilizado para mostrar resultados de nao existéncia de solucao
para problemas que envolvam tal operador.






4 Um problema anisotrépico
envolvendo o operador 1—laplaciano
com pesos ilimitados

4.1 O problema anisotrépico

Neste capitulo abordaremos o seguinte problema

i 1 Du = L U em
{d”<|xam> = ppf eme (1.1)

u = 0 sobre 02,

onde Q é um conjunto aberto e limitado em RY (N > 2) com fronteira Lipschitz 0,
0 € Q e os dois parametros a, b satisfazem 0 <a < N —lea<b<a—+ 1.

Consideramos as seguintes condigdes sobre f:

(fl) f € C([0>+OO>aR);
(f2) f(0) =0;

(f3) Existem constantes c¢;,co >0e 1< q< tais que

N(rah
If(5)] <1+ st Vs [0, +00);
(f1) Seja F(t) = [3 f(s)ds. Existe u > 1 tal que
0 < uF(s) < f(s)s, Vs> sp;
(fs) f é uma fungao crescente em [0, +00).
Observacgao 4.1. Pela condigao (fy) existem d;, dy tais que
F(s) > dys* —dy,

para todo s > 0. Além disso, usando novamente (f;), obtemos

f(s) > pu(dys*™ ' —dys™)  para todo s > sq
e assim, como p > 1, segue-se que

Jim_ f(5) = o0

61
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Observacao 4.2. Desde que, estamos procurando solugoes nao negativas, estenderemos
o dominio de f para R definindo f(s) =0 se s < 0. Assim, F'(s) = 0 para todo s < 0.

Nossos resultados principais sao os seguintes:

Teorema 4.3. Sejam 0 <a < N—1,0< 0 <1ea<b<a+ 1. Entao existe uma
constante Coxn > 0 tal que a sequinte desigualdade estabelece-se

1 " 1 1 0 1-0
/ lu["dx | < Cogn / —|Dul| +/ u|dHN </ |u|d1:) , (1.2)
Q |x|ore Q |x| o || Q

para todo u € BV, (), onde o = 0b e rg = m.

Teorema 4.4. Suponha que f satisfaz as condigoes (f1) — (fs). Entao existe uma solugao
nao trivial para o Problema (1.1). Esta solugdo é uma solu¢io de menor energia se ainda
exigirmos a condi¢do (fs).

4.2 Resultados preliminares

Nesta secao iremos apresentar uma certa classe de espacos de Sobolev com peso e
definiremos um espaco de fungdes de variacao limitada com peso. Além disso, usando
algumas versoes da desigualdade de Caffarelli-Khon-Nirenberg (ver [23]) mostraremos
que tais espacos estao imersos continua e compactamente em alguns espagos de Lebesgue
com peso.

Nos nos referimos a [40, 37, 47] como fontes para um estudo mais extenso sobre os
espacos de Sobolev com peso.

Para comegar estabeleceremos a classe de pesos que englobam os pesos envolvidos com
os espagos mencionados previamente.

Definicao 4.5. Seja w, uma funcio nao negativa localmente integravel em R¥. Dizemos
que w pertence a classe de Muckenhoupt A; se existe uma constante C,, > 0 tal que

][ wdr < C, ess i%fw para toda bola B C RY, (2.3)
B

onde fzwdxr = |—;| Jpwdz. Além disso, diz-se que w pertence a classe de Muckenhoupt

A, para p > 1 se
p—1
sup <][ wdm) (][ wllpdx> = Cpp < 00.
BCRN \/B B

Exemplo 4.6. Seja p > 1. A funcio w : RV \ {0} — R definida por
com N(p—1)<a<N,

¢ uma fungao localmente integravel que pertence a classe de Muckenhoupt A,,.

Observacao 4.7. Pode-se provar que, para todo p > 1 tem-se A; C A,.
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Agora, definiremos os espacos de Lebesgue com peso, onde tal peso pertencerd a classe
de Muckenhoupt A, .

Definicao 4.8. Sejap > 1 e w € A,. Denotaremos por LP(Q.w) ao espaco de todas as
func¢oes mensuraveis u em {2 com

1
Jullzvosn = ( [, dw) " < oo,

Daqui por diante, quando a funcao w for da forma ﬁ, com « como no Exemplo 4.6,
denotaremos L(£2) em vez de L(Q, |z|~®) para todo ¢ > 1.

Seja a funcdo p : RN — R definida por

1
kexp | ——— se |r| <1,
plx) = P <|x|2 — 1) = (2.4)
0 se |z| > 1,

onde k é tal que [y pdx = 1. Entdo, para cada € > 0 as mollifiers sdo dadas por:

pla) = o (%) (2.5)

€

Assim, estabelecemos o seguinte resultado.
Lema 4.9. Sejam p., como em (2.5), e f € LP(RY, w). Entdo
pexf—f em LP(RY,w), quandoe— 0.

Demonstragio. (Ver [45]). O

Observagéo 4.10. Tomando p = 1 no Exemplo 4.6, temos para 0 < a < N, que a fungao

w(z) = Ma pertence a classe de Muckenhoupt A; e assim, existe C,, > 0 tal que
1 1
][ Ay <Gy inf —, (2.6)
B(z,r) \y|a yEB(z,r) ‘y’a
para todo B(z,r) C RY. Mas isso implica que,
1 z—y\ 1 [pllo| B(, 1 )| C
(o)) == [ p(FY) o dy < —dy <
eV JB(ae e/ lyl |B(z,€)l /B Iyl" [E

para todo x € ) e alguma constante C' > 0.

4.2.1 Espacos de Sobolev com peso

Nesta subsec¢ao iremos apresentar um tipo de espaco de Sobolev com peso, onde o peso
pertencerd a alguma classe de Muckenhoupt A, .

Definicao 4.11. Seja p > 1 e 0 <a < %. O espaco de Sobolev com peso, denotado
por W'P(Q, [x|~%), é o espago das fungoes de L7 ,(Q2) cujo gradiente distribucional Vu
pertence a L? (Q), i.e.,

WHP(Q, |2]77) = {u € L}, (Q); Vu € Lg, ()}
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O espago WP(Q, |x|~%) é um espago de Banach com a norma

1 1
1 P 1 P
[ull} op = (/Q |x|ap|Vu]pdx> + (/Q |$|ap|u|pdx> : (2.7)

Observagao 4.12. Para p > 1, no livro [40], denotam o espago de Sobolev com peso
w = le%‘”’ por H'P(Q, |z|7%) e o definem como o fecho de {¢ € C™(Q); ||¢||}.,, < oo}
com respeito & norma (2.7). Assim definido H'?(Q, |z|~) ¢é provado que ele satisfaz
uma série de propriedades andlogas aos espacos de Sobolev cldssicos, W1P(£2), como por
exemplo a reflexividade e fato de ser um reticulado. Mais ainda, no trabalho [45] é provado
que esse espaco é igual ao espaco de Sobolev com peso WHP(§2, |x| %) e assim, esse tltimo
espaco satisfaz todas as propriedades do H'?(Q, |x|~°) dadas no texto [40].

Note que, na defini¢do prévia para p > 1 temos, pelo Exemplo 4.6, que a fungao peso

w(z) = —— pertence a classe de Muckenhoupt A,. Assim, pode-se estabelecer a seguinte
[P !

desigualdade de Poincaré (ver [40, pag. 9]).

Teorema 4.13. Sejap>1cec0<a< %. Entao existe uma constante C' > 0 tal que

R Y
p < p 2.
([P pimas) <o (fmergme) 28)

para todo ¢ € C°(Q2).

Para p > 1 definimos
Dy2(Q) = C(@)

onde || - ¢ a norma (2.7).

10

Note que, a desigualdade de Poincaré (2.8) implica que a norma || - ||} ,, é equivalente

/
l,ap

1
1 P 1
Nwl1.ap = </Q \Vu\p|x|apda:> para todo u € Dy% ().

Além disso, da Observagio 4.12 segue-se que Dy”(Q) C WLP(Q, |z|7P).

Em adiante consideraremos Dy (Q2) com a norma || - |[1,4p-

Observagao 4.14. Considerando o fato dado na Observacao 4.12, a saber que H"P(Q2) =
WhP(Q, |x]7°P), o leitor interessado pode obter mais informagoes sobre os espagos de
Sobolev com peso no livro [40].

Agora, mostraremos que os elementos do espago Dé:Z(Q) satisfazem uma versao da
desigualdade de Caffarelli-Khon-Nirenberg. Esse resultado, por sua vez, implicard que o
espagco D(l):g () estd imerso continua e compactamente em espagos de Lebesgue com peso,
L{,(Q) para ¢ adequados. Antes, porém, iremos apresentar a cldssica desigualdade de
Caffarelli-Khon-Nirenberg com pardmetros particulares (ver [23]).
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Lema 4.15. Seja p > 1 e considere os parametros satisfazendo 0 < a < %, 0<6<1
ea<b<a+1. FEntio existe uma constante €oxny > 0 tal que a sequinte desigualdade
estabelece-se para todo p € C(RY),

1

1 Top 1 » 1-6
nge )" < @ / DolPd (/ d) , 2.9
([ rlelmas) ™ < € ([, zipetas) " ([ lelas 29)

Np
ON—p[0(1+a—b)—N(1—0)] *

onde o = 0b e rg, =

Teorema 4.16. Sejam p > 1 ea, b, 0, a e rg, como do Lema 4.15. Entao existe uma
constante Coxn > 0 tal que

1

1 Top 1 % 1-60
rondy | < Dulrd / d ) , 2.1
</Q 2o | x) < &cknN (/Q leap| ul x) ( A |uldx (2.10)

para todo u € Dy (Q).

Demonstragdo. Seja u € Dé:g(Q). Definimos a extensao de u para RY por

u(xr) sex €,
(x)_{ 0 sex ¢ Q.

Note que, pela Proposicio 4.18 de [21] tem-se que p.* % € C*(RY). Mais ainda, desde
que ambas componentes dessa convolucdo tém suporte compacto em R, temos que

pe x i € CF(RY).

Logo, tomando ¢ = p, * u em (2.9) tem-se

L 0
1 op 1 » 1-0
71|70 ~\|p ~
(/RN e e d:);) < Con (/RN o Do ) da;) ([ oewildr)

(2.11)
N
onde aw = 6b e rg, = 0pr[0(1+afpb)fN(179)] )
Agora, passaremos o limite na desigualdade (2.11) quando € — 0.
Desde que @ € L'(RY), pelo Teorema 4.22 de [21], temos que
pexi— a4 em LY RY), quando e—0. (2.12)

Mas isso implica, a menos de subsequéncia, que
pe* i(x) = i(x) qt.p. 2z €RY,  quando €— 0.

Consequentemente, do Lema de Fatou segue-se que

1 1

1 ~ "op .. 1 ~ "op
/ [a["rdz | < liminf / ———|pe x u|"rdx . (2.13)
RN |:L.|a7'9p €0 RN |$|ozr9p

Como %(pe k) = P * %, onde % denota a derivada parcial de v com respeito a x;,
2 7 1

do Lema 4.9 temos que

Pe 8@ 8%

em L2 (RY) quando e — 0,
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ou equivalentemente,

/RN |x|ap’p€ « D ul|P dx —>/

quando ¢ — 0.
Portanto, de (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) em (2.11), quando ¢ — 0 obtemos

L 0
1 Top » 1-6
i |7op D ~
(/RN e 1 dx) < Coxn (/RN o D d:t) ([ jalar) . @15)

em L2 (RY), (2.14)

Como 4 é uma extensao de u segue nosso resultado. O]
No que segue, denotaremos Cq = sup{|z| : x € Q}, o qual é finito desde que 2 é

limitado.

Teorema 4.17. Sejam 0 < a < %, a<b<a+ler,=r,= %. Entao a

1mersao

DEA(Q) < LY(Q)

é continua para todo q € [1,1,], e compacta para todo q € [1,1,).

~ . 1 . N . ~ . ’ ,
Demonstragdao. Seja u € Dy (€2). Primeiro mostraremos que a imersao acima é continua.
Dividimos essa prova em trés casos.

Para ¢ = 1, aplicando as desigualdades de Holder e (2.10) temos que

[ ([ o) 0% (216)
A |:v|b uldr < o [ U .
rp=t 1 » z
<101 €onn | [ T IDul
o ol

< (19 + De€ernllull1ap -

Para o caso ¢ € (1,7,), usando a desigualdade de Cafarelli-Kohn-Nirenberg (2.10),

obtemos
bg—b
/| ‘b‘u|q —/ ‘x|b P |bq’u|‘1dm C’q /| ’bq’u‘qu
Chab o (/ |x’brp, |rpdx> (2.17)
. 1
(ba—b g
o ‘Q| E €CKN (LW’DUP)
chrie) —ipup)’ (218
CKN O |Z‘|ap : :
Consequentemente,

=

1 % 1 P
q < b P
( f e d:z:) < (Ca+ (19 + 1ecrx ( Jy P )
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O caso ¢ = rp, segue de um argumento similar ao anterior. Portanto, em qualquer caso,

existe C' > 0 tal que
1 7 1 v
/ e < C / 1Duf |,
Q |z[b Q |z[oP

para todo u € Dy”(R) e q € [1,7,], ou seja, a imersdo Déjg(Q) — L} (Q) é continua.

Agora, mostraremos que a imersao Dé:g (Q) — L{(2) é compacta para todo g € [1,7).
De fato, seja (u,) C Dé:g(Q) uma sequéncia limitada. Entao, desde que Déjg(Q) C Whr(Q)

N pp, a menos de

e estando WP(£2) imerso compactamente em L4({2) para todo 1 < ¢ <
subsequéncia, temos que

N—

u, = up em LYQ) quando n — oo, (2.19)
para todo ¢ € [1, NN—_’;). Mas isso implica, a menos de subsequéncia, que
up(z) = uwo(z) qt.p. z € Q.

Consequentemente, do Teorema 1.32 de [40] (onde considere Hy”(Q) = Déjg(Q)), segue-se
que ug € Dé:Z(Q). Sendo assim, resta provar que u,, — uo em L{(§2) para todo q € [1,r,).
Consideremos dois casos:

(1) Para q € (1,r,), note que, existem 6,0, € (0, 1) tais que

1 Np

6, =T 0N —p[(1 ta—b) — N(1— 6y)]

Entéao, se escolhemos § = max{#;, 6} tem-se

1 Np

9 =TS GNPl +a—0) - N(1—9)

=Top -

Assim, pela desigualdade de Hélder e (1.2), obtemos

1 1 1
_ —— p— I _ |9
/Q|x|b|“" ul dx_/(2|x|b—9bq|a:|9bq|un uftde

1
0bg—b g
< (4 /Q ’x|9bq|un u|?dx

0bg—b Tgrp;q 1 )
< O Q)| ror /wa|un_u| > o

Obg—b Top—4 . 0q (1-0)q
< RN el = ullly (] lun — ulda)

q

7'9p

e desde que u,, — u em L'(2), temos que u,, — u em L?(§)) quando n — oc.

(2) Para g = 1, observe que, existe 0 < < 1 tal que 6(1 + a) > b. Entao

1 1 1
—un—udx:/i_—_un—udx
ot = e = |, o e

re—p—l

1

— "op =
]_ T9p71 1 r- "op
_ - Uy, — ul"ordx :
/Q <|x’b9b> (/Q |J]|9br§p| n ’ P >
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Como (a4 1) > b implica que b(1 — 0)—%2- < N, temos

r(;pfl

"o

1 Tgp—1
A= /Q <|x|b_6b> dr < 0.

Assim, pelo Teorema 4.16, temos que

1

1 1 op

/ 7b‘Un - u‘dl’ S A </ Obrs ’un - U‘TOPd:L.> ’
o |z Q |z|?7o

1-6
< A€oin|lun — u||?’ap (/Q [y, — u|dx>

e como u, — u em L'(Q), tem-se u,, — u em L} (Q) quando n — oco. Assim, de (1) e (2)
temos
up, = ug  em L{(Q2) quando n — oo,

para todo ¢ € [1,7,). O

4.2.2 Um espaco de fungoes de variagao limitada com peso

Nesta subsegdo, seguindo o trabalho de [17] apresentaremos um dos espagos de fungoes
de variacdo limitada com peso w(z) := = 0 <a< N —1, tal peso pertence a classe

L |m|a7

de Mouckenhoupt A;. Além disso, serao estabelecidos alguns resultados nesse espaco.

Definimos

var,u(§2) := sup {/ udiv pdr; o € CHQ,RY), |o(z)] < 1} < 400.
0

]

Note que, pelo Teorema de Representacao de Riesz, o valor var,u(£2) define uma medida
de Radon (ver Secao 1.8 de [30]).

Como

— 0<a<N-1

)= o

¢ continua em 2\ {0}, por [17, Theorem 4.1] temos a seguinte equivaléncia.

Teorema 4.18. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) var,u(§2) < ooy

(b) ue BV(Q) e 2] € L'(Q,|Dul).
€T a
Além disso,
1
() = / Dul . 2.20
vargu() = [ oD (220)
Definig¢ao 4.19. O espago das fungoes de variagao limitada com peso w(x) = ‘;'a, deno-

tado por BV, (), é o espaco das fungdes u € L'(Q) tais que | - |7*|Du| é uma medida de
Radon, i.e.,

BVL(Q) — {u e L'(): /Qla|Du| < +oo}.
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O espago BV,(€2) é um espago de Banach com a norma

1
= D / dz.
lullsvoy = [ el Dul + [, ke

Observacgao 4.20. Desde que {2 é um conjunto limitado, podemos concluir que

BV,(Q) C BV(Q).

Mas isso implica que o operador trago o : BV () — L},v_1(9€2) (como do Teorema 2.13),
estd bem definido em BV, (), e assim cada u € BV, () tem seu trago sobre 0f2.

Proposicao 4.21. A norma || - || pv, () € equivalente a
1 1 _
lullvira = [ == lDul+ [ —fuldi (2:21)
Q |x| o |z|®

Demonstracao. Usando a Proposicao 2.15 temos

/mmgc(/ Dul+ | |u|d7-[N_1>
Q Q o0

1 1
<C /—|Du|—i—/ u|dHN 1)
Q |x| o |zl

[ull vy < (C"+ Dllullavi@),- (2.22)
Por outro lado, do Teorema 2.13 temos que o operador traco 7, ¢é linear e continuo e
assim, existe C' > 0 tal que

/89 luldHN !t < C (/Q | Dul| —i—/Q|u|dac> :

Logo, se considerarmos M, = max,csn {i}, tem-se que

Entao

|z]*
[ullBva@)a < (Mo + Dllullpvao - (2.23)
Consequentemente, de (2.22) e (2.23) temos que as normas || - |[sv,(@) € || - || Bv.(@),1 880
equivalentes . O
De agora em diante, consideraremos o espaco BV,(£2) com a norma || - || gy, (@)1

Observacgao 4.22. Considerando a identidade dada no Teorema 4.18 e seguindo os ar-
gumentos da prova de Lema 2.6, pode-se provar que o funcional abaixo é semi-continuo
inferiormente com respeito & convergéncia de L'(),

1
BV,(Q) 3 urs /Q oDl

|z

Além disso, se considerarmos u e €2 como as extensoes de u e 2 dadas no Exemplo 2.14,
o seguinte funcional:

) 1
BV, () 9@H/—|Dﬂ|
a [z

também é semi-continuo inferiormente com respeito & convergéncia de L' (). Mais ainda,
desde que Dit = Du|q+7o(u)vHN 1|50, temos que o funcional

1 1
BV,y(Q) 3 u s / | Du| + / | dHN (2.24)
o |x| o ||

também o é.
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Outro funcional que também ¢é semicontinuo inferiormente com respeito a convergéncia
de L'(Q) ¢ dada no seguinte resultado.

Lema 4.23. Seja p € CH(Q), ¢ > 0. O funcional abairo é semi-continuo inferiormente
com respeito a convergéncia de L'(Q),

1
©|Dul . (2.25)

]

BV,(Q) 9u»—>/ﬂ

Demonstragio. Sejam u € BV,(Q) e ¢ € C}()) com ¢ > 0. Entdo, comegaremos mos-
trando a seguinte identidade:

1 1
/ @|Du| = sup / udiv (p®)dr : ® € CHQ,RY),|P| < . (2.26)
Q |zle Q ]

De fato, pelo Teorema 3.3 de [17], tem-se que existe uma medida de Radon u sobre Q e
uma fung¢ao g—mensuravel o : 2 — R tal que

1) o] =1 p— qt.p. em Q,
2) Joudiv®dr = — [ ® - o|z|*du  para todo ® € CH(Q;RY).

Além disso, como BV, (Q) C BV(2) e assim u € BV(Q), segue-se do Teorema 1 de [30],
que existe uma funcio |Du|—mensurdvel & : Q — RY tal que

i) |o| =1 |Du|— q.t.p. em ©Q,

i) [qudiv®dr = — [ ®-7|Du| para todo ® € CL(Q;RY).
Note que, 2) e i) implicam que

/ - ol|x|®du = / ®-5|Du| para todo ® € CHQ,RY). (2.27)
0 0

Seja p € CH(Q) tal que 0 < ¢ < 1. Assim, usando 2) e (2.27) obtemos

J

ud1v<1>dm d € CHO,RY), |®(z)] < L } (2.28)

D_
uM ul = sup "

]

1
sup /cpq) a]a:|“du+/ (1 —)® - olz|®dy; & € CHOQ,RY), |®(z)| < }

]

U

sup{/cp olaltdu; € CHQLRY), |(z)] < — }
{
|

/ngID a|Dul; @ € CH(Q,RY), [®(z)] < |x|a}

—i—sup{ ©)® - 7|Dul; ® € CLH(Q,RY), |®(z)| < ! }

]
< [ enlbul+ (1= giDul = [ lDul.

Consequentemente, todas as desigualdades prévias sao na verdade igualdades.
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Note que, por (i) temos

/udlv(goq)) /goé[) o |Dul.

Entao,

1
sup{/udiv(w@)dm; d € CHO,RY), |®(z)] < ,}< )
Q
Por outro lado, de (2.28) segue-se que

1 1
pIDul = [ —IDul = [ (1= ¢)—|Du
R 0 [af" e

1
:sup{/gwcb-awur; b € CHQRY), |B(x)] < }

]

+ sup {/(1 —)® - |Dul; ® € CHQ,RY), |®(z)] < L }

[
_/ (1-o

1
< sup /Qcpq) -5|Du|; ® € CHQ,RY), |®(x)] < } (2.30)

]

= sup {/Qudiv (@) dx; ® € CHQ,RY), |®(z)] < L } (2.31)

]

Assim, das desigualdades (2.29) e (2.30), temos provado (2.26) para todo ¢ € C*(2) com

0 < ¢ < 1. Para p € CHQ) com ¢ > 0 é suficiente considerar ﬁ em lugar de ¢, e

assim concluir em (2.26) .

Uma vez conferida a identidade (2.26), a semi-continuidade do funcional u — [, goﬁ\Du]
com respeito a convergéncia de L'(Q), decorre dos argumentos da prova do Lema 2.6 .

O

4.3 Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg em BV,({})

Nesta secao apresentaremos uma versao da classica desigualdade de Caffarelli-Khon-
Nirenberg (ver [23]) que serd satisfeita pelos elementos do espago BV, (€2). Mais preci-
samente, provaremos o Teorema 4.3. Consequentemente, provaremos que BV, (2) estd
imerso em certos espacos de Lebesgue com peso.

Demonstracdo do Teorema 4.3 Scja u € BV,(f2). Considere a extensao de wu,
denotada por @ e definida como

sex € ()

i(r) = { U(x()) se T ¢ Q.

Note que, D&t = Du|qg+7o(u)vHN 1|50, onde v é o vetor unitdrio normal exterior a €.
Ainda, @ € L} (RY) e assim, pela Proposigao 4.20 de [21] tem-se que

i % p. € O (RY).
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Logo, aplicando o Lema 4.15 para ¢ = a*xp. e p =1 (rg = re1 = QN,[Q(Hafb),N(l,g)})a
temos

1 0 1 ’ 16
/ % prede | < Coxn / V(@ # p)|da (/ |ﬂ>|<p€|d:v> .
RN |x|oTe RN |x|® RN

(3.32)
Agora, tomaremos o limite quando € — 0 em cada termo acima.

Por [6][Proposicao 3.2(c)] tem-se V(@ * p.) = Dii* p. em RY. Logo, usando o Teorema
de Fubini obtemos

1 1
eplar [ (e vn) ipal
[ V@ plds < vaﬂa*p)|u|

Por outro lado, da Observagao 4.10 segue que existe C' > 0 tal que

(7o) @< 5

para todo x € Q. Além disso, como o peso w(x) = ﬁ ¢ continuo tem-se que

1 1
] ]

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

* Pe — pontualmente em R™ \ {0} .

1 1 1 1
I J1p@) = [ o Ap@) = [ |Dul+ [ dHN (3.33
iy [, (i o) 10601 = [, D@1 = [, lpal [, Lo 53

Desde que @ € L'(R”Y) temos que

pex i — @ em L'(RY) quando e — 0. (3.34)

Mas isso implica, a menos de subsequéncia, que
pe * U(x) — i(xr) qt.p. em RY, quando e — 0.

Logo, usando o Lema de Fatou temos que

e—0

1 1 1
/ |u|" dox = / |a|" dz < lim inf |G % pe|™ dex . (3.35)
Q |$|OAT9 RN |$|o¢7‘9 RN |$|ar9

Portanto, fazendo € — 0 em (3.32) de (3.33), (3.34) e (3.35) temos que

1 0
1 . o 1 1 N1 1-0
[ optlrde) " < Ccun ([ oolDul+ [ fuldH (/ |u|dx) . (3.36)
Q |x|are Q |z|® o |zl Q

para todo u € BV, ().

Lembrando que Cq = sup{|z| : « € Q} é finito, estabelecemos as seguintes imersoes

do espaco BV, ().
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N

N_(ita=b)" Entdo a imersao abaizo é continua

Teorema 4.24. Sejama <b<a+1ler =
BV,(Q) < L{()  para todo q € [1,r].

Demonstragio. Seja u € BV, (). Consideramos trés casos:

(1) Para ¢ = 1. Pelas desigualdades de Hoélder e (3.36) segue-se que

1
1 1 v r—1
= ulde < / AN 3.37
[yttt < ([ ol ) (3.37)

r—1 1 1
L Conn /—\Du]+/ uldH 1)
Q |x| o |z|®

(2) Para ¢ € (1,r). Usando novamente a desigualdades de Holder e (3.36) temos que

1 1 1 ba—b 1
Uy — q q q
/Q |$|b|u| dz /Q oot |x|bq|u\ dx < Cg /Q |x|bq]u| dz

I I
< Clb |0 (/Q lebr|u| da:) (3.38)

r—q 1
- g /—D +/
CKN<Q|x|a’ U| 90

(3) O caso ¢ = r decorre de um raciocinio anélogo ao anterior.

Portanto, de (1), (2) e (3), para u € BV,(£2) temos que existe C' > 0 tal que

1 7 1 1
/—b]u|qu <C /—]Du\ +/ luldHN 1)
Q |z Q |z|* o0 ||

para todo ¢ € [1,7]. ]

<1

1 q
< CH0 |x|a]u\d7-lN_1> .

N

N_(i+a=h) Entao para todo q, 1 < g <r a

Teorema 4.25. Sejoa <b<a+1er =
1mersao

BV,(Q) — L{(Q)

¢ compacta.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia limitada em BV, (Q2) e como BV,(Q2) C BV (1),
(up,) é também limitada em BV(Q2). Entéao, pelas imersoes compactas de BV (), existe
u € BV (Q2) e a menos de subsequéncia, temos que

u, —u em L'(Q) quandon — co. (3.39)

Seja p € CH(Q) tal que |p(z)] < ﬁ Entao, pela convergéncia acima temos que

1
/udivgadx: lim / Up, divgpdmﬁliminf/ —|Duy| .
0 n—oo JO n— 00 QO ’m‘a

Logo, tomando o supremo em ambos lados, pelo Teorema 4.18 temos que u € BV, ().
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Suponha que 1 < g < r. Entao, existem 6,6, € (0, 1) tais que

1 N

0 "I N (I ta—b) N1 —6y)

Escolhendo 6 = max{#;, 0} temos

N
N—-01+a-0b+N1-6)

1<<
Qq

Assim, pela desigualdade de Holder e (3.36), obtemos que

1 1 1
e — ylddy — Ly
i apton =l = [, o e — ' (3.40)
1
0bg—b
= Ca /Q |x|9bq|un —ul'dw
1 a
Tg—q o
< 0%t T /7 L —ul"d
<G| . ]x‘%rem u|"dx
0bg—b| (| L 0 (1-6)q
< OO0 et — % o (/Q |un—u]dx) Lo,

quando n — oco. Aqui usamos que (uy,) € limitado em BV, (€2) e (3.39).

Agora, seja ¢ = 1 e escolha § € (0,1) tal que §(a-+1) > b. Entdo, usando a desigualdade
de Holder temos que

1 1 1
/Q W!un — uldr = /Q |x\b—§bw|un — uldz

rgfl

) e\ . N
_ 7‘9’7 L B Téd ’I‘§
A(!x\b@b) </9|x|%w’“” ul ) |

)
rg—1

"6
1 'ré—l
A_/Q<‘x|b—9b) dr < 00.

Logo, da desigualdade (3.36) e de (3.39), obtem-se que

Note que, a escolha de # implica que b(1 — 6) < N e, assim

1

1 1 - g
/Q W!un —uldr < A (/Q W!un — ul 9dx> (3.41)

1-6
< A€crxlln = ullpvya [ lon = uldz) =0,
quando n — oo. Portanto, de (3.40) e (3.41) temos

u, > u em LI(Q) quando n — oo,

para todo g € [1,7).
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4.4 Extensao da Teoria de Anzellotti

Nesta secao, estenderemos a teoria de Anzellotti que foi dada no Capitulo 1 para um
cenario que envolve campos vetoriais ilimitados.

4.4.1 Teoria de Anzellotti com pesos

Consideremos os pesos da forma w(z) = |z|™® com 0 < a < N — 1, embora possa-se
aplicar a pesos mais gerais.

Definimos

Note que, se z € DM,(Q) entdo divz € L'(2). Na verdade, para isso, ¢ suficiente
mostrar que z satisfaz a seguinte identidade

(1 . 1
—/Qz-Vgodx:/ngm div <|$|az> —/ng|x| z v<|x|“> , YoeD(). (4.42)

De fato, seja p > 1 tal que 0 < a < %. Entao

Lo

’l’|ap € ‘2

onde A, é a classe de Muckenhoupt (ver Definigao 4.5). Logo, o espaco de Sobolev com
peso Wy P (RN, |z|~%) esté bem definido. Seja ¢ € D(Q). Definimos

] oplx] sex e,
flz) = { A, (4.43)
Note que,
pex f — p|z|® uniformemente em 2, (4.44)

quando € — 0 e, desde que f € WHP(RY | |2|7%) tem-se

Vipe* f)=pex V], (4.45)

onde p, ¢ a fungao mollifier definida em (2.5). Como supp (f) = supp (¢) C € temos

supp (pe * f) C B(0) +supp (f) C 2,

para € < %dist (supp (f),09) . Além disso, pelo Lema 4.9 temos que

pe*Vf—=Vf em LP(RY |z|~P). (4.46)
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Assim, por (4.44), (4.45) e (4.46) temos que

1 1
/ ole|*div ( —z | de =lm [ p.x fdiv | —z | dx
Q || <0 Jo |z

) 1
= —hm/Q ‘x’az-V(pE*f) dx

e—0

1
=—lim [ —z-p.*Vfdz (4.47)

e—0 ‘1’|

:—/ |x|az-Vfdx
(ipla|®) dax

|96 o
Usando (4.47), temos que

1
/ plr|*div | —-z | dx —/ olr|*z -V -
Q ] Q |95|
1 1
= —/ -7+ V(p|z]") d:p—/ olz|'z -V -
] Q ]

=/, (r @ ‘f'”@”’”“"'“V(l;\a))dx

:—/Z-Vgodzv.
Q

Assim,
1

]

divz = |z|*div <| = ) dr — |z|*2 -V (

Consequentemente divz € L'(Q) e assim, a teoria de Anzellotti nos fornece o trago fraco
[z, V] sobre 02 e a medida de Radon (z, Du), para todo u € BV,(Q2) N L>(Q).

) em D'(Q)) .

Ao longo desta se¢ao consideraremos a funcao 7 : R — R definida por

S |s| <k
Ti(s) = kﬂ se |s| >k . (4.48)
s

Lema 4.26. Seja z € DM,(Q?). Entdo div (Tk (‘ |a) ) e L' (Q) e

div (Tk <’xl‘a) z) =Ty (\xl|a> divz +z - VT (’(;W) em D'(Q). (4.49)

Demonstragio. Segue dos mesmos argumentos usados para provar que divz € LY(Q). [
Lema 4.27. Para todo z € DM,(S2) temos que

1 1
[WZ, V] !x\“[z vl HNT = gtp. em 0Q.

Demonstragio. Seja k > 1. Pela Proposicao 2 de [24], temos

()] v

Logo, ¢ suficiente considerar k > max,csn {| |a} para obter nosso resultado. O



Extensao da Teoria de Anzellotti 77

Figura 4.1: Grafico da funcao Tj

!

K Tk

Fonte: Elaborado pelo autor

4.4.2 A medida (|_1|az, Du) e o traco fraco [p}'az, V]

Ao longo desta subsecao, consideraremos z € DM, () e u € BV, (Q2) N L>(Q).
Definimos o funcional (T,C (i) z, Du) : CX(Q) — R por

|z|®

()L (o
|| 0 ] Q |z
(4.50)
para todo ¢ € C°(Q2).

Note que, como div (Tk (|$1‘a) z) € L'(Q) ( ver Lema 4.49), o funcional (4.50) esta
bem definido.

Desde que z € DM, (), temos que divz € L'(Q) e assim, o par (z, Du) é uma medida
de Radon, como foi concluido na subsecao anterior. Sendo assim, definamos o funcional
Ty (ﬁ) (z, Du) : C(Q2) — R por

<Tk (Q) (z,Du),gp> - [n <|x1‘> o (2, Du) . (4.51)

Os funcionais (4.50) e (4.51) sao iguais. De fato, se denotarmos w(z) = T} <L> e
considerarmos a convolugao p. * (pw), entdo

pe % (pw) = pw uniformemente em Qe
V (pe * (pw)) = V(pw) em  LY(QGRY),
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quando € — 0. Consequentemente, usando (4.49) temos que

() 1) e

— lim / pe * (pw) (2, Du) (4.52)

e—0 /O

= —lim [ u(pe * (pw))divzdr —lim [ uz -V (p * (pw)) dx

e—0 /O e—0 /0O
1
:—/ugoTk — divzdw—/uz-v Ty dx
Q || Q x|

= e (1 () ) o= [t ()2 wo
(1 () 22) 6)-

Além disso, pode-se provar que o funcional (Tk (| |a> z Du) ¢ uma medida de Radon

e assim, T} (| ‘a) (z, Du) também o é. Mais ainda, pode-se demostrar que essas duas
medidas sao iguais, isto €,

1 1
(Tk <W> z, Du) =T <\x|a> (z, Du)  como medidas de Radon, (4.53)

para todo k& > 0. O
Lema 4.28. Sejam z € DM, () e u € BV,(Q) N L>(2). Entdo,

——(z, Du)

1 1
<—D<Oo/—D<, 454
< [, e Dol < el [, 21Dl < o (454)
para todo conjunto de Borel B C €. Além disso, ﬁ(z7 Du) é uma medida de Radon.
Demonstracao. Desde que

/zDu‘ /|zDu|<Hz||Loo /|Du|

para todo conjunto de Borel B C (2, segue-se que

1 1
< | —|(z,Du)| < s /—D ,
)| < [, e Dl < Wellimcen [, D

para todo conjunto de Borel B C €2, e como [, ﬁ|Du| < 00, tem-se que

1

]

——(z, Du

——(z, Du)

é uma medida de Radon em {). OJ

Definicao 4.29. Seja z € DM,(Q2) e u € BV, () N L>*(2). Definimos o funcional
(le Du) : C(Q2) — R por

1 1
<< zZ Du) > = —/ updiv (z) dx —/ —uz - Vdx
e Q || @ |z

para todo ¢ € C(Q).
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Lema 4.30. Para todo z € DM,(Q) e u € BV,(2) N L>®(Q), temos que

1 1
(z, Du) = W(z, Du)  como medidas de Radon.
€T a

|z

|xl|a (z, Du) : C*(Q2) — R por

(4.55)

<r:c1|a % u). > I

para todo ¢ € C°(2). Note que, esse funcional estd bem definido pois, pelo Lema 4.28,
|$1|a (z, Du) é uma media de Radon.

Por uma das identidades dadas em (4.52) temos que

/QTkQ;’a) o(z, Du) = /ugpdw( <| ; )z) d— /uTk<| ; )z-Vgpda:. (4.56)

Logo, usando o Teorema da Convergéncia Dominada, pode-se provar que (4.56) converge
para a identidade abaixo quando k — oo,

1 1 1
/ ©(z, Du) = —/ wpdiv | —z | dr — / u—=:2-Vodr.
Q |z|* 9 || Q |z

Consequentemente, da Definicao 4.29 temos que

<’;‘G(Z,Du),4p> = <<‘ 1’az Du) ,g0> Ve Cr(). (4.57)

Mas isso implica, pelo Teorema da Representacao de Riesz, que

1 1
( z Du) = —(z,Du) como medidas de Radon.

] Jae]

Teorema 4.31. Sejam z € DM,(Q) e u € BV,(2) N L>(Q). Entdo estabelece-se

1 2N _ 1 N-1
/Qudzv <|37’ > dx +/Q PE (z, Du) = /69 Br [z, v udH"™ . (4.58)

Demonstragio. Desde que div (Tk <| |a) z) € LYQ) e u € BV, () N L>(Q), podemos
aplicar a identidade de Green (3.22) do Capitulo 1, para estabelecer que

/Qudiv (Tk (Q) z> da:+/QTk (@) (2, Du) :/aQTk (;l >[z, VudHN, (4.59)

para todo k& > 0, onde usamos [Tk ( : ) z, y] =Tk (\a;1|a> [z, v] (ver Proposicao 2 de [24])
e (4.53).
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1
Como z W é uma func¢ao limitada em 0f). Entao para k suficientemente grande
x

T} (ﬁ): L Assim,

B
[T L Judn = [ L g uN (4.60)
oo F\ze ) oo |z|*t ’ '

para k suficientemente grande.

Por outro lado, segue-se, da teoria de Anzellotti, que existe uma fun¢ao | Du|—mensuravel,
0(z, Du,x) : Q — R tal que

/ (z, Du) = / 0(z, Du,x)|Du| para todo boreliano B C €2, (4.61)
B B

10(z, Du, v)|| L@, 1pu)) < [12]| 20 - (4.62)

Isso, por sua vez, implica que,

[ 7 <|x1|> (. Du) = [ T3 <|x1|> 0(z, Du,2)|Du| e
’Tk (Ir(:lI) 0(z, Du, 7)

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

2] o< 0)
e

L2 (€,| Dul)

k—o0

1 1
lm [ T, (Im\) 8(z, Du, z)| Dyl :/QWH(Z,Du,x)|Du|. (4.63)

Considerando a identidade (4.49), pode-se provar que

1 1
lim [ wdiv (T | — |2 dac:/udiv —z | dx. (4.64)
ko0 Jo ] 0 ]

Portanto, fazendo k — oo em (4.59), por (4.60), (4.63) e (4.64), obtemos (4.58). [

Observacgao 4.32. Note que, pelos Lemas 4.27 e 4.30, a identidade de Green (4.58) pode
ser escrita como:

/udiv Lz d:c+/ LZ,Du :/ iz,y udHN 1.
Q || a \ |z] o0 | |z|*

4.5 Conceito de solugao para o Problema (1.1)

Du
| Dul

Por isso, apresentamos uma definigao precisa de solugao para o Problema (1.1), da seguinte
maneira:

Defini¢ao 4.33. Diz-se que u € BV,(Q2) N L>*(2) é uma solugdo do Problema (1.1) se
existir um campo vetorial z € L>®(,RY) com ||z]|., < 1 e tal que

Tal como no capitulo anterior, o argumento nao esta bem definido quando Du = 0.

) 1
(1) —div (Fez) = ppf @ em D),
1
(2) (ﬁz, Du) = W|DU| como medidas de Radon em €2,
x a

(3) [z, V] € sign (—u) sobre 09).
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No que segue, apresentamos uma caracterizagao variacional das solugoes do Problema
(1.1). Sendo assim, comegamos com o seguinte resultado, cuja prova no caso sem peso
pode-se encontrar em [9, Proposition 2].

Proposicao 4.34. Para u € BV,(Q) N L>(Q), as sequintes afirmagoes sao equivalentes.

(a) u € uma solugao para o problema (1.1);

(b) Existe um campo vetorial z € L=(Q,RY) satisfazendo ||z]|s < 1,

1 1
—div [ —z | = —f(u), em D'(Q
(17) = /@ en D)

e
1 1 1
/Q Wf(u)(v —u) = /Q W(Z, Dv) — /BQ WU[Z’ V] dHN T lullsva, (5.65)

para todo v € BV,(£2) N L>®(Q).

Demonstragio. (a) = (b) Seja u,v € BV, ()N L>*(Q) e u solugao de (1.1). Claramente a
primeira identidade em (b) decorre da Defini¢ao 4.33. Para mostrar a segunda identidade,
basta aplicarmos a férmula de Green (4.58) deste este capitulo para v —u € BV,(2) N
L>(Q) e usar as identidades da Definigao 4.33.

(b) = (a) Tomando v = u em (5.65) obtemos

1 1 1
/ | Du| + / lu dHN ! = / (2, Du) — / ulz, v] dHNL. (5.66)
o |x| o9 o |x| o0 ||

Desde que, 2] < 1 ¢ |z, /)]0y < 2] temese

1 1
_|x|au[z,u] < malu\ (5.67)

Assim, aplicando duas vezes (5.67) em (5.66) obtemos

] |z

1 1
<z Du) = ——|Du| como medidas de Radon . (5.68)

Note que, por (5.68) em (5.66) obtém-se que

1 1
/ | dHN 1 = —/ wlz, V] dHN T
o0 || o ||

ou seja,
[z, v] € sign (—u) sobre 0f). (5.69)

Portanto, da primeira identidade no item (b), (5.68) e (5.69) temos que (b) = (a). O

Corolario 4.35. Se u é uma solugao para o problema (1.1), entao estabelece-se
1
o @ = ) < ellsvin = lullsvian,. (5.70)

para todo v € BV,(Q).
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Demonstragio. Note que, se v € BV, (Q) N L>®(Q), pela Proposicao 4.34 e o Lema 4.28
consegue-se provar (5.70).

Seja v € BV,(R2). Entao, tomando Ty(v) € BV,(£2) N L>*(Q2) e usando novamente a
Proposicao 4.34 e o Lema 4.28 obtemos

1
/wa(u)(Tk(v) —u) < [Tz = lullsve.n < [vllve, = llulsve.- (5.71)

Por outro lado, segue-se, do crescimento subcritico da fun¢do f e pelo Teorema da Con-
vergéncia Dominada, que

1
zHoo/ |g;|b (v) —u) = /Q Wf(u)(v —u). (5.72)

Assim, passando o limite em (5.71) quando k — oo e considerando (5.72), obtemos nosso
resultado. O

Para caracterizar a norma do sub-diferencial, poderiamos tentar adaptar a prova de
[9, Section 5] ao espago BV,(€2). No entanto, para nossos proposito, o seguinte resultado
serd suficiente.

Proposigao 4.36. Seja h € L*(Q) e assuma que o problema

1 Du
—div —— | = h emf(),
(Iﬂ«"\“IDM)

u = 0 sobre 09,

(5.73)

tenha uma solugdo variagdo limitada, onde por uma solu¢do para o problema (5.73) que-
remos dizer que u satisfaz a Definicao 4.33 com a substituicio obvia de ﬁf(u) por h. Se

u € BV,(Q)NL>®(Q) e h € d||u|lpvy, entio u é uma solugdo para o problema (5.73).

Demonstragio. Seja w € BV,(2) N L*>(2) uma solucao para o problema (5.73). Entao
existe um campo vetorial z € L>(Q, RY) tal que ||z[. <1,

—div (az> =h em D(Q), (5.74)

1 1
<‘ | z Dw) :| | |Dw| e [z,v] €sign (—w) sobre 0.
a x(l

Assim, tomando w — u como fungao teste na Férmula de Green (4.58) deste capitulo
e usando as relagoes anteriores, obtemos

/Qh(w —u)dz (5.75)
1 1 1 N-1 1 N-1
:/ (z, Dw) —/ ——(z, Du) —/ wlz, v dH" " + | ——ulz,v]dH
Q |z|® Q |x| o0 || oQ ||
1
llloviors = [, e D)+ [l o] -

Por outro lado, a hipétese h € 8||u||BV(Q)71 implica que

[ hlw —w)de < sy = lulavio. (5.76)
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Logo, usando (5.76) em (5.75), temos que

/| @ z, Du) +/ |u|d’HN l—l—/ [z, V] dHY ! < 0.

Q lea

Como —ulz,v] < ||z]loo]u| < [u] HN'—qt.p. z €90 e fgﬁ(z,Du) < fﬂﬁ\Dul,

temos que
1 1
/—(Z,Du) :/ | Du|
o |z[* o |z[*

1 N-1_ _ N-1
/dQ e M / |x‘a|uld’H

ou equivalentemente

z,v] € sign (—u) HY'— q.t.p. z €N (5.77)
¢ 1
| (z, Du) = W|DU| como medidas de Radon. (5.78)
¢ zr|®
Portanto, de (5.74), (5.77) e (5.78), temos que u é uma solugao de (5.73). O

4.6 Prova do Teorema 4.4 por meio de problemas
envolvendo o operador p—laplaciano

Esta secao esta destinada a provar o Teorema 4.4 por meio de uma abordagem base-
ada em um argumento de aproximacao. Primeiro consideramos problemas envolvendo o
operador p-laplaciano e, seguindo os argumentos de [52], provaremos estimativas a priori
que nos permitem encontrar a solu¢do w do problema (1.1), quando p — 1%.

4.6.1 Problemas aproximados envolvendo o operador p—laplaciano

Em primeiro lugar, consideremos l<p<2enotequep < N <
O<a<N-1Lpu>lel<qg<gy

_N
Ta—p- Desde que

podemos assumir que p também satisfaz

m>
—p _ _ _ N
a< —— < N-—-1, > e <qg<qg+p—-1< .
5 f>p P<qg<q+p N_(+a-D)
Mas isso implica que, se denotamos ¢ =q+ p — 1,
P AN > <q< Np
e e
L — p  H7F b= N-p(l+a-10)’

para todo 1 < p < p. Agora, para cada 1 < p < p, consideremos o problema

1
. QV _ m €2
e <| |ap| vul” u) lebfp(u) o (6.79)

u =0 sobre 02,

onde f,(s) = f(s)|s[P~!. Note que, como uma consequéncia de (f1) — (fs), esta funcao
satisfaz
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(fip) fo € CO([0, +00), R);
ols)

(f2p> sll}/(l)l_*_ gP— 1 = OJ
(fsp) Existem constantes ¢i,co >0ep < g < %, tais que

1£o(s)| < c1 + st para todo s € [0, 4+00) ;
(fs4p) Existe p > p tal que
0 < ukp(s) < fu(s)s, Vs=>so,
onde F,(t) = [y fo(s)ds

Observagao 4.37. As condigoes (f1,) — (f3p) sdo imediatas de verificar. Para verificar
(fap), observe primeiro que ao integrar por partes temos que

fos)s _ £(s)lsl1s _ fis)s
Fp(5> F(s)lsppt=(p—-1) [y ﬂ%da F(s)—(p— ) \p I fo \0\2 p

quando s > 0. Logo, por limg_, ., F'(s) = +oc e regra de L’Hospital tem-se que

F(o
lim (p—1 / S~
i (p >|Syp—1 ) Tojzr 40 = 10
Assim, (p— 1)| = IS |F|20)p do ¢é positivo para s suficientemente grande. Portanto, decorre

desse fato que (5 (5
fo(s)s _ f(s)s
F(s) = F(s) ="

para s suficientemente grande.

O problema (6.79) foi estudado em [22] usando o método de sub-super solu¢ao. Mesmo
assim, precisamos obter uma solugao aplicando o Teorema do Passo da Montanha para
obter estimativas independentes de p e assim sermos capazes de passar o limite quando
p — 1. Assim, para obter uma solugdo para o problema (6.79) trabalharemos no espago
do Sobolev com peso Dé:g(@).

O funcional energia associado ao problema (6.79) é dado por

1 1 1
— */Q |x|ap|Vu|pdx — /Q WFp(u)dx para todo u € Dy”(1),

com derivada,

1 1 1
Jy(u)v = p/Q |x|ap|Vu|p_2Vu -Vvdr — /Q Wfp(u)vdx para todo v € Dé:g(Q).

Agora, iremos verificar que o funcional J, satisfaz as condigdes geométricas do Teorema
do Passo da Montanha (ver [68]).

Note que pelas condigoes (fa,) € (f3p), dado € > 0 existe Ac > 0 tal que

1fo(s)] <els]P! + AT VseR e (6.80)
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A,
I, (s)] < ;ysv’ + sl vs R, (6.81)

Por (6.98) e as imersoes continuas de Dé:g (), temos que

1 € 1

Tow) 2l = = [ ol de = 2 [l da
1 A, 5
>l = Cllulf oy = ZCllully
p
1

A .
= (= eOlulliay = —Cllullia

onde C' > 0 é uma constante de imersao de Dé7p ().

Logo, se 1 —eC > 0 e p > 0 sao tais que - (1 —eC)pP — A—C’pq ca>0e ||ullie = p,
tem-se que
Jp(u) >a>0.

Logo, J, satisfaz a primeira condigao geométrica do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, mostraremos que a segunda condi¢ao do Teorema do Passo da Montanha tam-
bém é satisfeita. Observe que a condicao (fy,) implica que existem dy, dy > 0 tais que

Fp(S) Z d18” — dQ Vs € [O,+OO) (682)

Fixemos ¢ € C°(2) e t > 0 suficientemente grande tal que [|t¢|1., > p. Entdo, por
(6.82) e pu > p temos que

Jy(tg) < f||u||1ap ~de | " |b|¢|“dx+d2/ Pt
quando t — co. Mas isso implica que existe t* > 0 tal que
e=t"¢p € Dé:g(Q) com |le] >p e Jy,(e) <0,

ou seja, a segunda condicao do Teorema do Passo da Montanha ¢ satisfeita por J, e assim,
existe uma sequéncia (w,) C Dy%(Q2) tal que

Jp(wp) = ¢, >0 e J(w,) =0, quandon — oo, (6.83)
onde
¢p = Inf max Jp(7(t))
e

= {y e 0([0,1], Da(€) : 7(0) = 0, Jy(7(1)) < 0}.

Afirmagao: a sequéncia (w,) é limitada em D(l)”g(Q). De fato, pela condigao (f,)
temos

¢+ on(1) = J, (w,) — ;Jl’,(wn)wn (6.84)

:(1—;) e <1fp(wn)wn—Fp(wn>> dr.

P wn|<s0 ]a:|b
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Desde que f, e F}, sao continuas em [0, 4+00), podemos assumir que existe M > 0 tal que

<M para todo s € [0, so] .

‘;fp(s)s ~Fy(s)

Assim,
1 1 1
eyt on() > (== =) flwn ,a—M/—dx.
P () (p :U’> || ||1 §4 Q|J]|b

Mas isso implica que (w,,) é limitado em Déf;’ (Q).

1 4 . ;-
Desde que Dy, () é um espago Banach reflexivo e estd imerso compactamente em

L3 () para todo s € [p , a menos de subsequéncia, tem-se

Np )
' N—p(1-+a—b)

w, ~w, emDYE(Q) e w,—w, emLiQ), quandon — co. (6.85)
Mais ainda, por [21][Teorema 4.7], a menos de subsequéncia, obtém-se

wy () = wy(z)  q.t.p. em Q

e existe g € L{(Q) tal que
lw,| < g(z) qt.p. em Q.

Logo, pela condigao (f1,) e a estimativa (6.80) obtemos

fo(wn(2))(wp(x) —wy(x)) =0 q.t.p. em _Q e (6.86)
| fo(wn(2)) (wn () — wy(x))] < 2(eg”(z) + Acg’(x)) . (6.87)

Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada segue-se que

1
/Q Wfp(wn)(wn —wy)dr — 0 quando n — oo. (6.88)

Lembrando que, para quaisquer z,y € RY existe uma constante C, > 0 tal que

- - |z — yl”
(Jol"=2 = |yl"=y) - (z —y) = C sel<p<2,
"l + )P
onde | - | denota a norma euclidiana, resulta
1 1 Vw, — Vw,|P (2-p)
[y Vb < [ o o (V] + [V 5
Q || @ 2| (1w, | + [Vw,|) "2

1 |Vwn — Vw,|® 2 1 =
= d / n rq
< ([, i) (7l 1907

1 1 _ _ :
< (g [, (T 290, = (929 (V= Vg )

2—p

2

( / |x1,ap<|an! V| dx> | (6.89)

Note que, de (6.83), (6.85) e (6.88) tem-se que
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1 — —
/Q |m|ap(|an|” Vw, — |Vw,[P*Vuw,) - (Vw, — Vuw,) dz (6.90)
1
— T (wp )Wy — J(w,)w, + / o () 1 = )

—i—/‘ |ap\pr\p *Vw, - Vw, dr — /‘ |Vw,|Pdx — 0,

R
quando n — +00.
Assim, fazendo n — oo em (6.89), desde que (w,) é limitada em DéZZ(Q), obtemos
Wy, — Wy em Dé:g(Q) quando n — oo.
Consequentemente, como J, € C* (Dé:g (2)), temos que
Jp(wy) = ¢ >0 e Jy(wp) =0,

ou seja, w, ¢ uma solugdo nao trivial de (6.79).

Uma vez obtida a familia de solugdes aproximadas (wy)1<p<p, Nossa tarefa agora serd
obter uma cota dela que nao dependa de p. Para esse fim, considere o funcional I,
Dy (Q) — R definido por

1
Ip<u) = 7/ | |ap|V |pdx+ T|Q|

Como Déjg(Q) C Dy"(Q) para todo p € (0,p] e u € Dé:g(Q) fixo, tem-se que a aplicagao

(0,p] 3 p = Ip(u)

é nao decrescente. De fato, se 1 < p; < py < p entao pela desigualdade de Young temos

1 1
Ipl(u) = 291/9 ‘:L_’am'vu’pl £

b1
1 (m 1 P2 — 1 4!
- 7/ VulP2dz + o)) +
1 \p2 Ja |x|wP: D2

= Ip,(u).

IN

Observe que os pontos criticos de J, sao os mesmos que de

ur—>I /I:v!"p

Agora, mostraremos que existe e € C°(Q) tal que
/Hb e)dr <0, paratodol <p<p.
T

Seja uma funcao nao negativa ¢ € C2°(Q) tal que ||¢||« < 1. Entao,

1 . 1 1
—_|g|7d </7 rd </— d 91
J e < [, pplorde < [ clolda, (6.91)
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para todo 1 < p < p. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

1 1
i [ Loporae= [ Lol
pgll%r Q \x|b|¢’ du Q |x|b|¢‘dm
Mas isso implica que
1 1
— | —|¢o|d Pd 6.92
5, lolde < [, plold (6.92)

Analogamente, sem perda de generalidade podemos assumir que

1 1
p
/Q |x|ap|v¢| dr < 2/Q —|x|a|v¢\ dz, (6.93)

para todo 1 < p < p. De fato, pela desigualdade de Holder temos

J

1 1 NP
ivords < ([ iver) ol (6.99)

1 _
< - |VolPd 11 (|9 +1).
< ([, ppsivora 1) o+
Logo, do Teorema da Convergéncia de Lebesgue temos que

1 1
lim / —|V¢|”dmz/ V| dz.
|| @ |z

p—1t JQ

Note que a desigualdade de Poincaré, implica que

/Q’ 2Volde> 0. (6.95)
Assim, (6.93) segue-se da defini¢ao do limite.
) - . . Jo V| dx
Agora, seja t > 1. Entao, devido a lim f(s) = +oo, dado K = 32=—————
s—rFeo (5) Jo |6l dx

podemos encontrar M > 0 tal que f(s) > K, e consequentemente f,(s) > Ks’~!, para
todo s > M. Assim, se s > M, entao

E

p

s MP sP
(s)>/ folp-tat > k5 - kM S gk k(4 M
M P p p

Denotando K7 = K(1 + M)P [, ﬁ dz e tomando ¢ suficientemente grande, temos que

1 1
S [ glPde < / Py 6.96
5 Jyplotds < [ ol (6.96)
Assim, deduzimos que
1
(1 / t dx>K Pder — K

/I b r (i¢)d fo>myey b " £(t0) {¢>M]/t} |x|b‘¢| '

P P
> K- o — K, > K—/ L \ofPdr — K,

p Je>myy || 2p J{g>myty |z

» tp
K—/—pd—K>K—/— de — K
4p Ja |a:]b’¢‘ v ! 8p Ja |x|b‘¢‘ ‘ !

w1
:4f/ V| dz — K.
p Jo |zl
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Consequentemente,

I(tqb)—/ L p sy <tp/ L vepd —4tp/ L \Ve|dz+ K
P o oo P = Ja Jale T Je e YT

tP 1
<Ki-2o [ |Voldr < Ki—t [
p Ja |zl Q

1
|Vo|d.

]

Assim, desde que p < 2 e t > 1, para t suficientemente grande, encontramos e = t¢
satisfazendo

A /Hb e)dr <0, paratodol <p<p.
x

Como e nao depende de p, pelo Teorema do Passo da Montanha (ver [68]), sabemos
que w), satisfaz

1
»(w)) / |£B|b p(wy)dr = 7léllfp trél[é)a}l{] (Ip<'7<t>> - /Q |x|pr('y(t))dx> ,

onde

[ = {v € C([0,1], D (€2)) : 7(0) = 0, 7(1) = e}

Lema 4.38. Para cada p € (1,p], seja w, € Dy (Q) uma solucio do problema (6.79).
Entao a familia (wy)1<p<p € limitada em BV,() .

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que a familia abaixo é limitada

(Ip(wp) - /Q |I1|1,Fp(wp)dx>

De fato, seja 1 < p < p, ao aplicarmos a monotonicidade de I, e o fato que I'; C I', ( pois

Déjf(@)(@) C Dé:g(Q)) obtemos

)~ [ Pt = inf e (560 - [ RG]
< i _ [ =
_gﬁﬂmm>/wmmm)
< i -
<t s (500 [, o))

1<p<p

Mas isso implica que

Iyp) = | s (6.97)

sggﬁﬁ@mww—‘w e + [ R - [ aFG0))
wp/Hb%+g%ﬂhwwwwH/mwwwﬁ

pler) /pr +%%</mbfm “+/\P nlt )
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onde 7o (t) = te.
Note que, pela definicao de £}, temos

1 1 »
/QWyF,,(te)uxg/QW|F(te)||te|p dz
<flells! [ el (6.98)
1
<(1 o p‘l/ ——|F(te)|dz.
< (14 lefls) me\ (te)|dz

Assim, aplicando a desigualdade (6.98) em (6.97), obtemos

1 1
I (w,) — /Q WFp(wp)dx < I(wp) — /Q WFﬁ(wﬁ)dx (6.99)
+ 201+ [lefloe)? trggul(/ Ll Fe)ldz. (6100

Em outras palavras, existe C' > 0 tal que

1
I (w,) < L(w,) — /Q L Bwn)de <€ paratodo 1 <p <p. (6.101)

Seja Q, = {z € Q : |wy(z)| < so}, para qualquer p € (1,p]. Entdo, por (fs,) temos
que

1 C2
/Qp WFp(wp)dmﬁcl/p| ’b]wp|dx—|— / |bywp|qu (6.102)

<01/| |bsodx—|— oz |bsodm—01

Por outro lado, de (fy,) e sabendo que w, é solugao de (6.79), tem-se que

1 1 1
P (w,)dz < 7/ - d 6.103
/Q\Qp EE p(wp) dx < 1o, |x|bfp(wp)wp T ( )

1 1 1 1
— - p _ _
= ,u/Q |:C|C”D|pr| dx . /Qp |x’bfp(wp)wp dr.
Note que, pela condigdo (fs,) segue-se que

1 - 1
- /Qp fp(wp)wpdx < ClSO/QWdﬁ + 0233/Q de = (. (6.104)

Assim, por (6.104) em (6.103), tem-se

1
P (w,)dr < — / Pdz + C 6.105
/Q\Qp ‘l"b (UJp) Z |$‘a |pr| T + Ca. ( )

Portanto, de (6.102) e (6.105) em (6.101), obtemos

1 1 1
<p - u) /Q | Vplde < O+ Gt G, Wp € (1,7
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Mais ainda, como 1 < p < p < p, a desigualdade acima implica que existe C' > 0 tal que

1 ~
/Q \Vw,|Pde < G, Vp e (1, 7. (6.106)

[
Consequentemente, pela desigualdade de Young obtemos

1 1 1 -1
/ —|Vw,|dx < f/ ——|Vw,|Pdx + L|Q|
o |z[® pJa fx|o p

<C+1Q =0, (6.107)

para todo p € (1,p]. Além disso, como wp‘m = 0, temos que {wp}1<p<p ¢ uma familia
limitada em BV,(2). O

Observacao 4.39. Como a imersao BV, () — L;(2) é compacta (Teorema 4.25) para
todo s € [1, #), a menos de subsequéncia, existe w € BV, () tal que

(1+a—0)
w, —w em Lj(Q) quando p— 17, (6.108)
para todo s € {1, m) Mais ainda, a menos de subsequéncia, temos que
wy(r) = w(r) qtp. z€Q quando p— 17, (6.109)
Além disso, existe g € L3(2), 1 < s < m, tal que
lwy(2)] < g(z) qt.p. ze€Q, (6.110)

para todo p € (1, pl.

Sejam k > 0 e w, € Dé:g(Q) uma solugdo do problema (6.79). Definimos
App={z € Q; |wy(z)| =k qtp. em O}

Lema 4.40. Seja p > 1 suficientemente pequeno. Para todo p € (1,p] e dado € > 0 existe
ko = ko(€) > 0 tal que se k > ko,

1 _
/ W(l + |wp|q_1)1+]c\[fbdx <€ para todo k > ko, (6.111)
Ay |T

onde q € como na condi¢do (fs,).

Demonstracao. Em primeiro lugar, note que

1 1 1 N
| Tpir s —— [ w7 (6.112)
Ak,p |l’| kN=(ta=t) 7 Ag,p ‘LE|
Sejam o = (671)[{\;(_1:@4’)} el = 1+];]_b’ os quais satisfazem 0 < v < 1 e [ > 1. Entao, pela
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desigualdade de Holder e (6.112), temos que

1 1 1
(1 + w71 gzl-l(/  dr+ |w|q“dx>
/kp| |b g Akp|w|b Akp| |b ?

1 1
-1 N
S 2 (kN (1+a b) /Akp ‘x|b|wp|N (1+a b)d'r)
« -«
+ 9l-1 / L\wp]mdx 71N / i‘wp’M(lﬁT,b) dx
Ak,p |x‘b kN—(l-!—a—b) Akp ’l’|b

B 1 1 1 N
< 21 1 ( _ + . / b’wP|N (1+a Y dor.
EN=(+a=®)  N-(Fab / JAkp ||

Consequentemente,

1
/ iz |b(1+ lw,| T dr < op(1 / ’x‘b|wp|N e D dx, (6.113)
Ak,p

onde 04 (1) significa uma quantidade independente em p, que tende a 0 quando k — oc.

Note que, pela desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg em Dé:g (Q) e (6.106) temos
que

L, |7 N—ivaD VO e Ay
A W’wp| —(14a— >dI S Q:CKN /S) | |a ’va|dx S CCKN C —(14+a—b) ,

(6.114)
para todo p € (1,p].

Assim, de (6.114) em (6.113) obtemos
1 N8 Ao
[ el < o DESETIETTRT  paratodo p e (1)
Ak,p

e, desde que ox(1) — 0 quando k& — oo, provamos (6.111). O

Corolario 4.41. Seja w € BV,(Q2) o limite de (6.108). Entao w € L*(S).

Demonstragdo. Seja k > 0, definimos a funcao auxiliar Gy : R — R como

s—k ses>k,
Gi(s) = 0 se|s| <Fk, (6.115)
s+k ses<—k.

Escolhendo G (w,) como uma fungao teste no problema (6.79), obtemos

1 1
o V)P = [ fy(wy) Gty
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Denotemos 1) = m Entao pela desigualdades de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e

Young e a condicao (fs,), tem-se que

b(1}—1)

1 1* 12 1%
I a < a
( Q |$|b’Gk‘<w’p>| dx) < Cq (/ Iz

b(1}—1)

<C, e — d
< (g Q:CKN/Q |x|aWGk(wp)| T

co1 Cp—1) [ 1
gf/ VG (w,)Pdz + EP )/ dz
p Jo |z|or p oz

_C 1 Clp—1
» /Q Wfp(wp)Gk(wp)dx T

bl*

Gk(wp)| dx) ‘

)i (6.116)
< © [ T )Gy e + SE= Do)

p

(st dx)ll

1 _
<O [ ) Gl |do +
Agp |£L’|

gc(/ o (1 [, |7y )
Clp— )‘Q‘
p

b(1}—1)

onde C' = C, " Cokn.
Por outro lado, pelo Lema 4.40 existe ky € N tal que

1 _ 1
/Ak W(l + [, [T e da < W para todo k > k. (6.117)

Usando (6.117) em (6.116), obtemos
1 Lo \E20(p—1)
— ad < —— =) A1
([ slcatuizar) * < 220 =Djg (6.115)

Mais ainda, desde que wy,(z) — w(x) q.t.p. € @ quando p — 17, o Lema de Fatou
implica que

]. *
/ ‘Tb|Gk(w)!1“dx =0 para todo k > ko.
o |z
Portanto, ||wl|s < ko. -

Lema 4.42. Para cada p € (1,p], seja w, € Dé:g(Q) uma solugao do problema (6.79).
Entdo, existe z € L>®(Q,RY) com ||z]|s <1 tal que

1 1
/ ——|Vw,[P*Vw, - Vo dr — / ——z-Vodr quandop— 17,
Q [[* Q [z]*

Demonstra¢io. Em primeiro lugar, desde que Cq = sup{|z|; 2 € Q} < oo, por (6.106),
temos

1 ~ _
C’é/&)|va|pdx <C Vpe(lp.
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Assim,
[ 1Vwylrde < C1+Caf  Vpe (Ll

Logo, pode-se aplicar os mesmos argumentos que [50, Theorem 3.5.] e obter uma
subsequéncia (que o denotamos da mesma forma) e z € L*°(; RY) satisfazendo ||z|s < 1
e

Vw, [P *Vw, =z em L*(Q;RY), paratodo 1< s < oo. (6.119)

Fixe 1 < s < oo tal que 1 < §' < %, e considere p suficientemente pequeno tal que
l<s < %. Note que, = € L*(Q). Desde que

» alo?
1 1
— S max§ ———=, 1 s
|x|aps |x|aps

para todo p € (1,p|, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue-se que

J

Assim, pelas convergéncias — — —= em L*(Q) e |Vw,|P"2Vw, — z em L*(Q,RY),

s/

1 1
dr —0 quando p — 17,

o] |z

|z|*P ||
temos que
1 1
/ ——|Vw,|P*Vw, - Vo dz — / ——z-Veodr quandop — 17, (6.120)
Q || Q ||
para toda ¢ € C°(Q2). O

4.6.2 Prova do Teorema 1.1

Nessa secao provaremos que a fungao w dada em (6.108) satisfaz as condigoes (1), (2)
e (3) da Definigao 4.33 e que, assim, é uma solucao do Problema (1.1).

(1) Considere ¢ € C2°(Q2) como fungao teste no problema (6.79). Entéao
1 - 1
/wawp\p >V, - Vi da —/wap(wp)godx. (6.121)

Nosso préximo passo é fazer p — 11 em (6.121). Note que, pelo Lema 4.42 temos que
existe z € L®(Q, RY) com [|z|l < 1 tal que

1 1
/ ——|Vw,|P"*Vw, - Vo dz — / ——z-Vodr quandop — 17. (6.122)
Q || Q ||

Para lidar com o lado direito, observe que

fowp(2)) = flw(z))  aqtp. v e,

onde usamos a convergéncia pontual, dada em (6.109), e (f1,). Mais ainda, pela condi¢ao
(fsp) € pela desigualdade de Young, temos que

| fo(wy(2))] < e1 + caluwp ()]
< ¢+ cag(z)Tt

1. qg-—1
<c + ng + qu(x)q’
q q
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com g € L{().

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue-se que

. 1 1
lim / |:’E|bfp(wp)gpdzzc:/Q|$|b (w)pdz. (6.123)

p—11T.JQ
Portanto, por (6.122) e (6.123), fazendo p — 17 em (6.121), obtemos
/ it Vede = / /W d (6.124)
e assim,

v (]wl|“z> = |xl‘bf(w) em D'(Q).

(2) Note que, do Lema 4.28 segue-se que

J <|x1|az Dw) - (\ = Dw)‘ <), yml|a|D“’|’

para todo conjunto de Borel B C (). Resta provar a desigualdade contraria, o que é

equivalente a provar que
1
((0u) ) (pioets) (0:120)

para todo ¢ € C1(Q) tal que ¢ > 0.

Fixe 0 < ¢ € CL(Q) e escolha k > ||w||o. Tomando Ty (w,)p € Dé:g(Q) como funcao
teste em (6.79), obtemos

/| V() |pdx+/| 5 (0,) [V, P2V, - Vepda
:/wap(wp)Tk(wp)goda:. (6.126)

Note que, pela desigualdade de Young e (6.126), temos que

p—1
VT, d</ VT, (w,)Ped —/d 6.127
f, e VT s ||ap () Podz + 2= [ pda (6.127)
< ) /Q WTk(wp)|pr|p_2pr -Vydx
1/ 1 p—1
p/QWfp(wp)Tk(wp)‘sz —|—p/ﬂg0d$.

Agora, faremos p — 17 em (6.127). Note que, a convergéncia (6.108) implica que
Ti(wp) = Ti(w) em L*(Q) quando p — 17. Logo, pelo Lema 4.23 temos que

1 1
T < lim 1 -
/Q lm‘awlDTk(wM < hggflffg |x‘ag0|VTk(wp)|dx. (6.128)
Estabelece-se também a seguinte convergéncia:

1
/‘ Ti(w)e: Vgoda:_hm/ WTk(wp)\pr\P*Qpr-wdx. (6.129)

p—1
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De fato,
|ap Ty (wy)[Vwp|P >V, Vsod:c—/ —Tk w)z - Vo d
T V[P, - Vi /| WTk<w)|va|p_2va'vS0dx (6.130)
‘/| ‘ap w)|[Vwy[P~ 2va VSde—/l o (w)z - Vedz|.

Agora, verificaremos que as convergencias dos termos de (6.130) tendem para zero, quando
p— 1.

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que ¢ € C1(Q), temos

(6.131)

1
A ——Ty(w,) | Vw,|P*Vw, - Vi dx — /Q WTk(w)\pr\p’2pr -Vdz

1 _
< [, o Totwn) = Tu(@)l IV~ Vgl da
1 _
< Vel [ ror () = Telw) [V~

Escolhendoﬁ>1talque1<s<%S%lcompe(l,ﬁ]el<s’<m<%,
pela desigualdade de Holder tem-se que

1 _
o i) = T [V

1
o7

= (f it -t ) (L ol p”sdm)l 1
</ !fﬂ\b\x!“pb|Tk(wp) Tilw ) (/ |x‘ap p1)3d$>s (6.132)

1
boap 1 o o
<o ([, it - Tl as)

(p=D)s 1 p—(p—1)s %
/ |Vw,|P dx dx
| z]oP Q |z[or

Note que, a convergéncia (6.108) implica que Ty(w,) — Ty(w) em L (92) quando p — 17,
Assim, desde que (w,)i<p<p ¢ uma familia limitada em Dy (), (6.132) torna-se

1
/QW)]Tk(wp) — Ty (w)||Vw, P dz — 0  quando p— 1%. (6.133)

Usando (6.133) em (6.131), obtemos

1
T (wy) | Vw, P2V, - Vo dr — /Q WTk(w)|va|p_2va -V dx’ — 0,

(6.134)

Q |z|ep

quando p — 17.
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Por outro lado, seguindo o argumento para obter (6.120) pode-se provar também que

/‘ |ap w) | Vw, [PV, - Vgpdm—>/—Tk( )z-Vodr — 0 quando p — 17.

(6.135)
Logo, de (6.134) e (6.135) em (6.130), estabelecemos (6.129).

Por outro lado, pelo crescimento subcritico de f, e pelo Teorema da Convergéncia
Dominada temos que

1
/ Ix\b (w)p dz = hm/ Wfp(wp)Tk(wp)wdx- (6.136)

p—1

Portanto, tomando o limite inferior em (6.127), de (6.128), (6.129) e (6.136), obtemos
que

1 1 1
/Q|x|aSD|DTk(w)| -l—/QWTk(w)z-chdm < /wa(w)Tk(w)gpdx,

Além disso, a escolha de k£ implica que

1 1 1
/ | Dw| +/ —wz - Vodr < / — f(w)wep dx,
o |z o |z[* o |zf

ou equivalentemente,

el < - /“’*”d”<| |a> fyee VS"d‘f’“<<| E ZD“’) >

Dessa forma, estabelece-se a desigualdade contraria de (6.125) e assim,

1 1
( zZ Dw) = W|Dw\ como medidas de Radon.
€T a

el

(3) Nesta parte verificaremos que
|z, V] € sign(—w)  sobre 0L, (6.137)

0 que equivalente a mostrar que

/m <1ywy n w|xl|a 2, y]> dHN1 = 0. (6.138)

]

De fato, pelo Lema 4.27 e sendo [z, V] < ||z]|« < 1, temos que

1 _
—w|x|a[z,u] < z |a|| Z||so|w| < z |a|w| HNT! — q.t.p. sobre Of). (6.139)
Assim,
1 1
/aQ <|w|a|/lU| + UJW [Z, I/}) dHN_l Z 0. (6140)

Para obter a desigualdade reciproca, primeiro tome w, como fun¢ao teste em (6.79).
Entao,

1 1
/lerlp\prde:/QWfp(wp)wpd:c.
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Usando a desigualdade de Young e a condicao de fronteira wp‘aﬂ = 0, temos que

1 1 1
AV ldrtp [ —fu Y < [ VP de + (- 10
p/ﬂ |.’L’|a|va| l’—f—p 90 |l‘|a|wp| H — Ja |I|ap| wp| T+ (p >| |

:/Q|$1’bfp(wp)wpdx—|—(p—1)|ﬂ|. (6.141)

Fazendo p — 17 em (6.141). Por um lado, a semi-continuidade inferior da norma em
Déjg(Q) implica que

1 1
w|—|—/ HY! < lim inf /—|pr\daj+/ ——|w,| dHN ).
o |x| =1+ \Ja |x| o |x|
(6.142)

Por outro lado, a condicao (fi,) e (6.109) implicam que

Folwy(x))wy(z) = flw(z))w(x) qtp. z€Q.

Além disso, a condigao (fs,) implica que

| fo(wp(@))wy ()| < 1wy ()| + C2|U{p(50)|q_1|wp($)|
< ag9(x) + cag(x)?.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

p—1

1
/ ’$|b w)w dx = hm/ Wfp(wp)wp dr. (6.143)

Logo, tomando o limite inferior em (6.141), por (6.142) e (6.143), obtemos

1 1
| Dw| —i—/
Q |x| o9 ||

Por outro lado, de (6.124) e pelo Teorema 4.31, obtemos

1
N-1
H _/me (w)w d. (6.144)

!x\b

— f(w)wdz = —/Qw div <1z> dx (6.145)

]

HNI

w
IJII“

w ! [z,l/]dHN_1+/

Dw
] 0 ma'

Aplicando (6.145) em (6.144), tem-se

1 1
w—Iz, ]dHN " + / Splwla T <0 (6.146)
Q |r|®

||
Assim, de (6.140) e (6.146), temos a identidade (6.138).

Portanto, desde que w satisfaz as condigoes (1), (2) e (3) da Defini¢ao 4.33, concluimos
que w é uma solucao para o Problema (1.1).
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Resta apenas mostrar que a solugao obtida, w, é nao trivial. Para fazer isso, introdu-
zimos o funcional energia ® : BV,(§2) — R definido por

1 | 1
® :/ D / del—/—F dz.
)= [, elDul+ [ ol aw = [ rds
Note que,
. |
Tim (Jp(wp) - /Q 1o Fo () dx) — d(w). (6.147)

De fato, desde que w satisfaz (1), (2) e (3) em Definicao 4.33 e w, satisfies (6.79), segue-se
da Férmula de Green (4.58), deste Capitulo, e do Teorema da Convergéncia Dominada,
que

1

]

1 1
— s D o N-1
/Q <|x|az, w) /ag |x|aw lz,v] dH

Jw|dHN !

1
lollvin = Dl + [
QT onN

pJo
11
— p/Q IV, |Pdz + 0,(1). (6.148)

| z]oP

Por outro lado, por (6.108), a condicdo (fs3,) e o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, temos que

[ |x1‘bF(w)d:c - [ lxlv)Fp(wp)dx +o,(1). (6.149)
Assim, de (6.148) e (6.149) provamos (6.147).
Dado € > 0, por (f1) e (f2), existe 6 > 0 tal que
1f(s)] <€ sempre que |s| < 0
e por (f3), existe c. > 0 tal que
1f(s)] < e|s| +ce|s|?t, VseR.
Logo,
|E(s)] < e|s| + Cc|s|? Vs € R, (6.150)
onde F(s) = [§ f(t)dt e Cc = .
Segue-se, das estimativas anteriores e pelo Teorema 4.24, que
w) = Nl — [ o Flw)da

| ]?
1

1
U —€ —udx—C’E/—uqd:B
Julvaens = [, ol [

v

> (L —€C)l|ullpvaia),r — CCyllull By, oy1-
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Consideremos € > 0 suficientemente pequeno tal que 1—eCy > 1/2. Assim, se ||ul| gy, @)1 <

(1—eCy) —1/2\7T
C.C, , entao

p,ondeO<p<<

oy > 1ot 151

Note que, pela mesma argumentacao para obter (6.149), pode-se obter também que

1 1
lim /QWFp(u) de = | —F(u)dx.

p—1t Q |zt

para todo u € Dé:f (©). Mas isso e a desigualdade de Young implicam que

O(u) + 0,(1) < L(u) —/Q|x1|pr(u)dx. (6.152)

Observe que, para v € I'y, a continuidade de t — I,(y(t)) — Jq ﬁFp(’y(t))dx e sendo
I(e) — [o |Q#Fp(e)daa < 0, temos que existe t € [0, 1] tal que

17 (to)ll BVa ()1 = p- (6.153)

Assim, de (6.151), (6.152) e (6.153), obtemos que

) = [ o) = inf s (L0 - [ BOO)E) > 5 40,0

~v€Tl'y t€0,1]

e fazendo p — 17, temos
d(w) > 0,

ou seja, w é nao trivial o que finaliza a prova do Teorema 4.4. O

Corolario 4.43. Seu € BV, (Q)NL>(Q) e ﬁf(w) € d||lullBv),1, entdo u é uma solugao
para o problema (1.1).

4.7 Prova do Teorema 4.4 por métodos variacionais
Para comegar, consideremos o funcional energia ® : BV, (Q2) — R, dado por

1
Olu) = /QW|DU|
Ta(u) — Fp

1 1
d’HN—l—/ —_F(u)d
+/8S2 |x|“|u| o |zfb (u)da
u)

(
Ja(u) = [|ull v, (@)1

Fiw) = [, |x1’bF(u)da:.
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Note que, F, € C'(BV,(2)). Também, seguindo os argumentos de [12], ¢ possivel
mostrar que o funcional 7, admite algumas derivadas direcionais. Mais precisamente,
dado u € BV,(Q2), para todo v € BV,(Q) tal que (Dv)*® é absolutamente continua com
respeito a (Du)®, (Dv)® =0 q.t.p. em {x € Q: (Du)*(z) =0} e v =0, HN"1—q.t.p. em
{z € 90 : u(x) = 0}, segue-se que

)“(Dv)®
d
/ |$|a Du| o

1 Du
(D / YodHNL (7.154
R D B @Il + u)v (7.154)
Em particular, para v = u tem-se
T (uw)u = T,(u). (7.155)

Entao, a derivada direcional ®'(u)u existe e
' (u)u = [Jull v, (o) / TP ‘b wyudz. (7.156)

Note que ® pode ser escrito como diferenga entre um funcional Lipschitz e um suave
em BV, (). Tomando em conta a teoria de subdiferenciais de Clarke (ver [25, 28]) , diz-se
que w € BV,(2) é um ponto critico de ® se 0 € 9P(w), onde 0P (w) denota o gradiente
generalizado de ® em w. Isso é equivalente a que F'(w) € dJ,(w) e, como J, é convexo,
essa relacao pode ser escrita como

Jo(v) = Tu(w) > F(w)(v —w), Vv e BV,(Q). (7.157)
De agora em adiante, todo w € BV, (Q2) tal que estabelece-se (7.157) sera chamada de
ponto critico de .

Tendo em vista que, o funcional ® é a diferenga entre um funcional Lipschitz e um
suave, naturalmente o Teorema do Passo da Montanha que aplicaremos nao sera o usual
e sim, a versao que é dada no trabalho [33, Theorem 4,1]. Com tais consideracoes,
verifiquemos que ® satisfaz as duas condigbes dessa versdo do Teorema do Passo da
Montanha.

Por (6.150) e a imersoes continuas de BV,(£2), segue-se que

®u) = fullvo — f, opF )
el v ),1—€||“||L%,<Q AE”“”qu(m

= [l sva@a (1 - €C = esllullt o) -

v

para todo u € BV, ().
Seja € > 0 tal que 1 —eC > 0 e p > 0 satisfazendo

1—€C)p11

0<p<(
C3

Se HUHBV;«DJ,==p entao
P(u) >a>0,
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onde a = p(1 — €C' — c3p?™t) e assim, a primeira condicdo do Teorema do Passo da
Montanha esté verificada.

Agora, verificaremos a segunda condi¢ao do Teorema do Passo da Montanha. Pela
condigao (f4) existem dy,ds > 0 tais que

F(s) > dy|s|* —dy, VseR. (7.158)

Sejam ¢ € C°(2) satisfazendo ¢ # 0 e ¢ > 0. Entao

(tg) < tl|oll pva1 — dit"[|@Tuq + do[supp(¢)| — —o0,
quando t — 400 pois i > 1. Assim, podemos escolher tp =: e € BV,(2) tal que ®(e) < 0.
Também, podemos supor que t > 0 é tal que
lell s = ltollBvaen > p-

Logo a segunda condicao do Teorema do Passo da Montanha fica verificada também.
Consequentemente, pelo Teorema do Passo da Montanha (ver [33, Theorem 4.1]) existem
sequéncias 7, — 0 e (w,) C BV,(Q) satisfazendo as seguintes condicoes

(1)
lim ®(w,) = c, (7.159)

n—oo
onde ¢ é dado por

c = inf sup ®(7y(t))
€L ¢ef0,1]

I = {7 € C°([0,1], BVa(Q)); 7(0) = 0 e 4(1) = e}.
(2)

1
[0l Bva(@)a = lwnllBva(@)1 = /RN Wf(wn)(v — wn)dx = T[|v —wy || By, @)1, (7.160)
para todo v € BV,(Q).

Mostraremos que a sequéncia (w,) é limitada em BV,({2). De fato, se tomamos v =
wy, + tw,, dividindo por ¢ e fazendo ¢ — 0% em (7.160), obtemos

1
/Q’m‘bf(wn)wndaj — Tn||w7’b||BVa(Q),l S ||wn||BV,1(Q),1

1
< /Q o Fwn)wadz + 7ollwn| v, @1, (7.161)

Entao, por (f4) e (7.161), tem-se que

ct+o,(l) > P(w,)

1 1

. B —Fwndx—/ —F(w,,)dx
I ||Bva(Q),1 /Qm[wn<so] EE (wy) QNfwn>s0] |Z]° (wn)
1 1
> w, - C -~ i (Wn)wndr
il H ”BVa(Q)71 //L Qﬁ[wn>80] |$|b ( )
1 1
Z wnBVaQ,I_C_i/ifwnwnd‘r
el v o) o Jo T ()
1 T,
> (1 - = - n) [wn By @)1 — C
poon

2 CHwnHBVa(Q)»l _C+0n(1)’



Prova do Teorema 4.4 por métodos variacionais 103

para alguma constante C' > 0 uniforme em n € N. Consequentemente, (w,) é limitada
em BV,(Q).

Segue da limitagao de (w,) C BV,(f2) e pelo Teorema 4.25, que existe w € BV, ()
tal que

w, —w em L;(Q) para todo s € [1, m) (7.162)
Mas isso implica que, pelo Teorema 4.7 de [21], a menos de subsequéncia
wy(x) = w(x) q.t.p. emzx € (7.163)
e existe g € L;(Q) tal que
lw,(x)| < g(x) q.t.p. x € Q. (7.164)

Agora, mostraremos que w é um ponto critico de ®, isto é, verificaremos que w satisfaz
(7.157). De fato, por (7.162) e pela semicontinuidade de J, com respeito a convergéncia
em L'(2), temos

[wll @1 < liminf f[wn|| sy, @).1- (7.165)
Note que, por (f1), (f3) e (7.163) temos que
flwn(z))wn(z) = f(w(z))w(r) qtp. zeQ,
quando p — 17, e de (7.164) segue-se que

|f (wn())wn ()] < erg(x) + cag(x)?,
onde g € L{().

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

: 1 1
lim /wa(wn)wn dx:/gzwf(w)wdx. (7.166)

n—oo

Seguindo o mesmo raciocinio prévio pode-se provar que

. 1 1
lim /wa(wn)vdx:/ﬂwf(w)vdx. (7.167)

n—o0

Entao, tomando o lim sup em ambos os lados de (7.160), por (7.165), (7.166) e (7.167)
temos que w satisfaz

1
vl Bva)a — lwll By, @)1 = /wa(w)(v —w)dx para todo v € BV,(Q), (7.168)

ou seja, w é um ponto critico de ®. Resta provar que esse ponto critico é nao trivial.

Tomando v = w + tw em (7.168) e fazendo t — 0, obtemos
1
Jwllmvaen 2 [, o (whwd (7.169)
Da mesma forma, se fizermos t — 07, obtemos a desigualdade contraria. Assim,

1
Jwllaviens = [, o whwde. (7.170)
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Assim, fazendo n — +oo em (7.161), por (7.166) e (7.170), obtemos

dim ([wa || s, @).1 = llwllsva@)- (7.171)

Note que, pela mesma argumentagao para calcular (7.166) pode-se provar também que

1
I / ) —F(w) da. 7.172
nS0o Jo [zfb Fw o 2] (w) (7.172)
Assim, das convergéncias (7.159), (7.171), (7.172) temos

¢(w) = lim ¢(w,) =c>0

n—oo

e entdo w é um ponto critico nao trivial de .

Nosso proximo passo sera verificar que w € L*>(2). Para este fim, considere k > 0 e
a funcdo Gj(s) definida em (6.115). Tomando v = w £ Gi(w) em (7.168), estabelece-se

1
i/Q P (w)Gr(w) dz < |lw £ Ge(w)| By, @)1 — lwlBv. )1 < |Gr(w)] By, (@)1

Assim, inferimos que

1
|Gr(w) || BV, ()1 :/wa(w)Gk(w)dx.

Por outro lado, raciocinando como na prova do Lema 4.41, obtemos

(o pstorias)’
1 L
=¢ </{|w|>k} W(l T hel ) dx)

onde 17 = ﬁ Desde que

@*"“

Lta

9*"—'

</ ol

l*dx> ,

1
im —(1+ |w]" ") dx =0,
k=00 J{jw|>k} |x[0

podemos encontrar kg > 0 tal que

1+a—>b

1 1 N N
c/ (1 [w|T da)y e <1
{lw|>ko} ||

(/’ 7lGh(w 1*dx> - 0.

Portanto, Gy, (w) = 0 e assim |w| < kq.
Como uma consequéncia do Corolario 4.43, desde que w € BV, (2) N L>(Q2) satisfaz
(7.157), ela satisfaz também todas as condigoes da Defini¢ao 4.33.

e entao

@*"“
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Resta apenas justificar que w é uma solugdo de menor energia, i.e., que w possui o
menor nivel de energia entre todas as solugoes de variacao limitada. Para isso, primeiro
definimos o conjunto de Nehari, N, por

N = {u € BV(Q\{0} : Jl(u)u = Fj(u)u}

~{u e BU@ONO) + e = [, i uds )

Logo, usando o mesmo tipo de argumento de Rabinowitz (ver [62]), o qual trata de estudar
o caminho ¢t — ®(tv) e verificar que isto tem um tnico ponto de maximo ¢, > 0, o qual
é tal que t,o € N ((f5) é obrigatorio para provar a unicidade), desde que f satisfaz
(f1) — (fs), podemos ver que N é radialmente homeomorfo a esfera unitaria em BV, (Q)
e também que o nivel minimax c satisfaz

c= inf  max®(tv) = inf O(v).
vEBV,()\{0} t>0 veN

Finalmente, como w é tal que ®(w) = ¢, temos provado o desejado, e assim w é uma
solucao que tem a menor energia entre todas as solucoes.






5 Meétodo de Nehari nodal aplicado
a um problema anisotropico
envolvendo o operador 1—laplaciano

5.1 O problema

Neste capitulo, novamente lidaremos com o problema

1 Du 1

—div — | = —f(u) emQ,

(Fripa) = el (1)
u = 0 sobre 0f2,

onde 2 C R¥( N > 2) é um conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitz 0,
0eQ,0<a<N—-lea<b<a+1 Porém a funcao f : R — R satisfaz as seguintes
condicoes:

(f1) fe€CHR);
f(s)

Existe a € (0,1) tal que lim ~—= = 0;
(f2) X ( ) q 550 ’S’a
(f3) Existem constantes ¢;,co >0el<¢q< m tais que

f(5)] < 1 +cafs”™h, Vs €R;

(f4) Seja F(t) = [ f(s)ds. Existe u > 1 tal que

0 < puF(s) < f(s)s. Vsl = so

(f5) f'(s) > (q— 1)fis) para todo s € R\ {0}.

Observacgao 5.1. A condigao (f5) implica que a aplicagdo s — % f(s)s — F(s) é estrita-
mente crescente (resp. decrescente ) para s > 0 (resp. s < 0).

O principal resultado desse capitulo é o seguinte.

107
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Teorema 5.2. Assuma que (f1) — (f5) sao satisfeitas. Entao existe uma solugiao de
variagio limitada ug € BV,(Q)) que muda de sinal, isto é, ug € tal que, eristem z €
L®(Q,RY) e [z,v] € L®(0Q) com || [z, V] ||oo < ||2]|ee < 1 tais que

1 1
—div z| = —f(up) q.t.p. em ),
(!x\“ j?
1 1 .
Wz, Dug| = W|Du0| no sentido de medidas, (12)
a €T a

[z,v] € sign (—ug) sobre 0.

Observacao 5.3. No teorema acima, [z, v| denota o trago fraco considerada no capitulo
anterior.

5.2 Resultados preliminares

Para a prova do teorema acima nds também faremos uso da teoria de grau (Brouwer)
como é apresentada no texto [62]. Essa teoria estd interessada com a existéncia e multi-
plicidade de solugoes da equagao

p(x) = b, (2.3)
com ¢ € CY(O,RY), O C R aberto e limitado e, b € RV \ (90).
Suponha que ¢'(x) seja nao singular se p(z) = b. Entao, o Teorema da Fungao

Inversa mostra que as solugoes de (2.3) sdo isoladas. Por hipdteses b ¢ p(90) e O ¢é
compacto. Assim, (2.3) pode ter um ntumero finito de solugées em O. Logo definimos o
grau (Brouwer) de ¢ com respeito a O e b, denotado por d(p, O,b), como

d(p,0,b) = > signdety/(z),

z€p—1(b)NO

onde det A denota o determinante da matriz quadrada A e a funcao sign : R — {—1,0, 1}
¢ tal que sign(t) =1set >0, sign(t) = —1set <0esign(0)=0.

O grau (Brouwer) satisfaz a seguinte propriedade de continuidade.

Proposicao 5.4. Se ¢ estiver suficientemente proxima de ¢ com a topologia induzida
pela norma:

l€llor = llglloo + 1€l para todo € € C*(O,RY),

entao,

d(p,0,b) =d(¢,0,D).
Proposigao 5.5. Se H € C([0,1] x O,RY) e b ¢ H([0,1] x O), entio
d(H(t,-),0,b) =M  para todo t € [0, 1],
onde M €é uma constante.

Corolario 5.6. Se ¢, 9 € C(O,RY), o =1 sobre 0O, e b € RN \ ¢(90), entio
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5.3 Problemas aproximados envolvendo o operador
p—Laplaciano

Sejal < p<a+1leassimp < N < 1+]Z_b. Desde que, 0 <a < N—1epu > 1,
podemos assumir que p também satisfaz
N—p Np

a <

<N—-1, pu>p e p<qg<

N—-p(l+a-0b)
Sendo assim, para 1 < p < p tem-se que

. AN=p > <q< Np
P —— a € .
l+a—0b’ p p=r p=A1 N—-p(l+a—0)

p

Agora, para cada p € (1, p], consideremos o problema

—div <1]Vu|p2Vu> = —f(u) emQ,

|| P (3.4)
u = 0 sobre 02,

onde a fungao f é a mesma que no Problema (1.1). Porém, considerando as condigoes
(f2) — (fs), estabelecemos as seguintes condigoes em f :

. f(s)
1 =0;
(f?p) |S}1;I>10 ‘S|p71 )
(fsp) Existem c¢1,¢0 >0 e q € (p, %) tais que

[f(s)l Serteafs]™, seR;
(fap) Seja F(s) = /S f(t)dt. Existe p > p tal que
0
0 < uF(s) < f(s)s para todo |s| > s¢;

f(s)

st

(fsp) Aplicagao s — é crescente em R\ {0} .

Observagao 5.7. (a) Dado e > 0, as condigao (f2p) e (f3p) implicam que existe Ce > 0

tal que
|f(s)] <e|s|P™t + C|s|?"  para todo s € R.

Mais ainda, integrando tem-se

Ce
|F(s)| < ;\5|p + ;|s|q para todo s € R.

(b) A condicao (fy,) implica que existem dy, dy > 0 tais que

F(s) > dy|s|* —dy para todo s € R.
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5.3.1 O funcional energia associado ao Problema (3.4)

Definimos o funcional energia I, : Dy (Q) — R associado ao Problema (1.1) por

/|5E|ap |pdl'— WF( )d

com derivada,

1
I(u)v = /| |ap|Vu\p *Vu - Vodr — /|a:|b (wvdr Yo € Dyt ().

Consideremos também o funcional @, : Dé:g (©2) — R definido por
p—1
() = Ip(u) + ——=[4.

Note que, os pontos criticos do funcional ®, sdo os mesmos que I,. Além disso, como
Dé:g(Q) C Défj(Q) para todo p € (1,p|, para u € Dé:g(@) fixo, segue-se da desigualdade
de Young que a familia (®,(u))1<p<5 ¢ nao decrescente.

Para u € Déjg(Q) definamos
u”(z) := max{u(z),0}, wu (r):=min{u(z),0} q.t.p. em z € Q. (3.5)
Observe que,
wr)=u(x)+u (x) e |ul@)|=u"(z)—u (2) qtp. emazecQ.
Proposicao 5.8. O espago Déji(@) ¢ um espago reticulado, isto é, se u € Déf;(@) entdo
ut, um € Dy ().

Demonstragio. Segue imediatamente do Lema 1.23 de [40] e ao considerar a Observagao
4.14 do Capitulo anterior. ]

Observacao 5.9. Dado u € Dé”fl’(Q) com u* # 0, pelos argumentos da prova do Lema
2.2 de [18], existem ¢, s > 0 tais que

Yot — Vo~ —
L(tuPu™ =0 e I (su )u” =0.
Definimos o conjunto de Nehari Nodal associada ao Problema (3.4) por
/\/'pjE ={u e Dé;g(ﬂ); ut #£0e @;(ui)ui = 0}.
Note que, o conjunto acima definido nao é vazio pela Observagao 5.9.

Proposigao 5.10. Seja r € {1,m> fixo. As aplicagoes M : Lp(2) — Lj(Q),
m: Ly(Q2) — Ly(Q2) definidas por

Mu=u" e mu=u",

com ut e u” definidas em (3.5), sao continuas em Lj(S).
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Demonstragio. Sejam (u,) C Lj(€2) uma sequéncia e u € Lj(2) tais que u,, — u em
L; (). Note que, para n suficientemente grande temos que

1 1 1
/ |\ Muy, — Mu| da = / Zuy — | da + | Mu,|"dz.  (3.6)
Q |z| anfu>0} |z|® anfu=0] |z|°

Como u, — u em Lj(2), a menos de subsequéncia, temos que
up(z) = u(zr) qtp. z€Q
e existe g € Lj(Q) tal que
lun(z)| < g(z) qtp. x el
Assim, desde que |Mu,(z)| = uf (x) < |u,(x)|, temos

|Mu,(z)" =0 qtp. xz€QnNfu=0]

|Mu,|" <g¢"(x) qtp. z€QnN[u=0].

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

1
—|Mu,|"dxr -0 quando n — co. (3.7)
onu=0] |x|°

Consequentemente, de (3.7) em (3.6), tem-se
1
/ —|Mu,, — Mu|"dx — 0 quando n — oco.
o |zl

Portanto, M é continua em Lj(€2). Por uma argumentacao semelhante pode-se provar
que também m é continua nesse espaco. O

Definigao 5.11. Seja u € L'(Q2). Dizemos que u muda de sinal se u™ # 0 e u™ # 0
em L'().

O resultado principal dessa secao é o seguinte.

Teorema 5.12. Suponha que f satisfaz (f1), (fop) — (f5p). Entao o Problema (3.4) possui
~ . Lp .

uma solugdo que muda de sinal, u, € Dy4(2), que tem a menor energia entre todas as

solugoes que mudam de sinal, isto €, u, satisfaz

®,(u,) = min O,(v). (3.8)

vE./\/’g[

Demonstra¢io. Em primeiro lugar, mostraremos que o funcional ®, ¢ limitado inferior-
mente em Npi. De fato, seja u € ./\fpjE com u = ut +u", entdo @;(u)u = 0 e pela condicao
(fap) temos

By (u) = B, (1) — P! (u)u

-(3- i)uu - (L= P ) o 39




112Método de Nehari nodal aplicado a um problema anisotropico envolvendo o operador
1—Ilaplaciano

onde C' > 0 é tal que

1 1 Lp
/QW <Hf(u)u — F(u)) dr < C Yu e Dy (). (3.10)

Por outro lado, da Observacao 5.7 (a) e das imersdes continuas de D(l):g(Q) em LI (€2)
para q € {1, %} ( Teorema 4.17 do Capitulo prévio), segue-se que

1
by = [, o (s

1 1
< e/ —|u]pd:1:—|—06/ = |ul? da
Q |zl o [z]’
< Cel[ullf op + CCull{ oy,

onde C' > 0 é uma constante de imersao de BV, (2). Assim, escolhendo € > 0 suficiente-
mente pequeno tal que 1 — Ce > 0 e desde que p < ¢, temos que

1—Ce\7s
lahar = (“g ) >0, Vue N (3.11)

Logo, de (3.9) e (3.11) temos que @, é limitada inferiormente em N e estabelece-se que

) 1—Ce\os
c::uériicbp(u)2< C’C;) > 0.

Seja (u,) uma sequéncia em N tal que
¢, (u,) — ¢ quando n — co.

Note que, por (3.9) a sequéncia (u,) ¢ limitada em Dé:g(ﬂ). Assim, desde que ||up][1,qp =
[ || 10p + ||ty ||1,0p, Segue-se da reflexividade de Dy(Q) e das imersdes compactas de
Dy () (ver Teorema 4.17 do Capitulo 4), que
Up = u, ul —up, u, —up em Défg(ﬂ) e (3.12)
N
P . (3.13)
N —-pla+1-10)

quando n — co. Mais ainda, pela Proposicao 5.10 tem-se que uy = ut > 0euy = u~ < 0.

Uy = u,  ul —>uy, u, —uy em Lp(Q) comr € |p,

Afirmacdo: u* # 0. Suponha que u® = 0 e assim,

1
i /7 19 g0 — (. 3.14
iy | ol s (3.1

n—o0

Como u € ./\/pi, pela Observagao 5.7 (a) e a desigualdade de Hélder, temos que

1
il = | o i

1
uf|pd1’+(]€/ uE| da (3.15)
@ [z

a-p

< / L
6 [
- Ja el
1 (o g 1
<e /—]uﬂqdm /—dx +CE/—|u,ﬂqu—>O.
o |z[° @ |z[° o |z[°
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Assim, por (3.14) temos que |[uZ||? — 0 quando n — 0o, 0 que gera uma contradi¢do em

(3.11) quando u = u e fazer n — +o0o. Logo, a afirmacio ¢ verdadeira.

Consequentemente, segue-se da Observacao 5.9, que existem £, § > 0 tais que
1 (FH\Et — (80 =\an— —
O,(tuT)tu =0 e P,(3u”)su” =0, (3.16)

e assim @/ (fu™ + su~)(fu™ + §u~) = 0.

Agora provaremos que ®,(fu™ + su”) = c é satisfeita com ,5 = 1. Observemos
primeiro que t,§ < 1. De fato, da semi-continuidade da norma de Dé:g (©2) com respeito a
convergéncia fraca e (3.12), temos que

Hui”l ap — < hmlnf”uinl ap * (317)

Por outro lado, da Observagao 5.7(a), (3.13) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, concluimos que

||bf( Fut dr = lim |$|bf( HuZdr e (3.18)
|x|bF< )dx:nh—{go |x|bF( n)de. (3.19)

Sendo assim, usando (3.17) e (3.18) em (3.15), tem-se que
|ut P < / 1 (uF)u* d. (3.20)
—Jafaf

Mas, reunindo (3.20) com &' (fu*)fu* = 0 obtemos que

[ ( flt)  f) ) P de <0,

@ o \[our P~ Jup~?

Assim, pela condi¢do (f5,) temos que necessariamente ¢ < 1. Um raciocinio andlogo nos
permite afirmar que § < 1.

Agora, da definigao de ¢ e (3.16) temos que
c < ®,(tut + su™)
o 1 ~ ~
=P, (tut + 8u”) — fq)‘fo(tzﬁ + 8u”)(tut + Su”)

_ (1 _ q> [tut + su||? (3.21)

p

1 |1, . ~ A
+ /Q W [qf(tuJr +8u”)(tut 4+ 8u”) — F(tu™ + 8u™)| dw .

Note que, como 3, < 1 e supp (ut) Nsupp (u~) = 0, temos que

HL?U+ + §u_”]1?,ap - tp|’u+H1 ,ap p”u Hl ap — < Hu+H1 ,ap + Hu_”]lj,ap = HuH?ap (322)
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e pela Observagao 5.1,

/ ’;'b Ll] FlEut + su)(Fut + su”) — F(fu® + §u)] da (3.23)
<[ |x1|b Ll] FEut) (Fut) —F(&ﬁ)] ar+ | |xl|b B F3u)(5u™) — F3uo)| do

-/ |I1|b Ll] f(u)(u)—F(u)] dz.

Assim, usando (3.22) e (3.23) em (3.21) e por (3.17), (3.18) e (3.19), temos que

c < @, (tut + su”)

L 1 P Lluu—ux
< (5= D) e+ [, ol [ - P a

Y piluu—um
smm@—ﬁmw+kwhﬂmu>nuh (321

n—oo

n—oo

< lim inf (q)p(un) — ;@;(un)un> =c.

Consequentemente, ®,,(fut + su~) = c.

Note que, que se £,5 < 1 a desigualdade em (3.23) seria estrita e com isso terfamos
uma contradigdo em (3.24). Entdo, necessariamente ¢t = § = 1 e com isso

u=ut+u €N e Qut+u)=c (3.25)

Resta provar que @;(u) = 0. Para fazer isso, vamos argumentar por contradigao.

Suponha que ®(u) # 0. Entdo existe uma constante positiva a > 0 e v € Déjg(Q),
|vo|| = 1 tais que
®(u)vg = 2 > 0.

Desde que ¢, € C’l(Déjé’(Q)), pode-se escolher r > 0 tal que

@ (v)vg = a >0, paratodo v € By(u) C D});ﬁ(Q).

Considere a fungao escalar
h(t,s) := ®,(tut + su~) paratodo ¢ s>0.

Note que, h possui um ponto de méximo global em (¢, s) = (1,1). De fato, pela Observagao
5.7 (a) e pelas imersoes continuas de Dé:g(Q) (ver Teorema 4.17 do capitulo anterior)
obtemos que

h(t,s) = ®,(tu” +su”) >0, (3.26)

para |(t, s)| suficientemente pequeno. Também, pela Observagao 5.7(b), para |(¢, s)| sufi-
cientemente grande, tem-se

h(t,s) = ®,(tu” +su”™) <0. (3.27)
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Assim, de (3.26), (3.27) e pela continuidade de h, deduzimos que essa fun¢ao possui um
maximo global em algum ¢,s > 0. Agora, como h ¢é diferencidvel tem-se

Vh(t,s) = (P, (tu" + su™)u™, @) (tu™ + su”)u") = (P} (tu™)u™, @ (su”)u") = (0,0),

ou equivalentemente,

1 1
/ z |ap|Vu+|pdx—tp 1/|:13|b (tut)utdx e

- 1 B
/Q|$|ap|Vu [P dr = Spl/ﬂmbf(su Ju~ dx .

Mas, como u* € ./\fpi, a condigao (fs,) implica que t = s = 1, ou seja, (s,t) = (1,1) é um
ponto de maximo para a funcao h. Assim,

O,(ut +u”) = max P, (tut + su”). (3.28)

Agora, considere D := (d,1)x (d,l) C R? com 0 < d < 1 < [ tal que {tu"+su~; (t,s) €
D} C B,(u) e escolhemos ' > 0 tal que

B=DB.(u) C B.(u) e Bn{tu"+su";(t,s)€dD}=0. (3.29)

Considere p(v) := dist (v, B) para todo v € Dy%(2). Defina T : Dy (Q) — Dy’ ()
por
T(v) = —p(v)vy para todo v € Déjg(Q) :

Note que, T' é uma funcao Lipschitz e limitada em Déjg (Q). Assim, para cada v € Déjg (Q),
o problema de Cauchy

dr" (3.30)

{ d n(r,v) = T(n(r,v)) paratodo T >0,
n(0,v) = wv

possui uma solugao n(7,v) e existe 7o > 0 tal que, para todo 7 € [0, 79| tem-se que

(a) n(t,v) = v, para todo v € B
(b) T+ ®,(n(7,v)) é decrescente para todo u € B;
() @p(n(7,u)) < Bp(u) — 37

De fato, é claro que o Problema de Cauchy acima possui uma solugao n(7,v). Resta
provar que existe 79 > 0 tal que, para todo 7 € [0, 7y] estabelece-se os itens anteriores.
(a) Segue imediatamente da defini¢do de B. Na verdade, se v ¢ B entdo p(v) = 0 e existe
uma Unica solu¢ao do Problema (3.30), que é constante e igual a v.

(b) Note que, se n(7,v) € B entao

@ (n(r,v))vo=a>0 e p(n(r,v)>0.
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Logo, derivando ®,(n(7,v)) com respeito a 7, obtemos

L, n(r,v) = @ (0, ) (7,0) (3:31)
= @, (n(r,v))T(n(r, v)) (3.32)
= —p(n(r, )} (n(7, v))vo (3.33)
<0 (3.34)

Assim, 7+ ®,(n(7,v)) é decrescente em 7.

(c) Seja 7o tal que n(7,u) € B para todo 7 € [0, 7]. Pode-se escolher, sem perda de
generalidade,

/

In(T,u) —u| < % < n(r,u) € By (u), paratodo T € [0, 7] .

r_
2

Logo, p(n(r,u)) = dist (n(r,u), B¢) > %, Mas isso implica que

d 7

E%(n(ﬂ u)) = —p(n(r,u))a < 5

¢ integrando obtemos (c).

Definimos o caminho de deformacao 77, : D — Dé:g(Q) por
T (1, 5) = 0o, tu* + su7).

Afirmacao: sup, cp Pp(7, (L, 5)) <c

De fato, por (b) e pela condigao inicial 7(0,v) = v, temos

) (71, (1, 5)) = Cp (170, tu™ + su™)) < Cp(n(0, tu” + su”)) (3.35)
=®,(tu" +su”) <Py (ut +u), (3.36)

para todo (t,s) € D\ {(1,1)}. Por (c), segue-se que

(77, (1, 1)) = @p(n(70,u" +u7)) (3.37)
< O, (u) — %TO < ®,(u) =c. (3.38)

Consequentemente,
MW(D) NN =0, (3.39)

Considere o campo K : D — R? definido por

K(ts) = <<I>;(nm(t, s)g(nm(t, QML AUNGEIUAG s))> |

S

Note que, se (t,s) € dD, por (3.29) e (a) para T = 79, temos
K(t,s) = (@, (tu™ + su” )u™, @ (tu™ + su™)u~) = VAh(t, s).
Entao, pelo Corolario 5.6 obtemos

deg (K, D, (0,0)) = deg (Vh, D, (0,0)) = sign (det Hess h(1,1)) = —1,
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onde Hess h(s,t) é a matriz Hessiana definida por
3?h(s,t)  0%h(s,t)
2
Hess h(s,t) = 62‘?{?57” aza,f(asft)
tds ot?

Assim, pela teoria do Grau de Brower existe (£,5) € D tal que
K(t,s) =0,

ou equivalentemente, 7, (¢,5) € N5, o que gera uma contradi¢do com (3.39). Assim

P Y
u=u" 4wy~ éum ponto critico de ®,.

Portanto, u é uma solu¢do que muda de sinal de (3.4) e por (3.25) ela tem a menor
energia entre todas a solugoes que mudam de sinal.
]

Lema 5.13. Para cada p € (1,p], seja u, € D(l):g(Q) uma solugdo do Problema (1.1).
Entao a familia (®,(uy))1<p<p € ndo decrescente.

Demonstragdo. Sejam py,py € (1,p] tais que p; < py. Suponha que u,, € Dy () e uy, =

e

uy +u,, € Dy™* () sejam solucdes de (3.4) quando p = p; e p = ps, respectivamente.

,a

Como Dy”*(Q) € Dy (Q) e sendo ur # 0, segue-se da Observacio 5.9 que, existem

a @

t,s > 0 tais que

tuf, + su, € N, (3.40)
Desde que a aplicagdo p — ®,(u) é crescente e por (3.8), (3.28) e (3.40), temos que
Dy, (Upy) = @y, (tu;‘z + Su;g)
> ®p, (tu,, + su,) (3.41)
> Dy, (up,) -
L]
Lema 5.14. Para p € (1,p], seja u, uma solugio do problema (1.1). Entao a familia
(Up)1<p<p € limitada em BV, ().
Demonstrag¢ao. Em primeiro lugar, note que pelo Lema 5.13, temos que

P, (uy) < ®5(u;)  para todo p € (1,p)].
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onde C' é como em (3.10). Consequentemente, pela desigualdade de Young, temos que

1 1
— [ ol Vulde+ | dHN ! 3.43
luolvaqons = [, o Vel dz + [l i (3.43)
1 1 —1
< f/ VP dr + P20 (3.44)
pJa x| p
11\
<|===] (®s(up) +0O)+19Q]. (3.45)
Y2
Portanto, a sequéncia (u,)1<p<p ¢ limitada em BV, (). O

Prova do Teorema 5.2 A prova consiste em mostrar as seguintes identidades:

1) —div (ﬁz) = ﬁf(uo) q.t.p. em €;
2) (iz, Duo) = - |Dug| como medidas de Radon em €;

|| EE

3) [z,v] € sign(—ug)  sobre 0.

1) Lembremos que, para cada p € (1,p] o problema (3.4) possui uma solucdo u, que
satisfaz

1 _ 1
/QW\VUPV’ *Vu, - Vodr = /Q Wf(up)go dr. (3.46)

Além disso, pelo Lema 5.14, a familia (up)i<p<p ¢ limitada em BV, (). Assim, das
imersdes compactas nesse espago (ver Teorema 4.25 do capitulo anterior ), segue-se que
existe ug € BV,(Q2) tal que

u, = ug em L;(Q) quandop— 17, (3.47)

para todo 1 < s < m . Logo, pelo Teorema 4.7 de [21], a menos de subsequéncia,
temos que
uy(z) = ug(z) qt.p. x €Q, quando p — 17 (3.48)

e existe g € L; () tal que
lup(x)] < g(x) q.t.p. z€Q. (3.49)
Consequentemente, por (f1) e (3.48) tem-se
fup(x))p(x) = f(uo(x))p(x)  q.t.p. em Q
e também por (f3) obtemos
[ (up) el < Nlelloo(er + ealup ™) < [l @llos(er + c2g* () = h(2),

onde h € L}(€). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

) 1 1
lim /wa(up)goda::/g‘x’bf(uo)@d:c? (3.50)

p—1t

para todo ¢ € C(Q).
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Desde que, a familia (u,)1<p<5 € limitada, temos pelo Lema 4.42 capitulo prévio, que
existe z € L>(Q, RY) tal que ||z|s < 1 e para cada ¢ € C°(2) estabelece-se

1 » 1
/Q’x‘ap]Vup]p Vu, - Vodr — /Q Wz -Vepdr, (3.51)

quando p — 17.
Portanto, de (3.50) e (3.51) em (3.46), quando p — 17 obtemos

1 1
. = [ — .52
/Q‘x’az Vo dr /Q’m‘af(uo)gpdx, (3.52)

para todo ¢ € C2°(£2). Mas isso implica que

1 1
—div z| =—f(uy) q.t.p. emQ. (3.53)
(\ﬂfl“ ) | z[*
2) Agora, vamos verificar que
1 )
(, ‘az Du0> = iz |a|Du0| como medidas de Radon. (3.54)

De fato, pelo Lema 4.28 do capitulo prévio obtém-se

Js <| o D““) = (Wz D““)

para todo conjunto de Borel B C (). Resta provar a desigualdade contraria, mas isso é

equivalente a provar que
1
<<HZ’ D"‘“’) ””> - <\ ja Dl “’> (3.56)
m a a

para toda funcdo nao negativa ¢ € C}(€). Porém, tal desigualdade decorre dos mesmos
argumentos usados na Subsegao 4.6.2 do Capitulo anterior. Assim, de (3.55) e (3.56)
temos verificado (3.54).

/ " |a]Du0] (3.55)

3) Por outro lado, segue dos mesmos argumentos da Subsecao 4.6.2 do capitulo prévio
que
z,v] € sign(—ug) HY ' — q.t.p. em OQ. (3.57)

Para finalizar a prova mostremos que vy 7 0. Considere o funcional ® : BV, (2) — R
definido por

b(u) = ol v = |, T

Note que, se u € D(l):g (), pela desigualdade de Young temos que

1 1
— [ ol + [ N1 3.58
v = [, IVl + [ i (3.58)

11 —1
= [Vl de + 0. (3.59)
Q|| p
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Mas isso implica que

O(u) < ¢,(u) para todo u € Dé:g(Q).

Afirmacao: lim ®,(u,) = ®(uy).

p—1t

De fato, como os itens 1), 2) e 3) sao satisfeitas entao

fuollovaors = [ 7o ‘a Dol + [ ol ar*
1 N-1
:/ —az,Duo —/ U2z, V] dH
2] 0zl
/uodlv <‘ @ )

:/Qw)f(uo)uo dx (3.60)
= ;/Q’xl‘bf(up)up dz + 0p(1)

1 1
= p/QW|Vup|pdx+0p(1)

Por outro lado, usando (3.48), (3.49) temos que
F(uy(x)) = F(up(z)) q.t.p. em Q@ quando p — 1T, (3.61)

[F'(up(2))] < erfup(@)] + cafup (2)|* < 19(x) + e29(2) = H(z)  q.tp. em Q,  (3.62)

onde H € L}(Q). Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue-se
que

/Q |x1\bF(u0) dv = |x1|bF(up) dx + 0p(1). (3.63)

Portanto, de (3.60) e (3.63) quando p — 1, segue-se nossa afirmagao.
Dado um € > 0, por (fy) existe § > 0 tal que

|f(s)| < e sempre que |s| <. (3.64)

Por outro lado, considerando |s| > ¢ e dividindo por |s|?"! em (f3), obtemos

f(s)l _ o«
S Spites C.. (3.65)

Assim, de (3.64) e (3.65) segue-se que
1f(s)] <e+C.s|? " para todo s € R.

Integrando, obtemos que

Ce
|F(s)| <e€|s|+—]s|? paratodo s € R, (3.66)
q
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onde F(s) = [5 f(t)dt.

Agora, usando (3.66) e as imersoes continuas de BV, (2) (ver Teorema 4.24 do Capitulo
anterior) temos

C1C,
O(u) 2 (1 = Ce)llull v = — =l

AORE (3.67)

onde C' > 0 é uma constante de imersao em BV, ().

Sejae>0<30m1—Ce>%ep>0talque

[K% _(22: sla

1
qg—1

>p.

Assim, para |[u| gy, @)1 < p em (3.67) obtemos que

)

() > “UHB;/a(Q),l' (3.68)

Por outro lado, como upi € N* pode-se provar que a aplicacio
(0,+00) 3 s D, (su;)

atinge o seu maximo em s = 1. De fato, como essa aplicagao é diferenciavel o candidato
a ser ponto de maximo sao os pontos criticos dele, isto ¢, s > 0 tais que

d
%‘I’p(suf) =0,
ou equivalentemente,
L v de = — ! Suz d 3.69
Q\:L’]“P| U, | T= wa(sup)up x. (3.69)

Logo, por u, € N obtemos

/Q|m1|b ( f(uz:vt) B f(suzj)E) ) |u;:|p —0. (3.70)

u =t [sug et

Mas isso implica que, por (fs,), s = 1.

Assim, de (3.68) para cada p € (1, p] segue-se que

+
+ pu
Pply) = By <\qu|\>
P

(ﬁn) (3.71)

)

Vv
A

Vv
[N et

onde também foi usado a imersao continua de Déjg(Q) — BV,(€). Por outro lado, observe

que
2, (0) = [ ‘;b (; Flu st F@f;)) iz,
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para cada p € (1,p]. Entéo, se upjE — 0 em BV,(Q), pelo crescimento subcritico de f
temos que

d,(uF) = / ! (;f(ui)ui — F(ui)) dr — 0 quando p — 17, (3.72)

P QW p ) Yp

o que gera uma contradicio com (3.71) quando p — 1*. Assim uf # 0, o que finaliza a
prova do Teorema 5.2. U



6 Um problema do tipo
concavo-convexo envolvendo o
operador 1—laplaciano

6.1 O problema

Neste capitulo estudaremos a multiplicidade de solugoes positivas para uma equacao
eliptica singular envolvendo o operador 1—Laplaciano. Mais precisamente, buscaremos as
solugoes positivas para o seguinte problema céncavo-convexo

) Du B A .
—div <’Du|> = 5 + ul [S2011 Q,

u = 0 sobre 012,

(1.1)

onde 2 C RY (N > 2) é um dominio limitado com fronteira Lipschitz, A > 0e 0 < v <
l<g<1*:=N/(N-1).

O funcional energia associado a (1.1), denotado por I : BV (§2) — R ¢é definido como

I(w) :/Q|Du\+/m |u\cmN—1—/QF<u> dz, (1.2)

onde F' é a primitiva de

A—l—sq_l se s> 0
f(s):=1 &7 ’
0, se s <0.

Nosso principal resultado é o seguinte teorema.

Teorema 6.1. Seja 0 < v < 1 < g < 1%, entdo existe A > 0, tal que o problema (1.1)
possui ao menos duas solugoes nao-negativas, para todo X < A.

Para mostrar o Teorema 6.1 faremos a abordagem do Problema (1.1) mediante o mé-
todo das solugoes aproximadas, isto é, primeiro consideraremos as solugoes de problemas
que envolvam o operador p—Laplaciano ( ver (3.10) abaixo) para cada p préximo de 1,
depois buscaremos estimativas para a familia originada por tais solugoes e finalmente
faremos p tender a 1 e com isso, obter uma solugao para (1.1).

123
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6.2 Resultados preliminares

Nesta se¢ao introduziremos alguns resultados e defini¢des, que podem ser encontrados
com mais detalhes em [6] e [27].

Daqui em diante consideraremos 2 um conjunto aberto e limitado em RY.

Definigao 6.2. Seja u € L'(2). Dizemos que u tem um limite aproximado em z €
se existe z € R tal que

—z|ldy = 2.
ti s [ Ity =<l dy =o. (23)

Denotamos por S, o conjunto de pontos x € () onde a propriedade acima nao é
satisfeita. Para qualquer x € Q\ S, o nimero z, unicamente determinado por (2.3), é
denotado por a(z).

Observagao 6.3. No caso em que 4(z) = u(z) para x ¢ S, isto é,  é um ponto de
Lebesgue de u, dizemos que, u é aproximadamente continuo em z ¢ S,.

Proposigao 6.4. Seja u € L'(Q2). Entao,

(a) Sy, é um conjunto de Borel LN —nulo e @ : Q\ S, — R é uma fungio de Borel,
coincidindo LN —q.t.p em Q\ S, com u.

(b) Sex € Q\ S, as fungoes u* p. convergem pontualmente para @ quando € — 0.
Demonstracao: (Ver Proposigao 3.64 de [6]).
Seja x € 2 e v € RY. Denotamos

B, (z,v) ={y € By(z) : (y —z,v) >0}

B (z,v) ={y € By(x) : (y —x,v) <0}.

Definigio 6.5. Sejam u € L'(Q2) e x € Q. Dizemos que x é um ponto de salto aproxi-
mado de u se existem a,b € Re v € SV~ tais que a # b e

1
lim —————— —aldy = 2.4
pll}(l) |B+(IL‘ V)| B+$I/) |u(y) a| y 07 ( )
1
lim —— lu(y) — bl dy =0. (2.5)

p—0 ’B (IE,I/)‘ B, (z,v)

A tripla (a, b, v), unicamente determinada por (2.4) e (2.5) a menos de uma permutagao
de (a,b) e uma mudanga de sinal de v, é denotada por (u*(z),u” (x),v(x)). O conjunto
de pontos de salto aproximado é denotado por J,.

Proposigao 6.6. Seja u € L'(Q). Entao,
(a) O conjunto J, é um subconjunto de Borel de S, e existem fungoes de Borel
(ut(z),u(2),v(z) : J, = RxRx SN,

tal que (2.4) e (2.5) estabelecem-se para qualquer x € J,.
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b) Se x € J, as fungoes u* p. convergem pontualmente para ultu” quando € — 0.
P 9 2

Definig¢ao 6.7. Seja u € BV (2). Dizemos que u* : Q\ (S, \ J.) — R é o representante

. s ~ + -
preciso de u quando é igual a @ em Q\ S, e % em J,,.

Proposigao 6.8. Seja u € BV (). Entdo as convolugoes u* p. convergem pontualmente
para u* no seu dominio quando € — 0.

6.2.1 Teoria generalizada de Anzellotti

Nesta subsecao apresentaremos alguns dos resultados de uma extensao da teoria de
Anzellotti desenvolvida em [27].

Denotamos por DM™ () o espaco dos campos vetoriais z € L>®(2, RY) cuja diver-
géncia no sentido das distribui¢des ¢ uma medida de Radon com variagao total finita, isto
¢,

DM™>(Q) = {z € L=(Q,RY) ; divz é uma medida de Radon}.

Além disso, denotamos DM;2. () ao conjunto dos z € L>°(, RY) que também pertencem

a DM (w) para todo w CC {2

Proposi¢ao 6.9. Para todo z € DM™(2), a medida u = divz € absolutamente continua
com respeito a HN =1, isto é, |divz| < HN L.

Observagao 6.10. (a) Desde que H¥ (S, \ J,) = 0 ( ver Teorema 3.78 de [6]), temos
que, pela Proposicao 6.8,

uxpe—ut HYN ' — qt.p. em Q.

(b) Segue-se da Proposigao 6.9, que
uxpe —u* divz — q.t.p. em Q
e assim, o representante preciso u* de toda fungao u € BV (2) é divz—mensuravel.

(¢) Usando o Lema de Fatou obtemos
/ |u*||divz| < liminf/ |u * p||div z],
Q e—0 Q

onde |divz| denota a variagio total de divz. Logo, se u € L'(Q, |divz|) temos que
u* € LY(Q,divz).

Para u € BV,.(Q2) N L' (Q,divz) e z € DMS.(Q), definimos a distribui¢ao
((z, Du), ¥) ::/ u*gpdivz—/ uz - Vodz, Ve Cr(). (2.6)
Q Q
Note que, essa distribuigao estd bem definida em parte pela Observagao 6.10 (¢). Porém,

essa distribuicao depende do representante preciso de u, ou seja, se escolhermos outro
representante, a distribuicao poderia ser diferente.

Pode-se provar que a distribui¢ao acima também é um medida de Radon.
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Proposigao 6.11. Seja u € BV;,.(Q) N LY (Q, divz) e 2 € DM(Q). Entio (z, Du)
satisfaz

{(z, Du), )| < ||s0||oo||ZHLoo(A)/A|DUL (2.7)
para todo conjunto aberto A CC Q e para todo ¢ € C(A).

Corolario 6.12. (z, Du) e |(z, Du)| sao medidas de Radon. Além disso, essas medidas
sao absolutamente continuas com respeito d medida |Du| e

‘/B(Z,Du)’ < /B |(z, Du)| < HZHLOO(A)/B |Dul,

estabelece-se para todo conjunto de Borel B e todo conjunto aberto A tal que B C A C ).
Em particular, se w € BV (Q)), entao a medida (z, Du) tem variagao total finita.

Proposigao 6.13. Sejam z € DM, () ew € BVjo(Q)NL>(S2). Entdao uz € DM, (2).
Além disso, a sequinte formula estabelece-se no sentido de medidas

div(uz) = (divz)u* + (z, Du).

No trabalho [12], estabelece-se que, para toda z € DM™(Q) o trago fraco sobre OS2
da componente normal de z, a qual é denotada por |z, v], satisfaz

12, V]| L 00) < [|2]| e -

Por outro lado, a Proposi¢ao 2 de [11] (ver também [24, Lemma 2]) estabelece que, se
z € DM>(Q) e u € BV(Q) entao

ulz, v] = [uz,v].

Proposigao 6.14. Sejam z € DM.(Q) e uw € BV (Q)NL®(Q) tal que u* € L*(Q, divz).

loc
Entao uz € DM™(QQ) e a sequinte formula de Green estabelece-se

* di / D :/ U] dHN 2.8
/Qu vz + Q(z u) 8Q[uz v|dH (2.8)
Proposigao 6.15. Sejam z € DMS.(Q) e v € BV(Q) N L2(Q). Se vz € DM™(Q),

entao
[[vz, V]| < [v|sallz||L=(o) HNY q.t.p. sobre OS). (2.9)

6.3 Um problema singular aproximado envolvendo o
operador p-Laplaciano

Nesta secao consideraremos o seguinte problema eliptico quasilinear

A -1
—Ayu = et + uf em (2, (3.10)
u = 0 sobre 0N,

onde l <p<qgelO<vy<l.
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Para encontrar solugoes positivas de (3.10), consideraremos o funcional energia asso-
ciado a (3.10), dado em W, () por

() :;/Q]Vu]pda:—/QF(u) iz (3.11)

onde F' é a mesma que aparece no funcional I.
O objetivo desta secao ¢ encontrar duas solugoes positivas u, e v, para o problema
(3.10) tais que

1. A solugao u, ¢ um minimo local de I?;

2. A solucao v, ¢ uma solucao fraca que minimiza o funcional I” em um subconjunto
do conjunto de Nehari, denotado por N, e definido como

Np:{uewg’p(g)\m}; /Q|vu\de—/Q|uyqu—A/Q|u|1vdx:o}.

Enfatizamos que o estudo de problemas e funcionais relacionados a (3.10) e I? é uma
drea ativa de pesquisa. O caso p = 2 foi considerado em [64, 13, 14, 41]. Para um caso
mais geral p > 1, referenciamos a [38, 59, 16] (para problemas relacionados, ver [61, 60]).

Notagao: Seja g : 2 — R uma funcao Lebesgue mensuravel, denotamos

[g>0={zxeQ;g(x) >0 qtp.}. (3.12)

6.3.1 Conexao entre os funcionais /? e [

Esta subsecao esta dedicada a analisar a conexao entre a geometria de I” com a de I.
Também vamos provar que é possivel passar continuamente dos parametros associados a
IP para aqueles associados a I.

Lema 6.16. Eziste \* > 0 tal que, para todo \ € (0, \*),
I(u) > B, para todo v € BV (Q) tal que ||ul|pv) = p,

onde )

1

0<p< (qSiIIQIqT*I)q_ :

A Y- a
B = p<1—157 LIS s sl e —1>>0
€
S| = inf HUHB& (3.13)
! uw€BV (Q)\{0} ' '

Demonstracio. Note que, a definicao de F' implica que

A 1
/\Du|—|—/ |u| dHN 7/ u'V dx — / ul dx
1— [u>0] [u>0]

2/\Du!+/ lu| dHN — /]u\l de—f/ |ul? dx .
Q o9
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Como .
=7d <(/ 1*d>1* QT
[l de < ([ jul do R
e .
[l da < S5 ully 100
onde S é definida em (3.13), obtemos
Ao
I(u) > [[ullpvn) — f& ) (3.14)
)\ _ 1+'y _ S _
~ laviey (1 = 2= S0l g — 20 1@)) G
Note que, se 0 < p < (qu|Q\ql*l*)“, temos que
Sy
1— L\Q\ il > 0. (3.16)
Assim, podemos escolher A* > 0 tal que
N IR oL 0.

Portanto, para todo A € (0, \*) e p satisfazendo (3.16) temos que

I(U)2p<

onde ||u|[pv) = p- O

—q .
+’Y—lp_,y _ &|Q’11:qpq_1> — 6 > 07
q

Lema 6.17. Existe \; > 0 tal que, para todo \ € (0, )\y),

IP(u) > B,,  para todo u € Wy P(Q) tal que HU”WOI,P = Pp,

onde )
a *\ a—p
0<pp<(q8pp ) ,
p
-9
1 )\ P +’Y o
Buim o | 5= 1o ST IO >0
e
el .,
Sp = inf 1? . (3.17)

ueW, P (2)\{0}
Além disso, podemos assumir que a familia py,, B, e A, satisfaz:

lim p,=p, lim B,=5 e lim A = A"

p—1t p—1t po1t P
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Demonstragao. Usando a definicao de F' temos que

1
/ |VulP de — )\/ 7 dy — 7/ u! dx (3.18)
1—7 [u>0] q [u>0]

/|Vu|pdx—7/ |~ d — - /|u|qu (3.19)

Como -
/ lu|' ™ dx < Sp" p
0
e L
[l dw < 7 1907 ully
onde S, é definido em (3.17), tem-se
P 2 Julfyys (5= T2 ST Rl = ST ) 20
W \p 1y !
Note que, se 0 < p, < <qu |Q| P )p entao
1 Sp )
p

Como lim,,_,;+ S, = S (ver [66] pag. 355), temos que
1

— 1
g _p* q—p q—1% a—1
lim (;Sﬁ i ) = (qSi’IQI " ) "

Assim, p, pode ser tomado de maneira que lim,_,;+ p, = p. Em particular, pode ser
escolhido como

=l
onde p é como do Lema 6.16.
Agora, se escolhermos \; > 0 tal que
)\ -9
1 ; =1 prty—1 S P
- — Sp? QTP pl P — Q P — 3.21
L s T - g o, (321)
entdo, para cada A € (0, \;) tem-se que
IP(u) > p E_LSTP17P_7S =03,>0,
“\p 1y '

sendo Hung,p = pp.
Note que, por (3.21), lim,, 1+ p, = p € lim, ,;+ S, = S temos que

lim \f = \*

po1t+ P

e assim,

pllglﬂL Bp - B ’
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Lema 6.18. Seja ¢ € C°(Q2), com ¢ >0 e ¢ #0. Set > 0 é suficientemente pequeno,
entao IP(t¢) < 0 e também I(tp) < 0.

Demonstragio. Considerando ¢ > 0e 0 < v <1 < p < ¢, para t > 0 suficientemente
pequeno temos

tp— 1+ A

161 0 — [ o1de =" [ o) <o
p Wt (1—=7) Jo q Ja

- Y )\ - tq_1+/‘/ q
I(td) = 1! <t ||¢||—(1_7>/Q¢1 dr—— /ng d:zc) <0.

IP(tg) =t (

6.3.2 Pontos criticos do funcional [?

Nesta subsec@o, achamos dois pontos criticos ndo negativos de I? (nomeados por u, e
v,), no sentido que tais sdo solugoes fracas do problema (3.10), satisfazendo

IP(uy) <0< B, < IP(uvy).

Em primeiro lugar, definiremos o bem conhecido conjunto de Nehari associada a
(3.10)

N, = {ue W @©\{0} s [ 1Valrde - [ faude = of,

assim como alguns subconjuntos deste,

Afp*:{uejvp; <p—1+v>/9|w|pdx—<q—1+v>/[u>o]|u|q>o},

Np:{ueNp; (p—1+7)/Q\wpdx—(q—1+7)/[u>0] |uyq<o}

e
Ny = {UGNp; (p—1+7)/QIVUI”d:r—(q—1+7)/[ ) IUI"ZO}'
u>
Fixando u € Wy (), u # 0, definimos
ou(t) :=1P(tu) Vt>0. (3.22)
Note que,

tP P\ amtt ta
pult) = —ullyey — 57— [l Tde—= [ wtde.
D 0 1 — 7 Ju>0) q Ju>0]

Assim, os conjuntos N, ,./\fp+ ,./\fz? e ./\fp_ podem ser escritos como

Ny = {u e WP (@)\{0} ; ¢, (1) =0},
NS ={ueN,; ¢(1) > 0},
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Ny ={ueN,; ¢u(1) <0}

Ny ={ueN,; ¢i(1) =0}

Agora, iremos provar algumas propriedades geométricas e de compacidade nesses con-
juntos.

Lema 6.19. Seja 0 < A < \,, com

p—1l+ty

— —1 q—p gty=1
Ap = ( —— ) <p +7> Spt Q[
¢—1+7v)\g—1+7y

onde

lull?

» - ~1 ~1

S,=  inf Wy _p(p*q)(quv ) aty-1
¢ (¢4—p) q

Cfp =
wewdP@\fop u

p
p*
Entdo, para cada w € WyP(Q), u # 0, existem inicos 0 < t+ < t, tais que tTu € N, e
tmu e N, . Além disso,

P(t=0) — P
IP(t"w) I?EOXI (tu)

e, para u € Wy () \ {0}, t~ =1 se, e somente se, u € N, .

Demonstragio. Sejam u € Wy P(Q), u # 0 e ¢, como em (3.22). Definimos

h(t) == £, () = 7 Julf? 1, — )\/ ]!~ da —tq—lﬂ/ wide, Vit>0.
0 [u>0] [u>0]

Note que,

WD) = (0= 1+ )82 ull, — (0= 1+)672 [ tda =0
0 [u>0]

se, e somente se

1
p —
tmax = (p i 7) ||U||W(}yp o .
q—14+7) [IXusoulld

, >0 Seo<t<tmaxa
h(t){ <0 se t > tmax,

Observe também que,

(3.23)

Consequentemente tyax € 0 unico ponto de maximo global de h. Mais ainda, para
A < A, temos que

h(tmax) > 0.
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Figura 6.1: Grafico de h, para A < ),

Fonte: Elaborado pelo autor

De fato,
p p—i—&-’v
p—14+7 ||u||W1,p ar
h(tmax) == < 1 > 0 q ||U'H€VLP (324)
=147 Xusoulld 0
_ a—1+y
1 [ullfyre ] "7
) o g ] s
¢ =147/ Ixusoullz [u>0)
p=14y [ ”qu(q—Hv) =
([ a—p p—l+4v) Wy A\ =74
- -1 —1 a(g—1+7) B [ul v
Como
Sp

ully, Vu € War(Q)

[ullyre 2 —=
Mo Tt

g=1+y

/[u>0} ’u|1*'y de < ||X[u>o]u\|é’7|Q| a

al q—1+y
o) Dol
|Q| p(a—p*) X[u>0U]lq

temos que, usando \ < \,,,

p—1+
h(t) > [ —1=P p—1+7)
T g1+ \g— 1479

g—1+v

= Alxpusoully™"190

14 p=l+y g q—1+vy

q—p p—14+7) =7 ) 4=itn I
= B ow— — M| e u>0|U v
(q_1+7> <q_1+’y> <|Q|P(f§;5)> | | ||X[ >0 ||q

> 0.

qp*

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Intermediario e pelas desigualdades em (3.23),
existem tmnicos ¢, ¢t~ > 0 tais que 0 < t7 < tpax <t~ €

h(tT) =h(t")=0.
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Isso, por sua vez, implica que, pela definicao de h,

Pt =¢(t7) =0.

Como

p
p—1+ 7) HUHWOLP tq_p]

" 2(g—14+
©, t) =1tP q 1 Y ‘Xu Oqu (

esendo 0 < tT < tax < 7, temos
S0 e glt) <0,
Logo, observando que ¢}, (1) = t?¢!(t) concluimos que
ttue NS e tueN,

I(t7u) = max I(tu) .

Por fim, se u € /\fp_ entao pela argumentacao anterior necessariamente ¢t~ = 1. O
Observacao 6.20. (a) Seja A, como no Lema 6.19. Desde que lim, ,;+ S, = S; tem-se
pl—ifﬁ Tp = A
(b) Seja A* como no Lema 6.17. Definimos
A= ;min{)\*, A} (3.25)
Entao, se 0 < A < A, existe p > 1 pequeno o suficiente de modo que

0 <A <min{X \,} para todo p € (1,p). (3.26)

Em diante consideraremos X, e A} satisfazendo (3.26).

Lema 6.21. Seja A, como do Lema 6.19. Entdo, para todo X € (0,),) temos as sequintes
conclusoes:

(i) Ny =0;
(ii) N

, € um conjunto fechado em Wy ().

Demonstragdo. (i) Suponha por contradi¢do que exista u € J\/I? com u # 0, tal que
(p =1+ Dullfro = (¢ =1+ M Xpusoully = 0- (3.27)

Sejam h e t.c como na prova do Lema 6.19. Entao

m Pglg“f “qu(ql—H-’Y) ﬁ

J— P - sP

B(foa) :( 4D ) (p 7) T —)\/ ' dz >0,
g—1+v)\g—1+7 IXpsopulle [w>0)

(3.28)
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para todo A € (0, \,).
Por outro lado, desde que u € NS,

_ q—>p
A u' Vdr = [ ——— | [|u||?
| an= (Y,

e assim, por (3.27), temos

p—1ty

Hqu(q 1+7) ﬁ

p—1l+a) q—p p
| (= lull
q—1+7 qg—1+7~ | Xusoyul|§ qg—1+7 0

g—1+y

p—1+~ P —
( )HUle <p__1_%7> o [ el
"I\g—1+~ X fusoyulld
0,

o que gera uma contradi¢do com (3.28). Logo nao existe algum u € /\/19 , isto é, ./\f]? =0.

max

(3.29)

(4) Seja (u,) C N, uma sequéncia tal que u, — 1 em Wy (Q), o que implica que
U, — up, em L) quando n — +oo.
Entao ug € N, U {0} . Suponha que
up = 0.

Como

ullf Vue WyP(Q), u0 (3.30)

Jalfy >

p(q p*)
ap*

q—1+4+19 _
||u]|%/01,, < <p—1+> ||X[u>0]ul| Vue /\/;, ;

inferimos que

VueN, . (3.31)

lully >

%@—1+7)r”
(g —1+7)

Assim, aplicando a desigualdade prévia para u = u,, e passando para o limite quando
n — 0o, obtemos

S@—1+7)rz
Ugllqg = L
H OHQ— [|Q|a(q—1+7)

Isso, por sua vez, contradiz o fato que uy = 0. Portanto ug € Np_ e assim, o item (i7)
também estd verificado. m

Lema 6.22. Dado u € N, existe € > 0 e uma fungdo continua f > 0 definida em B(0),
com B.(0) C Wy* (), tais que

f0)=1, fw)(utw)eN,, Ywe B(0).
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Demonstragio. Defina F : R x Wy () — R como

E(t,v) =t”‘1“/ |V(u—|—v)|pdx—tq‘1+"*/ |u+v‘qu_A/ -t o1 da,
Q [u>0] [u>0]

Como u € N, segue-se que F'(1,0) =0 e
Ft<1,o>=<p—1+v>/9|w|pdx—<q—1+v>/[ , ! dz <0
u>

Assim, aplicando o Teorema da Fungao Implicita no ponto (1,0), obtemos € > 0 e uma
funciio continua f = f(v) >0, v € Wy*(Q), ||v||W01,p < € satisfazendo

f0)=1, f)ut+v)EN, YveWyQ), [v]l 0 <€

Entao, para € € (0, €), temos

f)u+v) €N, VoeWeP(Q), o]y <e

Lema 6.23. Sejam A e A\, s@o como nos Lemas 6.17 e 6.19, respectivamente. Entdo

inf IP(u) > 3, > 0,
nf 1) 2 4

onde B, € dada no Lema 6.17.

Demonstracao. Dado u € /\/;j. Entao pelo Lema 6.19 temos que

P(y) — P
I*(u) = I?EOXI (tu).

Em particular, usando 3, e p, como no Lema 6.17 obtemos

Pu) > I | i | = B,
Tl

Portanto, como u € ./\/p_ é arbitrario, tomando o infimo na desigualdade anterior segue-se
nosso resultado. O]

O

Lema 6.24. Suponha que exista ug € N, com ug > 0 em §, tal que
0 g/ |Vu0|p_2Vu0-Vgod:v—/\/ umdx—/ wldr, Yo e WH(Q), 0> 0. (3.32)
Q Q Q
Entao uy € uma solugdo de (3.10).

Demonstragio. Sejam ¢ € Wy P(Q) e € > 0, definamos w € W, ?(Q) por

w = (ug + €)™
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Usando w como fungéo teste em (3.32) e considerando que uy € N, obtemos

0

IN

/Q (‘Vuo|p*2Vu0 SV —ud w — )\ua”’w) dx
= /[ eg0] (|VU0|P*2VUO : V(Uo + €¢) — ugfl(uo 4 E(b) _ )\ua’Y(uO + 645)) dr
— (/Q —/[ N ¢<0]> (|VU0’P—QVU0 . V(uo + Eqb) — ug_l(uo 4 €§b) . )\ua’y(uﬂ 4 ng)) dr
ug+e
= [Vl de— [ ude—x [ w7 da
Q (9] Q
+€ (/ |Vu0]p*2Vu0 Vo _/ ugflgbd:c . )\/ u07¢d$>
Q Q Q
_[ o< (|VU0|P—2VUO . V(Uo + Egb) — ug_l(uo + 6¢) o /\UEW(UO + E¢)) dr

€ (/ |VuoP Vg - Vo — / ult o da — /\/ u&%bdm)
Q Q Q

e / Vo P2V - Vo da. (3.33)
[uo+ep<0]

IN

Desde que lim, o+ |[ug + € < 0]| = 0, onde | - | denota a medida de Lebesgue, temos

lim } ]Vuo\p*QVuo : V¢ dx = 0.

e—0 [uo+ep<0

Assim, dividindo (3.33) por € e fazendo € — 0, temos que
0 g/ VP2 Vg - Vo — / ul g dz — )\/ w6 d. (3.34)
Q Q Q

Como essa desigualdade estabelece-se para todo ¢ € Wol (), tomando —¢ como fungio
teste, obtemos a desigualdade contraria e, assim, a igualdade. Entao, uy ¢ uma solugao
fraca positiva de (3.10). O

Lema 6.25. O funcional IP ¢ limitado inferiormente em B, (0), onde B, (0) = {u €
Wy (Q); HuHW&,p < pp}. Além disso, existe u, € B, (0) tal que

IP(u,) = Bin(fo) I*. (3.35)

Demonstragio. Seja u € Wy*(Q) tal que Hu”wol,p < pp. Note que, as desigualdades de
Holder e de Sobolev implicam que

1 A 1= q=1+y 1
p P 210,114
@< Sl + Tl 190+ Dl
1 A 1=y a-1+y C
p q
< Sl + O lullgpalsl 5 + Sl
1 A 1y g—1+~ C'pq
ot Oy QT+
p -7

Consequentemente, [? é limitado inferiormente em B, (0). Assim, estd bem definido

o, = _inf IP.
BPp(O)
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Mais ainda, esse infimo é atingido. De fato, seja (u,) C B,,(0) uma sequéncia tal que

; P _
nglfoo I (uy,) = ay, .

Desde que, a sequéncia (u,) é limitada entdo, a menos de subsequéncia,

U, —u, em  WyP(Q)

up, — u, em L"(Q2) para todo r € [1,p),
quando n — oo .

Logo, usando a semi-continuidade inferior da norma || - ||W01,p temos que
”upHWOlvP < 1};2_&2; HunHWOLP < Pp- (3.36)

Afirmacgao:
lim [ F(uy,) dx:/QF(up) dx .

n—+o0o JQ)

Note que, para mostrar a convergéncia acima ¢ suficiente provar que

lim ul dr = / uy dz
7700 J{uy >0] [up>0]

lim u: dr = / u}o_” dx .
n—00 Jy,, 0] [up>0]

De fato,

1

< (/Q ’X[Un>0]un - X[up>0]up|q d.’L‘) ’ (337)

/ ul dr — / ul dx
[un>0] [up>0]

1

< (/Q |X[un>0]un - X[un>0]up’q dl‘) !

1
([ -t )

onde x4 denota a funcdo caracteristica do conjunto A.

Como u,, — u, em L7(§2) temos que

(/Q |X[un>0]un - X[un>0}up|q dl‘) ! — 07 (338)

quando n — oco. Agora, mostremos que

1
(/Q X [ >01Up = Xup>0)Up|? dl‘) "0, (3.39)
quando n — oco. Note que, para = € [u, > 0] existe ng € N tal que
up(z) >0 sempre que n > no,
o que implica que

Xfun >0 (£)Up (%) = Xpu,>0](¥)up(2) = 0 para z € [u, > 0],
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quando n — oco. Além disso, para = € [u, > 0] tem-se

X[m0 (2)p () = X[y >0 (2)p(2)]7 < 297 (X 0] (2)|T + [X[up>01 ()] D) 1] T < 27|

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

(/[ ~0] |X[un>0}up - X[up>0]up|q dl’) — 0. (340)

Similarmente, podemos provar que

1

q
</[ o | X [ >0)Up — X[up>0]Up| dx) — 0. (3.41)
Up

Assim,

1
(/ |X[un>0}up - X[Up>0]up|q dx) ! S </ |X[un>0}up - X[Up>0]up|q dI)
Q [up>0]

Q=

+ (/ X fun >0 tp — X[up>0}up!qd:1:> —0.
[up<0]
quando n — oco. Consequentemente, por (3.38) em (3.37) obtemos
1700 Jlun >0] [up>0]

Analogamente, podemos provar que

e assim,

A 1
lim [ F(u,)dz = lim (/ ut dr — f/ ul dx)
n—o0 J n—oo \ | — Y S un>0] q Jun>0]

A 1
:7/ ullf”dx—f/ ugd:v
— 7 J{up>0] q Jup>0]

1
- /Q F(uy) da . (3.42)

Portanto, de (3.36) e (3.42) segue-se que

ap = lim inf /7 (uy,) (3.43)
~ Jim (HunH;/Ol,p _ /Q Fup) dx) (3.44)
>y s = [ Fluy) do (3.45)
— I°(w)) > a, (3.46)
ou seja,
I’(uy) = a, = _inf [P
Bpp(o)
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Observagao 6.26. Como ||u||W01,p = |Hu|||W01p para todo u € Wy™*(Q), resulta
Ip|l[ywzr = llupll < pp.
Entao,
17 (up) < 17 (lup|) < I7(up),
ou seja,
IP(lup|) = 1P (up).
Assim, podemos considerar u, > 0 q.t.p. em €.
Lema 6.27. Ezistem p > 1 e K <0 tais que
I’(uy) =a, < K <0 para todo p € (1,p). (3.47)
Demonstragio. Sejam ¢ € C2°(2) com ¢ >0, ¢ # 0 et > 0 tais que
[tollsy <p e I(tg) <O.
Como
: _ im P _
Tim [6lygs = [9lhyze e lim P(t0) = I(0)
e considerando que lim, 1+ p, = p, entao existe p > 1 tal que
pp = [t0llyar >0 e IP(tg) <0 Vpe(0,p).
Mais ainda, desde que «a,, = infm IP e lim,_,;+ IP(typ) = I(tp) temos
a, < IP(tp) < K <0 para todo p € (1,p),
onde K = @ . O]

Lema 6.28. u, como definida no Lema 6.25 é uma solugdo positiva de (3.10) .

Demonstragcio. Em primeiro lugar, pela Observacao 6.26 e pelo Lema ?? temos que que

u, >0 e u,#0.

Como IP(u,) = infm 17, para ¢ € WyP(Q) com ¢ > 0 et > 0 suficientemente pequeno,
P

temos
1 1
0 < IP(up +ty) — IP(u,) < f/ |V (u, + to)|P do — 7/ |Vu,|?P dx .
pJa pJa
Dividindo por ¢t > 0 e passando para o limite quando t — 0, obtemos

/Q|Vup|p72Vup~V<pdx20, Yo eWyP(Q),p>0.

Logo, u, € W, *(Q) satisfaz no sentido fraco que

—Apu, >0 em ).

(3.48)
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Entéo, pelo Principio do Maximo Forte (ver [67]), temos

u, >0 em €.

Por outro lado, o fato que I?(u, + t¢) — IP(u,) > 0, implica também que

A _ _ 1 1
o )T e < [V st de [ V)
1

—q[/g(up—l—hp)q—ugdx

Dividindo por ¢ e tomando liminf em (3.49) quando ¢t — 0, obtemos

. (3.49)

(up +tp)7 — w7 - -
P L de/Q|Vup|p QVup~V<pdx—/ng Yodz. (3.50)

lim inf
1—v t=0 Jg t

Note que, existe 6 € (0,1) tal que
(up 4+ t0) 7 —uy ™7 = (1 — ) (u, + Ot) it (3.51)

Assim,

(up + Hw):so —u, Y .

Logo, pelo Lema de Fatou temos que u™ 7y ¢ integravel e

(I-7)u,”¢ qtp.em € quandot— 0%

+ )T —ul
(1—7)/Qu;”sad:r§hminf (p + 1) Yy (3.52)

t—0t JQ t

Consequentemente, usando (3.52) em (3.50) obtemos

)\/Qu;“ygpdx < /Q |Vu,|P*Vu, - Vo dr — /ng_lgpdx,
ou equivalentemente,
0< /Q |V, |P*Vu, - Vo dr — /ng_lgodx — )\/Qu;“*godat YoeW,?(Q), ¢>0.
Pelo Lema 6.24, temos que u, é uma solucdo do problema (3.10). O
Lema 6.29. Existe uma solugio v, € Wy (Q) de (3.10), tal que
I"(vy) = it I? > 5, > 0.

P

Demonstragio. Note que, para u € N, temos

11 11
) > (=== ) ulP o, A —— == / - :
(u) 2 (p q) ullfyrs = A (1 — q) [l da (3.53)
11 11
> (2 - = PN — == 1= _
> (p q) ullfyrs = A (1 — q) Cllully s (3.54)

o que implica que I? é coercivo em N, e além disso, como I, é fracamente semi-continua,
inferiormente, pelo Teorema 1.2 de [63] temos que I? é limitada inferiormente.

Desde que NV, ¢ um conjunto fechado e I? é semi-continua inferiormente em Wy (Q),
o Principio Variacional de Ekeland implica que existe uma sequéncia (v,) C Np_ tal que
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(i) I7(vy) <infy 1P 4 L

(i) 1(02) < 2P(0) + S(lollygo + [onlhgs) s Vo €N

Note que, como I?(|vy,|) < IP(v,) e |vn| € N7, podemos assumir que v, > 0 q.t.p
x € Q para (i) e (i7).

.. N . s 1 . 1
Pela coercividade de I? temos que a sequéncia (v,) é limitada em WP (). Logo, a
o . 1 . ~ . .
reflexividade de W, ”(Q2) e as imersdes compactas desse espago, implicam que, a menos
de subsequéncia,

v, — v, em WP (Q) e (3.55)
v, = v, em LY(Q), (3.56)
quando n — oo.
Desde que
S
ooy > ool ¥ € Wa7(@) 0
obtemos .
Sp(p —1+7) ] - -

ullg, > , YueN . 3.57
> | oo =1 5o p (357)

Aplicando (3.57) com u = v,, e passando para o limite quando n — oo, obtemos v, # 0.

Por outro lado, para a sequéncia minimizante (v,) existe uma adequada constante
C > 0 tal que

(= 1+ Nloallysr = (g = 1+ onll < —C VneN, (3.58)

De fato, suponha por contradicao que, para uma subsequéncia, a qual ainda denotamos
por (vy), temos

(p =L+ lullyrr = (@ = L+)lullg = 0u(1).

Entéao, por (3.57) temos

1 1 1 1
17 n) — |~ — 7 _ np I nq
(00) (p 1_7)wumw (q 1_7)wnq

p—1+7] ) lq—1+71 . (1 1) (q—1—|—7> .
= — ol + || nlll = (= = = | [ ——— ] llvn
e e L R e | o=

1
< |(p-1 all? 10 — (g — 1 nq}
STy |0 Tl — (0= 1)

(D) [

Passando para o limite quando n — oo e usando a condigao (i) temos:

inf I? = lim Ip(vn) < — (1_1> (q—1+7> [ Sp(p—1+’7) ]qp <0,
Ny n—00 D q 1_7 ‘Q|a<q_1+7>

o qual é claramente impossivel pois, do Lema 6.23, segue-se que inf Ny P >0.
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Aplicando o Lema 6.24 com u = v, e w = tp, ¢ € WyP(Q), ¢ >0, t > 0 pequeno o
suficiente, encontramos f,(t) := f,(typ) tal que

f(0)=1 e fult)(vn +tp) €N, .
Observe que, desde que
0= f2®)llvn +tell o — fLO v +telld = f£,77(1) /Q(Un +tp) 7 dr, (3.59)
0
_ P 1-
0= lonllysn = lonlls = A [ 037 da, (3.60)
temos

0= [f2(®) = Ullvn +tollf a0 + (lvn + 0l 10 = loally1) (3.61)
— [fa@) = v +toll§ + (va + tellg — lloalld) (3.62)
A - 1) /Q (0 + ) da — X /Q (0 + 1) — 0177 dz (3.63)

< [f2®) = Yllon +tollf a0 + (lvn + ol 10 = [onlly0) (3.64)
— [fa@) = v + tollg + (lvn + tellg — llvall) (3.65)
“AHTW =) [ (00 + 1) 7 do (3.66)

Dividindo por t > 0 e fazendo ¢t — 0, temos
0 < pfr(07)[[vallfs +p/Q [Voa["=2Vv, - Ve dz — qf,,(07)[[vall]
0
—q [ v e de = ML= )F(07) [ oh 7 da
= £ [plonlle = alloally = A1 =) [ o da
—i—p/ |V, [P *Vu, - Vodr — q/ vi~toda
Q Q
= Fu07) [0 = 1+ Dlvallyn = (0= 1+ ol
0

—i—p/Q |V, [P*Vu, - Vodr — q/gv,‘?flgo dx, (3.67)

onde f/(07) € [—o0, +00] denota a derivada lateral a direita em 0 de f,(t). Na verdade,
se tal derivada lateral ndo estiver em [—o00,400], podemos escolher ¢, — 0 ao invés de
t — 0, tal que t; > 0 e que f, satisfaz

() — 1
Gn = lim %7
k—oo tk

onde ¢, € [—00,+00] e assim, substituir f,;7(0") por g¢,.

Note que, como v,, € ./\fp_, segue-se que
(P =1+Nvalljyrr = (@ =1+ vall§ <0
0

e assim, por (3.67) deduzimos que

fu(07) # +oo.
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Agora mostraremos que |f,,(07)| < co. Argumentando por contradi¢do, assumimos

que f/(0%) = —oo, e assim para t > 0 pequeno o suficiente, estabelece-se que f,(t) < 1.
Entao,

O+ 12) = vallzr = ([ [(a) = )00 + (0 V0l ) (3.68)

<[ = fu@lllvallwpe + tha®)llellyre (3.69)

sempre que ¢t > 0 é pequeno o suficiente. Assim da condigdo (i) e do fato que v, € N,
temos

[1— fn(tﬂW Ftha(t) ||80||W01,p

> 17(vn) = IP(fu(t)(Un + 1)) (3.70)
(1_17 - ) £200) = Wl + b0 — (1_17 - ) [F2(6) — Ullon + o2
+<1i7—;)wmﬁ¢¢m®f—mmgy>—(1f7—;>mwﬁ¢¢m_n%my

Dividindo por t > 0 e passando para o limite quando t — 0, obtemos

o lelir | ol

— f(0 (3.71)
P—1+7, a—14+v, 4
>~ a0 oall a0 = === Ja(07) [Juallg (3.72)
p(l =) 1—~
-1
— M/ |V, |2V, - Vgpdx— ﬂ/ vi~tpdr, (3.73)
ou equivalentemente,
lellwar 1 (1 =)lonllyr
p / +
T o o= Ll — (g = 1+l + | 0
-1 -1
—i—ﬂ/ Vv, |P~*Vo, - Vodr — H/ vi~todr. (3.74)
1 —7v Ja
Isso, por sua vez, leva a uma contradicao se f!(0%) = —oo, pois usando a estimativa
(3.58) temos
(1 = )llonllyr 1—7)C
0= 1+l — (0= 1ol + 0 ooy B2

para n suficientemente grande, onde C; > 0 é tal que ||v,[|;;1» < C1, para todo n € N.
0

Assim
| £1(07)] < +oo.

Além disso, da estimativa (3.58) junto a limitacao de (v,) e as duas desigualdades (3.67)
e (3.74) implicam também que

£, (07)] < Cy VneN, (3.75)

onde Cy > 0.
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Agora mostraremos que v, € ./\/;,_ é uma solugdo fraca positiva de (3.10). Da condigao
(77) obtemos

[(fa(®) = Dllvllyzs + £l o]

K(un) = KU +19)
p 1 vy p p
- —};(ffi(o) = Dllvallygo + o F20) (leallyy = o+ 2l )

1
n
>

1
(20 = Dllow g+ - (o + 1l — )

A
—i—l_ (ff7 () —1) /\vn—l—w]l”d:c—l—i/wn—l—up\l” v, |17 d.

Dividindo por ¢t > 0 e passando para o limite quando t — 0, temos

1
—(F2" Ollloallwes + lellwe)

E /+(O)||Un||€vol,p —/Q|an|p_2an-Vgpdgngf;+(0)||vn||g+/gvg—1wd$

1=y _ 1=y
SALFO) [ ok et 2 [ 2t

t—0t t

’+o<np _ nq—A/ 1_7d>—/Vnp_2Vn-Vd
Jn(0) (v HWOLP [|vn |2 [ Un e Q\ Uy v, - Vdz
A / (vp + t)1 ™ — vl

—i—/ vl™ 1<pdx—|—hm1nf

t—=0t 1 —rJa t
= —/ \an]p’2an~g0dx+/ vi Yo da (3.76)
Q Q
+ lim inf A / (b0 10) 77~ 00 dx
t-ot 1 —vJao t '

Note que, pelo Lema de Fatou temos

(Un + t)' ™7 — vt

; dx. (3.77)

1
)\/v Yo dr < liminf /

t—ot 1 —7vJa

Usando (3.77) em (3.76) obtemos

1 _
UL Oallzo + Iellyge) + [ 1V0nP 20, - Vi da

— / vty dr

(CC + [lellyr) +/ Vv, P2V, - Vodr — /erqflgpdx.

)\/ v, Tpdr <
Q

1

n
Passando para o limite acima quando n — oo e usando uma vez mais o Lema de Fatou,
temos

)\/va_‘*gpdx g/Q|va|p_2VUp-Vgpdm—/ﬂvg_lgodx,

ou seja, para todo ¢ € Wy () ¢ > 0, temos

/Q |V, P2V, - Vo dr — /Q'Ug’Hp dx — )\/va’"*go dr >0, (3.78)
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o qual implica que v, satisfaz no sentido fraco que
—Apu, >0 em Q.
Como v, > 0 e v, # 0 em 2, entao o Principio do Maximo Forte (ver [67]) estabelece que
v, >0 em Q.

Note que, para ¢ = v, em (3.78), temos
lopll s = Nl + 2 [ vh™ da. (3.79)

Por outro lado, a semi-continuidade inferior fraca da norma, implica que

lop a0 < liminf [[on |71, < limsup [[oal[f .
-t s s

= Jlopll2 + A /Q V! da, (3.80)

Assim, de (3.79) e (3.80) temos

loply10 = M ffoallf 10 = [lv]G +A/Qvlf7 da. (3.81)

n—o0

Consequentemente v, € N, e desde que estabelece-se (3.78), pelo Lema 6.24 temos
que v, ¢ uma solugao fraca do problema (3.10).

Agora provaremos que v, € ./\/p_ e assim, pelo Lema 6.23 concluiremos que
I (v,) > B, > 0.
De fato, lembremos da desigualdade

|z —yl?

T T P — |yly) - (o - Vao,y e RV, 1<p<2
(MMHMPP—“ﬂ yI"y) (@ —y), Yy ,1<p<2,

para algum C, > 0.

Assim, pela desigualdade de Holder e a desigualdade anterior, temos que

/ Vv, — VoulP dz

< o e (el + 95
(IVu,| + Vv

(hetsmnrs) (oenmoras)’

2—p

2

1 5
<\|\= n P2 n P2 : n ( n P )
< <C’p /Q(\Vv P=*Vu, — |[Vo|P~*Vv) - (Vu, — Vo) d:c) /Q(|VU | +|Vo|)P dx

[NIiS)

1
=7 (anHiva - / [Vo[P* Vo - Vo, dz + |o]|? 1, — / \vUn1p2vUn.vvdx)
sz 0 Q 0 Q

2—p

x (/Q(|an| + |VU|)pdx> ’
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1.p, bEMoOos

Desde que v, — v em W, ?(Q) e lim,_q ||vn||€vol,p = ||v||’;vO

lonlt 1 - /Q (Vo 2V0 -V da + ol - /Q Voo P2V, - Vode — 0, (3.83)

quando n — oo. Assim, aplicando (3.83) em (3.82) e considerando que (v,,) é limitado
em W, 7(9), obtemos

v, — v, em WyP(Q) quando n — oco.

Consequentemente, por (i) do Lema 6.21, v, € ./\fp_ e usando o Lema 6.23 temos

IP(vy) =inf I" > 3, > 0.

p

]

Observacao 6.30. e Desde que lim,, ,;+ 8, = 3, onde (3, ¢ como no Lema 6.17, existe
p > 1 tal que

IP(v,) > B, > g >0, paratodope (1,p). (3.84)

o Dos Lemas ??, 6.28 ¢ 6.29 existem duas solucdes u,, v, € Wy™(Q) de (3.10) com
u, € B,,(0) e v, € N, tais que

IP(u,) < K <0< 521 < I*(v,), paratodop € (1,p). (3.85)

Lema 6.31. A familia (up)1<p<p € limitada em BV ().

Demonstragio. Como HupHWOLp < pp e sendo p, — p quando p — 17, existem p > 1 e
C > 0 tais que

/ |Vu,|Pde < C, paratodo 1 < p < p. (3.86)
Q

Entao, usando a desigualdade de Young e (3.86),

lllsv = [ [Vuylda

1 —1
< f/ Vu,Pdz + 2|
b/ p
< ¢, (3.87)
para todo p € (1,p). Assim (up)i<p<p ¢ limitado em BV (Q). O

Para provar que (v,)1<p<p ¢ também limitada em BV (§2), seguiremos os argumentos
de [34], o quais foram inspirados por aqueles em [52]. Em primeiro lugar, definimos

J(u) = IP(u) + p;ﬂm | (3.88)

Note que IP e J? tém os mesmos pontos criticos. Mais precisamente, se consideramos o
funcional J? ao invés de I” também pode-se provar a existéncia de solucao para o problema
(3.10) . Assim, pode-se provar que

T (vy) = inf . (3.89)
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Usando a desigualdade de Young, a seguinte propriedade de monotonia estabelece-se,
pL<py= JP(u) < JP2(u), Yue WyP(Q). (3.90)
Além disso, o resultado de Lema 6.19 também estabelece-se para JP.
Lema 6.32. A familia (v,)1<p<p € limitada em BV (Q).
Demonstragio. Seja 1 < py < pa < N e considere v,, € Wy (Q) e v,, € Wy*(Q) tais

que (3.89) estabelece-se para JP' e JP? respectivamente. Desde que ps > py, temos que
Wy (Q) € Wy (Q). Pelo Lema 6.19, existe t > 0 tal que

tvy, €N, . (3.91)
Entao, do Lema 6.19 e (3.90), segue-se que
S (vp,) = max JP(tup,)
> JP(tuy,)
> JP(tuy,)
= J"(vp,)-

Entao, para 1 < p < p, segue-se que
JP(v,) < JP(v5) =: C. (3.92)
Logo, como v, € J\/’p’ temos

¢ > Jp(vp)

1 A | p—1
= = [ Vo, rd —7/ -7 g —f/ tdz + 270

p/ﬂ| " dz 1—~ Q|Up| . q Q|Up| T+ D €2

1

([ v, —A/ =g —/ qd) 3.93

q</Q| vp|? d Q’Up‘ €z lep’ Z ( )

1 1 1 1 —1
= ( - ) gl — A ( - ) [ el de + E==ja.
P q 0 L=y q)/e p

Como 1 — v < p*, usando a desigualdade de Hélder e a definicao de .S, temos que

P14y

*’Y *_ =1
/Qv;—vdx < </Qvg dm) T <87 u e

0

Assim,
1 1 1 1 =t pr—l4y _
C > < - > H/UPH;/OLP - A (1_’}/ - q) Spp ’Q| o vaH‘l}VO& : (3'94)

p q
Mais ainda, desde que 1 — v < 1 < p, afirmamos que existe C' > 0 tal que

[vpllF 10 = /Q |Vu,|Pde < C,  para todo p € (1,p), (3.95)
0

caso contrario, a menos de subsequéncia, HUPH%/LP — oo quando p — 00, o qual geraria
0

um contradi¢do quando aplicado a desigualdade (3.94).

Logo, usando a desigualdade de Young temos
1 p—1
/Qywp\dx < p/9|wp1pdx+pmy (3.96)
< C+19Q], (3.97)
para todo p € (1,p), ou seja, (v,)1<p<p € limitada em BV (Q). ]
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6.4 Prova do Teorema 6.1

Em primeiro lugar, desde que (up)1<p<p € (Vp)1<p<p Sa0 limitadas em BV (€2), a menos
de subsequéncia,

u, —uyg e v,—vy em L*(Q), Vse[l,1") quando p—17. (4.98)

Além disso,
N
u, =~ uy em L¥1 quandop— 17, (4.99)

Definigao 6.33. Dizemos que v € BV ()N L*>°(2) é uma solugao fraca para o Problema
(1.1) se

a) u(z) >0 qt.p. x €
b) o € Line();
e existe z € DM (Q) com ||z]| < 1 tal que
¢) —divz =2 +ut  em D'(Q);
d) (z, Du) = |Du| como medidas em €2;
e) u+uz,v]=0 HN"'—q.t.p. sobre 9.
Dado k& > 0. Definimos a funcao Gy : R — R por
Gr(s) = s — Tx(s),

onde T}, é dada por
s se|s| <k,

Lema 6.34. Sejam ug,vg € BV () como em (4.98). Entdo
Ug, Vg € LOO(Q> .

Demonstragio. Primeiro provaremos que ug € L>(€2). De fato, tomando Gy (u,) = (u, —
k)* como fungdo teste em (3.10), obtemos

1 _
/Q|VGk(up)|pdx:)\/Q%/Gk(up) dx—i—/gug 1G(uy) da.

Note que, pela desigualdade de Holder temos que

1 1 1 1
Jo g Gl e < 1o [ Gulug) i < G, |01

Z|=

/ngfle(up) dr = /A ugfle(up) dr < (/A uz(jqfl)N dx) |G ()| .

k.p k,p
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onde Ay, = {r € Q; u,(x) > k}. Assim,

1
A1 _ N
/Q|VG;€(UP)|Z’ dx < E|Q|N + (/AM u;q DN da:) ||Gk(up)||% (4.101)
Mas isso, por sua vez, e a definicdo de S; implicam que
N_1
N N
([ 1Geu ¥ de) T <81 [ [VGu(uy)|do

<5 1/ VGy(uy)P de + 2= 210 (4.102)

>~ M1 pJa k\Up D .

A\ ¥
L —1)N
<su [t ([ an) ey,
Si(p—1
+ 3= D,
ou equivalentemente,
1
A 1 _ N Sl(p - 1)
{1 — 51 H\QM - </Ak,p uz(jq N d:v) } HGk(up)H% < T\Q\ (4.103)
Afirmacao. Existem ky € N e p > 1 tais que
/ uTON Ay < ¢ k> ke, Vpe(Lp). (4.104)
A

k,p

De fato, como
1 N1
| Ak < —% / up ' dx,
Ak,p

kN=T

temos, por (3.87) e pela desigualdade de Holder, que

N (q_l)(N_l)
/Ak uéQ—l)N dr < </Ak ul dx) |Ak7p|1—(q—1)(N—1)

N (¢—1)(N-1) 1 N
< / up tdx _— / up tdr
= < " P kN[lf(?\iiwq) . P

S8

)1—(q—1)(N—1)

p
1 N o1
< méﬁ o ( QIVup|darr>
1 o N
< Sigomeyp o1 (C+HDF,
k N-1
para todo p € (1,p). Logo,
lim wIN dr =0,

e assim, (4.104) estabelece-se.
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Note que, a afirmacgao anterior implica que existe k; € N tal que

1
/A UZ(J‘I—I)N dr < 5" sempre que k > kj . (4.105)
k,p 1
Aplicando (4.105) em (4.103) obtemos
1 S\ oL Si(p—1)
(2 - mmw) Getwll s, < 22D wvizh. @
Agora, escolhemos ky € N tal que
1 SiA
5—?|Q|ﬁ>0 Vk > k. (4.107)

Assim, de (4.106) e (4.107) e tomando ky = max{k;, ko }, obtemos

1 S Si(p—1)

0< (2 — m|Q|}v> |Grup)l| a < Q] Yk >k (4.108)

Portanto, fazendo p — 17 em (4.108), por (4.99), tem-se
ug <k q.t.p. em Q,
ou seja, ug € L*(2). Similarmente, pode-se provar que vy € L>(12). O

Lema 6.35. Sejam ug, vy como em (4.98). Para todo ¢ € C°(Q) eziste C' > 0 tal que
1 1
/ jfgofdx—i—/ —lpldz < C.
Q Uy Q Uy

Demonstragio. Seja ¢ € C2°(Q2) com ¢ > 0. Pela desigualdade de Young e (3.86), temos
que

1 _
/ —pdr < / |Vu,|P*Vu, Vo dr < / |Vu,|? dx+/ IVlP de < C+/ (IVe|+1)P dz,
Q Uup Q Q 0 Q

(4.109)
para todo p € (1,p). Assim, pelo Lema de Fatou segue-se que

1 1 _ .
/Q—vgodxgliminf —odr <CH+ [ (Vo +1)Pde=C VoeCX(Q)e=>0.

Ug p=1 Jo up Q
(4.110)
Similarmente, pode-se estabelecer que
1 ~
/ —pdz < C VpeC®(Q)p>0.
Q vy
Assim, desde que |¢| = ¢t + ¢, por (4.109) e (4.110) segue-se o resultado. O

Lema 6.36. Sejam ug,vy como em (4.98). Entdo evistem z',z?> € DM(Q) com
HZIHOO7 HZQHoo S 1 tais que

A
—divz' > = +uft em D(Q) (4.111)
Ug

A
—divz® > = +vih em D(Q). (4.112)
Yo
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Demonstragio. Fixe 1 < s < oo e considere 1 < p < . Entdo, pela desigualdade de
Holder e (3.86) temos que

/Q||Vup|p_2Vup|sdx:/Q|Vup]s(p_1)dx

< (/Q IV, |? d:c)

<CviQV,

S
/

e

para todo p € (1,p). Logo,

1
s

Y e

1|V up|? 2V, |ls < C7 QT < (C+1)7(1Q] +1)* .

Mas isso implica que, a sequéncia (|Vu,|[P"2Vu,)1<p<p ¢ limitada em L*(Q,RY). Ainda,
existe z, € L*(Q, RY) tal que, a menos de subsequéncia,

|Vu,|P"?Vu, = z,, em L(Q,RY) quandop — 17.
Um argumento diagonal mostra que, existe z' satisfazendo
]Vuplp*QVup —~z'  em LS(Q,RN) Vse[l,+00), (4.113)
quando p — 1. Assim, pela semi-continuidade inferior da norma de L*(2, RY), temos que

1
s

125 < lim [[|Va, [V | < |2

Vs <oo. (4.114)

Ainda, fazendo s — co em (4.114), tem-se z! € L®(Q,RY) e ||z} < 1.

Usando ¢ € C2°(2) com ¢ > 0, como uma funcao teste em (3.10), temos
_ 1 -
/Q|Vup|p *Vu, - Vodr = /\/Quzgodx%—/ﬂug Yodr. (4.115)

Logo, tomando o liminf acima, quando p — 17, por (4.98), (4.113) e o Lema de Fatou,
obtemos

1
/ z' - Vodr > )\/ —wodx%—/ udlodr >0 YpeCr(Q), ¢>0. (4.116)
Q Q ug Q
Mas isso, por sua vez, implica que o funcional
C=(Q) 3 go»—)/zl-Vgodx
Q

¢ ndo negativo e, pelo Teorema de representacao de Riesz (ver Teorema 7.2 de [36]), existe
uma tnica medida de Radon que a denotamos por —divz! tal que

_/Qgpdivzlz/ﬂzl-VgacM Ve (),

ou seja, o divergente distribucional de z' € L>(Q) é gerada por uma medida de Radon
divz'. Ainda, como (4.113), (3.86) e a desigualdade de Young implicam que

0< —/ odivz! :/zl-Vgpdx:hm/ |Vup|p_2Vup-Vg0dx§C+/(|V<ﬂ|+1)ﬁ,
Q Q p—1Jo 0

para todo ¢ € C°(Q), temos que a variagao total de —divz' ¢ localmente finita e assim,
z! € DMS(Q) e estabelece-se (4.111).

loc

Agora, para provar (4.112) basta considerar (3.95) e seguir o mesmo argumento prévio.

]
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Lema 6.37. Sejam z',z> como no Lema 6.36 ¢ h : [0,+0c0) — [0,00) uma fungio
Lipschitz-continua ndao decrescente com h(0) = 0. FEntdo as sequintes identidades se

estabelecem
—uidiva' = uy T +uf  em D'(Q), (4.117)

—h(u)* divz' = ;h(uo) + ul " h(up)  em D'(Q) (4.118)
0

|Dh(uo)| — div(h(uo)z") = 7j\gh(uo) +ul " h(ug) em D'(Q). (4.119)

1

As mesmas identidades acima valem também quando ug e z° sdo substituidas por vy €

z?, respectivamente.

Demonstra¢io. Em primeiro lugar mostraremos (4.117).

Seja ¢ € () com ¢ > 0 e p. as fungoes mollifiers standard. Usando como fungao
teste (up * pe)p em (4.111), obtemos

1
— / (ug * pe)pdivz > A/ — (uo * pe)p dx +/ ud ™ (ug * p)pde . (4.120)
0 Qg Q

Note que, do fato que uy € L>®(Q2) (ver Lema 6.34) tem-se que
[up * pe(z)] < ||uolloc  para todo z € Q
e pela Observagao 6.10 (b),
ug * pe — vy divz' —q.t.p. em Q.

Assim, o Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema 1.21 [6]) implica que

lim [ (ug * pe)pdivz = / uhdivaz' . (4.121)
Q

e—0 JO

Por outro lado, como ¢ € L'(Q) (ver Lema 6.35) e ug * p. — up q.t.p. em Q (ver
0
Proposigao 3.64 de [6]), temos, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada,

) 1 _ .
1516 </ng(u0*pe)gpdx+/ﬂug l(uo*pﬁ)godx> = /Qu(l) 7g0dx+/ﬂugg0dx. (4.122)
Entéao, tomando o liminf em (4.120), por (4.121) e (4.122) obtemos
—/ ubpdivz' > )\/ u(l)_fygodx+/ udp dx VoeCr(Q),p>0. (4.123)
Q Q Q

Agora provaremos a desigualdade contraria. Seja ¢ € C°(€2) com ¢ > 0. Tomando
upp como fungao teste em (3.10) obtemos

/QMVup]pd:c—i—/Qup\Vup\p’QVup-V(pdx:)\/Qu;’”godav+/9uggodx.
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Logo, pela desigualdade de Young tem-se que
/990|Vup| dr + /Qup|Vup|p_2Vup -Veodz
1 -1
< f/ o|Vu,|P dx +/ | Vu,|P 2V, - Vo dr + L/ pdx (4.124)
b Ja Q p Ja

—1
§/\/u11)_”gpdx+/uggodx+pi/godx.
Q 0 p Ja

Agora, segue-se da semicontinuidade inferior de BV (Q2) 5 u — [, ¢|Dul|, (4.98) e
(4.113) que

lirglrlf (/Q o|Vu,|dx —I—/Qup|Vup|p_2Vup -V dx) > /Q<p|Du0] +/Qu0z1 -Veodr.
(4.125)
Por outro lado, por (4.98) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

lim ()\/ ué’”godw%—/ uggoda:) = )\/ ué”gpd:c—l—/ udodr . (4.126)
Q Q0 Q0 Q

p—1

Assim, fazendo p — 17 em (4.124), obtemos, por (4.125) e (4.126),

/90|Du0\ —i—/ upz' - Viodr < )\/ u(lfytpda:+/ udp de . (4.127)
0 0 0 0

Mas isso, por sua vez, junto a Proposicao 6.14 e o Coroléario 6.12 implicam que

_/ USSDdiVZl = / SD(ZI,DUQ) +/ upz® - Vpdx
Q ) Q
< /\/ | Dug| +/ upz' - Vo d (4.128)
Q Q
§/\/ué_790dx+/uggodx,
Q Q

ou seja,
—uidiva' < hug? +uf  em D'(Q). (4.129)

Consequentemente, por (4.123) e (4.129) temos provado (4.117).
Agora provaremos (4.118). Note que, pelo Teorema 3.99 de [6] temos que

Note que, seguindo a argumentacao para obter (4.123) pode-se provar que

1
—/Qh(uo)*godivzl > )\/Q ﬁh(uo)go dx —{—/ng_lh(ug)gp de Yo e Cr(Q) e >0.
0
(4.130)

Assim resta mostrar a desigualdade contraria. Seja ¢ € C2°(€2) com ¢ > 0. Tomando
como funcao teste h(u,)p em (3.10) obtemos

1

/ng\Vup\ph’(up) dx+/9 h(up)|Vu, [P *Vu, Ve dr = )\/Qﬁh(up)godaﬁl—/Q wl ™ h(uy)p da .
P

(4.131)
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Pela desigualdade de Young e (4.131) temos que
/Q o|Vh(uy)| da + /Q h(wy) |V, [P~ 2V, - Vi dz
= /Qc,o|Vup]h’(up) dx+/gh(up)|Vup]p_2Vup~Vgodw
1 _ p—1
< p/QgOqupP’h/(up) dw—i—/ﬁh(up)\VupP *Vu, - Veodr + p/Qh/(up)godx
1 _1 p—1
< )\/ngh(up)godas+/gug h(up,)e dx + pL/Qgpda:, (4.132)

onde L denota a constante de Lipschitz da funcao h.

Note que, desde que h(0) = 0 e h é uma funcao Lipschitz, temos que h(u,) < Lu,
q.t.p. © e assim, por (4.98) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

h(u,) = h(ug) em L*(Q)Vse[1,1¥) quando p— 17 (4.133)
e, como
1 _ _
u—gh(up) +ul  h(up)e < L{uy " +uf)  qt.p. z€Q, (4.134)

temos também que

. 1 _ 1 _
Jim, (/Q ugh(up)wder/QUZ lh(up)sod:r> Z/Q%h(u())sodxﬂL/ng "h(ug)p da .
(4.135)

Agora, fazendo p — 1 em (4.132), pela semicontinuidade inferior do funcional u
Jo w|Dul|, (4.134) e (4.135), temos que

1
/ 0|V h(uo)| dz + / huo)z" - Vo de < A / — h(ug)p da + / ul h(ug)pdz . (4.136)
Q Q Q U Q
Consequentemente, pela Proposicao 6.13 temos que
—/Qh(uo)*divzlgaz /Qgp(z, Dh(uy)) +/Qh(u0)z1-Vgodz
< /Q 0| Dh(uo)| + /Q h(ug)z' - Vo da (4.137)

1 _
< )\/ngh(uo)gpdx—l—/gug "h(ug)g da.
Assim, de (4.130) e (4.137) tem-se que

~h(ug)*divz! :\Vh(uo) +ulhuy)  em D'(Q). (4.138)
0

Agora provaremos a identidade (4.119). Porém mostraremos que
(z', Dh(ug)) = |Dh(ug)|  como medidas de Radon em €. (4.139)

Seja p € C°(Q) com ¢ > 0. Note que, por (4.138) e (4.136) temos que

/ @\Dh(uo)\d$+/ h(ug)z' - Vo dr < —/ h(ug)*edivz'.
Q Q Q
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Mas isso implica, pela definigao da distribui¢ao (z', Du) (ver (2.6)), que

/(p]Dh(uo)|dx < —/ h(uo)zl-Vgod:C—/ h(uo)*pdiv z* :/ ©(z", Dh(up)).
Q Q Q Q
Logo, pela arbitrariedade de ¢ tem-se

|Dh(u)| < (2", Dh(ug)) como medidas em €.

A desigualdade reciproca decorre da Proposi¢ao 6.12 e assim, estabelece-se (4.139).

Consequentemente, como div (h(ug)z) = h(ug)*divz + |Dh(uo)|, a identidade (4.138)
torna-se

|Dh(u)| — div (h(ug)z') = :\gh(uo) +ul 'h(ug)  em D'(Q).

Note que, pela mesma argumentacio prévia pode-se provar que vy e z? também veri-
ficam as identidades (4.117), (4.118) e (4.119). O

Prova do Teorema 6.1 Para provar esse teorema verificaremos que ug, vy (como em
(4.98)) satisfazem as condigoes (a) — (e) da Definigdo 6.33. Primeiro mostraremos que ug
satisfaz tais condigoes.

(a) Desde que uy(z) — up q.t.p. = € €, pelo Lema de Fatou e o Lema 6.35, temos que
/1||d <1"f/1||d <C (4.140)
— r <liminf | — x : :
Q ug PO = T o up P =
Mas isso implica que

Hzr € Q : up(x) =0} =0

e assim,
up(z) >0 q.t.p. x €.

(b) Note que, dado um conjunto compacto K C €2 existe uma fun¢do nao negativa
¢ € D(Q) tal que ¢ =1 em K. Assim,

/—daj—/ S0dx</90dx<oo
K ug K ug Qug

ou seja, ug € L},.(Q).
(¢) Note que, pelo Lema 6.36 existe z! € DM;S. () com ||z!|| < 1 tal que
. 1 A q—1 /
—divz' > — +uj  em D'(Q). (4.141)
Ug
Entao resta provar desigualdade contraria.

Para cada n € N defina

onde T1 é a fungao definida em (4.100) para k =

Note que,
ho(ug) — 1lg  em L'(Q) quando n — oo, (4.142)
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onde 1| denota a fungdo constante 1 restrita a ). Mas isso, por sua vez, implica que

0 = |D1[g| < liminf [ Dhy(up)|. (4.143)

Desde que h,, é uma funcao Lipschitz-continua e nao decrescente, o Lema 6.37 esta-
belece que

|Dhy, (ug)| — div (hy(ug)z') = %hn(uo) +ul  hy(ug)  em D'(Q). (4.144)

Assim, tomando o liminf em ambos lados de (4.144), obtemos, por (4.143) e (4.142),
1
/ z'  Vodr < )\/ — @ dz +/ ud o de. (4.145)
Q Q ug Q

Portanto, de (4.116) e (4.145) temos que

A
—divz' = = +uf™" em D'(Q).
Ug

(d) Seja o € CX(Q), ¢ > 0. Note que, por (4.127), (4.117) e a definigao da distribui¢ao
(z', Dug) (ver (2.6)), temos que

/g0|Du0| < —/ pugdiv z* —/ uozl-Vgodx:/go(zl,Duo).
Q Q Q Q
Assim, desde que ¢ é arbitrario temos que

|Dug| < (z', Du)  como medidas em .

Por outro lado, como ||z'||. < 1, por (6.11) temos

(z', Dugy) < |Dug|  como medidas em €.

Consequentemente,
(z', Dug) = |Dug|  como medidas em 2. (4.146)

(e) Note que, para u, € N, tem-se que

/Q]Vup]pdx:)\/Qu;ﬂdx%—/gugdx.

Assim, desde que u, = 0 sobre J(2, pela desigualdade de Young temos que
No1_ L p—1
/ V| dz +/ wy dHV ! < f/ VP de + 2|0 (4.147)
Q 1) pJQ p

1
[ det [upde+ P20,
Q Q D

Fazendo p — 1 em (4.147), pela semicontinuidade inferior de BV (RY) 3 u +— [pn |Dul
e (4.98), obtemos

/ | Dug| +/ ug dHN T < )\/ 'ydx+/ dde = — / u*divz'.
Q o9 Q
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Mas isso implica, pela Proposicao 6.14, que
/ | Dug| + / wo dHN 1 < / (2", Dug) — / uz', v] dHN 1. (4.148)
Q o0 Q o9

Logo, por (d) e (4.148) segue-se que
/8(2 uo + [uz', v dHY 7t <0. (4.149)
Por outro lado, segue-se da Proposicao 6.15 e (a), que
[uoz", V]| < ugl|z oo < uo HY ™' — q.t.p. em 09. (4.150)
Assim, de (4.149) e (4.150) temos
/muo + [uzt, v dHN "t =0,

ou seja,
ug + [uz', v =0 HY' —qt.p. em Q.

Portanto, ug satisfaz as condigoes (a) —(e) da Definigao 6.33 e assim, ela é uma solugao
de (1.1).

Similarmente, pode-se provar que vy também satisfaz as condigoes (a)—(e) da Definigao
6.33, isto é, vy satisfaz

a) vo(z) >0 q.t.p. = €
b L e Li (),
e existe z2 € DM5. () com [|Z%|| o < 1 tal que
c) —divz? = % +0d7!, em DI(Q),
d) (z%, Dvy) = | Dvg| como medidas em 2,

e) vo+ [voz?,v] =0, HN"'— q.t.p. sobre 9.

Agora, resta provar que uy # vg. De fato, pela Observacao 6.30 e sendo u,, v, € N,
temos por um lado

1 1 1 1
Al-—— /ul_wdx—i- - — = /uqu<K<0, para todo p € (1,p)
p l=v)Ja” poq)la’

e pelo outro,

1 1 1 1
0<é</\ -—— /vlﬂdx—k - — - /qux, para todo p € (1,p),
2 p 1—v)Ja? p q)la?

0s quais, por sua vez, implicam que, ao passar para o limite quando p — 1 e usar (4.98),

1 1
A(l—)/ué”dm+<1—>/u%dm§[(<0
11—~/ Ja q) Jo
1 1
0<@§)\ 1—— /v(l)ﬂd:c—l— 1—- /vgda:.
2 1—~v/Ja q) Ja

Assim, necessariamente uy # vg, ou seja, o Problema (1.1) possui pelo menos duas solugoes

em BV (Q). O
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