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Impacto potencial desta pesquisa

Este trabalho realiza um estudo de equagdes diferenciais ordindrias de primeira e segunda
ordem, apresentando alguns modelos cldssicos de fenomenos fisicos, como o problema de queda
de um corpo, circuito elétrico e o péndulo. Na literatura, em geral, esses modelos sdo discutidos
somente do ponto de vista tedrico.

O impacto potencial dessa pesquisa € apresentar, juntamente com os modelos de fendmenos
fisicos, alguns dos experimentos de facil realizacdo, que os validam. Com isso, pretende-se
que esse material possa servir de apoio para docentes de disciplinas que envolvem o topico de
equagdes diferenciais, tornando o assunto mais intuitivo e motivador, beneficiando docentes e
alunos.

Potential impact of this research

This work conducts a study of first- and second-order ordinary differential equations, intro-
ducing some classical models of physical phenomena, such as the problem of a falling body, an
electric circuit, and the pendulum. In the literature, these models are generally discussed only
from a theoretical perspective.

The potential contribution of this research lies in presenting, alongside the models of physical
phenomena, some simple and practical experiments that validate them. This material aims to
serve as a resource for instructors teaching courses on differential equations, making the subject
more intuitive and engaging, thereby benefiting both educators and students.
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Resumo

A compreensdo matemdtica da forca de resisténcia do ar, dos circuitos eletronicos e do osci-
lador harmdnico € alcancada por meio da modelagem usando equacdes diferenciais e principios
fisicos. Neste trabalho, realizaremos um estudo sobre Equagdes Diferenciais Ordinérias (EDOs)
de primeira e segunda ordem, que desempenham um papel fundamental na modelagem do
problema de queda livre de um corpo, levando em consideracio a resisténcia do ar, os circuitos
elétricos e o péndulo - exemplos cldssicos de um oscilador harmonico. Além de apresentar
os principais aspectos dessa classe de EDOs, também abordaremos o teorema de Existéncia e
Unicidade, apresentando duas abordagens distintas: o Método de Aproximacdes Sucessivas € 0
Teorema de Picard-Lindel6f. Por fim, fundamentaremos a teoria com trés aplica¢des. Primei-
ramente, realizaremos a modelagem matemadtica da influéncia do ar na queda de um objeto e
validaremos a mesma com uma experimentacao simples e de baixo custo, utilizando o software
Tracker. Em seguida, abordaremos a modelagem do Circuito Resistor-Capacitor e sua validacao
com um experimento elétrico. Por dltimo, discutiremos o péndulo, um sistema que descreve o
movimento periddico de um sistema em torno de uma posi¢ao de equilibrio.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Equagdes Diferencias Ordindrias. Resisténcia do ar.
Circuito RC. Péndulo.



Absiract

The mathematical understanding of air resistance, electronic circuits, and the harmonic
oscillator has been achieved through modeling with differential equations and physics principles.
This work studies first and second order Ordinary Differential Equations (ODEs), which play
a fundamental role in modeling a free falling body, considering air resistance, electric circuits,
and the pendulum - a classic example of a harmonic oscillator, will be conducted. In addition to
presenting the main aspects of this class of ODEs, we will also address the Existence and Uni-
queness Theorem, exploring two distinct approaches: the Method of Successive Approximations
and the Picard-Lindelof Theorem. Finally, we will support the theory with three applications.
First, we will mathematically model the influence of air resistance on the fall of an object and
validate it through a simple and low-cost experiment using Tracker software. Next, we will
model the Resistor-Capacitor (RC) circuit and validate it through an electrical experiment. Lastly,
we will analyze the pendulum, a system that describes the periodic motion of an object around
its equilibrium position.

Keywords: Mathematical Modeling. Air Resistance. Ordinary Differential Equations. RC
Circuit. Pendulum.
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CAPITULO

Infroducado

O estudo do movimento dos corpos em queda livre é uma drea fundamental da Fisica classica
que tem despertado o interesse e a curiosidade de cientistas e pesquisadores ao longo dos séculos.
Embora a gravidade seja o fator predominante nesse tipo de movimento, a influéncia do ar
sobre a queda dos corpos ndo pode ser negligenciada. Através da interagdo entre o objeto em
queda e o meio atmosférico, uma série de fendmenos e efeitos complexos ocorrem, desafiando a
compreensdo e exigindo uma andlise mais aprofundada.

Quando um corpo € abandonado em queda livre, sua velocidade aumenta constantemente
devido a aceleracdo gravitacional. No entanto, a medida que o objeto desce, ele também encontra
resisténcia do ar. Essa resisténcia, conhecida como arrasto ou forca de resisténcia do ar, exerce
uma influéncia significativa sobre a trajetdria e a velocidade do corpo em queda.

A magnitude do arrasto depende de diversos fatores, incluindo a velocidade do objeto, sua
area de superficie, sua forma e a densidade do ar. Em geral, corpos com maior drea de superficie
e formas mais complexas experimentam maior resisténcia do ar. A medida que a velocidade do
corpo em queda aumenta, o arrasto também aumenta proporcionalmente, até atingir um ponto em
que a forca de arrasto equilibra a for¢a gravitacional, resultando em uma velocidade constante
conhecida como velocidade terminal.

No tecido invisivel que permeia a vida cotidiana, os circuitos elétricos se destacam como
espinha dorsal da revolugdo tecnolégica que moldou o mundo moderno. Embora muitas vezes
passem despercebidos, esses caminhos intricados de corrente elétrica sao cruciais para o funcio-
namento de uma ampla gama de dispositivos, desde os simples até os complexos. Em especial hd
os circuitos Resisténcia-Capacitor (RC) que sdo circuitos elétricos que consistem em resistores
e capacitores. Esses circuitos desempenham um papel crucial em sistemas eletronicos, como
filtros, temporizadores e circuitos de carregamento e descarregamento. A andlise desses circuitos
muitas vezes envolve equacdes diferenciais ordindrias, pois a carga ou descarga do capacitor ao
longo do tempo pode ser modelada por uma equacdo diferencial que relaciona a corrente e a
tensdo no circuito.

Os osciladores harmonicos sdo fundamentais no estudo da Fisica e Engenharia, representando
sistemas cujo movimento oscilatério € governado por uma forca restauradora proporcional ao
deslocamento do sistema em relacdo ao equilibrio. Esses sistemas nao apenas desempenham
um papel crucial na compreensdo de fendmenos como vibragdes mecanicas € movimentos
periddicos, mas também encontram aplicagdes em dreas tdo diversas quanto a produ¢do musical
e o controle de sistemas complexos. A simplicidade de sua estrutura - uma massa conectada a
um ponto fixo por uma mola ou equivalente - permite ndo apenas andlises tedricas profundas,
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mas também experimentos praticos que revelam os principios fundamentais do movimento
oscilatdrio e sua aplicagdo em diferentes contextos cientificos e tecnoldgicos. Um exemplo
classico de um oscilador harmonico na Fisica é o péndulo simples, consistindo de uma massa
presa a um fio ou haste, que oscila sob a influéncia da gravidade. A forca restauradora neste caso
€ a componente tangencial do peso da massa, que tende a restaurar o pé€ndulo a sua posi¢ao de
equilibrio vertical [1].

Dentro desse contexto, as Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) emergem como ferra-
mentas matematicas essenciais para entender e descrever o comportamento de tais sistemas pois
sao fundamentais para descrever quantitativamente o comportamento de sistemas dindmicos.
Para o problema da queda de corpos no ar, as EDOs sdo utilizadas para expressar as relacdes
entre as forcas atuantes e as varidveis de interesse, como a posi¢do e a velocidade do objeto em
queda ( [2], [3], [4D).

O estudo do movimento de queda de corpos no ar tem aplicacdes em diversas dreas, desde
a Fisica e a Engenharia até a Biologia e a Meteorologia. Compreender como o ar afeta o
movimento dos objetos € essencial para projetar paraquedas eficientes, calcular trajetdrias de
projéteis, analisar a resisténcia ao vento em estruturas e até mesmo compreender o voo de aves e
insetos, entre outros objetos de estudo.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre duas classes especiais de Equacdes Diferenciais
Ordindrias, as de primeira ordem e segunda ordem, que sdo responsaveis pela modelagem do
problema de queda livre de um corpo considerando a resisténcia do ar e do movimento de um
péndulo, respectivamente.

No Capitulo 2 apresentamos os principais resultados dessas classes de EDOs e também o
Teorema de Existéncia e Unicidade para EDO de primeira ordem, de duas formas diferentes: pelo
Meétodo de Aproximacdes Sucessivas e Teorema de Picard-Lindelof. Esse teorema desempenha
um papel importante na compreensao e na predicdo de fendOmenos naturais e artificiais regidos
por equagdes diferenciais. Assim, para os leitores que ndo estdo familiarizados com Andlise
Real e Espacos Métricos, alguns conceitos necessdrios para o entendimento da segunda forma da
demonstracdo sdo apresentados no Apéndice A. No Capitulo 3 apresentamos algumas técnicas
de resolucdo de primeira ordem para uma melhor compreensao da resolu¢ao das EDOs referentes
aos modelos apresentados. No Capitulo 4 sdo apresentados os modelos para queda de dois
objetos (esfera de plastico e isopor) e de um circuito elétrico juntamente com os experimentos,
simples e de baixo custo, utilizando o software Tracker. Um experimento com a constru¢do
de um circuito RC também € apresentado, bem como a validacdo do modelo. No Capitulo
5 sdo apresentados os principais resultados para EDOs de 2a ordem, trazendo o modelo do
péndulo através de uma experimentagao com a constru¢ao do mesmo. Por fim, no Capitulo 6
apresentamos algumas consideracdes sobre o desenvolvimento do trabalho.

Para o leitor que deseja conhecer outros modelos de fendmenos fisicos assim como modelos
em Quimica, Biologia, etc, as referéncias ( [2], [4], [5]) s@o sugeridas.



CAPITULO

Definicoes Bdasicas e o Teo-

rema de Existéncia e Unici-
dade para EDO de Primeira

Ordem

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico sdo proposi¢des,
ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual fendmenos acontecem. Expressas em linguagem
matemadtica, as relagdes sdo equagdes e as taxas sdo derivadas. Equacdes contendo derivadas sdo
denominadas equacoes diferenciais.

Uma equacao diferencial que descreve algum processo que varia com o tempo é chamada,
muitas vezes de modelo matematico do processo. Para se usar as equagdes diferenciais nos
diversos campos em que sdo uteis € preciso primeiro formular a equagdo diferencial apropriada
que descreve o fendmeno ou modelar o problema em questdo, e a construcdo de um modelo
satisfatorio € algumas vezes a parte mais dificil de um problema.

Este capitulo foi baseado nas referéncias [2,3,6,11, 13-16].

2.1 Classificacdo de Equacoes Diferenciais

Quando se trabalha com equagdes diferenciais algumas caracterizacdes sdo feitas com base na
forma em que a mesma tem. Desta forma podemos fazer a classificacido das equacgdes diferencias
através do seu tipo, ordem e linearidade.

2.1.1 Tipo

O tipo de um equacdo diferencial estd relacionada com a derivada que aparece na mesma.
Quando na equacdo aparecem apenas derivadas em relagdo a uma varidvel, ela é dita uma
equacao diferencial ordinaria e quando as derivadas sdo derivadas parciais, € dita equac¢ao
diferencial parcial.

= Exemplo 2.1 A expressao

d?Q(t) . dO(t) 1
w a e

O(t) = E(1),

¢ a equagdo diferencial ordindria para a carga Q(¢) em um capacitor em um circuito com
capacitancia C, resisténcia R, indutincia L e voltagem E(¢) (Figura 2.1).
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Figura 2.1 — Circuito LRC. Fonte: Préprio autor.

= Exemplo 2.2 A expressao
o2 d%u(x,t) _ du(x,t)
dx? ot '’
€ a equacao diferencial parcial (equagdo do calor) que descreve a condugdo de calor em uma
haste, em que u(x,t) é a temperatura e ® é uma constante que depende da densidade, da
condutividade térmica e do calor especifico do material da haste (Figura 2.2).

X x+Ax

Figura 2.2 — Secdo transversal de drea A de uma haste circular delgada. Fonte: Préprio autor.

2.1.2 Ordem

A ordem de uma equacdo diferencial € dada pela maior ordem entre todas as derivadas que
aparecem na equacao.

= Exemplo 2.3 Considere a seguinte equacgao diferencial

2
L0 4 R 1 Lo(r) = E(1),

‘ |—> Ordem zero

> Primeira Ordem
» Segunda ordem

que € uma EDO de segunda ordem, pois a € maior ordem que aparece entre todas as derivadas.
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2.1.3 Equacdo Linear e Ndo Linear

Uma equagdo diferencial ordindria y = £(z,y,y’,y", ...,y é dita linear se f for uma fungdo
linear em relacgdo as varidveis y, y/, ..., y(”)), caso contrério, € chamada de equagdo nao linear.
Assim, considerando ¢ € I C R um intervalo aberto e y : I — R uma funcio que possua todas as
suas derivadas, a equagdo diferencial ordindria linear geral tem a forma

d
an (0" a1 (O ot (1) 7 Fao(t)y = 8(0),

em que g;(t) e g(t) sdo fungdes reais e continuas, parai € N, i =0,--- ,n.
Um problema fisico simples modelado por equagao diferencial nao linear € o problema do
péndulo, cuja equacgdo é dada por:

d’e g
L

+ =senb = 0.

dar?

mg

Figura 2.3 — Movimento de um péndulo. Fonte: Préprio autor.

A presenca do fator sen 0 faz com que a equagdo seja ndo linear. As equagdes nao lineares
sdo mais complicadas que as lineares e geralmente seus métodos de resolucdo sao numéricos.
Em vista disso € comum que muitos problemas sejam aproximados por equagdes lineares e esse
processo é chamado de linearizagdo.

= Exemplo 2.4 No caso do péndulo, se o angulo 6 for pequeno entdo sen 6 == 0 (realiza-se a
expansao em série de Taylor do seno e como 0 € pequeno despreza-se os termos de ordem

0
maior que 2 ( [10]), ou pode-se pensar no limite éir% sen(6) =1, e a equagdo do péndulo
—

pode ser reescrita da seguinte maneira

d’e g

—+=0=0

a? 'L ’
a qual € linear. .

Solucdo do Problema de Valor Inicial de 1¢ ordem

O processo de solucdo envolve uma integracdo, que traz consigo uma constante arbitraria,
cujo valores possiveis geram uma infinidade de solugdes. A especificagdo dessa constante
na maioria das vezes € feita indiretamente através de um ponto do grafico; esse ponto que é
fornecido é chamado de condi¢do inicial.
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Definicdo 2.1.1 Seja I/ C R um intervalo aberto ou uma reunido de intervalos abertos,
y: I — R uma fun¢do que possua todas as suas derivadas e f : R x R — R uma funcéo
continua e C! na varidvel y. Entdo, um Problema de Valor Inicial (PVI) é constituido por

uma equacao diferencial

dy
Z _f(tay)

e uma condicdo inicial y(fy) = yo.

= Exemplo 2.5 Considere a equagao diferencial

dp
— =0,5p—450
dt P
cuja solugdo é
p(t) =900+ ce'/?,
em que ¢ € uma constante arbitraria (o método de resolucao dessa equacao serd abordado na
Secdo 3.2). Observe na Figura 2.4 a familia de solu¢des, para alguns valores da constante c.
Suponha que p(0) = 850, que denominaremos como condi¢éo inicial do problema, e
atraves dela encontraremos a constante c:

p(0)=850 = t=0 e p=850,

p(1) =900+ ce'/? = 850 =900+ ¢ —> ¢ = —50.

A equacio diferencial ‘fl—f = 0,5p — 450 junto com a condigdo inicial p(0) = 850 formam
um Problema de Valor Inicial (PVI) e a solucio desse problema, tendo a constante conhecida
devido a condig¢do inicial, ¢ chamada de solu¢ao do Problema de Valor Inicial. Nesse caso,
a solucdo do PVI é

p(t) =900 — 50¢'/2.

c=150

1100 ¢

1000 ¢

900

800 |

700 |

1 2 3 1
Figura 2.4 — Solugdes do Exemplo 2.5 para alguns valores da constante c. Fonte: Proprio autor.

Agora que ja introduzimos as equagdes diferenciais, apresentaremos na préxima se¢ao o
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Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs de primeira ordem.

2.2 Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs

O Teorema de Existéncia e Unicidade de Equacdes Diferenciais Ordindrias € um resultado
fundamental na teoria das equacdes diferenciais. Esse teorema estabelece condi¢des sob as quais
uma solug¢do tnica existe para uma equacdo diferencial ordindria, garantindo a unicidade dessa
solucdo dentro de um intervalo especifico, sendo uma poderosa ferramenta para garantir que uma
solucdo unica possa ser encontrada para uma determinada equacao diferencial. No entanto, nem
todas as equagdes diferenciais possuem solugdo tnica para todas as condi¢des iniciais. Portanto,
¢ crucial verificar as condi¢des sob as quais o teorema se aplica.

As condi¢des necessdrias para aplicar o teorema de existéncia e unicidade podem variar
dependendo do tipo de equacgdo diferencial e do contexto especifico. Geralmente, essas condicodes
envolvem a continuidade da funcao e de suas derivadas, bem como propriedades de Lipschitz,
que impdem restri¢cdes na taxa de variacdo da funcdo. Uma vez que as condigdes necessdrias sao
satisfeitas, o teorema garante que existe uma solucao tnica para a equacao diferencial dentro
de um intervalo determinado. Isso é de extrema importincia na modelagem e na resolugdo de
problemas praticos, pois permite prever o comportamento de sistemas dindmicos ao longo do
tempo.

Portanto, o Teorema de Existéncia e Unicidade de Equagdes Diferenciais Ordindrias fornece
uma base tedrica solida para a andlise e solu¢do de equagdes diferenciais. Ao estabelecer
condicdes sob as quais uma solucao Unica existe, esse teorema desempenha um papel crucial na
compreensdo e na predicdo de fendmenos naturais e artificiais regidos por equagdes diferenciais.
Essas equacdes sdo amplamente utilizadas para descrever fendmenos em diversas dreas da
ciéncia, como Fisica, Biologia, Economia e Engenharia.

Desta maneira, nesta secao iremos apresentar duas formas de demonstrar o teorema de
Existéncia e Unicidade para equacdo diferencias ordindrias de primeira ordem. A primeira é
através da construcao de uma sequéncia que converge para a solucao e tal método é chamado
de Aproximagdes Sucessivas de Picard. A segunda é através de um resultado poderoso de
Anélise Funcional conhecido como Teorema do Ponto-Fixo de Banach, que serd utilizado para
demonstrar a existéncia e unicidade através do teorema de Picard-Lindelof.

2.2.1 Demonstracdo via Método das Aproximacdes Sucessivas de Picard

Daremos agora uma demonstracao de existéncia e unicidade de solucdes de uma equagao
diferencial de primeira ordem e a mesma se baseia no método das iteradas de Picard [6].
Vamos considerar o problema de valor inicial

d
d—f —f(t,y)  ¥(to) =0, @.1)

em que y: I — R € uma funcdo que possui todas as suas derivadas e f: R xR — R é uma
fungdo continua e C! na varidvel y.

Quando nos deparamos com este problema, surgem duas perguntas:

1. Como sabemos que o problema de valor-inicial (2.1) tem de fato solucao?

2. Como sabemos que existe somente uma solugdo y(¢) de (2.1)?

Para resolver a primeira questdo, devemos estabelecer a existéncia de uma fungéo y(¢) cujo
valor em 1 = 1 € yy, e cuja derivada em qualquer instante 7 é igual a f(¢,y(¢)). Portanto, devemos
procurar um teorema que mostre a existéncia desta funcao.
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Frequentemente é possivel provar que uma sequéncia de fungoes {y,(7)} tem um limite y(z),
sem expressar y(z). Logo, para provarmos a existéncia de uma solugdo y(z) de (2.1), iremos
proceder da seguinte maneira:

* Construiremos uma sequéncia {y,(¢)} que se aproxima cada vez mais de uma fungéo y(z).

* Mostraremos que a sequéncia de fun¢des {y,(z)} tem um limite y(z) em um intervalo

conveniente 7o <t < ty+ o, com o > 0.

* Provaremos que y(¢) é uma solucéo de (2.1) neste intervalo.

Por fim, iremos descrever algumas condi¢des para que a soluc@o y(¢) seja tnica.

Construcdo da Sequéncia de Aproximacado - {y,(¢)}

Tentar determinar uma sequéncia de fun¢des que se aproxima de uma determinada € bem
comum na matematica. Uma forma de analisarmos uma equagao diferencial é sob a forma

y(t) = L(t,y(t)) (2.2)

em que L pode depender explicitamente de y e integrais de funcdes de y.

Ao fazer isso, estamos observando o problema sob uma nova forma, em que L € um operador,
de tal forma que a solucdo € obtida apds a aplicag@o de tal operacao. Podemos colocar o problema
de valor-inicial (2.1) sob a forma especial (2.2) e, integrando ambos os membros de (2.1) em
relacdo a varidvel independente, temos

tdy(s)
to dS

ds = tf(s,y(s))ds =  y({t)=yo+ tf(s,y(s))ds. (2.3)

A equacdo (2.3) é chamada uma equacdo integral e o operador que a caracteriza € dado por

t
L(t,y(t)) = yo+ t f(5,5(5))ds.
0
Vamos entdo construir uma sequéncia de “solucdes aproximadas” {y,(¢)} de (2.3).
Comegaremos tentando achar uma solugdo yo(z) de (2.3). A suposi¢do mais simples possivel
¢ yo(t) = yo. Para verificar se y(¢) é solucgdo (2.3), calculamos

yi(t) =yo+ lt £(s,y0(s))ds.

Se y1(t) = yo, entdo y(t) = yg € de fato uma solucado de (2.3). Caso nio seja, entdo tentaremos
y1(¢) como a préxima aproximag@o. Para calcularmos se y; € uma solugdo calculamos y, de
modo andlogo. Assim, definimos uma sequéncia de fungdes y; (), y2(t), ..., yo(¢) tal que

1
ya(t) =yo+ t f(s,yn—1(5))ds, neN.
0

Essas fungdes y,(¢) sdo chamadas aproximagdes sucessivas, ou iteradas de Picard, e notavel-
mente, essas aproximagoes sucessivas de Picard sempre convergem, em um intervalo conveniente,
para uma solucdo de y(r) de (2.3). E o que provaremos a seguir.

Primeiramente, observe que como as solu¢des de EDO’s ndo lineares podem nao existir para
todo instante ¢, ndo podemos esperar que as iteradas de Picard y,(¢) de (2.3) convirjam para todo
r.

Logo, tentamos encontrar um intervalo no qual todas as y, () sdo uniformemente limitadas,
ou seja, |y,(t)] <k, em k é uma constante fixada. Procuraremos entdo um retangulo R que
contenha todas as iteradas de Picard y, () e o lema a seguir nos mostra como encontrar tal
retangulo.
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Lema 2.2.1 Suponha f uma func¢io continua. Escolhamos dois nimeros positivos a e b, e
seja R o retdngulo: 19 <t <fy+a, |y—yo| <b. Calculemos

b
M = max |f(t,y)| e coloquemos &t = min< a,— ¢ .
max |7(1)] e colog {osi}

Entao
ya(t) —yol < M(t —to), (2.4)
parafy <t <fy+ C.

O Lema 2.2.1 estabelece que o grifico de y,(t) estd entre as retas y = yo+M(t —tp) e
y=yo—M(t—1ty), paraty <t <ty+ o. Essas retas limitam o retingulo Rem t =ty +a se a < b
eem¢t =ty+ % se a > £, conforme ilustrado na Figura 2.5. Demonstremos agora o resultado.

yo + b+ Yo+ b+
YO** yo*
yo—b1 Yo—b+
to th+a to thta
(a) (b)

Figura 2.5 — A ilustrag@o mostra que a sequéncia de fungdes y, (curva vermelha) estd delimitada
pelas retas y = yo +M(t —ty) e y = yo — M(t —to) (curvas na cor roxa) para (a)
o = a; (b) o« = b/M. Fonte: Préprio autor.

Demonstracdo. Vamos estabelecer (2.4) por inducdo sobre n. Primeiro mostraremos que (2.4) é
verdadeiro para n = 0, pois yo(f) = yo. A seguir, devemos mostrar que (2.4) é verdadeira para
n = j+ 1 se for verdadeira para n = j. Mas isto segue imediatamente, pois se

lv;(t) —yo| < M(t —1to),

entao . .
i (O =vol = | [ Flsyi(s)ds| < [ 1f(s.y;()lds < Mt =),
0 0
paratg <t <9+ a. Consequentemente, (2.3) € verdadeira para todo n. [

Proposicdo 2.2.2 As iteradas de Picard y,(¢) de (2.1) convergem para cada ¢ no intervalo

to<t<ty+ose 3—J; existe e é continua.

Demonstracdo. Vamos primeiro reduzir o problema de mostrar que a sequéncia de fungdes y; ()
converge, ao problema de provar que uma série infinita converge, pois € mais simples de fazer
essa prova.
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Conseguimos isto escrevendo y,(z) sob a forma

ya(t) = yo(t) + [y1(t) = yo(t)] + ...+ [u(t) = yu—1(2)].

Evidentemente, a sequéncia {y,(z)} converge se, e somente se, a série infinita abaixo con-
verge.

Zly] —yj-1(t). 2.5)

Para provarmos isso, € suficiente mostrar que

Z — Vo1 (t)] < oo (2.6)

Isto € realizado da seguinte maneira: observamos que

t

n(t) = Y1) = [ (5,yn-1(8)) = f (8, yn-2(s))]ds

/ £(5,3n1(5)) — £(5,yn2(s))] ds
(|3 (s,E(s))

d
[ est) \m )~ yuals)lds,
em &(s) estd entre y, 1(s) € y,_2(s), pois pelo Teorema do Valor Médio, g(x;) — g(x2) =
g'(&)(x1 —xp), para algum nimero & entre x| € x;.

Segue imediatamente do Lema (2.2.1) que todos os pontos (s, & (s)) pertencem ao retdngulo
R paraty < s <1y+ a. Consequentemente,

t
Vn(t) = yn—1(2)] SL/ Vn-1(8) —=yn—2(s)lds,  to<t<t+a, (2.7)
To
com 3
t
L = max f(t,y) ’ : (2.8)
(ty)er| dy
este L existe porque a fungdo w € continua por hipétese e R € um conjunto compacto.

A equagdo (2.8) define a constante L. Pondo n = 2 em (2.7), obtemos

t t LM(t —1y)?
32(0) = @ <L [ I (5) ol < L [ (s ) = 10100
0 0
Isto, por sua vez, implica que
1 (s —19)> L*M(t —1p)3
56 2] < 2 [ yals) ~yilas < a2 [ OO gy L EMUEZI0)
fo o .
Continuando indutivamente, vemos que
ML (1 —10)"
Yn(t) =yn1 ()] < L ) , parato <1 <fy+ . (2.9)

n!

Portanto, paraty <t <1+,

1 (8) =yo(O) [+ [y2(e) =y1 ()] + ... <M(t —10) + ML(’z!_ 0)? | ML(Z!— o)
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MLa* MLo? M (al)? (aL)? M
<Ma co=—|aL o == —1
T TR 2 R TR TR A

Esta quantidade, obviamente, ¢ menor que infinito. Consequentemente, as iteradas de Picard
yn(t) convergem para cada ¢ do intervalo #p <t < fo + . Indicaremos o limite da sequéncia

{on(t)} por y(z). ]

Podemos agora demonstrar o teorema de existéncia

Teorema 2.2.3 — Existéncia. Sejam f e 3—5 continuas no retangulo R : 19 <1t < 9+

a, |y_y0’ S b
Calculemos

b
M = max |f(z,y)|, e ponhamos & = min {a’ (M) } '

(t,y)ER

Entéo, o problema de valor inicial y' = f(¢,y), y(to) = yo tem pelo menos uma solugéo
y(t) no intervalo tp < ¢ < fo + a. Um resultado andlogo é verdadeiro para t < f.

Demonstracdo. Mostraremos que y(t) satisfaz a equacdo integral
t
y(t) =yo+ [ f(s,3(5))ds (2.10)

To

e que y(¢) é continua. Para isso, lembremos que as iteradas de Picard y, () sdo definidas pela
equacao

t
ywet(6) =30+ [ Flsin(s))ds. 2.11)
0
Aplicando o limite para n — o0 em (2.11), obtemos

t
y() =yo+ lim | f(s,yn(s))ds. (2.12)
0

Para mostrar que o segundo membro de (2.12) € igual a

t

Yot | f(s,y(s))ds
0
ou seja, a passagem ao limite para dentro do sinal de integracdo, devemos mostrar que

—0

totf(s,y(s))ds— rot F(s,yn(s))ds

quando n tende a infinito. Realizaremos essa demonstracdo da seguinte maneira. Primeiro
observemos que o grafico de y(¢) estd no retdngulo R parat <ty + o, pois é o limite de funcdes
yu(t) cujos grificos estdo em R.

Portanto

|f(s y(8))ds — f(s,ya(s))|ds =

totf(s,y(S))ds— F(5.7a(5))ds

19f(s,8(s))

ay 'Iy — V(s |ds<L/ y(s) —yn(s)|ds,

To
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em que L € definido pela equacgdo (2.6). A seguir, observemos que

(o)

Ys)=yn(s) =} i) =yi-1()]

j=ntl1
pois .
=Yo+ Zl[)’j(s) —¥j-1(5)]
e g

yals) =30+ ¥ 5(5) — yj-1(5)].

j=1
Consequentemente, de (2.9),

)=yl <M Y, L)
j=n+1 J:
> Lla) M & (al)
<M ) I ZZ.Z I .13
J=n+1 j=n+1
€
flsa6as— [ smionas| < £ 5 [as<ma 3 2
o n+1 . to j=n+l J:

Esta soma tende a zero quando n tende a infinito, pois € o resto do desenvolvimento (conver-
gente) em Série de Taylor de e*"
Portanto,

tim [ fsa(s))ds = [ fls.5(5))ds

n—oo fo

e y(t) satisfaz (2.10). Para mostrar y(f) é continua, devemos mostrar que para cada € > 0
podemos encontrar 6 > 0 tal que

y(t+h)—y(t) <&, se |h<8.

Como ndo conhecemos y(z) explicitamente, ndo podemos comparar y(f 4+ k) com y(¢) direta-
mente, assim escolhemos um inteiro grande N e observamos que

Y(t+h) =y(t) = [t +h) =yn -+ )]+ v (e +h) = yn (O] + () = y(0)]-

Especificamente, escolhemos N satisfazendo

M & (al) €
My oL e
L = J! 3
Entao, de (2.13),
€
|y(f+h)—YN(f+h)|§§ e

yn () =y(0)] <

W m
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parat < 1o+ o, e h suficientemente pequeno (de modo que 7 +h <ty + ). A seguir, observemos
que yn(t) é continua, pois é obtida por N integragdes repetidas de fung¢des continuas. Portanto,
podemos tomar 0 > 0 tdo pequeno que

€
v (t+h)—yn(t)| < 30 para |h| < 6.
Consequentemente,

(e +h) =y(@)| < |yt +h) =yn (e +h)[ +|yn (2 ) = yn ()| + yn () =y (2))|

<8—|—£—|—8—8
3 3 3

para |h| < 8. Portanto, y(z) é solu¢do continua de (2.10), e isto completa a demonstragio de que
y(t) satisfaz (2.1) [

Uma vez mostrada a existéncia da solu¢ao de uma EDO, mostraremos que tal solu¢do € unica.
Para tal utilizaremos do seguinte lema auxiliar.

Lema 2.2.4 Seja w(z) uma fun¢@o ndo-negativa, com

w(t) <L zw(s)ds.

Io

em que L é uma constante arbitrdria. Entéo, w(t) € identicamente nula.

Demonstragdo. Considere
t
U(t):/ w(s)ds.
Iy

Entao .

w(t) <L / w(s)ds = LU 1).

0

dU
dt
Consequentemente, e X!~ (1) < U (ty) = 0, para t > 1y, e portanto U(r) = 0. Isto, por sua
vez, implica em w(t) = 0, pois
t

0<w()<L|[ w(s)ds=LU(t)=0.

lo
|
Se analisarmos bem, os problemas de valor inicial que tem mais de uma solu¢do sdo evi-

dentemente inaceitdveis nas aplicacdes. Por esse motivo, é importante verificarmos quais as
caracteristicas de um problema de valor inicial que tem mais de uma solugao.

Teorema 2.2.5 — Existéncia e Unicidade. Sejam f e ‘3—’; continuas no retangulo R : g <

t<to+a, |y—yo|<b.
Calculemos

b
M= ma t,y)|, e ponhamos & = mi A= ¢
e b O ’"’"{“ (M)}
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Entdo, o problema de valor inicial y = f(z,y), y(f9) = yo tem uma tnica solugdo y(z) no
intervalo fy <t <19+ .

Demonstracdo. O Teorema 2.2.3 garante a existéncia de pelo menos uma solugio y(z) do
problema de valor inicial. Suponhamos que z(¢) seja uma segunda solugdo desse problema.

Entao .

y(t) =yo+ totf(S,y(s))ds e z(t)=yo+ A f(s,z(s))ds.

Subtraindo essas duas equagdes membro a membro, obtemos

() —2(1)] =

/toz[f(S,y(s)) — £(s,2(s))]ds

< £ (.3(8)) — F(s.2(5))ds

< [ 1y()~2(0)lds,

)

em que L € o valor maximo de ‘ %) para (¢,y) em R. Pelo Lema 2.2.4, essa desigualdade implica

que y(t) = z(t). Portanto o problema de valor inicial tem uma tnica soluggo y(t). [

2.2.2 Teorema de Picard-Lindelof

Uma das versdes mais famosas do Teorema de Existéncia para problemas de valor inicial é
a de Picard e Lindeldf. Originalmente, a demonstragcdo desse resultado foi dada por Lindelof,
entretanto, o método que aplicaremos aqui para a sua demonstracao (utilizando o Teorema do
Ponto Fixo de Banach) € atribuido a Picard.

O teorema do Ponto fixo de Banach € um resultado sobre espaco métricos que reune condi¢des
que garantem a unicidade do ponto fixo sendo enunciado e provado por Stefan Banach (1892-
1945) em 1922 [18]. Em virtude disso, utilizaremos alguns conceitos da teoria dos espacos
métricos mas, para o leitor que ndo estd familiarizado com o tema, o Apéndice A apresenta
os conceitos fundamentais da drea que serdo empregados na demonstragdo do Teorema de
Picard-Lindelof.

Ponto Fixo e Contracdo

Neste ponto do trabalho, o objetivo € definir os conceitos de ponto fixo e de contracdo, para
que possamos, assim, estar preparados para o resultado principal: o Teorema do Ponto Fixo de
Banach.

Definicdo 2.2.1 — Ponto Fixo. Seja X um conjunto ndo vazio. Um ponto fixo de uma
aplicacdo 7' : X — X € um elemento x € X satisfazendo

T (x) = x.

Geometricamente, para o caso particular de uma fung@o f : [a,b] — [a, b], pontos fixos sdo os
valores de x, caso existam, para os quais o grafico de f(x) intercepta a reta y = x.

I = Exemplo 2.6 Seja E = C([0,1]) o espago das fungdes continuas definidas sobre o intervalo



Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs 28

fechado [0, 1]. Seja T : E — E definido por

(T) (1) = x(0) + /0 ' w(2)d.

Para qualquer a € C, a fungdo x| (¢) = ae’ é um ponto fixo de T. De fato, aplicando T na
fun¢do x; (¢), temos

T(x1)(¢) :a+/0taefdr:a+a(et— 1) =ae' =x(1).

Logo, (Tx;)(t) = x1(¢) e x(¢) é um ponto fixo. 0

Diversos problemas em Matemética se reduzem a encontrar pontos fixos de alguma aplicagao.
Uma das maneiras de determind-los é chamado Método das Aproximacoes Sucessivas.

Definicdo 2.2.2 — Método das Aproximacoes Sucessivas. Seja 7 uma aplica¢do
continua de um espaco métrico (X, d) nele mesmo. O Método das Aproximagdes Sucessivas
consiste de uma tentativa para se obter os pontos fixos de T a partir de qualquer ponto
xo € X. A ideia é aplicar T no ponto x, sucessivamente, obtendo a sequéncia x,, = T (x,,—1)
e, tomar o limite n — oo. Se essa sequéncia converge para algum x e como 7 € continua,
entdo temos que esse limite € um ponto fixo, pois

x=limx, = im T(x,_1) =T <1im x,,) = T(x).

n—oo n—o0 n—yoo

Em um espaco métrico completo M, ou seja, um espago onde toda sequéncia de Cauchy
converge para um ponto de M ( [12]), temos que o método da aproximagdes sucessivas converge
para uma classe especifica de transformacodes, as contragoes.

Definicdo 2.2.3 — Lipschitz-Continua. Sejam X = (X,dx) e Y = (Y, dy) espagos métricos.
Uma transformacgdo 7 : X — Y é chamada de Lipschitz-Continua em relagc@o as métricas
dx e dy se existe uma constante L > 0 tal que

dy(T(§),T(n)) < Ldx(G,n)

para todos £,m € X. A constante L € denominada de constante de Lipschitz.

Definicdo 2.2.4 — Contracdo. Nas mesmas condi¢des da defini¢do anterior, dizemos que
T é uma contragéo se L € [0,1).

Em seguida iremos enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach que fornece
condig¢des suficientes para a existéncia e unicidade de um ponto fixo no caso da transformacao
ser uma contracao.

Teorema do Ponto Fixo de Banach

Teoremas que nos garantam existéncia e, as vezes, unicidade de solucdes de equagdes de
ponto fixo sao denominados Teoremas de Ponto Fixo. Ha diversos destes teoremas na literatura,
todos com diferentes hip6teses a cerca do conjunto X e da aplicagdo A, como por exemplo, o



Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs 29

Teorema do Ponto Fixo de Schauder, Teorema do Ponto fixo de Banach, entre outros.
Agora, estudaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, provado por ele em 1922 [18], que
afirma que toda contragdo em um espago métrico completo possui um, € somente um, ponto fixo.

Teorema 2.2.6 — Ponto Fixo de Banach. Seja R um subconjunto fechado do espaco
métrico completo (X,d). Se a aplicagdo T : R —> R é uma contracdo, entdo 7 possui um
unico ponto fixo em R.

Demonstragdo. A ideia da prova € construir uma sequéncia {x,} dada pelo método das apro-
ximagdes sucessivas e mostrar que ela € de Cauchy. Assim a sequéncia converge no espaco
completo X, consequentemente no subespaco R e entdo provamos que o limite x € um ponto fixo
e € unico.
Escolhendo x¢ € R arbitrario e aplicando T neste ponto de maneira sucessiva obtemos a
sequéncia
{xn} = T"(x0),

em que 7" denota a n-ésima aplicacdo de 7.
Primeiro iremos provar que {x, } é uma sequéncia de Cauchy. Assim sejam m,n € N tais que
m < n. Aplicando a desigualdade triangular n — m vezes obtemos

d(Xm,Xn) < d(xm7xm+1) +d(xm+laxn>
< d(xmaxm—H) +d(xm+1:xm+2) +d(xm+27xm+l)
< d(XmyXimr1) Fd(Xmr1,Xme2) + -+ d(xp—1,%n) (2.14)

Por outro lado como 7 é uma contracdo e {x,}, obtemos para um k € N qualquer que

d(Xpq1,x) < d(Txp, Txi—1)
S Ld(Txk_l y Txk_z)
< L?d(Txi—2, Tx—3)

< LXd(x1,x0). (2.15)
Portanto combinando (2.14) e (2.15), obtemos

d (X, xn) < (L™ + L™ 41" Yd(xg,x1)

m

- L
<L" LY )d = d
< (;) ) (x0,21) = 77 d(x0,1),

ou seja,
m

—L

Isso prova que {x,} é uma sequéncia de Cauchy, pois como d(xp,x) € fixo podemos tomar m
grande de maneira que L seja suficientemente pequeno, para qualquer n > m.

d(xXm,xn) < 7 d(xg,x1)- (2.16)
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Como {x,} € uma sequéncia de Cauchy em R, que é completo, hd um tnico x € R, para o
qual a sequéncia converge. Vamos agora provar que x, o limite da sequéncia {x, }, ¢ um ponto
fixo. Pela desigualdade triangular segue

d(x,T(x)) <d(x,xms1) +dXms1,T(x)), Vm € N.

d(x,%n) < A P d (v xn)s  Ymn € N,

pois como {x, } se aproxima de x para n grande, podemos fazer o termo d(x,x,) arbitrariamente
pequeno, tomando n grande, sem alterar os demais. Assim, utilizando (2.16) e a contratividade
de T temos

Lm
d(xm, T (x)) < Ed(xo,xl) + Ld (X, x)
Lm+1 m+1 m+1
< =2 .
< I_Ld(x(),xl)-i- I_Ld(X(),xl) I_Ld(x(),xl)

Como m é arbitrdrio podemos fazer m — o e obtemos d(x,T(x)) = 0, o que implica que
x=T(x).

Por fim, provaremos que x € o tnico ponto fixo de 7. Suponha que existe um outro ponto
fixo %, tal que ¥ = T'(X). Usando o fato de T ser uma contragéio temos

d(x,%) =d(T(x),T (X)) < Ld(x,%),

ou seja,
(1—L)d(x,%) <0.

Como L < 1 temos que d(x,%) < 0, implicando x = ¥, finalizando a prova do Teorema do Ponto
Fixo de Banach. [ |

Observacao 2.1. A reciproca do Teorema do Ponto Fixo de Banach em geral nao é verdadeira,
apenas impondo condi¢des adicionais obtemos a validade da reciproca [17].

Generalizacdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Antes de abordarmos o Teorema de Picard-Lindelof, faremos uma pequena generalizacdo do
Teorema do Ponto Fixo de Banach. Esse resultado € particularmente util, por exemplo, quando
estamos lidando com a equacdo integral de Volterra.

No caso sem generalizacdo temos que a aplicacdo 7 tem que ser uma contracdo. Todavia
em alguns casos temos o operador por si s6 ndo o €, mas alguma de suas poténcias apresenta tal
propriedade. Nesse caso, podemos também garantir os mesmos resultados do Teorema de Ponto
Fixo de Banach. Temos o seguinte:

Proposicdo 2.2.7 Seja M um conjunto dotado de uma métrica d e suponha M completo
em relacdo a d. Seja A um subconjunto fechado em M e seja T uma funcdo de A em
A,T : A — A. Vamos supor que exista um nimero m € N tal que a aplicacdo 7™ seja uma
contracao, cujo ponto fixo, Unico, € x € A. Entdo, 7 também tem um ponto fixo tnico, a
saber, 0 mesmo Xx.
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Demonstragcdo. Primeiramente, mostremos que x € também ponto fixo de 7. Notemos que,
como x = T"(x), temos também que

T(x)=T""(x) = T™(T (x)).

Isso diz que 7' (x) é ponto fixo de 7. Pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach este tltimo é x e é
tinico. Daf como T (x) = x segue que x é ponto fixo de T'.

Provemos agora que x € também o tnico ponto fixo de 7'. Para tal, suponha que exista um
outro denominado y, ou seja, um ponto que satisfaca y = T'(y). Logo segue que T'(y) = T2(y).
Unindo as duas vemos que y = T(y) = T?(y). Repetindo esse procedimento, chegamos a
y=T(y)=T?*(y) =--- = T™(y). Isso nos fornece que y é ponto fixo de T™. Agora, pelas
hipéteses, o inico ponto fixo de 7™ é x. Logo y = x. |

Teorema de Picard-Lindelof

Finalmente, procedemos com uma das principais aplicagdes do Teorema do Ponto Fixo de
Banach: a demonstracdo de um famoso teorema sobre a existéncia e unicidade de solucdes de
problemas de valor inicial (PVI) em equacdes diferenciais ordindrias (EDOs), devido a Picard e
Lindelof.

Vamos apresentar uma versao geral do teorema sobre existéncia e unicidade de solucdes
de PVI em EDOs vilido para equagdes definidas em espacos de Banach B. Desta maneira
consideremos o seguinte problema

dx
{ Z:f(tax(t))v (2.17)

x(l‘()) = X0,

emquet,fp ER;xpeB;x: R—>Be f: RxB—B.

A vantagem dessa abordagem € a generalizacdo que obtemos pois se considerarmos o espaco
de Banach B =R (ou B = C), a equagdo (2.17) representa uma EDO de primeira ordem de uma
fung@o real (complexa) desconhecida x(¢). Todavia se considerarmos o caso em que B = R” (ou
B = C"), temos agora que a equagio (2.17) representa um sistema de EDOs de primeira ordem
de um vetor real (complexo) desconhecido de n componentes: x(f) = (x1(¢),...,x,(¢)). O estudo
de tais sistemas foge do escopo do trabalho, mas a existéncia e unicidade de tal objeto ira ser
garantido pelo resultado que iremos demonstrar. Além disso, como qualquer equagdo diferencial
ordinéria (EDO) de ordem n pode ser convertida em um sistema de n EDOs de primeira ordem,
esse resultado garante a existéncia e unicidade de uma solugdo para qualquer problema de valor
inicial (PVI), independentemente de sua ordem.

Para a demonstracdao do Teorema de Picard-Lindelof faremos uso de dois resultados prévios,
apresentados a seguir.

Lema 2.2.8 Seja C([a,b],B) o espago das fun¢des continuas definidas no compacto [a,b] C
R assumindo valores no espago de Banach (8, ||.||). Entdo, C([a,b],B) é um espago de
Banach em relagdo a métrica do supremo, definida por

deo(f,8) = sup [[f(t) —g()ll,

t€[a,b]

Demonstrag¢do. Primeiramente observe que como o intervalo [a,b] é compacto, temos que toda
fungdo f continua nele definida é limitada, pois ||f|| é continua e possui um méximo e um
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minimo. Assim, a métrica dada por des(f,8) := Supyc(4p) [|/(x) — g(x)]| estd definida para todas
f8 €C([a,b]).

Desta forma, seja f, uma sequéncia de Cauchy em C([a,b]). Entdo, para todo € > 0 existe
um inteiro positivo N(€) tal que

sup || fn(x) = fm (V)| <€,

x€la,b]

para m,n > N(¢€). Isso significa que para cada x € [a,b] tem-se |f,,(x) — fiu(x)| < € sempre que
m e n sejam maiores que N(€). Assim, para cada x € [a,b] fixo, a sequéncia numérica {f,,(x)} é
uma sequéncia de Cauchy. Como B é Banach, segue que cada sequéncia { f,(x)} é convergente,
desta forma vamos denominar por f(x) seu limite.

Agora procedemos para a prova de que C([a, b]) é completo na métrica de.. Para isso, devemos
primeiramente mostrar que a funcao f, que € uma forte candidata a ser o limite da sequéncia
{fn}nen na métrica do, € também um elemento de C([a,b]), ou seja, continua. A partir disso,
devemos entdo mostrar que a sequéncia { f,;} converge a fun¢do f na métrica d. Logo, se
ambas as respostas forem positivas, estard provado que C([a, b]) é completo na métrica de.

Comecemos entdo a mostrar que a sequéncia { fin },,cry aproxima essa fungéo f na métrica de.
Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ni(€),k = 1,2,3,... com
Nii1(€) > Ni(€), para € > 0 arbitrario, de tal forma que Ny (€) é aquele que dw (fy, f) < €/2F
para todos m,n > Ni(€). Observe que Ni(€) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese,
fm € uma sequéncia de Cauchy em d... Vamos agora escolher uma sequéncia crescente de
indices ny < np < -+ <mp_; <m < --- tais que n; > Ni(€) e a essa sequéncia estd associada a
subsequéncia { f, }, .- Note que tem-se

dos (fog 1 fn) <

pois n; e nyy sdo maiores que N;(€).
Com essas definicoes, teremos que, para todo k > 1,

fnk fn1 i fn1+1 fn,( )}

Assim,

o () = fon (x i o () = fu ()]

k—1
< Z sup ‘fnl+1 fnl< )’ - Zdw (fnl+17fn1)
I=1x€la,b] I=1

1
<8221_8( = 1)

Daqui, concluimos que para cada x € [a, b]

f () = fuy ()| = 1 () = S (%) + fiy (%) = oy ()]
< F ) = S G+ [ (%) = Sy (%))

<1t = e (1 )
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ou seja,
10 = ] < £~ Sl & (1= 27 )

Observe que o lado esquerdo desta expressdo independe de k, de forma que tomando-se o
limite k — oo e lembrando que a sequéncia numérica { f,, (x) } converge a f(x), concluimos que
| f(x) — fu,(x)| < € e, para todo n > N;(€) segue

f () = fa ()] <[ f () = Sy )] 4 1y (x) = fu(x) [S €4+ €/2 = (3/2)e.

Como isso vale para todo x, segue que

des (f, fn) = sup [f(x) = fu(x)| < (3/2)e,

x€la,b]

para todo n > Nj(¢€). Isso demonstra que a sequéncia { f,, } converge a f em relagdo a métrica do.
Vamos agora provar que a fungio f é continua. Para tal, notemos que para quaisquer x,y € [a, D],

f () = SO = 1F () = foy () + ooy () = foy () + Sy () = F V)
< f) = fuy O+ 1oy () = Fas D)+ 1y ) = F )
< sup [f(x) = oy (O] + [ fay () = fay O 4 sup [ f, (v) = F ()]

x€la,b] y€lab]
= 2deo (f, fr,) + | fuy (X) = f, )]
<3e+|fu, (%) = fu, )]

Além disso observe que f,, € C([a,b]), logo, é uma funcao continua. Segue pela defini¢io de
continuidade de fungdes, para x fixo, existe um nimero positivo 8 tal que |f;,, (x) — f», ()| < €
para todo y tal que |y — x| < 6.

Assim, concluimos que para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo y tal que |y —x| < &
tem-se | f(x) — f(y)| < 4¢€. Isso nos diz precisamente que f é continua, como queriamos provar.
Portanto, estd provado que C([a,b]) é completo na métrica d. |

Lema 2.2.9 Sejam [a,h] C R e para k > 0 fixo, seja C C C([a,b],B) o subespago de
C([a,b],B) formado pelas fun¢des x : [a,b] — B tais que
x(t)—xo <k, Vté&]la,b] (2.18)

Entio, C é um subespaco fechado de C([a, ], B).

Demonstragdo. Para mostrarmos que C é um subespago fechado de C([a, b], B) devemos garantir
que qualquer sequéncia convergente (x,), . de elementos de C converge para um x* que também

estd em C. De fato, como x,, € C para todo n € N, temos
H)Cn(l‘)—X()” Sku Vt € [avb]‘
Como essa expressdo nao depende de 7, podemos reescrevé-la

oo (Xp,X0) = su? 1%, (1) — x0]| < k. (2.19)
re
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Por outro lado, como por hipétese temos que a sequéncia (x,),y converge para x*, entdo, dado
€ > 0, existe Ng > 0 tal que para todo n > N; vale:

doo (x,x") < €. (2.20)
Utilizando a desigualdade triangular, segue que
doo (x™,x0) < doo (X", %) + doo (X4,%0) < €+k (2.21)

em que, na ultima desigualdade, fizemos uso das Equacdes (2.19) e (2.20). Assim, como (2.21)
¢ vélida para qualquer € > 0, concluimos entdo

[Ix*(2) = xoll < sup [|x*(1) = xol| = des (", x0) <k, VI € [a, D],
t€la,b]

mostrando que x* também pertence a C, finalizando a demonstrag@o. |

Agora estamos preparado para demostrar o principal teorema da secao.

Teorema 2.2.10 — Teorema de Picard-Lindeléf. Seja f : R x B — B ndo identicamente
nula e continua na regido fechada

R=TRabx :=1(t,x) ERxB:|t—19| < a,|x—xol < b} (2.22)

para certos valores a > 0 e b > 0, em que || - || representa a norma do espago de Banach B.
Seja também ¢ > 0 uma constante definida por

c:= sup | £(t,2)l (2.23)
(tx)ER

Suponha ainda que f seja Lipschitz-continua em R com relag@o ao seu segundo argumento,
ou seja, existe uma constante k > 0 tal que para todos (7,x) e (¢,y) € R segue

I1F(2,%) = F £, < kllx— . (2.24)
Entdo, pelo menos no intervalo fechado [ty — 3,19 + B], em que

B = min{a,g}, (2.25)

o problema de valor inicial descrito pelas relagdes x(¢) = f(¢,x(¢)) com x (tp) = xo apresenta
uma solugdo, a qual € dnica.

Demonstragdo. Comecemos esbocando a ideia da prova. O primeiro passo consiste em conver-
termos a equacgdo diferencial em uma equacdo integral, descrita através de uma transformacgao
T . Em seguida, sob as hipdteses do teorema, mostraremos que existe uma certa poténcia de
T , digamos T™, param > 1, tal que 7™ é uma contracao. Feito isso, utilizando o Teorema de
Ponto Fixo de Banach em sua versdo generalizada (Proposi¢do 2.2.7, pagina 30), concluiremos a
existéncia e a unicidade do ponto fixo para a transformacao 7.

Desta maneira, seja I o intervalo [tg — ,70 + ] C R e considere o espago C(I, B) das funcoes
continuas em ] assumindo valores em B, dotado com a métrica do supremo. Considere ainda o
subespaco C C C(I, B) formado pelo conjunto das fungdes x(¢) tais que

() —xol| < B, Vi€l
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em que ¢ é definido pela Equagdo (2.23). Pelo Lema 2.2.8, pagina 31, sabemos que C(I,B) é
um espaco de Banach. Por outro lado, do Lema 2.2.9, pagina 33, vemos que o subespaco Cé
fechado em C(1, B). Logo, concluimos que C também ¢ um espago métrico completo. Considere
agora uma transformacdo 7 dada pela seguinte relacao:

t

(Tx)(t) :==xo+ [ f(7,x(7))dT.

Io

Vamos mostrar que 7' € uma aplicagdo que leva C em C, ou seja, T : C — C. De fato, para
te€lex(t) € C,comocf < b, concluimos da definicdo de R dada por (2.22) que (7,x(7)) € R.
Logo, a curva T +— (7,x(7)) € R x B € continua e estd inteiramente contida na regido R, na qual
f € continua por hipétese. Assim, T+ f(7,x(7)) € B é continua e a sua integral estard bem
definida. Concluimos dai que 7 pode ser aplicada a fungdes de C. Agora vamos mostrar que 7'x
€ novamente um elemento em C. Utilizando a defini¢@o de ¢ (2.23) de limitagdo da fungio f no
retangulo R, tem-se para x € C,

1(Tx)(2) = xoll =

ltf(T,x(T))dT

< [ Irex@)lde < cle—nl < B,

provando que T'x dista de xo menos que c¢f3, uma das condigdes do conjunto C. Resta-nos provar
que Tx é continua caso x € C. Para tal, j4 vimos que para x € C fixo, T — f(7,x(t ))eBEé
igualmente continua e, portanto, limitada, ou seja, existe Ny > 0 tal que || f(7,x(7))|| < N, para
todo 7 € J. Logo, parat,t’ € I,comt >t

/

|(Tx) (t/)_(Tx)(t)H:u f(r,x(1))dt g/zt (7, x(T))||dT < N |t —1].

Como o lado direito vai a zero para r — t’ provou-se que (Tx)(¢) € continua como fungio de
tel. Assim, Txe CsexeC. _

Chegamos agora ao ponto crucial da demonstra¢do. Observe que se x(7) € C satisfaz o PVI
(2.17), entdo x(t) pode ser escrita como

x(t) = (Tx)(t) =x0+ [f(f,x(f))d‘c. (2.26)

Para t el,eh,g€5
(Th)(1) — (Tg)(t) = /l:(f(f,h(f)) — f(7,8(7)))dr,

segue que (assumimos que ¢ > fg, sem perda de generalidade)
t
[(Th)(z) = (Tg)(®)|| < / 1/ (7, (7)) — f(7,8(7))lld7

(224
<k [ ()= (o)
< klt=to|sup (<) — g(0)]| = Kt = toldu ().

teJ

Usamos que a fun¢do f € Lipschitz-continua em relacdo a segunda varidvel, ou seja, que vale a
relacdo (2.24).
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Vamos agora provar por indu¢do que para todo n € N tem-se

@m0~ () @ <k L g), vier (2.27)

Como ja vimos que isso € verdade para n = 1, assumamos que essa relacdo € vdlida para um
certo n genérico. Entdo,

(TR (1) — (T™'g) (1) || < / 1F (5, (T) (1) — £ (=, (T7) (x)) | d
< [T @~ @) ()]s

)

t o n
k (/ k”Mdr) du(h,g)
to n!

f—t n+1

(n+1)!

o que prova (2.27) para todo n € N e todo ¢ € I, por inducdo. Assim, temos também que

A (T"h, T"g) < (km do(hyg) VneN.

Note-se agora que, para quaisquer k e 3 fixos, existe n grande o suficiente tal que [kﬁ I <.

Assim, para um tal n,7" serd uma contragdo do espago completo C e si mesmo. Nessas
condigdes, temos que a versdo generalizada do Teorema de Ponto Fixo de Banach (Proposi¢édo
2.2.7, pagina 30) garante a existéncia e a unicidade de x(r) € C, satisfazendo (2.26). Mas isso
implica justamente a existéncia e unicidade de solug¢do em C(/,B) do problema de valor inicial
considerado, finalizando assim a demonstragao. [ |

Observacao 2.2. Uma condicdo suficiente para que a condic¢ao de Lipschitz no Teorema 2.2.10
se cumpra é que d, f(,y) exista em todo R e seja limitada. Nesse caso a constante de Lipschitz
seria dada por k :=sup(; e H8yf(t,y) H

Finalizamos aqui a apresentacdo de alguns conceitos basicos de equagdes diferenciais ordiné-
rias de primeira ordem e principalmente, o Teorema de Existéncia e Unicidade para um PVI. Nos
préximo capitulo apresentaremos algumas técnicas de resolucdo de EDO que serdo utilizadas na
modelagem de problemas fisicos.



CAPITULO

Técnicas de resolucdo para
Equacoes Diferenciais Ordi-

narias de Primeira Ordem

Neste capitulo, que estd baseado nas referéncias [2, 3, 6, 8,9], traremos alguns métodos para
resolucdo de equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, dependendo do tipo de equacdo
em estudo. Ao final de cada secdo traremos exemplos e aplicagdes do método citado.

3.1 Equacgodes Separdveis
Definicdo 3.1.1 Uma equacio diferencial da forma

dy

h(y) yp

:O _ = —
g(x) ou -

¢ chamada separavel ou tem variaveis separaveis, onde f e g sdo fun¢des continuas nas
suas respectivas variaveis.

Como uma equacao separavel pode ser escrita na forma

d
hy) 2 = (). (3.1

se y = f(x) denota uma solug@o para (3.1), temos

h(f () f'(x) = g(x).

Integrando ambos os lados em relacdo a x, obtemos

/ h(f () (x)dx = / 2(x)dx+c. 3.2)

No entanto, como dy = f’(x)dx e y = f(x), entdo (3.2) pode ser escrita como

/h(y)dy= /g(X)dX+c,

em que ¢ € uma constante arbitriria.
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Observacao 3.1. Nao hé necessidade do uso de duas constantes na resolucdo de uma equacao
separdvel pois,

/h(y)dy+01 :/g(x)dx—i—cz - /h(y)dy:/g(x)dx—i—cz—cl.

Denominando ¢ = ¢» — ¢1, obtemos

/h(y)dy= /g(X)dera

em que ¢ é completamente arbitraria.

Para facilitarmos a execu¢do desse método, vamos listd-lo passo a passo no quadro a seguir.

Resumo: Separacao de Variaveis

Passo 1: Separe as varidveis, reescrevendo a equagao na forma

&y _

h(y) - = g(x).

Passo 2: Integre ambos os lados da equacao do Passo 1 em relacdo a x.

[1w)dy= [ gxja

Passo 3: Se H(y) ¢ uma antiderivada de &(y) e se G(x) é um antiderivada qualquer de
g(x), entdo a equacao
H(y)=G(x)+c

define implicitamente uma familia de solu¢cdes. Em alguns casos € possivel resolver essa
equagdo explicitamente em y.

= Exemplo 3.1 Evidéncias experimentais demonstram que materiais radioativos se desinte-
gram a uma taxa proporcional a quantidade presente. Se Q = Q(¢) representa a quantidade de
um determinado material radioativo no instante ¢, a taxa de varia¢do de Q(¢) em relagdo ao

tempo ¢, denotada por ‘fi—?, € expressa por:
do
2 — k(1)

em que k € uma constante negativa definida fisicamente.

Quando o material nao é conhecido, devemos determinar o valor de &, o que pode ser feito
utilizando a caracteristica de “meia-vida” do material. A “meia-vida” é o tempo necessario
para que metade do material se desintegre. Assim, se conhecemos a meia-vida, podemos
determinar k, € vice-versa.

Para exemplificar, considere um isétopo radioativo que tem uma meia-vida de 16 dias e
deseja-se ter 30 g ap6s 30 dias. Com qual quantia do is6topo deve-se iniciar?

Como a meia-vida estd em dias consideraremos o tempo em dias. Seja Q = Q(¢) a
quantidade presente no instante 7 ¢ Q(0) = Qp a quantidade inicial.

Resolvendo a EDO pelo Método de Separacdo de Varidveis temos

dQ 1dQ _,

—k 4 _
o= ou
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Integrando ambos os lados em relacdo a ¢ e fazendo a substituicdo dQ = i—?dt, obtemos

1
/észk/dt — In|Q| =kt +c; = Q) = e,
Como Q(t) > 0, denotando ¢ = ¢! obtemos a solucao geral
0(t) = cev.
Como temos um PVI, determinaremos ¢ substituindo os valores da condi¢ao inicial

0(0) = Qo

Qo= el — ¢ = Qo.

Portanto, a solu¢do do problema de valor inicial é
Q(t) = Qe

Sabemos que k € uma constante e usaremos a meia-vida de 16 dias para encontra-la.
Quando 7 = 16, temos Q(16) = %Qo, ou seja,

1
EQO = Qoelék-

1
16k=In( =
6 n<2),

e portanto, aplicando o logaritmo natural, obtemos:

Logo,

In2
16

Assim, a fungdo que descreve a quantidade de material radioativo a qualquer instante €
dada por

k= ~ —0,043.

(1) = Qoe™ .

3.2 Meétodo do Fator Integrante

Apresentaremos nessa secao uma forma de resolver equacdes diferenciais lineares de primeira
ordem. Relembremos qual especificamente € essa classe de fungdes.

Definicdo 3.2.1 — Equacdo diferencial linear de primeira ordem. Uma equacio

diferencial na forma

dy _
- tay=b(1), (3.3)

em que a e b sdao fungdes continuas definidas em um intervalo /, é chamada de equacgao
diferencial linear de primeira ordem.

Para resolver equacdes deste tipo utilizamos o método criado por Leibniz, denominado
Método do Fator Integrante, que envolve a multiplicagdo da equagdo diferencial por uma
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determinada fungdo p(z).
Para resolver a equacdo (3.3) primeiramente o objetivo é deixa-la na forma

%(fungﬁo) = b(r)
e entdo integrar ambos em relagcdo a . Mas, como transformar o lado esquerdo de (3.3) em
4 (fungdo)? (3.4)
dt
Para isto, vamos multiplicar ambos os lados por uma fungéo (), ou seja,
dy
o)+ u(t)at)y = p(r)b(r).

Analisando o lado esquerdo da equagdo obtida, o objetivo é que

d . . d <
w(t) y+u() (t)y sejaigual a E(fungao).

dt
Para atingirmos o objetivo devemos utilizar a regra do produto para a diferenciacao, assim
d d dy d
4 (fungio) = & (u(e)y) = pny 2 + 1)y,

dr " dr
Portanto, temos

dy A _ ),

p(O)b(r) = () + )y = p() o+ E Dy =&

ou seja,

& () = w(o)b(0).

A préxima etapa € integrar ambos os lados em relagdo a ¢,

/dz y)dt = /u H)dt = u(r) /u t)dt +c,

sendo ¢ € a constante de integragdo. Dividindo ambos os lados por fi(¢), obtemos a solucéo geral

de (3.3)
Uu dt+c} . 3.5)

Esse método de encontrar uma solugao geral de (3.3) € denominado Método do Fator
Integrante. Tremos entdo determinar a fungdo (i (7), que é chamada de fator integrante de modo
que seja possivel resolver a equagao (3.3).

& o) =D + By B ),

dt
Mas, esta é uma equacao separavel, ou seja,
du(r) 1 du(r)
—= =al)u(t) = — =at) =
o =a0u0) = T =a)

— /ﬁdu:/a(t)dt — inluln)| = [atar+c.

Logo,
() = el @04t (3.6)
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Observacao 3.2. Observe que na expressao (3.6) podemos ignorar a constante de integracao
pois ela s6 ird aparecer multiplicando a exponencial e quando multiplicarmos ambos os lados da
equacao por U ela podera ser desconsiderada.

Embora seja possivel memorizar as equacdes (3.5) e (3.6), é recomendavel resolver equacdes
diferenciais lineares de primeira ordem seguindo os passos utilizados na obten¢ao das férmula,
como segue no quadro apresentado a seguir.

Resumo: Método do Fator Integrante

Dada a equacao
d
d—f +a(t)y=b(r). 3.7)

Passo 1: Calcule o fator integrante

Como qualquer u(¢) desta forma serd suficiente, podemos tomar a constante de integragao
como sendo nula.
Passo 2: Multiplique ambos os lados de (3.7) por p(z) e expresse o resultado como

dt
Passo 3: Integre ambos os lados da equagdo obtida no Passo 2 em relacdo a ¢, e entdo
resolva para y.

¥(t) = ﬁ [upiar

Assegure-se de incluir uma constante de integracao ao calcular a integral.

Os Exemplos 3.2, 3.3 e 3.4 ilustram a utilizacdo do método do fator integrante.

= Exemplo 3.2 Considere a EDO
Doy =1
a YT r

Determinando u(¢) temos

_ _ 42
fa(t)dt:e thdt:e =

ur)=e
Multiplicando ambos os lados da equagdo por p(¢) obtemos a equagdo equivalente

_p2,dy _
— —2ty) =t
e (o —2y) =te

2 d

— t2
dt

(e_tzy) =te .

No entanto ,
—t
2 2 e
e y= /te’ dt+c= —T+c.

Portanto, a solucdo geral é
1 2

y(t) = —E—f—ce .
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= Exemplo 3.3 Considere o problema de valor inicial

dy 2
t—+2y=4t 1)=2.
ST y=4r, (1)
Note que
dy 2 dy 2
¢ 2y =417 — L 4 Sy —4¢ 3.8

ou seja, para o cdlculo do fator integrante € necessario primeiramente dividir a equagdo por ¢.
Calculando o fator integrante tem-se

2
u 3 _ 2j| _ 2

Agora multiplicando a equagio (3.8) por u = 2, obtemos

d(t%y)

dy
2

l' -
dt

=48
dt

+2y =41 =

e, apds integrar ambos os lados, ficamos com
2., _ A4 _ 0, ¢
r'y=t"+c — y=t +t—2.
Utilizando o valor inicial, descobrimos ¢
2=14+c = c=1.

Portanto, a solu¢do do problema de valor inicial é

1
y(t):t2+t—2.

= Exemplo 3.4 [2] Quando é cometido um assassinato, o corpo, originalmente a 37 °C resfria
de acordo com a lei do resfriamento de Newton. Suponha que apds 2 horas a temperatura seja
de 35 °C, e que a temperatura ambiente permanega constante e igual a 20 °C.

A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de um objeto H varia a uma
razao proporcional a diferenga entre sua temperatura e a temperatura ambiente Hy, sendo
representada através da equacao

aH = —k(H — Hy), (3.9)
dt
em que k representa um coeficiente de proporcionalidade (positivo), que depende da superficie
exposta, do calor especifico do corpo e também de funcdo de caracteristicas do meio ambiente.
Agora que ja explicamos a lei de Newton do resfriamento, vamos resolvé-la utilizando o
método dos fatores integrantes.
Como a temperatura ambiente é 20 °C, podemos reescrever a equagao (3.9) da seguinte

forma
dH _

dH
— = —k(H—-20) = — +kH =20k.
dt ( ) dt -
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Calculando p(t) temos
,u(t) _ e(fa(t)dt) _ e(fkdt) _ ekt.

Multiplicando ambos os lados por 1i()

H
e’“‘il—t +kHe =20ke" —

AHE) _ ook

Integrando ambos os lados em relacdo a 7, obtemos a solugdo geral
kt __ kt _ —kt
He" =20¢" +¢c = H(t) =20+ce ™.

Utilizando as duas condig¢des iniciais para determinar ¢ e k temos:

H(0)=37 = 37=20+c => c=17

—In(L
H(2)=35 = 35=20+17¢ * — k:% — k=62,61073.

Portanto,
-3
H(t) =20+ 17¢7626 10771

Considere agora que o corpo foi encontrado as 4 horas da tarde com a temperatura de
30 °C. Procederemos agora para encontrar o hordrio que o assassinato foi cometido. Primeiro
iremos determinar quanto tempo se passou apds o assassinato

H(t) =30 => 30 =20+ 17¢ 926107 — ;

ou seja,
t = 8,48 horas (antes do corpo ser encontrado).

Sabe-se que o corpo foi encontrado as 16 horas, entdo para saber a hora do assassinato basta
fazer a subtracdo
16 horas — 8,48 horas = 7,52 horas.

Transformando os centésimos em minutos obtemos a hora do crime

horas minutos
1 60 — x =31.
0,52 X
Portanto, a hora do assassinato foi as 7 horas € 31 minutos. "

3.3 Equacoes Exatas

Ha diversos métodos de resolugdo para equagdes diferenciais ordindrias. Os mais importantes
sdo os usados nas equacgdes lineares (método do fator integrante) e as separdveis. Vamos agora
considerar uma classe especifica, chamada de equacdes exatas.

Para exemplificar esse método consideremos a EDO

d
2x—|—y2+2xyd—z =0. (3.10)

Essa equacao ndo € linear nem separdvel e portanto nao podemos aplicar os métodos que ja
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foram vistos. Entretanto, note que a fungio ¥ (x,y) = x> 4 xy? tem a seguinte propriedade:

oY
=yt =y 11
oax T dy v -11)

Portanto, podemos reescrever a equagao (3.10) da seguinte forma

O¥ IV dy
ox T aydx 0

Supondo que y € uma funcdo de x e usando a regra da cadeia podemos reescrever a equagao

anterior p
— ¥ =0.
Portanto,

P(x,y) =x*+xy* =c,

em que ¢ € uma constante arbitraria, € uma equacao que define as solu¢des do Exemplo 2.3.1,
implicitamente.

Para resolvermos o exemplo anterior, o passo-chave foi descobrir uma fungdo W que satisfazia
(3.11). Agora vamos considerar um caso mais geral

d
M(x,y) +N(x,y)d—); —0. (3.12)
Suponha uma funcao ¥ tal que
I¥(x,y) ¥ (x,)
— =M —— =N . 3.13
e (x,%), R (x,y) (3.13)

Portanto, podemos reescrever (3.12), da seguinte maneira

dy ¥ J¥dy d

M(xay)—i_N(xay)EC - g—i_a_ydx - E[ (xay)] =0.

Nesse caso, a equacdo (3.12) € dita uma equacao diferencial exata e a solucdo geral é dada
implicitamente por

Y(x,y) =c, em que ¢ é uma constante arbitréria.

Para determinarmos se uma equacdo diferencial € exata, utilizaremos do seguinte teorema.

Teorema 3.3.1 Suponha que as fun¢des M,N,M, e Ny, nas quais os indices denotam
derivadas parciais, sdo continuas em uma regido retangular R: ¢ < x < ;7 <y < 6. Entédo
a equacao

dy

M(X,y) +N(xay)a =0
é uma equagﬁo exata em R se, € somente se,
My(xa)’) :Nx(xay) (314)

em cada ponto de R, isto é, existe uma funcio W satisfazendo (3.13) se, e somente se, M e N
satisfizerem (3.14).
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Demonstracdo. A demonstracao serd dividida em duas partes. Primeiramente iremos mostrar
que, se existe uma funcdo W tal que (3.13) sejam verdadeiras, entdo (3.14) € satisfeita.
Como My e Ny de (3.13), obtemos

My(xay) :lny(xay)v Nx(x:y) :lex(x7y)'

Como M, e N, sdo continuas, segue pelo Teorema de Schwarz que ¥y, e ¥, também sdo.
Isso garante a igualdade dessas funcdes, e a equacdo (3.14) segue. Por conseguinte, vamos
mostrar agora que se M e N satisfazem (3.14), entdo a equagdo diferencial € exata. Essa
demonstracao envolve a constru¢cdo de uma fun¢do W satisfazendo a (3.13).

Comecamos integrando a primeira das equacdes de (3.13) em relagdo a x (mantendo y
constante). Obtemos

¥(x,y) = O(x,y) +g(y), (3.15)

em que Q(x,y) é qualquer fun¢do diferencidvel tal que %X” = M(x,y). Por exemplo, poderia-

mos escolher .
0(x.y) = [ M(s.y)ds

X0
sendo x( alguma constante especificada com @ < xo < 8. A funcdo g em (3.15) é uma fungdo
diferenciavel arbitrédria de y, fazendo o papel da constante de integracdo. Agora precisamos
mostrar que sempre é possivel escolher g(y) de modo que a segunda equagdo de (3.13) seja
satisfeita.

Derivando (3.15) em relagdo a y e igualando o resultado a N(x,y), obtemos

Wy (x,y) = %(x,y) +4'(y) = N(x,y).

Entdo, resolvendo para g'(y), temos

, d
g@ﬁwmw—ﬁmw. (3.16)

Para que possamos determinar g(y) da equagdo anterior, a expressao a direita do sinal de
igualdade, apesar de sua aparéncia, tem que ser uma fungdo apenas de y. Para verificar que isso
¢ verdade, podemos derivar a quantidade em questdo em relagdo a x, obtendo

d d (dQ

EN(xay)_a <a_y(x7y)> . (3.17)
Trocando a ordem das derivadas na segunda parcela de (3.16), temos

JdN d (d

g(xvy)_a_y ($Q<x7y)> . (3.18)

Como Q(x,y) = [; M(s,y)ds, pelo Teorema Fundamental do Célculo, %—g(x,y) =M(x,y) e

ON oM
g(%)’) —a—y(X,)’) =0

devido a equacgdo (3.14). Logo, apesar de sua forma aparente, a expressao a direita de (3.17) ndo
depende, de fato, de x. Assim, encontramos g(y) integrando (3.16); substituindo essa fun¢do em
(3.15), obtemos a funcdo desejada ¥(x,y). [



Equacgodes Exatas 46

A construcdo da funcdo W no teorema anterior reflete num procedimento basico na resolucdo
para equacdes exatas, que iremos exibir no quadro a seguir.

Resumo: Método de Solucao de Equacgdes Exatas

Dada a equacao

d
M(x,y) +N(x,y)d—f =0
Mostre primeiro que
oM JN
dy  Ox’
Depois suponha que existe ¥(x,y) tal que
¥
— =M .
5y = M)

Podemos encontrar W integrando M (x,y) com relagéo a x, considerando y constante.
Escrevemos,

P(xy) = [ M(xy)dx+g0) (3.19)

em que g(y) é uma fung@o arbitrdria. Agora, derivando (3.19) com relagéo a y e supondo
5 =N(xy):
¥ J
— == [ M(x,y)dx+g'(y) = N(x,).
=5 [ M) /0) = N(xy)
Assim, s
g(y) =N(xy)— 7 / M(x,y)dx. (3.20)

Finalmente, integre (3.20) com relacdo a y e substitua o resultado em (3.19). A solugdo
para a equagdo exata é
Y(x,y) =c.

Observaciio 3.3. E importante perceber que a expressio N(x,y) — (% J M(x,y)dx em (3.20)
independe de x, como € mostrado no teorema. Além disso, poderiamos também utilizar o
procedimento anterior com a suposicao de que %—l;’ = N(x,y). Depois integrando N com relacao a
y e derivando o resultado, encontramos o andlogo de (3.19) e (3.20), que seria, respectivamente,

d
V(xy) = [ Noowdy+h(x) e ) =Mxy) -5 [ Ny)dy.
Os Exemplos 3.5 e 3.6 ilustram a utilizag@o da técnica.

= Exemplo 3.5 Considere a equacgdo diferencial

dy

0.
dx

ycosx+2xe’ + (sen x+ x>’ — 1)

Podemos afirmar que € uma equagdo exata, pois

IM(x,y) = CcosxX + 2xe’ = 8N(x,y)'
dy dox
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Portanto, existe um ¥(x, y) tal que

) =M) ¢ Thny) =)

Agora, vamos tomar %I: (x,y) = M(x,y) e integrar em relag@o x.
¥ 5
a—(x,y) =ycosx+2xe® = ¥(x,y) =ysen x+x"¢ +g(y).
x

Fazendo %’(x, y) = N(x,y), temos

¥
a—y(x,y) = sen x+x%¢’ +g'(y) = sen x+x*¢> —1 = N(x,y).
Assim, g'(y) = —1 = g(y) = —y (a constante de integragio pode ser omitida pois a

solucdo é W(x,y) = ¢ ). Substituindo g(y), obtemos
W(x,y) = ysen x+x*¢’ —y.
Portanto, as solucdes sdo dadas implicitamente por

ysen x+x°e’ —y =c, ceR.

= Exemplo 3.6 Considere a equacdo diferencial

d
e —ycosxy+ (2xezy —xcosxy-|—2y)d—y =0.
X

A equacgdo ndo € separdavel, nem homogénea, mas exata, pois

oM ) JdN
—— =2e” —cosxy+ xysen xy = —.
dy ox

Portanto, existe uma fungio ¥(x,y) tal que

N =M) ¢ SThny) =)

Agora para mudarmos um pouco, vamos comegar supondo ‘%’ (x,y) = N(x,y), isto é,

¥

5, = 2xe® —xcosxy+2y = W(x,y) = 2x/e2ydy—x/cosxydy—l—/2ydy.
y

Logo
W(x,y) = xe? — sen xy+y* +h(x).
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Tomamos %—f (x,y) = M(x,y),

0¥
—_(x.y) =¥ —ycosxy+ 4 (x) = e¥ — ycosxy = M(x,5).
X

Assim,
H(x) e h(x)=c.

Portanto, uma familia de solucdes € dada por

xe® —senxy+y*+c=0, ceR.

3.3.1 Fatores Integrantes para Equacdo Exatas

Em alguns casos € possivel converter uma equacdo diferencial ndo exata em uma exata
multiplicando-a por um fator integrante conveniente. Para analisarmos essa possibilidade vamos
a um caso geral. Considere a equagdo

dy

M(xay) +N(x7y)a =0.

Multiplicamos a equagdo por uma fungio p(x,y) de tal modo que a equagfo resultante seja

d
UM (x.y) + N (x.y) 7 = 0. (3.21)

Para que essa nova equagdo seja exata, pelo Teorema (3.3.1) ela tem que satisfazer a seguinte
condi¢do
d(uM) _ J(uN)
dy  9dx

Utilizando a regra do produto da diferenciacdo, temos que U tem que satisfazer a equacgdo
diferencial parcial de primeira ordem

TG U

dy dx dy dy

Se pudermos achar uma fungao i (x,y) que satisfaga (3.22), entdo a equagdo (3.21) pode ser
resolvida pelo método j4 descrito para equagdes exatas.

Infelizmente, a equagdo (3.22) que determina o fator integrante u(x,y) é, em muitos casos,
pelo menos tao dificil quanto resolver a equagdo original, o que nos leva a pensar que na pratica
s6 podemos usar em casos especificos.

J4 que ndo podemos determinar uma fungéo pi(x,y), as situagdes mais importantes nas quais
fatores integrantes simples podem ser encontrados ocorrem quando ¢ é uma funcao de apenas
uma das varidveis x ou y, em vez de ambas.

Vamos agora determinar um fator integrante em func@o apenas de x, ou seja, 4 = p(x).
Retornando a equacdo (3.22), como u € uma funcao de x, sua derivada parcial em relacdo a 'y é

(3.22)

e du (oM N
U
—N— _— = =0.
dx * < dy dy ) H
Manipulando a expressao ficamos com
d M, — N,
an — M U (3.23)

dx N
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My—Ny) ~ - . )
Se (>N—N) ¢ um func¢do dependente apenas de x, entdo existe um fator integrante [ que

depende s6 de x, e i pode ser encontrado resolvendo (3.23), que € separavel.

Agora vamos determinar um fator integrante dependendo apenas de y. Retornando a equacao
(3.22), como u é uma func@o dependente apenas de y, ou seja, 4t = p(y) sua derivada parcial em
relacdo a x € nula. Assim, a equagdo (3.22) pode ser escrita como

du oM ON\
(%5 )u=o

Manipulando algebricamente
du _ (Nx —M,)

= . 24
dy u M (3.24)

Se (N‘;,IMy ) ¢ um funcdo dependente apenas de y, entdo existe um fator integrante [ que
depende s6 de y, e i pode ser encontrado resolvendo (3.24), que é separavel.

O exemplo a seguir ilustra a obten¢do de um fator integrante que torna uma equacao exata e
em seguida a resolucdo da mesma.

= Exemplo 3.7 Considere a equacdo diferencial

dy
3xy+* + (x* +xy)—= = 0.
xy +y° + (x +xy)dx
Temos oM oN
— =3x+2y e — =2x+Yy.
dy ox

Ja que %4 = %—])\C’, a equacgao dada nao € exata. Vamos determinar se ela tem um fator

integrante que depende apenas de x.

(My—Nx)

Calculando N

, Vemos que

(My—Ny) _ 3x+2y—(2x+y) _ (x+y) 1

N x2 + xy Cox(x+y)  x

Portanto, existe um fator integrante 1 que s6 depende de x e satisfaz a equacdo diferencial

du _p
dx x’
Logo,
B(x) = x.
Multiplicando a equagdo diferencial do exemplo por i, obtemos
3x%y +xy? + (x° — xzy)d—y =0
dx
Temos que
oM ON
— =3x 2y = —.
& X~ +2xy o
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Como a equagdo € exata, basta resolvermos

v N,
5, =Mxy) = 5 =3yt

Integrando em relacdo a x, mantendo y constante

2.2
X2y
¥(x,y) =x3y+—2 +2(y).

Note que

¥ X
EN =X +2y = — <x3y+ _y) +8 () =2 ++%y =

d
= © +x°y+ —i’(yy) =X +x°y.

Logo, g'(y) =0 e g(y) = c. Portanto, a solugio do problema é

x2y2

‘P(x,y):x3y—|—7y:c, ceR.

3.4 Equacoes de Bernoulli e Ricatti

Nesta secdo estudaremos alguns casos especificos de equacdo diferencias chamada de Ber-
noulli e Ricatti, sendo usadas para modelar uma ampla variedade de fendmenos, incluindo
dindmica de popula¢des, mecanica de fluidos, circuitos eletronicos, controle de sistemas dinami-
cos e teoria de controle. Ambas as equacoes sdo desafiadoras de resolver analiticamente, mas
tém solucdes conhecidas em casos especiais.

Comecemos com a defini¢do da equagdo de Bernoulli.

Definicdo 3.4.1 A equacdo diferencial

dy

I +P(x)y = f(x)y", (3.25)

com P(x) e f(x) fungdes continuas é chamada de equacdo de Bernoulli.

Paran =0en =1, aequacio (3.25) € linear em y. Se y # 0, (3.25) pode ser escrita como

d
14 Pyl = f(w). (3.26)
dx
Fazendo a substituicio w = y! =", paran # 0 e n # 1, temos
dw _dy
T —(1- nZ2
dx (1=n)y dx
Com isso podemos reescrever (3.26) como uma equagao linear
d
d—;" (1= n)Px)w = (1—n)f(x). (3.27)

n

Resolvendo (3.27) e depois fazendo yl’ = w, obtemos uma solug¢do para (3.25).
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= Exemplo 3.8 A equacdo diferencial

dp_

2/3
= —
i P Bp

¢ conhecida como equagdo de von Bertalanffy (obtida experimentalmente), onde p(t) é o
peso de uma determinada espécie de peixe. Essa equagdo estabelece que o aumento de peso
de um peixe é proporcional a area de sua superficie, onde as constantes @ e 3 representam,
respectivamente, a taxa de sintese de massa por unidade de superficie do animal e a taxa de
diminui¢do por unidade de massa [4].

Observe que P(x) = B, f(x) = ot e n = 2/3. Logo, com a mudanga de varidvel w = p'/3

obtemos
dw+ﬁ o«
a3 T3

que € uma equacdo linear. Para resolvé-la basta usar o método do fatore integrante:
L= ef%dt _ eﬁt/3.

Deste modo,

i( w)=pZ
ar ‘=7

Integrando em relagdo a ¢:
o
PBw=ZeP 4.

Como w = p'/3, obtemos como familia de solucdes
3 3
o cf _
N=(=) (14+=LeP3) |
n0=(5) (&

Procedemos agora para o estudo da equacao de Ricatti.

Definicdo 3.4.2 A equagdo diferencial nao linear

dy

- =PE)+0®)y+R(x)y (3.28)

em que P(x), Qu(x) e R(x) sdo fun¢des continuas é chamada de equacio de Ricatti.

Se y; é uma solugao particular para (3.28), entdo as substitui¢des

B dy dy;  du
y=ytu e dx_dx+dx
produzem em (3.28) a seguinte equacdo diferencial em u:

d
d—:—(Q—i—Zle)u:Ruz. (3.29)

Como (3.29) € uma equagdo de Bernouli com n = 2, ela pode ser reduzida para uma equagao

linear

d
S (Q+2nR)w =R (3.30)
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através da substituicio w = 1.

Em muitos casos uma solucdo para a equacdo de Ricatti ndo pode ser expressa em termos de
funcdes elementares. O Exemplo 3.9 ilustra a resolu¢ao de uma equagao desse tipo e um modelo
envolvendo transporte de particulas, dado por uma equacdo de Ricatti, pode ser encontrado
em [4].

= Exemplo 3.9 Considere a equacao diferencial

d
S . 2xy +y2.
dx
Verifica-se facilmente que y; = 2x € uma solugdo particular para a equagdo. Fazendo as
seguintes identificacdes P(x) = 2,0(x) = —2x e R(x) = 1. Resolvemos entdo a equagdo linear
d d
d_v: +(—2x+4x)w=—1 ou d_v: +2xw = —1.
Determinando o fator integrante i
L=e J2xdx _ ex2
assim ,
d(pw) d[e” w]
=—Uu = =1.
dx u s

. 2 ~
Agora, a integral f;; e'"dr ndo pode ser expressa em termos de fungdes elementares. Portanto
escrevemos . i .
2 2 2 2
exw:—/ é'dt+c ou ex—:—/ e dt+c,

X0 u X0

obtendo
e
U= ——->— ceR.
e [l e’dt’

Uma solugdo para a equagdo € entdo
y=2x+u.

Assim, finalizamos a teoria de métodos de resolu¢@o de equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem, tendo em vista que, se tivermos um PVI, através do Teorema de Existéncia e
Unicidade € possivel identificar se existe solugdo e se € tinica.

No préximo capitulo apresentaremos dois exemplos de fendmenos fisicos modelados por
equacdes de primeira ordem, assim como a realizacdo de experimentos que permitem a validagao
dos modelos.



CAPITULO

Aplicacoes de EDO de Pri-
meira Ordem: objeto em
queda e circuito RC

Modelos matematicos descritos por EDOs de primeira ordem, no estudo de fendmenos
fisicos e bioldgicos, sao muito comuns na literatura ( [2], [3], [4]). Neste capitulo iremos
abordar os problemas de queda de um corpo, considerando a resisténcia do ar, e em seguida,
um circuito RC. No entanto, além da descri¢do do fendmeno fisico € do modelo matematico
correspondente, o objetivo principal € a realizacdo de experimentos de baixo custo que permitem
ao estudante observar o fendmeno e validar o modelo estudado. Os dados experimentais obtidos
estdo disponibilizados no Apéndice B.

4.1 Objeto em queda considerando o ar

Apresentaremos um pouco da teoria envolvendo dindmica de fluidos juntamente com a
modelagem matematica do problema considerando duas forcas diferentes, a de arrasto inercial
e de viscosidade. Em seguida passamos para a valida¢ao da teoria com uma experimentacao
envolvendo dois objetos: esfera de plastico e isopor.

4.1.1 Abordagem teérica

Na maioria dos estudos em livros didaticos envolvendo o estudo de queda de objetos
raramente se estuda qual o efeito do ar na dindmica, mais especificamente, ndo se estuda a
dindmica do movimento de corpos em meios viscosos.

Primeiramente, temos que o objeto “cai” devido a interacdo da for¢a gravitacional entre o
objeto e a Terra. Consideraremos também um sistema que apresenta trajetdrias relativamente
curtas, proximas a superficie da Terra e assim € possivel considerd-la um referencial inercial,
podendo desprezar a forga de Coriolis' [19]. Além disso considera-se que o objeto nio rotaciona
ao cair de forma a se desprezar o efeito Magnus 2 [20] e que o objeto nio sofre agio do vento,
implicando que a velocidade relativa entre o fluido e o corpo abandonado é simplesmente sua
velocidade, essencialmente vertical em relacdo a superficie da Terra.

De maneira simplificada, as for¢as devido a presenca de um meio viscoso ocorrem devido
principalmente a dois fatores: forca arrasto inercial, Fin, gerada pelas for¢as normais, € ao arrasto
Viscoso, ﬁvisc.

O efeito Coriolis é uma forga inercial que age sobre corpos que estdo em movimento em um referencial ndo inercial
que, em relagdo a um referencial inercial, possui movimento de rotacao.
2 O Efeito Magnus é o fendmeno pelo qual a rotacio de um objeto altera sua trajetéria em um fluido.
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A forga de viscosidade € considerada ser proporcional a velocidade, ou seja,
Fyise = ¢+ v,
e a forca de arrasto inercial € proporcional ao quadrado do médulo da velocidade, ou seja,
Fn =k V2.

A forga de arrasto viscoso € significante para situagdes nas quais as particulas deslocam-se
com baixas velocidades através de fluidos viscosos, como micro-organismos movendo-se na dgua
e goticulas de 6leo em suspensao no ar, como no experimento de Millikan [21,22]. Além disso,
ndo havendo sustentagdo, o efeito do arrasto viscoso € desprezivel e sdo poucas as situagdes em
que o arrasto inercial e o arrasto viscoso atuardo com a mesma ordem de grandeza [23].

Na situacdo de arrasto inercial temos que k é dado por

_C.pf.ﬂ.DZ

k
8m

) 4.1
em que C € o coeficiente de arrasto, py € a densidade do fluido e D o didmetro do objeto. Como
valor para a constante ¢ temos expressao do arrasto viscoso de Stokes para corpos esféricos [24]

c=3mnD, 4.2)

em que 7 € a viscosidade dinamica do fluido e D é o diametro do objeto.

Para a experimentagdo foram adotados os seguintes valores para os pardmetros: py =
1,17kg/m? (para o ar, a 20,0°C e 566 m de altitude), n = 2,00- 107> Pa-s (para o ar a 20,0°C e
1,00 atm), C = 0,45 [25] e g = 9,786m/s? (aceleragdo da gravidade para a regidio de Rio Claro).

Desta forma, vamos considerar duas modelagens para o sistema: na primeira consideraremos
apenas que a for¢a peso e a forca de arrasto viscoso atuam sobre o objeto e na segunda a forca
peso mais a forca de arrasto inercial.

Modelagem envolvendo a for¢ca de viscosidade
Devido a segunda lei de Newton temos que a dindmica do sistema ¢ dada por

d
—(mv) = E Fi
dt( ) "
em que m € a massa do objeto e F; sdo todas as for¢as que atuam sobre o objeto. Como nosso

objeto ndo perde massa ao longo do tempo e considerando apenas a forca peso e a de arrasto
VviSCOSO0, temos

dv
mE =mg — cv,
ou seja,
dv c
ar ST

que se trata de uma EDO de varidveis separaveis, que estudamos na secio (3.1). Logo, podemos
resolvé-la da seguinte maneira:

dv m c c c
/—C :/dt — ——ln‘g——V‘=t+C1 — 1ﬂ‘g——v‘=——t+cz'
g__v c m m m

m
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Aplicando exponencial de ambos os lados temos
C _cy
g— v=cze
ou seja, temos que a velocidade é dada por

v(t) = 28— e,
C

em que c3 e ¢4 sdo constantes. Por fim, considerando que o objeto parte do repouso v(0) = vy,
m
obtemos que C4 = ne _ vo. Logo,
c

=St M8 (. Ly
[ v(t) =voe m' + - (1 e > (4.3)

Modelagem envolvendo a forca de arrasto inercial
Nesta situagdo temos que o somatodrio de for¢cas que age no sistema € dado pela forca
peso mais a for¢a de arrasto inercial de forma que a segunda lei de Newton? é escrita como

dv
m— =mg— kv,

dt

dv _ | (v
dt_g Vt

sendo v, =/ %. Observe que (4.4) se trata de uma EDO que pode ser resolvida através do

ou seja,

, (4.4)

método de varidveis separdveis que estudamos na se¢ao (3.1). Assim,

:/ga’t — % =gt +C, (4.5)

1 —u2
dado que fizemos a mudancga de varidvel u = vlt Vamos dedicar uma atencio especial a resolugao

da integral
du
/ 2 (4.6)

Resolveremos a mesma de duas formas, sendo a primeira através de fragdes parciais. Observe
que

1 11 +1 1
1—u?2 21+4u 21—u’

/1—u /1+u l—u

:—ln|1+u|——ln]1—u|—|—c1

logo

ziln

1 1+u
’ +c. 4.7

1—u

3 Considerando novamente que nossa particula niio altera sua massa ao longo da evolugdo temporal
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A segunda maneira de calcular (4.6) é realizando a substituicdo u = tgh(w) e desta forma

obtemos
1 1
- du= | ————sech?*(w)dw
/ T~ tgh(w) / ()

1
= | —— sech?(w)dw
sech”(w)
= /dw =w+c
= tgh~ ' (u) + 5. (4.8)

Logo, segue que (4.7) e (4.8) s@o iguais a menos de uma constante. Todavia, estudando essa
igualdade para u = 0 chegamos que essa constante € nula de forma que

51 = tgh ™ (u).

11 14u
1—u

Adotando entdo (4.8), temos que (4.5) pode ser escrita por

Y in VetV =gt+C; ou vttgh1<1> =gt+Cy,
2 Vi —V Vr
ou seja,
t
1—Czexp(—g—> ;
v(t) = v o ou v(t)= tgh(g— +C1) .
Vi

t
1+C exp(—i—)
t

Aplicando a condi¢do inicial de que v(0) = 0, obtemos que C; = 0 o que implica que C; =

exp(C1) = 1, logo
4
1 —exp <_g_>
v(t) = v ot

t
EC
t

4.1.2 Abordagem experimental e validacdo das hipéteses

Para validacdo dos resultados obtidos nos modelos apresentados realizamos dois experi-

mentos nos quais estudamos a queda de objetos de duas naturezas distintas utilizando da andlise
de video.

No experimento foram usados dois corpos esféricos:

* Esfera feito de plastico, com didmetro de aproximadamente 3,53 cm e massa de cerca de
20,59 g.

 Esfera feita de isopor, com didmetro de aproximadamente 2,35 cm e massa de cerca de
0,28 g.

Portanto, das Equacdes (4.2) e (4.1) temos que, para o plastico,

ou v(f) = tgh (g—t> . 4.9)

Vt

Cplasi = 6,65389-107° ¢ kpjay = 0,0125127,
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J X
Vb

Vo

Figura 4.1 — Esquematizagdo experimental utilizada. Fonte: Préprio autor.

enquanto que, para o isopor,
Ciso =4,42965-107% ¢ kis, = 0,407789.

Vale salientar que além de obter dados factiveis para a realiza¢do do experimento o objetivo
¢ desenvolvé-lo de forma a ser de fécil constru¢do. Desta maneira utilizam-se materiais de baixo
custo facilmente encontrados e recursos tecnoldgicos relativamente simples.

A prética consistiu em soltar o objeto ao lado de uma porta (para evitar erros na demarcacao
dos eixos de coordenadas) com posicdo inicial na parte superior da mesma. Uma régua foi fixada
na porta (na vertical) para calibracdo do programa e o ponto de andlise escolhido foi o centro de
massas dos objetos, cuja determinacio se deu de forma manual. Assim, toda a queda foi captada
em forma de video e através da video-andlise de objetos que podem ser considerados pontos
materiais, o software Tracker® permite a obtenco de dados cinemdticos de fendmenos fisicos
filmados, mais especificamente registramos como a velocidade vertical varia com o tempo. A
Figura 4.1 ilustra a esquematizacdo experimental utilizada.

Os dados obtidos para a velocidade, tanto do objeto de plastico quanto do isopor, estdo
ilustrados nas Figuras 4.2 e 4.3, respectivamente, nas quais também exibimos um ajuste do
resultado tedrico obtido considerando a for¢a de viscosidade e arrasto inercial.

As velocidades iniciais obtidas foram de vy, = 0,55 m/s para a esfera de plastico e de
Vo, = —0,40 m/s para o isopor. A principio a velocidade inicial negativa do isopor pode gerar
estranheza, todavia isso € justificado pelo fato do isopor se eletrizar com facilidade e ser atraido
a mao ao soltar a esfera.

Na Figura 4.2, observa-se que no intervalo de tempo considerado no experimento da esfera
de plastico ndo € possivel inferir sobre o efeito do ar sobre seu movimento, pois de acordo com o
modelo tedrico, seria necessario em torno de dois segundos de queda para que o efeito do arrasto
pudesse ser percebido. No entanto, isso significa que a altura inicial adotada deveria ser por volta
de 20 m, o que foge do escopo da experimentacao.

Entretanto, para o corpo esférico de isopor, os graficos da Figura 4.3 ilustram que o modelo
tedrico se mostrou adequado para descrever a influéncia do ar no movimento de queda, validando
assim as hipdteses adotadas. Do ponto de vista didatico-pedagégico, temos que essa experi-
mentagdo tem uma contribui¢io positiva no processo de ensino e aprendizagem, envolvendo a
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Figura 4.2 — (a) Dados experimentais e curvas tedricas considerando Fi,e e Fyisc da velocidade
em funcdo do tempo para o corpo esférico de plastico. (b) extrapolacdo das curvas
tedricas. Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.3 — Dados experimentais e curvas tedricas considerando Fj,. e Fyisc da velocidade em
func¢do do tempo para a o corpo esférico de isopor. Fonte: Proprio autor.

interacao de Fisica, Matemadtica e tecnologia, além do empregar materiais de baixo custo.

Na proxima se¢do apresentamos outra aplicacdo de EDO de primeira ordem na Fisica pois
faremos a modelagem e experimentacao do circuito RC.

4.2 Circuito RC

Nesta secdo, que esta baseada referéncia [26], apresentamos a modelagem de um circuito RC.
Este arranjo contém dois elementos chaves em sua configuracdo: o resistor e o capacitor. Inicial-
mente descreveremos todos os elementos que utilizaremos em nosso circuito para posteriormente
deduzir a equacao diferencial que modela o sistema. Por fim, através de uma experimentacao
validaremos a modelagem.
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4.2.1 Elementos de Circuito

O primeiro elemento que estard em nosso circuito € o resistor dhmico, indicado pela letra R e
ilustrado na Figura 4.4. Ele € um elemento do circuito no qual ocorre a conversao de energia
elétrica em energia térmica, dada pelo efeito Joule. Este componente obedece a lei de Ohm,
quando atravessado por uma corrente i, apresenta uma queda de potencial através dos seus
extremos dada pela equacdo

Vg = Ri. (4.10)

R

NV

Figura 4.4 — Simbolo que denota o Resistor. Fonte: Proprio autor.

Outro elemento importante nessa andlise € o capacitor pois é um elemento composto por
dois condutores isolados por um dielétrico, um com carga ¢, e outro com carga —g. A queda de
potencial entre os condutores é dada por

VC:E, (4.11)

em que C € chamada de capacitincia do capacitor e seu valor depende da geometria das placas.

Dentro de diagrama elétrico ele adota o simbolo ilustrado na Figura 4.5.

C

Figura 4.5 — Simbolo que denota o capacitor dentro do circuito. Fonte: Préprio autor.

Por fim, o dltimo componente serd o gerador, mostrado na Figura 4.6. Este elemento é uma
fonte de forca eletromotriz que realiza um trabalho sobre as cargas elétricas para manter uma
diferenca de potencial entre os terminais. Temos dois tipos de geradores, o de corrente alternada
(CA) e o de corrente continua (CC). No primeiro a forca eletromotriz varia senoidalmente com o
tempo, enquanto a segunda como o nome ja diz, é continua. Ao contrério do resistor, capacitor e
do indutor, um gerador € um elemento ativo de um circuito, que fornece energia, simbolizando
isto com um sinal negativo. Portanto a “queda” de potencial é

Ve = —¢. (4.12)

Neste trabalho utilizaremos apenas um gerador de corrente continua, cujo simbolo estd ilustrado
na Figura 4.6.

©)

€

Figura 4.6 — Simbolo que denota o gerador de corrente continua dentro de um circuito. Fonte:
Préprio autor.

Ap6s a apresentagdo dos elementos que irdo constituir o circuito RC, iremos agora para a
deducdo das equacgdes da modelagem matematica do mesmo.
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4.2.2 Regra das Malhas de Kirchhoff

A modelagem matematica de circuitos consiste basicamente na aplicacdo de uma lei bastante
importante se tratando de circuitos elétricos, denominada Regra das Malhas de Kirchhoff.

Teorema 4.2.1 — Regra das Malhas de Kirchhoff. A soma algébrica de todas as quedas
de tensdo encontradas ao percorrer uma malha fechada € nula, ou seja,

Y vi=o, (4.13)

em que V; denota da diferenga de potencial de um elemento do circuito.

O trabalho W do ponto i para o ponto f realizado sobre uma particula de carga g sob acdo de
um campo elétrico E é dado por

f—»
W=qo / Eds. (4.14)

Substituindo W por W = —V¢q,, sendo V a diferenca de potencial, obtemos

f—»
V=-— / Eds. (4.15)
l

A Equacao (4.15) é chamada de equagdo do potencial a partir do campo elétrico.
Agora consideremos, sem perda de generalidade, o circuito genérico da Figura 4.7, onde os
retangulos brancos representam qualquer elemento passivo (resistor, capacitor ou indutor).

Figura 4.7 — Circuito auxiliar utilizado para a deducdo de Lei das Malhas de Kirchoof. Os
retangulos brancos representam qualquer elemento passivo (resistor, capacitor ou indutor). Fonte:
Préprio autor.

Aplicando a equacao do potencial a partir do campo elétrico nos pontos 1 e 2 da Figura 4.7,
obtemos, por exemplo,

2 2
V12:/Ed§:—/ dVZVl—V2:—8.
1 1

Como o potencial ndo depende do caminho, mas sim do seu deslocamento, vamos aplicar
(4.15), mas desta vez vamos percorrer a malha toda até chegarmos novamente no ponto em que
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partimos. Portanto,

2 3 4 5 1 1
Vinatha = YV = /Eﬁ+/Eﬁ+/Eﬁ+/Eﬁ+/Eﬁ=/Eﬁ:0
1 2 3 4 5 1
Logo,

Yvi=o.

i
onde V; sdo todas as quedas de tensdo ao longo da malha.
Finalmente, introduziremos o circuito RC.

4.2.3 Modelagem matemdtica do circuito RC

Considere o diagrama eletronico da Figura 4.8, denominado de circuito RC, sendo que, a
principio, o capacitor estd totalmente descarregado.

— MWV

S R

e xS ——cC

Figura 4.8 — Circuito RC. Fonte: Préprio autor.

Inicialmente, fechando a chave S, aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff (Teorema
4.2.1) e utilizando as Equacgdes (4.10), (4.11) e (4.12), temos
q

R+ = =¢. 4.16
1+C £ ( )

Como a corrente elétrica € a taxa de variacdo da carga ao longo do tempo, ou seja, i = fi? e
dividindo (4.16) por R, obtemos entdo a equagdo diferencial

dqg q €
g, 1 2 4.17
dt * RC R 4.17)
Como a Equacdo (4.17) € uma EDO linear de primeira ordem, ela serd resolvida através do

método do fator integrante que estudamos na se¢do (3.2). O fator integrante € dado por

Assim, multiplicando a equagéo (4.17) por p(t), obtemos

dq : dq qg €
=] = — —— RC— ——@RC = —
4 TRC o= ” TR TR

.
RC

u

Utilizando a regra do produto da diferenciacdo observamos que

£ (o) -
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Portanto, integrando ambos os lados em relagdo a t,

d L € ‘ . l
[ 5 (aefe) di= [ Zefe ar — gefe —cCeelt 4k — g=Ce(14ke i),

em que k € uma constante de integracdo arbitrdria que pode ser determinada utilizando a condi¢ao
inicial de que no instante t = 0 o capacitor estd descarregado, ou seja, ¢(0) = 0. Assim, para
t =0, temos

0=Ce(l+ke #) = 0=Ce+kCe => k=—1.

Portanto a solucao de (4.17) € dada por
q(t) =Ce(1—e 7).
Dessa maneira o potencial no capacitor € dado por
Ve =g(l—e 7). (4.18)

Analisando a soluc¢do, vemos que quando ¢t = 0, temos que g = 0, satisfazendo assim a
condigdo inicial e, quando ¢ tende ao infinito, segue que o termo e~ % tende a zero. Logo,
obtemos que g = C¢ que € a carga total em um capacitor, descrita pela Equacdo (4.11), com
um potencial V¢ = €. Dizemos que a Equagao (4.18) descreve o processo de carregamento do
capacitor e tal nomenclatura serd abordada posteriormente.

Consideremos agora que o capacitor possua uma diferenca de potencial dada por Vo = €.
Assim, abriremos a chave S e fecharemos a chave S’. Aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff
(Teorema 4.2.1) e utilizando as Equacdes (4.10) e (4.11), obtemos a EDO

.. q
Ri+—==0. 4.19
l+C (4.19)

Como i = ‘é—? dividindo (4.16) por R, obtemos entdo a equagao diferencial

—+—=0. (4.20)
A Equacao (4.20) é uma EDO separavel que estudamos na Secao (3.1). Resolvendo-a obtemos
q(t) = ke e, @.21)

em que k € uma constante de integracdo arbitrdria que pode ser determinada utilizando a condi¢dao
inicial de que no instante t = 0, o capacitor estd totalmente carregado (¢ = C¢). Assim, para
t =0, temos

Ce = kekt = k=Ce. (4.22)

Portanto a solucao de (4.20) é dada por
q(t) =Cee 7c. (4.23)

Dessa maneira o potencial no capacitor € dado por

Ve(t) = ge #e (4.24)

Analisando a solu¢do observamos que quando ¢ = 0, temos que V¢ = €, satisfazendo assim
a condigdo inicial e, quando ¢ tende ao infinito, segue que o termo ¢ k¢ tende a zero. Logo,
obtemos que V¢ = 0. Dizemos que a Equacgdo (4.18) descreve o processo de descarregamento do
capacitor.

A seguir, apresentaremos a valida¢ao experimental da modelagem.
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4.2.4 Validacdo Experimental

Para a validacdo da teoria proposta na Se¢do 4.2.3 construimos um aparato experimental
semelhante ao da Figura 4.8, considerando um resistor de 33 MQ, um capacitor de 1 ufF,
ilustrados na Figura 4.9. Além disso, consideremos pilhas para gerar uma diferenca de potencial
de aproximadamente 3,1 volts.

(a) (b)

Figura 4.9 — (a) Imagem do resistor utilizado de 33 MQ e em (b) do capacitor de 1 uF.
Fonte: Préprio autor.

Inicialmente consideraremos o processo de carga de um capacitor, ou seja, a chave S fechada
e a §' aberta e faremos a leitura da diferenga de potencial do capacitor, registrando o valor a cada
5 segundos. Na Figura 4.10 podemos ver o grafico juntamente com o ajuste tedrico obtido na
Equacio (4.18), o que aproxima muito bem os dados obtidos experimentalmente.

Carga
T ‘ T
3 L —
2 — —
VC

1 . 17

® Dados Experimentais

— Ajuste Teoérico ]
00 | 1 | 1 |

0 50 100 150 200

t

Figura 4.10 — Dados experimentais e ajuste teérico dado pela Equacgado (4.18) para o processo de
carregamento do capacitor em um circuito RC. Fonte: Préprio autor.

Esse circuito descreve o processo de carga de um capacitor. Quando a chave S do circuito é
fechada cargas comeg¢am a se mover no circuito e uma corrente € gerada. Essa corrente acumula
g cada vez maior na placas do capacitor e estabelece uma diferenga de potencial V. = (¢/C)
entre as placas do capacitor. Quando esta diferenca de potencial € igual a da fonte, a corrente
deixa de circular e o capacitor atinge sua carga final, ou de equilibrio, equivalente a Ce.

Agora, consideremos o processo de descarga. Assim, apds termos carregado o capacitor até
ele ter atingido uma diferenca de potencial equivalente a Vo = 3 V, fechamos a chave S, abrimos
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Descarga
T | T
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t

Figura 4.11 — Dados experimentais e ajuste teérico dado pela Equagdo (4.24) para o processo de
descarregamento do capacitor em um circuito RC. Fonte: Proprio autor.

S e fazemos a leitura da diferenca de potencial do capacitor, novamente registrando o valor a
cada 5 segundos. Os dados obtidos estdo ilustrados nas Figura 4.11, na qual também exibimos
um ajuste do resultado tedrico obtido pela Equagdo (4.24), validando assim a modelagem.

Essa operagdo descreve o processo de descarga de um capacitor. Quando a chave S’ do
circuito € fechada as cargas comecam a se mover no circuito devido a diferenga de potencial do
capacitor e uma corrente € gerada. Essa corrente € dissipada pelo resistor € com isso o capacitor
vai perdendo o seu potencial gradativamente pois toda sua carga € dissipada no resistor. Quando
esta diferenca de potencial € igual a zero, a corrente deixa de circular e o capacitor perde toda
sua carga, logo sua capacidade de gerar diferenca de potencial.

No préximo capitulo iremos abordar outra classe de equagdes diferenciais, as de segunda
ordem.



CAPITULO

Equacoes Diferenciais Ordi-

ndrias de Segunda Ordem e
o Problema do Péndulo

As equacdes diferenciais lineares de segunda ordem tém uma importincia crucial no estudo
de equacdes diferenciais por duas razdes principais. A primeira é que equacoes lineares t€m
uma estrutura tedrica rica, subjacente a diversos métodos sistematicos de resolucdo e a outra
razdo € o fato de elas serem essenciais na andlise de uma série de problemas fisicos. Em muitos
estudos como a mecanica de fluidos, condugdo de calor, movimento oscilatério e fendmenos
eletromagnéticos ha a necessidade de resolver equacdes diferenciais lineares de segunda ordem.

Neste capitulo apresentaremos a teoria de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem
com coeficientes constantes tratando como aplica¢@o o problema do péndulo. Tanto dy/dt como
y' serdo utilizadas para representar a derivada de y em relagdo a ¢ (e notagdo equivalente para
derivada de segunda ordem), para facilidade de escrita de alguns resultados e exemplos em
determinadas situagdes. Este estudo foi baseado nas referéncias [1-3, 6].

5.1 Teoria Preliminar

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados e defini¢des fundamentais para o estudo das
equacgodes diferenciais ordindrias (EDOs) de segunda ordem. Iniciamos com o Teorema de
Existéncia e Unicidade para esse caso especifico. Contudo, a demonstracio do teorema ultrapassa
0 escopo deste texto e, por esse motivo, serd omitida [6].

Teorema 5.1.1 — Teorema de Existéncia e Unicidade (TEU). Considere o problema de

valor inicial 5
d d _ =
d_gﬂ’(t)d_f +q(t)y=g(t)  y(to) =bo, ¥'(to) = b,

em que p, g e g sdo continuas em um intervalo aberto I que contém o ponto #y. Entdo existe
exatamente uma solugdo y = ¢ (¢) deste problema e a solucdo existe em todo o intervalo 1.

[lustremos o resultado com alguns exemplos.

= Exemplo 5.1 Considere o seguinte problema de valor inicial (PVI)

d2y
T2 —4y=12x, y(0)= 4,y’(0) =1.



Teoria Preliminar 66

A equacdo diferencial € linear, os coeficientes sdo continuos em todo o intervalo contendo
x = 0. Concluimos a partir do T.E.U. que a solu¢cdo do PVI existe e € unica. .

m Exemplo 5.2 Considere o PVI

d’y 4dy 6y
— -4 = =12x, y(0)=4,y'(0)=1.
S I T2 , ¥(0) =4,y(0)
A equacdo diferencial € linear, entretanto os coeficientes ndo sdo continuos em todo o
intervalo pois em x = 0, que € a condig¢do inicial, a funcdo nédo estd definida. Concluimos
entdo que o T.E.U. ndo se aplica nesta equagao. .

As EDOs podem ser classificadas como homogéneas e nao homogéneas.

Definicdo 5.1.1 Seja,
a(t)d—2y+b(t)d—y+6(t)y=f(t) (5.1)
dr? dt ' '
em que a(t),b(t),c(t) e f(t) sao fungdes continuas dadas em um intervalo aberto 1. Se
f(t) =0, chamamos a equagdo de homogénea; caso contrério ela é denominada néo

homogénea.

Em particular, quando lidamos com EDOs lineares, podemos usar o principio da superposi¢ao
para encontrar solucdes particulares de uma EDO somando solu¢des conhecidas.

Teorema 5.1.2 — Principio da Superposicdo. Sejam y1, y;..., y, solu¢des para a equacdo
linear de n-ésima ordem homogénea em /

an(X)Y" +au YD b @ ()Y Fap(x)y =0,  au(x) £0.  (5.2)

Entdo, a combinacao linear

y(x) = c1y1(x) + c2ya2(x) + ... + cayn(x), (5.3)

em que os ¢;, i = 1,2,...,n, sdo constantes arbitrarias € também uma solucdo no intervalo /.

Demonstragdo. Provemos para uma equacdo de ordem n com n solucdes linearmente indepen-
dentes y; (x),y2(x),...,ya(x). Seja:

Y(x) = 1y (x) +c2y2(x) 4+ + cayn(x).
Derivando y(x) até a ordem n, obtemos:

YO = ey @) + ey @)+ +enl(x), parak=12,....n.

Denotando por L[y] = a,(x)y™ 4+ a,_; (x)y"~V + .. +a; (x)y +ag(x)y e substituindo y(x) e
suas derivadas em Ll[y] temos

Lly] =y (y(ln) tap (" aop(x)y1) +-++en (yﬁl") Fa oy Ve ao(x)yn)-
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Como y(x),y2(x),...,yn(x) sdo solu¢des da EDO, temos:

(n)

an(x)y;" —|—an,1(x)y,(<"_l) +--+aop(x)yy =0, paratodok=1,2,...,n.

Portanto:
L[y] :Cl O+C20++Cn():0

Logo, y(x) = c1y1(x) + coya(x) + - - - + ¢y (x) também € solugdo de 5.2.
[

No caso vetorial, temos que qualquer vetor em duas dimensdes pode ser escrito por um
par de vetores linearmente independentes. Se os vetores forem linearmente dependentes, 1sso
significa que um vetor pode ser escrito como uma combinag¢do linear do outro, resultando em
dire¢des redundantes ou colineares no plano. Analogamente para EDOs de segunda ordem, para
escrevemos uma solugao geral para a mesma precisamos de funcdes que sdo solucdes particulares
linearmente independentes.

Definicdo 5.1.2 — Dependéncia Linear. Dizemos que um conjunto de fungdes fi(x),
f2(x), ..., fu(x) é linearmente dependente em um intervalo / se existem constantes ¢y, ¢y, ..., Cy
nao todas nulas, tais que

crfilx)+erfo(x)+...+cnfu(x) =0

para todo x no intervalo /.

Definicdo 5.1.3 — Independéncia Linear. Dizemos que um conjunto de fungdes fi(x),
f2(x), ..., fu(x) é linearmente independente em um intervalo / se as dnicas constantes, para
quais

crfilx)+erfo(x)+...+cnfu(x) =0

para todo x no intervalo /, sdo c; = cp = ... = ¢, = 0.
O exemplo a seguir ilustra as defini¢des anteriores.

= Exemplo 5.3 As fungdes f(x) = sen 2x e f>(x) = sen xcosx so linearmente dependentes
no intervalo (—oo,0), pois
cisen 2x+cysen xcosx =0

¢ satisfeita com c; = % e ¢ = —1. Note que essa afirmacdo € verdadeira devido a identidade
trigonométrica sen2x = 2senxcosx. .

Uma maneira de verificar a dependéncia linear de fungdes é através do Wronskiano.

Teorema 5.1.3 — Ciritério para Independéncia Linear de Fungcdes (Wronskiano).

Suponha que fi(x), f2(x), ..., fu(x) sejam diferencidveis pelo menos n — 1 vezes. Se o
determinante
fi f In
/ / /
PoE o A

fl(n—l) fz(n_l) frgn—l)
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em pelo menos um ponto de /, entdo as fungdes fi(x), f2(x), ..., fu(x) serdo linearmente
independentes no intervalo. Esse determinante € denotado por

W(fl ()C),fz(x), ’fn(x))

e é chamado de Wronskiano das fungdes.

Demonstrag¢do. Suponha, por absurdo, que W (f1(x), fo(x), -, fu(x)) # 0 para um x fixado no
intervalo I e que fi(x), f2(x),- -, fu(x) sejam linearmente dependentes nesse intervalo. O fato
de que as funcdes sdo linearmente dependentes significa que existem constantes ¢y, ¢2, -+, Cp,
ndo simultaneamente nulas, para as quais

c1fi(x) +cafa(x) -+ enfulx) =0

para todo x € I. Derivando essa combinac@o linear (n — 1) vezes, obtemos um sistema de
equagdes lineares

c1 /i (X) —I—szz(x) +-- 4 cnfn(x) =0,

c1fi(x) +cafs(x) +- -+ enf(x) =0,

e f" V@) eV @)+ enft Y ()

Podemos representar estas equagdes em forma matricial [F(x)][c| = [0]:

fi(x) L) falx) ci 0
fix) L) fuil) &) 0

00 AV V] e (O

Como por hipétese existem ¢y, ¢, - - -, ¢, N30 simultaneamente nulas, para as quais ¢y f(x) +
cafa(x)+- -+ cnfu(x) =0 paratodo x € I, temos que det(F(x)) = 0. Mas, W(f1, f2,..., fn)(x) =
det(F(x)) e portanto, W(fi, f2,...,fn)(x) = 0 para todo x € I, contrariando a hipétese que
W(f1(x), fa(x), -+, fu(x)) # 0 para um xq fixado no intervalo /. [

O conjunto § formado por todas as solu¢gdes de uma EDO linear de n-ésima ordem homo-
génea € uma espacgo vetorial cuja dimensao € n. Consequentemente existe um conjunto de
vetores {yi,...,y,} de S, tal que toda solugdo da EDO se escreve como combinagdo linear
dos elementos desse conjunto. Esse conjunto € conhecido como conjunto fundamental de
solucoes.

Definicdo 5.1.4 — Conjunto Fundamental de solugoes. Qualquer conjunto {y,y2,...,v,}
de n solucdes linearmente independentes para uma equacgdo diferencial linear homogénea
de n-ésima ordem em um intervalo / € chamado de conjunto fundamental de solu¢des no
intervalo.

Assim

Definicdo 5.1.5 — Solucdo Geral - EQuacées Homogéneas. Seja {yi,y2,...,y,} um
conjunto fundamental para a equacao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem em
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um intervalo /. A solu¢ao geral para a equacao no intervalo € definida por

y = c1y1(x) +c2y2(x) + ... + cpyn(x)

em que ¢;, i = 1,2,...,n sdo constantes arbitrarias.

= Exemplo 5.4 Sejam y; (1) = te y(t) =t~ 1 solucdes de
2d%y . dy
2t— 3t—— =0. t>0.
az a7 -

Calculando o Wronskiano temos

Wy (x),y2(x)) =

Como W # 0, Vr > 0, entdo y; e y, formam um conjunto fundamental de solugdes. =

Uma outra maneira de determinar o Wronskiano é pela Formula de Abel.

Teorema 5.1.4 — Férmula de Abel. Se y;e y; sdo solugdes da equagdo diferencial

Ay o ody
=0

em que p(t) e ¢(¢) sdo continuas em um intervalo aberto 7, entdo o Wronskiano W (yy,y2)()
¢ dado por
W () = W (tg)e! ~PW4!

sendo W (fy) uma constante. Assim, W (¢) ou € nulo para todo ¢ em / ou nunca se anula em /.

Demonstragdo. Calculando o Wronskiano temos

_Yr o »
YooY

/ /
=Y1Y2 —Y1)2,

Observe que
dW(t) d / /! 1
- = 7 ) =ynr -y

Manipulando a EDO, temos

d*y dy
ar p(t )E —q(t)y.
Como y; e y; sdo solucdes, temos
d*y, dyi d?y, dy»
— = —p(t)— —q(t — = —p(t)—=— :
Substituindo as equagdes acima na derivada do Wronskiano, obtemos

dvc‘i/t(t) =yh =Y =n (_p(t)% B (t)y2> - (—p( >agt (t)yl) t
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dw

= —p() 1y — Y12

ou seja, como W (1) = y1y5 — y|y2, temos

dW (t)
dt
Resolvendo a EDO, obtemos a formula de Abel.

W(t) =W (tg)e! PO

= —p)W ().

= Exemplo 5.5 Se y(t) = t1e ya(t) =t~ ! sdo solugdes de

2dy+3td—— =0, t>0.

2t
dr? dt

Calculemos o Wronskiano de y; e y, através da Férmula de Abel. Primeiro precisamos
escrever a equacdo diferencial na forma-padrdo, com o coeficiente de y” igual a 1.

d’y 3dy 1

— —y=0
dt2+2t dt 2t2y ’

e deste modo, sabemos que p(f) = 5.. Logo

W(t) = W(to)ef—P(t)dt — W(l) _ W(to)ef—%dt —

3

— W(t) = W(tp)e! 3™ = W(t) = W(to)t .

No caso da equagdo ndo ser homogénea podemos primeiramente associar uma homogénea a

ela.

Definicdo 5.1.6 Seja,

2
L] = () 23 +5(0)% + el = 1) G54

em que a(t),b(t),c(t) e f(t) sdo fungdes continuas dadas em um intervalo aberto /. A
equagdo
d*y

Lb] =a() 3 +5() %

¢ chamada de equacao homogénea associada a (5.4).

+c(t)y=0

Assim, a solu¢do de EDO nao homogénea é dada pelo resultado a seguir.

Teorema 5.1.5 Sejam y;, = c1y;(t) + c2y2(t) solugdo da homogénea associada a (5.4), em
que c1,cp sdo constantes arbitrdrias e y; (7) e y2(¢) duas solugdes linearmente independentes
e seja y, qualquer solu¢do particular da equacdo ndo-homogénea (5.4). Entdo, toda solugao
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y() de (5.4) tem a forma
y(#) = yu(t) +yp(t),
ou seja,
y(t) = ciyi(t) +caya(t) +yp(t).

Demonstragdo. Seja y(x) solugdo geral e y,(x) solugdo particular de (5.4). Subtraindo as duas
equacoes temos

2 2
bl -2y = a5+ 602+t~ ()22 b B2 i
2
= () S50 3p) b)) + ()= 3p) =0, 5.5

e observamos que y — y, € a solu¢do da homogénea associada, ou seja,
Yh=Y=Yp-
Portanto, explicitando y, obtemos a forma da solugdo geral
(1) = yn(t) +yp(1).

Para provar a unicidade, suponha que existam duas solugdes, y(r) e ¥(¢), da equagdo ndo-
homogénea. Entdo, essas solucdes podem ser escritas como:

() = ey (1) +caya (1) +yp (1),
F(t) = ey (1) + 2y (t) +yp(2).
Subtraindo essas duas expressoes:
z2(t) = y(t) = 5(t) = (c1 —&)y1 (1) + (c2 — E2)y2(2).

Como z(z) € a diferenca entre duas solugdes da mesma equacdo, ela satisfaz a equagao
homogénea associada:

d?z dz

3P0 al)el) =0,

A solucdo geral da equagdo homogénea é

z(t) = diy1(t) + daya(t),

sendod; =c;—¢j edr =cy— .
Agora, suponha que as solugdes y(z) e y(¢) satisfazem as mesmas condi¢des iniciais:

¥(to) = 3(to) = yo,  ¥'(t0) =¥ (t0) = 0.
Substituimos z(¢) e % = 7/(¢) nas condig¢des iniciais:

z(to) = y(to) — ¥(to) = 0,

Z(t0) = (1) =¥ (1) = 0.
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Substituindo z(¢) = dyy1(¢) + day,(t) nessas condi¢des iniciais, obtemos o sistema:
diy1(to) + daya(to) = 0,

dyy1 (to) +d2)(to) = 0.
Como y; () e y2(t) sdo linearmente independentes, o tnico par de solugdes para esse sistema

(€N

Portanto:
C1 —51 20, C2—52=0.
Logo:
c1=27C1, Cp=203.
Concluimos que, dadas as mesmas condic¢des iniciais, os coeficientes c¢| € ¢, sao Unicos, o
que implica que a solug@o y(¢) é tnica.
[ |

5.2 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes

Vamos estudar agora como resolver EDO’s lineares homogéneas quando todos os coeficientes
sdo constantes, ou seja, a equagdo diferencial serd do tipo

coma; € Rparai =0,...,n.

Para que a Equacgdo (5.6) seja satisfeita precisamos que a funcdo e suas derivadas nao
sejam muito diferentes, a menos de constantes. Assim, uma candidata para ser essa funcdo € a
exponencial.

y(x) =€

Portanto, derivando a funcdo candidata, temos

y(x) =e™
Y (x) = re™

e, substituindo em (5.6), obtemos
anr' e + ay_ 17 e  + .+ ayre™ +age™ =0,
ou seja,
[ +an_ 17"V 4 +air+ag) =0.

Como o resultado da equagao anterior € zero, um dos fatores do produto tem que ser zero. Como
"™ nunca se anula, entio

anr”+an,1r("_l)+...+a1r—|—ao:0. (5.7)

A equacdo (5.7) é chamada de equagdo caracteristica de (5.6). Pelo Teorema Fundamental da
Algebra, sabemos que todo polindmio de grau n possui 7 raizes. Consideraremos trés casos: o
primeiro € se as raizes forem reais e distintas, o segundo € caso as sejam reais repetidas ou com
alguma multiplicidade e por ultimo se as raizes forem complexas.
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5.2.1 Raizes reais distintas

Vamos analisar agora o caso em que a equagao caracteristica possui n raizes reais e distintas.
Portanto, a solu¢ao geral serd

y(x) =cre™ + e 4. ..+ cpe™, (5.8)

pois como
W, ...,e") #0, Vx e R,

as funcdes e, ..., e sdo linearmente independentes e, portanto, formam um conjunto funda-
mental de solu¢des. Os Exemplos 5.6 e 5.7, que envolvem equacdes de segunda ordem, ilustram
esse caso.

= Exemplo 5.6 Considere a EDO

Identificamos que a; = 1, a; = 5 e ag = 4. Logo, de (5.7), a equagdo caracteristica é

r2+5r+4=0,
cujas raizes sdo r; = —1 e r, = —4, que sao reais e distintas. Logo, a solu¢do geral dessa
EDO ¢
_ —4¢ —t
y(t)=cie " +ce,
com ¢ € ¢p constantes arbitrarias. .

= Exemplo 5.7 Considere o problema de valor inicial

d’y dy /
Identificamos que a; = 1, a; =4 e ap = —2. Logo, de (5.7), a equagdo caracteristica é
P2 4+4r—2=0,
cujas raizes sio r; = —2++/6 e r; = —2 — /6, que sdo reais e distintas. Logo, a solugio
geral é
y(t) _ cle(—2+\@)t +626(—2—\@)t’

em que c; e ¢ sdo constantes arbitrarias determinadas através das condi¢des iniciais. Substi-
tuindo as condi¢des iniciais na solug¢do geral

{ y/(O) =1
y(0)=2
obtemos o sistema

{ ci+ec=1
(24 VB)er + (2~ VB)ea =2,
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cuja solugdes sdo
2 1

= — 4 =
/6 2

Portanto, a solu¢do do problema de valor inicial é

2 1 1 2
(< 2 (—2+/6)t L2\ (26
y(t) (\/6-1'2)6 +<2 \/g)e .

C1 € ()= —-—

i

1
2

5.2.2 Raizes complexas

Vamos analisar agora quando as raizes da equacao caracteristica sao nimeros complexos.
Para isso vamos restringir nosso estudos a equacao diferencial de segunda ordem. Quando se
tem uma raiz complexa sua conjugada também ¢é raiz. Logo,

rn=a+if e rn=oa—Iip.
Poderiamos escrever uma solucao na forma
y(x) = kel @ TP 4y @ B (5.9)

que é complexa. Buscando por solugdes reais, analisando a funcao candidata temos

o+if)x

el — %P, (5.10)

A série de poténcias para a fungdo f(z) = e* é dada por

2 Z3 Z4 ZS Z6 7"

<
 __ _ — — — R
=ldzt bt gttt G.11)

e converge para todo nimero real ou complexo. Assim, substituindo z por ifx temos

. 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . n
Br_ 1 gy WBX)T  (iBx)”  (iBx)*  (iBx)”  (iBx) (iBx)
err =1+ipx+ X + 3 + 10 + 51 + ¢l +...+ Py +...
Como i? = —1, i = —i, i* = 4 e esse padrio se repete, calculando as poténcias pares, temos
(Bx)* | (Bx)* n (Bx)*"
1— (-1 5.12
2! + 4! Tt (=) (2n)! + (5.12)
e, calculando as poténcias impares,
. (bx)3 (bx>5 (bx)2n+1
bx — — (=)t 5.13
o O TR S T (5-13)

Analisando (5.12) e (5.13), vemos que elas sdo as séries de Taylor das func¢des cosfBx e
sen fBx, respectivamente. Substituindo por essas fun¢des obtemos a conhecida formula de
Euler.
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Definicdo 5.2.1 — Férmula de Euler. A equagio
¢P* = cos Bx+isenfx
€ chamada de Férmula de Euler.

Aplicando a férmula de Euler em (5.10), obtemos

(OB — 6% (o5 Bx+ isen Bx)

el @B — 6% (cos Bx — isen Bix).
Substituindo em (5.9), temos
y(x) = k1 [e**(cos Bx+isen Bx]) + kp[e* (cos Bx — isen Bx)] e,
agrupando os termos semelhantes
y(x) = (kg +ko)e* cos Bx+i(ky — ko )e™ sen Bx.
Renomeando as constantes como ¢; = (k; +kz) e ¢o = (k; — k2), obtemos
y(x) = c1e* cos Bx +icre® sen Bx.

Todavia essa € uma solugdo que pertence ao conjunto dos nimeros imagindrios, enquanto
que a solucdo deve pertencer a R. Dessa forma iremos utilizar o seguinte resultado.

Proposicdo 5.2.1 Seja y(x) = u(x) +iv(x) uma solu¢do complexa da EDO
ay"(x) +by'(c) +ey(x) = 0, (5.14)

com a, b e c reais. Ento, y; (x) = u(x) e y»(x) = v(x) s@o duas solugdes reais da Equacéo
(5.14). Em outras palavras, tanto a parte real quanto a parte imagindria de uma solugao
complexa da Equacdo (5.14) sdo solugdes reais da Equagao (5.14).
Demonstragdo. Substituindo y(x) = u(x) +iv(x) em (5.14) temos
alu’ (x) + V" (x)] + b’ (x) + iV (x)] + c[u(x) +iv(x)] = 0.
que pode ser reescrita como
[au”" (x) + b’ (x) + cu(x)] +i[av” (x) + bV (x) + cv(x)] = 0.

Agora, se um nimero complexo € zero, entdo tanto sua parte real quanto sua parte imagindria
devem ser zero. Consequentemente,

au” (x) +bu' (x) +cu(x) =0 e a’(x)+bV(x)+cv(x) =0,

e isso prova o resultado.

Logo, a solugdo geral para o caso de raizes complexas € dada por

y(x) = c1e** cos Bx+ cre* sen Bx. (5.15)
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= Exemplo 5.8 Encontremos a solugdo geral de

d’y  dy
— —4—+4+5y=0.
az ta Y
Identificamos que ap = 1, a; = —4 e ap = 5. Logo, de (5.7), a equagdo caracteristica €
r2—4r+5=0,
cujas raizes sdo r = 2 £ i, que sd@o complexas conjugadas. Logo, a solucdo geral é

y(t) = c1e* cost + c2e? sent.

em que ¢ € ¢y sdo constantes arbitrarias. .

= Exemplo 5.9 Encontremos a solugdo y(¢) do problema de valor inicial

d’y  dy :
—4 13y =0; 0)=-1,y(0)=2.
Identificamos que ay = 1, a; = —4 e ap = 13. Logo, de (5.7), a equagdo caracteristica é

r—4r+13 =0,

cujas raizes sdo r = 2 £ 3i, que s@o complexas conjugadas. Logo a solugdo geral é

y(t) = c1e” cos 3t + cre* sen3t.
em que ¢ € ¢ sdo constantes arbitrdrias determinadas através das condi¢des iniciais. Fazendo
y(0) = 1 temos que ¢; = —1 e, derivando a solug@o geral e calculando y'(0) = 2, obtemos
4
C) — 3-

Portanto, a solug¢do pro problema de valor inicial é

2

4 4
y(t) = —e* cos3t + gezt sen3t = e* (— cos3r + 5 sen3t).

5.2.3 Raizes repetidas

Vamos estudar agora quando as raizes da equagdo caracteristica sdo repetidas para o caso
n = 2. Desta maneira vamos considerar a equagado diferencial como sendo

ay’ +by+c=0, (5.16)

cuja equacao caracteristica é
ar* +br+c=0

e as raizes, no caso de serem repetidas (A = 0), sdo

7'1:7'2:—%.
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Assim, uma solucao é
_ bt
Y1 (t) = 2a,
Entretanto, para formarmos uma solucdo geral, precisamos encontrar uma segunda solucdo para
podermos formar o conjunto fundamental. Vamos supor que essa segunda solucao seja

bt
y2=v(t)y1(t) =v(t)e 2. (5.17)
Calculando a primeira e a segunda derivada
¢ b :
Yy =V(0)e %~ Zv(r)e 5

Substituindo em (5.16) e agrupando os termos, obtemos

Lol -2+ o] +6 v - 2| + i) =0
a 4a? 2a -
Como a exponencial ndo € nula, abrindo a expressao dentro das chaves temos

2 2
a" (t) + (=b+b)V (t) + (i—a - lz)—a +c> (t)=0
0

Note que o coeficiente envolvendo v(¢) € nulo pois

0
—_——
p: b2 b —2b% +dac b* — 4ac
— —— ) = = =0
da 2a da —4a

e como a raiz do polindmio caracteristico é repetida, seu discriminante é zero, logo b* — 4ac = 0.
Logo, ficamos com a equagao

a"(t)=0 = V'(t) =0,
que integrando duas vezes obtemos que v(r) é equivalente a
v(l‘) = 0 + 0nt.
Por comodidade tomaremos ¢&; =0 e o = 1 e assim, voltando em (5.17), obtemos uma
segunda solugdo

_b
2 =te 2a,

Para construirmos solugdo geral, devemos verificar se y; € y, s@o um conjunto fundamental
de solugdes , ou seja, sdo linearmente independentes. Calculando o Wronskiano
Wyi(),20)={ w

(1 bt) m+(bt) b _h
— - e a _— e a — e a
_2_ae 5:1 ( _%)e 2a 2a 2a

Como uma fun¢do exponencial nunca se anula, a solucao geral é

_ bt _ bt
e 2a te 2a

y(1) :cle*% —i—czte*%. (5.18)
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= Exemplo 5.10 Considere o problema de valor inicial

d’y dy 1
— — — 40,25y =0; 0)=2, "(0)= 3.
Identificamos que a = 1, a; = —1 e ag = 0.25. Logo, de (5.7) a equagdo caracteristica é

r*—r+0,25=0.
Como b —4ac =1 —1 =0, entdo as raizes sdo repetidas

1
ry=r=—= (S

2

a solugdo geral é
3 t
y(t) = creZ +cote?,

em que ¢ € ¢ sdo constantes arbitrdrias determinadas através das condi¢des iniciais. Fazendo
¥(0) = 2 temos que
cl1 = 2

e utilizando y'(0) = 2, obtemos

Como c; = 2, entdo

1 2
1+C2:§ — C2:—§.

Portanto, a solu¢do do problema de valor inicial é

1 2 t
y(t) =22 — gtef.

Podemos resumir os casos discutidos nesta se¢do para equagdes diferenciais ordindrias de
segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes no quadro a seguir.
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Resumo: EDO Homogénea 2* Ordem Com Coeficientes Constantes

Para equagdes lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes
// /
ay' +by +cy=0,
sejam r| e r; raizes da equagdo caracteristica
2 —
ar*+br+c=0.
* Se ry e rp sdo reais e distintas, entdo a solucdo geral é
y(x) =cre™ + e’
* Se ry e rp sdo complexos conjugados 7| » = ¢t = if3, entdo a solugdo geral é
y(x) = c1e** cos Bx + cre* sen Bx.

e Se r; =rp =r, entdo
y(x) =cre” ™ 4 coxe” .

Na préxima secdo apresentamos uma aplicacao envolvendo o movimento de um péndulo.

5.3 Péndulo

Nesta secdo apresentamos um sistema que € muito importante para a Fisica denominado por
péndulo, comportando-se aproximadamente como um sistema de massa € mola. Suponha que
uma massa m esteja pendurada em um péndulo de comprimento L sofrendo a¢do da forca da
gravidade g. A Figura 5.1 ilustra o diagrama de forcas atuando sobre o sistema.

Figura 5.1 — Diagrama de forcas que atuam sobre a esfera de massa m (a esquerda) e a decompo-
sicdo de forgas (a direita). Fonte: Préprio autor.

Buscamos uma equagio para o angulo 6(¢) (em radianos) e assim, utilizando a segunda lei

de Newton para rotagcdes, temos que
Y n=16" (5.19)
i

em que T; 30 os torques que agem sobre o sistema, I € 0 momento de inércia e 6” é a derivada
de segunda ordem da funcao 6(¢). Como a forca mgsen 0 ¢ a dnica que age sobre o sistema (ndo



Péndulo 80

varia com L) e a massa € uma esfera, segue que
7= (mgsen®)-L, I =mL?.
Assim, podemos reescrever (5.19) como
8
0”4+ senf = 0.
* L

Para pequenos valores de 6, temos aproximadamente sen @ ~ 6. Isso pode ser observado no
gréfico descrito na Figura 5.2 para —0.5 < 6 < 0.5 (em radianos), os gréficos de sen 0 e 0 sao
quase 0s mesmos.

y
1 T 'l
0.5 ?
-1 -0.5 0.5 1 X
#~ —05
/'/ — sen(x)
., —1 B R X

Figura 5.2 — Os graficos de sen 0 e 6 (em radianos). Fonte: Proprio autor.

Portanto, quando os balangos sdo pequenos, 8 € pequeno e podemos modelar o comporta-
mento pela equacgdo linear mais simples

M+%e:0 (5.20)

Os erros dessa aproximagdo se acumulam. Assim, apds um longo tempo, o estado do sistema
do mundo real pode ser substancialmente diferente da nossa solu¢cdo. Também veremos que em
um sistema de massa-mola, a amplitude € independente do periodo mas nao é verdade para um
péndulo. No entanto, para periodos de tempo razoavelmente curtos e pequenos balangos (ou seja,
apenas pequenos angulos 0), a aproximacao é razoavelmente boa.

Vamos entdo resolver a EDO (5.20). Observe que ela € uma EDO de segunda ordem linear
com coeficientes constantes cuja solucao foi apresentada na Se¢do 5.2. Assim, encontrando a
equagdo caracteristica, temos que

A2+8-0 A =il
+ i3 = lL
e a solugdo geral é dada por
0(r) = Acos(ant) + Bsen(wyt). (5.21)

Utilizando a identidade trigonométrica

cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b),
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a equacdo (5.21) pode ser escrita como

0(t) = Ccos(mpt — @),

em que C e ¢ sdo duas constantes arbitrarias denominadas amplitude e fase, respectivamente, e
Wy = Ig‘ € chamado de frequéncia angular.

Vamos pausar para explicar a palavra angular depois da palavra frequéncia. As unidades
de wy sdo radianos por unidade de tempo, sdo ciclos por unidade de tempo, como € a medida
usual de frequéncia. Como um ciclo equivale a 27 radianos, a frequéncia usual é dada por
%. E simplesmente uma questio de onde colocamos a constante 27, e isso é uma questdo de
preferéncia.

O periodo do movimento € o inverso da frequéncia (em ciclos por unidade de tempo) e,
portanto, é % Esse é o tempo necessdrio para completar um ciclo completo.

Para validar essa teoria experimentalmente registramos a posi¢ao de um péndulo de com-
primento de L = 0,80 m para uma esfera com angulo inicial pequeno. Assim fora utilizados os
seguintes materiais:

» Esfera de metal pequena de diametro d (pode ser de qualquer material e de qualquer
tamanho)

* Uma linha de pesca de 0,80 cm (aqui também poderia ser um barbante)

* Uma haste de 1 metro.

Com os materiais em maos, prende-se uma das pontas da linha de pesca na esfera e a outra
na haste, configurando assim o aparato experimental, como mostra a Figura 5.3.

e efeoecc®esesssccannse

o\

Figura 5.3 — Amparato experimental do péndulo. Fonte: Proprio autor.

Desta maneira para iniciar o experimento desloque a esfera da sua posi¢do de equilibrio por
um pequeno angulo (aproximadamente 10°) e solte-a.

Essencialmente, o experimento consistiu na filmagem do movimento de oscilagdao do péndulo.
Para o tratamento das imagens, empregou-se o Tracker©, um software livre de modelagem
computacional. Através da video-andlise de objetos que podem ser considerados pontos materiais,
este programa permite a obtencio de dados cinemadticos de fendmenos fisicos filmados. Nessa
situacdo utilizamos o didmetro da esfera para calibrar o programa e registramos a medida do
angulo em relacdo ao tempo. Na Figura 5.4 mostramos os dados obtidos pela experimentacao
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Péndulo Linear

® Dados Experimentais

Ajuste Teorico
2 4 6 8
t

Figura 5.4 — Validacao experimental do péndulo. Fonte: Préprio autor.

sobreposto com a Eq. 5.21 e os dados obtidos com o experimento podem ser encontrados no
Apéndice B.

Uma prética interessante é a determinagdo da forca da gravidade pelo péndulo. No caso
linearizado temos que o periodo é dado por

e isolando g obtemos

(5.22)

Assim, basta calcular o periodo do péndulo anotando quanto tempo o mesmo demora para
retornar a sua posi¢do inicial, e substituir na férmula.

Para exemplificar, considere a mesmo aparato experimental utilizado onde L = 0,8 metros e
desloque o péndulo da sua posi¢ao de equilibrio por um pequeno angulo (aproximadamente 10°)
e solte-0. Meca o tempo que o péndulo leva para realizar 10 oscilagdes completas. Vocé obtera
um valor préximo de 719 = 19 s. Com esse valor, encontre o periodo médio,

poTo_19_
10 10

Assim, levando os valores de L e T na Equacdo (5.22), obtemos

_ 47%(0,8)
Ty
que apresenta um erro percentual de 0,58%, considerando que a aceleracdo da gravidade em Rio

Claro é de 9,78585.
No préximo capitulo traremos algumas consideracdes apods esse estudo realizado.

~9,84226,



CAPITULO

Consideracoes Finais

As Equacgdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) desempenham um papel crucial em diversos
campos, desde a descricdo da queda de corpos até a andlise de circuitos elétricos, como os circui-
tos RC. A aplicacdo dessas equagdes permite uma compreensiao do comportamento dinamico de
sistemas complexos, proporcionando uma ponte entre a teoria matematica e a pratica cientifica e
tecnoldgica.

No contexto da queda de corpos, as EDOs sdo fundamentais para modelar a relacio entre a
posi¢do, a velocidade e o tempo durante 0 movimento sob a influéncia da gravidade e da resistén-
cia do ar. Essas equagdes ndo apenas descrevem o fendmeno de maneira precisa, mas também
fornecem ferramentas valiosas para prever e entender os diferentes aspectos do movimento de
queda.

Ao adentrarmos o universo dos circuitos elétricos, especialmente nos circuitos RC, as EDOs
surgem novamente como ferramentas indispensaveis. Elas permitem modelar e compreender
como as correntes € as tensdes variam ao longo do tempo, contribuindo para o projeto e a otimi-
zacdo de sistemas eletronicos complexos. A capacidade de antecipar e controlar as mudangas em
um circuito é fundamental para garantir seu desempenho eficiente e confidvel.

No estudo do péndulo, a Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) desempenha papel importante
na descri¢do do movimento oscilatério do sistema. Como um sistema fisico concreto, o péndulo
ndo apenas ilustra os principios de conservacio de energia e movimento harmdnico simples, mas
também serve como instrumento para explorar conceitos desde a Fisica basica até aplicagdes
avancadas, evidenciando sua relevancia na pesquisa.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre equacdes diferenciais ordindrias de primeira e
segunda ordem, explorando sua aplicacdo na modelagem de fendmenos fisicos cldssicos, como
esses citados anteriormente. Além de abordar conceitos tedricos fundamentais, como o Teorema
de Existéncia e Unicidade e os métodos de Aproximagdes Sucessivas e de Picard-Lindelof, o
trabalho destaca a validagdo experimental desses modelos utilizando ferramentas acessiveis,
como o software Tracker. Esta abordagem tem impacto significativo no ensino € na compreensao
de fendmenos dinadmicos, fornecendo uma abordagem pratica e didatica para integrar teoria e
aplicacdo em areas como Fisica, Engenharia e Matemdtica Aplicada, além de inspirar novas
investigagdes em modelagem matematica.

Portanto, ao considerar as aplicagdes em queda de corpos e circuitos RC, podemos afirmar
que as EDOs sdo instrumentos versdteis, capazes de desvendar os mistérios do movimento
eletrodinamico em diversos cendrios. Sua aplicagdo transcende barreiras disciplinares, proporci-
onando uma abordagem unificada para entender e resolver problemas complexos em Fisica. Ao
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integrar a matemdtica das EDOs com as realidades praticas desses fendmenos, ampliamos nosso
entendimento do mundo ao nosso redor e impulsionamos inovacdes nas mais diversas dreas do
conhecimento.
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APENDICE

Algumas Definicoes Envol-
vendo Espaco Métricos

Neste apéndice, apresentamos as principais defini¢des relacionadas a espagos métricos,
proporcionando ao leitor sem familiaridade com a teoria uma base para compreender os conceitos
utilizados na demonstragdo do Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard-Lindel6f. Caso o
leitor queira se aprofundar no assunto, sugerimos as referéncias [11,12].

Desde tempo remotos, a ideia de distancia sempre foi crucial, seja para avaliar a dimensao de
objetos e territorios, ou para entender a distin¢do entre pontos no espaco. Um ponto importante
a se levar em conta € quais sdo as caracteristicas essenciais que a nog¢do intuitiva de distancia
precisa possuir. A evolucao da Matemadtica resultou na identificacdo desses componentes em
quatro propriedades, que englobam tudo o que € necessario para comprovar resultados que
utilizam a nocao de distancia. Com base nisso, emergiu a definicdo matematica de métrica, que
amplia e desvincula a percepg¢ao intuitiva de distincia.

Definicdo A.1 — Métrica. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma fungdo d : X x X — R é
chamada de métrica em X se satisfizer as seguintes propriedades:

1. Positividade: d(a,b) > 0 para todos a,b € X.

2. Condicionalidade de distancia nula: d(a,b) = 0 se e somente se a = b.

3. Simetria: Para todos a,b € X, temos d(a,b) = d(b,a).

4. Desigualdade triangular: Para todos a,b,c € X, vale d(a,b) < d(a,c)+d(b,c).

A quarta propriedade, especificamente, é crucial e € conhecida como desigualdade trian-
gular por seu significado geométrico nos espagos R? e R? utilizando a métrica convencional
da(x,y) := /(y1 —x1)2+ -+ (Y — Xm)%, onde x = (x1,...,Xn) €y = (V1,---,Ym)- As quatro
caracteristicas mencionadas sdo as que foram reconhecidas como fundamentais para a percepg¢ao
intuitiva de distancia. Qualquer fun¢do d que atenda a essas caracteristicas, isto é, qualquer
métrica, pode ser empregada como uma extensao da nog¢ao intuitiva de distancia.

No entanto, as condicdes de simetria e positividade mencionadas anteriormente sao, na
realidade, decorrentes da desigualdade triangular e da suposi¢ao de que d(a,b) = 0 apenas se
a = b for verdadeiro.

Suponhamos que a desigualdade d(a,b) < d(a,c)+d(b,c) seja vélida para todos a,b,c € X.
Entdo, ao tomarmos ¢ = a, obtemos que d(a,b) < d(b,a). Se trocarmos as varidveis a e b,
temos d(b,a) < d(a,b), e, portanto, concluimos que d(b,a) = d(a,b) para todo par de elementos
a,b € X, estabelecendo a simetria.

Além disso, ao usarmos a simetria junto com a desigualdade triangular, conseguimos derivar
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a condicao de positividade. Na verdade, € possivel demonstrar um resultado mais forte: para
todos x,y,z € X, temos a seguinte desigualdade:

d(x,y) > |d(x,z) —d(z,y)|

que, em particular, garante que d(x,y) > 0. A demonstracdo € a seguinte: pela desigualdade
triangular e pela simetria, sabemos que

d(x,z) <d(x,y) +d(y,z2),

portanto,

d(x,y) > d(x,z) —d(y,z). (A.1)

Substituindo x por y e, utilizando a simetria, obtemos também

d(xay) :d(y7x> Zd(y7z>_d<x?z)' (AZ)

As relagdes (A.1) e (A.2) mostram que d(x,y) > |d(x,z) — d(y,z)|, como desejado.
Com isso, podemos reduzir a definicao de métrica as seguintes condi¢des:

Definicdo A.2 — Métrica (Versdo Compacta). Seja X um conjunto nao vazio. Uma
funcdo d : X x X — R é chamada de métrica em X se satisfizer as seguintes propriedades:
1. Condicéo de distancia nula: d(a,b) = 0 se e somente se a = b.
2. Desigualdade triangular: Para todo a,b,c € X, temos d(a,b) < d(a,c)+d(b,c).

A inclusdo das condi¢des de positividade e simetria é redundante, sendo mencionada apenas
para ressaltar a importancia dessas propriedades.

Com base em uma métrica, podemos definir um conjunto no qual a no¢do de distancia é dada
por essa métrica.

Definicdo A.3 — Espaco Métrico. Seja X um conjunto nio vazio e d uma métrica em X.
Dizemos que o par (X,d) é um espago métrico, ou seja, um espaco métrico € um conjunto
acompanhado de uma métrica.

Agora, vamos estudar como as sequéncias convergem em espacos métricos. Porém, antes
disso, vamos relembrar esses conceitos.

Definicdo A.4 — Sequéncia. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma funcdoa : N — X é
chamada de sequéncia em X e representada como (ay),eN-

Observacao A.1. Note que utilizamos (a,),cn para denotar a sequéncia, se quisermos nos
referir a um elemento especifico da posicdo n, utilizamos apenas a,,.

Definicdo A.5 — Subsequéncia. Dada uma sequéncia (a,)qen = (a1,a2,a3,...,an,...),
considere uma sequéncia crescente de indices n; < np < n3 < ---. A nova sequéncia
(@ny,an,,ans, - .. ) € chamada de subsequéncia de (ap)nen-

De uma maneira mais simples, podemos dizer que uma subsequéncia € uma sequéncia obtida
da sequéncia original, na qual foram selecionados infinitos termos, mas ndo necessariamente
todos.
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Definicdo A.6 — Convergéncia de uma sequéncia. Seja (X,d) um espago métrico.
Dizemos que uma sequéncia (ay),cn em X converge para um ponto x € X em relagdo a
métrica d se, para todo € > 0, existir um nimero natural N (&) (que pode depender de €) tal
que d(x,a,) < € para todo n > N(¢&). Nesse caso, afirmamos que x € o limite de (ay),cn €

denotamos isso por x = lim a,,.
n—oo

Além disso, em um espaco métrico, uma sequéncia pode convergir para no maximo um nico
ponto, garantindo a unicidade do limite.

Proposicdo A.0.1 Seja (X,d) um espago métrico e (a,),cn uma sequéncia em X. Suponha
que (a,)neN converge parax € X e paray € X. Entdo, x = y.

Demonstra¢do. Como (ay,),en converge para x, sabemos que, para todo € > 0, existe um Ny(€)
tal que
d(x,a,) < € para todo n > N,(€).

Analogamente, como (a,),cN converge para y, sabemos que, para todo € > 0, existe um Ny (€)
tal que
d(y,a,) < € paratodo n > N,(¢€).

Assim, utilizando a desiguldade triangular temos que para n > max{Ny(€),N,(€)}, segue
d(x,y) <d(x,a,)+d(an,y) <e+€=2¢

ou seja,
d(x,y) <2¢e

Como € é arbitrdrio, essa desigualdade s6 pode ser verdadeira se d(x,y) = 0. Como d é uma
métrica, isso implica que x = y. |

Vamos agora introduzir uma classe especifica de sequéncias denominadas sequéncia de
Cauchy.

Definicdo A.7 — Sequéncia de Cauchy. Seja X um espago métrico com uma métrica d.
Uma sequéncia (a,),cn de elementos de X € dita ser uma sequéncia de Cauchy em relagio
a métrica d se, para todo € > 0, existir um nimero natural N (&) (que pode depender de €)
tal que d(am,a,) < € para todo m e n tais que m > N(g) e n > N(¢€).

A importancia das sequéncia de Cauchy se d4 pelo resultado a seguir.

Proposicdo A.0.2 Seja X um espago métrico com uma métrica d e seja (ay),ecny uma
sequéncia convergente em relacdo a métrica d para um ponto x € X. Entdo, (a,),cn € uma
sequéncia de Cauchy em relagao a métrica d.

Demonstra¢do. Sejam m e n arbitrarios. Como (a,),cn converge para x, sabemos que, para todo
€ > 0, existe um niimero natural N(&/2) tal que, para n,m > N(€/2), temos

d(an,x) <€/2 e d(am,x)<e/2.

Assim, pela desigualdade triagular, temos
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€
d(amam) < d(an,x> —I—d(x,am) < 5 +- =g,
finalizando assim a demonstracgao. n

A Figura A.1 ilustra geometricamente a definicdo da sequéncia de Cauchy.

fn)y
° [ J y [ ?
iiiiiiiiiii Py 7777777777777777777777777.777777‘777.777 8
. '
N(le) n
| m,n > N(€) ]

Figura A.1 — Ilustrac@o da defini¢ao sobre a sequéncia de Cauchy

Agora, surge a questdo se a reciproca da proposi¢ao A.0.2 € vdlida. Em outras palavras,
todas as sequéncias de Cauchy em um espago métrico s@o convergentes? A importancia deste
problema esta no fato de que, dada uma sequéncia especifica (a,),cn em um espaco métrico X,
ndo temos certeza antecipada se x;, converge ou nao. A menos que descubramos um elemento
x € X que atenda a propriedade desejada, ou seja, para todo € > 0, exista um nimero N(€). Nem
sempre € simples ou vidvel identificar claramente tal x, e gostariamos de possuir um critério
baseado apenas nas propriedades verificiveis da sequéncia (ay),cn, que nos permitisse avaliar
se ela converge ou ndo. A propriedade de ser uma sequéncia de Cauchy € exclusiva da sequéncia,
portanto, devido a Proposicao A.0.2, ela se destaca como um forte candidato ao critério de
convergencia.

No entanto, a resposta para a questdo acima € geralmente negativa: hd espagcos métricos
onde existem sequéncias de Cauchy que ndo convergem. Assim os espacos métricos onde a
reciproca da Proposicdo A.0.2 € vilida s@o de grande relevancia e tais espagos sdo conhecidos
como completos.

Definicdo A.8 — Espaco Métrico Completo. Seja X um espago métrico com uma
métrica d. Dizemos que o espagco métrico X € completo em relacdo a métrica d se toda
sequéncia de Cauchy em X convergir para um elemento de X.

Portanto, em um espago métrico completo, para garantir que uma sequéncia converge, basta
verificarmos se ela € de Cauchy e como essa propriedade pode ser verificada analisando apenas
as propriedades da sequéncia, torna adotar esse procedimento como sendo uma grande vantagem.
Dessa maneira, dada uma sequéncia (a,),cn em um espago métrico completo X, para sabermos
se (ay)nen converge, ndo é necessério determinar diretamente o limite da sequéncia, basta
verificar se a sequéncia é de Cauchy, o que pode ser feito simplesmente analisando a distancia
entre os elementos de (a,),eN.
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Dados dos experimentos

Neste apéndice trazemos todos os dados experimentais que foram captados para o trabalho.

Tabela B.1 — Dados experimentais da queda livre de um corpo esférico de isopor.

Tempo (s) | Velocidade (m/s)
0,035 0,083
0,068 0,358
0,100 0,700
0,134 0,960
0,166 1,269
0,199 1,508
0,233 1,740
0,266 2,100
0,297 2,302
0,332 2,487
0,365 2,769
0,399 3,052
0,434 3,170
0,464 3,277
0,500 3,486
0,532 3,671
0,565 3,725
0,598 3,766
0,632 3,952
0,666 4,069
0,699 4,232
0,733 4,206
0,764 4,263
0,799 4,425
0,832 4,559
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Tabela B.2 — Dados experimentais da queda livre de um corpo esférico de plastico.

Tempo (s) | Velocidade (m/s)| | 0,351 4,002
0,004 0,633 0,361 4,102
0,023 0,584 0,369 4,166
0,043 0,998 0,378 4,233
0,051 1,012 0,385 4,283
0,059 1,074 0,411 4,587
0,068 1,175 0,420 4,659
0,076 1,222 0,427 4,716
0,084 1,312 0,436 4,824
0,092 1,430 0,445 4,893
0,100 1,500 0,452 4,948
0,108 1,599 0,461 5,029
0,116 1,712 0,469 5,126
0,124 1,781 0,478 5,194
0,132 1,868 0,486 5,259
0,140 1,990 0,494 5,341
0,148 2,073 0,503 5,421
0,156 2,136 0,510 5,448
0,165 2,192 0,517 5,573
0,173 2,248 0,526 5,713
0,182 2,317 0,534 5,753
0,203 2,599 0,541 5,805
0,211 2,648 0,550 5,914
0,219 2,719 0,559 5,974
0,228 2,806 0,627 6,504
0,236 2,879 0,633 6,667
0,243 2,957 0,641 6,765
0,250 3,090 0,652 6,592
0,258 3,160 0,033 0,740
0,266 3,227 0,192 2,476
0,276 3,317 0,394 4,478
0,284 3,399 0,584 6,128
0,292 3,459 0,574 6,306
0,301 3,522 0,566 6,407
0,311 3,609 0,609 6,597
0,319 3,684 0,600 6,483
0,327 3,762 0,593 6,458
0,335 3,884 0,616 6,534
0,344 3,949 0,400 4,609
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Tabela B.4 — Dados do processo de carga do circuito RC.

Tempo (s) @ Voltagem (V)
0 0.00
5 0.39
10 0.77
15 1.12

20 1.40
25 1.65
30 1.85
35 2.04
40 2.19
45 2.33
50 2.44
55 2.53
60 2.62
65 2.70
70 2.76
75 2.81
80 2.85
85 2.89
90 2.93
95 2.96
100 2.99
105 3.01
110 3.03
115 3.04
120 3.05
125 3.06
130 3.07
135 3.08
140 3.09
145 3.10
150 3.11
155 3.11
160 3.11
165 3.12
170 3.13
175 3.14
180 3.15
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Tabela B.5 — Dados do processo de descarga do circuito RC.

Tempo (s) @ Voltagem (V)
0 3.10
5 2.70
10 2.32
15 1.98

20 1.71
25 1.46
30 1.26
35 1.06
40 0.93
45 0.79
50 0.67
55 0.58
60 0.49
65 0.42
70 0.36
75 0.31
80 0.27
85 0.23
90 0.20
95 0.17
100 0.15
105 0.13
110 0.11
115 0.09
120 0.08
125 0.06
130 0.05
135 0.04
140 0.04
145 0.03
150 0.03
155 0.02
160 0.02
165 0.02
170 0.02
175 0.02
180 0.01
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Tabela B.6 — Dados do movimento do péndulo: tempo e posi¢do horizontal.

Tempo (s) Angulo “)
0.0 15.55549
0.1007333 | 13.21117
0.2014667 | 9.27951
0.3022 4.076401
0.4030444 | -1.604777
0.5037778 | -7.33583
0.6045111 | -12.14084
0.7052444 | -15.52912
0.8059778 | -17.06152
0.9067111 | -16.56014
1.007444 | -14.11051
1.108178 | -10.01151
1.208911 | -4.757551
1.309644 | 0.9438419
1.410378 | 6.487536
1.511111 11.22184
1.611844 14.37089
1.712689 15.79897
1.813422 15.32524
1.914156 12.96816
2.014889 | 8.994276
2.115622 | 3.834142
2.216356 | -1.722454
2.3003 -6.52732
2.401033 | -11.43318
2.501767 | -14.99063
2.6025 -16.77605
2.703344 | -16.56435
2.804078 | -14.39954
2.904811 | -10.51271
2.9216 -9.727207
3.005544 -5.37951
3.106278 | 0.298991
3.207011 | 5.880409
3.307744 | 10.64923
3.408478 14.02004
3.509211 15.67821
3.610056 15.41856
3.710789 13.3513
3.811522 9.6085

3.912256
4.013011
4.113744
4.214478
4.315211
4.415944
4.516678
4.600622
4.701356
4.802089
4.902822
5.003556
5.1044
5.205133
5.4066
5.507333
5.608067
5.7088
5.809533
5.910378
6.011111
6.111844
6.212578
6.313311
6.414044
6.514778
6.615511
6.716244
6.800189
6.900922
7.001767
7.1025
7.203233
7.303967
7.4047
7.505433
7.606167
7.7069
7.807633
7.908478
8.009211

4.621459
-0.9920397
-6.609045
-11.42185
-14.90237
-16.62909
-16.34798
-14.65514
-11.03792
-6.109953
-0.5130945
5.07757
9.925261
13.4937
15.33706
13.50451
10.009
5.226678
-0.2729015
-5.840679
-10.77152
-14.44508
-16.39343
-16.37904
-14.45632
-10.80847
-5.880896
-0.372071
4.264564
9.202873
12.9214
15.00782
15.32587
13.76057
10.50722
5.853585
0.4534517
-5.134875
-10.11769
-13.92579
-16.12905
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