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RESUMO

Utilizando a metodologia e o formalismo apresentado sobre o estudo de transicao de
fase de integrabilidade para nao integrabilidade do mapeamento conservativo, caracteriza-
se uma transicao de fase para o mapeamento padrao dissipativo que é a transicao de fase
de difusao ilimitada para limitada. Neste trabalho discutimos sobre o modelo estudado e
suas principais propriedades dinamicas, em especial, as caracteristicas presentes em seu
espaco de fases. A invariancia de escala do sistema ¢ identificada. A difusao cadtica
de particulas no espaco de fases é descrita através de duas diferentes metodologias: 1)
descricao fenomenoldgica a partir de simulagoes numéricas, incluindo a abordagem dos
expoentes criticos e a lei de escala e; II) analitica a partir da solugdo da equagao da
difusao. Respondemos também a quatro perguntas essenciais que levam a caracterizagao
de uma transigao de fase: (1) identificar a quebra de simetria na transigao de fase; (2)
definir o parametro de ordem; (3) definir quais seriam as excitagoes elementares e; (4)
identificar os defeitos topoldgicos que prejudicam o transporte de particulas.

Palavras-chave: Caos; Transicao de fase; Sistemas dinamicos, Difusao cadtica; Mape-

amento padrao.



ABSTRACT

Using both methodology and formalism presented on the study of phase transition from
integrability to non-integrability of the conservative mapping, we characterized a phase
transition for the dissipative standard mapping which is the transition from unlimited to
limited diffusion. In this work we discuss the model and its main dynamical properties,
in particular, the features present in its phase space. The scale invariance of the system
is identified. The chaotic diffusion of particles in the phase space is described by two
different methodologies: I) a phenomenological description using numerical simulations,
including the approach of critical exponents and scaling laws and; IT) analytical through
the solution of the diffusion equation. We also answer the four main questions that lead
to the characterization of a phase transition: (1) identify the broken symmetry of the
phase transition; (2) set the order parameter and its susceptibility; (3) define what would
be the elementary excitations and; (4) identify the topological defects that impact on the
transport of the particles.

Keywords: Chaos; Phase transition; Dynamical systems; Chaotic diffusion; Standard

mapping.
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro Capitulo sao introduzidos os conceitos basicos sobre sistemas dinamicos
e caos, descrevendo algumas de suas principais caracteristicas. E abordado também uma
breve caracterizacao das transicoes de fases de forma a conectar como este estudo sera

aplicado neste trabalho.

1.1 Sistemas dinamicos, caos e transicoes de fase

Por volta dos séculos XV e XVI, apds as primeiras buscas sobre os sistemas dinamicos,
Isaac Newton, utilizando o formalismo de leis matematicas juntamente ao de equacgoes do
movimento, introduziu o conceito de um sistema evoluindo no tempo [1,2]. Esta ideia
guiou a fisica para um novo conceito que hoje é conhecido como “sistemas dinamicos”.
Um sistema dinamico descrito por leis e equacoes matematicas nos diz que, a partir do
conhecimento de um estado configuracional inicial xy, dado em um instante ty, torna-se
possivel a obtencao de qualquer estado subsequente a este para qualquer tempo t > tg.
Portanto, um sistema dinamico refere-se essencialmente a “mudangas” [3], de fato, um
sistema que evolue no tempo. De forma geral, estes sistemas podem ser classificados como
lineares e nao lineares. Os lineares sao em sua grande parte identificados por possuirem
poténcias de primeira ordem em suas equagcoes matematicas dinamicas. Ja os nao lineares
sao aqueles que apresentam ordens diferentes de 1 em suas equagoes, bem como aqueles
descritos por funcoes do tipo seno, cosseno, exponenciais, logaritmicas e entre outras
fungoes nao lineares.

No contexto histérico, Henri Poincaré [4] foi responsavel pela grande revolugao sobre
os estudos dos sistemas dinamicos. Trazendo um pensamento mais qualitativo sobre estes
sistemas, questionou a duragao da estabilidade dos corpos presentes no sistema solar [3].
Assim, verificou também a sensibilidade as condicoes iniciais e como esta impactaria em

toda evolugao do sistema estudado para tempos grandes. Este conjunto de ideias resultou



na ascensao de um moderno assunto da dinamica, cujas aplicagoes estao muito além do
estudo da mecanica celeste, o estudo sobre Caos.

Com a criacao dos computadores de alta velocidade, em meados de 1950, foi permitido
a experimentacao com modelos de equagoes que jamais seriam possiveis anteriormente.
Este fato levou Edward Lorenz [5] a descobrir, em 1963, o movimento cadtico de um “atra-
tor estranho” em sua tentativa de entender fenomenos meteorolégicos de longa duracao.
Desta forma, Lorenz verificou em seus trabalhos que a solugao de suas equacoes oscila-
vam de maneira irregular e nao periddica. Posteriormente confirmou a sensibilidade as
condigbes iniciais (conceito atual ja conhecido), percebendo que simulagoes com duas con-
digbes iniciais infinitesimalmente préximas levavam a resultados imensamente distantes,
concluindo assim que os fendmenos meteorolégicos seriam intrinsecamente imprevisiveis,
pois pequenos erros nas medidas dos estados atuais da atmosfera resultariam em previ-
soes completamente erroneas. Este ultimo resultado recebeu o nome popular de “efeito
borboleta” (sensibilidade as condigoes iniciais).

Lorenz apresentou uma marcante estrutura no que diz respeito ao estudo de caos:
conforme suas solugoes de equacoes eram graficadas no plano, estas trariam um formato
similar a de asas de uma borboleta, como pode ser observado pela Figura (1.1l Este ficou

conhecido como o atrator de Lorenz.

Figura 1.1: Ilustracdao do atrator de Lorenz em um plano bidimensional. Imagem extraida e
modificada da Ref. .



Em determinados sistemas, como por exemplo os fluidos, a densidade e viscosidade sao
parametros que podem colaborar com termos nao lineares em suas equacoes dinamicas.
Conforme serd observado neste trabalho, a modificacao destes parametros de controle, em
uma criticalidade especifica, podera levar o sistema a uma transicao de fase. Uma transi-
cao de fase é facilmente identificada por uma mudanca, as vezes abrupta, de propriedades
entre estados dindmicos de um sistema, ou mesmo, nas estruturas espaciais deste [6}/7].
Os fluidos classicos constituem os exemplos mais familiares de transicoes de fases, tais
como: vapor-liquido; vapor-solido; liquido-sélido e; entres outras.

As transigoes de fases podem ser classificadas em duas no que diz respeito ao comporta-
mento das derivadas da energia livre de Gibbs [8,9]. As transigoes que sdo acompanhadas
por uma descontinuidade nas derivadas de primeira ordem da energia livre do sistema sao
chamadas de transicoes de fase de primeira ordem. J& aquelas que sao acompanhadas por
descontinuidades de ordens superiores a 1 sao denominadas transi¢oes de fase continuas.

Neste trabalho utilizaremos o formalismo proposto na Ref. [10], que caracteriza uma
transicao de fase a partir de uma analise feita sobre quatro perguntas essenciais para esta
descrigao: (1) qual é a quebra de simetria do sistema; (2) qual é o parametro de ordem; (3)
quem sao as excitagoes elementares e; (4) quais sdo os defeitos topoldgicos que impactam

no transporte de particulas.

1.2 Organizacao do trabalho

Primeiramente, no Capitulo [2] discute-se sobre o modelo fisico estudado e também a
obten¢ao do mapeamento final de estudo. Este mapeamento é dividido em dois grandes
topicos: o mapeamento padrao conservativo e; o mapeamento padrao dissipativo. Sao
abordadas as possiveis transicoes conforme a variacao de seus parametros de controle. As
condicoes cadticas dos sistemas sao apresentadas através do calculo dos expoentes de Lya-
punov. No Capitulo |3 sao abordadas duas diferentes metodologias para a caracterizagao
da difusao cadtica de particulas no espaco de fases, sendo elas: uma abordagem fenome-
nolégica a partir de simulacoes numéricas aliadas a um conjunto de hipdteses de escala
e a uma funcao homogénea generalizada conduzindo assim a um conjunto de expoentes
criticos que definem o comportamento das curvas de I, responsaveis por caracterizar
esta difusao e; a outra uma descricao analitica a partir da solucao da equacao da difusao
fornecendo assim a densidade de probabilidade de se observar uma particula com uma
determinada agao I em um instante de tempo n. A invariancia de escala é confirmada e
as duas metodologias sao comparadas a fim de reforcar o sucesso deste formalismo. No
Capitulo M| as quatro perguntas essenciais que levam a caracterizagao de uma transicao

de fases sao respondidas. Por fim, no Capitulo [5|é abordada uma discussao geral sobre os



principais resultados obtidos neste trabalho, concluindo a descricao da transicao de fase

observada para o mapeamento estudado.
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Capitulo 2
Sobre o modelo estudado

Neste capitulo sao discutidos os principais aspectos sobre o modelo fisico estudado bem
como a obtencao do mapeamento final que serd posteriormente investigado. O mapea-
mento em questao é subdividido em dois grandes topicos: o mapeamento padrao conser-
vativo e; o mapeamento padrao dissipativo. Dentre eles sao abordadas todas as possiveis
transicoes conforme a varicao de seus parametros de controle. As condigoes cadticas dos

sistemas serao apresentadas através do calculo dos expoentes de Lyapunov.

2.1 Modelo fisico e 0 mapeamento padrao

O mapeamento padrao pode ser obtido por diferentes interpretacoes de sistemas fisicos
sobre efeito de oscilagoes periddicas e nao lineares [11]: péndulo simples sobre agao de
pulsos periddicos; movimento de uma particula carregada em uma garrafa magnética;
rotor pulsado e; em diferentes outros tipos de sistemas oscilatorios nao lineares. Para
introduzirmos este mapeamento, tomaremos como exemplo o rotor pulsado [12]. Este
sistema representa um modelo de barra rigida, cujo comprimento é L e o seu momento de
inércia é I. Uma das extremidades desta barra é fixa em um pivo sem atrito, como pode
ser visto pela Figura [2.1

Neste modelo nao é considerada a acao gravitacional, contudo a outra extremidade
do bastao (nao fixa), estd sujeita a uma forga vertical e periédica de intensidade K/L e
periodo T'. A expressao Hamiltoniana para este sistema pode ser dada através de duas

variaveis canonicas: o momentum angular p e a posicao angular da barra 6, desta forma

temos que
P’ -
H(p,0,t) = 57 +KCOS(9)Z5(t—nT), (2.1)
~~ n=0 .
Cinética ~~
Potencial

em que §(t —nT) é a fungao delta de Dirac. Visto que a expressao ([2.1]) é periddica no
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Figura 2.1: Esquema para o rotor pulsado. Figura retirada e editada de [12]

tempo e em 6, portanto H(p,0 + 27, t) = H(p,0,t) e também que nao depende explicita-
mente do tempo, temos entao que H é conservativo. Portanto, as equagoes de Hamilton

podem ser dados por

dp . 0H
ar p= TR (2.2)
a9 . OH
=== 2.3
consequentemente, teremos
p=Ksin(0)> o(t—nT), (2.4)
n=0
4
0==. 2.
; (2.5)

As equacoes e sao as equacoes do movimento para a Hamiltoniana a
serem resolvidas. A ideia aqui é transformar esse fluxo tridimensional da Hamiltoniana em
um fluxo bidimensional no espaco de fases através de uma discretizacao destas solugoes,
a conhecida superficie de secao de Poincare [13]. A Equagao nos mostra que H
presenta um fluxo de solugoes 3-D em p, 0 e t, desta forma, a superficie de secao de
Poincare conveniente é do tipo t, = to + nT, com t, € [0,7], visto que H depende

periodicamente do tempo. Definindo entao: p, e 6, variaveis do sistema imediatamente
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anterior ao n-ésimo pulso; p,* e 6, varidveis no instante imediatamente posterior ao n-
ésimo pulso e; p,11 e 0,1 as variaveis que representam os estados discretos seguintes do

sistema, podemos escrever as seguintes consideragoes [12]:

pn = limp(t =nT —¢),

e—0
p." = limp(t =nT +¢),
e—0
Popr = limp(t = (n+ 1T —e), (2.6)

0, = lim0(t=nT —e¢),

e—0
0, = limé(t =nT +¢),
e—0
Opi1 = hH(l) Ot=mn+1)T —¢). (2.7)

Em que € é uma varidvel de discretizacao (e em seu limite infinitesimalmente pequena).
Primeiramente, integrando as Equagoes (2.4) e (2.5) no intervalo nT'+¢ < t < (n+1)T—¢,
ou seja, imediatamente ap6s o pulso até o proximo estado configuracional do sistema (n+1)

e aplicando os limites € — 0 temos

lim[p((n+1)T —¢) — p(nT +¢)] =0,

e—0

ln(6((n + T — &) — 6T + )] = limg [2L )

e—0 e—0 I

(T - 25) )
portanto, utilizando as definigoes ([2.6]) e (2.7) obtemos

nt+1 = Dn*
Pn+1 (2.8)
en-‘rl = en* + %pn*

Realizando o mesmo processo, contudo, para o intervalo nT — e < t < nT + €, ou seja,

imediatamente antes do pulso até o estado imediato apds o pulso temos

lim[p(nT + ) — p(nT — ¢)] = lim [K sin ((nT — ¢))],

lm[0(nT + ) — O(nT — £)] = lim [M(%)} |

e—0 e—0

desta forma, utilizando novamente as condigoes (2.6) e (2.7]) temos

13



P = pp + Ksinb,

(2.9)
en* = gn
substituindo as expressoes da Equagao (2.9) em ([2.8]) obtemos
ntl = Pn + K sin (6,
Pry1 =P (6:) (2.10)

9n+1 =0, + %pn—i—l
Para tornarmos o sistema adimensional devemos multiplicar a primeira equacao de ([2.10)

por T'/I. Definindo também %p —Te %K — ¢, temos por fim o mapeamento padrao [11]

l,.1=1,+¢€sin(6,
! (6-) (2.11)
Opni1 = [0, + I11] mod(27)

2.2 Mapeamento padrao conservativo

O mapeamento final obtido na se¢do anterior (Equagao ) ¢ conhecido como
mapeamento padrao, ou mesmo, mapa de Chirikov-Taylor [11}/13]. Este modelo foi inici-
almente utilizado por Chirikov para estimar uma mudanca de propriedades dinamicas de
um regime de movimento regular para o de um caédtico.

Como pode ser observado pela Equacao , temos que as expressoes deste mapea-
mento identificam um processo iterativo dado pelas variaveis agao I e angulo # em funcao
do tempo n. Nota-se também a existéncia de um parametro de controle ¢ responsavel
pela intensidade da nao linearidade do sistema dado pela fungao nao linear sin (6,,). Para
e = 0 o sistema apresenta seu espaco de fases composto por érbitas regulares e simétricas,
como pode ser observado pela Figura (a). Por outro lado, para € # 0, o espago de
fases passa a ser misto, sendo composto essencialmente por ilhas peridédicas, mar de caos
e curvas invariantes do tipo spanning (sendo estas responsaveis por limitar a difusao de
particulas do mar de caos em uma regiao fechada) como é observado pela Figura (b).
Esta transicao de fase é bem conhecida na literatura por ser uma transicao de integrabi-
lidade (e = 0) para nao integrabilidade (¢ # 0) [13,/14]. A integrabilidade do sistema é
garantida quando seu nimero de graus de liberdade é igual ao nimero de constantes do
movimento [2}/15].

O mapeamento apresenta também uma segunda transi¢ao bem conhecida [13,
16|, para um valor critico do parametro de controle €. = 0,9716... temos a transi¢ao de um
caos local e fechado, em que € < €., para a de uma dinamica globalmente cadtica, em que
e > ¢.. Nesta transicao observamos a quebra das curvas invariantes spanning presentes

no espaco de fases da Figura (b), permitindo assim uma difusdo cadtica global no
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Figura 2.2: Espago de fases para o mapeamento com: (a) e =0¢€; (b) e =0,65. Em (a)
o espaco de fases apresenta uma dinamica periddica e regular, portanto simétrico.
Ja em (b) o espago de fases torna-se misto, com a presenca do mar de caos, ilhas
periddicas e curvas invariantes do tipo spanning limitando a regiao cadtica em um

espaco fechado.

espaco de fases. Esta transicao podera ser identificada comparando a evolucao do espaco
de fases entre as Figuras (b) e (a). Nelas teremos o espago de fases para dois
diferentes parametros de controle e: em (b) € = 0,65 < €. e 0 espago de fases é misto,
composto por ilhas periédicas, mar de caos, o qual permanece em uma regiao fechada,
sendo limitada pelas curvas invariantes do tipo spanning e; ja na Figura (a) temos
que € = 1 > €., portanto, as curvas invariantes spanning comegam a ser destruidas, desta
forma, o caos passa a se difundir globalmente em torno das ilhas KAM [13].

A Figura (b) € = 3 e vemos um total desaparecimento das curvas invariantes spanning,
tendo assim apenas a presenca de ilhas peridédicas e um caos globalizado.

A Figura [2.3) (¢) nos mostra que com o aumento da intensidade da nao linearidade dado
pelo parametro de controle €, temos que o caos, cada vez mais rapidamente, passa a se
difundir de forma ilimitada para +oo, e também, dependendo de seu valor, o espaco de
fases passa a ser consumido inteiramente por caos, nao apresentando mais ilhas periédi-
cas. Na secao [2.3] veremos como a introdugao de dissipagao, em sistema com altas nao
linearidades (¢ > 10), suprime esta difusdo, de fato, é observada a transi¢ao de fase de

difusao ilimitada para limitada.
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Figura 2.3: Espaco de fases para o mapeamento com: (a) e=1; (b) e=3e; (c) e = 103.
Em (a) temos que as curvas invariantes comecam a ser destruidas, permitindo que
o caos passe a se difundir globalmente em torno das ilhas periédicas. Ja em (b)
observamos um total desaparecimento destas curvas restando apenas a presenca de
ilhas periédicas centradas em 7 e um caos totalmente globalizado. (c) apresenta o
espago de fases descrito por uma difusao caética ilimitada para +oo apds o desapa-

recimento de todas as estruturas periddicas do espaco de fases.
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2.2.1 Preservacao de area no espaco de fases

Como mostrado anteriormente, o mapeamento padrao foi obtido através de um
Hamiltoniano independente do tempo, desta forma o sistema é conservativo e preserva area
no espacgo de fases [1,12,/17,|1§]. Dizer que existe preservacao de drea no espago de fases
significa que dada uma regiao no mesmo em um dado instante de tempo ¢, sua quantidade
de area sera constante para tempos subsequentes a t, independentemente da ocorréncia de
variagoes em suas formas geométricas. Para que possa ser verificada a preservagao de area
no sistema devemos ter que o determinante da matriz Jacobiana referente ao mapeamento
estudado seja igual a unidade em modulo.

A matriz Jacobiana deste sistema serd dada pela seguinte expressao

6In+1 8In+1

— oI 00n

J=\on oo | (2.12)
ol 90,

portanto, utilizando as equagoes do mapeamento padrao conservativo (2.11]) temos que os
coeficientes da matriz Jacobiana (2.12)) sao dados por

Olni1 O(In+esinby,)

® %n, — al, =L
Oln41 B(InJresinGn) _ .
o it = 0. =ecos(0,);
n On+1n
.39+1:3(++1):1e;

oI, ol

891’1,4»1 _ a(en +In+l)

® 20, — — o0,

=14 e€cos(6,).

Desta forma, temos que a matriz Jacobiana para o mapeamento (2.11)) é dada por

_ 1 ecos(6,) (2.13)
1 1+ecos(b,)]
de forma em que seu determinante é
detJ = 1. (2.14)

Segundo o Teorema de Liouville [19-22], seja dA,, = dI,,df,, um elemento infinitesimal de
area em uma determinada regiao no espaco de fases, ao realizarmos uma transformagao
nas variaveis agao I e angulo 6 de um instante n para n + 1, a transformacao de area

nesses instantes serd dada por

dAps1 = (det)dA,, (2.15)

desta forma, como observado pela Equagao ([2.14]), temos que det.J = 1, portanto podemos
concluir que existe uma conservagao de area no espago de fases, visto que dA, 1 = dA,,

embora sua forma geométrica possa variar.
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2.3 Mapeamento padrao dissipativo

Nesta secao trataremos sobre as consequéncias da introducao de um parametro dissipa-
tivo v a primeira equagao do mapeamento ([2.11)) conforme ¢é aplicada alta nao linearidade
no sistema (¢ > 10). Aqui estaremos lidando com o chamado: mapeamento padrao dissi-

pativo. O mapeamento pode ser escrito da seguinte forma

Inivi = (1 —7)1, +esin(6,)
9n+1 = [Qn -+ In+1] mOd(27T)

: (2.16)

em que vy € [0,1] é o parametro responsavel pela dissipagao do sistema e € controla a
intensidade da nao linearidade.

Ao passo em que v # 0 temos contragdo de drea no espago de fases (como serd
provado na subsecao , desta forma, o sistema passa a apresentar a existéncia de
atratores. Para o caso em que considerarmos dissipacao e também pequenos valores de
nao linearidade, o espaco de fases para o mapeamento apresenta pontos fixos de
convergéncia assintética, ou entao, os chamados sinks [1},2,23]. A Figura nos mostra
a trajetoria da evolucdo das particulas (transiente) convergindo para o ponto fixo de
atracao (ponto vermelho) centrado em (0, 7) do espago de fases referente ao mapeamento
dissipativo para os parametros de e = 1 e v = 1073,

2

e

Figura 2.4: Espaco de fases do mapeamento 1' para € = 1 e v = 1072 mostrando a con-
vergeéncia do transiente para o ponto fixo de atracao, ou mesmo sink, em vermelho

centrado em (0, ).

Ao passo em que € é grande, seja ¢ > 10, o espaco de fases perde a existéncia dos pontos

fixos de atracao e passa a apresentar atratores cadticos em sua dinamica. A transicao de
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fase investigada neste trabalho é a transigao de fase de difus@o ilimitada (y = 0) para
difusao limitada v # 0 para alta nao linearidade atribuida ao sistema. FEsta transicao
serd dada no limite de pequenos valores de dissipacao 7 (préximo a transi¢ao) e grandes

valores do parametro de controle e.

10000 : : — 10000
8000 o i i 8000 |
6000 6000 ]
4000 4000 |
2000 2000 |

I o I o |
-2000 -2000 ]
-4000 -4000 il
-6000 -6000 ]
-8000 -8000 il

-10000 ] -10000 : ' : _

0 2 4 6 0.00 0.01 0.02

(a) 0 (b) P(l)

Figura 2.5: (a) Espaco de fases para o mapeamento (2.16) com ¢ = 150 e v = 1073, Foram
utilizadas uma grade quadrada de condicoes iniciais iteradas em 10* distribuidas
uniformemente para 6y € [0,27]. (b) Distribuicao de probabilidade para o atrator

cadtico apresentado em (a).

O espago de fases apresentado pela Figura (a) nos mostra um atrator cadtico para os
parametros v = 1072 e € = 150. A medida em que nao tivermos dissipacao no sistema
(v =0) e é aplicada alta nao linearidade, as 6rbitas cadticas passam a se difundir ilimita-
damente para 00 no espago de fases (este pode ser observado na segéopela Figura
(¢)). Contudo, com a dissipagao temos o surgimento de atratores caéticos indicando uma
supressao desta difusdo de particulas no espago de fases (difusdo limitada), como é ob-
servado pela Figura (a). Ja na Figura (b) temos a distribuigao de probabilidade
para a densidade de pontos no espaco de fases. Podemos perceber que a maior densidade
de pontos localiza-se préoxima de I = 0 e sua distribui¢ao decai conforme se afasta desta

origem.
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2.3.1 Contracao de area no espaco de fases

Semelhantemente ao processo realizado em [2.2.1] para caracterizarmos agora o espago
de fases do mapeamento ([2.16)) quanto a preservagao ou contragao de drea devemos obter
os novos coeficientes da matriz Jacobiana (2.12)) considerando as equagoes do mapeamento

padrao dissipativo, portanto temos que:

OIn+1 _ 8((1—v)In+esin (6y))

® on T oI, =1-7
Olny1 _ O((1—v)In+esin(0y)) .

o it = 5o, =ecos (0,);
80714»1 _ a(9n+ln+1) — _ .

¢ oI, oI, =1 v €

ni1 _ OOntIni1) _
o Spt =g =1+ ecos (0,).

Portanto a matriz Jacobiana para o mapeamento (2.16|) é dada por

Je [1—7 e cos (6,) ] | (2.17)
1—v 1+ecos(by,)

e sua determinante

detJ =1— . (2.18)

O resultado da Equacao indica que conforme for introduzida dissipacao no
sistema (v # 0) passamos a observar contragao de drea no espago de fases, visto que pela
relagao dA, 11 # dA, < v # 0, violando o Teorema de Liouville. A contracao de
area esta diretamente relacionada ao surgimento de determinadas estruturas no espaco de
fases, como a presenca de sinks (para pequenos valores de €) e de atratores caéticos (para

grandes valores de €).

2.4 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao utilizados como grandezas indicadoras de caos em
sistemas dinamicos [12]. Estes mostrarao se as érbitas estudadas sao sensiveis as condigoes
iniciais, ou de outra forma, indicarao como serd dado o afastamento ou nao de duas
condigoes iniciais infinitesimalmente préximas apdés um periodo longo de tempo desta
dinamica. Para introduzirmos este conceito consideraremos primeiramente mapeamentos
unidimensionais.

Seja um mapa unidimensional escrito pela seguinte expressao

Tni1 = f(xn), (2.19)
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em que x sao os possiveis estados configuracionais do sistema e f é uma funcao de operacao
do mapeamento. Ao evoluirmos este mapeamento para a n-ésima iteracao, teremos a
criagdo de uma 6rbita. Desta forma, a distancia entre duas érbitas (que inicialmente sdo

infinitesimalmente préximas) na n-ésima iteragao é definida como

d=|f" (2o +e) = [ (o), (2.20)

onde z( identifica uma condicao inicial e € é uma pequena perturbacao sobre xg.

Podemos definir também a distancia relativa d/e e admitir que esta razao tenha um

A sendo que A é definido como o expoente

comportamento exponencial do tipo d/e = e
de Lyapunov. Como mencionado, ¢ é um fator muito pequeno, portanto considerando
e — 0 temos que

d | f" (@0 +e) = [P )|

lim — = lim = e (2.21)
z—0 g x—0 I

Da Equagao , podemos notar que ao passo em que o expoente de Lyapunov A\ for
positivo (A > 0), temos um afastamento exponencial das drbitas geradas a partir do
fornecimento de duas condigoes iniciais muito préximas, portanto uma confirmacgao de
caos (sensibilidade a condigoes iniciais). Por outro lado, se A < 0 teremos que as érbitas
permanecem préximas (A < 0), ou entdo sofrerao um afastamento linear (A = 0), estes dois
casos indicam Orbitas nao cadticas pelo sistema. Nota-se também que o limite escrito em
(2.21]) é exatamente a definicao de derivada, portanto, podemos reescreve-la da seguinte

forma

lim

z—0

M) (g + £) — FO (0
PRt ) 2 TR0 |y = o (222)

Tomando a funcao logaritmica de ambos os lados da Equacao (2.22)) temos que

M= (zo)| = | f'(@n-1) f'(2n-2) ' (€ns)... /' (o). (2.23)

Agora, utilizando a propriedade logaritmica (In(A.B) = In(A) 4+ In(B)) e também iso-

lando o expoente de Lyapunov A, obtemos

=Sl ) (2.24)

Como a convergéncia do expoente de Lyapunov é dada para um numero de iteragoes

suficientemente grande, temos que
1l ,
A= nh—>ngoﬁ E_ In | f'(z;)]. (2.25)
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Agora, para estender este procedimento para mapeamentos bidimensionais, como por
exemplo o mapeamento padrao (2.11)), os expoentes de Lyapunov serao dados pela seguinte

expressao

1 .
A = lim —In|AY)|, (2.26)

n—oo 1
em que o indice j = 1,2 e AY identifica os autovalores da matriz M = [T, Ji(L;,0:,) =
Jndp—1Jp—s...JoJ1, sendo que J é a matriz Jacobiana do mapeamento avaliada na orbita
(1;,0;). Como os expoentes de Lyapunov sao avaliados para um nimero grande de ite-
racoes n, o produtério das matrizes Jacobianas J; pode levar a uma indeterminacao de
seus coeficientes (overflow), nao sendo vidvel esta aplicacao. Contudo, um algoritimo de
triangularizagao criado por Eckmann e Ruelle [24] nos permite reescrevermos a matriz
Jacobiana J em termos do produto J = ©T, em que © é uma matriz ortogonal, i.e. sua
inversa ¢ igual a transposta [25] (7! = ©%) e; T' é uma matriz triangular superior. Estes

ultimos sao escritos por:

o (cos (#) —sin (0)) 7 (2.27)
sin ()  cos(0)

Ty T
T="" "7, (2.28)
0 T

A matriz M pode ser reescrita convenientemente da seguinte forma

M - Jn_ljn_g...Jg(I)Jl - Jn_ljn_g...Jggl@l_th (229)

desta forma podemos definir T} = @l_lJl e jg = J,01, assim temos que

M = Jy 1 Jp_g..J30,05 T (2.30)

Agora realizando o mesmo procedimento para Tp = ©,'.J;. Podemos perceber que o
algoritmo resume-se a analise dos elementos de T'. Desta forma, para que possamos obté-

los, usaremos que 7} = ©7'J;, portanto

Ty T2\ [ cos(f) sin(0) J11 Ji2 (2.31)
0 Ty —sin () cos(6)) \Jjor Joo
O elemento T, da matriz T} nos leva a seguinte relacao

—jusin(0) 4+ joycos () =0 =

22



sin (6) _Jn
cos (0)  ji
Elevando todos os termos da Equacao (2.32) ao quadrado e utilizando a relagdo funda-

(2.32)

mental da trigonometria (cos? (§) = 1 — sin? (6)), temos que:

3 2 .2
sin” () J21 . 9 9 9 o
Tan) - E = sin® (O)[ji;, +Jnl =jn =

— sin(f) = =2, (2.33)
Vi1t Ja
e consequentemente,
J11
Vit
Desta forma, como T1; = ji1cos(6) + jorsin(0) e Tog = —jiasin (0) + joo cos (0) pela
Equagao (2.31]), podemos utilizar as equagoes ([2.33]) e (2.34]) para obter os elementos da

diagonal principal da matriz T} (T3 e Tys), portanto

9 )
Ty = %, (2.35)
VI T Ja
e também,
Ty = J11J22 — ]12]21' (2.36)

Vit + J5

Agora basta obtermos J, = J,01, que pode ser dado pela expressao

(%:11 512) _ (J:n J:12> (C?S (0) —sin (0)> (2.37)
J21 J22 J21 J22 sin (0)  cos ()

O procedimento utilizado para a obtencao dos elementos T1; e Ty da matriz T,,—; (primeira
iteragao) deve ser repetido até o final da série de matriz JyJs...J,,_2J,_1J,, de forma em

que os expoente de Lyapunov sao dados por

by :?}LIEOZInH}(;)L j=1,2. (2.38)
1=1

Em sistemas Hamiltonianos (como é o caso do mapeamento padrdo), os expoentes de
Lyapunov aparecerao em pares e com sinais contrarios |1, de forma que A; + Ay + A3 +
A
Figura mostra a convergéncia do expoente de Lyapunov positivo dado pela Equacao
para € = 10® e dez diferentes condicoes iniciais de 6, iteradas 10% vezes na regiao

de baixa agao do espaco de fases da Figura (¢). O valor assint6tico obtido no regime

n . ,
= 0, ou mesmo, »_.*{" \; = 0, desta forma, consideraremos o seu médulo. A

Npar

23



de saturacdo das curvas foi de \; = 6,2146(1), portanto, indicando um comportamento
cadtico para o mapeamento . Ja na Figura temos o mesmo calculo para os ex-
poentes de Lyapunov que em contudo, para o mapeamento padrao dissipativo .
Os parametros de controle utilizados foram ¢ = 150 e v = 1072, descrevendo o com-
portamento apresentado pelo atrator cadtico do espaco de fases da Figura O valor

assintGtico obtido no regime de saturagio das curvas foi de Ay = 4, 3175(1).

6.35

6.30

6.25

h=162146(1) | 7

6.20 -2 -
A —— G- 0.5
——0 =10

6.15 %=1, ]
—— 20
- 2.5

6.10 - \

—— )= 4,5
6.05 1= 6,-5.0 _
——,= 6,0
600 Lol Lol ol co vl Lol i
10° 103 10* 10° 10° 107 10%

n

Figura 2.6: Convergéncia do expoente de Lyapunov positivo referente ao espaco de fases [2.3
(c) para 10 diferentes condigoes iniciais de y evoluidas 10® vezes para Iy = 10 .
O parametro utilizado foi € = 103. O valor médio do expoente obtido foi A\; =
6,2146(1).
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A =43175(1)

——G=2n| -
——G,= 0,5
—— = 1,0
—— )= 2,0

6=2,5
—— =T
——G,= 4,0
—— =45

6,= 5,0
——,= 6,0
415 | vl Lol IR | vl L
103 10* 10° 10° 107 108

n

Figura 2.7: Convergéncia do expoente de Lyapunov positivo referente ao espaco de fases (a)
para 10 diferentes condicSes iniciais de g evoluidas 108 vezes para Iy = 107 %. Os
parametros utilizados foram € = 150 e v = 1073. O valor médio do expoente obtido
foi Ao = 4,3175(1).
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Capitulo 3

Descricao da difusao caédtica de particulas

no espaco de fases

Neste Capitulo serao abordadas duas diferentes metodologias para a caracterizagao
da difusdo cadtica de particulas no espago de fases apresentado na se¢do [2.3] A primeira
sera uma abordagem fenomenoldgica a partir de simulagoes numéricas aliadas a um con-
junto de hipdteses de escala e a uma funcao homogénea generalizada conduzindo assim
a um conjunto de expoentes criticos que definem o comportamento das curvas de I,
responsaveis por caracterizar esta difusdo. A invariancia de escala é confirmada, sendo
este um importante fator indicativo de que o sistema estd passando por uma transicao de
fase continua. A segunda descri¢ao é analitica a partir da solucao da equagao da difusao
fornecendo assim a densidade de probabilidade de se observar uma particula com uma
determinada acao I em um instante de tempo n. Por fim, estas duas metodologias sao

comparadas a fim de reforcar o sucesso deste formalismo.

3.1 Abordagem fenomenoldgica e analise de escalas

Como previamente discutido na sec¢ao [2.2] & medida em que é aplicada alta nao li-
nearidade sobre o mapeamento de estudo (2.11)), o espaco de fases passa a se difundir
ilimitadamente para +oo, contudo, com a introducao de dissipagao no sistema temos a
aparicao de atratores cadticos, que por sua vez, levam a uma supressao desta difusao de
particulas no espago de fases (difusao limitada). Nesta se¢ao serd abordada uma descrigao
fenomenoldgica [26H34] sobre a difusao de particulas no espago de fases nestes dois limites
(difusao ilimitada para v = 0 e difusao limitada para v # 0) através da agdo quadratica
média ﬁ, que define entao I,,,; = \/ﬁ . Este observavel serd dado através de uma média

sobre o conjunto de condicoes iniciais atribuidas ao sistema
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(3.1)

em que M identifica o nimero de condicoes iniciais variadas ao longo do atrator cadtico. O
somatoério em ¢ identifica a média do conjunto de condigoes iniciais utilizadas. E definido
entao uma média sobre ensemble estatistico de condicoes iniciais do sistema.
Primeiramente, considerando o mapeamento padrao sem dissipacao , temos que
~v = 0, desta forma, podemos observar os resultados simulacionais da Equagao para
diferentes parametros de controle e. A Figura [3.1] nos mostra o comportamento das
curvas de I,,,s no tempo n para um conjunto de M = 15000 condigdes iniciais 6 € [0, 27]

distribuidas uniformemente para uma acao inicial de baixa energia Iy = 10~ e.

Figura 3.1: Grafico de I,s vs.n para v = 0 e; 6 diferentes parametros de controle e.

A partir da Figura podemos perceber como as curvas de [,,,s divergem no infinito sob
o comportamento de um crescimento acelerado em lei de poténcia. Veremos a seguir que
com a introducao de dissipacao no sistema este comportamento das curvas sera perturbado
identificando uma mudanca de regime de crescimento acelerado para um novo de regime
em que as curvas atingem um valor de saturacao caracterizando a supressao de difusao
das particulas pelo atrator cadtico no espaco de fases.

Como observado pela equacao do mapeamento padrao dissipativo , podemos
identificar dois diferentes parametros de controle, € e . Desta forma, a andlise de es-

cala para a difusao de particulas sera feita em duas diferentes subsecoes fixando-se um
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dos parametros de cada vez, e por fim sera feita uma associacao destas duas analises

unificando-as através da identificacao da invariancia de escala presente no espaco de fases.

3.1.1 Anadlise de escala para  constante

A Figura mostra os resultados simulacionais da Equagao (3.1]), representando as
curvas de I,,,,s em funcao do tempo n para 6 diferentes parametros de controle € e um valor
fixo de v = 10~*. Foram utilizados um conjunto de M = 15000 condicdes iniciais, sendo

M valores de 6 € [0, 2] uniformemente distribuidos para um valor inicial Iy = 10~ "e.

T
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Figura 3.2: Plot de I,svs.n considerando v = 1074 e; 6 diferentes parametros de controle €.

Como observado pela Figura [3.2] podemos notar a presenga de trés diferentes com-
portamentos: para pequenos valores de iteracao (n < n,) as curvas de I,,,s apresentam
um regime de crescimento acelerado; para grandes valores de iteragdo (n > n,) temos
um regime de saturacao constante e; por fim, a mudanca do primeiro regime de cresci-
mento acelerado para a de um platd constante de saturacao, que ¢é identificado em um
nimero caracteristico de iteracao n,, sendo este o nimero de crossover. Estes trés dife-
rentes regimes podem ser caracterizados por expoentes criticos responsaveis por descrever
a dinamica apresentada em cada caso, estes serao nomeados como: 3, aq € z.

A partir do comportamento observado pela Figura [3.2] podemos definir trés hipiteses
de escala relacionando-as a cada expoente critico, desta forma temos:

1-) Para valores de n < n,, o comportamento de I,.,,s(n,€) é dado por
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Lrms(n,€) o (nez)ﬂ, (3.2)

onde [ identifica o expoente critico de crescimento acelerado.

2-) Para valores de n > n,, as curvas atingem um regime de saturacao, desta forma

Irms sat(n, €) o< €71 (3.3)

em que oy ¢ o expoente critico de saturacgao.
3-) E por tltimo, temos a mudanca do regime de crescimento acelerado para o de um

plato constante, identificada pelo ntimero de crossover n,, dada por

Ny X €71, (3.4)

em que z; € o expoente critico de crossover.
A partir destas trés hipéteses de escala podemos propor uma funcao homogénea gene-

ralizada que descreve o comportamento das curvas de I,,,s. Esta é dada por

Lims(n€%, €) = U (1°n€?, 1%), (3.5)

aqui [ é um fator de escala e a e b sao expoentes caracteristicos. Portanto, primeiramente

escolhendo de forma conveniente que [“ne? = 1, temos que

[ = (né?) s, (3.6)

Levando este tltimo resultado na Equagao (3.5 temos

b

Lims(n€, €) = (n€?) ™« Ly (1, (ne®)~ae), (3.7)

b , . .
em que (1, (ne?)"ae) é assumido constante para n < n,. Assim, comparando a

Equacio (3.7) com a primeira hipdtese de escala (3.2)), temos que (ne?)"« = (ne?)? —
f = —1/a. Podemos entdo realizar novamente o mesmo procedimento, contudo agora

escolhendo [%¢ = 1, assim temos que

IS

l=c¢ (3.8)

levando este novo resultado na Equagao (3.5 temos que

Lms(ne?, €) = 6_%ITm5(e_%n62, 1), (3.9)

a . .
sendo I.,s(¢ one*, 1) assumido constante para m > n,. Assim comparando a Equa-

¢ao 1} com a segunda hipotese de escala 1) obtemos que €' = b o= o =—1 /b.
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O terceiro expoente critico z; é obtido quando o fator de escala [ é coincidente para os
dois regimes (crescimento acelerado e saturagdo constante), visto que este representa a
mudanca de um regime para o outro em um nimero especifico de crossover n,, portanto

igualando as Equacoes (3.6) e (3.8]) e considerando a1 = —1/b e f = —1/a temos que

(ne?)” = e, (3.10)

que nos da

ng=e? 2 (3.11)

Comparando a Equagao (3.11)) com a terceira hipdtese de escala (3.4]) obtemos que

o= % —2|. (3.12)

| ——
Lei de Escala

A Equacao representa uma expressao analitica relacionando os trés expoente cri-
ticos, definindo assim uma lei de escala. A partir do conhecimento de dois expoentes
criticos torna-se possivel a obtencao do terceiro.

O expoente critico S pode ser obtido a partir da primeira hipotese de escala ,
em que temos a relaciao de I, vs. (ne?)’. A Figura representa a Figura apos as
transformacoes de escala I.,s — Lms € n — (ne?)?. O expoente critico obtido foi de
S = 0,4988(4), ou mesmo 5 ~ 0,5, através de um ajuste em lei de poténcia, sendo este
referente a um baixo limite de iteragoes n << n,.

O expoente critico oy foi obtido através da relagao estabelecida pela segunda hipotese
de escala (3.3) para um regime de plato constante de saturagdo (n >> n,). Portanto,
foi plotado um grafico de I,,,s st para diferentes valores de €, como pode ser visto pela
Figura O valor obtido para este expoente foi de a; = 0,996(1).

Por fim, temos o terceiro expoente critico z;, que foi obtido pela terceira hipotese de
escala . O numero n, identifica o niimero especifico de iteracao n o qual indica a pas-
sagem de um regime de crescimento acelerado (relacionado ao expoente () das curvas de
Ims para o de um regime de saturacao constante de saturagao (relacionado pelo expoente
aq). Portanto é plotado um gréfico de n, para diferentes valores de €, como observado
pela Figura O valor para o expoente de crossover obtido foi de z; ~ 0.

Portanto, a partir do conhecimento de dois expoentes criticos numericamente calcu-
lados, por exemplo 5 e ay, podemos obter o terceiro (z1) através da obtida lei de escala

(3-12), e portanto, comparé-lo com com o resultado numérico obtido na Figura assim

«
7 = El—zzo. (3.13)
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Figura 3.3: Mesmo plot realizado na Figura apés a transformacdo de escala n — ne2. O

valor obtido para o ajuste em lei de poténcia foi de 8 ~ 0, 5.
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10 10° 10 10°
e

Figura 3.4: Comportamento de Iy sqt VS. € para n >> ng e 7 = 107% O expoente critico
obtido foi de a; = 0,996(1).

O valor obtido para z; utilizando a lei de escala (3.12) estd de acordo com aquele encon-

trado numericamente através do ajuste em lei de poténcia visto pela Figura [3.5]
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Figura 3.5: Comportamento de n, vs. € para n = n;. O expoente critico obtido foi z; =~ 0.

Agora consideraremos o desvio padrao médio de I sobre o conjunto de condigoes iniciais

M, o qual é dado por

o(n,e) = % Z \/I_f(n, €) — TZ-Q(n, €). (3.14)

Foi também utilizado um ensemble de M = 15000 condicoes iniciais iteradas em 10® vezes
para valores iniciais de baixas energias I, = 10~7¢ e § uniformemente distribuido em
0 €10, 2m].

A Figura nos mostra o comportamento das curvas de o(n, €) em fungao do tempo n
para 6 diferentes parametros de controle € e v = 1072 constante. Estas curvas apresentam
o mesmo comportamento daquelas observadas pelas curvas de I, vs. n (Figura ,
assim, podemos também investigar os expoentes criticos de aceleragao, saturagao e cros-
sover presentes para o desvio padrao médio o. O expoente de crescimento acelerado foi
de 8 ~ 0,5, como pode ser visto pela Figura (b). O Expoente critico de saturagao
e o expoente de crossover, nomeados respectivamente p; e d;, podem ser obtidos atra-
vés de simples ajustes em lei de poténcia a partir das hipdteses de escala anteriormente
estabelecidas e , contudo, agora temos oy o €4 e n, o< €91,

Os valores obtidos para p; e §; foram respectivamente iy = 0,996(1) e 4; ~ 0 como
pode ser observado pelas Figuras e¢[3.8] De forma similar, observamos que estes novos
expoentes criticos também estao conectados e de acordo com a lei de escala obtida em

(3-12)), visto que pela relacao 6; = p1/8 — 2 ~ 0 temos uma boa concordancia com o
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Figura 3.6: (a) Plot das curvas de o vs.n considerando v = 1073 e 6 diferentes parametros de
controle €. (b) Mesmo plot de (a) apés a transformacgdo de escala n — ne?. O

expoente critico obtido pelo ajuste em lei de poténcia foi 5 ~ 0, 5.
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Figura 3.7: Comportamento de oq vs. € para n >> n, e v = 1074, O expoente critico obtido
foi de p1 = 0,996(1).
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Figura 3.8: Comportamento de n, vs. € referente as curvas de o. O expoente critico obtido foi
(51 ~ 0.

resultado numérico obtido para ;.

3.1.2 Analise de escala para ¢ constante

Nesta subsegao repetiremos o processo realizado em[3.1.1] de forma a obtermos os novos
expoentes criticos que descrevem a dinamica de difusao de particulas ao considerarmos o
parametro de controle € constante para diferentes valores de v, bem como sera encontrada
uma nova lei de escala que relaciona estes novos expoentes em uma tnica expressao. A
Figura mostra as curvas de I,,,, em funcao do tempo n para 6 diferentes parametros
de controle v e um valor fixo de ¢ = 150. Foram utilizados um conjunto de M = 15000
condigbes iniciais, sendo M valores de 6 € [0, 27| uniformemente distribuidos para um
valor inicial Iy = 107 7.

De forma andloga a andlise sobre a Figura [3.2] realizada na subsegao [3.1.1, pode-
mos perceber os trés mesmos comportamentos apresentados pelas curvas de [,,,s vs.n na
Figura [3.9) Estes trés comportamentos poderao ser caracterizados por novos expoentes
criticos nomeados: [, oo € 2.

Com base no comportamento das curvas de I,,,,s apresentadas pela Figura[3.9 torna-se
possivel definirmos trés novas hipoteses de escala, sao elas:

1-) Para valores de n < n,, o comportamento de I,.,,s(n,7) é dado por
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Figura 3.9: Plot de Iyusvs.n considerando € = 150 e; 6 diferentes parametros de controle .

Loms(n,7y) o< P, (3.15)

onde 3 é o expoente critico de crescimento acelerado.

2-) Para valores de n > n,, as curvas atingem um platd constante de saturagao, assim

Irms,sat(na '7) X 7a27 (316)

em que oy é o expoente critico de saturacao.
3-) E por tltimo, temos a mudanca do regime de crescimento acelerado para o de um

plato constante, identificada pelo nimero de crossover n,, dada por

Ny X Y2, (3.17)

em que zo € o expoente critico de crossover.
Definindo entao uma fungao homogénea generalizada e utilizando estas trés novas hipé-
teses de escala, podemos realizar o mesmo procedimento de forma a obtermos esta nova

lei de escala. A funcao sera dada por

Loms(n, ) = ks (K, k%), (3.18)

em que k é um novo fator de escala e ¢ e d sao expoentes caracteristicos. Primeiramente

serd escolhido de forma conveniente k°n = 1, assim
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Q=

k=n". (3.19)

Levando este tltimo resultado na Equacao (3.18) temos que

Lms(n,7) = 0% Lyns (1,07 ¢7), (3.20)

em que I,,s(1, n’%fy) pode ser assumido constante para n < n,. Assim, comparando a

Equacao 1) com a primeira hipdtese de escala 1} temos que ne=nf — b=
—1/c.

Realizando novamente este mesmo procedimento, contudo, para k%y = 1, temos que

k=q71. (3.21)
levando este novo resultado na Equagao (3.18]) temos que
[Tm8<nv 7) = ’yié[rms«}/i%na 1)7 (322)

em que I,,s(y"in,1) pode ser assumido constante para n > n,. Assim comparando a

Equacao com a segunda hipdtese de escala obtemos que 7_5 =72 = qp =
—1/d.

O terceiro expoente critico zo é obtido quando o fator de escala k é coincidente entre os
dois regimes (crescimento acelerado e saturagao constante) em um ntmero especifico de
crossover nx, portanto igualando as Equacoes e e considerando ap = —1/d

e f = —1/c temos que

nf =~ (3.23)

portanto,

Ne =7". (3.24)

Comparando a Equacgao ([3.24) com a terceira hipdtese de escala (3.17) obtemos que

@2
p

—_—
Lei de Escala

Z9 —

(3.25)

Sendo a Equacao uma lei de escala relacionando estes trés novos expoentes criticos
em uma unica expressao. Para que possa ser possivel validarmos este tltimo resultado os
expoentes criticos foram também obtidos numericamente.

Como pode ser visto pela Figura [3.9] o expoente critico g ja foi calculado a partir

de um ajuste em lei de poténcia. Vale notar que o gréfico de I,,svs.n (Figura [3.9) ja
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representa o que foi proposto pela primeira hipdtese de escala no limite de n < n,.
O valor obtido numericamente para este expoente foi de 5 = 0,4966(5) ~ 0, 5.

O expoente critico as pode ser obtido pela relagao da segunda hipotese de escala
no limite de um nimero grande de iteragoes (n > n,). Desta forma, foi plotado um gréfico
de s st para diferentes valores do parametro de controle 7, como pode ser visto pela

Figura O valor obtido para o expoente de saturagao foi de ay = —0,4993(3).

10° e

® Dados numéricos
Ajuste lei de poténcia| |

I rms,sat

10 |

o, = -0,4993(3)

10°° 107 10 1073
Y

Figura 3.10: Comportamento de Ip,ssqt vS.y para n >> ng, e € = 150. O expoente critico
obtido foi de ap = —0,4993(3).

Por ultimo, temos o terceiro expoente critico zo, que pode ser obtido através da relacao
estabelecida pela terceira hipotese de escala . Através desta relacao é feito um plot
de n, para diferentes valores de v, sendo n, o numero de crossover, que identifica a
transicao do regime de crescimento acelerado para o de saturacao constante das curvas
de I . Este pode ser visto pela Figura [3.11] O valor obtido numericamente para este
expoente foi de z5 = —1,004(2).

Desta forma, a partir do conhecimento de dois expoentes criticos numericamente cal-
culados, sejam [ e ao, podemos obter zy através da relagao tedrica , e portanto,
compara-lo com com o resultado numérico mostrado na Figura [3.11} assim

(%)

O valor obtido para z; pela lei de escala (3.25]) esta de acordo com aquele encontrado

numericamente através do ajuste em lei de poténcia visto pela Figura [3.11]
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Figura 3.11: Comportamento de n, vs.vy. O expoente critico obtido foi zo = —1,004(2).

Agora, consideraremos o desvio padrao médio que é dado por

7(1,7) = 37 3y B,7) — T (,9). (3.27)

A Figura[3.12)nos mostra as curvas de o vs. n para 6 diferentes parametros de controle
v e e = 150.

Analogamente ao caso anterior estas curvas apresentam o mesmo comportamento das
curvas de I,.,svs.n, porém, agora para € constante (Figura , desta forma podemos
calcular numericamente os trés expoentes criticos que descrevem esta dinamica: (3, o €
0s.

Os valores obtidos para ps e dy foram respectivamente ps = —0,4994(6) e §y =
—1,003(2) como pode ser observado pelas Figuras e A conexao deste novos
expoentes criticos com a lei de escala é dada pela relacao 63 = o/ ~ —1, em boa

concordancia com o resultado numeérico obtido para d,.

3.2 Caracterizagao analitica e solucao da equacao da difusao

A caracterizagao analitica [35H38] da difusdo de particulas para o atrator cadtico do
espaco de fases da Figura (a) serd também dada pelo observavel I,,,,, contudo, agora

este é obtido a partir da solugdo da equagao da difusao [10,38]. A equagao da difusao é
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Figura 3.12: Plot das curvas de ows.n considerando € 150 e; 6 diferentes parametros de

controle v. O expoente critico obtido através do ajuste em lei de poténcia foi de

B ~0,5.
10° o L] B L B I
® Dados numéricos ]
Ajuste lei de poténcia| -
o 107 | .
1, = -0,4994(6)
101 vl vl R | vl
10 107 10 10°

Y

Figura 3.13: Comportamento de o4, vs.y para n >> n, e € = 150. O expoente critico obtido
foi de pa = —0,4994(6).
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Figura 3.14: Comportamento de n, vs.~y referente as curvas de o. O expoente critico obtido foi
do = —1,003(2).

escrita da seguinte forma:

OP(I,n) D82P(I, n)
on orz ’
aqui P identifica a probabilidade de observarmos uma determinada acao I em um instante

(3.28)

de tempo n conhecido e; D é o coeficiente de difusao ainda a ser determinado.
O coeficiente de difusao D pode ser obtido pela primeira equacao do mapeamento

(2.16]). Desta forma, tomando o quadrado desta expressao temos

P = (1 =722 +2(1 — ) Lesin(,) + € sin®(6,,). (3.29)

Considerando também independéncia estatistica entre as variaveis I,, e 6,, uma média

sobre todo o conjunto de 6 € [0, 27] resulta em

- - 2
Py = (1— 27+ 422, + % (3.30)

visto que sin (6,) = 0 e sin®(6,) = 1/2. As particulas ao longo do atrator cadtico se

difundem de forma em que o coeficiente de difusao pode ser dado por D = ﬁ—”zl’a,
portanto, da Equagao (3.30]) temos
9y 2
D(v,e,n) = 1 =2) >12n + (3.31)



A expressio de I2, na Equacio 1) é também obtida da primeira equacao do ma-
peamento dissipativo (2.16), de forma em que podemos transformar uma equagdo de

diferencas em uma equacao diferencial ordinaria

— — 2, -17, _dI?
2, —12, ="t “no 3.32
H (n+1)—n dn’ (3:32)
desta forma temos que
drz — e

A equagao diferencial (3.33]) é separdvel e pode ser resolvida da seguinte forma:

/ — = / dn. (3.34)

o —-2P+e2

Definindo entdo u = y(y — 2)I% + €2/2, temos que du/dI?> = (v — 2), ou mesmo, dI% =

Y(y=2)I%(n)+€2/2

du/v(y — 2). Portanto temos

em que, integrando temos

:n,

y(v—2)I2+€2/2
1 — €2 , e
— |In 7(7—2)12(71)"'5 —In | ~v(y—2) +E =n,

In (7(7 — 2)1%(n) + ;) =n(y —2)+In (7(7 — )12 + g) (3.36)

Aplicando a funcao exponencial na Equagao (3.36]) temos

— 52 (y— 62
Wy =2) )+ 5 =¢ =2 (v(’y —2)I5 + 5),

e por fim temos que ﬁ(n) pode ser escrito como

2 2
T2(n) = 02 (]2 b ) E— 3.37
() " 29(y-2)) 29(y-2) (3:37)
Portanto a Equagao (3.31)) pode ser escrita como
Yy —2)(1—en(72 2 ¢ )
D = B —— |02, 3.38
(77 €, TL) m ( 1 — 6’7(7_2) 0 + 27(7 . 2) € ( )

41



A partir da Equacao (3.38)) podemos observar que o intervalo da validade para a expressao

do coeficiente de difusao D > 0 é dado quando temos a condigao

562

de forma em que as condigoes iniciais do sistema devem ser do tipo I§ < €2/(2v(2 — 7)).

2

2+ <0, (3.39)

A Figura [3.15] (a) e (b) nos mostra o plot de D/€® vs. n para diferentes combinagoes de
parametros de controle € e v considerando condigoes iniciais de baixa energia Iy ~ 0.

A Figura m (a) foi construida para v = 1072 e 4 diferentes parametros de controle
€, sendo eles: € = 10, e = 50, ¢ = 100 e ¢ = 150. Como o o eixo horizontal do grafico
¢ dado em escala logaritmica podemos perceber que a variacao de D, em um instante n
para n + 1, é muito pequena, podendo entao ser considerado constante no tempo. Este
fato trarda um grande efeito para a solucao da equagao da difusao como sera visto mais
adiante. J& a Figura [3.15] (b) nos mostra D/e? vs. n considerando e = 150 e 4 valores
dey: v =102,y =103, v = 107* e v = 107°. J4 na Figura [3.15 (c) temos o mesmo
grafico de (b) apds a transformacao de escala n — n<y, apresentando invariancia de escala
de D/€* para a conveniente varidvel ny.

Para que possamos obter uma solucao para a equacao da difusao , devemos definir
as condigoes de contorno existentes para P(I,n). Considerando que condigdes iniciais
ideias sugerem que P(I,0) = 0 para todos os pontos no espaco (I, ) com excegao daquelas
estabelecidas em [ = I, ou seja, nas condigoes iniciais do sistema. Esta afirmacao pode

ser descrita por meio da funcao delta de Dirac

P(I,0) = 6(I — o). (3.40)

As condigdes de contorno de P(I,n) sao entao definidas conforme a distribuigao observada

pela Figura (b) na subsecao de forma em que

lim P(I,n) =0. (3.41)

I—+oo

Como j& discutido em [10] o método da transformada de Fourier decompdem a densi-
dade de probabilidade P em uma familia de ondas planas com solucoes do tipo F/(k, n)e !,
desta forma, considerando que a equagao da difusao é homogénea no espaco, ela torna-se
invariante translacionalmente, de forma em que para uma solugdo qualquer P(I,n), te-
remos outra igualmente vélida dada por P(I — Al,n) que descreve a evolugao de uma
condicao inicial transladada por um fator Al. Portanto, sobre circunstancias bem ge-
rais a probabilidade pode ter solucao (translacionalmente invariante) do tipo P(I,n) =

F(k,n)e~*!. Levando este resultado na equacio da difusdo (3.28) temos
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D (y, &, n)/e*

Figura 3.15: Plot de D/e?vs.n para Iy = 1078¢ e diferentes combinagdes de parametros de
controle: (a) v =103 e e =10, € = 50, ¢ = 100 e € = 150; (b) e = 150 e v = 1072,

7=10"3, 7 =10"* ey = 107 ¢; (c) mesmo plot que em (b) apds a conveniente
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transformacao n — n-y

OF (k,n)

on

OF(k,n)
on

e—ikI

—DE*F(k,n).

= —DK*F(k,n)e”™,

Cuja solucao pode ser facilmente obtida a partir da integragao por separaveis
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F(k,n) ) n
/ m — _Di? / dn, (3.43)
F(k,0) F'(k,n) 0

assim,
F(k,n) = F(k,0)e "%, (3.44)

A transformada de Fourier F'(k,n) |38] pode ser escrita como

F(kn) = F{P(I,n)} = \/% /_  pmyettar (3.45)

Desta forma, podemos obter F'(k,0) utilizando a condigdo de contorno (3.40)) em que
P(1,0) =0(I — 1), entao

1 +oo . ¢ikIo
F(k,0) = F{P(1,0)} = — §(I — Iy)e*dI = , 3.46
k0 = FPLO} = o= [ aU-Rear == (a0
visto que pela propriedade da filtragem [39,40] temos que fj;o d(z —a)f(x)dx = f(a).
Substituindo este resultado em ([3.44)) temos que F'(k,n) ¢ dado por
eiklo o—Dk*n
F(k,n)= ——— (3.47)

V21

Com base neste ultimo resultado podemos obtemos a transformada inversa de Fourier

P(I,n) a partir da seguinte expressao

1 Hoo ,
P(I,n) = — F(k,n)e *dk, 3.48
(1) = o= [ Pl (3.49
que nos leva a solucao
1 —(—Ip)*
P(I,n) = e 4Dn . (3.49)

vVarDn

A descricao da difusao de particulas no atrator cadtico do espaco de fases sera dado a
partir do observavel I, (n) = V1% = fj;o I?P(I,n)dI, que nos leva a

Lims(n) =1/2nD(n) + IZ. (3.50)

Desta forma, utilizando a expressao para o coeficiente de difusao D obtido em (3.38)

obtemos que

I o (L= (2 < 0-2) 4 2 3.51
rms (1) = 7(7—)m oer@ + 1. (3.51)
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A partir do resultado obtido pela Equagao (3.51) torna-se possivel analisarmos alguns
importantes limites de n para as curvas de I,,,. O primeiro deles é identificado ao

tomarmos n = 0

10 Ly (1) = Lo (0) = I, (3.52)

em que ¢ visto uma boa concordancia com a condicao inicial do sistema. Tomando agora

n — oo temos

1 €2
1 = — - 2, - (v=2) 2
1111—{20 Irms(n) \/'7(’7 2) <1 — 67(7_2)) (IO + 27(7 _ 2)>67 7 + [07 (353)

caracterizando o regime de saturagao das curvas de I,,,s vs.n. Expandindo f(z) =1—¢€"
em série de Taylor-Maclaurin com = = (7 — 2) temos que 1 — 072 ~ —~(y — 2).

Considerando também que as condigoes iniciais Iy ~ 0 obtemos

. e2e7(1-2) e1(r=2)
lim Irms = [rms,sat =

e de forma geral

-2, (3.54)

Irms,sat X 617_1/2- (355)

Este resultado confirma as hipoteses de escala e (Lrms,sat X €*17*?) estabeleci-
das para as curvas de I,,s no limite de saturagao constante (n — 0o). Também, pode-se
notar uma marcante concordancia entre estes valores obtidos para os expoentes criticos
« analiticamente, pela solucao da equacao da difusao, e aqueles obtidos pela descricao
fenomenoldgica (o = 0,996(1) e ay = —0,4993(3)), através das simulagdes numéricas.

Um terceiro importante resultado é obtido ao impormos n — 0, ou mesmo, n << n,,
identificando o regime de crescimento acelerado da difusao. Considerando também con-
dicoes iniciais muito préximas de zero e expandindo os termos 1 — ™72 e 1 — ¢7(0=2)

em série de Taylor a equacao (3.51)) pode ser reescrita como

R o ) R

consequentemente

1(v=2)
Ioms(n) =\ =—— (ne?) "%, (3.57)

e de forma geral temos que
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Lims(n) o< (ne?)'?, (3.58)

confirmando as hipoteses de escala e sobre o expoente critico de crescimento
acelerado 3, agora identificado como § = 1/2. E observada uma étima concordancia
com aqueles calculados numericamente pela descricao fenomenoldgica nas subsecgoes (3.1.1
eBI2

Por fim, um ultimo limite é obtido igualando a curva de I, sat com a Equa-
Gao , caracterizando o nimero de iteracao n em que ocorre a mudanca de um regime

de crescimento acelerado para o de saturagao constante, isto é, n = n,

"¢ e7(7=2ne2
29(2 1) 2
627('7_2)62 . 67(’7_2)7162
2v(2 —7) 2
=2 (3.50)
Ny = Y, .
(2-7)
e de forma geral
ng o< 2yt (3.60)

A Equagao (3.60) confirma as hipdteses de escala (3.4) e (3.17) (n, o €*'7*?) referentes

ao numero de crossover n,. Nota-se também uma Otima concordancia com os resultados

numericamente obtidos (21 & 0 e zo = —1,004(2)).

3.3 Comparacao entre as metodologias e a invariancia de

escala

Apos a obtencao da equacao analitica para as curvas de I, através da solucao da
equacao da difusao, podemos compara-las com aquelas obtidas por simulagao na descri-
cao fenomenolégica apresentada na secao [3.1l A Figura [3.16] nos mostra um grafico de
I.ms vs. n para diferentes combinagoes de parametros de controle € e ¥ comparando as duas
metodologias utilizadas (simulacional e analitica). Os circulos representam as simulagoes
numéricas obtidas a partir das equagoes do mapeamento ([2.16) (descricao fenomenolo-
gica) e as linhas continuas descrevem os resultados analiticos , realizados a partir
da solucao da equacao da difusao.

O conjunto dos expoentes criticos obtidos na secao [3.1] confirmam a invariancia de

escala encontrada na difusao caodtica do espaco de fases. Para tal verificacao podemos
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Figura 3.16: Grafico de I.,,s vs.n para diferentes combinagoes de parametros de controle € e ~.
Os circulos representam uma descrigao fenomenoldgica da acdo quadratica média,
ja as linhas continuas representam este mesmo observavel, contudo através de uma

descricao analitica apds a solucao da equacao da difusao.

realizar uma sobreposicao das curvas de I,.,,s para quaisquer diferentes valores de € e ~
em uma Unica curva universal. A transformacao a ser feita deve ser I,y,s — Lrms/ (€417%?)
en — n/(e1y%2).

A Figura apresenta todas as curvas exibidas em sobrepostas em uma curva
universal apds a transformacao de escala mencionada. Estd é uma confirmacgao evidente
da invariancia de escala sobre a difusao cadtica apresentada no espacgo de fases do mapea-
mento , sendo este um importante indicador de que o sistema esta passando por uma
transicao de fase continua ,, de fato, uma transicao de fase de difusao ilimitada para
limitada. O mesmo fendmeno é visto para as carvas de o vs.n, como pode ser observado

pela Figura [3.18] reforcando este formalismo.
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transformacdes de escala o — o/ (“19#2) e n — n/ (e219°2).
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Capitulo 4
Um nsight sobre a transicao de fase

Como proposto inicialmente, devemos responder a quatro perguntas essenciais propos-
tas em [10] que levam a caracteriza¢do de uma transigdo de fase, sdo elas: (1) qual é a
quebra de simetria do sistema; (2) quem seria um bom candidato a parametro de ordem
do sistema; (3) quais sdo as excitagoes elementares e; (4) quais sao os defeitos topoldgicos

que dificultam o transporte de particulas.

4.1 (1) Quebra de simetria

Em um posterior estudo sobre transi¢ao de fase em um sistema caético [14], a quebra
de simetria foi identificada no espago de fases, em que para os dois regimes da transi¢ao
(e =0 e e #0) as propriedades destes espagos de fases eram drasticamente modificadas,
analogamente a quebra de simetria vista pela Figura2.2, Contudo, para este atual estudo
de transicao de fase em um sistema dissipativo dado pelo mapeamento padrao devemos nos
atentar a uma nova quebra de simetria, nao no espaco de fases, porém em suas equagoes
dinamicas. A transicao de fase é observada na janela em que 7 estd préximo de zero e
temos alta nao linearidade atribuida ao sistema através do parametro de controle €. Ao

passo em que v = 0 a equacao dinamica para a acao I é dada por

L1 =1, + esin(6,). (4.1)

Neste sentido, para um nimero de iteracao n grande deste sistema |I| >> €, de forma
em que esta equagao sera aproximadamente [, = I, identificando assim uma simetria
nas equagoes dinamicas deste sistema. J& ao passo em que temos vy # 0, esta simetria

equacional é quebrada, levando a

Iy =1 —7)I,+esin(6,). (4.2)
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Na Equacao a variavel I, é contida por um fator dissipativo, nao permitindo um
difusao ilimitada da variavel I,,,,. Este fato é observado através da saturagao da difusao
de particulas observada para as curvas de I,.,5 vs. n, como visto pela Figura[3.2] Por outro
lado, esta saturagao nao é observada quando 7 # 0 (como visto pela Figura . Assim,
a quebra de simetria é identificada nas equacoes dinamicas da acao I sob os regimes de
transicao de fase, v = 0 e v # 0, o primeiro levando a um crescimento ilimitado das curvas
de I,,,s e o segundo suprimindo esta difusao cadtica ilimitada através de uma saturacao

das curvas de I, para longos tempos de iteracao n.

4.2 (2) Parametro de ordem

Como visto em [10] o parametro de ordem acaba por identificar as importantes varia-
veis que descrevem um determinado sistema. De forma geral, para justificarmos a escolha
do parametro de ordem em uma transicao de fase continua, duas condicoes devem ser

satisfeitas:

1. Primeiramente devemos ter que, ao passo em que o parametro que controla a tran-
sicao do sistema tende a zero, o candidato a parametro de ordem escolhido deve se

aproximar continuamente de zero (definindo assim um parametro de ordem);

2. O resultado de uma perturbacao externa sobre o parametro de ordem deve divergir
no mesmo limite em que o parametro de controle vai a zero, ou seja, a susceptibili-
dade y — oco. Este ultimo por sua vez caracteriza uma transicao de fase de segunda

ordem.

No estudo de uma transi¢ao de fase continua para um mapeamento conservativo [14], o
observavel identificado a parametro de ordem foram as curvas de [,,,; em seu regime de
saturagao (I.mssqt) para o parametro de transigao e, contudo, neste atual estudo, temos
que pela Figura |3.10 a medida em que o parametro de transi¢ao < vai a zero as curvas
de I s sqt VA0 para +00 continuamente, justamente o inverso do que espera-se para o
parametro de ordem. Desta forma, um étimo candidato a parametro de ordem deve ser
P = 1/]7‘ms,sat'

Para verificarmos tal fato, basta retomarmos o resultado obtido para as curvas anali-

ticas de Lmssat(n) (3.54)), assim vemos que

1 N 2(2 —7) 1/2
- 67(7_2)6

Irms,sat
de forma em que ao tendermos o parametro de transicao v a zero, vemos também que

o candidato a parametro de ordem p vai & zero continuamente (Figura [3.10)), atendendo
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entao um dos requisitos que o parametro de ordem deve ter em uma transicao de fase
continua. Por fim, a segunda proposicao pode ser verificada da seguinte forma: como

_(9p —-1/2
X—870<7 )

fica facil verificarmos que no limite de v — 0 temos que xy — o0, sendo este um fator

caracteristico de uma transi¢ao de fase de segunda ordem (transigao de fase continua).

4.3 (3) Excitagcoes elementares

Para a investigacao das excitacoes elementares devemos relembrar algumas caracteris-
ticas ja discutidas anteriormente sobre o mapeamento apresentado no Capitulo .
Foi observado a presenca de dois diferentes parametros de controle. Um deles é €, que
controla a intensidade da nao linearidade do sistema devido ao acoplamento a funcao
nao linear sin (6,). O segundo pardametro é dado por v € [0, 1], este tltimo controla a
dissipagao atribuida ao sistema. Em um problema de caminhada aleatéria (random walk
peoblem) [18] o comprimento de cada movimento é dado de forma aleatdria pelo tamanho
de cada passo estabelecido pelo sistema, bem como sua direcao. O mesmo comporta-
mente é observado pela funcao nao linear esin (6,,). Na difusdo cadtica observada pelo
mapeamento o tamanho de cada passo é dado pelo préprio parametro de controle
e. A amplitude média I, para este comportamento cadtico pode ser calculada através do

quadrado médio da primeira equacao do mapeamento (2.16]), portanto analogamente a
equacao (3.30) temos que

2

— — €
2 =1 —7)12, + 3 (4.4)

em que é assumido independéncia estatistica entre as variaveis de agao I e angulo 6, e que
o resultado de sin (,,) = 0 e sin® (,)) = 1/2. Considerando também as condigdes iniciais
do sistema proximas a zero obtemos a amplitude média deste comportamento cadtico

sendo

FTH-I = Is = 57

ou mesmo, I, = ¢/y/2. Estes fatos nos levam a concluir que a excitacio elementar deste

(4.5)

sistema é definida pela fungao nao linear esin (f), encontrada na primeira equagao do
mapeamento (D cuja amplitude média é €/ V2. Este termo traz uma dinamica total-
mente aleatéria para a acao I, trazendo assim as primeiras érbitas cadticas para espago

de fases.
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4.4 (4) Defeitos topoldgicos

Os defeitos topoldgicos que poderiam impactar no transporte de particulas estao dire-
tamente relacionados com as diferentes estruturas que poderiam estar presentes no espaco
de fases. Como um resultado ja mencionado, a Ref. [14] nos apresenta que em espagos de
fases mistos de sistemas conservativos (como o visto pela Figura (b) ), ou seja, que
preservam area no espaco de fases, temos que os defeitos topoldgicos estao diretamente
ligados as estruturas regulares denominadas ilhas peridédicas devido ao efeito conhecido
como stickness [36},41,/42]. Este ultimo por sua vez, ndo é observado em sistemas dissi-
pativos como o deste trabalho. Em sistemas que nao preservam a area em seus espacos
de fases (dissipativos) os defeitos topoldgicos estariam ligados com a existéncia de pontos
fixos de atracao (sinks), como visto pela Figura Contudo, pela janela de parametros
utilizados para observarmos a transicao de fase de difusao cadtica ilimitada para limitada,
estes pontos fixos de atracao deixam de existir conforme o parametro de nao linearidade
torna-se grande. Vale notar que a dissipacao no sistema, de fato, implica em uma modi-
ficagao topoldgica do espaco de fases, como a determinante da matriz Jacobiana é menor
que a unidade a contragao de area no espaco de fases é observada, levando a existéncia de

atratores caodticos.
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Capitulo 5
Discussoes e conclusao

Utilizando a dinamica de um mapeamento discreto (mapa padrao) sob as varidveis
acao I e angulo 6, caracterizamos uma transicao de fase dinamica, que é a transicao
de fase de difusao ilimitada para limitada em um sistema dissipativo, a qual ocorre na
variacao do parametro de controle v e valores grandes de € (e > 10). Paray = 0 o
sistema nao apresenta dissipacao portanto, com grandes valores de € o sistema apresenta
alta nao linearidade levando a uma difusao cadtica de particulas ilimitada para +oo. Ja
para v # 0 o sistema passa a ser dissipativo, desta forma observa-se contragao de area no
espaco de fases e a formacgao de um atrator cadtico, estrutura responséavel pela limitacao da
difusao cadtica. No inicio desta caracterizacao foi discutido a obtencao do mapeamento
padrao, também conhecido como mapa de Chirikov-Taylor, bem como suas principais
propriedades, tais como preservacao e contracao de area no espacos de fases; a descricao
de suas estruturas (mar de caos, ilhas periédicas, curvas invariantes spanning e pontos
fixos assintoticamente estéveis) e; a existéncia de caos através da obtengao dos expoentes
de Lyapunov. Mais adiante fizemos uma abordagem completa sobre a caracterizacao da
difusao das particulas para o atrator cadtico do espaco de fases através de duas diferentes
metodologias. Primeiramente recorremos a uma descri¢ao fenomenoldgica utilizando um
processo simulacional. Assim, analisando as curvas de I,,,s X n, assumindo hipdteses de
escala e utilizando fungoes homogéneas generalizadas foi possivel a obtencao de leis de
escala que correlacionam os expoentes criticos responsaveis pela descricao da dinamica
desta difusdo: ;o (expoente de saturagao), 8 (expoente de aceleragao) e z12 (expoente
de crossover). Estes expoentes de escala sdo também obtidos numericamente confirmando
a lei de escala. O segundo método é analitico, através da solucao da equacao da difusao. A
comparacao destas duas metodologias é feita na Secao (3.3, em que é possivel observarmos
uma boa concordancia entre esses dois formalismos. Utilizando as transformacoes de escala
Lims = Trms/ (€¥19%2) e n — n/ (*14*2) a invariancia de escala é identificada para esta

difusao, sendo este um fator essencial em transicoes de fase de segunda ordem. Por fim, no
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Capitulo [4] a transigao de fase é caracterizada, respondendo & quatro perguntas essenciais
propostas em [10] que definem uma transi¢ao de fase. Primeiramente, a quebra de simetria
¢ identificada nas equagoes dinamicas do mapeamento estudado, em especial da acao I sob
os regimes de transicao v = 0 e v # 0, o primeiro levando a um crescimento ilimitada das
curvas de ., (Figura e o segundo suprimindo-as através de uma saturacao das curvas
de I,,,s para longos tempos de iteragao n (Figura. Segundo, o parametro de ordem é

identificado por p = I;t’ visto que Is st Val continuamente a +00 ao passo em que
m.

5,50
v — 0 (Figura , desta forma, temos que p — 0 continuamente ao passo em que o
parametro de transicao vai a zero. Também temos que a susceptibilidade y — oo no limite
de v — 0. Esta tltima é uma assinatura clara de uma transicao de fases de segunda ordem
(continua). Em terceiro, as excitagoes elementares sao definidas pela fungao nao linear
esin (6,,), que tras um comportamento randomico para a dinamica das particulas no espago
de fases, semelhante ao problema da caminhada aleatéria, portanto criando a apari¢ao
das primeiras 6rbitas cadticas para o espago de fases. Por fim, a janela de parametros
de controle considerados nesta caracterizacao levam & auséncia dos sinks (pontos fixos de
convergéncia assintética) e, portanto, a inexisténcia de defeitos topoldgicos impactando

na difusao de particulas. Todos estes fatores nos permitem concluir que a transicao de

fase de difusao cadtica ilimitada para limitada é uma transicao de segunda ordem.
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