UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
INSTITUTO DE GEOCIENCIA E CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

O USO DE WAVELETS NA DETERMINACAO
DO EXPOENTE DE HURST DE UMA SERIE
TEMPORAL DIARIA DE CHUVAS DO
MUNICIPIO DE ARARAS — SP DE 1955-2000

Autora: Roseli Aparecida Fernandes Chierice

Orientador: Prof. Dr. José Roberto Campanha

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds-Graduagao em
Fisica como requisito para obten¢do do titulo de Mestre na

Area de concentracdo em Fisica Aplicada.

Rio Claro, novembro de 2003
S. P. — Brasil



Resultado: Aprovada

Comissao Examinadora

Prof. Dr. José Roberto Campanha

Prof. Dr. Anderson Luis Hebling Christofoletti

Prof*. Dr*. Margarete Domingues

Roseli Aparecida Fernandes Chierice

Rio Claro, 28 de novembro de 2003.



Dedicatoria

Para Natale, Regiane e Natalia com amor.



i

Agradecimentos

Agradeco as seguintes pessoas e entidades:

Ao Prof. Dr. José Roberto Campanha, pela preciosa orientagdo deste

trabalho, amizade e incentivo e pelos ensinamentos transmitidos.
A minha mae, pelo apoio e incentivo.

A Comissdo Permanente do Magistério da Aeronautica — COPEMA, da
Academia da For¢a Aérea, pelo apoio e pela dispensa semanal concedida para que pudesse

concluir este trabalho.

Ao Instituto de Geociéncias e ao Departamento de Fisica da UNESP de

Rio Claro, pelo apoio e facilidades proporcionadas.

Aos professores do curso de pds graduacdo em Fisica, éarea de

concentragdo Fisica Aplicada, pela amizade e ensinamentos.

Aos colegas do curso de Pés — Graduagdo: Antonio Luiz Ferrari, Paulo
Roberto Ferrari, José Roberto Locatelli, Assis Brasil Favaretto, Sonia de Almeida e

Rosangela Colabone, pela amizade e grande apoio nos momentos dificeis.

Aos colegas de trabalho da Divisdo de Ensino da Academia da Forga
Aérea Prof. Alessandro Firmino de Jesus, Prof. Dr. Demostene Marinotto e Prof* Maria de

Lourdes Pimentel Pizarro, pela ajuda e disponibilidade.

Ao Sr. Leotil L. F. Bellini in memoriam a disponibilidade dos registros
diarios de chuvas coletados na fazenda Santa Lucia, situada no municipio de Araras, Sao

Paulo.



A todos que colaboraram de alguma forma na realizagdo deste trabalho.

Obrigado a todos. Obrigado a Deus.

il



Sumario

Capitulo 1 - introdugio

1.1 — Base dos Dados

1.2 — Resumo da Génese da Precipitacao do Estado de Sao Paulo

Capitulo 2 - Método de Analise de Séries Temporais

2.1 — Andlise de Fourier

2.2 — Transformada de Fourier

2.3 — Transformada Discreta de Fourier

2.4 — Analise Wavelet

2.5 — Escala e Translacao

2.6 — Propriedades de Wavelets

2.7 — Transformada Wavelet Continua

2.8 — Aplicac¢do da Wavelet de Morlet em um Sinal

2.9 — Transformada Wavelet Discreta

Capitulo 3 _ Fractais

3.1 — Dimensao

3.2 — Auto-Similaridade

3.3 — Auto-Afinidade

3.4 — Determinacao do Expoente de Hurst (H) e da Dimensao Fractal (D)
3.4.1 — Método R/S

3.4.2 — Estimativa do Expoente de Hurst (H)

v

15

16

18

19

24

25

30

32

37

40

42

42

45



3.4.3 — Programa para Gerar Ruido com Determinado Valor de H 47
3.4.4 — Célculo da Dimensao Fractal (D) 51
3.4.5 — Determinacdo do Expoente de Hurst pela Transformada

Wavelet 52

Capitulo 4 — Anilise da Série Temporal Diaria das Chuvas do Municipio de

Araras-SP, (1955-2000) 55
4.1 — Comparagao entre o Escalograma da Transformada Wavelet e o Espectro
de Fourier para Séries de Chuvas 56

4.2 — Determinagdo do Expoente de Hurst (H) e da Dimensao Fractal (D) 59

4.3 — Célculo do Expoente de Hurst pela Transformada Wavelet 61
4.4 — Conclusao 63
4.5 — Sugestao para Trabalhos Futuros 64

Referéncias Bibliograficas 65



vi

Resumo

Uma série temporal de precipitagdes pluviométricas, ou simplesmente
chuvas, retratam um sistema de grande complexidade devido a influéncia de varios fatores
naturais tais como: umidade, temperatura, pressdo atmosférica, topografia, sazonalidade,
entre outros. Nossa série temporal consiste dos registros diarios de chuvas, medidos em
milimetros (mm), desde 1° de fevereiro de 1955 a 31 de dezembro de 2000, totalizando
16.771 dados. O objetivo deste trabalho ¢ enfatizar o uso de alguns métodos recentes que
podem ser aplicados as séries temporais de sistemas complexos, como decomposi¢do por
wavelets, escalogramas, e expoente de Hurst, obtendo informagdes sobre persisténcia e
propriedades de longo alcance do sistema. Entdo, calculamos o expoente de Hurst por dois
métodos: o método R/S e o wavelet, mostrando resultados equivalentes. A importancia de
tal estudo ¢ mostrar que diferentes métodos fornecem o mesmo resultado. Em sistemas

complexos, este ¢ um fato significativo.

Palavras Chaves: série temporal, chuva, wavelet, sistema complexo,

expoente de Hurst.
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Abstract

A temporal series of pluviometric precipitations, or simply rain, is an
example of great complexity system due to the influence of various natural factors such as:
humidity, temperature, atmospheric pressure, topography, seasonality among others. Our
temporal series consists of daily records of rain, measured in millimeters (mm), from
February 1, 1955 to December 31, 2000, summing up 16.771 data. The aim of this work is
to emphasize the use of some new methods that can be applied to temporal series of
complex systems, as decomposition by wavelets, scalograms, and Hurst exponent and get
information about persistence and long-run properties of the system. Then, we calculate the
Hurst exponent by two methods: by the R/S method and by wavelet, showing equivalent
results. The importance of such study is to show that different methods give the same

result. In complex systems, this is a significant fact.

Keywords: temporal series, rain, wavelet, complex system, Hurst

exponent.
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CAPITULO 1

Introducao

Para uma regido tropical a precipitacdo atmosférica, representada pela
chuva, ¢ um elemento climético importante para o desenvolvimento de trabalhos de anélise
ambiental, particularmente os ligados ao balango hidrico. A previsdo dessas precipitagdes €
extremamente dificil pois, a meteorologia envolve varidveis como pressdo atmosférica,
umidade, vento, temperatura, que ndo sdo exatamente previsiveis. Os mecanismos
relacionados ao Clima a primeira vista sdo completamente aleatorios. Recentemente
analises mais precisas t€ém revelado uma certa "ordem" nestes fendmenos, que se expressa
sob a forma de uma invariancia de escala. Essa invaridncia de escala é também o
fundamento da geometria fractal LOVEJOY, MANDELBROT (1985). Varios trabalhos
PETERS, HERTLEIN, CHRISTENSEN (2002), OLSSON, NIEMCZYNOWICZ,
BERNDTSSON (1993), RODRIGUEZ-ITURBE, DE POWER (1989), SVENSSON,
OLSSON, BERNDTSSON (1996), mostram que as chuvas possuem propriedades dos
fractais (multifractais). Isto, consequentemente, indica que a série temporal de
precipitagcdes pode, entdo, ser tratada como um sistema complexo. Por meio da geometria
fractal podemos encontrar regras simples para descrevermos, modelarmos e analisarmos as
formas complexas encontradas na natureza PEITGEN, JURGENS, SAUPE (1992). Muitos

fendmenos naturais manifestam essa invaridncia: os exemplos incluem registros



hidrologicos, variaveis solares, registros de temperatura, registros de chuvas. Portanto,
nesse contexto insere-se o presente trabalho, sugerindo, aqui, a andlise da série temporal
das precipitagdes pluviométricas, que ¢ um elemento de sistema complexo natural com
estruturas fractais PEREIRA JUNIOR, CHRISTOFOLETTI (2003), localizada entre uma
série temporal periodica e uma série temporal aleatéria. E com o objetivo de
compreendermos melhor o comportamento complexo desse fendmeno natural analisaremos
esse tipo de série temporal por meio de métodos matematicos usados no estudo dos
sistemas complexos. Dentre esses métodos destacamos a transformada de Fourier a de
wavelet e o expoente de Hurst. O objetivo dessa andlise estd em mostrar que por meio de
dois métodos matemadticos diferentes, aplicados a série temporal desse sistema complexo
natural, obtém-se resultados equivalentes. Determinamos o expoente H por meio do
método conhecido como “reescaled-range analysis” ou andlise de reescalonamento ou
simplesmente analise R/S (de origem de seqiiéncias temporais) € o método da transformada
de wavelet MIRANDA (1997), SIMONSEN, HANSEN, NES (1998). Por meio do
expoente H temos informagdes concretas sobre correlagdo e persisténcia PETERS (1996).
Isso torna H um excelente indice para estudos de processos complexos como a série
temporal de chuvas BRESLIN, BELWARD (1999). Interpretamos e comparamos também,
o diagrama tempo-freqiiéncia gerado com a transformada wavelet e o espectro gerado com
a transformada de Fourier MISITI, OPPENHEIM, POGGI (1996). O diagrama obtido
permitiu detectar a periodicidade no registro de precipitagdes pluviométricas como também
a dindmica dos sinais ao longo do tempo. As informag¢des obtidas por meio do diagrama e

do espectro de amplitude complementam o estudo da série temporal de chuvas.

1.1 Base dos Dados

A base de dados do presente estudo consiste de séries temporais de
precipitagdes obtidas por meio dos registros diarios de chuvas, medidos em milimetros
(mm), desde 1° de fevereiro de 1955 até 31 de dezembro de 2000, ininterruptamente. Dessa
forma conseguimos registrar 16.771 dados de leitura didria, onde o menor valor foi zero,

numero representativo da auséncia de precipitagdo, e o maior 132,0 mm de precipitacdo.



Utilizamos os dados climaticos obtidos no posto pluviométrico instalado na Fazenda Santa

Lucia, localizada no municipio de Araras, Estado de Sao Paulo.

Conforme a figura 1-1, o municipio de Araras estd localizado entre as
longitudes de 47°15' e 47°30' a oeste de Grennwich e as latitudes 22°10' e 22°30' no sentido
sul, a uma altitude de 611 m. Pelo sistema de classificagdo climatica de Kd&ppen
(AYOADE, 2002) o clima da regido de Araras-SP classifica-se em Cwa: chuva de verao,
verdo quente. Koppen relaciona o clima a temperatura, a precipitacdo pluvial e as
caracteristicas sazonais. Assim, com base na temperatura, o Clima da regido em estudo ¢
classificado como Clima temperado chuvoso e moderadamente quente ( C ) onde o més
mais frio tem temperatura média entre —3°C e 10°C e o més mais moderadamente quente
tem uma temperatura média maior do que 10°C. Quanto a precipitagdo pluvial e as suas
caracteristicas sazonais, temos chuva de verdo (w) e quanto as caracteristicas de

temperatura temos verdo quente (a), o més mais quente tem temperatura média maior do

que 22°C.

Fonte : IBGE ” ) 70 140 km

Figura 1-1 Localizacdo do Municipio de Araras no Estado de Sdo Paulo.



1.2 Resumo da Génese da Precipitacio do Estado de Sao Paulo

Pelo fato dos dados de precipitagao terem sido coletados na Fazenda Santa
Lucia, localizada no municipio de Araras no Estado de Sao Paulo descreveremos um pouco

do clima no territorio paulista.

Pela classificacdo dos climas regionais do Estado de Sao Paulo, segundo
Carlos A. Monteiro, 1973, concluimos que o municipio de Araras esta inserido na regido
classificada por Setor Centro-Norte, cuja caracteristica fundamental dessa area ¢ a
existéncia de climas tropicais, alternadamente secos e umidos com massas equatoriais e

tropicais controlando o clima desse setor.

MONTEIRO (1969), em sua tese de doutorado, estudando o clima do
Estado de Sao Paulo, ressaltou a importancia da Frente Polar Atlantica (FPA), e destacou
que as chuvas neste Estado sdo de origem frontal em sua maioria, sobre a lideranca da
FPA; no inverno, quase todas as chuvas sdo frontais. O autor concluiu que, quanto maior a
atividade polar, maior a quantidade de chuvas (desde que haja choque com massas
tropicais); porém, sé isso ndo explicaria o ritmo: ele dependeria também do grau de
propagacao latitudinal das massas polares e de sua penetracdo segundo as rotas do interior
e do litoral, fatores esses que geram ondulagdes no eixo da FPA e ciclogéneses,
contribuindo para determinar a intensidade dos contrastes térmicos e, consequentemente, a

intensidade das chuvas frontais PEREIRA JUNIOR, CHRISTOFOLETTI (2003).



CAPITULO 2

Métodos de Analise de Séries Temporais

O proposito ao escrever este capitulo foi o de comparar duas técnicas:
Fourier e Wavelet, utilizadas na andlise de séries temporais no dominio de freqiiéncia e

tempo-freqiiéncia, respectivamente.

2.1 Analise de Fourier

A analise de Fourier, ou analise espectral, de uma série temporal consiste
em expressar uma funcdo f(t), considerando os fendmenos investigados, de preferéncia

periodicos, como uma somatoéria de fungdes trigonométricas de senos e cossenos.

Um dos principios fundamentais em analise de Fourier é que um sinal
periddico, de periodo 2L, definido no intervalo [-L, L] possa ser representado TOLSTOV
(1962), por:



fit) = ZAnsen(u Lthdy) = Z[ancos(u L) +b,sen(l ;)] 2.1

em que coeficientes a, ¢ b, s3o chamados coeficientes de Fourier, cujos valores sao
deduzidos do fato de que as fungdes seno e cosseno formam uma base ortogonal e sdo

dados por:

1 L
2= J'f(t)dt
-L

L
a, = % If(t)cos(mnt)dt, n>0
-L
(2.2)

L
b, :% J-f(t)sen(mnt)dt, n>0
-L

Se f(t) tem periodo T = 2L entdo m, ¢ a freqiiéncia angular, indexada para

cada n, dada por: o, zz—;n :%n (em radianos por unidade de tempo), e o periodo

: A . 2n :
relacionado com a freqiiéncia angular ¢ T, = —n (em unidades de tempo).
®

n

E usual escrever a equagdo (2.1) TOLSTOV (1962) na forma:

0

f(t) = 370+Z[ancos(€5?n tj+bnsen(6Tn tﬂ (2.3)

n=l



Dizemos que a equacdo (2.3) ¢ uma representacao espectral de f(t). O
objetivo da andlise de Fourier ¢ o de obter a amplitude, em func¢do da freqiiéncia para cada
onda senoidal que compde o sinal o sinal analisado.

Utilizando-se a formula de Euler, podemos reescrever a série de Fourier

na forma complexa TOLSTOV (1962):

- ey et (2.4)

n=-—

em que os coeficientes c¢,, sdo obtidos por:

1 r -imnt
Cph=— If(t) e Ldt, n=0,+£l1,+2,... (2.5)
2L
-L
ou
an —iby , senx1
2
Cp = a—o, se n=0 (2.6)
2
| ~ 10
,sen<-—1

2.2 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier ¢ um método matematico utilizado para
analise de série temporal. Vamos, a partir da série de Fourier, estender nosso conceito para

a transformada de Fourier.

Consideremos, entdo, as equagoes dadas em (2.4) e (2.5), se fizermos



h:% e o, :nhz%, n=0, £1,+2, ....Entdo
w CIAY
fit) = ch eilnt 2.7)
n=-—oo

ft) e nt dt (2.8)

e 5 |

h
"2

=l a

Definindo-se

L
F(mn)z;—TE If(t) e7lUnt gt n=0,+1,42, (2.9)
-L

com (-L,L)= (_Tn’gj , temos que:

fit) = ZhF(u L)ellnt (2.10)

n=—w

Fazendo L — o« ¢ h — 0, e notando que a série (2.10) ¢, a soma de

iot

Riemann definindo a integral de F(w) ¢, obtemos:
J{f(t)} = F(w) :2L J‘f(t) elot gt (2.11)
T
fity= 3 {F(w)} = I F(w) e dt (2.12)

—00



Se interpretamos t como o tempo entdo, ® ¢ a freqiiéncia angular. As

equagdes (2.11) e (2.12) definem a transformada de Fourier e sua inversa, respectivamente.

As constantes 1 e 1 que precedem as integrais (2.11) e (2.12) poderiam ser substituidas
T

. . 1
por quaisquer outras constantes cujo produto fosse P
T

Outras convengdes comuns para transformada de Fourier e a

transformada inversa de Fourier sdo:

F(o) = j ft) ¢ dt e f(t) L .F(co)ei(”t dt (2.13)
21T J

Flo) = —— Tf(t) N T L OEF(O))ei“)t dt (2.14)
Var - Var

F(m)=ﬁ I ft) e dt f(t) = ;

(¢]

2

I Fle @ dt  (2.15)
T —00

Neste trabalho, usaremos as formulas dadas por (2.11) e (2.12).
2.3 Transformada Discreta de Fourier

Uma série temporal ndo corresponde necessariamente a uma fungdo
continua e infinita, e sim, a um registro discreto do fenomeno f{(t), a saber, f, i, f3, ..., fn-1,
com um numero N de observagdes, amostrados em intervalos constantes de tempo At, ou

ndo, durante um periodo T. Vamos considerar At = 1, o conjunto discreto de freqiiéncias de
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. 2 NAt )
Fourier o, :ﬂ, n=0,1,2, .. 6N-1, o periodo T, =—— e definir a transformada
NAt n
discreta de Fourier da seqiiéncia como:
N-1
1 Litigt
F, :Eth e (2.16)
t=0
e a transformada de Fourier inversa discreta por:
N-1 N
£, :ZFH elUnt (2.17)
n=0

A transformada discreta de Fourier tem sido extensamente usada para se
estimar o espectro de um processo estaciondrio. O célculo direto da transformada discreta
de Fourier envolve O(N?) operacdes complexas, no entanto, usando um algoritmo chamado
transformada rapida de Fourier, conhecido por FFT (fast Fourier transform), ela pode ser

calculada usando O(N log, (N)) operagdes. Este algoritmo foi desenvolvido por Cooley e

Tukey (1965).

A seguir aplicaremos a FFT (Fast Fourier Transform) em sinais de

periodicidade conhecida, para verificarmos a validade do método.

Suponhamos um sinal f(t) composto por dois sinais e dado por:

2cos (40mt), 0<t<0,5
f(t) = (2.18)

cos (60mt), 0,5<t<l

Tomemos a fun¢do f(t). Fazemos uma amostragem de 2.048 pontos no
tempo de 1 segundo e obtemos uma série temporal cujo grafico é mostrado na figura 2-1 a

seguir:
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Figura 2-1 Gréfico de f(t).

A FFT(f(t)), do sinal da figura 2-1 fornecera o grafico da figura 2-2 que

constitui o espectro de freqiiéncia cujos valores em destaque estdo centrados em 20Hz e

30Hz, como esperado.
0.8

= &
EN o

Amplitude do Espectro
(=]
)

A

10 20

30 40 . 60 70 80
Freqiiéncia

Figura 2-2 Espectro de Fourier de f(t).

Analisando o resultado obtido pela FFT(f(t)), podemos constatar a
validade desse método, cujo objetivo é mostrar que, por meio da transformada de Fourier ¢
possivel transformar sinais que dependem do tempo em sinais que dependem da
freqliéncia, ou seja, ¢ possivel transformar um sinal em seus componentes de freqiliéncia,
conforme graficos das figuras 2-1 e 2-2, respectivamente. A representacdo de Fourier tem
sido usada em uma grande variedade de campos. Entretanto, essa representacdo tem
limitagdes: ndo pode ser usada para aproximar sinais nao-estacionarios como, também,

somente nos fornece o contetdo espectral sem a indicagcdo sobre a localizacdo no tempo

desses componentes espectrais.
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Suponhamos agora o sinal f(t) dado por :

cos (60nt), 0<t<0,5
fi(t) = (2.19)
2cos (40nt), 0,5<t<l1

Nesse caso se tomarmos os mesmos 2048 pontos no tempo de 1 segundo

observaremos que primeiro ocorrera o sinal de freqiiéncia 30 Hz e depois o de 20 Hz,

conforme figura 2-3.

Amplitude

o [
<—d
==-
_==—

——
-

—
‘=_
L ——

— )
==
L ——

—_—
=>_
L ——

———
==
-——
<=
:=
—

-——

—

L
L ——

2t ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2-3 Gréfico de fi(t).

A FFT(fi(t)) fornece os picos espectrais, conforme grafico da figura 2-4

0.8

N g
ES =N

Amplitude do espectro
(=)
b

10 20 30 40 50 60 70 80
Frequiéncia

Figura 2-4 Espectro de Fourier de fi(t).
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Apesar das mudancas ocorridas no sinal fi(t) em relacdo a f(t), a
transformada de Fourier aplicada a esses sinais fornece os mesmos picos espectrais,

destacando as freqiiéncias centradas nos valores 20Hz e 30Hz. Isso mostra a

impossibilidade de localizar freqiiéncias no tempo.

Consideremos agora um sinal periddico composto das freqiiéncias

fi = 10Hz, f, = 25Hz e f; = 34 Hz dado por:
f(t) = 0,1sen(2nf)t)+0,5sen(2nf 5 t )+ sen(2nf5t) (2.20)

Se tomarmos 512 amostras do sinal no tempo de 1 segundo e, ainda, a

esse sinal acrescentarmos um ruido obteremos, conforme segue, a figura 2-5.

R —

d M M‘ ‘[ “W M'H m H 1 Wl

\W M [l I‘ r ‘l H} H “ UL IW‘ Ll H i ” r 1 ’ I |m

S

Amplitude

'
[\
T

0.2 04 Tempo 06 0.8 1

Figura 2-5 Soma de trés sendides.

Calculando a transformada de Fourier desse sinal obtemos o espectro de
freqliéncias mostrado na figura 2-6, destacando-se as freqiiéncias centradas nos valores
10 Hz, 25Hz e 34Hz. A freqiiéncia de valor igual a 10Hz pode ser confundida com o ruido
presente, devido a sua pequena amplitude, quase ndo sendo possivel detectar a sua

existéncia.
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A transformada de Fourier, ndo permite determinar se os sinais ocorrem
a0 mesmo tempo, ou um apoés o outro e em que ordem ocorrem. A representacdo da
transformada de Fourier somente nos fornece o conteudo espectral sem a indicagdo sobre a

localizagao no tempo desses componentes espectrais.

I g e
s [=)} o

Amplitude do Espectro
j=)
o

PR AW S VO S N a )
60 70 80

10 20 30 4Q . 50
Frequéncia

Figura 2-6 Espectro de Fourier da soma
de trés senoides.

Para se fazer uma andlise de um sinal nio-estacionario cujo conteudo
espectral muda no tempo, sera necessario uma representacado Tempo-Freqiiéncia em lugar
de uma representagdo de freqii€ncias, somente. Assim, comec¢aram algumas modificagdes
na transformada de Fourier para permitir a analise de sinais ndo estaciondrios. Apareceram,
entdo, as transformadas de Fourier janeladas, na qual um sinal ¢ dividido em segmentos

menores ¢ consecutivos ¢ entdo aplicada a transformada de Fourier nessas pequenas

"janelas".

Contudo, a transformada janelada trabalha com uma janela fixa no
dominio tempo-freqiiéncia, o que torna dificil capturar as componentes de alta e baixa

freqiiéncia de um sinal simultanecamente GABOR (1946).
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2.4 Analise Wavelet

A palavra wavelet derivada do vocabulo em francés ondelette, que denota
o diminutivo de onda, ou seja, "ondinha" ou "ondicula", surgiu em meados dos anos 80, a
partir dos trabalhos de um grupo de pesquisadores franceses. A idéia na analise wavelet
consiste em aproximar uma fun¢cdo por uma combinag¢do linear de funcgdes basicas
(wavelets), obtendo assim uma boa representagdo da funcdo original tanto no dominio das
freqliéncias como no dominio temporal. A aplicagdo de wavelets ndo exige a
estacionaridade das séries em estudo sendo apropriada para a andlise de eventos

irregularmente distribuidos.

O termo ondelette foi introduzido pelo engenheiro geofisico J. Morlet
(1980), sendo a base matematica de suas idéias formalizada pelo fisico teérico de mecanica
quantica Alex Grossmann, que o ajudou a formalizar a transformada de wavelet em sua
forma continua. Os dados estudados por Morlet exibiam contetidos de freqiiéncias que
mudavam rapidamente ao longo do tempo. Nesse caso a transformada de Fourier ndo era
adequada como ferramenta de andlise. Na realidade eles redescobriram e deram uma
interpretacdo ligeiramente diferente do trabalho de Alberto Caldéron sobre andlise

harmonica de 1946.

Foi Yves Meyer, um matematico francés que em 1984 ressaltou a
semelhanca entre o trabalho de Morlet e Caldéron. Isso levou, Meyer, em 1985 a construir
fungdes basicas wavelets ortonormais cujo dominio de tempo e freqii€ncias eram bons.
Mas Meyer verificou que J. O. Stromberg ja tinha descoberto as mesmas wavelets cerca de
cinco anos antes. No entanto, a primeira fungdo wavelet ja havia sido elaborada em 1909,
por Alfred Haar, que ja havia construido funcdes base de wavelets ortonormais. Suas
wavelets eram de pequeno uso pratico e de pobre dominio de freqiiéncia. Em 1930, Paul
Levey utilizando o trabalho de Haar desenvolveu funcdes bésicas ortonormais para estudar

os sinais aleatorios do movimento Browniano.
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Mais recentemente, na década de 90, Ingrid Daubechies, desenvolveu
sistemas para discretizagdo de parametros de tempo e escala da transformada wavelets.
Estes sistemas apresentavam uma maior liberdade na escolha das funcdes basicas.
Daubechies, com Stephane Mallat desenvolveram a transi¢do da analise de sinais continuos
para discretos. Em 1986, Mallat e Meyer desenvolveram a idéia de andlise de
multiresolucdo (MRA) para transformada wavelet discreta (DWT). Daubechies utilizando
os trabalhos de Mallat formalizou a teoria moderna de wavelet desenvolvendo as bases
ortonormais de wavelets suaves com suportes compactos. Nos ultimos anos, tem se
verificado muita pesquisa para outras fungdes basicas wavelets com diferentes
propriedades e modificagdes no algoritmo de MRA. Em 1992, Daubechies com Albert
Cohen, Jean Feauveau construiram as wavelets biortogonais com suporte compacto que
sdo utilizados por muitos pesquisadores sobre as func¢des de base ortonormais (POLIKAR,

1999).

2.5 Escala e Translacao

Enquanto a analise de Fourier consiste em decompor um sinal em senos e
cossenos de varias freqiiéncias a analise de wavelet ¢ a decomposi¢ao de um sinal por meio
de escalas (dilatacdo e compressdo) e translagdo de uma dada wavelet original (wavelet

mae).
Para melhor entender o significado da escala, vejamos o exemplo de uma
fungdo sendide, y(t)=sen(wt) a qual introduziremos um fator de escala denotado por

1 N ~ .
a=—,como=1,2,3,4, - . Veremos entdo, a compressao da sendide na figura 2-7:
®
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v w
v v R

y(t) =sen(t) y(t) =sen(2t) y(t) =sen(4t)
a=1 a=1/2 a=1/4

Figura 2-7 Compressao de sendides.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

Note que a medida que o fator de escala a diminui, a sendide fica cada

vez mais comprimida.

O fator de escala aplica-se de forma analoga para as wavelets. Fatores de
escala menores fazem a "compressdao" da wavelets e fatores de escala maiores fazem a

"dilatacao". Conforme figura 2-8:
. wﬂvﬂvﬁf . unuﬂuﬂu, .

£(t) = y(at) £(t) = w(at) £(t) = y(at)
1/a=1 1/a=1/2 1/a=1/4

Figura 2-8 Compressao de wavelets.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

Quanto a variagdo do pardmetro a que corresponde as informacdes de
escala, temos:

—para a > 1 tem o efeito de dilata¢do da funcdo wavelet-mae;

—para a < 1 tem o efeito de contracdo da fungdo wavelet-mae.

Com isso ¢ possivel analisar os aspectos globais e locais das séries.
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A translagdo de uma wavelet, representada pelo parametro b, significa

atrasar (ou adiantar) o seu inicio. Deslocar uma fun¢do y(t) em b ¢é representa-la por

y(t—b) conforme figura 2-9.

1t 1

-y wﬂ:‘f vﬂ{f 7 P - w’f}\j Uﬂu"f

Fung¢ao wavelet Fung¢do wavelet reposicionada em b
w(t) y(t-b)

i

Figura 2-9 Translacdo de wavelet deslocada.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

A medida que b varia, a fun¢do ¢ analisada localmente em torno de b.

2.6 Propriedades de Wavelets

As fungdes wavelets apresentam certas propriedades dentre as quais

citamos:

1. A expansao wavelet dd uma localizagao tempo-freqiiéncia do sinal;

2. O célculo dos coeficientes do sinal pode ser feito eficazmente. Mostra-
se que muitas transformagdes de wavelets (o conjunto de coeficientes de expansdo) podem
ser calculadas com O(N) operagdes. Isto significa que o numero de multiplicagdes e
adigoes aumentam linearmente com o numero de elementos do sinal analisado. As
transformagdes de wavelets mais gerais requerem O(N log (N)) operagdes, 0 mesmo que

para a FFT (Fast Fourier Transform);
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3. A expansdo de wavelets permite uma descri¢ao local mais precisa e

uma melhor separacao das caracteristicas do sinal;

4. Existem inumeras familias de wavelets e isso facilita a sua utilizagao

em varios tipos de sinais.
2.7 Transformada Wavelet Continua

Matematicamente, a transformada wavelet continua é definida em termos

de uma integral de convolugdo entre o sinal analisado f(t) ¢ uma wavelet conhecida como

nn

"wavelet mae", "wavelet geratriz" ou ainda "wavelet analisadora", expressa por:

+00
C(a,b) = If(t)\ya’b (t) dt 2.21)

—0o0

em que os parametros a e b variam continuamente em R, coma# 0, e

1 [(t-
Wab(D) = ﬁ\u( b} acR ebeR (2.22)

a

sendo as fungbes Y, chamadas wavelets filhas e sdo geradas a partir de dilatagdes e

translagdes da wavelet-méae y(t). No caso da transformada continua as wavelets-mae mais

conhecidas sdo as de Morlet e Chapéu Mexicano.

Na equagdo (2.22), o termo em denominador Ja corresponde a um fator
de normalizagdo da energia de cada wavelet de forma a manter a mesma energia da

wavelet mae. Nessa equagdo os parametros a e b, correspondem, respectivamente, as

informacgdes de escala e translagao.
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A equacado (2.21) pode também ser escrita como o produto interno de f{(t)

com uma fungdo wavelet y, () isto ¢, C(a, b) = <f ,y,,>. Esta equacdo, de fato esta

decompondo f em uma superposigdo de wavelets Y, p (t).

Desta forma, os pardmetros a e b, associam aos coeficientes C(a, b),

valores de freqiiéncia e localizacdo no tempo, em cada intervalo At do sinal analisado.

Uma fungdo wavelet y apresenta as seguintes propriedades:

p1) para ser uma wavelet

0

j y(t)dt=0. (2.23)

—0o0
Isso garante que a fun¢do wavelet tem uma forma do tipo onda —

condicao de admissibilidade;

p2) a funcdo wavelet deve ter energia unitaria, isto &,

f (o) de=1. (2.24)

Isso garante o suporte compacto, ou um decaimento rapido de amplitude,

garantindo a localizagdo espacial.

Para obtermos a transformada wavelet de um sinal devemos proceder
como se segue:
passo 1: escolher uma wavelet mae e compard-la com uma se¢ao no

comeco do sinal original;

passo 2: calcular o coeficiente wavelet, a partir da transformada wavelet
e quanto menor a amplitude desse coeficiente melhor ¢ a aproximagdo entre a wavelet € o

sinal na secdo tomada;
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Sinal |

Wavelet | ‘}{‘h

Figura 2-10 Analise wavelet em uma se¢do do sinal.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

passo 3: tomar a proxima secdo do sinal e novamente repetir os passos

1 e 2 até cobrir, de se¢do em seg¢ao, todo o sinal;

Sinal f\xﬂ\/\,\/

W avelet |:> -~'lJ|(r*-

Figura 2-11 Analise wavelet em uma nova secao do sinal.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

passo 4: ajustar uma nova escala para a wavelet (dilatar ou comprimir) e

repetir os passos de 1 até 3;

-

Wavelet

Figura 2-12 Andlise wavelet com uma wavelet de nova escala.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).
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passo 5: repetir os passos de 1 a 4 para todas as escalas da wavelet

(tantas vezes quanto for possivel ou desejado).

Ao terminar todos os passos descritos acima teremos produzido

coeficientes wavelet em diferentes escalas ¢ se¢des do sinal.

Os coeficientes wavelets das escalas maiores estao associados a wavelets

mais dilatadas e, escalas menores, a wavelets mais comprimidas.

Note que quanto mais dilatada for a wavelet, maior serd a se¢dao do sinal
com o qual ela estara sendo comparada e, deste modo, as caracteristicas mais visiveis estdo

sendo medidas pelos coeficientes wavelets.

Assim, existe uma correspondéncia entre as escalas wavelet e a

freqiiéncia revelada pela analise wavelet, figura 2-13.

wavelets detalhes alta
escalas . ) n
— | mais — | rapidamente = | freqiiéncia
pequena . L .
comprimida variaveis no sinal
caracteristicas .
escalas wavelets baixa
— | mais _, | mais visiveis — | freqgiiéncia
grandes dand
dilatadas mudando no sinal
lentamente

Figura 2-13 Correspondéncia entre escalas e freqliéncias na anélise wavelet.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).
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Apresentaremos alguns tipos de wavelets:
Chapéu Mexicano

A wavelet, conhecida como chapéu mexicano, devido a sua forma

(figura 2-14), ¢ definida pela seguinte funcao:

v =(1-t2)e /2. (2.25)

—4 —2 2 4
—02
04 |

Figura 2-14 Wavelet Chapéu Mexicano.
MORETIN (1999).

Morlet

A Wavelet de Morlet (ou gaussiana modulada) ¢ uma fungdo complexa,

para oy fixo, dada por:

w() = et e /2 (2.26)

A equacdo (2.26) pode ser decomposta em duas partes sendo uma real e

outra imaginaria.
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_ - -t2/2
y(t) =(cosm,t +isenw,t)-e (2.27)

O gréfico a seguir (figura 2-15) representa apenas a parte real da wavelet

de Morlet definida pela equacao:

w(t) =e 2 cos(51) (2.28)

na qual foi fixado um valor para a freqiiéncia ®, =5. Essa escolha garante a condigdo de

admissibilidade.

Morlet wawvelet

—4 —2 8] 2 4

Figura 2-15 Wavelet de Morlet.
MORETIN (1999).

2.8 Aplicaciao da Wavelet de Morlet em um Sinal

Suponhamos um sinal composto por duas sendides de mesma amplitude
e freqiiéncias f; = 10Hz e f; = 25Hz no qual aplicaremos a transformada wavelet usando a

parte real da wavelet de Morlet, com ®, =5. A primeira sen6ide corresponde ao sinal de

menor freqiiéncia e a segunda ao sinal de maior freqiiéncia.
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A aplicacdo da transformada wavelet no sinal permite distinguir as
freqliéncias dominantes (escalas ou periodos) para cada uma das senoides e a forma como
elas evoluem numa amostragem de 1024 pontos, no tempo de 1 (um) segundo. Essa

aplicacdo esta representada na figura 2-16 a seguir:

Analyzed Signal (length = 1024) Dala [Size) | fieqi025 (1024)
1 : i. T T Wbt [ <]

s (1 L | H
ol I | 1) i Wit Nty Samping Feicd: [ 1

| I Scale Settings ———
ALl v W Uy Vv oy x'|.1.Jul!.;Il..li.luu[hln.u.!lu [5tep by Step Mode |
100 2 800 900 1000 bin (> 0] 1

Ehep{zﬂ} | 1

00 300 400 500 600 700
Ca.b CoefMclents - Coloration mode : inil + by scale

ax [<=5121 | 1]
Analyze I
ey aeffirsente [ins I

Selecled axes
lv  Coefficients
I Cosfficients Ling
I Maama Lines

 Scales " Frequencies
Coloration Mad

'lI'mwscals 1|]

Colcimap |1'i=| -I
Nb.Colots < | |= v [[128°
Bright - |+ |

Scale of colors from MIN to MAX

He | e [X¥ || Conter R ] Y | K= o= .
3 X On | Irfa

v || Moy T & Close |

b
e

Figura 2-16 Escalograma de senoides com freqiiéncias 10Hz e 25Hz
MATLAB - Wavelet Toolbox.

2.9 Transformada Wavelet Discreta

De modo geral, todas as propriedades descritas anteriormente também

sdo verdadeiras na analise de wavelet discreta.

Na transformada wavelet discreta os sinais sdo representados por séries

do tipo:

fO=D D djxvjk® (2.29)

j:—OO k:—w
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em que as fungdes bases dadas por:
vix=yIt-k) jkez (230)

sdo chamadas wavelets “filhas” e sdo geradas a partir de dilatagdes e translacdes de uma

unica funcdo y(t) também denominada wavelet “mae”.

As fungbes wavelets y ;i (t) sdo obtidas de y(t) por uma dilatagdo
diatica e uma translacdo. As func¢des {\If ik(,)ke Z} formam uma base que ndo precisa

ser necessariamente ortogonal. Uma das vantagens de se trabalhar com bases ortogonais ¢
que elas permitem a reconstrugdo perfeita do sinal original a partir dos coeficientes da

transformada de forma mais econdémica.

Considere, pois, uma base ortogonal gerada por y(t) os coeficientes de

wavelets sdo dados por
+00
dj =<ft) vy ®>= 212 J-f(t) y(2lt-k)dt (2.31)
—00

A transformada wavelet ¢ a aplicagdo que associa um sinal aos seus

coeficientes wavelets.

£(t) > (djx )- (2.32)
Os indices j e k representam escala e translacdo, respectivamente.

Assim, cada um desses coeficientes d;, x multiplicados por apropriadas

wavelets, dependentes de escala-posi¢do, obtidas de uma wavelet-mae y reconstroem o
sinal original.

Descreveremos a seguir a wavelet de Haar e a wavelet de Daubechies.



Wavelet de Haar ((HAAR (1910))

y(t) =

1, se 0<

-1,se l£t<1
2

t <

1
2

0, caso contrario

A wavelet-mae de Haar ¢ definida por:
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(2 33)

A partir dessa wavelet-mae, podemos construir uma familia de wavelets

ortogonais de Haar alterando escala e posi¢do da wavelet principal. Nos exemplos a seguir

citaremos algumas wavelets geradas da wavelet de Haar e seus respectivos graficos.

a) y(t)

0

T T
02 04

T T
0,6 08

b) w(4t)

1

0

T T
02 04

T T
0,6 08

1

b) w(2t)

0

b) w(4t-2)

T T T T
02 04 06 08

1

:

0

T T
02 04

T
0,6

Figura 2-17 Wavelets de Haar.

T
0,8

1

b) w(2t-1)

T T T T
02 04 06 08 1

b) w(4t-3)

0

T T T T
02 04 06 08 1

GOMES, DOMINGUES E KAIBARA (2001).
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A medida que formos atribuindo os valores para j, notamos que as
funcdes filhas tornam-se mais estreitas e mais alongadas, isto €, com maior amplitude.
Atribuindo valores para k as funcdes filhas se movimentam para a direita, dentro do
intervalo de tempo At. O sinal a ser analisado que estiver dentro do intervalo de tempo At,

sera entdo varrido pelas fungdes filhas

f(t)= do,o\lfo’o +d1’0\u1’0 +d1,1\|’1,1 +d2’0\u2’0 +d2,1\|12’1 +... (2.34)

O resultado da analise através das wavelets sdo os coeficientes wavelets.
Quanto maior o coeficiente maior a semelhanga entre a wavelet e o sinal, e quanto menor o

coeficiente menor a semelhanca.

Podemos representar um sinal por meio de um diagrama tempo-
freqliéncia conhecido como Escalograma no qual os valores dos coeficientes wavelets sao
representados por meio de intensidades de cores, em que, usualmente, cores frias estdo
associadas a amplitudes menores e as cores quentes as maiores. Na figura 2-18 ¢

apresentado um esquema indicando a localizacdo dos coeficientes wavelet nas escalas

2¢e3.

2 |dao ([d21 [d22|d2s|d2a |dos |dae [da

3 | dsp ds, dsp ds3

Figura 2-18 Escalograma esquematico de um sinal
f(t), indicando a posi¢ao dos coeficientes
wavelets dos niveis 2 e 3.
ROWE e ABBOT (1995).
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Wavelet de Daubechies (DAUBECHIES (1992))

A familia de wavelets ortogonais de Daubechies sdo denotadas por dbN
onde N ¢ a ordem da wavelet. Abaixo, nas figuras 2.19 e 2.20, segue os exemplos de duas

wavelets dessa familia.

Figura 2-19 Wavelet de Daubechies do tipo 2.
DAUBECHIES (1992).

- - _ / Vm\-—'—

Figura 2-20 Wavelet de Daubechies do tipo 4.
DAUBECHIES (1992).

Neste trabalho, utilizou-se os software Mathematica e MATLAB versao

6.5 usando o Wavelet Toolbox desenvolvido por Torrence e Compo (1998).



CAPITULO 3

Fractais

O termo “fractal” significa fragmentado, quebrado, irregular (do adjetivo
latim fractus). Este vocabuldrio foi utilizado primeiramente pelo matematico polonés
Benoit Mandelbrot em 1967, popularizando-se depois da publicagdo do livro The Fractals
Geometry of Nature MANDELBROT (1982), que ¢ uma versao estendida e atualizada do

seu livro "Les Objects Fractales: for me, hasard et dimension" publicado em 1975.

Ao criar a geometria fractal, Mandelbrot estabeleceu as bases para o
estudo focalizando as formas fragmentadas, fraturadas, rugosas e irregulares. Tais
categorias de formas sdo normalmente geradas por uma dinamica caotica, de forma que a
geometria fractal descreve os tragos e as marcas deixadas pela passagem dessa atividade
dindmica. Desta maneira, um fractal ¢ a fratura deixada pela vibra¢do de um terremoto ou a
linha costeira sinuosa esculpida pela turbuléncia dos oceanos e erosdo; ¢ a estrutura
ramificada de uma samambaia, que marca o processo de seu crescimento; os fragmentos
irregulares do gelo a medida que as 4guas se congelam. Portanto, os fractais descrevem a
rugosidade do mundo, sua energia, suas mudancas e transformagdes dindmicas

CHRISTOFOLETTI (1997), BARTON (1995).
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Segundo o trabalho pioneiro de Mandelbrot, os fractais sao definidos
como estruturas auto-similares ou seja, aquelas que se apresentam da mesma forma
qualquer que seja a escala sob a qual sdo vistas. Mas a maior contribui¢ao deste conceito ¢
uma defini¢do de dimensdo onde objetos heterogéneos podem ser convenientemente
medidos. A geometria dos fractais e seus conceitos tem se tornado nos ultimos vinte anos
uma ferramenta primordial nas ciéncias naturais. Para os bidlogos, ajuda compreender o
crescimento das plantas. Para os fisicos, possibilita o estudo de superficies intrincadas.
Para os médicos d4 uma nova visdo da anatomia interna do corpo. Hoje a geometria fractal

esta no centro dos processos de modelamento de fendomenos naturais GLEICK, (1990).

Figura 3-1 A folha de samambaia ¢ um exemplo de
fractal.

Na figura 3-1 a folha de samambaia ¢ um fractral auto-similar pois, ao se
olhar cada vez mais detalhadamente a imagem fractal verificar-se-4 que as formas

observadas em uma escala menor sao similares as formas vistas em uma escala maior

De acordo com Mandelbrot,

"Um fractal é uma figura feita de partes similares ao todo de alguma forma"'.



32

Entre os matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da
geometria fractal destacamos Georg Cantor (1845-1918) que ao desenvolver o denominado
conjunto-de-pontos de Cantor, em 1883, j& visualizava aspectos da teoria dos fractais.
Porém, o grande salto de Mandelbrot foi perceber a possibilidade de usar os fractais para
resolver complexos problemas matematicos, dando lhes uma forma geométrica o que na
época causou grande resisténcia no meio cientifico. Em livros antigos observamos que seus
autores trabalhavam com figuras perfeitas, como elipse, circunferéncia e outras. Para
Mandelbrot os matematicos deveriam esquecer um pouco as colmeias de abelhas, e
analisarem outros fendOmenos na natureza como os contornos das montanhas, a trajetoria
das goticulas de agua quando penetram na terra que, gracas a suas irregularidades nao

podem ser descritas pelos conceitos da geometria euclidiana GLEICK, (1990).

3.1 Dimensao

A geometria dos fractais possibilita concepg¢des mais amplas para se

estudar a dimensionalidade de um objeto. Elas baseiam-se na idéia de medidas.

Mandelbrot foi além das dimensdes inteiras 0, 1, 2, 3 ... até uma
impossibilidade aparente: as dimensdes fractais (dimensdo fracionada). No mundo fractal
ha irregularidades e sinuosidades e ganha-se cada vez mais informagdes a medida que
aprofunda a andlise em escalas ampliadas. A dimensao fracionada torna-se uma maneira de
medir propriedades que, sem isso, ndo tém defini¢do clara: o grau de aspereza, ou de
fragmentacdo, ou de irregularidade de um objeto. Um litoral sinuoso, por exemplo, apesar
de sua imensurabilidade em termos de extensdo, tem certo grau caracteristico de
rugosidade. Mandelbrot especificou maneiras de calcular a dimensdao fracionada dos
objetos reais, e fez com a sua geometria uma afirmagdo sobre os padrdes irregulares que
estudara na natureza: a de que o grau de irregularidade permanece constante em diferentes
escalas. Existem varias definicdes para dimens3o, mas nos restringiremos apenas as que

nos serao uteis ao conceito de fractal.
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Dimensao Euclidiana: A geometria dimensional Euclidiana pressupde

que os objetos se distribuem no espaco assumindo dimensdes inteiras 1, 2 ou 3. Por
exemplo uma reta tem uma unica dimensdao (monodimensional), porque s6 pode ser
medida de uma maneira: pelo seu comprimento; um plano tem duas dimensdes
(bidimensional), a sua area ¢ a multiplicacdo de dois nimeros: o do comprimento e o da
largura; ja um cubo tem trés dimensdes (tridimensional): cujo volume ¢ a multiplicacdo da

largura, do comprimento e da profundidade. Para o ponto admite-se a dimensao zero.

Dimensio Fractal (D): ou dimensdo de medida ou de similaridade. E

aquela que existe fora dos limites da dimensao inteira. A definicdo de dimensao fractal esta
relacionada com o conceito de medida MANDELBROT (1982), BURGOS (1999),
BURROUGHS (1981).

Por exemplo:
1) se queremos medir uma reta escolhemos uma escala € e seu comprimento L serd
definido por

L =N(e)e (3.1

tal que N(¢) ¢ o nimero de vezes que a escala ¢ ¢ aplicada, como no caso da

figura 3-2 onde o comprimento ¢ aproximadamente 4e.

Figura 3-2 Comprimento do segmento de reta.

2) se queremos medir a area A de uma regido plana, conforme figura 3-3, teremos:

A(e) = N(g) & (3.2)
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Figura 3-3 Area da regido plana.
3) e, analogamente, para um volume V :
V(e) =N €’ (3.3)

De acordo com os trés exemplos citados, podemos perceber nas figuras
3-2 e 3-3 que ao reduzirmos nossa escala ¢ a medida (comprimento, 4rea e volume) se

torna mais precisa. Portanto, podemos definir de forma genérica a medida M:

M = lim N(g) - g 'm (3.4)
£—0

onde D;, ¢ a dimensdo do instrumento de medida, ou seja se estamos medindo com retas

Dy, =1 e no caso de planos, Dy, = 2.

Avaliando o N(g) temos que, no caso de uma reta, a medida que ¢
diminui, o nimero de intervalos N(g), que ¢ necessario para cobrir toda figura, aumenta

com a razao inversa, ou seja
-1
N(e)~¢ (3.5)

Para um plano, temos que
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N(e) ~ g (3.6)
Desta forma
N@E)=CeP® (3.7)

onde C ¢ uma constante de proporcionalidade e D ¢ uma dimensao a ser obtida.

Para isso, tomando o logaritmo de ambos o lado da equagdo (3.7) temos
que:

log[N(¢g)] =1log C + D log(1/¢) (3.8)

A dimensdo D pode ser obtida diretamente pela inclinagdo da reta

log N(¢) x log (1/€) ou, pela relagdo de Mandelbrot:

b - logIN(e)]

log(1/€) (3-9)

Exemplo: Célculo da dimensao fractal de um segmento de reta AB.

Consideremos o segmento de reta que une dois pontos A e B, conforme
figura 3-4, em que ¢ ¢ o fator escala (unidade de medida) usado para medir o comprimento
do segmento AB e N(¢) ¢ o comprimento desse segmento. A dimensdo euclidiana desse
segmento ¢ 1 (unidimensional). A dimensdo fractal desse segmento, independente da

unidade de medida usada, ¢ também igual a 1.

Figura 3-4 Segmento de reta AB.
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Atribuiremos, a seguir, conforme figura 3-5, alguns valores para € com a
finalidade de obtermos a dimensao fractal do segmento AB. Sera usado, por conveniéncia,

logaritmo na base 2.

nivel € N(e) 1/¢ log(1/¢) | log N(¢)
0 1 1 1 0 0
1 1/2 2 2 1 1
2 1/4 4 4 2 2
3 1/8 8 8 3 3
nivel a /2)nivel 2nivel

Figura 3-5 Dados para o célculo da dimensao fractal.

Ao construirmos o grafico log(N(g)) x log(1/e), conforme figura 3-6
devemos obter uma reta cuja dimensdo fractal D pode ser obtida, diretamente, pela

inclinacao dessa reta.

log(N(e))

<
1
x

log(1/¢) >

Figura 3-6 Dimensao fractal do segmento de reta
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Pela relagao de Mandelbrot (3.9) temos:

b logIN@®I _,
log(1/¢€)

(3.10)

No exemplo anterior observamos que a dimensao euclidiana do segmento
de reta AB, independente da unidade de medida usada, ¢ igual a dimensao fractal D desse
segmento. No entanto, esse fato nem sempre acontece. Se tomarmos, por exemplo, a linha
de contorno da costa brasileira e calcularmos sua dimensao fractal D, encontraremos um

valor compreendido entre 1 ¢ 2.

A teoria dos fractais consegue descrever as formas da natureza que
anteriormente ndo eram tratadas matematicamente, como o formato de uma nuvem, uma
folha de samambaia figura 3-1. Isso implica em se relacionar dimensdo fractal com as
irregularidades dos objetos e processos complexos tendo como base uma "dimensao
referéncia" inteira (Euclidiana). Em D estd a idéia de preenchimento do espacgo pois, a
medida que D aumenta o grau de preenchimento do espago ou irregularidade também
aumenta como algo continuo e podendo assumir valores nao inteiros, diferente da idéia
comum sobre dimensdao. A seguir, calcularemos a dimensdo fractal de figuras auto-

similares.
3.2 Auto-Similaridade

Até entdo a defini¢do de fractal estava relacionada com a capacidade de
se obter a mesma figura (a0 menos estatisticamente) ao se efetuar uma mudancga de escala.
Ha fractais onde uma transformagdo de escala, com o mesmo fator para todas as direcdes,
leva a sistema similares, aos quais chamamos de fractais auto-similares. A invariancia
escalar, a auto-similaridade e a aleatoriedade sdo consideradas como sendo os trés atributos
dos fractais. A invariancia escalar significa que os fractais mostram detalhes similares em
diversas escalas. Deve-se salientar que a nocdo de auto-similaridade baseia-se na de

similaridade geométrica. Dois objetos sdao similares se possuem a mesma forma,
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independente de seus tamanhos. Os angulos correspondentes, todavia, devem ser iguais ¢
os segmentos lineares correspondentes devem ter o mesmo fator de proporcionalidade. Por
exemplo, quando uma fotografia ¢ ampliada, ela ¢ ampliada pelo mesmo fator tanto na
direcdo vertical como na dire¢dao horizontal. O terceiro atributo, a aleatoriedade, encontra-
se relacionado com a dinamica cadtica do sistemas, assinalando a imprevisibilidade da

forma especifica a ser gerada.

Baseando-se nessas caracteristicas, foram desenvolvidos alguns fractais,
que se tornaram cléssicos e referéncias para novos estudos. Estes fractais exatos receberam

o nome de seus criadores, dos quais evidenciaremos os exemplos a seguir:

Poeira de Cantor

A Poeira de Cantor foi apresentada por Georg Cantor em 1883 Comeca
por um segmento de reta que divide-se em trés partes auto-similares, do qual retira-se a
parte do meio. Isso resulta em dois segmentos, e retiramos o ter¢co médio de cada um deles.
Isso resulta em quatro segmentos. Nas partes restantes, repete-se a mesma operagao, sendo

que as estruturas que se formam foram assemelhando-se a poeira GLEICK (1990).

Se fosse uma reta, independente do seu comprimento medido em metros,
centimetros, etc. o valor da dimensao fractal seria igual a 1, mas, como se trata de uma reta
segmentada ¢ da qual se retirou partes, o valor da dimensdo fractal ¢ menor que 1.
Observa-se que nesse fractal ¢ facilmente visto algumas caracteristicas dos fractais, ou
sejam, auto-similaridade e complexidade. Além disso, esses fractais sdo gerados por

processos simples

I nivel O

| I nivel |
L L [ B nivel 2
H N [ H N H N nivel 3

Figura 3-7 Representacdo do conjunto cantoriano.
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Ao gerarmos o conjunto cantoriano, conforme exposto anteriormente,
obtemos para cada nivel de iteragdo, os valores de € e N(¢g), apresentados a seguir:
no nivel 0 temos: e =1 e N(g) =1;
no nivel 1 temos: € = 1/3 ¢ N(g) = 2;
no nivel 2 temos: € = 1/9 ¢ N(g) = 4;

no nivel 3 temos: € = 1/27 ¢ N(g) = 8.

A dimensdo D ¢ obtida pela inclinagdo da reta logN(¢e) x log (1/¢) .

'og Nee) y = 0,6309x

>
log(1/¢)

Figura 3-8 Dimensao fractal do conjunto cantoriano.

Pela relagao de Mandelbrot (3.9) a sua dimensao ¢

b _ loelN@)]

=0,6309 (3.11)
log(1/¢)

Curva de Kock

A Curva de Kock, LAM, N. S-N., DE COLA, L. (1993) ou floco de
neve, foi descoberta por Helge Von Kock, matematico sueco em 1904. Genericamente, o
caminho para formagdo desse fractal ¢ o oposto ao do empregado na Poeira de Cantor. No
caso da Curva de Kock um segmento de reta ¢ dividido em quatro partes auto-similares e

dobrada no ponto mediano, sendo isso repetido varias vezes até que a assume uma forma
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que lembra um floco de neve. Se fossemos determinar a dimensao da linha esta seria igual

a 1, enquanto que a Curva de Kock tem dimensao fractal igual a 1,26.

nivel 0

/\ nivel 1
_/\j/\z_/\_ nivel 2

m nivel 3

Figura 3-9: - Quatro Geragdes da Curva de Koch.

Na figura 3-9 temos: uma linha, de dimensao 1, que ¢ dobrada de modo
que cada uma de suas partes sejam auto-similares, portanto, a dimensdo fractal esperada
sera entre 1 e 2. Para achar D, entende-se que no primeiro nivel de iteracdo N ¢ igual a 4,
ou seja, a linha foi dobrada em 4 partes auto-similares, e que € = 1/3. No segundo nivel de
iteracdo o N = 16 e € = 1/9, ... . Por meio do valor da inclinacdo da reta do grafico

log(N(e)) x log(1/¢) obtemos o valor da dimensao fractal D =1, 2618. Logo temos:

p-oeNET_ o6 (3.12)
log(1/¢)

3.3 Auto—Afinidade

Os fractais auto-similares MANDELBROT (1985), CARR (1997),
GALLANT, MOORE, HUTCHINSON, GESSLER (1994)como podemos notar, em

estruturas do tipo da curva de Koch, possuem isotropia, isto €, sdo equivalentes em
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todas as direcOes. Existem fractais anisotrdpicos, ou seja, para se obter um objeto
semelhante a partir de uma transformacdo de escala ¢ necessario que as escalas sejam
diferentes para diferentes direcdes; a estes

MATSUSHITA, OUCHI (1989).

chamamos de fractais auto-afins

Figura 3-10 Exemplo de uma figura auto-afim.

Na figura 3-10 podemos observar uma estrutura auto-afim obtida
recursivamente. Nela temos, na dire¢do horizontal x, o fator de escala by = 4 que ¢

diferente da diregdo vertical y onde by =2.

Auto-afinidade ¢ definida através da transformacao

t—>ht (3.13)

for f (3.14)

sendo f(t) fun¢do de uma variavel, considerando apenas perfis bidimensionais que no caso

de estruturas auto-afins t€ém que ser univocas, onde t ¢ a varidvel horizontal, f(t) ¢ a

variavel vertical e H ¢ denominado expoente de Hurst.
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Combinando as transformagdes (3.13) e (3.14) temos

A () = f() (3.15)
f(t) = A M f(At) (3.16)

As equagdes (3.13), (3.14) e (3.15) expressam funcdes auto-afins.

O simbolo = significa igualdade estatistica. Alguns fenomenos naturais
apresentam auto-similaridade estatistica. Entendemos por auto-similaridade estatistica o

fato de uma parte do perfil ser estatisticamente semelhante ao todo.

O expoente de Hurst (H) ¢ limitado para o intervalo 0 < H < 1, e estd
intimamente relacionado com as caracteristicas geométricas do perfil, sintetizando toda a

informagao relacionada ao seu reescalonamento.

3.4 Determinacio do Expoente de Hurst (H) e da Dimensao

Fractal (D).

Analisaremos o expoente de Hurst para perfis auto-afins por dois
métodos: um denominado Reescaled-Range ou andlise de reescalonamento ou
simplesmente analise R/S e o outro, célculo do expoente H por transformada wavelet,

MIRANDA (1997), SIMONSEN, HANSEN, NES (1998).

3.4.1 Método R/S

O método R/S, foi desenvolvido por Hurst em 1951, e ¢ um método

classico para analise de seqiiéncias temporais. Hurst estudou processos climatologicos
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relacionados a enchentes do Rio Nilo, e encontrou que muitas variaveis naturais ao serem
reescalonadas temporalmente, apresentavam uma lei de poténcia do tipo T", onde T ¢ a
escala (periodo) e H é conhecido como expoente de Hurst. Essa andlise ¢ conhecida como

Analise de Reescalonamento ou Analise R/S.

O método R/S surgiu com a tentativa de se resolver o problema de um
reservatorio finito submetido a um fluxo de entrada aleatéria. A questdo baseia-se na
determinagdo do volume de um reservatorio, conhecendo-se seu fluxo de entrada de agua

&(t) e considerando que seu fluxo de saida seja igual a média do £(t), de maneira que este

reservatorio nunca seque ou transborde.

Considerando o intervalo de tempo T, a média do fluxo de entrada sera:

iam

_t=l
<§>_—T (3.17)

Como ha variacdo na quantidade do fluxo de entrada, em cada ano
sempre havera uma diferenca em relagdo a média do periodo para mais ou para menos.
Essas diferengas em relagdo a média devem ser somadas de modo cumulativo. Assim, a

equacao que melhor representa tal situagdo ¢é:
t
X(t,T):Z[i(u)—<i>T] (1<t<T) (3.18)
u=l

O valor maximo e o minimo de X(t, T) representam o volume maximo e
minimo de 4gua que passard pelo reservatorio no periodo T, conforme figura 3-11. A

diferenca entre os valores maximo e minimo da curva acumulada representa a amplitude

(R).

R(T) =Max X(t, T) - Min X(t, T)para (1<t<T) (3.19)
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Obviamente R(T) depende do fluxo £(t), que por sua vez depende do

periodo considerado T. Hurst investigou muitos fendmenos naturais e percebeu que R

dependia do periodo T como uma lei de poténcia

% =c(mH (3.20)

onde R representa a diferenca entre as quantidades maxima e minima de agua contida no
reservatorio, S desvio padrdo do fluxo de entrada, C coonstante ¢ H conhecido como

expoente de Hurst.

T

> [e0-<&>. ]

| t=t
S(T) = - (3.21)

S(T) foi introduzido apenas para que a varidvel R/S seja um niimero
adimensional, tornando mais fécil a comparacdo com outros fenomenos. Portanto, teremos
para cada valor de escala T um niimero R/S. Essa técnica estatistica para o calculo de R/S ¢

denominada Reescaled-Range ou analise de reescalonamento.

Figura 3-11 Reservatorio de 4dgua.
FEDER (1989).
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3.4.2 Estimativa do Expoente de Hurst (H).

Segundo HURST (1965), WERON, PRZYBYLOWICZ (2000) os
valores R/S obtidos em registros de séries temporais, considerando diferentes tamanhos de

periodo de tempo (T) sdo descritos pela seguinte relagao empirica:
R
= - ¢cmH (3.22)
S

em que, R/S = reescalonamento da série, T = periodo de observacao, C = constante e
H = expoente de Hurst

Ao aplicarmos logaritmo na equacgdo (3.22) obtemos:
log(R/S)=Hlog(T) +log C (3.23)

Construindo o grafico log(R/S) x log (T) e calculando a regressdo linear
dos pontos obtidos, determinamos H que além de representar a inclinagdo da reta também
traz informacgdes sobre as caracteristicas geométricas da série analisada, sintetizando toda a

informagao relacionada ao seu reescalonamento.

Outra caracteristica importante do expoente H ¢ a de informar sobre
persisténcia, ou ndo, do processo como, também, informagdes sobre correlagdo, a qual ¢
calculada BRESLIN, BELWARD (1999) por:

C=2%"b _ (3.24)

em que, C = medida de correlagdo e H = expoente de Hurst.

De acordo com FEDER (1989) tem-se:
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1) para 0,5 < H < 1 temos persisténcia, assim um incremento positivo
(negativo) no passado aumenta a possibilidade de um incremento positivo (negativo) no
futuro. O fato de H estar entre 0,5 e 1 indica que temos um sistema positivamente

correlacionado;

2) para 0 < H < 0,5 temos antipersisténcia, que indica que para um
incremento positivo (negativo) no passado, incrementos negativos (positivos) no futuro
terdo maior probabilidade. O fato de H estar entre 0 e 0,5 indica que o sistema esta

negativamente correlacionado.

3) para H = 0,5 temos um sistema descorrelacionado, o comportamento
da sistema ¢ similar ao movimento aleatério (movimento Browniano ou movimento

Browniano ordinario).

O valores de H, para os casos 1 e 2 acima, indicam que o sistema refere-
se a um processo de memodria longa com componentes randomicos, onde um evento
passado tem efeito sobre o evento futuro. Tais sistemas s3o denominados movimento

Browniano fracionario (fBm).

O expoente H traz informagdes sobre a geometria do perfil analisado, e
também sobre a persisténcia ou ndo do processo. Um exemplo dessa relagdo de
persisténcia ¢ o movimento Browniano fracionario, que podemos relacionar, a titulo de
ilustragdo, ao movimento de um bébado ao longo de uma linha. Se os passos do bébado sao
persistentes, um passo para frente serd seguido, provavelmente, por outro no mesmo
sentido, e este movimento o levard sempre a distancias cada vez maiores da origem. Para
passos antipersistentes um passo para frente, provavelmente, serd seguido de um para tras e
1sso mantera sempre proximo a origem. Tracando o grafico da distancia a origem vs. tempo
, conforme figura 3-12, podemos perceber na diferenca entre as escalas do grafico o que foi
dito em relagdo a maiores ou menores distancias. E isso se reflete na forma que uma
medida na dire¢do y (neste caso, distdncia a origem), como rugosidade aumenta a uma taxa

maior ou menor dependendo do quao persistente ou antipersistente € o sistema.
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Exemplos de trés séries temporais, representando movimento Browniano

fracionario (H=0,1; H=0,9) e movimento Browniano (H = 0,5).

H=0,5
oo
g;
Aol la1.1

. 1
600 802 €04 g5 608 610
Tempo

Figura 3-12 Movimento Browniano e
movimento Browniano fracionario.
PETERS (1996).

3.4.3 Programa para Gerar Ruido com Determinado Valor de H

O movimento Browniano fracionario ¢ uma generaliza¢cdo do movimento
Browniano ordinario. E conhecido como um modelo adequado para descrever um vasto
nimero de fendmenos e formas naturais, tais como superficies terrestres, silhuetas de

montanhas, linha costeira, ondulagdes em agua.

Segundo Roman E. Maeder (1995) foram desenvolvidos métodos para
visualizar o movimento Browniano fraciondrio de uma série temporal com determinado

valor de H, com auxilio do programa Mathematica versao 1.2.

Podemos a partir de um perfil de uma série temporal com expoente H
bem determinado, aplicar métodos e verificar se o expoente gerado a partir desses métodos

¢ o mesmo que foi dado, como parametro, para se gerar o perfil. Os graficos a seguir
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mostram simulagdes de séries temporais analisadas para 4096 pontos e valores do
expoente de Hurst iguais a 0,50; 0,70 e 0,90.

Figura 3-13a  Movimento Browniano.

H =0,50.
hurst05.dat
Hurst Exponent
100 100
frﬁ
v
g
v Py
W@ mﬂfﬁj @
F 10 10 F
i r i
1 1
1 10 100 1000

10000
nobs

Figura 3-13b Analise R/S.
AutoSignal para Windows 1.6.

Aplicando o método R/S obtemos o valor estimado de:
H=0,551

Std = 0,0025

r* = 0,995



RIS

0.05

1000 2000 3000 00
-0.05

-0.15
-0.2

-0.25

Figura 3-14a Movimento Browniano fraciondrio.
H = 0,70.

hurst07 .dat

Hurst Exponent
1000 1000

100 rﬂj 100

RIS

1 10 100 100a 10000
nobs

Figura 3-14b Analise R/S.
AutoSignal para Windows 1.6

Aplicando o método R/S obtemos o valor estimado de:
H=0,708

Std = 0,0046

r’ = 0,990
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Figura 3-15a Movimento Browniano fraciondrio.
H = 0,90.
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Figura 3-15b Analise R/S.

AutoSignal para Windows 1.6.

1000

10000

Aplicando o método R/S obtemos o valor estimado de:

H=0,884
Std = 0,0044
? = 0,995
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Os algoritmos para gerarem movimento Browniano fraciondrio ndo sdo

exatos, geram valores aproximados de H por estarem analisando processos que possuem

componentes aleatorios envolvidos.
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O atributo do método R/S ¢ de confiabilidade, pois, apresenta resultados
proximos dos simulados, conforme figuras 3-13b, 3-14b e 3-15-b.

Determinamos o valor estimado de H pelo método R/S usando o
programa AutoSignal o qual automatiza os processos de analise de sinais complexos, filtra,

processa e analisa esses sinais com graficos interativos e detalhados métodos numéricos.

3.4.4 Calculo da Dimensao Fractal (D)

Na andlise R/S a dimensao fractal (D) esta relacionada com o expoente

de Hurst para perfis auto-afins através da formula BRESLIN, BELWARD (1999).
D=2-H (3.25)

A dimensdo fractal assume caracteristica de preenchimento do espaco,
podendo assumir valores nao inteiros, ou seja a medida que H diminui (0 < H< 0,5) D se
aproxima de 2, logo o perfil se torna tdo rugoso que ¢ como se ele comegasse a preencher o
espaco como um plano. Se o expoente H aumenta (0,5 < H < 1) a dimensdo diminui
suavizando o perfil; se H = 0,5 a dimensao fractal é 1,5 representando movimento

Browniano EDGAR E. PETERS (1996). Conforme figura 3-17

T

Flh H=05D=1,5

/ /e o
aTA

‘\Jih‘“u /J"A Wﬁ\ "\r{}:u,sj:{ 12

VA /’“wﬂ

Fig 3-16 Perfis com diferentes dimensdes.
PETERS (1996)
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3.4.5 Determinaciao do Expoente de Hurst pela Transformada Wavelet

Calculemos o expoente de Hurst por meio da transformada wavelet

aplicada a um sinal f(t) auto-afim.

A transformada wavelet continua ¢ definida, conforme capitulo 2 nas

equagdes (2.21) e (2.22), por:

(3.15), que:

C(a,b) = % _[ f(t) v (%j dt (3.26)

A auto-afinidade de um sinal f(t) implica, como j4 vimos na equagdo

fout) = A1 £(t) (3.27)

Como o sinal f(t) a ser analisado ¢ auto-afim, entdo, os coeficientes de

wavelets devem satisfazer a seguinte condi¢ao:

temos:

C(ha, 1b) = A" C(a, b) (3.28)

Substituindo entdo t por At na equagdo (3.26) obtemos:

WHe(a,b) =% I f(kt)w[%]dt (3.29)

—00

Logo, fazendo At =z = dt = dz/A, que substituindo na equagdo (3.29),

A, b) = % I f(z)w[%j % (3.30)
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Assim,
T Wb d
_.-H| 1 zZ— z
C(a,b) = A N j f(z)w(—ka j;& = (3.31)
—o0
ou
T b
_H- 1 zZ—
C(a,b)=A"H-/2)] __—_ j f(z)w( ]dz (3.32)
ra
Va4
Portanto,
C(a,b) =17V H .Cc(ra, Ab)
Concluimos entao que
C(ra,Ab) = A" C(a, b) (3.33)

Calculando o valor absoluto da média dos coeficientes através do método
AWC "Averaged Wavelet Coefficient Method" desenvolvido por SIMONSEN, HANSEN,
NES (1998), temos:

C(ha) =A< C(a) >y (3.35)

Para determinarmos o expoente de Hurst utilizamos o grafico
log(C(Aa)) x log a cuja inclinagdo da reta ¢ H + 1/2. Com isso encontramos o valor de H

com o qual se determina a dimensao fractal do sinal.

A
log C(Aa)

H+1/2

] >
oga

Figura 3-17 Ajuste dos pontos por uma reta.
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A teoria para o calculo do expoente de Hurst foi desenvolvida para
wavelet continua mas, de acordo com os trabalhos apresentados por ABRY, VEITCH
(1998), ABRY, FLANDRIN, TAQQU, VEITCH (2000) esse estudo pode, também, ser

estendido para o céalculo do expoente de Hurst aplicando transformada wavelet discreta.

Existem outros métodos para o céalculo do expoente de Hurst por
wavelets nao abordados neste trabalho JONES, LONERGAN, MAINWARING (1996),
SEVCIK (1998).



CAPITULO 4

Analise da Série Temporal Diaria das Chuvas do Municipio de Araras-

SP, (1955-2000)

As precipitagdes pluviométricas constituem um sistema complexo devido
ao fato de ndo serem periodicas, nem aleatorias, mas uma mistura, algo intermediério entre

tais fendmenos.

Métodos desenvolvidos recentemente serdo usados na analise de uma
série temporal obtida com valores diarios de chuvas, totalizando 16.771 dados, conforme
figura 4-1. Tais métodos incluem a transformada de Fourier, transformada wavelet, calculo
do expoente de Hurst (H) e a dimensao fractal (D). Para o calculo do expoente de Hurst

usaremos dois métodos: analise R/S e transformada wavelet.

A figura 4-1, nos mostra que a série temporal dos dados diarios de
chuvas deve possuir uma dimensao nao inteira devido a sua rugosidade. Mostraremos que
o valor estimado para a dimensdo fractal de tal perfil ¢ D = 1,254 e o valor estimado do

expoente de Hurst ¢ H = 0,743.
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Figura 4-1 Série temporal das chuvas do municipio
de Araras (1955-2000).

Aplicaremos cada um dos métodos proposto na série temporal em estudo

e interpretaremos os resultados obtidos.

4.1 Comparacio entre o Escalograma da Transformada Wavelet e o

Espectro de Fourier para Série de Chuvas

A seguir, analisaremos o espectro de Fourier e o escalograma da
transformada wavelet para série dos dados didrios de precipitagdes pluviométricas

coletados na Fazenda Santa Lucia, localizada no municipio de Araras (SP), totalizando

16.771 dados de chuvas.

Aplicando a FFT na série temporal obtemos o espectro de Fourier,

conforme figura 4-2.
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Figura 4-2 Espectro de Fourier da série temporal
de chuvas.

O resultado da transformada de Fourier aplicado a série temporal da
figura 4-1 fornece uma relacdo entre freqiiéncia e amplitude desses sinais. Analisando o
espectro de freqiiéncias, pudemos destacar a freqiiéncia, igual a 0,002742. Tal fato,
corresponde ao periodo de 364,69 dias, aproximadamente, um ano. Portanto, pela FFT

aplicada a série temporal de chuvas constatamos a periodicidade em torno de um ano.

O grafico obtido na figura 4-3 ¢ o resultado da transformada de Fourier
aplicado a série completa dos dados de chuvas, figura 4-1, retirado o sinal anual

predominante.
70
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Figura 4-3 Espectro de Fourier, sem a periodicidade anual.
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Interpretando o espectro de Fourier, figura 4-3, obtido pela FFT da série

temporal de chuvas, ndo conseguimos constatar um periodo significativo para a série.

Pelo fato da freqiiéncia ser o inverso do periodo, analisaremos os sinais
dos espectros que apresentam freqii€ncias menores que 0,00274 pois, tal fato corresponde a
analise de periodos maiores que um (1) ano. Assim, analisando e comparando o espectro
de Fourier, nas figuras 4-2 e 4-3, observamos freqiiéncias, aproximadamente, iguais a
0,00119 e 0,00059 cujos periodos correspondem, aproximadamente, 2 e 4 anos,

respectivamente.

A seguir analisaremos o escalograma da série temporal de chuvas obtido

pela transformada wavelet, conforme figura 4-4.

chuvas Wavelet Power Spectrum

18 h — T U T T T 1 T

0
o 0
@ ?@@%@

1955 195E| 1955 19?’0 19?’5 1980 1985 1990 1995 2000
Time (year)
Figura 4-4 Escalograma da série temporal de chuvas

usando programa do MATLAB, TORRENCE
e COMPO (1998).

Period [years)
e

S
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Neste escalograma procuramos salientar a periodicidade das chuvas com
o auxilio da interpretacdo de cores, a cor azul significa menor intensidade do coeficiente
wavelet e a vermelha, maior intensidade. Tal analise realizou-se dentro da curva fechada
(cone de influéncia), pelo fato dessa regido apresentar alto nivel de confiabilidade,
garantida pelo teste de significancia (TORRENCE e COMPO (1998)). Assim, foi possivel

observar periodos significativos da série em torno de um (1), dois (2) e quatro (4) anos.

Analisando a FFT de um sinal, toda informagdo relativa a evolugdo
temporal da série € perdida, sendo possivel distinguir apenas as freqiiéncias dominantes.
No entanto, aplicando a transformada wavelet conseguiremos distinguir as freqiiéncias
dominantes (escalas ou periodos) e, ainda, localiza-las no tempo. Com esta andlise
constatamos a utilidade da transformada de Fourier e wavelet no estudo de sinais

periodicos.

Comparando o escalograma apresentado na figura 4-4 com o espectro de

Fourier figura 4-2, constatamos os mesmos periodos significativos da série.

A andlise dos dados de chuvas foi realizada por meio da transformada
wavelet usando wavelet de Morlet por ser esta andlise a mais adequada para capturar
variagdes nas periodicidades do sinal, de maneira continua ao longo das escalas e por

fornecer uma representagao do sinal visualmente mais facil de ser interpretada.

4.2 Determinaciao do Expoente de Hurst (H) e da Dimensao Fractal (D)

Os valores R/S (Rescaled Range) para analise de série temporal da figura
4-1, considerando diferentes tamanhos de periodo de tempo T, sdo adequadamente

descritos pela seguinte relagio empirica: R/S = C(T)", equagio (3.22).
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Aplicando logaritmo na equagdo anterior obtemos log(R/S) = H log(T) + logC, equagao
(3.23), onde H ¢ o expoente de Hurst, FEDER (1988). Construindo o grafico de
log (R/S) x log (T), e ajustando os pontos por uma reta, o expoente H representa a
inclinagdo dessa reta conforme figura 4-5 a seguir.

tudo.dat

Hurst Exponent
1000 1000

100 M"" 100

RS
RS

/}
10 4 10
1 1
. 10 100 1000 10000
nohs

Figura 4-5 Analise R/S.
AutoSignal para Windows 1.6

H=0,743
Std = 0,00524
?=0,9951

Para a série em estudo estimamos H = 0,743 e consequentemente a
dimensdo fractal D = 1,254. Isto indica que, sobre o ponto de vista de correlagdo, a chuva
de maneira geral se mostra persistente isto ¢, apresenta um componente de longa memoria
e seus passos estdo positivamente correlacionados. O valor encontrado de H, no estudo da
pluviosidade da regido de Araras ¢ o mesmo valor encontrado para a pluviosidade em
outras regides MIRANDA (1998), BRESLIN, BELWARD (1999), GAN, McMAHON,
FINLAYSON (1991).
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4.3 Calculo do Expoente de Hurst pela Transformada Wavelet

Aplicando a transformada wavelet discreta, para estimar o expoente de
Hurst, conforme SIMONSEN E HANSEN (1998), no sinal da série da figura 4-1 e usando
a wavelet ortogonal de Daubechies do tipo 8, obtivemos o escalograma

figura 4-6:

Coefs Data (Sizel | tuds (16771)
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Figura 4-6 Escalograma da série temporal de chuvas.
MATLAB, TORRENCE E COMPO (1998).

O escalograma ¢ a representacdo da matriz dos coeficientes. Tomamos 12
escalas. Entdo temos uma matriz de dimensdo 12 linhas por 16384 colunas. Calculando o
valor absoluto da média de cada linha, usando a equacdo (3.34) obtemos, uma matriz de
dimensao 12 linhas por uma coluna. Fazendo o grafico do logaritmo na base 2 dos valores
da média dos coeficientes vs logaritmo na base 2 das escala obtemos os pontos da figura

abaixo e cujo ajuste, nos dé a reta y(x) = 1,2x — 13.2482:
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2 4 6 8 10 12
Figura 4-7 Ajuste dos pontos por uma reta.

Valor estimado de H:
H+12=1,27
H=0,77

Analisando a transformada wavelet do sinal da série de chuvas, usando
wavelets ortogonais de Daubechies dos tipos 4, 5, 6, e 10, encontramos os seguintes

resultados:

DbN H Erro Estimado
Db4 0,802 0,2081
Db5 0,580 0,3189
Db6 0,706 0,4497
Db8 0,775 0,3055
Dbl10 0,508 0,4001

Figura 4-8 Tabela de valores para H
MATLAB.
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Segundo os valores apresentados na tabela da figura 4-8 observamos que
o menor erro estimado foi quando calculamos o expoente de Hurst, usando a wavelet Db4.
Mas, para analise da série temporal de chuvas o valor estimado de H ¢ em média 0,7 o que
nos levou a escolher a wavelet ortogonal Daubechies do tipo 8 porque o valor de H
encontrado foi o que mais se aproximou do método R/S. Essa escolha pode nao ser
representativa, uma vez que a andlise foi feita para uma tUnica série. Acreditamos que um
estudo envolvendo outros tipos de wavelets e um nimero maior de séries temporais

represente melhor os resultados.

4.4 Conclusao

A andlise da transformada wavelet efetuada permitiu detectar
periodicidade em torno de um (1), dois (2) e quatro (4) anos no registro da série temporal
de chuvas, nos periodos de 1958/1962, 1968/1969, 1972/1976, 1978/1982 ¢ 1986/1992.
Tal informagdo obtida com a transformada wavelet (por meio do escalograma) e com a
transformada de Fourier (espectro de Fourier) complementam o estudo das séries
temporais quanto a variagdo da periodicidade da série ao longo do tempo. Neste contexto

mostramos que a utilizacdo das wavelets ajuda na caracterizagao do sistema complexo.

Analisamos o expoente de Hurst para a série temporal usando dois
métodos: método R/S e o método da transformada wavelet. Apesar de métodos diferentes
os resultados obtidos foram equivalentes. Em sistemas complexos, este ¢ um fato

significativo.

Na maioria das analises de séries temporal de chuvas, o valor estimado
de H estd entre 0,5 ¢ 0,8 com valor médio igual a 0,7. O valor do expoente de Hurst
encontrado na analise da série obtida com os dados didrios de precipitagdo, coletados na
fazenda Santa Lucia, no municipio de Araras, foi estimado em H = 0,7 e dimensao fractal

D = 13. Esse valor, de acordo com FEDER (1989), indica sobre o
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ponto de vista de correlagdo, que a chuva, se mostra persistente (H > 0,5), ou seja a série

temporal em estudo tem propriedade de longo alcance.

Com este trabalho podemos perceber que a analise fractal pode ser uma

ferramenta muito util para estudo de sistemas complexos.

Atualmente, LOVEJOY, MANDELBROT (1985), MAZZARELLA
(1999) acreditam que as chuvas sejam um processo multifractal, isto é, ndo possui uma
unica dimensao fractal mas, um continuo de dimensdes variando de um valor minimo a um

valor méaximo sendo o ponto de maximo da curva o valor da dimensao fractal encontrado.

4.5 Sugestio para Trabalhos Futuros

Sugerimos uma pesquisa que envolva um numero maior de séries de
chuvas, de diferentes regides, para que nelas possam ser aplicadas o métodos R/S e
transformada wavelets, com a finalidade de verificar a credibilidade desses métodos na
estimativa do expoente de Hurst (H). Além disso, sugerimos também que os valores de H,
sejam comparados com os valores estimados pelo método Fourier power spectrum

method (FPS), conforme apresentado em SIMONSEN, HANSEN e NES (1998).
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