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Resumo 

Discutimos alguns aspectos algébricos das hierarquias integráveis to tipo NLS. Consi- 

deramos os sistemas generalizados de Schrõdinger não linear (GNLSr) e de Schrõdinger 

não linear derivativo (GDNLSr). Começamos com o estudo do caráter bi-Hamiltoniano 

de ambos os sistemas GNLS2 e GDNLS2; além do mais, estabelecemos uma relação en- 

tre ambos os sistemas através de uma transformação de ”gauge”. Usando o formalismo 

das transformações ”dressing” e da função-tau construimos a solução do tipo N-sóliton da 

equação GNLSr- Além disso, construimos quantidades conservadas e soluções N-sóliton de 

múltiplos tempos no caso mais simples, a hierarquia de equações GNLSi. 

Palavras Chave: modelos integráveis, sistemas bi-Hamiltonianos, transformações ”dres- 

sing”, funções-tau, sólitons. 

Aréa de conhecimento: 1.05.01.01-0, 1.05.03.01-3 



Abstract 

We discuss some algebraic aspects of the NLS type integrable hierarchies. We con- 

centrate on the generalized non-linear Schrõdinger systems (GNLSr) and the derivative 

non-linear Schrõdinger systems (GDNLSr). We start with the study of the bi-Hamiltonian 

character of both the GNLS2 and the GDNLS2 systems. Using the dressing transformation 

and the tau-function formalisms, we construct the N-soliton Solutions of the GNLSr equa- 

tion. Moreover, we construct conserved quantities and multiple time N-soliton Solutions of 

the simplest case, the GNLSi hierarchy of equations. 

Keywords: integrable models, bi-Hamiltonian systems, dressing transformations, tau-functions, 

solitons. 
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Introdução 

A investigação dos sistemas integráveis tem sido uma área interessante e ativa nos anos 

recentes devido ao fato que numerosos e interessantes sistemas físicos a duas dimensões têm 

sido resolvidos usando vários métodos de solução. Uma grande classe de soluções explicitas, 

tais como soluções do tipo sóliton, foram obtidas. A equação modelo é a de Korteweg de 

Vries 

ut + 6uu^ + ^XXX 0* 

Historicamente foi a primeira equação descoberta, com soluções do tipo sóliton, além 

de numerosas outras importantes propriedades. É importante de ser notado que em 1965 

Zabuski e Kruskal descobriram o comportamento sóliton do KdV, baseados em soluções 

numéricas. Em 1968, P.Lax [40] mostrou que havia uma formulação geral pela qual a 

equação de KdV poderia ser vista como uma condição de compatibilidade entre dois opera- 

dores lineares. Ele também investigou em considerável detalhe as propriedades de interação 

.exibidas pelos sólitons de KdV. 

Lax escreveu a equação de KdV de forma elegante. Seja L o operador de Schrõdinger 

i=-|+vw. 

Então a equação de KdV pode ser escrita como 

onde M é um operador diferencial de terceira ordem, cujos coeficientes são construidos em 

termos de u e suas derivadas em x. A equação de Lax mostra que a evolução de KdV é 

uma transformação de semelhança de L 

L T {t) LT~^ {t), 

e assim, descreve uma deformação espectral constante de L. 

Como uma outra alternativa, Ablowitz, Kaup, Newell e Segur (AKNS) (1974) [42] pro- 

puseram uma técnica, a qual, de maneira geral , pode ser formulada como segue. Considere 

duas equações lineares 

= U'^ 

e 

Í'í = Uí', 
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onde ^ é um vetor n-dimensional e U,V são matrizes (n)x(n) contendo os campos do 

modelo. Então a condição de compatibilidade para êste sistema produz 

Ut-V, + [U,V] = 0, 

a qual é chamada de representação de curvatura nula do sistema não linear de equações. 

Para fazer que esta equação seja efetiva , os operadores associados U,V devem ter um 

parâmetro espectral A, que tem o papel de valor próprio e satisfaz Af = 0. 

Como um protótipo dentre os sistemas não lineares integráveis, KdV tem tido também 

um grande impacto indireto sobre muitas áreas da física teórica, matemática pura, e as 

áreas entre elas. Muitas áreas da matemática, incluindo as equações diferenciais ordinárias, 

geometria algébrica, teoria de grupos de Lie e geometria diferencial têm sido influenciadas 

grandemente, pelos métodos usados em resolver KdV, e encontrou relacionamentos em 

teoria quantica de campos, cordas e teoria de campos conforme, gravitação quântica e 

relatividade geral clássica, para não mencionar as numerosas aplicações no tratamento dos 

outros sistemas não lineares conhecidos, tais como os sistemas não lineares de Schrõdinger 

(NLS) e de sine-Gordon (SG). 

Em 1970, Zakharov e Shabat (ZS) [55] mostraram que a chamada equação não linear 

de Schrõdinger (NLS) 
+ 2^ 1 p flr, 

admite o método de solução conhecido como método inverso de dispersão (IST) (descoberto 

durante o estudo do sistema de KdV por Gardner, Green, Kruskal e Miura [41]) com o 

operador L dado pelo sistema de primeira ordem 

L = 
1 0 

0 -1 
+ 

0 \ 

^ 0 J • 

No presente trabalho, trataremos com alguns aspectos deste modelo. O modelo NLS é 

bem conhecido por descrever modulações lentas não lineares de trem de ondas em ondas 

de água ou ótica não linear [12]; além do mais, provê um modêlo universal de equação não 

linear. 

Em muitos aspectos técnicos a equação de NLS é mais simples e mais fundamental do 

que a equação de KdV. Por exemplo; o problema linear auxiliar para NLS (o problema 

de valores próprios para o operador de Lax L) é um sistema de equações diferenciais de 

primeira ordem do tipo geral; o formalismo Hamiltoniano para a equação de NLS [7] é 

mais simples e direto, os campos 'I' (x) e (x), formam um conjunto simples de variáveis 

canônicas, 
(x), í'* (x)} = íé(x - y); 

assim, a equação de NLS pode ser escrita como uma equação de Hamilton, escolhendo-se 
o Hamiltoniano , 

«=C (i I 

Uma outra equação não linear canônica em física, é a chamada equação de Schrõdinger 

não linear derivativa (DNLS) 

Qt ~~ iQxx T oidx q i ç) — 0? 



a qual aparece no estudo da evolução não linear de ondas paralelas de Alfven em plasmas 

[1], e também, em certos problemas de plasmas em astrofísica [3], 0 método inverso de 

dispersão (IST) tem sido aplicado a esta equação e a existência de uma sequência infinita de 

quantidades conservadas foi provada por Kaup e Newell (1978) [4], Sabemos que o sistema 

DNLS é completamente integrável no sentido que êle possui uma série infinita de grandezas 

conservadas, as quais podem ser construidas explícitamente. 

Depois dos trabalhos de ZS e AKNS, a existência de um conjunto grande de tais siste- 

mas integráveis foi revelado. A década passada presenciou um rápido crecimento de tais 

membros na família dos sistemas integráveis. Assim, houve uma urgência natural de se 

estabelecer algum esquema de unificação para se agrupar sistemas integráveis da mesma 

classe, achando seus interrelacionamentos e identificando alguns representantes autênticos, 

dos quais os outros originam-se. Este esquema de unificação foi realizado, através da equi- 

valência de "gauge” [17], encontrando autênticas equações independentes, achando trans- 

formações de ”gauge” entre sistemas diferentes e reconhecendo modêlos do mundo real 

como membros do conjunto de sistemas integráveis. Usando este esquema de unificação, a 

transformação entre os campos, ^ (x) do sistema NLS e g(x) do DNLS, pode ser achada, 

mostrando que estes sistemas estão relacionados por alguma transformação de "gauge”. 

Junto com a ideia acima, a transformação de "gauge” (GT) entre diferentes sistemas, é 

usado também com um outro propósito; isto é, para achar transformações de Bãcklund 

(BT) entre soluções diferentes do mesmo sistema. 

Muitos sistemas integráveis emO-fl, l-f-le2-f-l dimensões são conhecidos serem 

sistemas bi-Hamiltonianos [6, 7]. Estes são sistemas cujas equações dinâmicas podem ser 

descritas através de equações de Hamilton com respeito a duas distintas estruturas Ha- 

miltonianas que, além do mais, são compatíveis [11]; isto é, qualquer superposição linear 
de ambos também define uma estrutura Hamiltoniana. Desde que a identidade de Jacobi 

envolve uma relação não linear, a compatibilidade de estruturas Hamiltonianas é um enun- 

ciado não trivial. Os sistemas NLS e DNLS são conhecidos serem sistemas bi-Hamiltonianos 

[8, 10]. 

Subseqíiente ao tratamento exitoso dos sistemas KdV, NLS e sine-Gordon, uma grande 

classe de generalizações foram obtidas. No trabalho de DrinfeEd e Sokolov [43] muitas idéias 

dispersas foram unificadas de modo elegante, dando a classicação mais geral dos sistemas 

integráveis conhecidos até então. Sua construção é baseada no método da condição de 

curvatura nula ou método de Lax, pelo qual a integrabilidade é manifesta. Os objetos 

centrais na construçaõ são os campos de "gauge” na álgebra de "loop" de uma álgebra de 
Lie finita. As hierarquias de DrinfeEd-Sokolov fazem uso da gradação principal da álgebra 

de "loop” de uma maneira essencial. Em particular, a construção envolve a subálgebra de 

Heisenberg principal.Por outro lado, é sabido que as álgebras de Kac-Moody "afim” têm 

muitas subálgebras de Heisenberg [13], uma observação que foi usada em [22] para construir 

uma classe mais geral de hierarquias integráveis. Estas hierarquias compartilham todas as 

características das hierarquias de DrinfePd e Sokolov: contem hierarquias do tipo KdV e 
mKdV com estruturas (bi-)Hamiltonianas [22]. 

No entanto, há maneiras diferentes da condição de curvatura nula para se investigar 

hierarquias integráveis. Um dos desenvolvimentos mais extraordinários na área começou 
com o trabalho de R. Hirota (veja por exemplo [20]), que descobriu um método para se 

construir diretamente vários tipos de soluções das hierarquias; em particular a solução do 
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tipo múltiplos sóliton podem ser fácilmente achadas. Isto levou ao chamado método das 

"funções tau” ou método de Hirota liderada pela escola Japonesa. 

A idéia é achar um conjunto novo de variáveis chamadas "funções tau", que logo satis- 

fazem a um novo tipo de equações bilineares conhecidas como as equações de Hirota. Por 

exemplo, a função-tau da equação de KdV é relacionada à variável original pela famosa 

fórmula 

u = 2dl In r. 

Correspondentemente, para a equação modificada de KdV, vt = a relação 
/ 
e 

v = dx\n , 

havendo duas funções tau separadas neste caso. As soluções do tipo multi-solitônicas 

são encontradas considerando expansões em séries truncadas de r em algum parâmetro 

arbitrário e, por exemplo, r = 1 4- -f ... -f- £r^"\ 

Longe de ser apenas um novo método de solução, o método das funções-tau desco- 

briu uma profunda estrutura fundamental das hierarquias integráveis. É evidente deste 

método, que as álgebras de Kac-Moody "afins" (extensões centrais das álgebras de "loop") 

novamente desempenham um papel central (veja por exemplo [29]). 

Kac e Wakimoto [29] construiram hierarquias de equações integráveis diretamente na 

forma de Hirota associadas às representações do tipo operadores de vértice das álgebras 

de Kac-Moody; portanto, as funções-tau descrevem a órbita do vetor de peso mais alto 

da representação sob o correspondente grupo de Kac-Moody. A conexão entre as equações 

de Hirota generalizadas de Kac-Wakimoto e as equações de curvatura nula de [22] têm 

sido estabelecidas na ref. [23]. 0 objetivo central desta última referência foi fornecer uma 

relação explícita entre as funções-tau e as variáves do formalismo de curvatura nula. E 

importante notar que a classe de equações integráveis de [22] é grande o suficiente para in- 

cluir praticamente todas as generalizações da construção de Drinfehd-Sokolov consideradas 

na literatura e, portanto, é desejável ter a descrição das funções-tau daquelas hierarquias 

integráveis. 

A razão pela qual os resultados de [23] não se aplicam para todas as hierarquias in- 

tegráveis de [22] é que as hierarquias generalizadas de [29] são construidas em termos 
das representações de vértice (nível 1) das álgebras de Kac-Moody "afim" simplesmente 

laçadas, enquanto que as hierarquias integráveis de [22] requerem algumas definições das 

funções-tau em termos das representações de peso mais alto de qualquer nível. 

A conexão iniciada em [23] foi generalizada em [26] para uma grande classe de hie- 

rarquias integráveis, a saber, as hierarquias de [22] e as hierarquias conhecidas como as 

equações de Toda generalizadas. Neste último trabalho, os autores definem as funções-tau 
em termos das representações integráveis de peso mais alto de qualquer nível das álgebras de 

Kac-Moody "afim" onde o papel central é desempenhado pelas transformações "dressing” 
[25] que possibilitam relacionar as variáveis de campo em termos das funções-tau. Desta 

forma é possível de se obter soluções explícitas de certas equações não lineares integráveis 

"vestindo" algumas soluções de vácuo. 

A dissertação está organizada da seguinte maneira: nos capítulos 1 e 2 fazemos um 

breve estudo dos sistemas GDNLS2 e GNLS2 respectivamente. Fornecemos um programa 

simbólico para construir as suas quantidades conservadas. Estudamos o caráter bi-Hamiltoniano 
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de tais sistemas. No capítulo 3 obtemos uma transformação de ”gauge” entre ambos os 

sistemas, fornecendo uma relação entre os campos dos respectivos modelos. No capítulo 

4 reproduzimos a construção de hierarquias generalizadas do tipo I e sem "modificação 

de grau”, isto é, com as duas gradações usadas sendo iguais. Obtemos a hierarquia NLS 

como um caso particular das hierarquias homogêneas. No capítulo 5 introduzimos as trans- 

formações "dressing” das hierarquias estudadas no capítulo precedente. No capítulo 6 estu- 

damos o sistema GNLSr, discutimos a sua solução de vácuo e construimos soluções usando 

o método das transformações "dressing”. Soluções interessantes, a saber, soluções do tipo 

N-sóliton são obtidas. No capítulo 7, por simplicidade, a hierarquia GNLSi é conside- 

rada. Usando o método das transformações ”dressing” obtemos soluções esplícitas do tipo 

N-sóliton com múltiplos tempos. A construção de quantidades conservadas segue como re- 

sultado secundário do processo da parametrização dos campos em termos das funções-tau. 

Por razões de completeza apresentamos vários apêndices. 
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Capítulo 1 

A equação de Schrõdinger não linear derivativa 

(GDNLS2) 

A equação de Schrõdinger não linear derivativa (DNLS), foi apresentada pela primeira vez 

no contexto do estudo da propagação não linear de ondas de Alfven paralelas em plasmas 

[1] , encontrando-se mais tarde o seu relacionamento com muitos sistemas físicos conhecidos 

[2] . A equação DNLS é um exemplo de modelo integrável que possui soluções de tipo sóliton 

e a existência de um número infinito de quantidades conservadas, foi provada por Kaup e 

Newell [4], 

Um modelo hamiltoniano e dito completamente integrável se ele possuir um número de 

quantidades conservadas em involução (com parênteses de Poisson nulo) igual ao número de 

graus de liberdade [5]. De uma maneira geral, um sistema contínuo é considerado integrável 

se as seguintes condições forem satisfeitas: 

i) haver um número infinito de quantidades conservadas, 

ii) serem independentes 

iii) e estarem em involução (o parênteses de Poisson entre elas é nulo). 

Assim como outras equações não lineares [6, 7], a hierarquia de GDNLS2 também pos- 

sui duas estruturas hamiltonianas [8, 9] e portanto, um número infinito de quantidades 
conservadas em involução. 

0 sistema GDNLS2 para quatro campos ( r, e q, ) é dado por 

dtVi = + 2.Ô^(r, ^ r^qj) (1.1) 
i=i 

2 

dtqi = dlçi + 2.d^{qi ^ r^q^), ij = 1,2 (1.2) 
i=i 

onde dt e dx significam derivadas com relação ao tempo e espaço respectivamente. 

1.1 Integrabilidade e quantidades conservadas da equação GDNLS2 

Mostraremos que o sistema GDNLS2 possui um número infinito de quantidades conservadas 

que estão em involução e que por isso o sistema DNLS2 é integrável. 
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Uma importante ferramenta para determinar a integrabilidade de uma equação dife- 

rencial em derivadas parciais não linear é encontrar um número suficiente de leis de con- 

servação, da forma 

dtp -|- dxJ = 0, (1-3) 

onde dx.p é a quantidade conservada com densidade p e um fluxo J associado. Inte- 

grando (1.3) com respeito a x obtemos: 

dt f dx.p+[J]^^0, (1.4) 
JA 

sob condições de contorno periódicas, com {B — A) um múltiplo integral do período ou com 

ri e Çi rapidamente anulando-se quando x —>■ ±oo e [A, B) = (—oo,-|-oo) o colchetes em 

(1.4) anula-se. Assim, com esses ou umas outras condições de contorno apropiadas (1.3) 

dá a constante de movimento dx.p. 

A continuação, seguimos as ideas expostas em [8] e brevemente discutimos o ’scaling’ 

e as simetrias das equações. Estas podem ser usadas para obter informações sobre as 

densidades polinomiais conservadas e os blocos que fazem parte dela. O ’scaling’ de (1.1, 

1.2) é tal que 

n ~ Qi, dt ~ dl, ~ 
i 

e o sistema (1.1,1.2) é invariente sob 

(1.5) 

ri Qi, qi -ri 

Podemos construir quantidades invariantes que pertençam à mesma classe sob o ’scaling’ 

mencionado e tenham a simetria observada acima. Rotulando as densidades conservadas 

com Pn-ii ri correspondendo à potência de J^iqiri, obtemos as primeiras quantidades con- 

servadas; 

Po = 
i 

P\ — (^ ) qi.rj) -|- y ]dxqi.rj, 

iYl 9xqi-ri) + ^Ui-ri, P2 

P3 = (IZ + 2(11 dxqi.r,) + <li-n)-dl{Yl q^■ri) 

^xqiAri) + + 

[Y^dxq^rif + iY^qi-d^rif (1.6) 

7 



1.2 O sistema GDNLS2 como um sistema Hamiltoniano. 

Afim de mostrarmos que o sistema GDNLS2 é um sistema Hamiltoniano, temos que achar 

um parênteses de Poisson fundamental e um Hamiltoniano que produza as equações (1.1, 

1.2) como equações de Hamilton. 

Sejam os parênteses, a tempos iguais, 

9i(y)}3 = -y) = SijdJ(x - y) (1.7) 

{ri(x), rj(y)}3 = 0, {qi{x), = 0 (1.8) 

e 

Hi = J dx. 

Então, é facilmente verificado que 

dtri = {ri{x),Hi}^ = -d^Vi + (1-10) 

dtqi = {qi{x), ífJa = d^qi + 2A{qi (1-H) 
J = 1 

mostrando que o sistema DNLS2 é Hamiltoniano. A antisimetria da estrurura Hamiltoniana 

P3, é obvia e a identidade de Jacobi é trivialmente satisfeita, desde que esta séja uma 

estrutura constante (independente das variáveis dinâmicas) [6]. No apêndice C mostramos 

que = 0 , com Hi = j dx.pi para ij = 0,...,3. 
Definamos a seguinte estrutura Hamiltoniana 

P2S{x -y) = 
A B 

C D 

(1.9) 

onde 

' {ri(x),ri(y)}2 

^ {r2{x),n{y)}^ 

{qi{x)Ai{y)]2 
. {Ç2((c),ri(y)}2 

{ri{x),r2{y)}^ 

{r2(x),r2(y)>2 

{qiix),r2Íy)}2 

{q2{x),r2Íy)}2 

{ri{x),qi{y)}^ 

{^2(x),çi(y)}2 

{qi(x),qi{y)}2 
{q2Íx),qi{y)}^ 

{riix),q2Íy)}2 1 
{r2Íx),q2{y)}2 I 

{qi{x),q2{y)}2 I 

{q2Íx),q2Íy)}2 J 

(1.12) 

\[ri{x).r2Íy) + 
ri{x).ri{y).e{x - y) r2{x).rx{y)].t{x - y) 

A = 
|[r2(x).ri(y)+ 

ri{x).r2(y}].^(x - y) r2{x).r2{y).t{x - y) 

1 
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-5[x - y)- 

|[2.ri(x).çi(y)+ -\ri[x).q2{y).t[x - y) 

r2{x).q2{y)].t{x - y) 

-8{x - y)- 

-\r2{x).qi{y).e{x - y) i[.n(x).çi(y) + 

2.r2{x).q2{y)].t{x-y) _ 

8{x-y)- 

|[2.9i(a:).ri(y)+ -|çi(x).r2(y).e(a: - y) 

r2[x).q2{y)]A^ - y) 

- y)~ 
-\q2{x).ri{y).t{x - y) \[2.q2{x).r2{y)^ 

ri{x).qi{y)].e{x-y) _ 

e 

D = 

qi{x).qi{y)A^ - y) \[q2{x).qi{y)+ 
qi{^)-q2{y%^{x - y) 

\[q2{x).qi{y)+ 

qi{x).q2{y)]A^ - y) q2{x).q2{y)-(-{x - y) 

e o seguinte hamiltoniano 

[r, = j iy- (13 vrif +S,qi-ri) + j S 3*9,-.n (1.13) 

então, podemos escrever novamente (veja apêndice A) 

2 
dtTi = {ri(a:), H2)2 = -dl^i + 2.ô^(ri ^ rjÇj) (1-14) 

i=i 

2 

dtqi = {qi(x), //2>2 = dUi + 2.d^{qi ^ rjqj) (1.15) 
i=i 

Assim, o sistema DNLS2 é também Hamiltoniano com respeito a uma segunda estrutura 

Hamiltoniana distinta. As estruturas de parênteses (1.7)-(1.8) e (1.12) são apresentadas 
em [16] para dois campos, ou seja, r (x) e q{x). A anti-simetria da estrutura Hamilto- 

niana, P2, é obvia da definição em (1.12). Contudo, como agora a estrutura depende de 

variáveis dinâmicas, a identidade de Jacobi não é mais automática. A identidade de Jacobi 
é normalmente mais fácil de ser verificada examinando o fechamento da forma simplética 

correspondente. Contudo, notemos que a estrutura P2 é altamente não trivial fazendo-a 

extremamente dificil para inverter. Não provaremos a identidade de Jacobi mas simples- 

mente mencionaremos um método que faz tal verificação de modo mais maleável [44], o 
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qual é chamado de método da prolongação. Por exemplo em [10] este método é usado para 

provar a identidade de Jacobi para as terceiras estruturas Hamiltonianas dos sistemas de 

KdV e NLS respectivamente. 

Na próxima seção, mostraremos que estas duas estruturas Hamiltonianas são com- 

patíveis fazendo o sistema DNLS2 um sistema bi-Hamiltoniano. 

1.3 O sistema DNLS2 como um sistema bi-Hamiltoniano.Poisson 

’pencil’ 

Seja M uma variedade dotada com dos parênteses de Poisson, { , }q e { , }i- Dizemos 

que M é uma variedade bi-Hamiltoniana se a combinação linear 

{f{^),g{y)}x ~ {fi^),9Íy)}i - A. {f{x),g{y)}x ■ (1-16) 

destes parênteses satisfazem a identidade de Jacobi para qualquer valor de um parâmetro 

real ou complexo A. Isto significa que a condição de compatibilidade cíclica 

{/? if^9}i}o + 

{/>{5'5^}o}i + {5'i{^’/}o}i + {h,{f,g}o}^ = 0, (1-17) 

é válida para qualquer conjunto de funcionais, {f, g, h} em M. Neste caso, o parênteses, 

{ , é chamado o Toisson pencil ’ [11], definido por { , e { , em M. 

Assim, para mostrar que as duas estruturas Hamiltonianas P2 e P3 dadas em (1.7)- 

(1.8) e (1.12) respectivamente, são compatíveis, devemos mostrar que (1.17) é válido para 

qualquer conjunto de funcionais {f, g, h} do sistema DNLS2. 

Em particular, para qualquer conjunto formado de tres campos r,- e ç,-, a equação (1.17) 

deve ser satisfeita (veja apêndice B). 
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Capítulo 2 

A equação de Schrõdinger não linear generalizada 

(GNLS2) 

A equação 

idtg + dlgT‘2\g\'^ g = {i (2.1) 

é chamada a equação não linear de Schrõdinger [12]. Ela tem importantes aplicações em 

áreas como a física do plasma e ótica não linear [37]. Se consideramos esta equação como 

a equação de Schrõdinger da mecânica quântica, ôj corresponde ao operador da energia 

cinética e | p p ao potencial, proporcional à densidade de probabilidade | 5 p. 

Observemos que impondo o vínculo [13] 

í»(a;, it) = ± [^(x, it)]* := g{x, t) (2.2) 

obtem-se 

- 2 '5 (2.3) 

dt'$ = -f 2 ^'1^2 ^2.4) 

onde 'í e í’ são funções reais. 

Consideramos a extensão das equações (2.3, 2.4) para os quatro campos 'í,- e com 
i=l,2. Assim, 

= (2.5) 
i=i 

+ 2{Y^ (2.6) 
i=i 

Chamaremos como as equações de Schrõdingernão lineares generalizadas com quatro 
campos (GNLS2). A obtenção de (2.5, 2.6) para 2n campos é apresentada em [14,19,20]. 
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2.1 Quantidades conservadas y parênteses de Poisson do sis- 

tema GNLS2 

0 mesmo método usado para construir as densidades conservadas do sistema GDNLS2 , 

pode ser utilizado novamente neste caso. Assim, o ’scaling ’ de (2.5, 2.6) é tal como 

'f, ~ , dt ~ dl , ~ dl , (2.7) 
i=i 

e é invariante sob 

^ , 

Seguindo as prescrições presentadas 

meiras quantidades conservadas 

'5, —y '5i , t ——t. (2.8) 

na seção 1.1 do capítulo 1, podemos obter as pri- 

1= í dxf^ 
j=i 

2 = j 

H^ = j dx 
i=i 

Defina os seguintes parênteses de Poisson [14] 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

e 

onde 

{'5i(a;),í'i(y)}i 

{^2(o:),'Pi(y)}i 

{^i(a:),'I'i(y)}i 

{^2(x),'fi(y)}i 

Pi6{x - y) = 

{^i(x),'I'2(y)}i {'I'i(aj),í'i(y)}^ {^i(a;),^2(y)}j 

{'I'2(a;),'Í2(y)}i {'f2(a;),^i(y)}^ {'f2((c), ^2(y)}^ 

{¥i(o:),í'2(y)}j {'I'i(x),^i(y)}^ {^i(x),'I'2(y)}j 

{^2(a^),'í'2(y)}j {'f2((c),'fi(y)}^ {^2(a:),^2(y)}^ 

r 0 0-101 

0-100 

(2.12) 

(2.13) 

P2S{x - y) 
A B 

C D 
(2.14) 

|['5i(x)í'2(y)+ 
^i(x)'f i(y)e(a: - y) 'I'2((r)'í'i(y)]e(2( - y) 

[^i(a:)^2(y)+ '^2[x)'^2{yHx-y) 

^2{x)^Áy)H^ - y) 
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dj{x -_y)- 

|[^2(a;)52(í/)+ -\'^\{x)'^2{y)t{x - y) 
2^i(x)í'i(y)]e(a; - y) 

_ dj:5{x-y^ 

-\'^2{x)'^ÁyH^-y) 5[2^'2(^)^2(y)+ 
'í'i(2^)^i(2/)]e(a; - y) 

d^^x - y)- ^ 

|]^2(a:)’f2(y)+ -|’fi(x)í'2(y)e(x - y) 
2'I'i(x)^i(y)]e(a; - y) 

_ dx^x-y)- 

-\-^2{x)'^i{yHx-y) i]^i(x)'iri(y) + 

2'f2(x)’I'2(y)]e(a; - y) 

^i(^)'í'i(y)e(a; - y) W^2(y)+ 

'^2{x)'^x{y)]e{x - y) 
? 

]_['í’i(^’f2(y)+ _ _ 
. ^2(a;)'I'i(y)]e(x-y) ^2(x)^2(y)e(a; - y) 

e P3 como 

P^S{x -y) = J dz.dz’P2S{x - z)Pp^5{z - z’)P25{z’ - y) (2.15) 

Veja seção 2.3 para a derivação das relações de recorrência das varias estruturas de parênteses 
de Poisson. No apêndice D damos algumas das componentes de P^5{x — y). 

Agora, assumimos 1^2 = ! dxYl]=:idx'^j, como um Hamiltoniano, e consideramos a 

estrutura P2S{x — y) para calcular as equações de Hamilton 

^t^i = {^^,U2}2. (2.16) 

di'^, = {^i,'H2}^, (2.17) 

o subíndice 2 no parênteses significando que a estrutura P2 é para ser usada. 

Calculando os respectivos parênteses em (2.16, 2.17) obtemos o sistema de equações 
(2.5, 2.6). No apêndice E apresentamos alguns cálculos explícitamente. Assim, vemos 

que o sistema GNLS2 é um sistema Hamiltoniano com 'H2 como um Hamiltoniano e com 

P2 como a estrutura de parênteses correspondente. Esta estrutura de parênteses P2 é 

xnanifestamente anti-simetrica, no que diz respeito à identidade de Jacobi; omitiremos a 
sua prova. 

Desta vez assumimos 

% = (2.18) 
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como um outro Hamiltoniano e Pi como sua estrutura de parênteses correspondente. Assim, 

de 

d,<ti = (2.19) 

e 

díWi = {Wi,n3}^, (2.20) 

obtemos novamente o sistema de equações (2.5, 2.6). Ainda, (2.5, 2.6) é um sistema Ha- 

miltoniano com uma segunda escolha da estrutura de parênteses de Poisson e um segundo 

Hamiltoniano. Veja apêndice F para alguns cálculos de (2.19, 2.20). 

Agora, tomamos 

n,= (2.21) 
j=l 

como um novo Hamiltoniano e P3S{x — y), com algumas componentes dadas no apêndice 
B, como uma estrutura de parênteses, então 

= {^í,7^i}3 (2.22) 

e 

(2.23) 

reproduzindo, uma vez mais o sistema (2.5, 2.6). Veja apêndice G para maiores detalhes. 

2.2 O sistema GNLS2 como um sistema bi-Hamiltoniano 

A equação de Schrõdinger não linear (2.1) é bem conhecida por ser um sistema bi-Hamiltoniano 

[15], ou seja, é um sistema cuja equação dinâmica pode ser descrita através das equações 
de Hamilton com respeito à duas estruturas Hamiltonianas, que também são compatíveis; 

à saber, qualquer superposição linear de duas estruturas também define uma estrutura 

hamiltoniana . Desde que a identidade de Jacobi involva uma relação não-linear, a compa- 

tibilidade das estruturas Hamiltonianas é um resultado não trivial. 

No nosso caso qualquer dos conjuntos ■{£, g, h,} devem satisfazer (1.17), em particular 

qualquer conjunto de tres elementos formado pelos campos e devem satisfazer esta 

equação. Tomamos { , }a = { > >2 “ ^ « mostramos que as estruturas P2 
e P3 são compatíveis. Veja apêndice H. 

2.3 Relações de recorrência das estruturas de parênteses de 

Poisson do sistema GNLS2 

Nosso objetivo é encontrar alguma relaçao de recorrência entre varias estruturas Hamilto- 

nianas [16] do sistema GNLS2- 

Sabemos que 
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5A SB 

SA SB 

S^i{z)'if^{z’) 
-{$,(z),^^(r)}.+ 

SA SB 

S'í>l{z) ^m(z’) 

que pode ser formalmente escrita como 

{-4, B}, = 

OU 

s^ J 1X4 

P. 

!{*•*}, {*•»}', 

(2.24) 

4X4 

áR 
1 

L 5$ 4x1 

ÍB 

L áií 
(2.25) 

onde A e B são algumas funcionais dos campos 'Pj e . Ou seja, podemos escrever: 

dt,l 

4x1 

{4,%+.}. 

. {«.«l+i}. 4x1 

= Pl 

^,'1' 

= P, 

5 nj 
50, rtí+1 

L 
SHi 

il 
L í« J 

Ô ^ 
L <5^ ^í+2- 

jBi+2- 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

onde 

dt,^ 

dt,^ 4x1 

dt,^2 

dt^li 

du^2 j 

Pi e P2 estan dadas em ( 2.13 , 2.14). 

Portanto 

Pi 'f,'P 
50, ^/+l 

^r'«;+i 
= P2 

L íí 

das primeiras igualdades temos 

r §2ii 
a 
íí j 

= Pi ^ 
S nj 

íjjf ^l+2-i 
ò nj 

^l+2-i 
(2.29) 



ou repetindo várias vezes 

5 'lí 

0 nj 
L 

(Pr' ^,^5 .P2 ) \i-i 
5 nj 

d '1/ 
L ^^'+2-í 

multiplicando por Pi ambos os lados da ultima equação: 

Pi '5,^ Sw'^l+1 
à nj 
íf 

= Pl (Pf' .P2 \í —1 
nj 

á'^í+2-i 

comparando esta última relação com (2.29) nos obtemos 

P ['5,'I'J = Pi 

isto pode ser escrito como: 

(Pf' .P2 y~\ *>i, 

Pi [^, = P2 ['5, 'fj .Pi"' [^, í'] .p_i [$, , i> 1, 

em particular, para i = ‘i temos 

P3 [vP, = P2 [í', .Pf' .P2 [í', 'P' 

(2.30) 

(2.31) 

que nós temos usado em (2.15). 

Um exemplo: Apresentamos uma aplicacão de (2.30) no bem conhecido sistema de 

KdV. 

Tomamos as seguintes duas estruturas de Poisson: 

{u(a:),u(y)}i = Pi5{x - y) = dj[x - y) 

e 

{u(a;), u(y)>2 = P2Ú(x - y) ^ [dl + ^(Ô:,u(x) + u{x)d^)].5{x - y). 

Para encontrar P3, escrevemos a relação 

Psú(x -y) = j j dz.dz’P2S{x - z)P^ ^S{z - z’)P2S{z’ - y), 

substituindo as correspondentes expressões, temos 

= J j dz.dz’[dl + ^(d:^u{x) + u{x)dx)].S{x — z).d~y5(z — z’)[dl + 

^(p,u(z’) + u{z’)d:,.)]S{z' - y) 

= j dz’{ J dz.[dl + ^{dj:U{x) + u(x)5,;)].í(x - z).d^ ^8{z - Z')} 

[dí + -{d,.u{z') + u{z’)d,.)]S(z' - y) 
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= I dz^{[dl + ^-{dMx) + u{x)d.)].d-^s{x - + 

^{d^,u{z') + u{z')d^,)]5{z’ - y) 

= [^l + ^(^:rw(a;) 4- u{x)dx)][dl + ^{d^u{x) + u{x)d^)]S{x - y) 

= P35{x - y), 

onde 

P3 = + d^ud + dud^ + ud^) + -z{du^ + udu + v?d + dud ^ud). 

A estrutura P3 é apresentada em [10] e aí se mostra que P3 é anti-simétrica e satisfaz à 

identidade de Jacobi. 
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Capítulo 3 

Transformações de ”gauge” em teorias integráveis 

Sejam dois conjuntos de sistemas lineares na forma; 

= Ui^u (3.1) 

$ it (3.2) 

^2x — (3.3) 

$ 2í ^2^2? (3.4) 

onde os e $2 são funções vetoriais de n + 1 componentes e as matrizes {n + l)x(n + 1) 

U, e V,- (com i = 1,2), contendo os campos do modêlo. 

A condição de consistência para cada sistema linear, dá como resultado, um conjunto 
de equações não lineares em evolução. De (3.1- 3.4) temos 

[^í - K-, - Ui] = 0, (3.5) 

onde i = 1,2. 

Seja A um parâmetro espectral real, g Çl G, G sendo um grupo de Lie compacto ou não 

compacto e sob a transformação de gauge local 

g{x,t-,\o) = g{x,t-,X)\x,^ G, (3.6) 

a função $ muda para 

$ $’(a;,i;; A,Ao) = g~^[x,t-,\o)^{x,t-,\), (3.7) 

a transformação (3.7) é conhecida como uma transformação de "gauge” (GT) [17,18]. Subs- 

tituindo (3.7) nas equações (3.1-3.4) obtemos 

Ui = g~^U-2g - g~^gx = 9~\U2 - UÍf^)g, g^g~^ = = U2 (3.8) 

Vi = g-^V2g - g~^gt = 9~\V2 - Vi'°^)^, gt9~^ = = Vi Ia^^Ao • (3.9) 
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De (3.5), para i = 1 temos 

e, usando (3.8 , 3.9) obtemos 

g-' {(3,C/2 - a.u + (c/2,UI) - (a,c/<”> - + [c/í°>,^‘“'])}s = o, 

desde que 

=9x9 e ^2 = 9t9 , 

dados em (3.8-3.9), satisfazem identicamente a equação 

(3.10) 

(3.11) 

dtU[°^ - d,vi°^ + [ui°\ = 0. 

De (3.11) temos 

dtU2 — ^0:^2 -f [U2, V2] = 0. 

Fica claro que este tipo de transformação relaciona uma equação sóliton a uma ou- 
tra equação sóliton. Também existe, um outro tipo de transformação dependente de um 

parâmetro espectral (GT): #’(a;,t; A) = 5f(x,t; A)$(a;,t; A), que gera uma transformação de 

Backlund (BT), a qual relaciona uma solução com uma diferente solução do mesmo sistema 
(veja por exemplo [38]). 

Estamos interesados em relacionar os sistemas GDNLS2 e GNLS2, através de uma trans- 

formação de ”gauge”, e por isso, será conveniente escrever ambas as equações na forma de 

condição de curvatura nula (3.5); isto sera feito na próxima seção. 

3.1 Condições de curvatura nula para os sistemas GDNLS2 e 

GNLS2. 

Uma das características comuns das equações do tipo sóliton é que são obtidas como 

condições de compatibilidade para sistemas lineares, como em (3.1-3.4). Então, os sistemas 
de equações são definidos pelas condições de curvatura nula. 

como em (3.5), onde 

[LuL2] = 0, 

L2 — dx — 

Li e L2 são chamados "operadores de Lax”. 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

19 



3.1.1 O sistema GNLS2 

As equações de movimento para o modelo GNLS2 usando o formalismo de Zakharov-Shabat 

(ZS) e Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) fornece a fundamentação algébrica de Lie 

para êste modelo [14,19, 20]. Não reproduziremos aqui aquelas derivações, simplesmente 

tomamos os potenciais relevantes 

onde 

+ 

/ 0 
0 

V 

0 \ 

0 ^2 

0 / 

Zl = y - ^('Í'1^1 - ^2^2) - ^(E 

B = —'Li'1'2) C — Aií^i + D = —^i^'2j 

E = Aiil'2 + dx^2i E — Aií^i — G = Ax^2 ~ dx'^2 

Al = ^ + -Í2'I'2) - 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

:=1 

A2 = -^AÍ + (E^i^i). 
i=l 

Logo, a condição de curvatura nula: dtUi—dxVi + [Ui,Vi] = 0, fornece o sistema de equações 

GNLS2 (2.5, 2.6). 

3.1.2 O sistema GDNLS2 

Este sistema é uma extensão do sistema GNLS2 [21] e origina-se considerando um problema 

espectral que é quadrático em A2 (o parâmetro espectral): 

Uo = 
;^2 / 1 0 0 

0 1 0 I -f Q!A2 

V 0 0 -2 

/ 0 0 

0 0 Ç2 
\ ri T2 0 

(ABC 

VA = D Al E 

\ F G A2 

com Q sendo algum parâmetro real. As componentes de V2 são: 

.4 = + -^a^Xlb + la^Xj-a, B = a^A^.c, 
3 v2 3 

C - + \2a.(d,qi + a.a.qi) + \2o‘(-^bqi + C52), 

(3.18) 

(3.19) 
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D = a^Xld, Al = A^.a, 

E — X^.q2 + \2OL\dxq2 + Oí.a.q2) + X2Q^{ i^bq2 + c?çi), 
v2 

F = oi^X^.ri + X2a.{-dxri + a.a.ri) + X2a'^{-^bri + dr2), 
v2 

G = a'^Xl.r2 + X2a.(-dxr2 + a.a.r2) + A2a^(-^6r2 + cri), 
v2 

A2 = —a^Xt — -a^Xl.a, 3 2 3 2 > 

com 
3 1 

a = -2 S 9=ob = + 2qir2d - 2riq2C, 

dxC = dx{qir2) - V2b.{qir2) - A.c, 

dxd = dx{q2ri) + \Z2ò.(ç2n) + A.cí, 

A = q2V2 - qivi. 

Então, dtU2 — dxV2 + [U21 V2] = 0, proporciona as equações do sistema GDNLS2 

(3.20) 

dtqi = dlqi - -adx 
3 

(3.21) 

(3.22) 

fixando a = 4/3 e fazendo as transformações r,- —> r,, q,- —> —q,-, obtemos as equações (1.1, 
1.2), com as quais já trabalhamos no capítulo 1. 

3.2 Transformações de gauge entre os sistemas GNLS2 e GDNLS2 

Usaremos as equações (3.8-3.9) para relacionar os sistemas GNLS2 e GDNLS2. Escrevendo 

(3.8) como 

g.Ui - U2-g - -gx, (3.23) 

e substituindo a correspondente U; dado em (3.15) e (3.18), bem como, considerando g 

com componentes gim-, temos 

1 

3 

(Al — aA2)£fii (Al — aA2)â'i2 —(2Ai + aX^gis 

(Al — aA2)5'2i (Al — o:A'2)5f22 —(2Ai -f aA2)5'23 

(Al + aXl)g3i (Al -b 2aA2)5í32 —2(Ai — o;A2)6'33 

+ 

'Í'i5'13 ^i5'13 

'^i923 'Í'25'23 

'í' 15^33 ^ 2933 

+ ^25'12 

'í'i5'2i + '^2922 

^15^31 + ^2Í'32 . 

aAo 
qi93i 

92931 

L rign+r292i 

9i932 

92932 

ri9i2+r2922 

9x933 

92933 

ri9í3 + r2923 
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(3.24) = -dx 

9n 9\2 9i3. 

921 922 923 

931 932 933 

Para encontrarmos uma das mais simples soluções para g, colocamos 

Ao = ^2 — e 931 — 932 — 0- 

Obtemos então, as seguintes equações para as outras componentes de g: 

9x933 — Oi-^o{f'i9i3 + ^2923)1 (3.25) 

9x923 = (2i.Xlg23 ~ ^1921 — ^2^22 + Ot^o92933, (3.26) 

9x913 — OC-^l9l3 — ~ 'Í^2512 + OíXoqig33^ (3.27) 

^^1933 = Oc>^o{ri9ii+r292i), (3.28) 

^2533 = 0'Xo{rign+r2922), (3.29) 

9x9ii = ~'^i9i3'í (3.30) 

9x912 = —'^29i3, (3.31) 

9x921 = —"^1923, (3.32) 

9x922 — —'^2923- (3.33) 

Uma possível solução do sistema de equações (3.25-3.33) é 

g = ü2e^^ —<?2e'^VAo , (3.34) 

o 0 

onde 

r , ^ 
9i = -a s.dx’, s = 2^qiri, 

1 = 1 
/X rx 

(Ç2nai + Ç2í'2)-dx’, gs = a J {qir2a2 + qiri).dx' 

9xai = (ricti -f r2){-q2ai -(- çi), ^^«2 = (^'202 + ?'i)(-çia2 + 92), 

e as transformações entre os campos dos sistemas dadas por: 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

^2 

gZMi+M [(^dxqi - aqis) - üi{9xq2 ~ aÇ2s)] 

g2Mi+M3 \[dxq2 - aq2s) - «2(5^91 - aqis)] 

e 

/ 'í'i ^ ^^{ri+a2r2) 
\ ^2 j ~ e^2-^i(r2 + OiTi) 

(3.39) 

As equações (3.37) são de Riccati para a\ e 02- Uma solução geral para a equação de 

Riccati não e fácil de se achar, porém, se tivéssemos tres soluções particulares, a solução 
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geral podería ser achada. Apesar disso, as transformações (3.38) e (3.39), ainda, podem ser 

usadas , por exemplo, para contruir as quantidades conservadas (1.6) do sistema GDNLS2 

usando as respectivas quantidades (2.9-2.11) do sistema GNLS2. Apresentamos a corres- 

pondência, entre as primeiras quantidades conservadas: 

GDNLS2 : 

Ho - j dxY^qi.ri, 
i 

Hi = J dx[{J2qi.riY + J2dxqi-ril 
i i 

^ H2 = J dx[(Y^qiriY + 
i 

d^qi-ri) + ^ XI 
i i ^ i 

onde utilizamos (3.35-3.37). 

Nossas equações (3.37) diferen das apresentadas em [18]. Naqueles artigos os termos 

quadráticos em Ox e ü2 não aparecem e portanto as suas soluções não são corretas. 

GNLS2 : 

U2 = j ^ 
? = 1 
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Capítulo 4 

Hierarquias generalizadas de Drinfel’d-Sokolov 

Na construção apresentada em [22], uma hierarquia integrável generalizada foi associada a 

cada álgebra de Kac-Moody a,fim g, uma subálgebra particular de Heisenberg 'H[w] Cg 

(com uma gradação s [u;] que é a gradação induzida pelo elemento w do grupo de Weyl Wg 
da álgebra de Lie finita g associada ) e uma gradação adicional s, tal que s [u;] > s, com 

respeito a uma ordenação parcial. A gradação auxiliar s estabelece o ”grau de modificação” 
da hierarquia. Em [22], a construção foi realizada numa ”álgebra de loop” (álgebra de Kac- 

Moody com elemento central nulo), enquanto que, para o nosso propósito (Capítulo 5), 

será mais conveniente desenvolver uma construção independente de qualquer representação, 

usando a álgebra de Kac-Moody com elemento central C; ainda assim, deve-se advertir que 

a hierarquia das equações resultante é idêntica [23]. 

Há um fluxo da hierarquia para cada elemento de % [u;] de grau não negativo s [tc], isto 
é o conjunto {6j, i G E C Z > 0}. Os fluxos são definidos em termos das "conexões de 

gauge”, ou "operadores de Lax” da forma 

Lj = dt, - bj - ç(j), j e E C Z >0, 

onde é uma função dos "tempos ” tj na intersecção 

QU) =^>o(-s) n^<j(sH). 

Com o propósito de se garantir, que os fluxos estejam associados unívocamente aos 

elementos do conjunto {6j, j £ E C Z > 0} nós também, sem perda de generalidade, 

assumiremos que Ç(j) não contêm termos constantes proporcionais ao elemento b{ para 

* < J- 
A hierarquia de equações integráveis é definida pela condição de curvatura nula 

[E,Lg] = 0. 

Na seção seguinte, apresentaremos a construção de hierarquias para os casos em que 

■s = s[iü] [22, 24] e por simplicidade tomaremos C — 0. 

4.1 Construção de hierarquias 

Consideremos uma álgebra de Kac-Moody g com gradação inteira s — (so,si, ...,Sr)(r = 
”rank” de g, onde g é uma álgebra de Lie finita semi-simples). Definamos o operador de 
Lax 
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L — dx -\- A Ei^ (4.1) 

com El = elemento constante de grau / de g. Tomemos Ei como sendo semi-simples, isto 
é, a álgebra g é decomposta como 

g = Ker.adEi + Im .adEi, Ker.adEi Pl Im .adEi = cj), (4.2) 

A = potencial contendo os campos e estando nos subespaços com n = 0,1, ...,l — l. 

Assim: 

com 

/-I 

n=0 
(4.3) 

(4.4) 

e Qs sendo o operador de gradação. 

Como El é semi-simples podemos fazer uma transformação de ”gauge” e pôr L em 

Ker.adEi. Tomemos: 
+ CO 

U = e^, T=J2 (4-5) 
n—l 

com 

Definamos 

Lo = ULU-^ = UAU-^ + UEiU-^ + UdxU~^ + ô,. (4.6) 

Como U contém só operadores de gradações negativas, temos que Lo possui componentes 
entre l e -oo. De modo que obtemos 

í-i 
i„ = a, + B,+ E Aí<">. (4.7) 

A estrutura geral é portanto: 

onde contém com m > —I A n. 

De acordo com (4.2) podemos escrever 

Y(") = 

com 

(4.8) 

(4.9) 

e Ker.adEi , G Im.adEi. (4.10) 

25 



Por definição: 

G Im.adEi. (4.11) 

0 termo é arbitrário e possui componentes suficientes para gerar a componente 

de Im.ad£'; em p„. Escolhamos tal que 

[r( -l+m) El + = 0. (4.12) 

Pode-se provar que 
í-i 

Lo = d, + Ei+ 
n=—oo 

(4.13) 

com 

G Ker.adEi, (4.14) 

Comentários: 

i) devemos observar que a escolha de não é única. De (4.11) e (4.12) vemos que a 

componente de 7"(-'+"‘) que está em Ker.adEi não contribue. Assim, estes estão livres e 

podemos tomá-los como zero. 

ii) os J(m) são determinados localmente de (4.12) (ou (4.6)), em termos dos campos em 
A. 

iii) deve-se observar a importância da decomposição (4.2). Se não houvesse elementos 
de g que não pertencessem nem a Im.adEi e nem a Ker.adEi estaríamos com problemas. 

Si existisse uma superposição entre Ker.adEi e Im.adEi., este seria un problema, mas não 

tão sério. 

Consideremos agora um elemento b^^^ de grau A' > 0, pertencente ao centro de 
E er.adEi, isto é: 

e tal que 

Então de (4.13) segue 

Temos então 

e portanto 

com 

Ker.adEi^ =0, 

= 0. 

=0. 

U-^b^^^U,U-^LoU] = \U-^b^^'>U,L] =0, 

{U-^b^^^U)>o,L] - - \{U-^b^^^UUo,L 

N 

[U-^b^^^U)>o = ^dn, 
n=0 

(í/-‘6'">[/)<0 S © Sn- 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 
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Expandindo-se (4.19), obtemos 

d,{U~^b^^^U)>o + [dU- Eu {U-^b^^^U)>o 

d,[u~^b<<^^uu - U + E;,([/-iò('^)c/)<0 (4.22) 

o lado esquerdo possui somente componentes não negativas, já o lado direito possui com- 

ponentes com grau de / — 1 até -oo. Assim, ambos os lados possuem componentes entre 0 

e / — 1. Desta forma. 

d.{U-^b^^^U)>0 + 

Definamos então os fluxos 

/-I 
+ C0í„. (4.23) 

n=0 

“=lS„,íj {on = 
dÍN N 

com 
N 

71=0 

[Qs, B 
(n) 

*N = n.Bf^\ 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

Consideremos agora a subálgebra que é a componente de Ker.adEi com grau zero, isto é: 

Ho — Ker.adEi fl Ço, (4-27) 

Ho certamente é uma subálgebra. Os subespaços Çn para n ^ 0 transformam-se sob uma 

representação de e portanto de Ho, a saber: 

[Bq, 9m] C 9rn ■ 

Definamos então as transformações de gauge 

L —>• hLh~^ = Z, 

5)v hB^h ^ = 5;v 

com 
h = e^°, dtj^h = 0, 

estas são simetrias de (4.24), pois 

/?, {dt^L d- [L.Bn]) h~^ = 0 = 4- Z.B/v] 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

e 

L = dx + El + Ã, com 
/-I N 

e Bn = J2Bn- 
n=0 n=0 
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Assim a forma dos operadores de Lax, L e é preservada, isto é, eles estão nos mesmos 

subespaços, e além do mais, as componentes de maior grau são as mesmas, pois: 

hE,h-'=E,, AòW/i-'= 6<«) e = 

Estes são os tipos de transformações de gauge que deveriamos achar mais frequente- 

mente. 

Vamos agora analisar as equações de movimento. De (4.22), (4.24) e (4.25) temos: 

dA 

dtN 
= 5,(t/-'òWf/)>o +\a+Ei, {U-^b^^^U)>o 

A componente de grau (/ — 1) no lado direito de (4.22) é: 

- [£,.(C/-‘6<"'C/)_.], 

escrevendo 

-4 = £(-4^’ + 4"’) = E 
n=0 n=0 

com € Ker.adEi e G Im.adEi, concluímos que 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

dt N 
= 0, (4.34) 

então do lado esquerdo de (4.22) obtém-se 

i = l 
= 0. (4.35) 

Portanto, se Aj^ = 0 para t]\í = 0, então permanecerá nulo para tjv > 0. Agora, a 

componente de grau (/ — 2) no lado direito de (4.22) é 

A('-i), + [Ei, [U-^b^^^U).2] e Im .adEi, (4.36) 

assim, —— = 0; então concluímos que 

A^- = 0, onde j = 0,1,.../ — 1. (4.37) 

De (4.6) e (4.24) obtemos 

d 

dtj^ 
{U-^LM)= Bn,U~^LoU 

ou 
d 

dt N 
Lo = 

■ ^TT 

UBnU-^ + —U-\L, 
dtN 
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Portanto 
d 

dt^ 
com 

Lq — 

du 
Bn = UBmU-^ + 

àÍN 

b(N) _ 

OÍM 

denotemos Lq em (4.7) por: 

/-I 
Lo = dx + El ^ = dx -{■ El Ko^ 

e Bjv em (4.39) por: 

Bn = + BIj 

com B^ G Ker.adEi e Bj^ G Im.adEi. 

De (4.40) podemos separar Bn nos subespaços: 

N 
B§ = Z B''-' 

N 

N 5 st= E sr, 

então (4.38) pode ser escrita como 

d „ 

dtN 
B^,Ko dxB^ + Bj^, El + Ko — dxBj^. 

Assim a componente de (4.44) em Im.adE'; é 

dxBj^ = - Ei,Bif - Ko.Bj^ 

A componente de maior grau de (4.45) é: 

[EiJn^' 
/(TV)] _ 

= 0. 

como Ker.adEi H Iva.adEi = (/>, segue que 

bT = 0; 

então a componente de maior grau torna-se 

p rA^-1) £//, Dn -0, 

e pelo mesmo motivo segue que 

Concluímos então c[ue = 0 e portanto: 

5^'^^ = 0. 

du 
Bn = UBnU ^ -f ^—U ^ G Ker.adEi, 

OlN 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 
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daí (4.44) torna-se 

d 

dtN 
í'^0 — —dxB^ -|- \Bj^^ K 

De modo que se Ker.adEi for abeliano obtemos a lei de conservação 

d 

dtN 
Ko = -OxBn. 

(4.47) 

(4.48) 

Consideremos agora a comutação dos fluxos. De (4.24) segue que 

d^L 

dt^díN 

d^L 

dÍNdÍM 

dB N 

,dÍM 

dBM 

dtN 

.L 

.L 

d^L 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 

dtM dtN ' (4.52) 

Mostremos agora que, (4.52) é satisfeito. De (4.46) e do fato queò^^l é constante e pertence 
ao centro de Ker.adEi, obtemos 

Portanto 

implica 

+ [Bn, [Bm, i]] 

+ [Bm, [Bn, L]] . 

dH 

dtji^dtN dtNdt]\/[ 

dBN dB]\4 

= 0 

+ [Bn, Bm] = 0. 

d 

dtN 

d 

dt M 

~BN,b^^^ 

-BM,b^^^ 

0 

= 0. 

Conjugando (4.53,4.54) com U e usando (4.46), obtemos 

d 

dtN 

d 

^U~^b^M)u) ^ \BN,U-^b^^^U 

dt M 

Tomando-se a parte positiva de (4.55,4.56) e subtraindo ambas as equações, segue: 

8Bu dBN ^ 

dtN dtM >0 

(4.53) 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

(4.57) 

onde usamos (4.25). 

Além disso. 

BN,U-^b^^^u]^^ = [Bn,Bm] + [BN,{U-^b^^^U)^o 
>0 (4.58) 
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e assim 

= U~^ [b^-^\b^^'>] U = 0, 

\U-^b^^^U)<o.U-^b^^'>U \u-^b^^^u)>o,u-^b^^'>u 

Tomando-se a parte positiva ficamos com 

'BM,U-^b^^'>u]^^ = -[{U-^b^^^U)<oM~^b^^'>U 

= -[{U-^b^^^U)<o,{U-^b^’^^U) 

= [BN,{U-^b^^^UUo 

De (4.57), (4.58) e (4.60) segue-se que (4.52) é satisfeita. 

>0 

>0 >0 

>0 

(4.59) 

(4.60) 

4.2 Hierarquias homogêneas 

Apresentaremos um exemplo de aplicação do formalismo desenvolvido na seção precedente. 
Nosso exemplo estará restrito ao caso das hierarquias de tipo I na classificação apresentada 

em [22]. 

4.2.1 Construção das hierarquias homogêneas 

Nesta seção, consideramos as hierarquias para as quais tn = 1, o elemento identidade de 

^g- Assim, neste caso s [1] é a gradação homogênea. A hierarquia mais simples de tipo I, 

associada à gradação homogênea tém como operador de Lax 

L = d, + A + Eu (4.61) 

onde El = Z/J. ■ H, para algum vetor /i. Para termos uma hierarquia de tipo I, requere-se 
que n ■ H seja regular {Ker.adEi = Tf [1] é uma subálgebra de Cartan), portanto, a- /i ^ 0, 

Q: € $5 ($^ = conjunto das raizes de g). Seguindo a construção geral da seção 4.1. temos. 

ou em componentes, 

A = /.//+ ^ (4.62) 
ae^g 

onde / é uma função qualquer e as funções q°‘ são os campos da hierarquia de equações. 

Devido às equações (4.34-4.37), / é constante ao longo dos fluxos; portanto, sem perda de 

generalidade, fazemos / = 0. 
A álgebra de Heisenberg K [l] é determinada pelos elementos • H, e assim, em cada 

nível há um espaço vetorial, de dimensão r, de elementos de 77 [1]. Portanto, em cada nível 

pode-se definir um espaço vetorial de fluxos. Por exemplo, os fluxos com n = 1 são dados 
por 

ò L 
—— = [a^ + z u.H, L], (4.63) 
Otu,i 
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que dá a seguinte equação para Oo : 

[u.H , A] + - 0, 

e o fluxo 

Resolvendo (4.64) obtemos: 

d A 

dtu,i 
“b [Uoí ■ 

(4.64) 

^0= Y. 
v.a 

q°‘Ea, 

assim, o primeiro espaço vetorial de fluxos é 

a 

dt 
h>. 

1'A 
(4.65) 

onde para /? 4- 7 G ^*5, são as constantes de estrutura de g. 

O segundo espaço vetorial de fluxos é 

dq^ " 02„a 1 /5 

íEt^A-V- E 
((‘■PY ,S+7=a 

+ E 

/3'+7'=/5 

N0.^N0,,^.q^'q'^'q^). (4.66) 

4.2.2 O sistema GNLSi como um exemplo 

Para ilustrar os cálculos, apresentamos a hierarquia GNLSi. Neste caso, g — sl^ e Ei sendo 
um elemento regular de g, isto é, uma hierarquia de tipo I. Assim, é natural considerar 

as hierarquias homogêneas como generalizações da hierarquia não linear de Schrõdinger 

(NLS). 

Pelo fato que tí; = 1 G Wg, s [l] é a gradação homogênea. Definamos o operador de Lax 

L = dx A El + A^ (4.67) 

com A € C°° (R,^0) e El = zgH {Ei G "Hi [rc]) , onde g é um parâmetro real. Assim, 

A = /.// + q^Ej^ + q (4.68) 

pela observação, na seção 4.2.1, fazemos / = 0. Os fluxos estão dados por 

A = |B(6),í1, 6e«+(il. (4.69) 
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com 

B (ò) = (ò))^ = 6 - [T, 6] + ^ [T, [T, b]] - ..., 

veja as equações (4.24) e (4.25), onde 

TeC^{R,g^o{s[ i])), 

tomando = zuH^ temos 

(g-aáT(^(l))) ^a, + zU.H, 

logo, 

com 

dL 

dt^,i 
= [ao + z u.H, L], 

L = dx + q^E+ + q E- + z g.H. 

Substituindo em (4.70) obtemos 

d 

dt^,i 
(q‘^£’+ + q E^j = -dxüo + [uo, q~^Ej^ + q E^ 

[ao,fJ..H] = -uq'^E+ + vq 

destas duas últimas equações, obtém-se 

üo = - (q'^E+ + q~ E- 

dq^ Q + 9q 
  d:,q^, ^ a - 

r.. ^ , 

o qual é o primeiro espaço vetorial de fluxos. 

Em seguida obtemos o segundo espaço vetorial de fluxos. Tomando = z^uH, 

dL 

dt 

depois de algumas operações, pode-se obter 

— = + z.ai+üo, dx + A + z , 
u,2 

«1 = -.4, üo = fH - ^ (d^q^E^ - dxq eS) , 
fi /Lí'* ^ ' 

com 

7=--ÚV). 

Finalmente, substituindo estas últimas relações na equação de Lax (4.73), obtem-sc 

5^1/,2 g 

as quais pertencem à hierarquia não linear de Schrõdinger (NLS) de dois campos. 

(4.70) 

(4.71) 

(4.72) 

tem-se 

(4.73) 

(4.74) 

(4.75) 
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Capítulo 5 

Transformações ”dressing ” 

Consideremos um sistema genérico não-linear admitindo uma formulação em termos da 

condição de curvatura nula 

\dfx + du + Aiy] — 0 (5-1) 

cujos potenciais de ”gauge” encontram-se sobre uma álgebra de Lie g e sendo funcionais 

dos campos do modelo. As transformações ” dressing” [25, 26, 27] são transformações de 

”gauge” não-locais agindo sobre os e mantendo suas formas e estruturas de gradação. 

Cada uma destas transformações de ”gauge”, é realizada de dois modos diferentes, em 

termos de dois elementos diferentes de grupo, 0+ e 0_ de G (que é o grupo cuja álgebra 
de Lie é g): 

= 0±A^0±i - 5^0±0i' (5.2) 

Visto que A^ satisfaz (5.1) ele deve ser da forma de ”gauge” puro 

A, = (5.3) 

e, consequentemente 

A^^ = -a,(0±^)(0±v&)-V (5.4) 

Portanto, existe um elemento de grupo constante h tal que 

0+^3? = 0_^/^, 

ou equivalentemente 

ez'Q+ (5.5) 

0 requisito de que a transformação "dressing ” preserve a forma do potencial implica 

que 0± deve pertencer a dois subgrupos diferentes de G determinados pela forma particular 

de A^ em g. Neste sentido, (5.5) corresponde à factorização de dentro daqueles 

subgrupos. Então, dada uma solução do modelo definida por um elemento de grupo ^ 
e um elemento de grupo constante h, a transformação "dressing ” pode ser usada para 

construir uma nova solução definida por 

= e+'9. (5.6) 

No que segue, abordaremos o tratamento apresentado em [26]. 
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5.1 Soluções de vácuo e transformações ”dressing 

As hierarquias integráveis que podem ser escritas na forma de equações de curvatura nula, 

podem geralmente ser descritas em termos das álgebras de Kac-Moody graduadas. Consi- 

deramos uma álgebra de Kac-Moody "untwisted” afim g = ^0 CD e uma gradação inteira 
da sua álgebra derivada g, especificada por um vetor s = (áo, ái,Sr) de r 1 inteiros 

primos relativos e não-negativos (a álgebra de Lie associada g é simples com ”rank”= r ). 

Então, 

^ = Ç^,+i(5), (5.7) 
íeZ 

e escolhemos uma base graduada {e^} para g, onde G gk(s). Os fluxos destas hierarquias 

serão definidas em termos dos operadores de Lax da forma 

d 
L±i = ^ (0 > ieE cZ >0, (5.8) 

onde E é um conjunto de inteiros, e 

i 

A±(^) = , (5.9) 
k=0 

O que significa que, A+ (i) e A_ (i) são funções dos ‘tempos ’ assumindo valores sobre os 

subespaços 
Q+(0 = 5>o n^<i (s) e Q-(?) = 5<o n^>_i (s), (5.10) 

respectivamente. Então, a hierarquia das equações são definidas pelas condições de curva- 
tura nula 

[Li,Lj] = 0, i,jEEcZ>0. (5.11) 

Os sistemas acima exibem uma invariância de gauge da forma 

(5.12) 

preservando A± (i) € (i), onde U é uma função no grupo Go formada pela exponenciação 
da sub-álgebra de dimensão finita go (5). As equações da hierarquia são assumidas como 

equações sobre as classes de equivalência de Q± (i) sob estas transformações de gauge. 

Juntamente com estas hierarquias integráveis gerais há um problema linear associado 

|^^-A±(z)j ^ = 0, ieE CZ>0, (5.13) 

onde é uma função dos tf, assumindo valores no grupo de Kac-Moody G{s) formado pela 

exponenciação de g-, as equações de curvatura nula (5.11) são precisamente as condições 
de integrabilidade para (5.13). Uma forma equivalente de se expressar a relação entre as 

soluções das equações de curvatura nula, A± (?!), e as soluções do problema linear W, é 

= (5.14) 
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Em termos do problema linear associado, podemos facilmente definir um importante 

conjunto de transformações chamado transfromações "dressing ”, as quais levam soluções 

conhecidas das hierarquias para novas soluções. A partir de agora, usaremos a notação 

d<ki^) - , 9>k{s) - ^gi{s), (5.15) 
i<k i>k 

e denotaremos por G_(s),G4-(á) e Go{s) os sub-grupos de G formados pela exponenciação 

das sub-álgebras g<o (s) ,g>o G) e (-s), respectivamente. As transfromações ”dressing ” 

podem ser descritas da seguinte forma. 

Dada uma solução ^ do problema linear (5.13) e um elemento constante (independente 

de ) h G G com 

, (5.16) 

(situados no ‘big cell ’ (5_(5)(?4.(s)óo(s)) o qual é equivalente a dizer que admite 
uma decomposição de Gauss generalizada com relação à gradação s, então definida por; 

= 
1 -1 

(5.17) 

é também uma solução do problema linear. Isto pode ser facilmente verificado mostrando 

que 

= eg±(^), (5.18) 

desde que ^ seja uma solução de (5.13). A transformação 

^ ^ ou A± (i.) -4 Al (i), (5.19) 

é chamada uma transformação ”dressing”. 

Dentro desta classe geral, consideraremos apenas aquelas hierarquias integráveis cujas 

soluções pertencem às órbitas de algumas soluções triviais sob o grupo de transformações 

"dressing”; a estas soluções elementares chamaremos soluções de vacuo. 
A órbita desta solução de vácuo sob o grupo de transformações ”dressing” pode ser 

construída usando as equações (5.17) e (5.18). 

Definamos 

g Q ^ B~^N. 

Então, sob as transformações ”dressing ” geradas por h, 

^(wc) i^h _ 0,^(t/ac) _ 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 
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ou, equivalentemente, os potenciais tornam-se 

Ai (z) = ('0 0-^ + ô+00-^ e {A^r^ (^)} U (.) (5.23) 

= (0 n~^ + d^nn-^ g g>o (s) (5.24) 

A(^(^) = 0AÍ'^'’(z) 0-1+(9-00-1 eg<o{s) (5.25) 

= (0 fi-i + d-çm-^ G (s). (5.26) 

Igualando os graus nestas equações, os potenciais podem ser escritos de dois modos 

diferentes, em termos de 0 ou de ÍI, 

4 (0 = ^>0 w (0Af“'^) (z) 0-1) (5.27) 

= AÍ"'’ + r<. W (a+nrr'), (5.28) 

Al(,) = r<oH(íi/iL™>(>)n-‘) (5.29) 

= + p>-i (s) (a.'00-+ (5.30) 

onde 

e P>k [s] e [s] sào os projetores sobre g>k (^) e g^k {s), respectivamente. 

^•2 Transformações ”dressing ” e as funções tau 

As órbitas das soluções de vácuo, descritas na seção 5.1. sob o grupo das transformações 

dressing ” fornecem um conjunto de soluções para certas hierarquias de equações in- 

tegráveis . De acordo com o método de Hirota, as "funções tau ” que definiremos nesta 
seção constituem um novo conjunto de variáveis para descrever aquelas soluções; uma das 

características destas variáveis é que elas simplificam substancialmente a tarefa de construir 

soluções multi-sóliton. 

^•2.1 As funções tau 

Para uma dada álgebra graduada de Kac-Moody á}, consideremos uma solução de 

vacuo e um elemento particular h E G , que gera uma transformação "dressing ”. Então, 

haverá uma "função tau ” para cada S{ / 0: consideremos o estado de peso mais alto 
ha representação fundamental L{i) (veja o Apêndice J) e definamos o vetor "função-tau " 

[26](geralmente não indicaremos que as funções tau dependem do elemento de grupo h) 

|A,) 

= 0-i5-i|A,), / = 0,l,...,r; 
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onde usamos as equações (5.16), (5.20) e (5.21) e que A^|A,) = |A,), pelo fato que Si ^ 0. 

Notamos que Ti{t'^) é agora um elemento de L{i)-, o papel das funções tau de Hirota são 

desempenhados por algumas componentes dos ri(t^). 

Dado que a derivação ds pode ser diagonalizada agindo sobre L{s), as funções tau podem 

ser decompostas como 

= 1]^/ = -jrl •'^(í^), (5.33) 
j'eZ 

onde usamos o fato que 0 € G<o(.s) e B £ Gq{s). Além disso, o estado de peso mais alto 

é um auto-estado da sub-álgebra go{s) e consequentemente de B; portanto 

r/»>(i±) = B-‘ |A,) = |A.) 

onde é uma função (não um estado de L{i))] 

= (A,| |A,), 

(5.34) 

(5.35) 

então, (5.32) torna-se 

0-' |A,) = í^(0)(í±) ■ (5.36) 

Dado para todo i = 0, l,...r, com s,- ^ 0, (5.36) determina univocamente 0 G 

G<o(á) (por exemplo, usando a forma hermitiana positivo definida de L{i)). Logo, via as 

equações (5.23)-(5.26) e (5.36), os Ti{t^) especificam uma solução de uma das hierarquias 

integráveis descritas na seção 5.1 (veja a equaç ao (5.11)) 

De acordo como o método de Hirota, (5.36) pode ser usada de dois modos diferentes. 

Primeiro, proporciona uma mudança de variáveis entre as quantidades que aparecem nas 

equações de curvatura nula e algumas das componentes das funções tau rj(t^). Estas 

componentes são funções dos tempos tf e desempenhan o mesmo papel que as "funções 
tau de Hirota”. 

O segundo e mais importante uso das "funções tau” é a construção explicitadas soluções 

(rnulti-)sóliton. Para ilustrar como isto funciona, consideremos aquelas hierarquias in- 

tegráveis cujas soluções pertencem às órbitas de algumas soluções triviais sob o grupo de 

transformações "dressing”; estas soluções elementares serão chamadas "soluções de vácuo”. 
Seja s um sub-conjunto graduado de g da forma 

s — {bi £ gi (s), i £ E C Ti j [ò,-, bj] — , (5.37) 

onde C é o elemento central de g. Logo, a "solução de vácuo” associada a s será 

(z) = b„ (^) = ò_, + iCtf, 

ou, equivalentemente 

exp exp (5.38) 
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Seja F um auto-vetor sob a ação adjunta dos elementos de s 

[ò±i, F] = wfF, ±i e E c z, (5.39) 

logo, 

= exp exp I ^ wpf+ I P 
3€E>0 -j€E<0 

|A.), (5.40) 

para s,- / 0, são as funções tau de uma solução elementar. Quando F é nilpotente agindo 

sobre jAQ, isto é, quando existe um inteiro N tal que |A,) = 0 e F^"*"^ |A,) ^ 0, então 

n{tp 
N 

i + EA(í*)f' 1^.). 
3 = í 

(5.41) 

onde os são funções dos ”tempos” p. 

Para recapitular, para cada autovetor adjunto simultâneo F de todos os elementos de s 

temos as primeiras soluções não-triviais, cujas "funções tau” são dadas por (5.40). Logo, 
as soluções de tipo multi-sóliton devem corresponder (conjetura) aos elementos de grupo 

h, que são os produtos das exponenciais dos auto-vetores F), isto é 

h = ... (5.42) 

Tudo isto prova que a construção das soluções multi-sóliton, de fato, torna-se bastante 

simples, em termos das funções tau propostas. 
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Capítulo 6 

As funções tau e a solução N-soliton da equação de 

Schrõdinger não linear generalizada (GNLS^) 

0 modelo GNLSr é apresentado em [14], onde é obtida a hierarquia usando o esquema 

Zakharov-Shabat-AKNS (ZS-AKNS) no contexto dos espaços simétricos hermitianos da 

álgebra sl{r + 1) . Nesta seção seguimos a construção apresentada no capítulo 4. Consi- 
r—zeros 

deremos uma álgebra de Kac-Moody sl{r + 1) com gradação homogênea s = (1,0,0, ...,0 
)(r =rank de sl{r + 1)) e um elemento Ei semi-simples (veja capítulo 4 e Apêndice I para 

maiores detalhes). Um sistema de equações pertencente à hierarquia GNLSr pode ser obtida 
das 'conexões planas’ definidas na álgebra de Kac-Moody sl{r 4- 1) 

-A,sA= B») + è «f + è + i-iC, (6.1) 
1=1 2=1 

-A, = B = + è «f B<;' + E «rei‘1 + E 
Í=1 1 = 1 1=1 

2 = 1 2 = 1 2,Í = 1 

onde e 1/1,2 são os campos do modelo. 

Com 
Ur.^ 

E = 2^’" , ; E^‘^ = T- 
q; 

onde /ir é um peso fundamental e as Qq são as raízes simples da álgebra s/(r 4- 1). Os /5i 
são raízes positivas definidas 

/?i = a, 4-«i+i 4-••• + Qír, com 0^=2, 

os Hi são os geradores da subálgebra de Cartan na base de Cartan-Weyl. Também, preci- 

saremos de algumas relações na base de Chevalley (veja apêndice J, onde apresentamos as 

notações e convenções relacionadas às álgebras de Kac-Moody); 

1 

r + com = 

flr ^ a.Qa ] , (3a.H = Ha + ... + Hr, 0 = 1,...,; 
’’ + i Va = l 

(6.3) 
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£g,l 

I l L 
^ I 1 / ^ n? 

' ■*■ a = l 
I jn{m+n) 

^^±13, ’ 

± p(m+n) 
^±fii ) 

com 

Vab — — Vba 
«2 

Kab = 2 
Qg • CXb 

aí 
Os potenciais estão nos seguintes subespaços: 

(6.4) 

^ do + 9i, ^2 e do + dl + d2- 

A condição de curvatura nula [dt - 5, - A] = 0, fornece o seguinte sistema de 

equações: 

dt^t 

dt^- 

dtWi — dxV2 

«í, 

«r, 

0. 

(6.5) 

(6.6) 

(6.7) 

6.1 Soluções de vácuo e as transformações ”dressing” 

Seguindo o formalismo do capítulo 5, observamos que = 0 e i/i 2 = 0, é uma solução do 

sistema de equações (6.5, 6.6 e6.7). Então, de (6.1-6.2) temos as seguintes conexões 

- (6.8) 

tais conexões podem ser obtidas, através de = ~di^^ [i = 1,2; com di = dx e 

^2 = dt), do elemento do grupo 

^io) ^ ^ (6.9) 

onde 
+00 r- 

c“ e Zn sendo parâmetros reais. (6.10) 
n=3 a = l 

As conexões na órbita do vácuo são dadas por (5.1.16, 5.1.17), isto é: 

A = 0E<^>0-^ +c>:,00"^ 

= M-^NE^^^N-^M - M~^dxM + Ar^dxNN~^M, (6.11) 

B = 0E(^)0-i +<9<00-^ 
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(6.12) 

onde 

0 = exp í ^ cr_„ j , M=exp((j^), iV = exp í ^ (t„ j , (6.13) 
\n>0 / \n>0 / 

neste caso o operador de gradação é Qs = D, onde os elementos cr„ são funções definidas 

no subespaço de grau n, isto é: 

[Zl,cr„] = n(T„. 

Então, podemos relacionar os campos e a algumas das componentes de cr„. Temos 

A = + termos de grau negativo. 

= M ^ — dxM.M ^ + ÔrCTij M + termos de grau > 1 

B = £<"> + [,7_„ £(^>] + eA + i [a_„ £«]] + 

termos de grau negativo. 

= M ^ [e^^^ — dtM.M ^ + dt<Ji + dt<T2 + [(Ti, diCT]^ M + 

termos de grau > 2. 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

Observamos que o próximo termo (de grau -1) em (6.14) deverá anular-se, e então 

obtém-se 

(T_2, d-- J(7_], )(T_!, £b)j j — (6.18) 

denotemos 

2=1 2=1 a=l 

(6.19) 

logo, de (6.18) obtém -se 

í=i 

^-2 = Õ XI fx ’ (6.20) 
a=l v6=z 

1 
cr ba 

a=l \b=i 

substituindo as expressões de cr_i e cr_2 em (6.14) e (6.16) podemos obter 

1 ' 
+ ' I 1- _ L 1 3 ,6=1 

2 
E a-riabcr-2- 

r -|- 1 , a,6=1 

As (j„ de maior grau são usadas para cancelar as componentes indesejáveis. 

(6.21) 

(6.22) 

42 



6.2 As funções tau do sistema GNLS^ 

0 correspondente vetor de gradação do nosso problema é áhom = (1,0, Seguindo a 

construção do capítulo 5 definamos o vetor função-tau (veja as equações (5.31, 5.32)): 

To [X,t) |Ao) (6.23) 

= Q^M^\\o), (6.24) 

onde h é um elemento particular do grupo SL{r + 1), que gera uma transformação ”dres- 

sing”. 

Então, temos 

exp exp [-(To) |Ao) |Ao). (6.25) 

O nosso objetivo é expressar os campos '1'f em termos de algumas das funções tau, que 

são alguns elementos de matriz numa representação apropriada do grupo de Kac-Moody 

SL[r + 1). 

Podemos escrever 

a, = è + è + f; <») + (6.26) 
a=l a—1 a—1 

OU r r r 

<^o = Yl + rjC, (6.27) 
i=l í = l a=l 

onde os elementos Ci e /,■ {i = 0, ...,r) são os geradores de Chevalley , e {A,-, D} gera a 

subálgebra de Cartan de sl(r + 1) [13], (veja Apêndice J). Ainda, conhecemos as seguintes 

relações 

A.|A„)=0, /.|A„) = 0, e,|Ao) = 0. C|A„) = |A,), z = l,2,...r 

então, o termo de grau zero da expressão (6.25) 

exp(-,r,)|A„)= |A„), 

pode ser escrito como 
exp {-(To) \Xo) = |Ao) {x, t) 

onde T^°'> (x,t) é uma função real, dado pelo seguinte elemento de matriz 

t^°^{xA) - (Aol |AA. 
L (o) 

O termo de grau ( — 1) ern (6.25) torna-se 

C7_i |Ao) 
|A,) 

fP) [x. t) 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

(6.32) 
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ou 

E líí 4r‘’ + E + E = 
Z=1 i=Í a=\ 

^(0)/^^(0)-l 
^(-1) 

|Ao) 

f(°) (x, t) 

usando as relações (J.9, J.30) temos 

Íít = ^ e 
' tÍ°) ' -(o) 

onde as funções tau estão definidas por 

= (Aol ^ |Ao). 

(6.33) 

(6.34) 

(6.35) 

(6.36) 

(6.37) 

A fim de se obter as primeiras soluções não triviais de (6.5-6.6), vamos considerar 

primeiramente 

h = e'"^^, Fj - J2 onde z^j e a são alguns parâmetros reais, (6.38) 
n=—oo 

sendo Fj um autovetor comum sob a ação adjunta dos geradores Ha, isto é, 

-f + X, i^j] = - [uj {x + Ujt) -I- üj] Fj, (6.39) 

onde 
+00 r / \ 

= E-n E E^hJ ; 
n=3 a=l \&=i / 

denotando = Uj (a; -|- Uji) Vj, podemos escrever 

[^(o)/,i3^(o)-i] = exp (e-‘^^aF,) (6.40) 

= 1 -|- e~'^^aFj, 

onde usamos o fato de que F" = 0, para n > 2, isto é, os autovetores Fj são nilpotentes 

(veja 3í 0cj^u3íÇ3jO Iv.^3 pâii*â' iTiHiioics dctâlliGS^. A.S rcspGctivâs fu,riço0s tâu. torii3irxi“S0 

fl°) = (A,|(l + e-'^^aF,) |A„) = 1, 

uma vez que 

(A,|FÍ:j. |A,) = 0. 
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como 

(Aol 

(Aol 

£^ift.exp I e ^ 
+ 00 

n pí-") 
|A. 

(o) 
+ 00 

|A.), 
(o) 

£^Í!/3;, =0 e |Ao) = 0, segue 
(1) 

Agora 

A = (Ao 

= 0. 

+ 00 

|A„), 
-I (o) 

se i ^ j a última expressão torna-se 

T.- = (A«l .au, |A.) = 0, 

assim, como: 

r- = (A,| 4‘>£Í-^;' |A,), 

O elemento de matriz pode-se escrever 

Calculando os elementos de matriz dos operadores no estado de peso mais alto, temos 

T~ = Sij.a.Uje~'^\ 

e portanto, obtemos a seguinte solução 

= 0. 'í'z“ = -Sij.a.L'je~'^^. 

Desta vez, vamos escolher 

(6.41) 

h = J-G, 
+ 0O 

com Gj = onde pjeb são parâmetros reais , (6.42) 

sendo Gj um novo autovetor sob a ação adjunta dos Ha'. 

X1E^^'^ d-^ 1Gj = \pj [x d-pjt)Pj Gj, 

com 
+O0 r 

E 
n=3 a=l 

p, = E E CpI IE 
/ 
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Como no caso anterior temos 

[^(o)/j^(o)-iJ = exp(e’^^ÒGj) 

= 1 + e^^bGj, (6.43) 

onde G" = 0 para n >2. Denotando rjj = pj {x + pjt) + Pj e fazendo um cálculo semelhante 

ao caso anterior, obtemos 

fC) = 1, 7^- = 0 e - 5ij.b.pj_e^^, 

portanto, temos uma nova solução, da forma 

'P" = 0, 'if = Sij.b.pje'^^ (6.44) 

6.3 Soluções 1-sóliton 

Consideremos o produto de duas exponenciais 

h = ^ l,2,...r, (6.45) 

sendo 
+ 00 +00 

Fji - X] ^ “ii ^^32 são parâmetros reais. 
n=—oo n=—CO 

Observe-se que Fj^ e Gj^ estão associados a raízes positivas e negativas respectivamente. 

Portanto 

= 1 +e’'«6„G„ 

com (pj, = {x + Uj^t) + Í7,, e {x + pj^t) ■+ p-^. 

Logo, as correspondentes funções tau são: 

c(o) _iiX. a - b G- ■ e'^32 C — ^3\,32 ~ 
V 3l ■P32 

- P32) 
2 ’ 

= (^.1 |A„> 

— S' ' h' D ' p^-^2 “ 32^32^32 ^ 5 

(6.46) 

(6.47) 

(6.48) 

L’ ~ 32^31^31^ • (6.49) 

No Apêndice L apresentamos os cálculos dos elementos de matriz correspondentes. Por- 

tanto, 

_  ^i,32 Ph   

‘ ~ 1 + ,32 ^31 h Cn ,32 ’ 
'P.“ = k32<^h^3X^ 

1 + á 31,32^31^32^31,32^ 
(6.50) 

Se ji5éÍ2 em (6.47) recuperamos as soluções (6.41) e (6.44). Assim, para se ter soluções 

1-sóliton devemos ter ji = j‘2 = i, e então uma solução do sistema de equações (6.5-6.6) é 

^ kp^e"^' 
'p; 

aiUit 

1 + aibiCi^ie~‘^'e^' 
(6.51) 
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6.4 Soluções N-sóliton 

Vamos escolher o seguinte elemento de grupo 

(6.52) 

com 

+ 00 

F,.= T. •'lE-ír <^«= E Í = 1,2,...JV; = 

+00 
n 

sendo a,,, òj,, U{^ e pj, parâmetros reais. 

A expressão seguinte desempenha um importante papel na construção das funções tau: 

(l + e ... (l + e (1 + ... 

+ (6.53) 

onde as funções de fase são 

(pi, = z/i, (x + í/„í) + Vi, , ?7i, = Pj, (x+ p,,í) 

Agora, usando (6.35, 6.36 e 6.37) vamos calcular as funções tau correspondentes. Denotando 

Ai, = ai,z/,,.e~‘^'i, Bj, = (6.54) 

temos, 

f(°) = (Aol |A„) 

f = 1 + 

n=l l<ll<h<-<lr,<N 

[G„,-G„,)]}\K) 

N 

E 
l<ki<k2<...<k„<N 

= 1 + ^ XI (6.55) 
;l=l l<li<h<...<tn<N 

l<ki<k2<...<kn<N 

com os coeficientes dados pelos elementos de matriz 

— {^o\ Fi,^...Fi,^Gj^^...Gj^^ |Ao), (6.56) 

semelhantemente. 

=: (A„| (l + ... (l + e~^'Na,,,Fi^) (1 + ... 

(l + e^'^N6,^Gj,,)|Ao), (6.57) 
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logo, pode-se obter as funções: 

N-l 

71=0 l<ti<t2<...<ln<N 
l<A:i <k2<---<k„+i <N 

N-l 

7f= E E 
Tl=Ü l<h<h<-<ln+l<N 

l<kl<k2<...<kn<N 

f- A. A. fí fí. 
1 -Jkn -“jfci • • • 17 

com os elementos de matriz seguintes 

í-^ol |Ao). 

Os cálculos dos elementos de matriz correspondentes são apresentados no 

, (6.58) 

(6.59) 

(6.60) 

(6.61) 

Apêndice L. 
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Capítulo 7 

A hierarquia GNLSi: As transformações ’dressing 

quantidades conservadas, funções tau, soluções do 

tipo N-soliton com múltiplos tempos, etc. 

Neste capítulo, por simplicidade, pretendemos trabalhar com a álgebra sl{2), e aplicar o 

método exposto no capítulo 6 para esclararecer alguns conceitos. Construímos algumas 

quantidades conservadas usando precisamente a transformação ”dressing as equações 
de conservação surgem de modo natural, ao se parametrizar os campos do modelo com 

9'lgumas componentes cTn* Definimos as correspondentes funções tau e obtemos as soluções 

tipo 1-sóliton, 2-sóliton e generalizamos para o caso N-sóliton. Ainda, usando o formalismo 

das transformações "dressing” , é fácil de se ver, que uma solução de tipo sóliton satistaz 

a todas as equações da hierarquia, com diferentes escalas de tempo. Como explicamos no 

capítulo 4, a hierarquia GNLSi tem o seguinte operador de Lax: 

onde e ui são os campos do modelo. Diferentemente do capítulo 4, consideramos um 

campo na direção do termo central C, e isto está de acordo com a observação da seção 4.0. 
A gradação relevante é a honmgênea, isto é, o vetor de gradação é Shom = (1,0) para o caso 

■sí(2). Além disso, a álgebra s/(2), na base de Weyl-Cartan escreve-se 

L = d,- (7.1) 

(7.2) 

As equações da hierarquia são obtidas como segue (veja as equações (4.24, 4.25) 

= [5yv, L], iV > 0 

onde 

Bk = ((-'«‘"'C-Ao (R,j>„ (s)), 

O potencial pertencendo ao seguinte subespaço 
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N 

Bm C 
1=0 

com U sendo um elemento do grupo, obtido expoenciando geradores de grau negativo 

U =: exp 
\n>l / 

Os primeiros são 

(7.3) 

+ UiC, (7.4) 

e as primeiras equações da hierarquia são 

d^,L = [5i,L]: 

(7.5) 

dti^i — dxi^i- (7-6) 

dt,L = [Bi,L]-. 

= ±dl<í>^ (7.7) 

dh_ui = (7.8) 

Podemos escrever a condição de curvatura nula para os potenciais B\ e Bn como 

- S.v, - fíi] = 0, N = 1, 2,... (7.9) 

onde Bi^ possui a seguinte forma geral 

Br, = com i?.!;) G C°° (R,^„ (.Shom)) . (7.10) 
71=0 

Como = 0 e = 0 é uma solução de cada sistema de equações da hierarquia, temos 

g{vac) BÍvac) ^ ^(N)^ 
(7.11) 

tais conexões podem ser obtidas, através de Bj, — , do elemento de grupo 

/ 

= exp 

\ 

X 

V 
7^=l,2,... 

n^N / 

= exp I 
. n=l,2,... 

(7.12) 
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As conexões na órbita do vácuo são dadas por 

(7.13) 

= iV/-i - d,.MM~^ + d,NN~^) M, 

Bm = + dt^ee~K, 

= M~^ - dt^MM-^ + dt^NN-^) M. 

Denotemos 

0 = exp [ ^ í7_„ j , M = exp ((T^) , A = exp í ^ cr„ ) , 
\n>0 / \n>0 / 

[D,(T„] = n<T„, 

então, podemos relacionar os campos a algumas das <t„. Por exemplo, par 

denotando Í2 = t, temos 

B\ = + (T-i, + termos de grau negativo. 

= M~^ — dxMM~^ + (9x<Tij M + termos de grau > 1, 

B2 = + [^-2, AC')] + i [c7_i, [<7_i,ÍÍ(2)]] + 

+ termos de grau negativo. 

= M~^ — dtMM~^ + dt<Ji + dta2 + [u"!, Ô<(7i]j M + termos de grau > 

Notamos que o seguinte termo (de grau -1) em (7.16) anula-se, logo temos 

1 
dx(T^l+ CT_2,Í7(^> +- CT_i, (T_i, = 0 

Denotando 

de (7.18) pode-se obter 

r_i = 

dxCrU = 2.^ + '^- 

= -7},,'!'++ 4°i'í'+ 
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(7.14) 

(7.15) 

A = 2, 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 

(7.19) 

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

(7.23) 



Substituindo estas expressões para cr_i e cr_2 em (7.16) e (7.17), obtemos a equação (7.8) 

com 
uZ, 

(7.24) 

As cr„ de maior grau são usadas para cancelar as componentes não desejadas. O termo de 

grau (-2) em (7.16) é (usamos a relação: Ôe‘"e~‘^ = der -j- [a, da] + A [<j^ [cr^ da\[ + • • •) 

+ k-3, 77^'^ 
1 

+ 9 (J_2, a 
1 

+ 2 L c^-i, (T_2,íí<')]] =0, (7.25) 

onde 

De (7.25), obtemos 

or_3 = atsEi + a°_^H^-^\ 

d^a°_2 = ^ . (7.26) 

Igualmente, igualando a zero os termos de grau (-1) e (-2) em (7.17) pode-se obter 

dta°_i = 2 , (7.27) 

dta°_2 = (aZ^y- ir (7.28) 

7.1 As primeiras quantidades conservadas 

Uma observação cuidadosa das equações (7.21) e (7.26-7.28) permite-nos construir algumas 
leis de conservação, de tal modo que as cargas conservadas estão relacionadas aos Hamilto- 

nianos 77i e T-Í2 do sistema GNLSi (veja as equações (2.9, 2.10) do capítulo 2 para o caso 

GNLS2). 
Assim, de (7.21) e (7.27) temos 

d, (ír+ír-) = d,F ['5+,Vp-j , 

com F sendo uma funcional dos campos e "Hi o primeiro hamiltoniano dado por 

-Hi 

(7.29) 

Igualmente, de (7.26) e (7.28) temos 

dt = c\G (7.30) 

com G sendo uma funcional dos campos e FL2 o segundo Hamiltoniano do sistema GNLSi 

dado por 
/•+CO , 

FÍ2 = J dx. . (7.31) 

Então, um Hamiltoniano de ordem superior é conjeturado a corresponder a alguma ít„ 
(n < -2). 



7.2 As funções tau 

Definamos as funções tau como em (5.31, 5.32) 

= e-KM-^\x,), 

(7.32) 

(7.33) 

onde h é um elemento particular do grupo SL{2), que gera a transformação "dressing”. 

Então temos 

exp exp (-<T„) |A.) = |A„), (7.34) 

ainda, podemos escrever 

a, = + r/C, (7.35) 

ou 

(^0 = +4^1 + cr“/i + riC, 

é conhecido que h\ |Ao) = 0, /i |Ao) = 0 e C |Ao) = |Ao); deste modo o grau zero da 

expressão (7.34) é 

exp(-íT,)|A,) = (7.36) 

e ele pode ser escrito como 

exp {-(To) |Ao) = |Ao) f {x, t), 

onde (x, fi, Í2i •••) é uma função de x e dos tempos dada pelo elemento de matriz 

seguinte: 
fH (x,t) = (A„| |A,). (7.37) 

O termo de grau (-1) em (7.34) torna-se 

(-cr_i) |Ao) = 
f(°) (x, t) ' 

OU 

|A.) = 

como H^°'> |Ao) = hi |A<,) = 0, 4' |Ao) = 0, podemos escrever 

(7.38) 

v^+ = = 

onde 

ri'^) rl°l ’ 

= (A„| 4^ |A,), 

(7.39) 

(7.40) 
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Como foi exposto no 

primeiramente; 

Como 

" + 00 

-n=l 

podemos escrever 

com 

Onde usamos que F” 

Desta forma pode- 

Escolhemos 

h = e^, 

onde 

então, 

r- = (A„| 4'^ |A,). (7.41) 

capítulo 6, para obter a primeira solução não trivial, consideremos 

+ 0O 
h = e^, com F = ^ u^E_ (-") (7.42) 

í^+OO 
= — ^ tni^i F, sendo ui um parâmetro real, (7-43) 

Vn=l 

^ exp(e-'^^F) 

= 1 + e-^^F, 

+ CO 

Fi = Y1 
n=l 

= 0, para n > 2. As funções tau tornam-se 

rO = (A„|(l + e-^^4^) |A„) = 1, 

r+= (A„| = 0, 

r- = (A,|4^e-‘^ViF4)|A„) 

= z.ie-^'(Ao|(2/7<“) + C)lA,) 

= z/ie-'^‘. 

se obter a seguinte solução: 

vp+ = 0 e d»-=(7.44) 

+ 00 
G = ^ /-^"4 ”*■ sendo um parâmetro real (7.45) 

■ + 00 

.n=l \n=l 

= exp(e'’*G) 

= l + e"'G, 

com 
+ 00 

?7l = ^ tnPl 
n=l 
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onde, usamos o fato que G" = 0, para n > 2. 

Deste modo, as funções tau são 

r- = {A.|(4’í’'V.4“‘’),„,l^.)=0. 

t+ = (A.|44v.4-‘) |A„) = p,e’". 

Portanto, temos uma nova solução da forma 

vp-=0 e [TAÇ,] 

As soluções (7.44, 7.46) também aparecem em [38], onde o método da transformação de 

Bâcklund (TB) é usada para se resolver o sistema NLS. Estas soluções podem ser chamadas 
de ’ ’configurações de vácuo”. 

7.3 A solução 1-sóliton. 

Seguindo as idéias do capítulo 6, para se obter uma solução 1-sóliton, escolheremos 

h = , onde F e G são dadas em (7.42) e (7.45) 

com a e b parâmetros reais. 

Deste modo, 

^ exp (e-'^aF) exp (e^^èG) 

= 1 + e-‘^aF + e^^òG + e-^^e^aFòG, 

com if = XZrt=i c rj — J2n=i ■ Calculemos as funções tau correspondentes. 

Os termos que contribuem para f são 

(7.47) 

(7.48) 

(7.49) 

= 1 + abce (7_5q^ 

onde c é um elemento de matriz. Como ilustração apresentaremos os cálculos usando a 

teoria geral das representações das álgebras de Kac-Moody, 

c = (A,|(FG)(,,|A„) 

4-00 

= (A.11 E ■'fvrí;í-“’4'”’ I |A,> 
^n,m>U 

-f-co 
(•) 

(Aj E *'rvr |A„) 
n,m>0 

i^ipi 

ipi -f 
(7.51) 
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No apêndice M calculamos os elementos de matriz de vários operadores, usando o forma- 

lismo dos operadores de vértice. Devemos ressaltar o fato que, o cálculo dos elementos 

de matriz é mais fácil de se efetuar usando a representação de operadores de vértice das 

álgebras de Kac-Moody. As outras funções tau são dadas por 

= òe>i(A,|£Í'>(-2i/(“) + C')iA,) 

= Vle^ (7.52) 

— a.uie 

Portanto, a solução 1-sóliton torna-se 

*+ =  
1 -|- a.b.c.e~'^e^ ’ 

T_ a.u\e~'^ 

= -l + a.6.c.e-^eV 

Especializemos estas soluções para o segundo sistema de equações da hierarquia, isto é, 

T2. (7.56) 

o qual é obtido de (7.9) considerando N = 2 e Í2 = t. 

Em particular, podemos usar as seguintes relações: 

Pi =h =-a =-2 e t2n+i = 0 (n > 0), 

(7.53) 

(7.54) 

logo, as equações (7.54) e (7.55) tornam-se 

'!'+ = ui exp -h //i) sec h (^ix), (7-57) 

\í»- = exp (-z/i t -z7i) sec/?. (i/jx), (7.58) 

onde I7i = é um parâmetro de fase se somente o sistema de equações (7.56) for 

considerada. .A. solução (7.57)-(7.58) é conhecida na literatura como um ‘envelope sóliton’ 
ou ‘bright sóliton’ [12]. 
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7.4 A solução 2-sóliton 

Agora, escolhemos como elemento constante h. 

h 

Fi 

^o-iFi a2F'> -62^2 l ■ 
Ê 5 «t, Oí, /9i = constantes; 

+00 +00 

E g.= e . = 1,2. 
n=—00 n=~<x> 

(7.59) 

Então, 
^(.ac);,^(..o)-i ^ 1 ^ e-‘^>aiFi + e-^^a2F2 + + 6^^020^ + 

e^^e^^biGib2G2 + e~'^^e'~'^‘^aiFia2F2 + e~'^^ a^F^biGi + e~'^‘e’'"aiFiÒ2G2+ 

e“‘^2g7)2Q2F2Ò2G2 + e^^e-^^biGiü2F2 + e'''61^102 F2Ò2G2 + 

e"‘^ie“‘^"e^2aiFia2F2Ò2G2 + e"‘^ie”‘e~‘^=aiFiòiGia2F2+ 

e~'^^F'^F'’^aiFibiGib2G2 + e~'^^F^"e~'^^e'^^aiFibiGia2F2b2G2, (7.60) 

com 
+00 +00 

Ft = = X] P^tn, i = 1, 2. 
71=1 71=1 

As funções tau correspondentes são; 

f(°) = 1 + 

(Ao| FiG\ |Ao) + e~'^^aib2 (Ao| F1G2 |Ao) + 

g-¥>2g772Q262 (Ao| F2G2 |Ao) + e"'e“‘^2 6ia2 (Ao| G1F2 |Ao) + 

e-'^^e^^e-^^e^^a^brü2b2 (A,| FiG'iF2G'2 |A,), 

r+ = e'''6i(A„|FÍ^^G’i|A„) + e’’^Ò2(A,|FÍ'^G2|A„) + 

e-^^e^^e^^a,b,b2 (A,| F,G,G2 |Ao) + 

e^^e-'^^e^^b,a2b2 (A„| E^}^G,F2Cr2 |A,) (7.61) 

= e —Fi, ai (A„| 4'’Fi |A„) + e-'^^a2 (A„| E''^^F2 |A„) + (1) 

g-^lg-<.2g7,2^^^2Ò2 (A,| 4'^FiF2G'2 |Ao) + 

V7l g77l g~‘^2. «161(12 (AoI e\. ^F\GiF2 |Ao). (7.62) 

Note-se que somente alguns termos, isto é os termos cujos valores esperados são diferentes 
de zero, da expressão contribuem para cada uma das funções tau. Por 

exemplo, os termos (Ao| F |Ao), (Ao| G,- |Ao), (Ao| FiGjFk |Ao) e (A<,| GiFjGk |Ao) , não con- 

tribuem no cálculo de f *'^1, pois estes elementos de matriz anulam-se (veja Apêndice M para 

a demostração destes resultados e os cálculos dos elementos de matriz não nulos). 

Desta forma, uma solução da hierarquia GNLSi torna-se: 
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Como fizemos na seção anterior, consideramos N = 2, Í2 

uma solução do sistema (7.56). Em particular consideramos p,- 

^2n+i = 0, então as funções tau tornam-se: 

(7.63) 

= t, em (7.9) para obter 

^ii — Oi — —2 e 

= aiUie^'- + 021^2^^^ + aia2‘^ie‘^'e + ala2A2e~‘^^ , 

T~ = + a2P2e~"^^ -|-UiO^Aie”'^'e“‘^2gV2 a\a2A2e~'^^ e~'^^, 

onde 

(7.64) 

(7.65) 

-Ui (x - Vit) + Ui, 

Ui {x + Uit) + Üi, 

A,: 
^i - 1^2 

4 \ui -\- U2 1 * ~ E 2; 

agora, escolheremos Ui e 02 tais que 

Ui = OjAi, (i ^ j) 

então 

ãi — 02 = a = 2 
Ui — U2 

.U\ -{■ U2, 

Observe que os ü, são parâmetros de fase, se somente a equação (7.56) da hierarquia 
for considerada. Com esta escolha de parâmetros t^°\ torna-se 

;p(o) _ g-(i^i+^2)a: 

. ^1^2 

{77O 
,(n-U2)x _j_ g (i'i _|_ g(í/i+i/2)x _|_ 

(1/1 - U2) (7.66) 

Portanto, os campos 'I'"'' e í' tornam-se 

vp- ztoe' = [(l^f+i/|)í-|-(^l+l/2)]_ 

gT(‘'l )^^ cosh (uyx) -f- cosh (u2x) 

J cosh [{ui - U2) x] + cosh [{ui + U2) x] + cosh [(u^ - u^) t + (ü^ - Ü2)] ’ 

que são as soluções 2-sóliton da equação (7.56); estas soluções coincidem com aquelas de 

[28], obtidas usando outros métodos de solução. 

Para verificar estas soluções é conveniente usar os programas de manipulação simbólica 
tal como o MATHEMATICA, que permite realizar fácilmente a álgebra tediosa e os cálculos 

rotineiros. Verificamos que as funções acima para 2-sóliton são de fato soluções do 

sistema (7.56). 

OBSERVAÇÃO: .A respeito das soluções das equações de ordem superior, da hierar- 

quia (7.9), podemos argumentar que as mesmas soluções 1-sóliton (7.54-7.55) e 2-sóliton 

(7.63) que satisfazem as equações (7.7), também satisfazem as equações de ordem superior 
da hierarquia GNLSi, cada uma. com uma diferente escala de tempo Este resultado é 

também observado no estudo da hierarquia de KdV. usando o método da redução pertur- 
bativa e múltiplos tempos [30]. 
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7.5 Soluções N-sóliton 

A generalização para uma solução N-sóliton pode ser feita, tomando um elemento de grupo 

h conveniente e calculando as funções tau correspondentes. Escolhemos 

^ agí>ArG;v' 

onde 
+ CX) +00 

Fi = G,= Epr4'"’. i = l,2,...,N 
n=—<oo n=“*oo 

üi^bi^Ui e Pi são parâmetros reais. 

A seguinte expressão é importante no cálculo das funções tau: 

= (l 4- aie-^^Fi) (1 -f ... (l + a.ve-^^F;v) (1 + bNt^^GN), 

(7.69) 
onde 

4-00 -f-'0o 

"'Pi — l^i ini Vi ~ Pi^rii i = 1, 2, ..., N\ 
n=l n=l 

com Ui e pi sendo alguns parâmetros reais. Estes parâmetros caracterizarão cada sóliton. 

E conveniente escrever os operadores F.; e Gj- em termos dos operadores de vértice que 

introduzimos no Apêndice M, 

F, —> í/,r_ (ui), G^ —^ piV+ {pi), (7.70) 

(7.68) 

então, 
^(vac)f^^{vac)-l ^ (i + aiUie~‘^^ V_ (l/j )) (1 +òipie^T+ (pi))... 

(l -h aNUNe~'^^T- {uN)'j (1 -f ò.vPAre’'^r+ (pn)) ■ 

Calculemos as funções tau correspondentes. Denotando 

Á-n — — b^iPn^^ , 

temos. 
N 

= 1 + (A.I E 
71=1 

^<il<Í2<-<tn<N l<Jl<J2<-<Jn<N 

Estamos usando, algumas propiedades dos produtos de operadores de vértice agindo sobre 

|Aq) e seu dual (A^l ( veja Apêndice K). Deste modo. 

f(D = 1 + 1] E • 
n=l l<íl<Í2<-.<in<jV 

1<41 <.Í2<-<Jn<N 

n ( ~ '^irn f [Pj, - Pjm ^ («.p «im ) ^ (^j, , ) ■ 
l</<m<n 

JJ (4'i ~ Pjm) ^ i^in ^jm) 
l<l<ni<n 
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Denotemos, 

= e(-«. -a) = e(-, -), 

= e(a,o) = e (+,+), 

= e(-a,a) = e (-,+), 

ainda, conhecemos para o caso de 5/(2),veja por exemplo [32,34] 

e (+, +) = e (-, -) = -1, 

^( + ) “) = ^( —5+) = 1, 

portanto, podemos escrever 

N 

=‘‘” = i + E E a,...Aí„b,,...b„- 
n=l l<ii<Í2<...<Ín<N 

l<il <h<---<jn<N 

n {Pn - P3mY 
K/<m<n 

n i^il-pimf 
K/<m<n 

-1 

igualmente. 

r = dz.z{\o\T^{z) (l + aii^ie (vi)) (1 + òipie’’*T+(pi)) 

+ aAri^Are~‘^^r_ [vn]) (1 + />NP7ve’’^r+ (p^v)) |Ao) . 

De acordo com a equação K.23, para se ter termos não nulos, devemos ter igual número de 

operadores F+ e F_, dentro dos estados (Aoj e jA^), assim 

n' iP^) -Y" (pn)\K) , 

onde os expoentes satistazem as relações seguintes 

N N 
^ m,- ± 1 = ^ Ui = n 
t=i i=i 

mi,rii = 0,1. 

Reordenando os operadores . podemos escrever para T+r 

,v-i 

n=0 l<li<Í2<...<tn<N 
1 <Íi<J2 <■••<,; 11+i<./V 

— (íduM y 
2^^: J to 

(A,| r_ W) r_ (,/„) ...r_ (i.,j r+ (ft.) ...r+ (p,„.) |a.) 
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1 N-1 

= ^ H Y. [ídu.ui n e{-a,ai^){u -Ui,f 
n=0 l<ii<!2<...<«n<A'^ 

l<Íl<Í2<---<Jn+l 

( n yO<m<n+l 

n 

yO</<71 

-1 

Jn+l 

yO</<m<n 

6 ( Oíj|, Ckjjn 
l</<m<n+l 

\ /^n+1 

No Apêndice N, mostramos que a integração na variável u é igual a 2ttí para qualquer valor 

de n. Então, 

N-l 
r'*’ = 

n=0 l<íi <i2< --<ín<Af \l</<m<n 
l<Ú<Í2<-<.?„+l<Af 

Aji I JJ e (q;,j, q;,-^) (i/jj 

í 
\l</<m<7i+l 

\l<í<m<n+l 

-1 

Similarmente para t temos, 

1 
N-l 

r ^ 7^ f ^P-P Y Y 
'' n=0 l<íi <l2<-“<ln^-/V 

l<il <h<-<3r,+ \<N 

(A„| r+ (í,)r+ (ft.)...r+ (^jr_ (i-,,) ...r_ |a,> 

1 N-l 

7^-Y Y 
n=0 Ki'i<Í2<-<in<N 

l<7l <Í2 <-"<jn+l <N 

[ f dp.p n t (a,Q, J (p - pif • 
\0<l<n / 

-1 

[J e(a,ajJ{p- lyjJ ) ]Bi,...Bi^Aj,...Aj^^^ ■ 
^ 0<m<n+l 

Í n iPn Pim) I ■ Í n ^ (*^in ) (E?í ^im) | 
\1 </<m<n 

/" \ 
2 

l</<m<n+l 
-1 

n ^{(^^n(^3m){P^- ^3r.y 
K/<m<n+l 

\ /^n+1 / 
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a integração de contorno em p é também igual a 2ni (veja Apêndice N) para qualquer valor 

de n. Portanto: 

N-l 

— ^ I n ^ 1 ^im) {PU Pim) 
n=0 l<ii <Í2<...<in<-^'^ 

l<Íl<Í2<---<Ín+l 
yl<l<.m<n 

n ^n ^«b) 
i.l</<m<Ti+l / \0</<n 

-1 
\2 

-1 

e (tXjj, (Xj^) (p,j ) 
1 l</<TTi<n+l 

n e(Q,o;,^) 
0<m<n+l 

Expressões semelhantes para estas funções tau são dadas em [29], através do enfoque 

das equações de Hirota generalizadas da hierarquia GNLSi- 
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Considerações finais 

Nesta dissertação discutimos alguns aspectos dos sistemas de GNLS e GDNLS. Em parti- 

cular, para os sistemas GNLS2 e GDNLS2 estabelecemos suas integrabilidades, fornecendo 

um programa simbólico (usando o ‘scaling‘ e as simetrias das equações) para construir 

um número infinito de quantidades conservadas e verificando que as primeiras quantida- 

des conservadas estão em involução. Mostramos que eles são sistemas bi-Hamiltonianos, 

verificando as compatibilidades de suas respectivas estruturas Hamiltonianas. Além disso 

relacionamos ambos os sistemas através de uma transformação de ”gauge”, a qual relaciona 

os campos. Através dessa transformaçao relacionamos, também, as suas quantidades con- 

servadas. Seria interessante verificar por algum método computacional simples a relação 

entre as respectivas estruturas de parênteses de Poisson dos sistemas usando aquela trans- 

formação; mais explicitamente, verificar a relação das terceiras estruturas Hamiltonianas. 

Na classificação das hierarquias integráveis dadas em [22], os autores consideraram as 

hierarquias homogêneas como generalizações da hierarquia NLS; além disso, Kac e Waki- 

moto [29] construíram a hierarquia NLS diretamente na forma bilinear de Hirota associada 

à representação homogênea do tipo operador de vértice (nível 1) da álgebra de Kac-Moody 

”afim” s/2 ; também eles obtiveram soluções do tipo sóliton da hierarquia NLS. 

A conexão entre estes esquemas foi iniciada em [23] e generalizadas em [26]. Neste último 

trabalho, os autores definem as funções-tau em termos das representações integráveis de 

peso mais alto de qualquer nível. 

Seguimos a definição das funções-tau apresentadas nesta última referência, onde o papel 

central é desempenhado pela transformação "dressing”, a qual possibilitou-nos relacionar os 

campos em termos das funções-tau. Estas funções-tau foram identificadas com elementos de 

matrizes específicos calculados na representação integrável de peso mais alto da álgebra de 

Kac-Moody sir- Desta forma, obtivemos soluções explícitas do sistema GNLSr ”vestindo” 

alguma solução de vácuo. Soluções interessantes, a saber, soluções do tipo N-sóliton foram 

obtidas, as quais estão felizmente na órbita de uma solução de vácuo. No caso das soluções 

do tipo "configurações de vácuo” e soluções do tipo 1-sóliton, os elementos de matriz têm 

sido os mesmos conforme eles devem ser, seja utilizando a teoria geral de representações ou 

as representações do tipo operador de vértice de nível 1 da álgebra sir. 

Os elementos de matriz dos N-sóliton de ordem maior foram calculados utilizando ex- 

clusivamente a construção homogênea de operadores de vértice. Pode-se observar que a 

solução explícita do tipo N-sóliton é fácil de se manejar uma vez que a fórmula geral é dada 

para os elementos de matriz. 

No capítulo 7, por simplicidade, a hierarc^uia GNLSi foi considerada. Como resultado 

secundário do processo de parametrização dos campos em termos das funções tau, utilizando 
a transformação "dressing”, notamos que um número infinito de leis de conservação da 
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forma 

dtp + d^F = 0. 

poderia ser obtido. Os / dx.p sendo as quantidades conservadas, cujas formas são seme- 

lhantes ao caso do sistema GNLS2 (veja o capítulo 2 ). Além disso, as soluções dependem 

de múltiplos tempos e satisfazem qualquer equação da hierarquia GNLSi. 

E uma tarefa importante considerar as hierarquias estudadas, GNLS e GDNLS, acopla- 

das na seguinte forma 

dtq^ = ±dlq^ =F aq-^q~q^ d- fdd:, ((tq~q^) ■ 

Seria interessante tentar extender o presente trabalho a esses tipos de generalizações. 

Já começamos investigação nesta direção. 
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Apêndice A 

O sistema GDNLS2 e o parênteses { , 

Como exemplo calculemos 

dtn{x) = {ri{x),H2}^ 

= 21 dy[{ri{x), (Y. d^)(y)}^ [(E yr){y)]^ + ^ {n(a:), qr){y)}^ q'r){y) + 

I {ri(x), {Y q'r)(y)}^ (E y^)(y) + ^ {n(x), (Y(A.l) 

usando as notações 

2 2 

iYy^)(y) = Jly^iyy^iy)^ (J2y'^)(y) ^Y^yqÁyMy), 
*=1 i=l 

iYy”^)iy) = Y^íyiiy)^^(y)^ 
i=l 

pode-se mostrar que os seguintes parênteses são satisfeitos: 

{^i(^)>(E'?^)(2/)}2 = ~^'i(y)H^ - y), 

{n(x),g (y)>2 = -dy(x - y) - ]^[2ri{x)q[{y) + r2Íx)q'^{y)]e{x - y) + 

[2ri(x)qiiy) + r2[x)q2{y)]5{x - y), 

{riix).q”{y)}2 = -dl{x - y) - :^[2ri(a:)y"(y) r2{x)q'^{y)]e{x - y)+ 

[2ri(a;)yí(y) + r2Íx)q2{y)]S{x - y) + [2ri(a;)9i(y) + r2{x)q2{y)]dy5{x - y). 

Usando estas últimas relações em (N.l) pode-se obter 

2 

dfri{x) = -cíj?-i(;r) + 2rA[ri(a') Y q^{^)ri{x)]. 
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Apêndice B 

”Poisson pencil” do sistema GDNLS2 

Para o sistema GDNLS2, tomamos as estruturas de Poisson { , }2 e { , }g e verifi- 

camos a relação de compatibilidade entre elas; 

{/• {9. + {g, {h, /}3>2 + {/i, {/,5}3>2 + 

{fÁ9-,h}2\:i + + {^í{/i5'}2}3 ~ (B.l) 

Como exemplos apresentamos os seguintes casos: 

1. se 
f = ri{x), ^ = n(y) e = n (z), 

notamos que os primeiros três termos em (N.l) anulam-se, pois, {rj (x) ,í’i(y)}3 = 0. Subs- 

tituindo o parênteses { , nos outros termos obtém-se, 

{ri (o;), ri(y)ri (z) e(y - 2)}3 + {ri(y), ri(z)ri {x) e (z - x)>3 + 

{ri(z), ri(a;)ri(y)e(a; - y)>3 = 0. 

2. se 
f = ri{x), y = n(y) e h = q2 (z), 

também, desta vez, os tres primeiros termos anulam-se, devido a {n (x), Çj(y)}3 = 0 

^ j); substituindo { , }2 nos termos restantes , obtém-se 

(3;). ^^1(9)92 (-) e(í/ “ -)}g + {^i(y)’ {z) e (x - z)|^ -t- 

^92Ís)riiy)e{z - y)|^ = 0, 

onde usamos de novo, {r,- (x) ,yj(y)}3 = 0 (z ^ j) e {r,- (x) ,rj(y)}3 = 0 para ij = 1,2. 

3. se 
/ = 7’i(x), y = n(y) e h = qi (z), 

substituindo os respectivos parênteses obtém-se. 

-n(y)a,(x - z)e(y - 2;) - ri(x)^y(y - z)e(z - x) + ri(x)a^(z - y)e(x - y) + 

ri{y)d^{z - x)e(x - y) = 2ri(y)é(x - z)S(y - x) - ri{y)dj{x - z)e(y - x)- 

2ri(x)é(y - z)e;(z - x) - ri{x)dyS{y - z)e(y - x) -F ri{x)dj{z - y)e(x - y)+ 

ri{y)dJ{z - x)e(x - y) = 0. 
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Apêndice C 

Parênteses de Poisson de alguns Hamiltonianos do 

sistema GDNLS2 

No cálculo de alguns parênteses de Poisson usaremos a seguinte relação, 

{'<'l{z),qm{z')]^^- 
5Hg[r, q] 5H},[r,q] 

^ri{z) qm{z') 

SHa[r,q\5Hb[r,q] ^ , 5Hg[r,q]5Hk[r,q] ^ ^ ^ ^ ^ 
r  )Í3 + “7773—{gK^XgmUOIaJ- 
dqi[z) rm[Z’) àqi{z) qm[Z’) 

Sabemos que as únicas componentes não nulas são: 

{r,{z),qj{z’)}^ = 5ijd,{z - z’), 

então, temos a seguinte expressão simplificada 

{//.[r,,i,ft|r.,|}3 = E f í 
J J òri{z) qmiz') 

mz-z’). 

1=1,2-' ' Qm(z’) 

óHa[r,q] ÓHh[r,q] 

+ 

<^qi(^I rm(z’) 

Para calcular {//o, ^1)3, necessitamos das seguintes relações: 

Sfío[r,q] , , <^ffo[r,q] , ,, 
= 7(2). = qi(z’), Sqi(z) 

Sffi[r,q] 

Sri(- 

Sffi[r,q] 
-â,^ri(z’) + 2n(z’)(J2qr)i~'), = d,>qi(z’) + 2qi(z’)(J^ qr)(z’). 

Assim, pode-se obter 

{fío[r,q],ffi[r,q]}3 = / dz.Õ, 
-h'>D 

J^qi(z)n(z) 
,i=l 

0. 
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onde usamos a condição de fronteira 

qi{z), n{z) —^ 0 

para + 00. 

Da mesma forma, temos para 

^H2[r, q] 

5ri{z) 

5H2[r, q] _ 

6qi{z) 

3(E 9’^) + ^(E 9^)9/ + pl 

3(E - ^[d(E 9^)]' + |(E + \r]’ (2), 

então, 

{íío.ft}. 
+ CX) 

dz.d. 

= 0. 

Desta vez para {//q, Hs}^: 

- [4(E9^)''9í + 4gí(E9’^)(E9'’) + 2(E90'9í + ^Çí(E?^)” + 

g^ríE” 5*?'E+ 5*?/” + 5<?i E9’^ - <2'^’))’]('2^) 

= [4(E + 4n(E 9’^)(E 9'’) - 2((E + l^iYl 90"+ 

^r;-( çr) + ^(n(^ ^r))” - ^r, ^ ç’r - ^r;” - ^(r, ^ ç-r)' + ^(r;(^ qr')y]{z) 

/■+00 .     
[(E^r)” (^çr)’] (z) 

= 0. 

Assim, obtém-se 
{Ho, H,}, - {Ho, H2}, = {HuHs}, = 0; 

igualmente pode-se obter 

{H,. H2}, = {Hi, H,}, = {IÍ2, Hs}^ = 0. 
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Apêndice D 

A terceira estrutura de parênteses do sistema GNLS2 

Usando a relação 

/+00 r-foo 

00 J-00 - z)p-^S{z - z')P2S{z’ - y), 

podem-se calcular os parênteses { , jg. Fornecemos alguns deles: 

'Fi(y)}3 = -{[í'’i(x)'I'i(í/) + 'Fi(a:)'F’i(i/)]e(x - y)+ 

1 r+oo   
-( / dz'íf,iz)'^2{z)e{x - z)e{z - y))i^,{x)'^2Íy) - í^2(a:)í'i(y))}, 
4 J —CO 

{^i(a;),^2(j/)}3 = -{-^2{x)'^2{y) dz'^i{z)'^2{z)t{x-z)t{z-y)p 

1 f+oo     
-í'2(a:)í'i(y) j dz['^i{z)mi(z) - '^2{z)'Í2{z)]e{x - z)e{z - y)- 

^'I’i(x)'I'i(y)y^^ dz'^i{z)^2[z)t{x - z)t[z - y) + 

i[í'l(a;)'l'2(l/) + + 'I'2(x)^l(y)]e(a: - y)}, 

'I'i(y)}3 = -{-;^^i(.T)^2(y) dz'^,[z)^2{z)t{x - z)t{z - y)+ 

\^2{x)'Í2Íy) [ dz['^i{z)'i>i{z) - <^2{z)'^2{z)]t{x - z)c{z ~ y) - 
4 y—00 
1  r+co   
-'I'2(a:)'I'i(.!/) / dz^i(z)'I'2(z)e(x - z)£(z - y) - S’’(x - y) + 
4 J—00 

4["^i(a;)^i(y) -f- :y^2(a;)'I'2(y)]<^(.'c - y] + [('í'i(3;)'I'i(y) + ^^2(^;)^2(y)) - 

(^Ua-ld^iíy) + Í^2(a;)^2(y))]e(-2^ - y)}. 

I     r+00   
{^2(2:), í'i(y)}g = -{-['I'i(a^)'í'i(y) + 'í'2(a.-)'í'2(y)] J_^ dz'^i{z)'í>2{z)e{x-z)e{z-y)p 
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^[í^2(a^)^i(y) - ^2(a;)'í'i(y)]e(a; - y) + 2^2(®)^i(y)<5(x - y)}, 

{^i(a:),'^i(y)}^ = -{-[^[{x)'^i(y) + 'í'i(x)'I/i(y)]e(a; - y)- 

-[ / dz<í!2{z)'ii{z)e{x - z)e{z - y)]['I^i(a[;)í'2(y) - ’Í2(a;)'í'i(y)]}, 
4 J—oo 

{^i(x),'^2(y)}3 = dz'íi{z)'íf2Íz)e{x - z)e{z - y)~ 

1     f + co   
-'I'2(a;)^2(y) y_^ dz'ii{z)^2(z)e{x ~ z)e{z - y)+ 

J^2(^)^i(y) dz[^2Íz)'^2Íz) - ^i{z)^,{z)]e{x - z)e{z - y)- 

^['I'i(x)'Í2(y) 4- ^2(^’)^i(y) + 'í’i(^)^2(y) + ^2(a:)'í'i(y)]e{x - y)}. 
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Apêndice E 

O sistema GNLS2 e a estrutura de parênteses 

{ . >2 

Como exemplos, apresentamos os casos 7^2)2 ^ {^i{x),T-L2^ 

'^2 = dy (dy<Hi{y)'^i{y) + 2{y)'^^{y)) , 

ôí^2 = {'^2{x):H2}2 
/■ + 00   , 

dyidy^^i {^2(x), 'I'i(y)}2 + |'I'2(a;), dy-^i{y)]^ ír^(y)] + 

dy^2 {^2(2;), ^2(y)>2 + {^2(2:), dy^2{y)}^ ^2(y)] 

/•+°°   ] 
= j_^ c^y{^!/^i2['^i(^)'^2(í/) + í'2(^)í'i(y)]e(a:-y) + 

\dy[-'^2{x)^i{yHx - y)]^i(y) + dy^2'^2{x)'^2{y)t{x - y) + 

dy[5ix -y)- ^'I'i(a;)^i(y)e(x - y) - 2{x)^2{y)^{x - y)]í'2(y)} 

+ 2 
í=i 

^2(X). 

dt'^1 = [^i{x),U2]^ 

<9,^2 {^l(■^•)> ^2(y)}^ + {^i(a;), dy~^2{y)}^ ^2(y)] 

/•+00     2   

/_oo - y)~ (í'i(x)^i(y) + -{^2Íx)'Ü2Íy))e{x - y)] + 

<9y['^i(a-)'í'i(y))e(2'' - y)]'i'i(y) + dy'^2[~'^iix)^2Íy)€{x - y)] + 

]-^dy[{^i[x)'^2[y) + 'P2(a.-)'l'i(y))e(x - y)]í'2(y)} 
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2     
= dl^iix.t) - 2.(^ 

i=l 
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Apêndice F 

O sistema GNLS2 e a primeira estrutura de 

parênteses de Poisson. 

Assumimos o seguinte Hamiltoniano. 

= - dy 
j~í Vj=i 

e como primeira estrutura de parênteses de Poisson: 

= -SijS{x - y), {'5i(x), = {^i(x), í'j(y)}^ = 0. 

Denotando 

! = 1 

pode-se escrever; 

= ~ Zí.!!/) (i/) + Sjíiíyjôy {4'i{x), 4í(!/)}J 

3 = 1 

Igualmente, 



Apêndice G 

O sistema GNLS2 e a terceira estrutura de 

parênteses de Poisson. 

Assumimos o Hamiltoniano 

i=i 

e a terceira estrutura de parênteses dada no Apêndice D. Então, 

= J da;[í'i(x) {í»i(y), 'I'i(x)}3 + 'I'i(x) {^i(y), ^i(^)}3 + 

^2(x) '52(a-)},3 + ^2(3:) {^i(y),^2(^)}3] 

= -d^^iiv) H- 4[^i(y)í'i(y) + ^'Í2(y)'Í2(y)]^i(y) + 2^2(y)'Í2(y)^i(y) + 

J dx'iii{x)dx'^i{x)'i!i{y)e{x - y) + j i(x)^2;[^i(x)'I'i(y) + 

^'p2(x)'I'2(y)]e(x - y) + 

j dx'^2{:r)\[d,^2{x)'^Áy) + d,^^(x)^2Íy)Hx - y). 

Depois de algumas simplificações, pode-se obter a seguinte equação 

dt^Áy.t) = -Ol^^iiy, t) -^r 2(^ ¥^(y, t)-^j{y, í))'I'i(y, t). 
j=i 

Desta vez, 

= j dy[^x{y) {'Pi(x),fi'i(y)},^ + 'íi(y) {^i(x),'íi(y)}^ + 

^2(y) {'í'i(x), ^2{y)}.^ + 'I'2(y) {í'i(a;), 'í'2(y)}3] 
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dl^üiix) - 4[^i(x)'I'i(a:) + - 2^2(o:)í^i(x)í'2(a:) + 

j dy^i{y)[dy'^i{y)^i{x) + ^^2{x)dy^2Íy)]4x ~ y) + 

J dy^i{y)^)^{x)dy'^i{y)e{x ~ v) + \ j dy'^2Íy)'^i{x)dy^2ÍyHx - y) + 

j dy'^2{y)[dy'^2{y)'^i{x) + 'f2(a;)(9y'I'i(y)]e(a: - y), 

dt^^iix.t) = dl'^i[x,t) - 2{J2 '^j{x,t)<l>j{x,t))'^i{x,t). 
j=i 



Apêndice H 

Condições de compatibilidade para as estruturas 

{ , }2 G { , Is do sistema GNLS2. 

Verifiquemos a condição de compatibilidade dos parênteses, tomando o conjunto de funções 

J3 + {'Pi(z), íb(x)} J3 + {^i(z), {^1(0;), + 

i^i(2)['lfi(x)í'2(y) - ^2(a;)^i(y)]e(a: - y) 

J dz"^2{z’)[t{y — z’)c{z' — z) — e(z — z’)e(z’ — a:)] 

+ ^^i(y)[^i(^)^2(a;) - 'f2(2^)^i(x)]e(ar - z) 

J dz"ífi{z’)'Í2Íz’)[e{y - z’)e{z’ - z) - e{x - z’)e{z' - y)j 

+ ^^'i(x)['5i(y)'lí2(^r) - 'If2(y)'I'i(^)]e(y - z) 

J dz"<ii{z’)'^2{z')[e{z - z')e{z' - x) - e(x - z')e{z' - y)], 

usando a relação 

e(x - y) = 2d~H{x - y) 

e a notação 
/(X) = 'fi(x)^2(x), 

temos 

= ~ 7 + d;'d;'í(x)S(x - z) + 

d:'^d~^f{x)6{x -z)- d;^d~^f{y)8{x - y)] + 

^'í'i(y)'I'i(2)'I'2(^)[-^;^5r\/'(~)í(y -z) + d;'^d-^f{y)5{x - y) + 

- -)] + 

i'í,(i)4>,(!/)'í2(z)(-a,-‘a;‘/(.t)í(^ - •-) + d;'d;'f{y)S(x -y) + 

d~^d:^f{z)S{y - z)- d;^d;\f{y)5{x - y)] 
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= - z) + d;^f{x)^e{z - x) 

- ^) - d;^f{x)~e{y - x)] + 

\'i>i(y)'^i{z)'^2{x)[d;^f{x)^e{y - x) - d;^f(x)^e{z - x)] + 

^'í!i{x)'íi{y)'í>2{z}[-d:^f{z)e{x - z) + d;^f{z)^e{y - z)] 

= 0. 

Sem perda de generalidade, assumimos 

z < y < X, 

e as correspondentes funções: 

e(y - x) = e{z - y) = e{z - x) = ~e{x - y) = -e{y - z) = -e{x - z) = -1. 

Desta vez, verifiquemos a condição de compatibilidade dos parênteses, tomando o con- 

junto de funções |'I'i(x), '^\{y) e í'2('2^)} , isto é 

{«■(x), (ílí!/), «2(x)} J3 + {«.(i/). {W,(x), íllx)} J3 + {«2(x), {«.(x), «.(!/)}2}3 + 

{*l(x), {'íl(t/),'Í2(x)}3}3 + {ílÍ!/), {'®2(x),4'i(x)}3}3 + {®2(2), {'í 1 (x), 

= 0. 

Substituindo os parênteses respectivos, pode-se escrever 

= - y)[í'i(y)'I'2(2)í'2(j^) - ^2(^)'I'2(y)^i(a;)] 

y dz"^i{z’)'^2{z’)Hz - z’)e{z’ - y) - e(z - z’)e(z’ - x)] - 

^e(y - ír)['I'i(x)'I'2(2)'I'2(y) + í'i(x)'I'i(z)í'i(y)] 

y dz’Vf'i(z’)^2(-2’)[e(a‘ - z')e(z’ - y) - t{z - z')t{z' - x)] - 

iejx - 2)[^i(y)^2(2)^2(-^') + '5i(y)'I’i(2:)í'i(x)] 
0 

1 dz"^i{z’)'Í!2{z')Hz - z')e{z’ - y) - e(x - z')c{z’ - y)]. 

Igualmente, usando a notação 
/(x) = 'I'i(x)í'2(-f), 

= |e(x - y)[^i(y)í'2(-)'Í2(x-) - 'p2(2:)'I'2(y)^i(a:)] 

obtém-se 



[-d:^d;\f{y)5{z -y) + fix)S{x - z)] + 

^e{z - y)['^i{x)'í/2{z)'íf2{y) + '5i(x)^i(2)^i(y)j 

[-K^9y\f{y)S{x - y) + d:^d;'^f{x)5{z - x)] + 

^e{z - x)[^i(y)'J'2(£:)^2(a;) + ^i(y)í'i(2)^i(x)] 

[-d:^d;^fiy)S{z ~y) + d;^d;^f{y)S{x - y)]. 

Como no caso anterior, assumindo 

pode-se obter 

X < y < z. 

= ^'^i{x)^i{z)'í>i{y)[d;^f{z)e{x ~ z) - d;^f{z)e{y - z)] + 

^'^i{y)'^2Íz)'^2{x)[d;'^f{x)e{y - x) - d;^f{x)e{z - x)] + 

^'I'i(x)í'2(2)^2(y)[-ô~\/'(a;)e(y - a;) + d-^f{x)e{z - x) + 

d;^f{z)e{x -z)- d;^f{z)t{y - z)] 

= 0. 
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Apêndice I 

Álgebras de Lie semi-simples 

Neste apêndice, apresentamos um breve resumo sobre as álgebras de Lie semi-simples; para 

uma revisão detalhada veja as referencias [31]. 

Uma álgebra de Lie, g, de um grupo de Lie G possui uma base Ta,a=l,2...,dim(5') que 

constitui uma base do plano tangente a G em algum ponto particular, e satisfaz a relação: 

(I-l) 

onde as são chamadas constantes de estrutura da álgebra. Uma escolha usual da 

base para as álgebras semi-simples, é feita da seguinte maneira. Primeiro: buscamos um 

conjunto maximal de geradores hermitianos tal que 

[Hi, Hj] = 0; i,j = 1,2,r = ”rank” de g-, (1.2) 

a subálgebra abeliana de g gerada por { Hi,i = 1, ...r} é chamada a subálgebra de Cartan 

(CSA). 
Segundo: dada uma escolha de (CSA), os demais geradores constituem autoestados sob 

a ação adjunta dos Lf,-: 

[Hi, Ea] = a.iEa, (L3) 

o vetor não nulo de dimensão r; a é uma raiz e E,y o "operador step” correspondente a a. 

Pode-se mostrar que, para cada raiz a há, exceto um fator escalar, somente um operador 

Ea satisfazendo (N.3); mais ainda, no caso das álgebras semi-simples, os únicos múltiplos 
de uma raiz a são ±a. Os demais cornutadores são da forma: 

Ít{a,iò)Ea^g , se Q-1-/3 = raiz 
2cL-Hjo^ ,sea + /3 = 0 (1.4) 
0 , nos outros casos 

as constantes e (a, /?), evidentemente anti-simétricas em a e (3, podem ser postas a ±1, pela 

escolha das fases dos Ea-, se todas as raízes o tem igual comprimento = ai ■ ai, isto é, 

g é simplesmente laçado. A base {Hi, Ea /a =raiz; i = l,...,r} é denominada base de 
Cartan-Weyl e os geradores estão normalizados da seguinte maneira 

tr{H,Hj) = íq-, tr[HiEa) = 0, triEaEg) = -^Sa+pfi-, (L5) 

onde tr é uma forma bilinear. 
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0 número total dos pares ±a, em geral excede o ”rank” de g, e será conveniente fazer 

uma escolha de um conjunto de raízes, que forme uma base do espaço de dimensão r. Pode- 

se mostrar, que uma base {ai} denominada base de raízes simples, pode ser escolhida, de 

tal modo que qualquer raiz possa se escrever: 

a = (1.6) 
t=:l 

onde os coeficientes são inteiros de mesmo sinal. Se mf > 0 (mf < 0), a é denominada 

raiz positiva (negativa). A altura de uma raiz é então definida como 

= (1-7) 
Í=1 

e a raiz mais alta de uma álgebra de Lie, isto é. a raiz de maior altura pode-se escrever 

como 

= mf > 0. (1.8) 
i = l 

Os produtos escalares 

= l<^,J<r, (1.9) 

onde todos os elementos são inteiros, forman uma matriz r x r, chamada matriz de Cartan 

de g. 

Podemos introduzir uma outra base, denominada base de Chevalley, definindo 

= (I.IO) 
ai 

onde Oo é uma raiz simples e as relações de comutação sendo dadas por 

[Ha,Hb] = 0 (I.ll) 

Kbaj Ep, (1-12) 

{(q + l)e{a,/3)Eo,+p ,sea + f3= raiz 
Ha = 2-^-H , se a+ (3 = 0 (1-13) 

0 ,nos outros casos. 

com q sendo o maior inteiro positivo tal que (3 — qa é uma raiz. 

Neste caso 

tr[H„Hb) = ^Kah- 

Consideremos uma representação finita de g. Pode-se tomar uma base {|A)} na qual a 

subálgebra de Cartan (CSA), Hi é diagonal 

//,|A) = Ai|A), í=l,2,...,r; (1.14) 

[iía,A„] = 2 
Q • Q, 

E. 
a~ \b=i 
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onde o vetor i—dimensional A, formado pelos autovalores Aj- (pesos) é denominado vetor 

peso. Para cada raiz a, 2-^ ■ H agindo em |A) , deve tomar valores inteiros, assim 

2—-- G Z sendo a uma raiz. (1-15) 

A condição (K.15) define uma rede Aw{g) chamada rede de pesos de g. Existe uma base 

de Aw{g) constituída de pesos fundamentais, definidos por 

Mj) í,'j, i. j l,2,...r. 

Logo, qualquer peso A G A\v[g) é da forma 

X = ni e Z. 
í=i 

Numa dada representação finita de g, pode-se achar um estado de peso mais alto |Ao) tal 

que 

Ea |Ao) =0, Q > 0, (1-16) 

pois, de outro modo, o estado Ea jA^) teria peso Aq -|- a, que seria maior que Ao- 

Claramente, o subespaço gerado pela açaõ de g sobre |Ao) é dado pelos estados da forma 

E^0,E-0,...E_0^\Xo). (1.17) 

onde > 0; cada um deles tem um peso menor. Este deve ser o espaço total se a repre- 
sentação for irredutível. 

Na base de Chevalley obtém-se: 

Ha |A) = 2—— |A) = (inteiro) |A). (1-18) 

1.1 Espaços Simétricos Hermitianos 

As notações e conteúdo desta subseção seguem [20]. Seja E um elemento especial da álgebra 

de Lie g definido, em termos dos pesos fundamentais A(a), onde 2A(„) ■ ab/aj = Sabí como 

^^2^^ (1.19) 

ai a 

O elemento E decompõe a álgebra de Lie g = fC- + M =Ker{adE)+\m{adE) onde IC é 
composto de todos os geradores de g comutai ilo com E e é dado pelo subespaço {Ha, Ea} 

com a não contendo a raiz simples Qg, enquanto que M é dado pelo seu complemento 

ortogonal. Os espaços simétricos hermitianos. estão associados às álgebras de Lie g, com 

raízes de modo que elas não contêm «a ou contêm esta uma só vez, isto é 

—^— = ±1.0. (1.20) 
oti 
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para todas as raízes de g. Isto implica 

[E,[E,Eo,]] = Ea ou 0 {{ad{E))'^ = I ou 0). (1-21) 

Da identidade de Jacobi pode-se mostrar que [45] p//C é um espaço simétrico, isto é 

[/C, fC] e /C, [M,IC] G yVí, [M,M]eJC, (1.22) 

As álgebras de Lie que satisfazem (K.20) são su{n), so{2n), sp{n), Ee e E7 e geram os 

seguintes espaços simétricos 5M(ra+l) so{2n) spjn) Ee, „ Et 
su{n)a:u(l)’ u{n) ’ u.(u) ’ 5o(10)a:ii(l) Eqxu(1) 
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Apêndice J 

Algebras de Kac-Moody ”untwisted” afim 

Neste apêndice alguns dos formalismos das algebras de Kac-Moody afim 'g serão apre- 

sentadas, mas. somente o mínimo necessário usado na construção dos modelos integráveis 

estudados por nós. Uma revisão mais completa pode ser achada nas seguintes referências 

[13, 35]. As notações apresentadas, na parte que corresponde à base de Chevalley, são 

tomadas do apêndice de [27]. 

Uma álgebra de Kac-Moody g ”untwisted” afim à álgebra finita g pode-se realizar como 

uma extensão da "álgebra de loop” de uma álgebra de Lie finita: 

) ©CC0CZ), (J.l) 

onde C [z, z~^] é a álgebra dos polinômios de Laurent em z e Cx (x = C, D) é um subespaço 

de dimensão 1. Se escrevermos um elemento de g como sendo a„= (a (8) z'”), onde a £ g e 

n G Z, então a álgebra pode-se escrever como 

[®n? í^m] — [o, A UíC*, 

[D,a„] = r?a„, 

[D,D]^[C,D] = [C\C] = [C,ar,] = 0, 

onde {a.b) é a forma de Killing de p e [a,ò] é o parênteses de Lie em g. C é o elemento 

central de g, e D é a. derivação que induz naturalmente uma "gradação inteira" de g. 

lez 

onde [D,gi] = igi- 0 operador D define a chamada "gradação homogênea". 

Neste ponto, pode-se salientar a existência de uma subálgebra de Heisenberg natural de 

g. Introduzindo a decomposição triangular da álgebra finita g = n_©h©n+, pode-se definir 

a álgebra de Heisenberg homogênea como a álgebra composta dos elementos {h ® z",(7}: 

Na base de Cartan-VVeyl as relações de comutação serão dadas por: 

[nr, //"] = mCS,,òm.-n, (J.2) 
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(J.3) [HT. El] ^ , 

Ei:,Ei 

.sea + (3 = 

-\a ■ + CmS. 

raiz 

m+n,0 , se a + /3 = 0 

. nos outros casos 

(J.4) 

[C. £”] = [C, Hl'] = 0 (J.5) 

[D, El] = nEl, ]D, Hf] = nHl. (J.6) 

Neste caso, a subálgebra de cartan é formada pelos geradores {H\^\ C, D}e os operado- 

res step serão: E^ associados às raízes a — (o;.0,7r), onde a pertence ao conjunto de raízes 

de gr e n são inteiros e associados ás raízes n5 ~ (0,0, n) com n 7^ 0. 

As raízes positivas serão (o;, 0,n) para n>0oun = 0ea>0 sendo que as simples 

destas são a,- = (o;,-, 0,0), i = 1, ...r e = (—■(/>, 0,1). 

A razão pela qual introduzimos a álgebra de Kac-Moody na base de Cartan-Weyl é 

que a construção de uma representação em termos de operadores de vértice é usualmente 

efetuada nesta base [32]. 

Na base de Chevalley, as relações de comutação para uma álgebra de Kac-Moody 

”untwisted” afim g são 

= (J.7) 

iffr,75a = í:<íú.í;r” u-s) 
6=1 

í^r, Ei„] = è (J-9) 

\Ei:,El\={q+í)e(a,l3)E^*^": se a +/? é uma raiz (J.IO) 

[C,£”] = [C,/í:] = 0 (J.ll) 

[D, El] = nEl, [D,Hl] = nHl. (J.12) 

onde Kab = 2o:a ■ a^jal é a matriz de Cartan da álgebra de Lie finita simples g associada a 

g e gerada por {//°, E^}. i]ab = ;^A4í, = i]ba, q é o maior inteiro positivo tal que j3 — qa é 

uma raiz, E[a. j3) são sinais determinadas pela identidade de Jacobi, e m“ são os inteiros 

na expansão a/a^ = T.l=] la^^afoil a oc = onde Oi, ...,0;^ são as raízes simples 

de g{r = ”rank’'g). g têm uma forma bilinear simétrica, que pode ser normalizada como 

As gradações inteiras de g 

Tr ( //”Hl) — í/aòdm+n.Ü 

7"'" (-^0^7?^) “ '^(^a+0,O^m+n,O 

Tr{CD) = 1. 

5 = 05n 
nÇZ 
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são apresentadas em [13]. O operador de gradação dg satisfazendo 

[ds^dn] = ngn, n € Z, (J.13) 

é definida por 

dg^ Hg + NsD + aC, Hg = j2saX:-H°, (J.14) 
a=l 

onde (so, 5i,Sr) é um vetor de inteiros (primos relativos) não negativos, e A" = 2Aa/a„ 

com Ao e Qo sendo os pesos fundamentais e as raízes simples de g respectivamente. Ademais, 

Ns = V’ = "^0 = 1, (J.15) 
i=0 a=l 

com í/> sendo a raiz mais alta de g. 0 valor de a é arbitrário. Portanto 

\d,,H:] = nN,Hl 

M-£.”] = (è +»^») £»”■ 

Os "operadores step” positivos e negativos de g associados às raízes simples são; 

ea = Co = El^, /o = e fo = E;^\ (J.16) 

e a sua subálgebra de Cartan gerada por 

K = H°, = + e D, (J.17) 
a = l ^ 

com dado em (K.24); então eles satisfazem 

[4, 4] = [4- D] = 0; [4, e,j =7 Siti\ [4, /«] = -Si/d í = 0,1, •••, r. (J.18) 

Uma classe importante das representações das álgebras de Kac-Moody são as chamadas 
"representações integráveis de peso mais alto” [13], L(s), onde os geradores de Chevalley 

são localmente nilpotentes. Elas são definidas em termos de um estado de peso mais alto 

|As) rotulado pela gradação s de g. Pode ser mostrado que L{s) é irredutível e que |Ag) é 
o único vetor de peso mais alto de L{s). Esse estado é aniquilado pelos geradores de grau 
positivo 

4|As) = n. (J.19) 

e é um autoestado dos geradores da subálgebi’a go 

hi |As) = -Si |As) 

,/í |As) =0; para qualquer i com s,- = 0 

4 |As) = |As) 
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C\K) = ^ÍÉ‘ts) |A.), 
^»=0 

onde if é dado por 

^ /V'^. W-' _ 1 
^2 - ^0 - 1- 

a=l at 

(J.23) 

(J.24) 

notamos que o autovalor de dg é arbitrário, e dg pode ser diagonalizado agindo sobre L (s). 

O autovalor do elemento central C na representação |As), é conhecido como o nível da 

representação 

em particular, as "representações integráveis de peso mais alto” com c = 1 são conhecidas 

como cis "representações básicas”. 

Os estados de peso mais alto |As) podem-se realizar como 

|As>^ 
t=0 

Aí; (.J.26) 

onde são os estados de peso mais alto das representações fundamentais de g, denotados 

por L (í), onde Sj = Sji (denotemos por d, a sua correspondente derivação) e A,- são os pesos 

fundamentais correspondentes de g. Isto é [32] 

Âo= (o.y.o) 

Â.= . 

(.1.27) 

(J.28) 

onde Art, a = 1,2..., 7- são os pesos fundamentais da álgebra de Lie finita g associada a $, 1'f 

é definido en (K.24), e as componentes são os autovalores de H^, C e D respectivamente, 

assim 
7/^2 

// Âo) = ^ |Âo) Ao) = 0; a 

//"|Â„) = d„,6|Â„); C\Xa) = Ylt\'^o) 

D 

(J.29) 

(J.30) 

Â,) = 0. (J.31) 

Note-se que, em cada uma das 7’ -|- 1 representações fundamentais de q, os (únicos) estados 

de peso mais alto satisfazem 

‘'3 

e,- 

A,' ^ — S-ij A,' ^ 

Âí) = o, Vj 

/j Ai) = 0, para j / i 

A,) = 0. 

(J.32) 

(.J.33) 

(.1.34) 

(.J.35) 

Assim, os geradores e fi são nilpotentes ao atuarem sobre |Ag), e estas representações 

são na verdade integráveis. 
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Apêndice K 

A construção dos ” operadores de vértice” 

homogêneos 

As representações das álgebras de Kac-Moody do tipo "operadores de vértice ” são apre- 

sentadas, por exemplo em [13,32,33]. A construção dos operadores de vértice homogêneos 

é baseada considerando a sub-álgebra de Heisenberg homogênea (veja o Apêndice J). No 

que segue abordamos os tratamentos apresentados em [13, 36]. 

Consideremos 

i7 = ii0 ©cí;„ , (K.i) 
VaeA / 

sendo g uma álgebra de Lie finita simples do tipo At, Di ou Et, cujas relações de comutação 

são dadas por 

[h, /i’j = 0, se h, h’ € h 

[h, = {h I a) Ec>, se h G h, a G A 

[Ea, E-a] = —se a G A 

[Ea, Eg\ = 0, se a, (3 Ç. A, a -|- /? ^ A U {0} 

[Ea, Ef)] = e{a,p) Ea+o, se a,/?, aG A, 

onde A = {a £ QH^ | a) = 2} e Q é a rede das raízes; ( | ) é a forma simétrica invariaute 

de g, normalizada como segue: 

[h \ Ea) = 0, se /i G h, a e A; (Ea, E^) = -5a,-g, se a,f3 e A. 

Seja 

0c 9 + CC -|- CD, 

a álgebra afim do tipo A[p, D[p ou E^^\ respectivamente. 
Consideremos a álgebra associativa comutativa (complexa) 

^ = .5* 0(t^C$h) ®cC[Q], 
Vj<o 

(K.2) 

(K.3) 
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onde S representa a álgebra sim’etrica e C [Q] a álgebra de grupo da rede formada pelas 

raízes Q Ch de g. Considere a —)■ e“ denotando a inclusão de Q C C [Q](a base do espaço 

vetorial C [Q] é formado pelos elementos e°‘, a Ç: Q, e, define-se o seguinte produto da 

álgebra de grupo "twisted” e“e^ = e{a,fí) [Kac 46]); representa í" g) u (n G Z, 

u G g). Para n > 0 e u G h, denotemos por u{—n) o operador de multiplicação por 

sobre V. Para n > 0 e u G h, denotemos por u (n) a derivação da álgebra V definida pela 

fórmula 

u(n) 0 = nS.n,-m {u \ v) 0 e''^ 4- Sn,o (a | u) 0 e“ (K-4) 

Escolhendo como base dual U{ e u' de h, definimos o operador sobre V pela fórmula 

^o = J2{ + Y1 Ui{-n)u'{n)) . 
71>1 

Além disso, para a Ç: Q, definimos o operador sinal c„: 

c« (/ 0 e^) = £(a, f3)f 0 e^. 

Finalmente, para a Ç. A C Q introduzimos o operador de vértice 

r«(0) = exp (^ —«(-j) j exp [ - ^«(i) J 
\j>i i>i 

onde z é visto como um parâmetro. Expandindo em potências de 

r„W = E rL’’.’-'"'. 
jeZ 

(K.5) 

(K.6) 

(K.7) 

(K.8) 

obtemos uma sequência de operadores PC^ sobre V. Agora podemos enunciar o resultado. 
Teorema: O mapeamento cr : g ^ End{V) definido por 

a 

D 

1, 

u (n), para u G h, n G Z, 

para o G A, n G Z, 

-Do, (K.9) 

define a representação básica da álgebra afim g sobre V\ onde End{V) denota o espaço de 

mapeamentos lineares de um espaço vetorial V sobre si próprio. 

A prova deste teorema é apresentada em [13]. 
Neste ponto, é importante apresentar algumas propriedades relacionadas à sub-álgebra 

de Heisenberg [36]. 
Seja ?4[1] a sub-álgebra de Heisenberg de sl-z (associada à gradação homogênea) com a 

base G Z;C}, e as relações de comutação 

[(7,^/0] =0 (nGZ), (K.IO) 
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mS„i-nC (m, n ez). (K.ll) 

Introduzimos o espaço de Fock B = C[a:i, X2,...]; este é o espaço dos polinômios com 

infinitamente muitas variáveis xi, X2,... 

Dados /U,c € R, definimos a seguinte representação de H[l] em B {n ^ N): 

u 

,{o) 

(«) _ = e. 
í?n 

ce„^nx„, 

C = c/. 

(K.12) 

(K.13) 

(K.14) 

(K.15) 

E fácil de se ver que estes operadores satisfazem (K.lO)-(K.ll). Os e„ são fatores de escala 

reais arbitrários. 

Lema. Se (7 7^ 0, então a representação (K.12)-(K.15) é irredutível. 

O polinômio 1/ = 1, o qual é chamado de vetor de vácuo de R, tem as propriedades 

= 0 para n > 0, 

C{u) = cu. 

(K.16) 

(K.17) 

(K.18) 

Proposição 1. Seja Vo a representação de %[!] que admite um vetor não nulo u 

satisfazendo (16)-(18) com c 7^ 0. Então os monômios da forma 

\u (-1) kl 
U (-n) 1 

(í^) {ki 6 Z+), 

são linearmente independentes. Se estes monômios expandem Vo, então Vo é equivalente 

à representação de B\\] em B dada pelas equações (K.12)-{K.15). Em particular, este é o 

caso se Vo for irredutível. 
Definimos um operador antilinear w agindo sobre B como 

w{C) = C. 

Proposição 2. Seja Vq como na proposição 1. Então Vo tem uma única forma Her- 

mitiana (• | •) que é contravariante com respeito a u; , e tal que {u \ u) — \ para o vetor 

de vácuo u. Os distintos monômios uV'^)j " (i/) {k- e Z+) formam uma base 

ortogonal com respeito a (■ | •). As normas destes monômios estão dadas por 

u (-1) 1 ^*1 
u 

kn 
V ,(-l) u (-n) kn 

= n 
J = 1 

Corolário. A forma Hermiteana em Vo tal que {v \ u) = \ é positivo-definida se e 

somente se c > 0. 

Note-se que cr é a representação básica de g com o estado de peso mais alto dado por 

1 0 1. 
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K.l Cálculos usando ” operadores de vértice” homogêneos 

Definindo 

r±(z) = exp^ 
j>i 

Pode-se obter as seguintes relações: 

rJ(z) = e”0“M. 

r;(z.)rj(z,) = rj{z2)r;(z.)('i-^i 

(\ m 
1 — , m G Z, com | !^ | < 1. 

De (K.20) e (K.21) segue-se; 

Ta{zi)r0{Z2) = (1- 
£2 

/í?)exp 

(K.19) 

(K.20) 

(K.21) 

i {zia{~j) + zil3(-j)) 
j>l J 

exp + Z2^P{j)) 
j>i J 

^a+l3^a(0)J{0) 
e Zi Z-2 CaCp. (K.22) 

Se z = Z\ — Z'2 e a — p, de (K.22) obtemos o seguinte resultado importante 

ou 

r„(2r)rc(2:) = 0, 

[ro,(2)]” = 0, para n > 2. (K.23) 

Fórmula muito útil: 

r«;v(-/v)rajv-i(-^Af-i)”-rai(^i) (1 ® 1) = 17 e{ai,aj){zi - • 

N j Z-; N 

n exp 7«í(-Í) I ® exp ( 5] 
•=i jeN ^ 

a; (K.24) 
i=l 

Prova. Provaremos por indução: 

para = 1 

r«(zi) (1 (g) 1) = exp ^ —rt(-i) exp - ^ ~a{j)e°‘z’'^ cv(0) 

3>\ 
(K.25) 

j>i 

temos as seguintes relações: 

Cc (1 0 1) = £(a;, 0)1 0 1, convenção: e (a,0) = 1 

= 10 1,17 (K.26) 
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(K.27) 

= 1 (g) 1 

= 10 1. 

onde usamos 

e“(l 0 1) = e^"(l 0e^') = 1 0e“ (K.28) 

De (N.4) temos 

u{n) 0 = u(n) (10 e''’') = nS,i,o (u | n) 0 + Sn,o (of | u) 0 

então para {n > 0) 

Portanto 

u(n) (1 0 1) = 0. 

exp-I^—«(Í)(l 0e'') 
j>i 7 

y-3 

i-E^-0) + - 1 
j>\ 

0 

= 1 0 

Além disso 

Deste modo 

exp^ ^a(-j) (1 0 e“) = ^ ^a{-j) 0 e“. 
j>i 7 j>i 7 

r«i(2i)(l 0 1) = I exp^—o:i(-j) I 0 e“', 
j>i 7 

(K.29) 

(K.30) 

(K.31) 

que é exatamente igual a equação (K.24) com = 1. 

Assumiremos agora que (K.24) é verdadeiro para um dado N, e escreveremos (K.24) 

como 

r„^(;Jiv)r„^_i(2:Ar_i)...r„i(2ri) (1 0 1) n (^í --i) 
l<i<j<N 

Ilexp —oíi(-i)) exp (10 1). 

V«=l Í€N / 
(K.32) 

^!=l 

iMultiplicando (K.32) por (z/v+i) e usando repetidamente as relações (K.20), (K.21) 

e (K.25)-(K.30) podemos obter 

r«^^,(0Aí+i)r„^(2;v)...rcvi(^i)(l 01)= H e(a„o;j)(^, 
l<í<j'<A^ 

i<k<N+i \ ieN / 
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N J \ í ^ 

n I exp ( ^ a,- ) (1 (g) 1) 
^'=1 ieN ^ vi=l 

<N+\ 

n e{ai,aj) {zi - I II S ~«f{-i) 
i<í<j<;v+i \i=i jeN ^ 

exp (1 0 1) 

(N+l J \ /Af+1 \ 

n ®^P Y 0 exp ( ^ ] , 
,=i jeN ^ / Vi=i / 

que é exatamente a expressão (K.24) escrita para + 1. Deste modo a equação (K.24) foi 

provada. 

Além disso fazendo a correspondência 

|Ao) ^ 1 0 1, 

onde |Ao) denota o estado de peso mais alto da representação, podemos escrever 

(Ao| Ta/ví ) Pofjv—1 ('^1) l'^o) 

í 0, 

l ni<«<,<Af e{ai, aj) (zi - 

onde usamos o fato que 

se EY ^ 0 

se Ejli a.' = 0 
(K.33) 

(A^l exp ^ —Oii{-j) 
jeN ^ 

(Ao| 1 + XI + 
V jeN J 

(Aol, 

N 
(Aolexp = 

0, 

(Aol, 

se Edi «.• 7^ 0 

se Eíli «i = 0 
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Apêndice L 

Elementos de matriz usando a representação de 

”operadores de vértice” da álgebra slr+\ 

Fazendo a correspondência: 

Fi —^ (ui) 

Oi y Pi^pi {pi) ■ 

Pode-se escrever 

= {pj^^) |a„) 

-Ph, --pHn ■ 

V, 

(&..ft.J ^ (-A,.. -ftj («.. - Pí.J ■ 

TT .. ( /j a \l.. . A 

n < 
Ka<6<7i 

l<a<6<n 

onde usamos a equação 33 do apêndice K. 

ct 

2mJ 

(Aoi F_ft (i^) •••^-0.,^ [i^ii^) F/í^^^ (P-^Wi) l-^o) 

= í du.uui, ■■■‘^ii„Pjk, ■■•Pjk 
27TÍ 7 ' ' n+1 0 ,P,^^ -Pi-P>l, ~-P>l„ 

Pjk. 
0<a<7i 0<6<7i+1 

■(ftift.,) 

0<a<6<7i 0<a<6<7i+l 
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-PáJ n Ph, 
0<a<6<Ti 

a^7i+l 

Na relação anterior aparece a integração de contorno seguinte: 

h = 

Igualmente temos 

1 

2ttí J 

f , rio<a<n e (-A, -0i,) (u 
<p du.u — 

rio<i,<n+l e - Ph 
p<\plk^ 

1 

2ttí 
f dp.pui,^ ...Ui,^^^Pjk, -Pj>^Jt,p,+0,,^ 

+"‘P^kn PHi 

0<a<n 0<6<n+l 

n f {(^ha > {p^^a - Pj>:,) n f (-A,„ , -A, j • 
0<a<ò<n 

(ftift,.) 

0<a<b<n+l 

Pjk, }■ 
0<a<6<n 

6^n+l 

Neste caso a integração de contorno correspondente é 

i,^-Ll ip ^no<.<„ f (ft, -ft..) (p - 
‘liri I 

rio<6<»+i f {P - 
P'\Pn,) 
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Apêndice M 

Elementos de matriz usando ” operadores de vértice” 

homogêneos no caso s/2 

No caso da álgebra afim sl-z, sejam 

a 
1 0 

0 -1 
_ 0 r / 0 0 

^ \ 0 0 j ’ (10 

e escolhamos a seguinte base dual de s/2 

{ra, Te, r/, C, D} , e r"e, Z), c} . 

Temos 

Q = Za, (ct I a) = 2, e(a, a) = e(—cv, —a) = — 1, £(—«, o;) = £(a, —o;) = 1 

(usamos o ”gauge fixing” de [32, 34] para e{a,p). ). 

Seja q = identificamos C[Q] com C[q,q~^]. Assim, a construção dos operadores de 
vértice homogêneos pode ser descrita como segue: 

T (Aq) C j^xj, X2,ç, ç j , 

onde 

.. d 
a 

dx 

C í-4 1, ^ ^ ~ 
n>l 

■'(”) _-n-l 

ÕXn 

d 
fid h->- 2-t— e ’d 1.4 para n > 0, 0;^°^ 1—> 2ç—; 

dq 

E[z) ;= ^ ^ Ti{z) 
nÇZ 

r±(x) = exp [±^z^Xy 1 exp 
j>i 1 j dx, 

(notemos que z^^‘‘^‘i (çr") = 
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Sendo 
+ 00 

Gi= Y. 
+ 00 

pode-se fazer a seguinte correspondência 

Gi ^ Pi^+ {pi) 1 {i^i) 

Então, podemos usar a equação (K.33) para calcular os elementos de matriz usados no 

capítulo 7. 

(AqI (2T;v—l)---ro;j (^i)|Ao) = 

í 0, se EÍIi ^ 0 

1 rii<,<j<N «i) se Eili Q!,- = 0 

Deste modo temos dois tipos de operadores, isto é, r±(2:), associadas a a e -a res- 

pectivamente. Devemos ter um número par de r’s na equação (K.33) no sentido de ter 

uma quantidade não nula para (Ao| Fa^(2;;v)rajv_j(2;;v-i)-"rai(-2i) |Aq); assim escolhemos 

2N operadores, tais que N operadores correspondem a a e os restantes N operadores 

correspondem a — o; : 

Calcularemos algumas componentes matriciais que usamos na construção 1—sóliton e 

2—sóliton do sistema NLS: 

(AoiG^F.IA^) = (A„|F,G,|A„) = piZ.,(A<,|r+(p,)r_(í/,)|Ao) 

^( + 5 -) 
Piiyj 

{pi-’^jY 
PiUj 

{pi - i^j) 

Como caso especial calculemos o seguinte: 

(Ao|FiG, |Ao) = ^ dz.zpi{Xo\r^{z)r+{pi)\Xo) 

= ±pjdz.--^ 
2TTI J {z-pi) 

Pii 

onde usamos 
Fi = ^ dz.zT^{z), 

cujo contorno é um círculo em torno da origem. 

O mesmo procedimento pode ser usado para calcular o seguinte: 

(Aoi ElGxF-iG-i lAo) = ^.jdz.z.pxM2.p2 (Ao| r_{z)r+(pi)r_(i/2)r+(p2) \Xo) 

2tví 
dz.z.piu-2.p2£{+-, —)e(-f-, -f)e(-t-, —)e( —, -|-)£( —, —)£(-|-, —) 
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[p2 - P\f {l^2 - Z)‘ 

{p2 - 1^2) (1^2 - Pl) (P2 - Z) (pi 

(P2 - Pl)^ 
= Pl.í'2.p2- 

'{p2-l^2) {1^2 -pl) 

Os elementos matriciais restantes podem ser calculados similarmente. Fornecemos al- 

guns deles: 

{Xo\EÍG,\X,) 
1 

2ttí 
Or+(ft) |A,> 

- p,r 
= pi. 

(A„| FiGiF,Gj |A„) = pi.i^j.pipj {pj - pi)^ 

(pj - <^j) {pj - ^i) (pi - ^i) {p^ - 
2 ’ 

(A„| F\G,F,G, |A„) = 
PiMj.Pi {Pj Pi) 

{pJ - - pi) 

{Xo\FlF\X,)=Vi, 

{X,\F\FiG,F,\Xo) 
iZi.Uj.Pi {uj - UiY 

{pi - ^3? {iZi - pif 
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Apêndice N 

A integração de contorno dos elementos de matriz no 

caso sÍ2 

Mostremos que a integral 

dz. 
{z - Uif ... (z - 

{Z - px) ...(Z - pn) 
2 ’ 

é igual a 1. Provemos por indução. 

Para n = 1 : 

n > 1 (N.l) 

= hf 
dz- 

1. 

Assumindo que /„ = 1 para algum n > 1 determinemos a forma de In+\- 

A expressão para /„^_i pode ser escrita como 

onde 

Cn = 
1 d 

2m dpi dpn+i 

Ai+i fn "P f 

d r . (z - r/i)^ ■ ■ ■ (z - l/n-lf 

(z - Pl) ■ ■ ■ (z - Pn+x) 
j> dz.: (/^n+1 ^n)' 

= 2-kí ^ dp\ dp n+l 
dz {P2 - [pz - • • • (pn+1 - 

{z - px) ■ ■ ■ {Z - pn+\) 

r d d d 

+ 

^dpx dp3 dpn+l 
z 

dz{p3-U2) ■ ■ ■ {pn+\ - IZnY 

{Z - px) {Z - ps) ■■■ {Z - Pn+l) 
+ 

d d d d 

dpx dp2 d Pa dpn+\ 
dz {p2 - JZx)^ {pA - JZsY ■ ■ ■ [Pn+l ~ 

{z - Px){z - P2) {z - Pa) ■ ■ ■ (z - Pn+x) 
+ • • ■ + 

(N.2) 
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d d d 

dpi dpn-l dpn+l 

z 

^ dz (P2 - {pz - Uzf ■ • • {pn-\ — Un-zf {Pn+\ ~ ^nf 

d d d 

{z- pi)---{z- p„_i) {z - p„+i)^ ^ ^dpi dp4 dpn+1 

f dz (P4 - Uzj^ ■ ■ • (p„+, - . 

 £  d d d d 

{z - pl){z - P4) ■■■ {z - /9„+i ) dp^ dpz dp5 dpn+1 

f dz {p3 - 1^2^ {ps - ■ ■ • {pn+\ - IZnY 7 -7 -7-^^ r ;   
{z - Pl) {z - pz) (2 - Ps) ... (2 _ p„+i) 

..^2 .. V2._ 
dp\ dp^ àpn—\ ^pn+1 

+ 

j> dz {pz - U2Y ■ ■ ■ {Pn-l - l^n-zY {Pn+l ~ l^nf 

■ + 

+ 
d d d 

{z - Pi){z - P^) ■ ■ ■ {z - Pn-l ) {z - Pn+I ) Õpi dp2 Ôp^ dpn+l 

/ (^2 ~ ^1)^ (P5 - IZ4Y ■ ■ ■ {pn+l - 7 77  T ^   
^ ^ . , {^- P\){Z- P2){Z - Pz)- ■ -{Z-Pn+\) 

■ • ■ + ■" ã£:. ô^l / • 

-A>l)(^-/J2)(í -P4) • ■ ■ (z-í>„-l)(z-/9„+l) ■'■■■■ + 
d d r . . ,0 , „ 

+ 

d 

d d ^ / / 
dz {pz - 1/4)" 1 r ^ 

{- - pl) ■ ■ ■ {z - Pn-2) {z - pn+\) opidpz dpn+1 

{pn+l - l^nY 
{^ - Pl) {Z - Pz) ■■ - {Z - Pn+l ) dpi dp4 dpz dpn-l dpn+1 

^ dz {p4 - Uzf {pz ~ U4f ■ ■ • {pn-1 ~ Un-if {pn+1 ~ l^nf ' 

{z-pi){z-p4){z-p^)... [z - pn-l){z - Pn+l) ^ ‘ 

d d d d 

dpi 

d 

dpn—Z dpn+1 

{z- Pi)---{z- Pn-z) {z - Pn+l ) 

^ ^ dz {pn+l - IZ,y —— 

^ dz{p2 -UiY ■■■ {pn-Z 

’ + ••• + 

^n-4) {Pn+l IZn) 

dpi dp. n+l {Z - Pl) {Z - Pn+l) 
}• (N.3) 

/ 
E fácil de se provar o seguinte: 

i) 
1 

2ttí 
dz 

{z- Pl) {z- P2) = 1, (N.4) 
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ii) 

Escrevendo 

f (2 -pi) • • ■ (z-pn) 
= 0 para n > 2. 

1 

{z - pi) ■ ■ ■ [z - pn) detA 

2ln,l 
+ 

in,2 

com 

z- Pi z- p2 

A = 

+ ' * ’ + 

1 

r/" ^ 
( 'n,\<i<i<n ptpj 1 
V ^ 

I ^l<i<j<k<n PiPjPk 
V J 

\ (-1)" ^ PlpZ-pn 

1 

-ÍeLia) 

r" \ 
( Yll<i<j<n PiPj 1 

“ I ^l<i<j<k<n PiPóPk 
\ i,j,k^2 / 

1 \M—1 
— Ij P\PZPA---Pn 

Z- Pn 

1 

- Íe?=i pA 
V / 

( El<t<j<n PiPj 1 
V / 

( El<!<J<fc<7l PiPjPk 
V iú,k^n i 

1 \n—1 
Ij P\P-2---Pn-\ 

(N.5) 

(N.6) 

_(N;7) 
denota o cofator do elemento A^j, notamos que multiplicando por E”=i Pt primeira 

fila e somando à segunda fila da matriz A, não muda o determinante det A nem os cofatores 

An,,-; então (N.6), pode ser escrita como 

1 1 

(z - Pi) ■ • ■ (z - p„) det d 

^n,l ^ ^n,2 ^ ^ 7?n 

Pl P2 Z - Pr. 
(N.8) 

onde detA = det d e A,-j = , i?,-j são os cofatores do elemento de matriz d,-,j. É fácil 

de se ver que a matriz d tem d-2,i = pi como elementos da segunda fila. Então a integração 

de contorno dos respectivos termos de (N.8) resulta 

\ f z . 1 
7;—: f d.Z-, r     = , ■ , \p\Bn,l + P2 7?n,2 + ' ' ’ + PnBn,n] ■ 
2tti J (z - pl) ...{z - Pn) det d' 

Sabemos que 

'È,^>,3^k,j = 0, l^k 
t=i 

e portanto, podemos concluir que 

fd 
{z - pl) ■ ■ ■ (z - Pn) 

0, para n > 2 (N.9) 

Assim, o último termo de anula-se devido a (N.4) e os termos restantes anulam-se 

devido a (N.5). Logo C„ = 0 para n > 1, e a equação (N.2) torna-se 
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provando que 

/n-fl — /th 72>1, 

In = 1 n>l. 
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