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Resumo

este trabalho, sera apresentado um estudo detalhado da estabilidade dos pon-
tos de equilibrio de alguns modelos matematicos que representam o funcio-
namento de um ciruito elétrico que possui o memristor em sua composicao,
além dos outros componentes elétricos, formados por sistemas de equacoes
diferenci®® ordindrias de terceira e quarta ordens, envolvendo fungoes lineares por partes.
Em tal processo é de fundamental importancia o conhecimento de resultados relacionados
a zeros de polinomios, pois a andlise da estabilidade de tais sistemas esta relacionado a
determinacao dos autovalores da matriz dos coeficientes do sistema. Em tal estudo sera
utilizado o Critério de Routh-Hurwitz.
Palavras chave: Memristor, Critério de Routh-Hurwitz, Estabilidade.



Abstract

In this work, a detailed study of the stability of the equilibrium points of some mathe-
matical models that represent the that represent the behavior of an electrical circuit with
a memristor in your composition, consisting, consisting of ordinary differential equations
of third and fourth order systems, involving piecewise linear functions. In this theory
is very important the study of results related to the zeros of polynomials, because the
stability analysis of these systems is related to the eigenvalues of the coefficient matrix of
the system. The Routh-Hurwitz criterion will be used.

Keywords: Memristor, Routh-Hurwitz Criterion, Stability.
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Capitulo

Introducao

A teoria das equacgoes diferenciais tem sido muito utilizada em diversas areas do co-
nhecimento, como por exemplo na Fisica e na Engenharia. Os sistemas de equagoes dife-
renciais ordinarias, particularmente, constituem um tépico bastante relevante no estudo
das aplicacoes dos métodos matematicos na modelagem e andlise de fenomenos naturais.

Devido a constante evolucao da tecnologia, novas aplicagoes relacionadas a teoria das
equacoes diferenciais surgem com muita frequéncia; um exemplo é o memristor, abrevi-
atura de “memory resistor” (resistor com meméria), teorizado pelo cientista Leon Chua
em 1971 [3], que utilizou a simetria conceitual existente entre os trés elementos funda-
mentais de um circuito, resistor, indutor e capacitor, para inferir sua existéncia como o
quarto elemento fundamental na teoria dos circuitos. Outros cientistas ja tinham previsto
caracteristicas nao-lineares similares a do memristor, mas a teoria de Chua foi a primeira
a criar a generalizacao do conceito. Chua realizou uma anélise das relagoes matematicas
existentes entre as quatro varidveis elétricas do circuito: corrente (i), voltagem (v), carga
(g) e fluxo magnético (), e percebeu a existéncia de um quarto elemento, o qual chamou

de memristor, que fechava o ciclo de relacoes entre as variaveis carga e fluxo magnético,

denotado por M (q) = M

d

Em 2008, uma equipg de cientistas dos laboratérios da Hewlett-Packard Company
anunciou a construgao fisica de um memristor [9, 25]. A inser¢ao comercial de produtos
que utilizam o memristor em sua composicao esta prevista para ocorrer por volta do ano
de 2015. O memristor é um componente eletronico passivo de dois terminais que mantém
uma funcao nao-linear entre corrente e tensao. Essa funcao, conhecida como memris-
téncia, é similar a uma funcao de resisténcia variavel. Alguns memristores especificos
provém da resisténcia controlavel, mas nao estao disponiveis comercialmente. Os compo-
nentes eletronicos, tais como baterias ou varistores, também apresentam caracteristicas

de memristores, mas sao sutis e nao sao dominantes em seu comportamento. Nao existe,
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assim, um memristor genérico: cada memristor pode ser desenvolvido para desempenhar
uma determinada funcao nao-linear entre a integral da tensao e a integral da corrente.
Um memristor linear e invariante com o tempo € simplesmente um resistor convencional.

Segundo [12], atualmente o memristor tem dispertado o interesse da comunidade ci-
entifica devido sua capacidade de funcionar de maneira andloga a forma como seria uma
sinapse no cérebro humano, e acredita-se que as intimeras aplicagoes deste dispositivo da-
rao lugar a uma revolugao tecnoldgica. Diversos centros de pesquisas estao aprimorando
e desenvolvendo novos conhecimentos sobre o memristor e muitas universidades buscam
incorporar seu estudo nos planos curriculares associados a engenharia eletronica.

Na referéncia [11], os autores apresentaram diversos modelos matemaéticos formados
por sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de segunda, terceira e quarta ordens, que
representam circuitos elétricos obtidos a partir da substituicao dos diodos de Chua por
memristores. O circuito formado por diodo de Chua é conhecido como circuito de Chua,
e recebeu esse nome por ter sido elaborado por Leon O. Chua. Além disso, tal circuito
¢ um dos circuitos osciladores mais estudados na literatura, sendo também um dos que
apresentam melhores resultados devido a facilidade de implementacao. E mais, o circuito
de Chua é um dos poucos sistemas fisicos nao lineares que apresentam regimes cadticos
por diferentes abordagens, tais como simulagoes computacionais, experimentos e analises
matematicas. Ele foi desenvolvido com o propdsito de simular o comportamento, como o
caotico do sistema de Lorenz e, dependendo dos valores dos parametros, outros tipos de
comportamentos, cadticos ou até periodicos.

No estudo da estabilidade dos modelos apresentados em [11], é de fundamental impor-
tancia o conhecimento de resultados relacionados a zeros de polindmios, pois a andlise da
estabilidade de tais sistemas esta relacionada a determinacao dos autovalores da matriz
dos coeficientes do sistema. Alguns resultados classicos da Anélise, como o Critério de
Routh-Hurwitz [6], por exemplo, sdo muito utilizados em tal anélise.

O principal objetivo deste trabalho é fazer uma andlise detalhada da estabilidade
de alguns modelos matemaéticos apresentados em [11] que representam os memristores
modelados por sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de terceira e quarta ordens
com alguns parametros livres, envolvendo uma funcao linear por partes, e mostrar que o
Critério de Routh-Hurwitz é uma ferramenta eficaz quando estamos interessados apenas
na estabilidade do sistema de equacoes diferenciais.

Sistemas diferenciais lineares por partes sao muito utilizados na engenharia e aparecem
na teoria de controle, na maioria das vezes, na forma de sistemas mecanicos ou de circuitos
elétricos [5], [13] e [26]. Segundo [18], os sistemas lineares por partes podem apresentar
todas as dinamicas complexas que pode-se ver nos sistemas diferenciais nao-lineares. Por
exemplo, ciclos limites, orbitas heteroclinicas e homoclinicas, que sao os principais ingre-
dientes para a descricao qualitativa dos retratos de fase de sistemas diferenciais planares,
também estao presentes em sistemas diferenciais lineares por partes planares. Em dimen-

soes maiores, até mesmo atratores estranhos aparecem na classe de sistemas diferenciais
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lineares por partes.

Porém, neste trabalho, o foco serd utilizar o Critério de Routh-Hurwitz para analisar a
estabilidade dos pontos de equilibrio de alguns sistemas de equagoes diferenciais ordinarias
lineares por partes, de terceira e quarta ordens, envolvendo alguns parametros livres, que
modelam o comportamento de circuitos elétricos envolvendo o memristor [11].

A anadlise de tais modelos, principalmente os de terceira ordem, ja foi objeto de estudo
de muitos pesquisadores [7, 20]. E, nos tltimos anos, os modelos de quarta ordem também
comecaram a ser explorados.

Para o desenvolvimento deste trabalho, foram necessarios estudos sobre sistemas de
equacoes diferenciais ordindrias e critérios de estabilidade, que compoem o capitulo 2.

Em seguida, o capitulo 3 apresenta os modelos matematicos que representam os cir-
cuitos elétricos com a analise da estabilidade dos pontos de equilibrio de tais sistemas.

Para finalizar, o capitulo 4 aborda os resultados futuros relacionados a este trabalho.
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Resultados Preliminares

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma
interacao ou dependéncia mutua, de modo que existam relacoes de causa e efeito nos
fenomenos que ocorrem com os elementos desse conjunto, como por exemplo um cicuito
elétrico. Um sistema é dinamico quando algumas grandezas que caracterizam seus objetos
variam com o tempo [22]. Os problemas mateméticos que modelam fenémenos como o
circuito elétrico, consistem em um sistema de duas ou mais equagoes diferenciais, em que
é possivel associar uma equacao polinomial caracteristica. Porém, encontrar raizes de
equacoes polinomiais de grau maior que quatro é uma tarefa bastante complicada.

Segundo [22], existem dois motivos importantes para se estudar sistemas lineares. O
primeiro é que muitos fendomenos podem ser modelados por sistemas lineares, com precisao
adequada as aplicacoes. O segundo motivo é que, por meio da linearizacao, pode-se realizar
um estudo local de sistemas nao-lineares, através da andlise do sistema linear associado.

Neste capitulo, sera apresentado um estudo qualitativo de equacgoes diferenciais ordi-
narias, e condicoes de estabilidade que determinam quando um sistema é estavel, sem a
necessidade de calcular as raizes da equacao caracteristica associada. Sera realizado um
apanhado geral de sistemas de equagoes diferenciais de ordem n baseado nas referéncias
[1, 22], e resultados importantes referente a zeros de polinémios [6, 17].

Antes de comecarmos o capitulo propriamente dito, devemos conhecer o “Espaco
de fases”. Também conhecido como espaco de estados, o espaco de fases é um espaco
n-dimensional, cujos eixos coordenados sao o eixo-xy, eixo-xs, - - -, eixo-r,. Um estado é
representado como um ponto com coordenadas x1(t), xa(t), - - -, x,(f) nesse espago. Con-

forme esse ponto se move com o decorrer do tempo, sua evolugao temporal é determinada



pelas n equacoes diferenciais de primeira ordem:

dx

_tl = fl(xlax%'“ axnat)

4

7 = Q:,I,"',l’n,t

dt fol@r, @2 ) (2.1)
dz,,

% = fn(xlux%”' 7xn7t)

ou, na notagao vetorial
—
dr = (~> t)
[ — T
dt ’
onde f; : BxRy - A (j=1,2,--- ,n),sendo BCR", ACR.
As varidveis dependentes x; sao chamadas de varidveis de estado. As funcoes f;
definem o campo de velocidades desse sistema, pois a velocidade instantanea é dada por
—
dr = . < . . . o
T f. A dimensao do espaco de fases equivale ao numero de equagoes de primeira
ordem necessarias para descrever o sistema, que ¢ igual ao nimero de variaveis de estado.
Chama-se retrato de fases o conjunto de curvas obtidas pela evolucao temporal do
sistema a partir de todas as condicoes iniciais nas quais as funcoes f; sao definidas.

Dizemos que uma solucio & (t) para o sistema (2.1) é um caminho no espago de

fases percorrido com velocidade , que coincide, em cada ponto, com o campo de

dt
_>
velocidades f (2, t). Newton chamou a solugao z (t) de fluxo, que é o conjunto de todas

as solugoes.

2.1 Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias lineares

de ordem n

Nesta se¢ao adotaremos os livros [1] e [22] como sendo nossas literaturas basicas.

Uma equagao diferencial linear de ordem n é dada da seguinte forma:

d"x(t) d"La(t) dx(t)
Ag(t)———= + A (t) ————= A, A =F 2.2
o Eo T A0 ane) = Fo), (22)
sendo os coeficientes Ag,---, A, e a entrada F funcoes reais e continuas definidas em

algum intervalo [ : a <t < 3, onde Ay(t) nunca se anula nesse intervalo.

Veja que, nao existe um método analitico para se obter uma solugao explicita dessa
equacao para quaisquer coeficientes A;(t) (j = 1,2,--- ,n) e entrada F(¢). Logo, nao
existe um método geral para se obter a formula que expressa como x varia em funcao de
t. Apenas a equacao diferencial linear de primeira ordem pode ser tratada genericamente.

Caso a solucao analitica nao possa ser encontrada através de uma solucao exata,
encontra-se uma solucao analitica aproximada. Um método muito utilizado para isso

consiste em procurar por uma solucao na forma de poténcia de uma série de poténcias de
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[e.e]

t, da seguinte forma: z(t) = E c;t?. O objetivo ¢ determinar o conjunto de coeficientes
J=0

¢; que satisfaz a equagao que se pretende solucionar. Esse método funciona de maneira a

procurar uma aproximacao polinomial para a solugao real.

Devemos ressaltar que uma equacao diferencial linear é dita homogénea se a fungao
de entrada F'(t) é nula; caso contrario, é dita nao-homogénea.

Voltando para a equagcao diferencial linear de grau n, divindo a equagao (2.2) por Ay(t)

obtemos

d"z(t) d"lz(t)

dx(t)
g+ g

dt

Llz] = + - F an_1(t) a,(t)z(t) = f(t). (2.3)
A solucao geral de uma equacao diferencial linear de ordem n é a solucao que con-
tém todas as possiveis solucoes dessa equacao. Essa solugao geral contém n constantes
arbitrarias.
Para determinar a solugao, é necessario especificar o valor de z(¢) no instante t,, assim
como os valores das n — 1 primeiras derivadas de x(t) calculadas em t,. Dessa maneira,

temos os seguintes numeros:

dx(t)
dt

d*x(t)
’ dt?

t=to

dz™L(t)
) ? dtn—1

t=to t=to

2(t), (2.4)

que formam a condicao inicial do problema, e determinam-se as n constantes arbitrarias
que aparecem na solucao geral de uma equagao de ordem n.

Com relagao as solugoes das equagoes de ordem n, temos o seguinte resultado em [1].

Teorema 2.1. Se as funcgoes ay,as, -+ ,a, e f sao continuas em I, entdo existe exata-
mente uma solu¢ao x = ¢(t) da equagao diferencial (2.3) que também satisfaz as condigioes

iniciais (2.4). Essa solugao existe em todo o intervalo 1.

Considere a seguinte equacao diferencial linear homogénea

d"x(t A la(t dx(t
Liz] = dtf(l ) + aq( >W—<1) + 4 an_l(t)% a,(t)z(t) = 0. (2.5)
Se as fungoes x1, 9, - - - , x, sdo solugdes da equagao (2.5), entdo a combinagao linear
onde ky, kg, -+, k, sdo constantes arbitrarias, também é solugao da equagao (2.5). Para

qualquer escolha do ponto t, no intervalo I e para qualquer escolha de z(ty),z (to), - - -,
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:U(”_l)(to) conseguiremos determinar ki, ko, - - - , k,, de forma que as equacoes

ki (to) + -+ - + knwa(to) = (o)

ke (to) + -+ + ki, (to) = 7' (t) (2.7)

k" (o) + -+ Kz (o) = 2D (t)
sejam satisfeitas. As equagoes (2.7) podem ser resolvidas de maneira tinica para as cons-
tantes ki, ks, -+, k, desde que o determinante dos coeficientes nao sejam nulos. Logo,

uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucao para as equagoes

(2.7), para valores arbitrarios de x(to), z (to), - - - , 2™ D (ty) é que o wronskiano
T X9 o Tn
W(xb T 71:71) = . . . (28)
xgn—l) xgn—l) . $£Ln_1)

nao se anule em t = t;. Como ty pode ser qualquer ponto do intervalo I, é necesséario
e suficiente que W (zy,--- ,z,) ndo se anule em nenhum ponto do intervalo. Portanto,

segue o seguinte resultado em [1]:

Teorema 2.2. Se as funcgoes ay,as, -+ ,a, e [ sao continuas no intervalo aberto I, se as
fungées x1,- -+ ,x, sao solugoes da equagio (2.5) e se W(xy, -+ ,xz,) (t) # 0 para, pelo
menos, um ponto t em I, entao toda a solugdo da equagio (2.5) pode ser expressa como

uma combinacao linear das solugoes x1,--- , Ty,.

O conjunto de solugoes x1,xs,- -, z, da equagdo (2.5) em que o wronskiano nao se
anula é chamado de conjunto fundamental de solucoes.

Assim, podemos concluir que encontrar um conjuto de solucao para uma equacao
diferencial ordinaria linear de grau n, é uma tarefa complicada, e para facilitar um pouco,
podemos usar uma técnica que consiste em reescrever a equagao (2.2) de grau n na forma

de um sistema de n equagoes de primeira ordem. Para isso definiremos x(t) = z1(t) e

faremos:
dxo(t)
i = sl
: (2.9)
dxncgtl (t) = 2, (t)
dralt) _ FW) ) o Aa(l) o Aus(t) A
i o) wd W Twm T m a0ty ")

O sistema (2.9) é equivalente a equagao (2.2), porém, existem algumas vantagens em

transformar a equacao de ordem n em n equagoes de primeira ordem, como por exemplo:



2.1 Sistemas de equacgées diferenciais ordindrias lineares de ordem n

1. Podemos escrever as n equacoes de primeira ordem na forma matricial:

dz(t)
dt

< —
em que A é uma matriz quadrada de coeficientes e FF é um vetor das funcoes de

entrada.

2. Quando usa-se métodos computacionais para determinar a evolugao do sistema, é
conveniente usar n equagoes de primeira ordem, em vez da equagao tnica de ordem

n.

Além disso, existem basicamente trés técnicas para se investigar os comportamentos de

um sistema dinamico:

1. Técnicas analiticas: integram-se analiticamente as equacoes, determinando a solu-
¢ao em termos de formulas gerais. A vantagem é que se obtem férmulas que valem
para quaisquer condigoes iniciais e quaisquer valores dos parametros. A desvantagem

é que nem sempre é possivel se determinar tais férmulas.

2. Técnicas numéricas: integram-se numericamente as equacgoes, calculando valores
para as variéveis dependentes = () = (z1(t), 22(t), ..., z,(t)) em pontos pré-seleciona-
dos da variavel interdependente t. A vantagem é que a maior parte do trabalho é
feita pelo computador. E a desvantagem é que a solugao calculada é aproximada e

s6 vale para situacao calculada.

3. Técnica qualitativa: através de caculos analiticos relativamente simples, da pistas
de como o sistema evolui. A vantagem é a simplicidade dos cédlculos analiticos
realizados, que em geral sao mais faceis que aqueles necessarios para a integragao.

e a desvantagem é que parte da informacao quantitativa é perdida.
Vejamos agora algumas definicoes.

Definicao 2.1. Um sistema autéonomo é um conjunto de equagoes diferenciais, lineares
ou nao-lineares a parametros constantes, sujeitas a funcoes de entrada que nao dependem

explicitamente do tempo t.

A equagao (2.2) é autonoma, se os coeficientes A; e a funcdo F sdo constantes. Nesse
caso, o tempo ¢ escrito apenas de forma implicita, no sentido que as varidveis x; sao
funcoes de ¢, mas as equagoes que governam a evolucao dessas variaveis nao dependem

explicitamente de ¢.

Definigao 2.2. Se o tempo aparece explicitamente em algum coeficiente e/ou em alguma

funcao de entrada, o sistema de equagoes € chamado de nao-autonomo.



2.1 Sistemas de equacgées diferenciais ordindrias lineares de ordem n

Qualquer sistema nao-autonomo, escrito na forma de n equacoes de primeira ordem,
pode ser reescrito numa forma autonoma, definindo z,,; = t. Usando esse artificio, o

sistema (2.2) torna-se:

d
% = f1<371,l'2,“‘,513n,xn+1)
d
% = f2(x17x27'”7xnaxn+1>
dz,
% = fn($17$27"'7xn>xn+1)
dxn—i—l
— = 1.
dt

O espago de fases do sistema nao-autonomo original tem dimensao n.
—
: . R odxr 7o
O retrato de fases de um sistema dinamico autonomo do tipo = f (z) é influen-
—
ciado pela localizacao e pela estabilidade dos pontos de equilibrio z*.

Segundo [22], a estabilidade é uma palavra usada para caracterizar tanto uma solu-
¢ao, quanto uma equacao diferencial. A estabilidade de uma solucao é determinada pelo
comportamento das solucoes cujas condicOes iniciais pertencem a seua vizinhanca. A es-
tabilidade de uma equacao é determinada pelo comportamento de equagoes isomorficas
cujos valores dos parametros sao proximos aos da equacao estudada.

Veremos agora, a nogao de estabilidade de uma solucao estacionaria, que é uma solugao

representada por um ponto de equilibrio no retrato de fases.

%
- dzx
Definicao 2.3. Dizemos que x* é um ponto de equilibrio quando o =0 em
> - - r=zt
r=x*= (x3, x5, ,xk). Isto significa que: f (z*) =0.

Counsiderando o sistema linear

dx(t)
dt

= Ax(t) e supondo A invertivel (logo det A # 0),
entdo = = 0 é o tinico ponto de equilibrio desse sistema.

ﬁ
Definicao 2.4. Define-se que o ponto de equilibrio x* € estdvel se, e somente se, dado

N — N —
€ > 0, existe §(e) > 0 tal que se Hx (0)— z*|| < d(e), entao ||z (t)— z*
t>0.

< €, para todo

%
Definicao 2.5. Define-se x* como um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se,

— —
e somente se, exviste 6 > 0 tal que se HE} (0)— x*|| < 6, entdo HEE (t)— z*|| — 0, para

t — oo.

H
Definicao 2.6. Define-se x* como um ponto de equilibrio instdvel se nao existe todas
_>
as trajetorias na esfera de raio & com centro em x*, tal que todas as trajetorias, cujas
condigoes iniciais pertencem a essa esfera, ficariam confinadas no interior de uma sequnda
—

esfera de raio € com centro x*.
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2.2 Equacoes homogéneas com coeficiente constantes

O método empregado para solucionar um sistema de duas equagoes diferenciais de
primeira ordem pode ser estendido para resolver um sistema de ordem n. O polinémio
caracteristico ¢ obtido a partir do determinante det(z —-A (_7) = 0, sendo Z a matriz dos
coeficientes e ? a matriz identidade. A cada autovalor \; (j = 1,2,--- ,n), associa-se
uma funcao.

Considere a equacao diferencial linear homogénea de ordem n

dmx(t) d" 1z (t) dx(t)
Liz|] = co A Qg 2x(t) =0, 2.10
[z] = ag pm + ay T + ot ap— o + apx(t) (2.10)
onde ag,aq, -+ ,a, sao constantes reais. Do que sabemos sobre a solugao da equacao de

At

segunda ordem, é natural pensar em z = e como solu¢ao para a equagao (2.10) para

valores apropriados de r. De fato,

da(t d"ta(t dx(t
L[BM] _ eAt(aO dﬁg ) alwg) + -t an di ) + apz(t)) = ertZ()\) (2.11)
para todo A, onde
Z(A) = ap\" + e\ - A+ a (212)

Para valores de A tais que Z()\) = 0, segue que L[eM] = 0 e x = e’ é uma solucio de
(2.10). O polinémio Z(\) é chamado de polindmio caracteristico, e a equacao Z(A) =0 é
a equacao caracteristica da equacao diferencial (2.10). Um polindémio de grau n possui n
ZEeros, A1, Ag, -+ , A,, alguns dos quais podem ser iguais.

O método utilizado para resolver uma equacao diferencial linear de ordem n com
coeficientes constantes depende da obtencao das raizes de uma equacao polinomial de
ordem n correspondente, e essa tarefa nao é nada facil. Veremos a seguir alguns tipos de

raizes que podemos obter resolvendo as equagoes caracteristicas.

1. Raizes reais e distintas: Se as raizes da equagao caracteristica sao reais e duas delas
sao sempre diferentes, entdo temos n solucoes distintas e*t?, e?!, ...  e*! da equacao
(2.10). Se essas fungoes forem linearmente independentes, entao a solugao geral da
equagao (2.10) é

z(t) = a M 4 age™ + - 4 apett (2.13)

Para estabelecer a independéncia linear de e*'?, e*?t, ...  e*? basta calcular o wrons-

kiano.

2. Raizes complexas: Quando a equacao possui raizes complexas, elas tém que aparecer
em pares conjugados, A+iu, ji que os coeficiente ay, as, - - - , a, sao reais. Desde que
nenhuma raiz se repita, a solugao geral da equagao (2.10) ainda é da forma (2.13).
Podemos ainda, substituir as solucoes complexas e(@T#)?! e el@=#)t pelas solucdes
reais

eM cos ut e eMsin it

10



2.2 Equagbes homogéneas com coeficiente constantes

obtidas como as partes real e imagindria de e(®t Logo, ainda que algumas das
raizes da equacgao caracteristica sejam complexas, é possivel expressar a solucao

geral da equagao (2.10) como combinagao linear de solugoes reais.

3. Raizes repetidas: Se alguma das raizes da equacao caracteristica forem repetidas,
entao a solugao (2.13) nao é solugao geral da equagao (2.10). Para uma equagao
de ordem n, se uma raiz de Z(\) = 0, digamos A = A\; tem multiplicidade s (onde
s < n), entao

6)\1t te)\lt, t26>\1t

)

ts—le)\lt

sao solugoes correpondentes da equagao (2.10).

Caso uma raiz complexa « + i se repita s vezes, a raiz complexa conjugada a — i
também se repete s vezes. A essas 2s solugoes complexas, podemos encontrar
2s solugoes reais assumindo que as partes reais e imaginarias de

elatimt pelatip)t .. gs—lelatimt tamhém sdo solucdes linearmente independentes:

. ts—leoat ts—leat

e cosput, esinput, te*cosut, te*sinput,-- cos ut, sin ut.
Portanto a solugao geral da equagao (2.10) sempre pode ser expressa como uma

combinagao linear de n solugoes reais.

Observe que na determinacao das raizes de uma equacao caracteristica, pode ser necessario
cacular raizes cubicas, quartas ou até mesmo raizes de ordem maior de um numero (que
pode ser complexo). Um maneira conveniente de fazer isso é usar a férmula de Euler
e = cost +isint e algumas regras algébricas. Contudo, percebemos que o problema de
encontrar as raizes de uma equacao polinomial pode nao ser facil, mesmo com a ajuda do
computador.

Outra observacao importante se refere ao caso dos autovalores da matriz A possuirem
parte real nula. Neste caso, o ponto de equilibrio recebe o nome de ponto nao hiperbélico.
Caso contrario, o ponto ¢ hiperbdlico.

Segundo [22], a estabilidade de um ponto de equilibrio é estabelecida pelo sinal da
parte real de seus autovalores )\;. Portanto, na determinagao da estabilidade dessa so-
lugao, nao é necessario calcular explicitamente os valores de A;, basta conhecer o sinal
das suas partes reais. Nao podemos esquecer que: um ponto de equilibrio é assintotica-
mente estavel quando Re();) < 0 para todo j. De fato, suponhamos por absurdo que A
¢ um autovalor de A com parte real nao negativa. Se A é real e v o autovetor associado,
||€tAUH = e ||v]| ndo tende a zero, o que é um absurdo. Se A = «a + i é complexo,
||| = [[eM][lvll = [[e**e®|| [lv]] = [le*(cos(Bt)) + isin(Bt)]| [|v]| que também nao
tende a zero se a > 0. Logo todos os autovalores téem parte real negativa.

Num sistema linear, os autovalores da matriz Z sao zeros do polinomio caracteristico,
que é obtido a partir de det(z - ?) = 0.

11
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2.3 Ciritério de estabilidade para polindomios

O objetivo principal desta secao é caracterizar os polinomios cujos zeros possuem
todas partes reais negativas, denominados polinomios de Hurwitz. O interesse por tais
polindmios surgiu com o estudo da teoria da estabilidade, pois, como ja foi visto na seccao
anterior, a estabilidade de um ponto de equilibrio é estabelecida pelo sinal dos autovalores
da matriz dos coeficientes.

O problema de descobrir se todos os zeros de um polinomio de grau n tém parte
real negativa, ou seja, estabelecer uma condicao necessaria e suficiente sem a necessidade
de calcular explicitamente esses zeros, tornou-se famoso quando, por volta de 1895, A.
Stodola, professor de engenharia mecanica em Zurique, o propos para o seu colega A.
Hurwitz. Este problema também tinha sido considerado anteriormente por E. J. Routh
e A. Lyapunov. Mas, em 1895, A. Hurwitz encontrou, independentemente, uma solugao
equivalente & solu¢ao determinada por Routh [6].

A seguir veremos algumas defini¢oes e resultados importantes para o desenvolvimento

do trabalho, seguindo as referéncias [6] e [17].

Definigao 2.7. Seja F(z) = a2 + a12" ' + ap2™ 2 + -+ + ap_12 + a, , a; € R,
i =0,1,2,...,n, um polinomio. Dizemos que F(z) é chamado polindmio de Hurwitz
(F € ) quando seus zeros estao localizados no semi-plano esquerdo.

Se F' € 7, entao F(0) # 0 e entdo a,, # 0.

O resultado a seguir encontra-se em [17].

Teorema 2.3. Se F'(z) é um polinémio de Hurwitz, entao os coeficientes a;, i = 0,1,2,--+ ' n,

tem o mesmo sinal.

Demonstragao. Seja F'(z) = apz"+a12" '+ -+ a,_12+a, um polindémio com a,, # 0.
Dados —w; os zeros reais e —t, = iv, (j + 2¢ = n) os zeros complexos de F'(z),

aplicando o Teorema da decomposicao de polinomios tem-se

F(z) = ao H<Z+wj) H(z+ (tq +1ivg)) (2 + (tg — 1vg)) = ag H(2+wj) H((2+tq)2 +U§))'

Supondo que ag > 0, segue que

F(z)
T [1G+w) [T+t + ).
F(z) | o .
Como F' € J7 tem-se que —w; < 0 e —t, < 0. Logo é um polinomio com coeficientes
a
positivos. ’
De maneira andloga prova-se para —ag < 0, tomando —F'(2). O]

Devemos obeservar que a reciproca do resultado acima é falsa. Por exemplo, o polino-
mio P(z) =23+ 22+ 24 1= (2+1i)(z —i)(z + 1), possui todos os coeficientes positivos,
porém P ¢ J7.

12



2.3 Critério de estabilidade para polinbmios

Logo, podemos concluir que se nem todos os coeficientes possuem o mesmo sinal, entao

Conforme mencionamos anteriormente, varios matematicos renomados, como Routh
(23], Hurwitz [10], Liénard e Chipart [15], se dedicaram ao estudo do problema de en-
contrar condicoes para que todas as raizes de uma equagao polinomial tenham parte real
negativa. Porém, nos dedicaremos ao estudo das condigoes desenvolvidas por Hurwitz,
que sao equivalentes ao critério determinado por Routh, e que muitas vezes, devido as
contribuigoes essenciais destes dois grandes nomes da matematica, chamamos de condigoes
ou critério de Routh-Hurwitz.

Faremos agora algumas consideragoes. Seja F'(z) = G(z) + H(z), em que

G(z) = % +[F(2) + (=1 F(—2)] = apz" + agz" 2+ -+,

H(z) = % +[F(2) = (=1)F(=2)] = a12"* +azz"3 +---.

O resultado a seguir encontra-se em [24].

Lema 2.1. Sejam

F(Z) = G(z) ‘f‘H(Z) = a02n+a12n_1+'--+an

Fi(z) = aiH(z)+ (a1G(2) — apzH(2)) = a%z”_l + (ayas — aoag)zn_2
+(a1a4 — a0a5)zn_4 + .-

n—2m+1 4 (

n—2m
+a1a9;,_12 a1a9m — a0a2m+1)2 + -+ b

onde b = aya, se n € par ou'b = aja,_1 sen é impar. Entao F(z) € H se e somente se

Fi(z) e 2.

Seja o polindomio F(2) = agz" + a12" ' + aez™ 2+ -+ + a,_12 + a, com coeficientes

reais e ag > 0. Consideremos os seguintes determinantes [6]:
AI = |a'1| ’

a; ag
A2 = 9

Qo Qa2

13



2.3 Critério de estabilidade para polinbmios

ay as as -+ QA2p—1

Qg G2 Qa4 --° A2p—2
Aj =

o 0o o --- aj

Observe que a; = 0 para j > n. A matriz quadrada A, de ordem n é conhecida como
matriz de Hurwitz.

Para o polinomio

F1 (Z) = CL%Zn_I + (a1a2 - aoag)z”_2 + (a1a4 — CLQCL5)Zn_4

n—2m+1 + (

2
+ -t aragm—12 12 — GpG2m41)2" 4 -+ b.

em que b = aja, se n é par ou b = aya,_1 sen ¢ impar e 7 =1,--- ,;n — 1 podemos usar

a mesma idéia de formagao anterior e construir os determinantes

51 = ’CLlCLQ — Clo(lg’ 5

a1az — Qo3 a1as
52 - 2 )
ai a1a4 — QgQs
a1 — ApQsg a1as

a% a1a4 — QgQs

0 aijao — Apasg
O = 0 a?
1
0 0

O lema a seguir descreve a relagao de dependéncia existente entre os determinantes oy e

Ay. Mais detalhes sobre este resultado podem ser encontrados em [14].

Lema 2.2. Sejam 0 e Ay os determinantes definidos anteriormente. A relagdao entre
eles € dada por

S =a" "Ny, com k=1,2,...n—1.

O resultado a seguir encontra-se em [6], serd muito importante na anélise dos modelos

estudados no préximo capitulo.

Teorema 2.4. (Critério de Routh-Hurwitz) Sejam a; € Re, i = 1,-+- .n, ag > 0 e o
polinomio

F(2) = apz" + a1 2" + -+ + a,.
Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que todos os zeros de F(z) tenham parte real

negativa é que A >0, k=1,2,--- n.
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2.3 Critério de estabilidade para polinbmios

Demonstracao. A demonstracao deste resultado sera feita por inducao finita.

Se n = 1, o teorema é verdadeiro. De fato, se F'(2) = apz + a; é um polinémio de
Hurwitz, entao ag e a; possuem o mesmo sinal. Logo a; > 0. Assim A; = det(a;) > 0.

Se A; > 0, entao a; > 0. Como agz = —ay, isto é, z = _—&1, temos que R(z) < 0 e
entao F' € J. .

Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para k =1 — 1. Se F(z) € S, entdo, pelo
Lema (2.1), Fi(z) € . Assim,

(51 > 0,52 > 0,...,51_1 > 0.
Como &; = a} "' A4y (Lema (2.2)) temos que
Ay >0,A3>0,...,4;,>0.

Temos que mostrar ainda que A; > 0. Mas pelo Teorema (2.3), segue que Ay =a; >0 .
Logo A; >0 j=1,---,L
Reciprocamente, se
A >0,A,>0,...,4, >0,

entao
51 > 0,52 > 0,...,51_1 > 0.

Portanto F} € 7 pela hipdtese de indugao. Logo F(z) € JZ, pelo Lema (2.1). Contudo,

o teorema ¢é verdadeiro para [ e a inducao esta completa. O

Como consequéncia deste teorema, caso algum Ay < 0, k = 1,---,n, F ¢
e, obviamente, pelo menos um zero de F(z) tem parte real positiva ou nula. A seguir
analisaremos o caso em que algum A, =0, k=1,--- ,n.

Para facilitar, dividiremos os coeficientes da fungao F(z) por aqg

F(z Qo aq ao Qp—1
QZ_Z”+_Z”—1+_Z”—2+...+ n
Qo ao ao ao Qg

zZ+ay,
obtendo o polinomio

P(2)=2"4+A12" "+ Apz" 2+ -+ A,

15



2.3 Critério de estabilidade para polinbmios

Portanto, a matriz de Hurwitz para P(z) é dada por:

Av As A5 A7 oo Ax
1 Ay Ay Ag -+ Agio
0 Ay A As -+ Agyes
Ap=1] 0 Ay Ay Adj—a (2.14)
0 0 A A Ag—s
0O 0 0 O Ay

Para os casos singulares em que alguns dos determinantes de Hurwitz sao zero, temos

a seguinte férmula de Orlando, considerando F'(z) = apz" + a 2" '+ +a,_1z+a,, que

expressa o determinante A,,_; em termos do coeficiente principal ag e os zeros z1, 22, - - , 2,
do polindmio F(z):
Ap=(-1) 2 ap ' [z + ). (2.15)
<n

Na referéncia [6] encontramos uma demonstragao feita através do processo de indugao
finita afirmando que a fomula de Orlando é vélida para polinomios de grau arbitrario, e

ainda tal prova possibilita concluir que

D= (—1)"A,_F(h)

onde h = —z,_1 e D é um determinante auxiliar de ordem n + 1 dado por:
bO; b17 Tty bn17 hTL
ap, a1, -+, Qp-1, _hnil n
0. bo. . by o "2 ap =0 se k>[§},
D=det| = LT n—1
by, =0 se k> { }
2
0, 0, -or vl (=1)

Segue-se a partir da férmula de Orlando que A, _; = 0 se e somente se a soma de pelo
menos um par de zeros do polindémio é zero . Em particular, A,,_; = 0 se F'(z) tem pelo

menos um par de zeros conjugados imaginarios puros ou tem zero como um zero multiplo:

1 =
1. Zeros multiplos = !
9 = 0
21 = A
2. Zeros opostos = :
Z9 = -

71 =1l

3. Zeros complexos conjugados = { )
29 = —ip
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2.3 Critério de estabilidade para polinbmios

Como
ap as --- 0 0
ag Qg - 0 0
A, = )
0 -+ a,; 0
0 a,

segue que A, = a,A,_1. Mas a, é o termo constante do polinomio F'(z) e, pelas férmulas

de Viete, segue que a,, = (—1)"agz122 - - - z,. Assim, a partir da fémula (2.15), temos

A, = (1) 2 2122+ Zp H(Zz + zk). (2.16)
<n

A férmula (2.16) mostra que A,, se anula se e somente se F'(z) tem uma raiz z tal que —z

também é uma raiz.
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Capitulo

_—

Estudo dos Memristores

Neste capitulo, analisaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio de alguns sistemas
de equacoes diferenciais ordindrias de terceira e quarta ordens, apresentados em [11], que
representam circuitos elétricos envolvendo um memristor.

Um circuito RLC é um circuito elétrico consistindo de um capacitor (C), um resistor
(R) e um indutor (L), conectados em série ou em paralelo, que por mais de 150 anos
foram considerados os elementos fundamentais de um circuito elétrico, descobertos em
1745, 1827 e 1831, respectivamente. Contudo, Leon Chua, em 1971, estudando as relagoes
entre as quatro variaveis fundamentais de um circuito (corrente i, voltagem v, carga ¢ e
fluxo magnético ¢), observou que existem seis relagoes entre estas varidveis. Cinco dessas

relacoes sao conhecidas, sendo duas dadas pela definicao de corrente e pela lei de Faraday

i—@ e v—d—(p
o dt Cdt

As outras trés sao equagoes basicas do circuito

dv _@ L_dgo

=20 C=g ¢ =30

onde R, C' e L representam a resisténcia, a capacitancia e a indutancia, respectivamente,
porém, para Chua faltava uma relagao entre ¢ e q.

Devido a esse fato, ele percebeu que existiria um quarto elemento basico para um
circuito, o qual denominou memristor. Chua provou matematicamente que tal dispositivo
estabelecia uma relagao entre fluxo e carga, semelhante a relacao entre voltagem e corrente
que um resistor nao-linear forneceria. Em 1971, Leon Chua demonstrou em [3] que as

propriedades do memristor nao poderiam ser dadas por qualquer combinagao dos outros
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trés elementos, por isso ele é o quarto elemento fundamental da fisica, definido por

em que M denota a memristéncia, propriedade do memristor, assim como a resisténcia é

uma propriedade do resistor. As relagoes estao ilustradas na figura a seguir.

o—0—e | «Ulle

Indiutor
dy = L

Maomrisior
dy = Mg

v
ré‘

Sistema Memristivo

Figura 3.1: Relagao de varidveis entre os quatro elementos fundamentais: resistor, capa-
citor, indutor e memristor. Referéncia: Fonte [11].

Em [11], temos que o memristor ¢ um dispositivo eletronico passivo, de dois terminais,

descrito por uma func¢ao nao-linear entre a voltagem v e a corrente 7, em que chamamos de

carga controlada (fluxo controlado) se a relacao for expressa como tnico valor da fungao

q (do fluxo associado @), representado na figura a seguir.

|
-
3

O O >
+ -
\% V
o o
(a) V.= M(q)i (b) i =W(p)V

Figura 3.2: (a) Memristor de carga controlada. (b) Memristor de fluxo controlado. Fonte:

Referéncia [11].

A voltagem é dada por
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em que M(q) é a memristéncia que tem a unidade de medida da resisténcia, dada por

e a corrente é dada por

co1m

qé/;z‘(t)dt e gpé/;v(t)dt

Segundo [3], o memristor caracterizado por uma curva diferenciavel q(¢) (resp., p(q)) é
passivo se, e somente se, M(q) (resp. W(yp)) é ndo-negativa, isto é
dp(q)

M(Q):d—qZO

(respW () = 94 5 .

de

Itoh e Chua, em [11], consideram as funges ¢ e ¢ como fungdes monétonas crescentes e

lineares por partes, como podemos observar na Figura (3.3), dada por

©(q) =bg+0,5(a—0b)(lg+ 1| —lg—1]) e qlp) =dp+0,5(c—d)([o+1] —]p—1]),

com a,b,c,d > 0.

N

inclinacao b

>

N

inclinacao d

\ H >

—1i 0 \\1 q'

inclinacao a

0\1 v

inclinacgao c

(a) (b)

Figura 3.3: Relacao constitutiva de um memristor monotonamente crescente e linear por
partes. (a) Memristor de carga controlada. (b) Memristor de fluxo controlado. Fonte:
Referéncia [11].
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A memristéncia M (q) e a memdutancia W (p) de um memristor sao definidas por

doe(q) ] a selz| <1 c selz| <1
dg

M(q) = 2L =YW _ .
@ b selz| >1 e W) dyp {d selz| > 1

A poténcia dissipada pelo memristor é dada por

com fluxo de energia no memristor de tq a t satisfazendo

t
/ p(T)dr >0, YVt > .
to

Assim, o memristor com as propriedades apresentadas na Figura (3.3) é do tipo pas-
sivo.

Em [11], os autores apresentaram diversos sistemas de equagoes diferenciais ordina-
rias que representam determinadas situagoes de um circuito que utiliza o memristor em
sua composicao. Eles obtiveram modelos matematicos para os circuitos com memristor,
substituindo no circuito de Chua o diodo de Chua pelo memristor.

Nas sessoes seguintes, apresentaremos o estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio
de treés sistemas de equacOes diferenciais ordindrias de terceira ordem e um de quarta
ordem, lineares por partes com alguns parametros livres.

A Figura (3.4) representa o circuito de Chua, sendo este o mais simples circuito ele-
tronico exibindo um comportamento cadtico [16]. A Figura (3.5) é um circuito de Chua
com oscilador canonico, que também tem um atrator caético [4]. Os sistemas linares por
partes que estudaremos nas sessoes a seguir modelam o circuito de Chua, no qual foi
projetado um oscilador nao-linear, substituindo o “diodo de Chua™no oscilador canonico

de Chua por um memristor caracterizado por uma funcao “mondtona crescente’e “linear

por partes”.
R
- AR
|
+ +
L V= Vi— Chua's
_ Cs o diode Vi Chua's
..—‘7(:5 diode
Figura 3.4: Circuito de Chua. Fonte: Figura 3.5: Oscilador canonico de
Referéncia [11]. Chua. Fonte: Referéncia [11].
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

3.1.1 Memristor com oscilador canonico de terceira ordem

A Figura (3.6) foi obtida por Itoh e Chua substituindo na Figura (3.5) o diodo de
Chua por um memristor de fluxo controlado. E o ciruito dual da Figura (3.7), pode ser

obtido usando um memristor carga controlada.

i2 i1
L2 L1
, <
i
Y Y\, v
L C
t t -R - Charge-controlled
G Vs :: Vi :: FIUX-ContI’OIIEd memristor
_l @ _la memristor
Figura 3.6: Oscilador canoénico de Figura 3.7: Circuito dual com um
Chua com memristor fluxo controlado. memristor carga controlada. Fonte:
Fonte: Referéncia [11]. Referéncia [11].

Os circuitos objetos de estudo desta segao, representados nas Figuras (3.8) (respec-
tivamente (3.9)) foram obtidos removendo um capacitor (indutor, respectivamente) do
circuito da Figura (3.6) (resp. (3.7)).

L1
i T
Y'Y G v =
L —_
4 C
-R § | Flux-controlled Charge-controlled
-|la memristor memristor
Figura 3.8: Oscilador de terceira or- Figura 3.9: Circuito dual com
dem com memristor fluxo controlado. um memristor carga controlada.
Fonte: Referéncia [11]. Fonte: Referéncia [11].

Aplicando as leis de Kirchhoff no n6 A e no lago C' do circuito mostrado na Figura
(3.8),
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

+ Vz-—

v Flux-controlled
G —  memristor

Figura 3.10: Corrente i;, voltagem v;, né A e laco c. Fonte: Referéncia [11].

obtemos o seguinte sistema
11 =13 — 1
P (3.1)
Vg = Vg — U1
Em [11], encontramos o sistema de equagoes que define a relacdo entre carga e fluxo,
obtido integrando o sistema (3.1) com rela¢do ao tempo:

{ q1 ZQ3—C](%0)
onde

Y3 = Y1 — Y1 ’

q3 =

t
e, o= [ it
s s [ s [
9012/ v (t)dt, @32/ vs(t)dt, <P4=/

vy(t)dt, é/ v(t)dt = ;.
Lembrando que ¢, ¢ e ¢ denotam a carga no capacitor C}, no indutor L e no

(3.2)
qlé/t iy (t)dt, = /t '

[e.9]

memristor, respectivamente, e 1, 3, @4 € ¢ denotam o fluxo no capacitor C7, no in-
dutor L, na resisténcia —R e no memristor, respectivamente.

caracterizado pela funcao mondtona crescente e linear por partes dada por

Considere o memristor

q(p) = bp +0,5(a — b)(|p + 1| — ¢ — 1),

(3.3)

em que a,b > 0. Resolvendo o sistema (3.2) para g3 e ¢4, obtemos

{ a3 =q +q(p)

pg =3+

Diferenciando o sistema (3.2) com relagdo ao tempo ¢, obtemos o sistema de treés

equagoes diferenciais de primeira ordem, que define a relacao entre as trés variaveis vy, i3,
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

2
dv
Cld_l =1 — W(gp)vl
di t
Ld—; = RZg — U1 9 (3 4)
dp
—_ =
dt !
onde
dg L S
da ! dat’ dt 7 dt b
dg03 dZ3 dg04 . ng
i U3 a dt U3 13, (80) dt
S, R . , ) 1 1
Fazendo mudanca de variaveis e parametros, isto é, x = vy, y = i3, 2 = p, @ = ok £ = 17
1

R
e 5= 7o e considerando as fungoes lineares por partes ¢(z) e W(z), definidas por,

q(z2) =bz+0,5(a—0)(|]z+ 1| — |z — 1))

W(z)z{ a selz| <1 |

b selz| >1

o sistema (3.4) pode ser transformado no seguinte sistema

g—f — aly — W(2)a)
g—z = et By (3.5)
% =X

com «, &, B, a e b constantes positivas.

Observe que o sistema (3.5) nao pode ser definido nos planos z = £1, pois o mesmo
estd definido em trés zonas no R?, determinadas pelas inequacgoes |z| < 1 e |z| > 1, sendo
que a fronteira sao os planos z = +1.

Analisando o sistema (3.5), notamos que os pontos de equilibrio desse sistema sao da
forma F = {(z,y,2) e R3/x =y =0, zeR}=1{(0,0,2)/z € R}.

A matriz A associada ao sistema (3.5) é da forma

—aW(z) a 0
A= £ B0 (3.6)
1 0 0
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

fazendo det(A — AI) = 0 obtemos seu polinoémio caracteristico dado por

P(A) = =M\ = [B — aW (2)]A + af§ — W (2)]], (3.7)
sendo seus autovalores \; = 0 e Ay 3 dados pelo solu¢ao da equacao quadratica

Q) = X — [8— alV(2)]A + af¢ — AW (2)] = 0. (3.8)

Assumindo 7 = 8 — aW(z2), D = a(§ — W (z2)) e A = 72 — 4D, os zeros de Q(z) sdo
dados por

. _TEVFodD
2,3 — .
’ 2

Os autovetores correspondentes aos autovetores \; = 0 e Ay 3 sao dados respectiva-

(3.9)

mente por v; = (0,0, 1),

e (T—\/Z — (B4 aW (2) = VA) (=1 +VA) 1)
2T 2 4o ’

- (wﬂ —(8+ aW(2) + VA)(— — VA) 1)
5 2 7 4oy )

Veja que, P(A\) é um polinomio de terceira ordem e encontrar seus zeros é relativamente
simples, observe ainda que ao analisarmos os autovalores percebemos que A = 0 é um
autovalor de P(\) e os outros dois sao obtidos através do polinomio Q(\) que é de segunda
ordem, e encontrar seus zeros é muito facil, basta usar a férmula de Bhaskara, porém se
tivermos um polinomio de ordem maior que 3, sabemos que encontrar seus zeros nao
¢ uma tarefa nada facil, e mais, muitas vezes estamos interessados apenas em analisar
a estabilidade do sistema de equacoes, nao precisamos explicitar os zeros do polinomio
associado ao sistema em questao, isso justifica o uso do Critério de Routh-Hurwitz que nos
permitird dizer quando umpolindémio é estavel (@ € ) sem a necessidade de explicitar

seus zeros, conforme veremos abaixo nessa secao e nas outras trés secoes seguintes.

Lema 3.1. Q € J se, e somente se, W(z) > s eW(z) < 3 em que o, 3,&,a,b > 0.
a

B
Demonstragao. Seja Q(\) = 2 —7A+ D, com 7= —aW(z), D=«a({—W(2))e

W(Z):{ a selz| <1 |

b selz| >1

a,B,&,a,b > 0. Para que Q) € 5, através do Teorema (2.4), devemos ter:
Ay =—7>0,istoé, f—alW(z) =7<0

e

AQZ(T g):—TD>o,istoé,a(§—5W(z)):D>o.
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

eW(z)<§. O

p
a E

Logo, Q € A se, e somente se, W(z) >

Observe que a condicao A < 0 implica que D > 0, pois

A< & 7—-4D<0e0<7m2<4D=D>0

) ) (3.10)
A=0 & 7 —-4D=0&0<71=4D=D>0

O resultado a seguir determina condigoes necessarias e suficientes para que os pontos de

equilibrio do sistema (3.5) sejam estaveis.

Teorema 3.1. Os pontos de equilibrio do sistema (3.5) sdao estdveis se, e somente se,

W(z) > g e W(z) < %,

coma,3,&,a,b>0 e

W(z):{ a selz| <1

b selz| >1

Demonstracao. Como ja descrito anteriormente, o polinomio caracteristico relacionado

ao sistema (3.5) é dado por
P(A) = =M = [B = aW ()X + als = W (2)] = —AQ(N)

em que Q(A) é dado pela expressao (3.8).

r4v/72=1D
)

Em relagdo aos autovalores g3, segue, pelo Lema (3.1), que eles possuem parte real

Segue que os autovalores da matriz A — Al sao A\ =0 e \y3 =

negativa se, e somente se, 7 < 0e D > 0.
Como um dos autovalores de A é igual a zero, podem ocorrer situagoes em que os
pontos de equilibrio sao degenerados.

Logo, os pontos de equilibrio (0,0, z) do sistema (3.5) sdo estaveis se, e somente se,
W(z) > p e W(z) < =. ]
o 5

Graficamente, temos as seguintes situagoes possiveis, considerando «, 3,&,a,b > 0 e
a < b:
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

HW(z)
B
IE
a
— l}ju_
- : >
-1 1 P4
: , s §
Figura 3.11: Para todo z, W(z) > . © W(z) < 5
HW(z)
IE
_&/p
a
— Pla
t I >
-1 1 P4

Figura 3.12: Para |z| < 1, W(z) > g e W(z) < % Para |z| > 1, W(z) >
g e W(z)>%
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

HW(z)
IE
2 — &P
— - B"Iu
. : >
-1 1 P4
. . s £
Figura 3.13: Para todo z, W(z) > . © W(z) > 5
HW(z)
- — E/p
IE
PBloa
a
t I >
-1 1 P4

Figura 3.14: Para |z| < 1, W(z) < g e W(z) < % Para |z| > 1, W(z) >
g e W(z)<%
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

DMNWiz)
Tb
E/p
Plo
a
t : >
-1 1 z

Figura 3.15: Para |z| < 1, W(z) < g e W(z) < % Para |z| > 1, W(z) >

g e W(z)> %
HW(z)
b
Ple
a
&p
} I >
<1 1 z

Figura 3.16: Para |z| < 1, W(z2) < g e W(z) > % Para [z] > 1, W(z) >
g e W(z)>%
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

HW(z)

Figura 3.17: Para todo z, W(z) < é, independente da posicao de %
a

De maneira analoga podemos representar o caso em que 0 < a < b.
Vale ressaltar que a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.5) j& foi objeto
de estudo das referéncias [19] e [20], dentre outros.

Em [20], o seguinte resultado foi apresentado:

Teorema 3.2. A estabilidade linear dos pontos de equilibrio (0,0,z) do sistema (3.5),

com 0 < a <b € descrito na Tabela (3.1) a sequir, de acordo com os parametros positivos

0575757(17 b.
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

Condigoes Condigoes Estabilidade Local de (0,0, z2) | Casos
sobre T sobre A 2] <1 \ [2] > 1
T<0 A <0 Foco estdvel | Foco Estdvel (a)
(i < W(z)) A=0 N6 impréprio | N6 préprio
estdvel estavel (b)
A>0eD>0 Né estavel N6 estavel (c)
A>0eD<0 Sela Sela (d)
A>0 e D<0 se |2|<1 Sela Foco estdvel (e)
A<0 se |z]>1
A>0 e D>0 se |z|]<1 Né estavel Foco estavel (f)
A<0 se |z]>1
A<0 se |zl<1 Foco estavel Sela (g)
A>0 e D<0 se |2|>1
A<0 se |z]<1 Foco estavel né estavel (h)
A>0 e D>0 se |z|>1
T>0 A<O Foco instavel | Foco instdvel (1)
(5 > W(z)) A=0 N6 impréprio | N6 impréprio
instdvel instével ()
A>0 e D>0 N6 instavel N6 instavel (k)
A>0 e D<O Sela Sela 1)
A>0 e D<0 se |z|<1 Sela Foco instavel | (m)
A<0 se |z]>1
A>0 e D>0 se |z|]<1| NO6instavel | Foco instével (n)
A<0 se |z]>1
A<0 se |zl<1 Foco instavel Sela (0)
A>0 e D<0 se |2|>1
A<0 se |z]<1 Foco instavel | N6 instavel (p)
A>0 e D>0 se |z|>1
7 muda de A<O0 Foco instdvel | Foco estdvel (q)
sinal de acordo A=0 N6 impréprio | N6 impréprio
instdvel estavel (r)
com z A>0 e D>0 N6 instavel N6 estavel (s)
<a < g < b) A>0 e D<O Sela Sela (t)
A>0 e D<0 se |2|<1 Sela Foco estdvel (u)
A<0 se |z|>1
A>0 e D>0 se |z|<1 N6 estavel Foco estavel (v)
A<0 se |z]>1
A<0 se |zl<1 Foco instdvel Sela (w)
A>0 e D<O0 se |z|>1
A<0 se |z]<1 Foco instavel N6 estavel (x)
A>0 e D>0 se |z|>1

Tabela 3.1:

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [20].

Estabilidade local dos pontos de equilibrio (0,0, z). Fonte: Referéncia [20].

Para o caso em que 0 < b < a, maiores detalhes podem ser encontrados em [19].

Fazendo uma comparagao entre os resultados apresentados pelos Teoremas (3.1) e (3.2)
(no caso em que 0 < a < b), obviamente temos que a andlise segundo o Teorema (3.2) é
mais completa, fornecendo a topologia do retrato de fases do sistema (3.5). Porém, em al-

guns casos, somente a estabilidade do sistema é importante, o que justifica a apresentacao

do Teorema (3.1). Além disso, convém destacar o seguinte:

1. As condigbes obtidas no Teorema (3.1) estao descritas nos itens (a), (b), (c), (e)

para |z| > 1, (f), (g9) para |z| <1, (h), (¢) para |z[ > 1, (r) para [z] > 1, (s) para
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

|z| > 1, (u) para |z| > 1, (v) para |z| > 1, (z) para |z| > 1 (que s@o os casos em que

os pontos de equilibrio do sistema (3.5) sao estaveis, segundo [20]).

2. A tabela abaixo relaciona os casos da Tabela (3.1) com as figuras anteriores:

Casos da Tabela (3.1.1) | Figuras relacionadas

(a), (0), (), (f), (h) (3.11)

(9) (3.12)

(d) (3.13)

(), (r), (5), (x), (v) (3.14)
(w) (3.15)

(t) (3.16)

(1), (4), (F), (1), (p), (n), (0) (3.17)

Tabela 3.2: Tabela de comparagao entre a Tabela (3.1) e os graficos que ilustram o
Teorema (3.1).

3. Observe que os itens (e), (m) e (u) sdo impossiveis de ocorrer quando 0 < a < b,
pois analisando as condigoes sobre A na Tabela (3.1), em tais itens segue que existe
uma mudanga de sinal de D em relacao as regides |z| < 1 e |z| > 1, cuja unica

representagao grafica pode ser visualizada na Figura (3.18) (no caso em que 0 <

a <b).
DMNWiz)
b
&P
a
] f =
-1 1 F
. . £ £
Figura 3.18: Para |z| < 1,W(2) < 3 e para |z| > 1W(z) > i
Porém, em tais itens segue que D < 0 para |z| < 1, isto é, a = W(z) > %, eD >0

para |z| > 1 (segue da observagao (3.10)), isto é, b = W (z) < %, contradizendo o
que foi apresentado na figura acima. Contudo, no caso em que 0 < b < a, tal fato

ja é possivel de ocorrer, conforme demonstrado em [19].
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

4.

Em [19] mostrou-se também que os casos (f), (m) e (v) s@o impossiveis de ocorrer
quando 0 < a < b. Porém, tal fato nao é possivel de ser demonstrado através da
interpretacao grafica que utilizamos nos outros itens, visto que a anélise apresentada

em [19] se baseia na mudanga de sinal de A.

Os casos degenerados est@o representados nos itens (b), (j) e (r) da Tabela (3.1),
que acorrem quando A = 0, isto é, 72 = 4D, sendo estdveis nos casos (b) e (r) para

|z| > 1 e nado estaveis em (j) e (r) para |z| < 1.

Outro fato importante de ser destacado tem relacao com o uso do Critério de
Routh-Hurwitz. No caso do sistema (3.5), que é de terceira ordem, o polinémio
caracteristico relacionado tem grau 3 e como A = 0 é zero de P()\), o problema de
determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.5) recai na anélise
da parte real dos zeros de Q(\), representado pela equacao (3.8), que é um polino-
mio de grau 2. Tal andlise é simples, visto que os zeros de Q(\) sao determinados
explicitamente pela férmula de Bhaskara, onde nao seria necessario o uso do Critério
de Routh-Hurwitz. Porém, no caso de sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias
de ordem maior que 2, a determinacao dos zeros do polinémio caracteristico torna-se
cada vez mais dificil a medida que o grau do polindmio aumenta, o que justifica a
utilizacao do Critério de Routh-Hurwitz, pois é possivel analisar o sinal da parte
real dos zeros de um polinomio sem a necessidade de calculd-los explicitamente.
Por exemplo, na préoxima segao estudaremos um sistema de equacgoes diferenciais

ordinarias de ordem 4, onde tal critério sera de extrema importancia.

3.1.2 Oscilador Canodnico de terceira ordem com um memristor fluxo

controlado

Nesta subsecao faremos a andlise de um sistema de equacoes deferenciais ordinarias

que modelam o comportamento de um circuito, representado na Figura (3.19), obtido a

partir de um curto circuito no resistor da Figura (3.8) em [11].

L. V_— @ Flux-controlled
= | | memristor

Figura 3.19: Circuito de terceira ordem com meristor fluxo-controlado. Fonte: Referéncia

11].
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

A dinamica deste circuito é dada por

ar =a(y — W(z)z)

Yy
i , (3.11)
% =T

em que «, &, a e b sao constantes positivas.
O resultado a seguir estabelece condigoes necessarias e suficientes para que os pontos

de equilibrio do sistema (3.11) sejam estéveis.

Teorema 3.3. Os pontos de equilibrio do sistema (3.11) sao sempre estdaveis, considerando

a, &, a e b constantes positivas e

W(z)z{ a selz| <1

b selz| >1
Demonstracao. Os pontos de equilibrio do sistema (3.11) sao da forma
E={(z,y,2) eR*/z=y=0, zeR}={(0,0,2)/ y,zeR}.
Relacionado a este sistema, seja a matriz

—aW(z) «
A=| - 0
1 0

o O O

cujo polinémio caracteristico é dado por
P(X) = =AN + oW (2)A + ag] = —=AQ(N),

com Q(A) = N2 + aW (2)\ + af.
Observe que A; = 0 é zero de P()). Os outros zeros de P(A) sao os zeros de Q(A).
Logo, para determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio (0, 0, z) do sistema (3.11),
devemos determinar condigbes para os zeros de QQ(\) tenham parte real negativa.

Através do Critério de Routh-Hurwitz, segue que

Ay =aW(z) >0, VYo,a,b

aW(z)

1 af

Ay = >0< (aW(2)(af) >0, Vo, a,b.

Logo, os pontos de equilibrio do sistema (3.11) sdo sempre estaveis, para «, £, a, b po-
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

sitivos. ]

3.1.3 Memristor de terceira ordem baseado no oscilador de Chua

Nesta subsecao, analisaremos a estabilidade do sistema que representa um circuito
obtido da seguinte maneira: consideraremos um circuito com o oscilador de Van der
Pol e diodo de Chua, mostrado na Figura (3.20). Substituindo o diodo de Chua com
um circuito de dois terminais consistindo de uma condutancia e um memristor fluxo

controlado, obteremos na Figura (3.21).

+] 5
L V- G § Flux-controlled |
—lci mermristor |
i
+
L | p— Chua's
- | € diode
Active
memristor
Figura 3.20: Oscilador de Van der Pol. Figura 3.21: Oscilador de terceira or-
Fonte: Referéncia [11]. dem com memristor fluxo controlado e
condutancia negativa. Fonte: Referén-
A dinamica deste circuito é dada por cia [11].
dx
? = a(—y = W(z)z +yz)
@y _ B (3.12)

4t

dt

=X

, em que «, 3, v, a e b sao constantes positivas.
O resultado a seguir estabelece condicoes necessarias e suficientes para que os pontos

de equilibrio do sistema (3.12) sejam estéveis.

Teorema 3.4. Os pontos de equilibrio do sistema (3.12) sao estdveis, se e somente se,

W(z) >~ com~y > 0.

Demonstracao. Os pontos de equilibrio do sistema (3.12) sao da forma

E = {(Jc,y,z) cR}/z =y =0, ZGR} ={(0,0,2)/ y,z€R}.
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

Além disso, a matriz A é dada por

O polinomio caracteristico da matriz A é
P(A) = AN +a(W(2)A = n)A+ab] = =AQ(N),

com Q(A) = X2 + a(W(2)A — )X + af.

Como A = 0 ¢ zero de P(\), utilizaremos o Critério de Routh-Hurwitz para determinar
condigbes sobre os parametros «, 3,7, a e b para que os zeros de QQ(\) tenham parte real
negativa.

Observe que
Ay =a(W(z)—7) >0 W(z) > 1.

a(W(z)—v) 0

A pu—
? 1 af

‘ = ((W(2) = 7))(a@B) > 0.

Logo, para que os zeros de @Q(\) tenham parte real negativa, devemos ter
(W(z) =) > 0 ou, equivalentemente, W (z) > .
Portanto, os pontos de equilibrio do sistema (3.12) sdo estdveis, se e somente se

W (z) > ~, para quaisquer valores positivos das constantes «,~, §, a, b positivas. O

Graficamente, temos as seguintes situagoes possiveis, considerando 0 < a < b (de

forma andloga podemos representar o caso em que 0 < b < a):
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

DMNWiz)

Figura 3.22: W(z) > v, Vz.

DMNWiz)

Figura 3.23: W(z) < v,Vz.
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3.1 Circuito com memristor de terceira ordem

MW(z)

Figura 3.24: Para |z| > 1,W(z) > 7 e para |z| < 1, W(z) < 7.

A Figura (3.22) representa o caso em que os pontos de equilibrio do sistema (3.12)
sao estaveis para quaisquer valores de z tal que |z| # 1. Na Figura (3.23), segue que tais
pontos de equilibrio ndo sao estaveis, pois W (z) < v, Vz tal que |z| # 1. Na Figura (3.24),
observamos que os pontos de equilibrio do sistema (3.12) sao estdveis para valores de z

tal que |z| > 1 e ndo é estavel quando |z| < 1.

3.2 Memristor com oscilador canonico de quarta ordem

Nesta secao, estudaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias de quarta ordem apresentado em [11], que representa um
circuito elétrico envolvendo um memristor. Para a obtencao de tal circuito, consideremos

o oscilador canonico na Figura (3.25).

-G§ V= W S chuas
o | &3 e | diode

Figura 3.25: Oscilador canonico de Chua. Fonte: Referéncia [11].
Substituindo na Figura (3.25) o diodo de Chua por um memristor fluxo controlado,

obtemos o ciruito da Figura (3.26). A Figura (3.7) representa um circuito dual, obtido a

partir da utilizacao do memristor carga controlada.
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3.2 Memristor com oscilador canénico de quarta ordem

Flux-controlled
memristor

Figura 3.26: Oscilador canonico de Chua com memristor fluxo controlado. Fonte: Refe-
réncia [11].

Aplicando as leis de Kirchhoff nos nés A e B no lago C' do circuito mostrado na Figura
(3.27) a seguir

y Flux-controlled
memristor

Figura 3.27: Corrente i;, voltagem v;, nés A e B e no laco C' conforme indicado na
figura.Fonte: Referéncia [11].

obtemos o seguinte sistema

iy =13 —1
Vg = Vg — V1 (313)

7:2 == —ig +Z4

Através do sistema (3.13), obtemos o seguinte sistema de quatro equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem, que define a relagdo entre as variaveis vy, vg, i3, ©:

( dv
Cld_tl 13 — W(‘P)Ul
dis
L— = V2 — U1
d , (3.14)
CQ df = —7;3 + G'UQ
Yy
\ ¢ 1
em que
dq dvy — dgy _ dvy dgs o da o o
da T Yar a7 TPar a7 ar ! 2
dgﬁl . d(pg B dg03 . . dlg ng
o g T g T Ly W=



3.2 Memristor com oscilador canénico de quarta ordem

1
Fazendo mudanca de varidveis x = vy, y = i3, 2 = vo, considerando w = ¢, o = o
1
G 1
"= e = o L =1, e definindo as fungoes lineares por partes g(w) e W (w) por
2 2
q(w) =bw+0,5(a —b)(|lw+ 1| — |w — 1])
e
W (w) = dg(w) | a selw| <1
dw b selw|>1
o sistema (3.14) pode ser transformado no seguinte sistema
( dx
? = afy — W(w)z)
Yo
- , (3.15)
- = Phytz
gt
_ =
L dt

em que «, 3, v, a e b sao constantes positivas.
Portanto, analisaremos agora a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.15),

que sao dados por
E={(z,y,z,w) eRY )z =y=2=0, weR}={(0,0,0,w)/weR}.

Teorema 3.5. Os pontos de equilibrio do sistema (3.15) sao estdveis se, e somente se,

%, W(w) > % e Wy < W(w) < W,

T, = et Vet ) - 4075)
2a0

as sequintes condicoes forem satisfeitas: W(w) >

(a+7?)?— ((a+7?)2 —4925)
206

onde Wi =
(a+~%)? — 4428 > 0.

Demonstracao. Consideremos

—aW(w) a 0 0
—1 1
. 0 0
0 -8 v 0
0 0 O

e o polinémio caracteritico P(\) = AQ(A), onde
Q) =X+ (aW (w) = M)A + (a + B — ayW (w)A + a(BW (w) — 7).

Observe que um dos autovalores da matriz A — Al é A\; = 0. Os outros sao os zeros do

polinémio Q()). Logo, para determinar condigoes sobre os parametros «, 3, v, a e b para
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3.2 Memristor com oscilador canénico de quarta ordem

que os pontos de equilibrio do sistema (3.15) sejam estaveis, devemos analisar os zeros de

Q).

Através do Critério de Routh-Hurwtiz, temos:

Ay =alW(w) — v

aW(w) =y  a(fW(w) —7)

B2 = 1 a+ 8 —ayW(w)
= (aW(w) = 7)(a+ 8 — ayW(w)) — a(fW (w) —7)
= —a*y(W(w))* +ala+~)W(w) - By
aW(w) =~ a(fW(w) —7) 0
As = 1 a+ [ —ayW(w) 0 = a(fW (w) —7)Aq.
0 aW(w) —v) (W (w) —7)

Logo, as condigoes para que os zeros de ()(z) tenham parte real negativa sao as se-

guintes:
1. aW(w)—v>0& W(w) > %;
2. —a?y(W(w))? + a(a + )W (w) — By > 0;
3. BW(w) - > 0e Ww) > %.

Observe que a condic¢ao apresentada no item (2) é uma inequacao do segundo grau em
W (w), que é satisfeita quando Wy < W(w) < Ws, onde (o + 7?)* — 4428 > 0,

(a+7%)? — /((a+72)? — 423) (a+72)%+ /((a++2)% — 4923)

! 2a3 ¢ 2 2a3
Portanto, os pontos de equilibrio do sistema (3.15) sdo estdveis se, somente se,
W(z) > 1, W(z) > % e Wy < W(z) < Wy com (o + (7)%)? — 44?8 > 0, onde «, 3,7, a e
a
b sao constantes positivas. O

Analisando de maneira mais detalhada a inequacao do item (2) acima, temos as se-

guintes situacoes:

1) Se (a+ (7)?) — 4928 = 0, segue que Wy = W, =

a+72

> (0. Graficamente, temos:
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3.2 Memristor com oscilador canénico de quarta ordem

Figura 3.28: Analise do sinal da inequagao do item (2), onde (a + (v)?)? — 4428 = 0.

Logo, para qualquer valor de W (w), temos
—a?y(W(w))* + afa + )W (w) — By <0,

nao satisfazendo a condi¢ao A, > 0.
2) Se (a+ (7)%)? — 49283 < 0, segue que Wy e Wy sao niimeros complexos com parte

real positiva. Graficamente, temos a seguinte situagao:

DAL

Figura 3.29: Analise do sinal da inequacao do item (2), onde (a + (v)?)? — 4428 < 0.

Assim, para qualquer valor de W (w)
—a2y(W(w))?* + ala + )W (w) — By <0,

onde a condicao Ay > 0 nao ¢ satisfeita.

3) Se (a+ (7)%) — 4428 > 0, segue que W; e W, sdao nimeros reais positivos (observe
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3.2 Memristor com oscilador canénico de quarta ordem

2

que o sinal da expressao é o sinal dominante) e entdo temos a seguinte situagao:

2ay

AAQ

Figura 3.30: Andlise do sinal da inequacao do item (2), onde (a + (7)?)? — 4928 > 0.

Para W(w) < Wi e W(w) > Wj, segue que a condi¢ao Ay > 0 nao é satisfeita. Porém,
para Wy < W(w) < Wy, segue que Ay > 0, que é o caso que nos interessa.
Graficamente, as situagoes possiveis de acordo com as condicoes apresentadas no

Teorema (3.4) sdo as seguintes (para 0 < a < b, «,3,7,a e b constantes positivas e
(a+ (1)) — 4928 > 0):

D Wiw)
Ws
b
a
Wi
1];_.",&
Y/P
] i >
_1 I W
Figura 3.31: Para todo w, W (w) > 1, W(w) > % e Wy <W(w)< Wa.
a
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3.2 Memristor com oscilador canénico de quarta ordem

25 Wiw)
Wa
b Wi
o
1P
a
} i >
-1 1 w

Figura 3.32: W(w) > 1, se |wl >1, W) >=, se |w>1 e W <W(w)<
o

Wy, se |w|>1.

ﬂ-W{w}
W2
b
VP
- 'Iﬁ,’l
a
S ]
} : =
-1 1 w

Figura 3.33: W(w) > g Y, W(w) >
Wy, se  |w|> 1.

se Jw| > 1 e W, < Ww) <
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£ W(w)
wa
b
= e
/P
a
- : >
-1 1 W
Figura 3.34: W(w) > 1, selw] > 1, W(w) > %, Yw e Wy < W(w) <
«
Way, se |w|>1.
&W{w]
= W4
b
v/
S— WL F— - o
a
'W'I
- : >
-1 1 w
Figura 3.35: W(w) > 1, se|w| > 1, W(w) > %, se Jw| >1 e W) < W(w) <
«

Wz, Yw.
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2 Wiw)
b
W,
a W,
'f-"'ﬁ
: : v/
-Il I| W
Figura 3.36: W(w) > 1, Yw, W(w) > %, Yw e Wiy <W(w)< Wy, se |wl <l
a

. ~ .~ . v
Observe, nas ilustragoes, que as posicoes relativas das retas paralelas —, —, Wy e Wy
Q@

podem ter outra ordenacao. Por exemplo, de acordo com a representagao da Figura (3.31),

segue que 7 < J < W3i. Porém, podemos ter, por exemplo i < 7 < W7, isto é, estamos

g a a B

considerando que %, 1, W, encontram-se abaixo de W (w) = a.
«

Tal observagao pode ser estendida nos outros casos.
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Capitulo

7

Consideracoes Finais

Neste trabalho aparesentamos modelos matematicos formados por sistemas de equa-
¢oes diferenciais ordinarias de terceira e quarta ordens que representam um circuito elé-
trico obtido a partir da substituicao do diodo de Chua por memristores e estudamos a
estabilidade de tais sistemas.

Para a analise da estabilidade, realizamos um estudo dos pontos de equilibrio dos
sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de terceira e quarta ordens envolvendo fungoes
lineares por partes que modelam os circuitos elétricos que possuem os memristores em sua
composicao. Em tal processo é de fundamental importancia o conhecimento de resultados
relacionados a zeros de polinémios, pois a andlise da estabilidade de tais sistemas esta
diretamente relacionado a determinacao dos autovalores da matriz dos coeficientes do
sistema, ou seja, a estabilidade de um ponto de equilibrio é estabelecida pelo sinal da parte
real dos autovalores da matriz dos coeficientes. Assim, o estudo da estabilidade através
dos autovalores nos leva ao estudo das raizes da equagao caracteristica relacionada ao
sistema de equagoes diferencias ordinarias em estudo. Dessa maneira, o objetivo principal
é caracterizar os polinomios cujos zeros possuem todos partes reais negativas, denominados
polinomios estaveis ou de Hurwitz. Para isso, utilizamos o Critério de Routh-Hurwitz,
que nos permitiu dizer se todos os zeros de um polinémio tém parte real negativa sem ser
preciso calcula-los, ou seja, se o polinomio € estavel.

Ao aplicar o Critério Routh-Hurwtiz nos sistemas para a anédlise da estabilidade,
observou-se que tal Critério é uma ferramenta simples, importante e muito eficaz, que
nos garante quando um polinémio é estavel sem a necessidade de calcular explicitamente
seus zeros, afinal descobrir os zeros de um polinomio de grau n, com n > 4 nao é uma
tarefa nada facil.

Além do modelo de quarta ordem estudado, em [11], os autores apresentam mais mode-
los relacionados ao memristor. Portanto, a anélise da estabilidade dos pontos de equilibrio

apresentada neste trabalho pode ser estendida para os outros sistemas apresentados em
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[11], algo que pretendemos realizar em estudos futuros.
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