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Resumo

O presente trabalho apresenta e prova um resultado sobre a existéncia e unicidade
de um ponto-fixo para contragoes locais sem assumir que a familia de coeficientes seja
uniformemente limitada por um numero estritamente menor que a unidade, bem como
sem restringir a cardinalidade desta familia.

Mais importante, mostra como este resultado de ponto-fixo pode ser aplicado a fim de
estudar a existéncia e unicidade de solucoes para equacoes recursivas que aparecem em

economia dinamica.

Palavras-Chave: Teorema de Ponto-Fizo, Contra¢ao Local, Agregador de Tompson,

Utilidade Recursiva.






Abstract

This work presents and proves a result on the existence and uniqueness of a fixed-
point for local constractions without assuming that the family of coefficients is uniformly
bounded for a number strictly less the unit, and without restricting the cardinality of this
family.

More importantly, it shows how this fixed-point result can be applied to study the

existence and uniqueness of solutions to recursive equations that arise in dynamic eco-
nomy.

Keywords: Fized-Point theorem, Local Contraction, Thompson Aggregator, Recursive
Utility.
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CAPITULO

Introducao

Resultados sobre pontos-fixos envolvendo contracoes locais se tornaram ferramentas
muito eficazes para resolver problemas em economia dinamica.

Muitas aplicagbes em programagcao dindmica sdo encontradas por exemplo em |7| para
o caso deterministico, bem como em [5] para o caso estocastico. Aplicagoes em problemas
de utilidade recursiva podem ser encontradas em [8]. Resultados anteriores sobre pontos-
fixos para contragoes locais apoiaram-se em uma abordagem via espacos métricos. A ideia
por tras desta abordagem é construir uma meétrica que torne a contracao local em uma
contracao global em um subespago especifico. A construgao desta métrica adequada custa
uma restricao a familia de coeficientes relativos a contracao, qual seja, exige-se que esta
seja uniformemente inferior & unidade.

Em oposicao a este tratamento, provaremos neste trabalho um teorema sobre pontos-
fixos usando argumentos diretos os quais nao requerem a aplicacao do Teorema da Con-
tracao de Banach para uma métrica especifica. A vantagem desta forma de demonstragao
é o fato de permitir que a familia de coeficientes tenha supremo igual & unidade. Neste
sentido, o teorema em questao generaliza os resultados sobre pontos-fixos previamente
existentes na literatura. Um beneficio adicional é que este resultado pode ser aplicado
para operadores que sao contracoes locais em relacao a uma familia nao-enumeravel de
semi-métricas.

Exibiremos ainda aplicagoes deste teorema em economia dinamica. Neste contexto
podera ser reconhecida a importancia de nao restringir a cardinalidade da familia de
coeficientes da contracao local, uma vez que trataremos de casos onde a mesma nao é
enumeravel.

Feitas estas consideracoes iniciais, cabe salientar que, por motivos 6bvios, a énfase
maior deste trabalho serd dada ao seu aspecto matemético, no entanto, tendo a parte
de economia dinamica como uma aplicagao. Sendo assim, utilizaremos o restante deste
capitulo para introduzir alguns conceitos econdmicos importantes que aparecerao poste-
riormente. Sendo evidente que esta apresentacao sera relativamente superficial, para uma

leitura mais aprofundada apresentaremos algumas referéncias no final do capitulo.

11
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1.1 Modelos Econdomicos

1.1.1 Conceitos de Economia

Conforme pode ser encontrado em [12] etimologicamente a palavra economia vem do
grego oikos (casa) e nomos (norma, lei). No sentido original, seria a “administracao da
casa”, que também pode ser generalizada para “administracao da coisa publica”.

Economia pode ser definida como ciéncia social que estuda como o individuo e a
sociedade decidem utilizar recursos produtivos escassos, na producao de bens e servicos,
de modo a distribui-los entre as varias pessoas e grupos da sociedade, com a finalidade de
satisfazer as necessidades humanas. Assim, trata-se de uma ciéncia social, ja que objetiva
atender as necessidades humanas.

Contudo, por enfrentar restricoes fisicas, provocadas pela escassez dos recursos pro-
dutivos e dos fatores de produgdo (mao de obra, capital, terra, matérias-primas) pode-se
dizer que o objeto de estudo da ciéncia econdmica é a questao da escassez.

Essa insuficiéncia resulta da restricao fisica ou finitude dos recursos em contraposicao
as necessidades humanas ilimitadas. Afinal, o crescimento populacional acarreta aumento
das necessidades bésicas a serem atendidas. Por outro lado, o continuo desejo de elevacao
do padrao de vida - que poderiamos classificar como necessidade “social” da melhoria do
status - e a evolugao tecnolédgica fazem com que surjam “novas” necessidades (computador,
freezer, celular, DVD, etc).

Diante do continuo e progressivo aumento de demanda, nenhum pais, por mais rico
que seja, é autossuficiente em termos de disponibilidade de recursos produtivos, para
satisfazer a todas as necessidades da populacao. Eis porque é preciso compreender como
“economizar” recursos.

Se nao houvesse escassez de recursos, ou seja, se todos os recursos fossem abundantes
(bens livres), nao haveria necessidade de estudarmos questoes como inflacdo, crescimento
economico, déficit na balanca de pagamentos, desemprego, concentracao de renda, etc.
Estes problemas provavelmente nao existiriam e, obviamente, nem a necessidade de se

estudar Economia.

1.1.2 Modelos Teodricos

Conforme [6] uma economia moderna ¢ uma entidade complexa. Milhares de em-
presas engajadas em produzir milhares de bens diferentes. Muitos milhdes de pessoas
trabalhando em varios tipos de ocupacoes e tomando decisoes sobre quais bens adqui-
rir. Tomando qualquer produto especifico, por exemplo leite, é praticamente impossivel
descrever todo o processo de producao iniciando na agricultura até sua chegada aos super-
mercados. Por tal razao os economistas escolheram abstrair as complexidades do mundo
real e desenvolver modelos relativamente mais simples mas que capturassem a “esséncia”
do processo econdmico. Assim como um mapa é 1til ainda que no mesmo nao apare-
¢am todas as casas ou lojas, modelos econémicos (por exemplo, do mercado de leite) sdo

também tteis embora nao contenham todos os detalhes especificos da producao.
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O uso de modelos é muito amplo tanto nas ciéncias naturais quanto nas sociais. Em
fisica, a ideia de vacuo “perfeito” a gés “ideal” é uma abstracao que permite o estudo
e compreensao de fendmenos do mundo real através de estruturas simplificadas. Em
quimica, a ideia do &tomo ou molécula é na verdade um modelo simplificado da estrutura
da matéria.

Modelos econdémicos desempenham fungoes similares, ou seja, exibem um retrato sim-
plificado do jeito como individuos tomam decisoes, as empresas se comportam, e o jeito
como esses dois grupos interagem em diferentes estruturas de mercado.

O namero de modelos econ6micos em corrente uso é, obviamente, muito extenso.
Hipoteses especificas usadas e o grau de detalhes oferecidos variam consideravelmente
de acordo com o problema a ser atacado. Apesar desta variacao, praticamente todos os

modelos econdmicos contém trés elementos em comum, quais sejam:

1. A hipotese Ceteris Paribus (outras variaveis permanecem inalteradas);

2. A suposicao de que o agente econdmico sempre busca otimizar algo, dada uma
situacao de escassez;

3. Uma distin¢ao cuidadosa entre questdes “positivas” (como as coisas sdo) e questoes

“normativas” (como as coisas deveriam ser).

1.2 Preferéncias e Utilidade

Feita a introdugao mais geral sobre modelos econémicos, a partir de agora trataremos
de casos especificos. Abordaremos nessa se¢ao e na proxima topicos da teoria do consumi-
dor, assim mostraremos como ¢é feita a modelagem matemaética de problemas econémicos
e veremos o papel importante que o conceito de utilidade desempenha neste contexto.

O agente econdmico a ser estudado é o consumidor. Assume-se que este agente tem
suas preferéncias pessoais sobre os bens disponiveis no mercado e seu objetivo é obter a
maior satisfacao possivel considerando suas preferéncias bem como as possibilidades de

consumo que pOSSlli.

1.2.1 Axiomas das Preferéncias Racionais

Um caminho para comecar uma andalise da escolha do individuo é estabelecer um
conjunto de postulados, ou axiomas, para caracterizar o comportamento “racional”. Isto
comeca com o conceito de “preferéncia’. Um individuo declara que “A é preferivel a B”
quando, considerando o contexto, ele ou ela sente-se melhor sob a situacao A do que na
situacao B. A relacao de preferéncia é considerada racional se segue os dois primeiros
axiomas dentre os trés apresentados a seguir:

I) Completude: Se A e B sao quaisquer situagoes, entao

(i) “A é preferivel a B”;
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(ii) “B é preferivel a A”;

(iii) “A e B sao igualmente atrativos”.

Consequentemente é assumido que o processo decisorio nunca é interrompido por

indecisao.

IT) Transitividade: Se um individuo diz que “A é preferivel a B” e “B é preferivel a C”
entao pode-se concluir que “A é preferivel a C”. Este postulado estabelece que as

preferéncias de individuos racionais sao internamente consistentes.

ITI) Continuidade: Se “A é preferivel a B” entao situagoes C' que sejam suficientemente

“proximas” de A sao declaradas preferiveis a B, ou seja, “C' é preferivel a B”.

Este é um postulado mais “técnico” o qual é requerido quando, por exemplo, analisa-
se a resposta de individuos em mudancas relativamente pequenas em precos. Ele

simplifica bastante o modelo sob o aspecto matematico.

Esta é a apresentacao mais “intuitiva” das preferéncias, um jeito de mostra-las de

maneira mais formal é:

Definicao 1.1. Seja X um conjunto nao-vazio chamado conjunto das escolhas. Uma
preferéncia sobre X, cuja notacao € dada por = € simplesmente uma relacao em X. Ou

seja, = € um subconjunto R de X x X tal que dizemos que x >y < (x,y) € R.

Definicao 1.2. Seja X um conjunto de escolhas. Uma preferéncia sobre X € dita racional

se
(i) Ve,ye X = x>y ouy = .
(ii) Ve,y,z € X tais quex =y ey =2 — x = 2.
Ou seja, uma preferéncia € dita racional se € completa e transitiva.

Cabe-se notar que aqui estamos usando »= com um sentido levemente diferente, 1é-se
x =y por “x é preferivel ou igualmente atrativo a y” ou simplesmente “x é pelo menos
tao desejavel quanto y”.

Assim, dizemos que “z é igualmente atrativo a 3”, tendo por notacao = ~ y quando
TFYyeyFzT.

Para falarmos de continuidade é preciso impor que X seja espaco topologico, e usar a
nocao de convergéncia advinda da topologia em X.

Definigao 1.3. Seja X um conjunto de escolhas (e espago topoldgico). Uma preferéncia
em X € dita continua se

(i) Vx,y € X tais que x > y, entdo ¥(x,)nen Sequéncia em X tal que x, — x entdo
eriste ng € N tal que VYn > ny — x, > v.

Neste caso, a notacao x > y se lé "x é estritamente preferivel a y”.
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1.2.2 O Conceito de Utilidade

Dadas as hipoteses de completude, transitividade e continuidade, é possivel mostrar
formalmente que o agente econémico é capaz de “ranquear” todas as possiveis situagoes,
desde a menos até a mais desejavel.

Esta associacao entre as possibilidades de escolha a um “ranking” é justamente a

motivagao para nossa proxima definicao.

Definicao 1.4. Sejam X um conjunto de escolhas e = uma preferéncia sobre X. Uma
funcao de utilidade que representa a preferéncia = € uma funcao u : X — R tal que

Va,y € X tem-se que x =y < u(x) > u(y).

A funcao de utilidade é um conceito, embora simples, extremamente importante. Ob-
serve que quando é possivel representar preferéncias através de uma funcao de utilidade,
pode-se resolver problemas originalmente no universo econémico em ambientes puramente
matematicos.

Por exemplo, suponha que um agente econémico se depare com um conjunto de esco-
lhas. Seu objetivo serd encontrar a situagao melhor possivel. Mas observe que fazer isto
seria encontrar g € X tal que ¢ = x Vo € X, ou equivalentemente, encontrar o ponto
de maximo da funcao de utilidade que representa a preferéncia »=.

Assim resolver este problema econdémico, através do conceito de utilidade, é equivalente

a resolver um problema de otimizagao matemaética.

1.3 Escolha e Maximizacao da Utilidade

Nesta secao apresentaremos o modelo basico de escolha que economistas usam para
explicar o comportamento individual. Este modelo assume que individuos que tem renda
limitada se comportarao usando seu poder de compra de tal maneira que atinjam a maior
utilidade possivel. Isto é, assume-se que individuos se comportarao como se maximizassem

suas funcoes de utilidade sujeitas a suas restricoes or¢camentarias.

1.3.1 Maximizagao da Utilidade, “Calculos-Relampago” e Altruismo

x Egoismo

Antes de apresentar de maneira formal o modelo, é apropriado falar sobre dois argu-
mentos comuns que nao-economistas utilizam muitas vezes para atacar a metodologia que
serd usada adiante.

Primeiro é a alegacao de que nenhuma pessoa no mundo real é capaz de fazer os
“calculos-relampago” necessarios para resolver o problema de maximizacao da utilidade.
De acordo com este raciocinio, quando alguém vai ao supermercado simplesmente pega
as mercadorias disponiveis sem nenhum padrao ou proposito especifico em suas acoes.
Economistas nao sao persuadidos por tal argumento. Eles duvidam que as pessoas se

comportam de maneira aleatoria, e também encaram a visao dos “célculos-relampago”
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como erro de interpretagao. Tomando por exemplo, especialistas em jogo de sinuca. Um
bom modelo para entender/prever as jogadas seria adquirido através da fisica teorica. E
6bvio que pelo menos a maioria dos jogadores nao fazem “calculos-relampago” em relacao a
angulacao do taco, intensidade da batida, dentre outros fatores importantes para uma boa
jogada, no entanto a fisica ¢ uma 6tima ferramenta para entender /prever o comportamento
desses jogadores.

Da mesma maneira, o modelo de maximizacao da utilidade é eficaz para prever mui-
tos aspectos comportamentais de agentes econdmicos ainda que nenhum deles carregue
consigo um computador com suas fungoes de utilidade programadas nele. Para ser mais
preciso, economistas assumem que os agentes se comportam “como se” fizessem os calcu-
los necessarios para se obter uma boa jogada. Desta forma, a argumentacao de que os
calculos nao sao possiveis é irrelevante.

Um segundo argumento muitas vezes utilizado contra a metodologia do modelo é de
que ele parece ser demasiadamente egoista. Segundo esta linha de pensamento, ninguém
tem somente objetivos centrados exclusivamente em maximizar seu bem-estar. Embora
economistas estejam mais dispostos a aceitar o interesse proprio como uma importante
forca motivadora do que outros pensadores mais utopicos, essa visao também se da por um
erro de interpretacao. Nada no modelo de maximizacao da utilidade impede individuos
de obter satisfacao advinda de atividades filantropicas.

Pode-se assumir que escolher esses tipos de atividades também gera aumento da uti-
lidade. De fato, economistas tém usado o modelo de maximizacao da utilidade extensi-
vamente para estudar assuntos como voluntariedade, doacoes de caridade, heranca para
filhos e até doacao de sangue. Nao é necessario tomar posicao se tais atividades sao
altruistas de fato, ou egoistas de alguma maneira, pois economistas simplesmente duvi-
dam que individuos decidam participar de tais atividades contra seus proprios interesses,

considerados de maneira mais abrangente.

1.3.2 O Modelo Formal

Consideramos uma economia com L bens, assim o candidato natural para ser consi-
derado o espaco de escolhas X, ¢ X =RY, onde R} = {(zy,...,z);2; >0V i < L}.

Interpretaremos o nimero x; como a quantidade consumida do bem <.

Agora, considere um agente economico com preferéncia definida em X tal que é possivel
representa-la por uma funcao de utilidade. Como na maioria dos modelos econémicos, o
objetivo é a alocacao 6tima de recursos escassos. Assim, para finalizar o modelo basta
tratar da “escassez”, que em nosso contexto é a restricao orcamentaria. Nosso agente
é considerado um price-taker, isto é, nao tem influéncia isoladamente sobre os precos e
também tem uma renda limitada.

Seja p = (p1,...,pr) o vetor de precos, onde p; é o pre¢o do bem i. Assumiremos que
p; >0V 1< L, péconstante e seja w a renda do agente.

Assim a solugao do chamado problema do consumidor é otimizar sua utilidade (bem-

estar) considerando sua limitacdo orgamentaria (escassez).
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L
O conjunto B(p,w) = {x eERL; S p; < w} é o conjunto das cestas de bens aces-
1

siveis ao agente.
Considerando U : ]RJLr — R a funcao de utilidade que representa as preferéncias do

agente, entao o problema do consumidor é:

max {U=U(z)}.

zE€B(p,w)

Estabelecido o problema, é natural surgirem perguntas como: Em quais contextos o
problema admite solucao? Quando ela é tnica? Quais propriedades U deve ter a fim de
garantir solu¢ao?

Com um conhecimento bésico de anéalise, e considerando em Ri a topologia induzida
pela norma usual, caso U seja continua, ¢ possivel garantir a existéncia de solucao do
problema, uma vez que B(p,w) é compacto. No capitulo 2 serdo apresentados conceitos
e resultados preliminares que servirao como base para a resolucao deste problema.

No capitulo 4 usaremos o principal resultado apresentado neste trabalho, que sera
discutido no capitulo 3, afim de responder perguntas como as elaboradas acima bem
como algumas ainda mais fundamentais: Quando é possivel garantir a existéncia de uma
funcao de utilidade representando preferéncias? Consegue-se garantir a continuidade desta
funcao em relagao a alguma topologia?

O contexto, no entanto serd mais complexo, pois conforme serd visto, o espaco das
escolhas serd um espaco vetorial de dimensao infinita, o que torna a discussao considera-
velmente mais complexa.

Para uma leitura mais aprofundada sobre teoria do consumidor, bem como microeco-

nomia em geral, recomendamos [6] e [11].






CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos que serao fundamentais para o desen-
volvimento de nosso trabalho.

Dado seu carater introdutoério, bem como sua natureza auxiliar, o foco nao sera exi-
bir demonstragoes detalhadas, mas sim apresentar as definicoes, resultados e exemplos
importantes afim de dar suporte para teoremas apresentados posteriormente.

Os conceitos apresentados foram extraidos das referéncias [13], [14] e [15], onde podem

ser encontradas em detalhes as demonstragoes dos resultados apresentados.

2.1 Espacos Normados

Definigao 2.1. Seja X um espago vetorial real. Uma fungao ||.|| : X — R tal que
(N1) [lz]| >0 Vze X,

(N2) ||laz|| = |a|||z]] Vo e R,Vxe X,

(Ns) llz+yll < llzll +[lyll Vz,y € X,

é chamada de norma.

Dizemos que (X, ||.||) € um espago vetorial normado.

Exemplo:
(£1)

12 ={x;2: N = R onde |z;| < oo Vt € N}

[2]lc = sup [z]
teN

(122, ]]-lsc) € espago normado.

19
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(Es) Dado (X, ||.||) espago normado, podemos definir

X'={F;F: X — R ¢ linear e continua}
e [|[F|l = sup |F(z)]

llz(|=1
(X', ]|.]]) é espago normado, chamado espago dual de X.

Definicao 2.2. Seja (z,)nen uma sequéncia em X, espa¢o normado. Dizemos que (Ty)nen

converge para x, x € X, ou simplesmente que (T,)nen € convergente, se
Ve>03no e N;Vn>ny = |z, — 2| <e.
Temos ainda a sequinte defini¢cao: Se
Ve >03dng e N;Vm,n >ny = ||z, — x| <e,

dizemos que (x,)nen € uma sequéncia de Cauchy.
Proposicao 2.1. Toda sequéncia convergente € uma sequéncia de Cauchy.

Obs. A reciproca da proposicao acima nao é verdadeira, em geral. Os espacos onde é

valida a reciproca sao particularmente importantes, o que motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.3. Seja X um espago normado. Se toda sequéncia de Cauchy for uma

sequéncia convergente em X, dizemos que X € um espago de Banach.

Obs. Os exemplos E1, E2 sao espacos de Banach.

2.2 Espacos Métricos

Definicao 2.4. Seja X um conjunto qualquer nao vazio. Chamamos de métrica em X
uma funcao d : X x X — R tal que:

(Dy) d(z,y) >0 Vz,y € X, sendo que d(xz,y) =0 <= z =y,
(D2) d(z,y) = d(y,x) Va,y € X,
(Ds) d(z,y) < dw,2) +d(z,y) Vr,y,z € X,

E facil verificar que, se X € espaco normado, a funcio d : X x X — R definida por

d(z,y) = ||z — y|| € uma métrica.
Com tal fato chegamos a seguinte conclusao:
Proposicao 2.2. Todo espag¢o normado € um espag¢o métrico.

A reciproca é falsa, assim estamos em um contexto mais geral.
Podemos, ainda, definir sequéncia convergente e de Cauchy através de uma generali-

zacao bem simples:
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Definicao 2.5. Seja (z,)nen uma sequéncia em um espago métrico X. Entao,
(1) (Tn)nen € convergente se Ye >0 3 ng € N;Vn > nyg = d(z,,x) <¢, onde v € X.
(11) (zn)nen € sequéncia de Cauchy se Ve >0 3 ng € NV m,n>ny = d(zp,,z,) <e.

Definicao 2.6. Seja X um espaco métrico. Se toda sequéncia de Cauchy em X for uma

sequéncia convergente, entao X € um espago completo.

Por fim, enunciaremos um importante teorema, cujo tema sera estudado num contexto

mais geral no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.1. Sejam (X, d) um espago métrico completo, e T : X — X tal que existe
B € 1[0,1) satisfazendo d(Tz,Ty) < pd(xz,y) VY z,y € X. Entao

(a) 3 x* € X tal que Tx* = x*
(b) Veo e X T'xyg — z*.

Uma func¢ao que cumpre as condigcoes do enunciado é chamada de contra¢ao. E todo

x € X tal que Tx = x € chamado de ponto fixo.

Estes conceitos sao muito importantes para o presente trabalho, e serao bastante

utilizados posteriormente.

2.3 Espacos Topolégicos

Esta secao introduzira uma estrutura mais geral do que as duas citadas nas secoes ante-
riores. Serao apresentados alguns exemplos de topologias importantes em nosso contexto

nos proximos capitulos, sobretudo no capitulo 4.

2.3.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 2.7. Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. Uma cole¢ao T de subconjuntos
de X tal que

(Tl) ®7X S
(I3) Se (O;)i<n € tal que ¥ i <n, O; € T entdo (ﬂ Oi) €T
i=1
(T3) Se (Oz)xea € tal que ¥ A € A, Oy € T entao (U O,\> €.
AEA

€ chamada topologia de X.
Dizemos que (X, T) € um espago topoldgico e os elementos de T sao chamados abertos
de X.

Exemplo 1. Seja X um conjunto nao-vazio qualquer. Tomando T = {@&, X} € fdcil

verificar que T € uma topologia de X. FEsta é a chamada topologia trivial.
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Exemplo 2. Seja X um conjunto ndao-vazio qualquer. Tomando T = P(X), onde P € o
conjunto das partes de X (cole¢ao de todos os subconjuntos de X ) é dbvio que T é uma

topologia de X. FEsta ¢ a chamada topologia discreta.

Exemplo 3. Sejam (X, d) um espago métrico e T uma cole¢io de subconjuntos de X tal

que O € T se e somente se:
Vioge O = de>0 tal que B(xg,€) C O,

onde
B(zg,€) ={z € X ; d(z,z) < €}.

Nao € dificil verificar que T € uma topologia de X. Fsta ¢ chamada a topologia métrica

ou topologia induzida pela métrica d.

O exemplo anterior é particularmente importante, pois mostra que toda métrica pode

induzir uma topologia, assim todo espaco métrico é um espaco topologico.

Definicao 2.8. Sejam (X1, 71) e (X2, ) espagos topoldgicos. Uma fungao f: X1 — X5
é chamada fungao continua se, e somente se, ¥ Oy € T3, f~H(Os) € 1, onde f~1(0y) =
{z € Xy ; f(x) € Os}. De maneira mais simples, a imagem inversa de qualquer aberto é

um aberto.

2.3.2 Bases

Para especificar um espaco topologico, frequentemente nao é necessario apresentar
sua colecao inteira de abertos, mas apenas uma certa subcolecao que seja a “geradora’
da topologia. Introduziremos nesta secao a forma de apresentar tal subcolecao que sera

muito util para construir topologias.

Definicao 2.9. Dado um espago topoldgico (X, T), uma base para a topologia T é qualquer
colegao B C 7 tal que, para todo aberto O € T,

B¢€B ; Bz’CO
Equivalentemente, ¥V x € O existe algum B; € B onde x € B; e B; C O.

Definicao 2.10. Dado um espago topoldgico (X, T) uma colecio S de conjuntos é uma

sub-base para a topologia T se a coleg¢ao

B:{ﬁsi; Sies neN}

1=0

for uma base para a topologia T.

Observe que B € simplesmente a colecao de todas as intersecgoes finitas de elementos

de S. Logo, se B € B entao existem {S;}i<n onde S; € S tal que B = () S;, e dai, dado
i=1
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o aberto O € T, para todo x € O exitem {S;}i<n, S; € S em que

i=1 =1

Proposicao 2.3. Seja X um conjunto nao-vazio. Dada uma colecao qualquer S de sub-
conjuntos de X tal que @, X € S entao S € sub-base de uma topologia 7 de X, a saber,
a menor topologia que contém S. (Ou seja, se 7' € topologia de X com S C 7' entdo
TCT).

Demonstracao. Seja B = {ﬂ S;i; S;€Sene N}, definamos 7 como
i=1

Ocer <= VaxeO;dBeB;,reBeBCO

7 é uma topologia de X.

De fato, das trés propriedades a serem verificadas, provaremos as duas ultimas dado
que é Obvio que @ e X pertencem a T.

Suponha que {O;};<, é tal que O; € 7 Vi < n. Entao

VxeﬂOi — recO;Vi<neO; €.

=1

Logo,
EIBiEBtalquexeBieBiCOi

:xGﬁBie ﬁBiCﬁOi'
i=1 1 i=1

E, uma vez que

BB = Bz-:ﬁSj- — ﬁBi:ﬁ<ﬁS§>:ﬂSj — ﬁBiEB.
0,

j=1 i=1 i=1 \j=1 i=1

Logo () O; € 7.
i=1
Por fim, suponha {O)} ep onde Oy € 7V A € A. LogoVz e |J Oy = z € 0,,

AEA
para algum )y € A e dado que O), € 7 = 3 B,, € B tal que x € By, e By, C 0,,, mas
O,\0 C U O)\.
AEA
Assim, |J O, € 7.
AEA

Fica assim demonstrado que 7 é uma topologia.
Resta agora provar que é a menor topologia de X que contém S. Com efeito, suponha

7" topologia de X que contém S.
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YV O € 7 entdao O = |J O, para alguma classe de indices A com Oy, € BY \ € A.
AEA

ny
Assim, por defini¢io Oy = (] S? onde S} € S. Por outro lado 7 é topologia de X que
i=1
contém S, isso &, S} € T/ VIE A e Vi< ny.
ny
Segue que () S € 7/ pela definigao de topologia, ou seja, Oy € 7'V A € A e novamente
i=1
pela defini¢ao de topologia O = (., O € 7'. Portanto 7 C 7', [ |
A topologia usada na demonstracao deste teorema é chamada de topologia gerada pelos
elementos de S. Ou seja, dados X um conjunto nao-vazio e S uma colecao qualquer de
elementos de X (caso esta colegao ndo contenha @, X basta acrescenté-los arbitrariamente,
definindo B’ = {B, &, X'} como base da topologia) a topologia gerada por S é a topologia
tal que S é uma sub-base para ela.

2.3.3 Topologias Fracas

Considere um conjunto X nao-vazio arbitrario e 7,7 topologias de X. Se 71 C 7
dizemos que 71 é mais fraca (grossa) do que 7, ou equivalentemente que 75 é mais forte
(fina) do que 7.

Cabe notar que dado qualquer conjunto nao-vazio X, entao claramente a topologia
trivial e a topologia discreta sao respectivamente a topologia mais fraca (menor) e a mais
forte(fina) definidas sobre X.

Proposicao 2.4. Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. Dada qualquer colecao C de

subconjuntos de X, entao existe uma unica topologia contendo C que € a menor possivel.

Demonstragao. Considere A = {1, ; 7, é topologia de X e C C 7,} ouseja A é o conjunto
de todas as topologias de X que contém C. Devemos mostrar que existe um elemento
minimal de A, isso é, existe 7 € A tal que para todo 7, € A = 7 C 7,.

Note primeiramente que A # & pois P(X) € A.

Tome 7 = () 7, a interseccao de todos os elementos de A. Afirmamos que 7 é
a€cl
topologia de X.

Com efeito,

(i) Tomando @, X como ambos pertencem a 7, ¥V o € A, entdao @, X € () 7a;
aEN

(ii) Suponha (O;);<, tal que O; € [ 7o V i < n entdo

aeA

O, €t ,Vaeh = (ﬂOz)emv(xeA
=1

n
pois 7, é topologia — (ﬂ Oi) € N Ta
=1 a€A

(iii) Suponha (O,),c, tal que Oy € (7, V A € A. Assim [J O, € 7, pois 7, é topologia
— UO, € N7,.
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Portanto N 7, é uma topologia e obviamente N7, € A. Mais ainda N7, C 7,, qualquer

que seja «, logo 7 C 7,. [ |

A proposi¢ao acima nos diz que dado qualquer conjunto X nao-vazio, tomando uma
colecao arbitraria de subconjuntos de X, digamos C, é possivel encontrar uma topologia
que contenha todos os elementos de C e seja a menor possivel. Cabe salientar que na secao
anterior também mostramos que dados X conjunto nao-vazio e C uma colecao qualquer
de subconjuntos de X, podemos encontrar uma topologia de X para a qual C é uma sub-
base. Uma questao interessante seria indagar qual a relagao entre essas duas topologias.

A resposta para essa pergunta estd em nossa proxima proposi¢ao.

Proposicao 2.5. Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. Dada qualquer cole¢cao C de
subconjuntos de X entao a topologia gerada por C e a menor topologia de X que contenha

C sao equivalentes.

Usando as defini¢oes das topologias bem como argumentos similares usados nas de-
monstragoes das proposi¢oes (2.4) e (2.3) obtém-se de maneira trivial a demonstracao
dessa proposicao.

Trataremos agora de algumas topologias especificas que serao mencionadas posterior-
mente. Considere X um conjunto qualquer nao-vazio. Seja {(Xq, 7o)} e, Uma familia de
espacos topologicos, tal que para todo a € A existe uma funcao f, : X — X,.

Dado que em muitos contextos a continuidade é uma propriedade desejavel, poderia-
mos fazer a seguinte indagacgao: é possivel encontrar uma topologia em X tal que esta
torne {f,},c, uma familia de fungoes continuas e seja a menor possivel?

Considerando as proposigoes anteriores é possivel responder positivamente a esta ques-
tao. E justamente essa possibilidade que motiva nossa proxima definicao.

Definigao 2.11. Sejam X um conjunto qualquer nao-vazio, {(Xa,Ta)},cp colecio de
espagos topologicos e { fo},cp familia de fungoes tais que fo : X — Xo, V a € A.
A menor topologia em X para a qual todas as funcoes {fa}aeA sao continuas € chamada

de topologia fraca.

Dado que por definicao uma fungao é continua quando a imagem inversa de qualquer
aberto é um aberto, em nosso contexto entao temos que a topologia fraca é a menor
topologia que contém C = {f;1 (0) ; VO € 7,, V a € A}.

E também muito comum encontrar na literatura referéncias a topologia fraca como

a topologia gerada por {f,} isto se da devido a equivaléncia entre essas topologias

aeh>
apresentadas na proposicao 2.5.

Exemplo: Seja X um espago normado e X’ o seu respectivo dual. Indicaremos por
o(X; X') a topologia fraca em X induzida (gerada) pelo seu dual.

de espagos topologicos e X = [] X,,
acA

Considere agora uma colecdo {(Xa,7a)}aen

onde

Xd:ef{x;x:A—> UXa;x(a)GXa}.

a€cA
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Definiremos agora uma familia de fungoes associadas a {(X,, 74)} .., particularmente

a€A
importante, qual seja:

YVaeN = pro: X — X,,

onde para todo x em X associa-se um z(«) em X,, ou seja,
pra(z) = ().

pro € chamada de projecao de X em X,.

Definicao 2.12. Considerando o contexto acima definido a topologia fraca induzida pela

familia {pra}aca € chamada de topologia produto.

Exemplo: Considerando [*(RR) note que [*°(N) C RY, onde RY é o espaco das sequén-

neN
Assim, poderfamos definir em RY a topologia produto e induzi-la em [*°(R).

cias reais. Observe que RY = <H R ).



CAPITULO

3

Existéncia e Unicidade de Ponto-Fixo

para Contracoes Locais

Neste capitulo serd apresentado o principal resultado estudado para este trabalho.
Este importante teorema foi introduzido em [4].

Isto sera feito de uma maneira bem objetiva, apresentaremos a estrutura matemética
em que o teorema sera desenvolvido, logo ap6s enunciaremos e demonstraremos o mesmo
e por fim apresentaremos algumas observacoes bem como corolarios e alguns paralelos
com a literatura anterior a publicacao do artigo.

Sejam F' um conjunto nao-vazio e D = (d;)je; uma familia de semi-distancias definidas
em F', isto é,

VieJ d:FxF R

onde d; cumpre todas as condigoes da definicao de distancia, exceto a seguinte:
(i) di(f.9) =0 = f=g.
Seja o a topologia fraca definida sobre F' induzida pela familia D = (d;);e-

Definicao 3.1. Uma sequéncia (f,)nen em F' € o-Cauchy se € d;-Cauchy para cada j € J.
Ou seja, dado j € J,V e>03ng e N;Vm,n>ny = d;(fm, fn) <Ee.

Definicao 3.2. Um subconjunto A C F € sequencialmente o-completo se toda sequéncia
(fu)nen o-Cauchy for convergente em A na o-topologia. Ou seja, 3 f € A tal que, dado
Jed,

Ve>03dnyeN;Vn>ny = di(fo, f) <e

Definicao 3.3. Um subconjunto A C F' é o-limitado se for d;-limitado para todo j € J.
Ou seja,
diam;(A) = sup{d;(f,9); f,g € A} <oco Vje€ ]

27
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Definicao 3.4. O espaco (F,0) é chamado de o-Hausdorff quando

VfgeF;f#g, 3j€J tal qued;(f,g) >0

Definicao 3.5. Sejar : J — J uma funcao. Um operadorT : F — F' € uma contra¢ao
local com respeito a (D,r) se, para todo j € J, existe §; € [0,1) tal que

v f7g er d](Tf7 Tg) S Bjdr(j)(fu g)

Teorema 3.1. Assuma que o espaco F' € o-Hausdorff. Considere uma funcaor : J — J
e seja T : F' — F uma contragao local com respeito a (D,r). Considere A C F' tal que
A+ &, A é o-limitado, sequencialmente o-completo e T-invariante (isso é, T(A) C A).

Se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas

\ ] eJ = nlgIOlo 5j6r(j) .. .ﬁ,nn(j)diamrnﬂ(j)(A) =0 (31)

entao o operador T admite um ponto firo f* € A. Mais ainda, se h € F satisfaz

nli_)IIoloﬁjﬁr( - By iy (hy A) = 0 (3.2)

entao a sequéncia (I™h),en € o-convergente para f*. Lembrando que dj(h, A) = inf{d;(h, F); f €
A}.

Demonstragao. Seja g € A um elemento qualquer fixo de A. Uma vez que T é uma

contragao local, para todo par m,n € N tais que m > n, temos que
dj(T™g,T"g) < By (T™ 9, T (9)).
€ por mesma razao
dy (T 19, T 1(9)) < By (T 29, T"2(g)).
Aplicando este raciocinio de maneira indutiva e recordando que m > n chegamos a
d;(T™"g,T"g) < 5] (T g, T g) < oo < BiBry -+ Brnm1(jydeniy (T™ "9, 9)

Por hipotese, A é T-invariante, assim trivialmente podemos concluir que A é T"-
invariante ¥V n € N. Em particular, 7" "(A) C A, logo T™ "g € A, uma vez que g € A.
Segue que

dn(jy(T™ g, g) < diam, ) (A) ( pela definicao de diam,w (A)) =

di(T™g,T"g) [H Brigy | diamya(jy(A).
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Pela hipotese (3.1), H /Brz(])dlamrn(j)(A)] — 0. Logo,VjeJ = (T"g)nen

é d;-Cauchy, ou seja, (T g)neN é 0-Cauchy. Uma vez que A C F é sequencialmente
o-completo, existe f* € A tal que (T"g) =+ f*.
Afirmamos que f* é um ponto fixo de T. De fato, dado que (7"¢g),en é o-convergente

para f*, temos que

Vied = d(Tf ) = dy(Tf*, lim T"g) “S" lim d,(Tf*, T ).
n—o0

n—o0

Por outro lado, T é contragao local em relagao a (D, r). Logo,

d;(Tf*, T g) < Bidv(y (f*, T"9)

— lim d;(Tf*, 7" g) < lim B;d,;(f*, T"9)
n—oo n—oo
* * ] * mn dr(') CO
di(Tf*,[7) < lim By (f,T"9) =
= Bidyyd(f*, im T"g) = By (f*, f7) = 0

— (T f)=0 Yje.

Embora cada uma das d; seja semi-distancia, podemos concluir que T'f* = f*. De
fato, suponhamos que T'f* seja diferente de f*. Uma vez que F' é o-Hausdorff temos que,
3 j € J tal que d;(Tf*, f*) > 0, contradi¢do com o fato que acabamos de mostrar, qual
seja d;(T'f*, f*)=0 VjelJ.

Suponhamos agora h € F' tal que h satisfaz (3.2), isto &,

vieJ = lm [H "’w] Ay (hy A) = 0.
Logo, dado qualquer 5 € J, temos que

VneN = d;(T""h, T f*) < Bid.;y(T"h, T" f*

Hﬂrl ])] rntl(j ( f)
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Note que V g € A temos que

dT"+1(j) (h7 f*) S dT"+1(j) (h7 g) + dr"+1(j) (g’ f*) S
< drn+1(j)<h7 g) + diamrnﬂ(j) (A)

— dr"+1(j)(ha f*) — diamrn+1(j)(14) < d,,-n+1(j)<h7 g).
Uma vez que o lado esquerdo nao depende de g, segue que

drnJrl(j)(h), f) - diaan+1(j)(A) < dTn+1(j)(h, A)

— drn+1(j)<h, f*) < drn+1(j) (h, A) + diamrnﬂ(j) (A)

Dessa forma,
dj(Tn—i-l]’L, Tn+1f*) < [H 5#(]’)] (d,,nl-!—l(j)(h, A) + diamrn+1(j)(A)) n—>_o>o 07
i=0

em virtude das hipoteses (3.1) e (3.2).
Uma vez que T'f* = f* logo T""! f* = f* Vn € N, assim mostramos que lim d;(T"h, f*) =
n—oo

0V j€J,eportanto (T"h),cy é o-convergente para f*, isto é, (T"h),eny — f*. [ |

Obs. Este teorema generaliza o resultado sobre existéncia de ponto-fixo proposto por [1].
Mais precisamente, [1| adiciona a exigéncia de que cada semi-distancia d; é a restri¢ao de
uma semi-norma definida em um espaco vetorial £ contendo F', tal que E é um espaco
vetorial topologico localmente convexo.

Sob tais condicoes, a tese de existéncia nao pode ser aplicada a fim de resolver os
problemas econémicos que apresentaremos no capitulo seguinte. Este teorema também
apresenta um critério de estabilidade, dado pela hipotese 2, que também nao aparece no
resultado de [1].

A seguir apresentaremos a rela¢do entre o teorema e o resultado de [1| de maneira
mais detalhada.

Considere F' no contexto definido neste capitulo. Fixando r:J — J, seja T : F —
F um operador localmente Lipschitziano com respeito a (D, r) no seguinte sentido

VjeJ = 38; >0 tal que
VigelF = d;j(Tf Tg) < Bid.;(f,9)
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Assuma que F seja sequencialmente o-completo. Aplicaremos o teorema para um

conjunto A C F especifico. Primeiramente, suponha que exista f € F tal que

> (H ﬁrim) 1) (f, T f) (3.3)

n=0 \:i=0

é convergente. Seja O(f) = {T"f,n € N} a orbita de f. Tome A = O(f), ou seja,
A é o o-fecho de O(f). E facil ver que A é T-invariante e sequencialmente g-completo
simplesmente pela definicao. Provaremos que A é o-limitado.

De fato, tomando j € J qualquer fixo, temos

diam;(A) = sup{d;(f,9), f,g € A} = diam;(O(f)).

Mas
diam;(O(f)) = sup{d,;(T"™ f,T" f), m,n € N}

d;(T™ £, 1" f) < d;j(T™f, f) + d;(T" f, f) < 2supd; (T, f).

neN

Por outro lado,

n

d;i (T, f) <Y di(Tf, T f) (pela desigualdade triangular)
i=0

e por hipotese, T é lipschitziano com respeito a (D,r), ou seja, Vi <nei>1,

i—1
k=0

Logo

n n

S d( i) < dy(TE )+ Y |\ By | drey(TF )
k=0 _

1=0 i=1 L

o0

i1 -
=1 Lk=0 J

por conta da hipotese (3.3). Logo,

00 i—1
diam;(A) < 2 |dy(Tf, )+ Hﬁrk(j)] dy (T )| Vijed (3.4)
i=1 Lk=0

Portanto, A é o-limitado.
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Além disso, utilizando (3.4) chegamos ao seguinte fato:

n %S) k+n
k=0

k=0 \i=0
Logo, como
[e%S) k+n
(H 57”@) dyisnsry (TS, f) =30,
k=0 \i=0
segue que

T}LH;Q (H ﬁﬂc@)) dlamrnﬂ(j)(A) =0.

k=0
Assim, podemos aplicar o Teorema 3.1 e obter o seguinte corolario, que generaliza o
lema 2 em [1].

Corolario 3.1. Considere a familia D = (d;)je; de semi-distancias definidas em um
conjunto F tal que F € Hausdorff e sequencialmente completo com respeito a topologia
associada a o. Seja T : F — F um operador localmente lipschitziano com respeito a
(D, r) para alguma v : J — J. Assuma que ezista [ € F tal que

Z ( 57*(1‘)) deny(f,Tf) <00 VjeJ
k=0

n=0

Entao T admite um inico ponto-fixo no o-fecho da orbita de f.

Obs. Se h € A entao a condicao (3.2) é automaticamente satisfeita, pois

drn+1(j)(h,A) =0Vje = nh_{IOlo <H 57»1'(3‘)) dr"“(j)(ha a) =0,
=0

o que significa que o ponto-fixo f* é Ginico em A.

De fato, seja g* € A um ponto-fixo, logo, pela argumentacao acima descrita, a condigao
(3.2) é satisfeita, segue que (T"g*),en — f*, mas como g* € A é ponto-fixo, g* =
T"g*V n € N. Logo,

Ve = d(f'g") = lim di(f'.g") = lim (/" T"") =0
= d;(f*,9")=0 VjeJ

Como F' é o-Hausdorff, segue que f* = ¢g*. Na verdade, f* é tinico no conjunto G C F

G = {h eF:Vje Jnlggo (11 Bri(j)) dni1(j)(h, A) = 0} :

Obs. Se a fungaor : J — J é aidentidade, isto é, r(j) = 7 V 7 € J, entdo o operador T é
chamado de 0-contracao local, e neste caso as condicoes (3.1) e (3.2) sao automaticamente

satisfeitas. Em particular, o ponto-fixo é tinico em todo espaco F.
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Obs. Assuma que o espaco F' é sequencialmente o-completo e escolha um f € F arbitra-

rio. Podemos mostrar que F(f) definido por

. 1
F(f) = {g € FVjeJidi(9,f) < = B,dj(Tf, f)}
j
é nao-vazio, o-limitado, o-fechado e T-invariante.
Demonstragao. (i) F(f) # @. De fato,
. 1
Vies = b(LN)=05 ;g d(TL.])
J

Logo, f € F(f).
(ii) F(f) é o-limitado.

V j € J = para quaisquer g,¢ € F(f) temos que

4(TF ) + = dy (T, ).

di(g,9") < dj(g, f) +d;(f,g) < 7

1
1—p;

Assim,

2 2
o) = diamy(F() < 7

dj(g,9') < d(Tf, f).

Portanto, diam;(F(f)) < ooV j € J, ou seja F(f) é o limitado.

(iii) F(f) é o-fechado.

Devemos mostrar que F'(f) = F(f), onde este fecho é obtido em relacao a topologia

induzida pela familia D = (d;);e.
Seja g, € F(f), logo existe (gn)nen tal que g, — go € gn € F(f) Vn € N.

Assim V j € J temos que d;(go, f) < d;j(go, gn) + d;(gn, f) mas g, € F(f) VneN
e g, — go. Logo,

dj(QOv f) < dj(QOa gn) + %ﬁdj(Tf, f),

e assim

dj(g0, f) = lim d;(go, f) < lim (dj(go,gn) + %ﬁdj(Tfl f)> =
J

1
= nglgodj(goygn) + lim 1_—@dj(Tf> f)=0+ 1_—@dj(Tf, f).
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Portanto,

d;(g0. f) < di(Tf, f),

1
1—p;
isto é, go € F(f). Segue que F(f) C F(f), ou seja, F(f) é o-fechado.
(iv) F(f) é T-invariante.
Com efeito, seja g € F(f).

VielJ = diTg f) <dj(Tg, Tf)+d;(Tf, f) < Bdi(g, )+ d;(Tf, f),

mas

pois g € F(f). Assim,

B _ P
Bidi(9, f) + d;(Tf, f) < 1= /Bjdj(Tf7 N+ 4iTh0) = BT

Portanto

Segue que T'(F(f)) C F(f), ou seja, F(f) é T-invariante.

Aplicando o Teorema 3.1, escolnendo A = F'(f) obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.2. Seja T : F — F wuma 0-contracao local com respeito a familia D =
(d;)jes de semi-distincias. Assuma que o espago F' € sequencialmente o-completo. Entao
o operador T admite um unico ponto-firo f* € F. Mais ainda, para qualquer f € F

arbitrario, a sequéncia (T" f)nen € o-convergente para f*.

Este corolario ¢ uma generaliza¢ao de um resultado primeiramente estabelecido por [8].
Do ponto de vista econdmico, a contribuicao principal do Teorema 3.1 e suas consequén-
cias é mostrar a importancia de estabelecer um teorema que permita que os coeficientes de
contracao sejam arbitrariamente proximos de 1.(Observe que nao foi imposto sup 5; < 1.)

jed

Apresentaremos, no proximo capitulo, aplica¢oes econdémicas que ilustram este fato. Uma
diferenca adicional do Teorema 3.1 com respeito aos resultados de ponto-fixo de [5] e [9]
é que a familia J nao é necessariamente enumeravel. Embora com muitas aplicacoes é
suficiente considerarmos uma familia enumeravel de semi-distancias, em algumas circuns-

tancias é necessario nao restringir a cardinalidade da familia de semi-distancias.



CAPITULO

4

Aplicacoes em Modelos de Economia

Dinamica

Neste capitulo trataremos de aplicacoes do resultado apresentado no capitulo anterior
em problemas de economia dindmica. Mostraremos como ele é importante para garantir
a existéncia de uma funcao de utilidade que represente preferéncias.

Cabe ressaltar que agora estaremos em um contexto dinamico, onde o decorrer do
tempo é levado em consideragao, diferentemente do Capitulo 1, onde apresentamos o
contexto estatico. Em muitas situagoes agentes econémicos tomam decisoes nao somente
baseadas em seus resultados imediatos, mas também em implicagoes futuras.

Nosso conjunto de escolhas sera o espaco [*(R.) e o = (x4)ien tal que z € [*®(R,)
serd chamado de fluxo de consumo, onde x; é a cesta de consumo no periodo t.

Se a economia possui L bens, conforme foi desenvolvido no Capitulo 1, z; pertenceria a
Rﬂjr e o espaco de escolhas adequado seria na verdade loo(Ri). No entanto, interpretaremos
x; como a quantidade de renda a ser destinada para o consumo (no caso, dos L bens).

Sendo assim, como o consumo é nulo ou positivo, e por mais abastado financeiramente
que o agente economico seja, ele enfrentard uma restrigdo orcamentaria (ou seja, 3 w €
Ry; |z < w ¥Vt € N), a escolha de [*°(R,) como o espago das escolhas é razoavel para o
contexto dinamico.

Nossa estrutura de preferéncias sera dada por um objeto chamado agregador, e o
objetivo principal sera garantir a existéncia de fun¢oes de utilidade que representem essas

preferéncias.

35
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4.1 Preferéncias Recursivas para Agregadores de Thomp-

son

Considere o modelo onde um agente econdémico escolhe uma cesta de consumo no

espaco

1= {x;x:N—>R, x> 0 e sup |z <oo}
teN
dotado da norma ||z||o = sup |z;|.
teN

Nosso problema consiste em saber se é possivel representar a relacao de preferéncia
do agente em [, através de uma funcao de utilidade recursiva obtida através de um
agregador W : X xY — Y, onde X =R, e Y = R,. A resposta obviamente depende
das propriedades assumidas do agregador W.

Posteriormente & importante contribuigdo dada por [2|, existe uma vasta literatura
lidando com o problema de existéncia e unicidade da funcao de utilidade recursiva obtida
através de um agregador que satisfaca as propriedades da contracao uniformemente. No
que segue, estaremos interessados em saber se uma tnica utilidade recursiva pode ser
derivada de agregadores de Thompson.

Nesta secao assumiremos que W satisfaz as seguintes condicgoes:

Definicao 4.1. W é um agregador de Thompson quando:

Wi) W é uma fungao continua, nao-negativa, nao-decrescente e satisfaz a condigdo

W(0,0) = 0.
W3) Eziste uma fungao continua f: X — Y tal que W(z, f(z)) < f(z) Vz e X.

W3) A fungao W € concava na sequnda varidvel para y = 0, isto é,

W(z,ay) > aW(z,y) + (1 —a)W(z,0) Vae€|0,1],Y x,y € R,.

Wy) Para todo x > 0, temos W (x,0) > 0.

Para definirmos formalmente o conceito de funcao de utilidade recursiva, necessitamos

introduzir algumas notagoes. Denotaremos por

Tl — R

(x4) — 0,

ou seja, m é a projecao de x = (x;) em sua primeira entrada.

Denotaremos por

Sl —

(1) — (Te11),

ou seja, S é o operador shift.
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Definicao 4.2. Seja X um subconjunto de [*° estdvel sobre o operador shift, ou seja,

S(X) Cc X. Uma fungio u : X — R é uma funcdo de utilidade recursiva sobre X se
VeeX = u(x)=W(nz,u(Sx)).

Usaremos o Teorema 3.1 para mostrar que é possivel encontrar tal funcao para agre-
gadores de Thompson.
Faremos isso utilizando a métrica de Thompson e assumindo que o espaco X é cons-

tituido por sequéncias cujos termos sao todos maiores que zero uniformemente. Ou seja,
X ={z € 1*;inf |z;] > 0}.

A topologia sobre X seréd induzida pela norma do sup.

4.1.1 O operador

Introduziremos agora um operador conveniente a fim de utilizarmos o Teorema 3.1
para garantir a existéncia de um ponto-fixo para este operador, e a partir deste, encontrar
a funcao de utilidade recursiva.

Considere

199 ={z;2: N — Ry;supz, < oo}
teN

dotado da norma ||.||s, i8t0 €, ||| = sup z;.
teN

Estaremos considerando a topologia em [° induzida por esta norma.
Seja
X={z el infx;, > 0}.
{ trent }

Definicao 4.3. Seja

X co%ua R+
V: V;V:(/Ut)teN; thN Vg - .

x — v ()
O nidmero vi(x) € interpretado como a utilidade no tempo t obtida pelo consumo de x.

Definicao 4.4. Para cada V €V e cada instante t € N denotaremos [TV]; uma fung¢ao
dada por

[TV]t X — R+

v Wy, veq1(x)),

15to €,
[TV]i(z) = W (2, veg1(2)),

onde x = (x4)en-
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Note que, uma vez que W e V sao continuas por definicao, necessariamente, dado
teNeV eV, [TV](x)é continua Vx € X. Ou seja, se V €V, entao TV € V, isto &,
W) cCcVv.

Definicao 4.5. Denotaremos por K a familia de todos os conjuntos K = [al,bl], com

0<a<b<oo. [al,bl] é chamado de intervalo ordenado em I no sequinte sentido.
1=(11,..)€lTefal,bl]={zrecla<z <bVteN}.

Assim,
K={K/K=/[al,b1];0 <a < b < oo}.

Definigcao 4.6. Consideremos I’ o subespago de V composto de todas as sequéncias V' tais
que em todos os conjuntos K = [al,bl] € K, a sequéncia V = (v;)ien € uniformemente

limitada, sendo a limitacao inferior estritamente maior do que zero, ou seja,

Vey, VKek = dJu,veRy;
VieENVzeK = 0<v<uyzr) <7< o0 '
Proposicao 4.1. F ¢ T-invariante.

Demonstragcao. Devemos mostrar que para todo V' € F, entao TV € F, ou seja, V K €
K, 30,7 eRytaisqueVieNeVereK = 0<v <[TV](z) <7 < 0.
De fato, temos que W é nao-decrescente por hipotese. Assim tomando V' € F', temos
que
VKeK = Juv,teR,

tais que
VeeKeVteN = 0<v<y(r) <7< .

Tomando v = W (a,v) e v/ = W(b,v), afirmamos que
0<v' <[TV]i(z) <7 <00 VteNVuzek

Com efeito, sabemos que a > 0 logo pela definicao de agregador de Thompson usando
Wy = Wi(a,0) >0 e por W; (W é nao-decrescente),

0 < W(a,0) <W(a,v) =1,

pois v > 0.
Usando sucessivamente W; temos que

Por defini¢ao, W (x;, viy1(x)) = [TV]i(z). Logo, 0 < v/ < [TV]i(z) <7 < oo e portanto
T(F) C F. n



4. Aplicagoes em Modelos de Economia Dindmica 39

O objetivo agora é mostrar que 7" admite um tnico ponto-fixo v* € F. A razao para
tal é que, se v* for ponto-fixo de 7', entao v serd a fungao de utilidade recursiva. Para
chegarmos neste ponto, serd necessario a introducao de uma estrutura semelhante a que

temos no teorema, isto motiva as defini¢oes a seguir.

4.1.2 A Meétrica de Thompson

Definig¢ao 4.7. Fizado K € IC, introduziremos a semi-distincia dx em F, definida como
dg(V, V") = max {ln Mg (V|V"),In Mg(V'|V)},

onde
Mg(V,V)=inf{a>0;V2z e KVt eN = u(z) < av(z)}.

Proposicao 4.2. dg esta bem definida e € de fato uma semi-distancia.

Demonstragao. Sejam V, V' € F. Logo existem v,7,2',7" € R tais que

VteN,VzeK=]lal,bl]

temos
O<v<yr)<v<ooel<v <uv(r) <7V < 0.
Segue que
O<1< ! <1<
= — <00
v T v
:>0<_ggvf(x)§£<oo VteNVzecK
v v(w) T
Logo, B B
0< = < M(V[V') < = < o0,
v

e por raciocinio analogo prova-se a existéncia de Mg (V'|V).

Provaremos agora que dg é de fato uma semidistancia.

L. dg(V,V') >0 VYV, V'€ F. Ja demonstramos que V V. V' € ' = Mg(V|V') €
(0,4+00) bem como Mg(V'|V) € (0,400). Suponha que Mg(V|V') € (0,1). Logo,
VteNeVzeK=/al,bl], temos por defini¢ao

vi(z) < Mg (VV)vi(x) < vy(x) < Mg(V'[V)vi(z)
= y(x) < Mx(V'|V)o(z) = v(x) [Mg(V'|[V)—=1] >0
= Mg (V'|V) > 1,

uma vez que v(z) > 0.
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Acabamos de mostrar que se Mg (V|V') € (0,1) entdao Mg (V'|V) € (1,+00), ou
seja,
VV,V' € F — max{ln Mx(V[V'),In Mg(V'[V)} > 0

e portanto dg > 0.

2. SeV =V’'entao dg(V,V') = 0. Note quese V =V' = Mg(V|V') = Mg(V'|V) =
1 e In My (V[V') = inMg (V'|V) = 0, isto &, di(V, V") = 0.

3. dg(V,V') =dx(V',V) VV,V'€F.

dg (V, V") = max{ln Mg (V|V"),In Mg (V'|V)} = max{ln Mg (V'|V),In Mg(V|V")} =
=dg(V'|V).

4. dg(V, V") <d(V,V")+d(V", V') YV, V' V"€ F. A desigualdade segue imediata-
mente do seguinte fato:

x,b,z € R = max{x,b} < max{x,z} + max{z, b}

quaisquer que sejam x,b, z € R.

Fica assim demonstrado que dg estd bem definida e é uma semi-distancia.

Definicao 4.8. Seja V>° €V tal que V>° = (v;°)ien € a sequéncia de fungoes definida por
v°(z) = f(||z]leo), onde f € a fungio que satisfaz W, ou seja, Wz, f(z)) < f(z) V .

Definigao 4.9. Seja VP € V tal que V° = (v)ien € a sequéncia de fungoes definida por
v (z) = [T0](x) = W (x,0).

Observe que para todo z € K = [al,bl] temos que 0 < a < z; < b < oo ViteN
Logo 0 < W(a,0) < W(x,0) < W(b,0) < oo Vt € N, ou seja, 0 < W(a,0) < v)(z) <
W(b,0)<ooVteNeVrek, istoé, VVeF.

Também sabemos que f é continua e [a, b] é compacto, logo f admite maximo e minimo

em [a,b]. Ou seja, existem z,Z € [a, b] tais que

f(2) < f(2) < f(Z) Vz€lab].

Em particular, para todo z € K = [a1,b1] = |[|z]|e € [a,0] = f(2) < f(||z|l) <
f(Zz). Tomando x = (z¢)en tal que 2y = 2z V t € N entao z € [al,bl] e uma vez que
. >a>0 = 0< W, flz)) = Wiz fz) < f(2), isto &, 0 < f(2) < v®(x) <
fZ)<ocoVazekK, VteNeportanto V> € F.

Evidentemente [V°, V>] C F. Uma vez que T é uma aplicagdo monétona temos que
T([VO,Ve=]) c [VO,V=].

De fato, para todo v € [V?, V°°] temos que

VeeKeVteN = v)(z) <wv(r) < o).
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Mas

v (2) = Wz, 0) < Wz, v () < W, v (@) < W(ll2lloo, f(ll2ll)) < Flll2llo) = v (2)

Wz, v (2)) = [TV]i(),

ou seja
V) (x) < [TV]i(z) <vX(z)VteEN,VreK.

Proposic¢do 4.3. Se T : [VO, V] — [VO, V] € tal que [TV],(z) = W (z¢, Vir1(x)) entdo
T € uma 0-Contragao local com respeito a familia D = (dg)xex. Mais precisamente,

dw(TV,TV') < Brde(V,V') ¥V V, V' € [V, V],

onde
Br=1—[u] ™ px = Mg(V=|VO).

Lembrando que
Mg(V|V?) =inf{a >0; Ve cKeVteN, f(|r|e) < aW(x,0)}.

Dado que, pela defini¢cao, chegamos a

( f(Hwa)):ng fllzlle) | _ _f(0)

px = sup | sup %nlgw(xt’ ()) a W(a,()).
€

ek

teN W(xtv 0)

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [3|

Proposigao 4.4. O conjunto [V°, V] é sequencialmente completo com respeito a familia
D= (dK>1KeIC'

Demonstracio. Devemos mostrar que toda sequéncia o-Cauchy em [V, V°°] é o-convergente
em [VO V.

De fato, seja (V},)nen uma sequéncia o-Cauchy em [V V.

Ou seja, V n € N temos que V,, : X — RY. V z € X temos que V,(z) = (v,,4(7))sen
onde V,, € [VO, V] isto ¢,V n € N = vQ(z) < v, (x) <ovf°(z) Vo €XeVteN.

Dado K € K podemos definir ||.|x : [V?, V] — R ||V||gx = supsup |v;(z)|. Esta

teN zeK

funcao é uma norma.

Agora, dadas duas sequéncias V, V' € [V, V] e fixado K € K temos que

vi(z) < (Me(V[V') = 1) vj(2).

Por raciocinio analogo

IN

vi(x) = vi(x) < (Mx(V'[V) = 1) vy(x)
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e como V,V € [VV V] = v (z) <v(x) e
vi(z) < v (z) = max{v(x),v(x)} < f(llzll) < F(b)
logo

|or(2) = vi(z)] < (max {Mx(V|V'), Mg(V'[V)} = 1) f(b) =
= |V =V'|lx < (expdg(V,V') = 1) f(b).

Dessa forma dado que (V},)nen € o-Cauchy segue VK € K = dg(Vin, Vi) IR
~ . , , m,n—oo .
Como a fungao exponencial é continua temos que ||V, — V,|lx = 0, ou seja,
considerando VX =V, |g, isto &, VX é a restrigao de V,, a K.
Temos que (VX),cn é sequéncia de Cauchy em relagao a ||.|[x. Observe que VX pertence
ao espaco das funcoes limitadas e continuas de N x K em R, esse espago é um espago de
Banach caso usemos a norma ||.||x.

Portanto, existe VX : K — R, continua tal que
lim ||[VE - VE|x = 0.
n—oo

Dado que V,, € [V°, V] V n € N passando o limite é possivel concluir que V(z) <
VE(z) <V>®(x)VrekK.

Observe que pela definicio de VX e unicidade do limite podemos concluir que se K C K’
entao

V() =V¥(z) VzeK

Portanto é possivel definir sem ambiguidade V : X — RY como V(z) = V¥(z) para
qualquer K € K tal que z € K. Como V%(z) < VE(z) < V>=(z) V K € C segue que

VOz) < V(z) < V™(x).

Para concluir nossa prova devemos mostrar que V' é continua (em reagao a norma do
sup). De fato, seja = € X e (x,)nen tal que x, — x.

Tomando K = [ag1, by1] onde ag < inf 24 e by > sup z; temos por definigao que x € K,
e como x, — ¥, entao existe ng € N tal que Vn >ny — =z, € K.

Dado que V¥ é continua entao V¥(z,) — V¥(z), ou seja, V € [V, V=] [ |

Usando a proposicao acima juntamente com o corolario 3.2, podemos concluir que
existe V* € [V°, V| tal que TV* = V*,

Afirmamos que vj : X — R ¢ a funcao de utilidade recursiva que estamos procurando,
onde V* = (v} )sen.

De fato, pelo corolario acima sabemos que

lim [T70)¢(z) = v; (x),

n—o0
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e temos que:

(1) [T0)(x) = [T(T"10)](x) = W (e, (T"710)141 (@) = W (e, W (241, (T"720)112(2))) =

=W (2e, W (41, - - ., W(Tt4n,0) .. .)) .
(i) (770} (S2) = [T"0)ess (0).

Logo )
v 1 (2) = lim [T70]¢4q () @) lim [T"0);(Sz) = v/ (Sz).

n—oo n—oo

Assim nés temos que
vo(x) = [TV ]o(x) = W(xo, vi(x)) = W(xo, v5(s)).

Desta forma fica demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Dado um Agregador de Thompson W, entao existe uma func¢ao de utilidade
recursiva u* : X — R a qual € continua em X para a norma do sup. Mais ainda, esta

funcao € iunica entre todas as funcgoes continuas que sao limitadas para todo intervalo
ordenado de IC.

4.2 Preferéncias Recursivas para Agregadores de
Blackwell

Agora continuaremos com as notacoes da secao 4.1 e consideraremos novamente um
modelo onde o agente econémico escolhe seu fluxo de consumo no espago (R, ) através
de uma fungao de utilidade recursiva obtida através de um agregador W : X xY — Y,
onde X =R, eY C [—00,+00) tal que 0 € Y.

A existéncia de tal fungao de utilidade dependera das propriedades do agregador W.
No decorrer desta secao assumiremos que W é um agregador de Blackwell cuja definicao

é a seguinte:

Definicao 4.10. Seja W : X xY — Y onde X =R, e Y C [00,+00) onde 0 € Y.

Dizemos que W € um agregador de Blackwell se sao satisfeitas as sequintes condigoes:

(W1) W € continua e nao-decrescente em X X Y';

(W5) W € Lipschitziana na sequnda varidvel, ou seja, existe 6 € (0,1) tal que
W(z,y) —W(x, )| <dly—y|VeeXeVyy ecY.

O objetivo agora sera encontrar um subespaco X € [*°(R, ) estavel em relagdo a S
(operador shift) tal que W admite uma funcao de utilidade recursiva de X em R. Tomar
[*(R4) como o espaco dos fluxos de consumo é feito em muitos modelos intertemporais.

Isto se da devido a vantagem de [*°(R, ) em relagdo a outros espagos (por exemplo (P(R.)
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1 < p < 00) pois nao impoe restri¢oes severas no tipo de dinamica a ser considerada. Ver
capitulo 15 em [10] para uma discussao sobre o tema.

A escolha de [*(R,) como espago dos fluxos de consumo também traz algumas com-
plicacoes em relagao & escolha adequada da topologia sobre o espago. Podem ser consi-
deradas varias topologias em [*°(R,). Temos a topologia induzida da norma do sup, a
topologia produto, a topologia fraca induzida pelo dual o(I*°(R, ), }(R,)). No que segue
mostraremos como o Teorema 3.1 pode ser aplicado para provar a existéncia da funcao
de utilidade recursiva para um agregador de Blackwell, definida em um subconjunto de

[*(R) dotado de alguma topologia especifica.

4.2.1 Agregador Ilimitado Inferiormente

Nesta subsecao permitiremos que o agregador seja ilimitado inferiormente. Mais pre-
cisamente, segue a estrutura
W:XxY—Y

tal que W é agregador de Blackwell com Y = [—o00,4+00) e W(z,b) e RV beR ez #0.

Definicao 4.11. Seja A o conjunto de todas as sequéncias a = (a;)ien onde a € IF(R)
tais que a série

S 61 (a,,0)]

teN

é convergente, ou seja,

A= {a e I°(Ry) ;Y 8W(ay,0)] < oo} .

teN
Definicao 4.12. Seja K a sequinte familia
K={K; K=[a,bl] ondea € A eb>|al|}-
Definicao 4.13. Seja X = |J K.

Kek

Definicao 4.14. Seja F' o conjunto de todas as funcgoes de X em R que sao limitadas e

continuas em relagao a topologia produto para cada K € IC. Ou seja,
F={U; U:X—R;3IMeR; [Ux)|<MVzeXeUecC}.

Definicao 4.15. Para cada K seja D = (dx)xex uma familia de semi-distancias definidas

da sequinte forma:

dx(U,V) =sup|U(z) = V(z)| =[[U = V|xk VUV € F.
zeK

Por fim podemos definir o operador T : ' — R* onde (TU)(z) = W (x,U(Sz)).
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E claro que se esse operador possuir um ponto-fixo ele serd exatamente a funcio de
utilidade recursiva procurada.

Usaremos o Teorema 3.1 para garantir que neste contexto o operador acima descrito,
de fato, possui um ponto-fixo. Mas antes precisaremos provar alguns fatos a fim de que

as hipoteses do Teorema 3.1 sejam satisfeitas.
Proposigao 4.5. O espago F' € sequencialmente completo em relagio a D = (dx)kek-

Demonstragao. Seja (Uy)nen sequéncia o-Cauchy em F. Logo, dado K € K entao,
Ve >0 dng € N tal que YV m,n > ng temos dg(U,,,U,) < €.

Mas
dK(Um; Un) = sup |Um(‘r> - Un($)|

zeK

Segue que V x € K = (U, (x))nen é Cauchy em R. Mas R é espaco de Banach, logo

existe uX € R tal que

lim U,(z) = u* ou lim |U,(z) —u®|=0.
n—00 n—00

Pela unicidade do limite é possivel definir sem ambiguidade a seguinte fungao:

U : K — R tal que U%(z) = u’.

x

Por outro lado, é possivel ver de maneira trivial que se K C K’ entao UX(x) =
UX' (z) Vo € K.

Logo podemos definir de maneira mais geral a funcao
U:X—R

onde U(z) = U¥(z) para qualquer K € K tal que z € K.
Afirmamos que U, -~ U e que U € F.
Com efeito, provaremos primeiro a o-convergéncia.
Dado K € K note que V € > 0 4 ng € N tal que

Vm,n >nyg = sup|U,(x) — Uy,(z)| < <
zcK 2

Logo,

lim sup |U,(x) — Up(x)]| <

m—0o0 zeK

[NSN e W No N e

= sup |U,(z) — lim U, (z)| <

zcK m—0o0

pois tanto o sup como |.| sdo fungoes continuas donde temos

sup [Uy(z) = U(z)| <

€
zeK 2
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isto é,
Vn>ny = dg(Uy,U) <e
e portanto Uy — U.
Por fim, resta mostrar que U € F, ou seja, U é continua (topologia produto) e limitada.
Seja x € X e tome K = [al,bl] onde a < infx; e b > supzy, e &, —> = (convergéncia

na topologia produto). Devemos mostrar que U(x,) — U(z) (convergéncia na norma
em R). De fato, note que

U(zn) = Uz)| < |U(2n) = Un(2n)| + [Un(2n) = Un(2)] + [Un(2) = U(2)]
< dg(U, Up) + [Un(2n) — Un(2)| + dx (U, U).

Observe que como x,, — z existe ng € N tal que V n > ng entao z, € K.

Dado que U,, —2+ U temos que 3 mq € N tal que ¥ m > ng entio dg (U, U) < €/3, e
dado que U,, € 'V m € N, logo U,, é continua, isto é, lim |U,,(z,) — Uy (z)| = 0.

Assim, tomando m; fixo tal que mq; > myq, e

Iny € Ntal que Vn>ny = |Up, (7,) — Un, (2)] < €/3.
Assim,
dg (U, Upy) + U, () — Uy ()| + dx (U, Upn,) < €/3+€/3 +€/3,
ou seja,

Vn>n, = |U(x,)—U)|<e

Portanto, U é continua.
De maneira semelhante é possivel demonstrar que U é limitada. Fica assim provado

que I' é sequencialmente completo. [ |

Observe ainda que T'(F) C F, pois W,m, S,U sao fungbes continuas e (TU)(z) =
W(rz,U(Sx)).
Seja r : K — K tal que r(K) = S(K). Entao temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.6. Considerando o contexto acima definido, T : F' — F' é uma contra¢ao
local em relagao a (D,r).
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Demonstragao. De fato, seja K € IC, e dados U,V € F, entao V x € K temos
(TU)(x) = (TV)(x)| = [W (72, U(Sz)) = W(rz, V(Sz))|
<6|U(Sx) — V(Sx)|
< sup |U(S) = V(Sa)|
zeK
5 swp |U(@) - V(@)
zeS(K)
= dd,x)(U,V)
= [(TU)(z) — (TV)(z)| < 0drx)(U,V) Vo ek
Logo
suﬂ];(z (TU)(x) = (TV)(2)| < édpxy(U, V),
[AS
ou seja,
dx(TU,TV) < édyiy(U, V) VU,V € Fe VK e K.
|

Considerando os resultados acima demonstrados bem como o Teorema 3.1 provamos

a seguinte proposicao.

Proposicao 4.7. FExiste uma funcao de utilidade recursiva U : X — R limitada e

continua para a topologia produto em todo intervalo ordenado K € IC. Mais ainda, U € o

unico ponto-fizo de T no conjunto de todas as fungoes V : X — R continuas e limitadas

para a topologia produto em todo intervalo ordenado K € K satisfazendo:

(1)
VK e K = tlim §'sup |V (S'z)| = 0.

—00 zcK

Demonstragao. Observe que V ¢t > 1 temos que dado K € IC

1700 = IW ()l = sup W (e 0)] = sup W ("), 0)] = sup W (a1 0)
S

zert( zeK

= || 70,1k = Su%i |W (z,0)].
xE

Assim temos

> STl ey = Y 6" sup [W (., 0)].
=0 —g €K

Como z € K, segue da definicao que a série ) §*||T0]|,+x) é convergente.
=0

Assim, aplicando o corolario 3.1 podemos concluir que existe um ponto-fixo U do

operador T' o qual é tnico em A, onde A = O(0) (fecho da orbita do operador nulo 0).

Agora, fixemos uma funcao V : X — R continua para a topologia produto em todo

o intervalo ordenado K € K satisfazendo (1). Devemos mostrar que VK € K —

lim dy (T"V,U) = 0.
t—o00
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De acordo com o Teorema 3.1 é suficiente mostrar que
VKe K = thm 5tdrz(]K)(‘/, A) =0,
—00

onde
drt(K)(V, A) = T}rel,fél drt(K) (Vv, U)

Note que 0 € A, logo
th(]K)(VY, A) < th(K)(‘/, 0)?

mas

dri)(V,0) = |V || 1(x)-

Segue que

8'dyeiy(V,0) = 8|V |,e ) = 0" sup |V (z)| = &' sup [V (S'z)|.

zert(K) zeK

e por (1) podemos concluir que

tllm 8'dye ) (V, A) < lim &' sup |V (S*z)| = 0.

t—o00 zeK



CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi estudado um importante teorema sobre pontos-fixos para contra-
coes locais associadas a uma familia de semi-distancias nao-enumeravel bem como sua
aplicabilidade na resolu¢ao de problemas em economia dinamica. O objeto principal de
estudo foi o recente artigo de Martins da Rocha e Vailakis [4]. Cabe ressaltar que este
artigo é sobre teoria econdmica, e portanto, através de modelos matematicos tem como
principal objetivo o desenvolvimento tedrico da ciéncia econémica. Assim sendo, em ge-
ral, artigos desta natureza nao costumam trazer explicacoes muito profundas sobre as
interpretagoes economicas de seus resultados ou suas aplicagoes. O artigo [4] segue essa
tendéncia. Isto justifica a auséncia no presente trabalho de interpretacoes mais profundas
sobre o sentido econdémico das aplicagoes apresentadas no capitulo 4, pois as mesmas nao
sao encontradas no artigo objeto de estudo. No entanto, conforme foi dito no capitulo
introdutoério, a énfase maior deste trabalho foi dada ao aspecto matematico do artigo.
Dessa forma, foram utilizados os dois primeiros capitulos para apresentacao de nocoes e
conceitos necessarios ao bom entendimento do contetido do mesmo.

O teorema encontrado em [4] é enunciado e demonstrado em detalhes no capitulo 3, no
qual também é exposto um paralelo entre este resultado e teoremas anteriores sobre o
assunto presentes na literatura. Ainda é destacado neste capitulo que importantes di-
ferenciais deste resultado em relagdo aos anteriores sao a nao restricao da cardinalidade
da familia de semi-distancias bem como a nao imposicao que a familia de coeficientes
relativos & contragao seja uniformemente inferior a unidade.

No capitulo 4 sao apresentadas as aplicagoes do teorema, quais sejam, sua utilizacao para
garantir a existéncia e unicidade de fungoes de utilidade recursiva em diferentes contextos.
Note-se que para os agregadores de Thompson nao existe a exigéncia de que os coefici-
entes associados a contracao local sejam uniformemente inferiores & unidade e para os

agregadores de Blackwell a familia de semi-distancias nao é enumerével.
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