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RESUMO:

Este trabalho versa sobre o emprego da equagio de Fokker-Planck (EFP) na
descri¢do da difusdo através de canais idnicos presentes na estrutura celular. Os canais
possuem grande importancia para o funcionamento celular por promoverem o equilibrio
quimico entre o meio interno e externo da célula. Este controle do equilibrio quimico ¢
diretamente relacionado a sua capacidade de abertura e fechamento (gating) e
seletividade. Inicialmente fazemos uma breve apresentacdo da equacdo de Fokker-
Planck mostrando sua relagdo com a equagio de Langevin e os métodos de solucgdo para
diferentes modelos. Dentre os modelos mencionados focamos a adog¢do de diferentes
dependéncias temporais no termo referente ao drift ¢ no coeficiente de difusdo. Para
estes casos as solugdes foram obtidas por meio de um ansatz. Em seguida, buscamos
associar estes modelos matematicos de EFP com a difusio através de canais idnicos,
mas desconsiderando o gating. Esta associagdo ¢ feita através da descricdo da mudanga
de potencial na membrana plasmatica quando ions fluem entre o meio interno ¢ externo
da célula. Outro aspecto abordado em um dos modelos foi descrever a difusdo quando
ha o fechamento do canal com o tempo. O resultado obtido para este exemplo foi
comparado a dados da literatura. Por fim, apresentamos uma breve discussdo sobre a

equacdo de Fokker-Planck em um sistema de coordenadas cilindricas.

Palavras-chave: Fisica Estatistica, Processos Estocasticos, Equagdo de Fokker-Planck, Canal
Iobnico.
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ABSTRACT:

This work focus on the use of the Fokker-Planck equation (FPE) to describe the
diffusion through ionic channels located in the cell membrane. The channels are
responsible by the control of the ionic chemical equilibrium between the internal and
external cell environment. The regulation of the chemical equilibrium is related to its
capacity of opening and closing (gating) and its selectivity. Initially, we brief by present
of the Fokker-Planck equation, where we show its relation with the Langevin equation
and the methods of solution to different models. Among the models mentioned, we focus
on adoption of different temporal dependence in the drift term and diffusion coefficient.
The solutions for these cases are obtained by an ansatz that satisfies the boundary
conditions of the models. We associate these mathematic models of FPE with diffusion
through ionic channels without consider the gating process. This association is done
describing the change of the membrane potential when there is diffusion of ions between
the inside and outside of the cell. Another aspect described by one of the models is the
diffusion when there is the closing of the channel with the time. The result obtained for
this case is compared with results from the literature. Finally, we present a brief

discussion of the Fokker-Planck equation in a cylindrical coordinate system.

Keywords: Statistical Physics, Stochastic Process, Fokker-Planck Equation, lonic Channel
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1. Introducao

A equagdo de Fokker-Planck (EFP) é uma ferramenta matematica muito
utilizada para descrever processos estocasticos nas mais diversas areas [1 — 4]. Sua
primeira associagdo esta relacionada ao estudo do movimento Browniano. Em meados
do século XIX o escocés Robert Brown fez uma série de observagdes relacionadas ao
comportamento de pequenas particulas imersas em um fluido. Estas particulas
apresentavam um movimento randémico que, posteriormente, foi descrito por Albert
Einstein [5].

O movimento Browniano ocorre devido ao choque de determinada particula com
outras vizinhas e a interagdo com um sistema externo. Em geral, processos difusivos
podem ser tratados via formalismo de Fokker-Planck. Esta equacdo ¢é obtida da equagéo
de Langevin e fornece a distribuicdo de probabilidade de encontrar determinada
particula em um estado x para certo instante 7 [1, 6 - 7].

A representagdo comum da equacdo de Fokker-Planck ¢ dada por:

OP(x,t)
ot

&’ P(x,1)

ox?

—%[f(x)P(x,t)]JrQ (1.1)

sendo P(x,?) a distribuicdo de probabilidade, QO o coeficiente de difusdo e f{x) a forca
externa que age no sistema.

Dentre os varios casos de emprego da EFP vale ressaltar o estudo do transporte
de ions através de membranas [8 — 9] por meio de canais. O fluxo idnico resulta de um
gradiente de concentracdo e uma diferenga de potencial elétrico entre os meios interno e
externo da célula [10].

Canais i0nicos sdo extremamente importantes para controlar o equilibrio
quimico no interior das células através da sua caracteristica de abertura e fechamento.
Ha varias doengas relacionadas a problemas no fluxo de corrente devido a disfunc¢@o ou
anomalia nos canais i6nicos [11 - 12], por exemplo, algumas formas de diabete miellitus
provocadas pela deficiéncia na regulacdo do fluxo de ions ou a morte celular pela
abertura de grandes poros néo seletivos causados por problemas genéticos da célula.

Embora muito se saiba sobre a estrutura de canais idnicos ainda ha muita

dificuldade na obtencdo de expressdes matematicas capazes de estimar a quantidade de

1



Capitulo 1 — Introducdo

particulas que entram ou saem de uma estrutura celular quando se tem diferentes
concentracdes dentro e fora da célula.

As abordagens adotadas para o estudo de difus@o envolvendo canais idnicos sio
variadas, por exemplo, tem-se empregado modelos de simulacdo computacional via
método de Monte Carlo [13 - 14], modelos cinéticos ¢ a equagdo de Fokker-Planck [9].
Estes métodos se limitam a casos especificos de interagio ou desconsideram a
caracteristica seletiva e a dindmica de abertura ¢ fechamento do canal (gating) [15 - 16].

Uma abordagem interessante foi proposta por J. Piasecki (vide ref. [9]) que
representa o funcionamento dos canais idnicos em diferentes casos. Ele utiliza uma
distribuicdo de estado estacionario, isto é, sem dependéncia temporal para descrever a
interacdo das moléculas com as particulas do meio e suas mobilidades através do canal
ionico. Esta distribui¢do estaciondria ¢ obtida através da solugdo da equacdo de Fokker-
Planck (1.1) desconsiderando a componente temporal de P(x,f). Assim, esse tratamento
se limita apenas ao caso estacionario, em que ha um fluxo constante.

O foco principal deste trabalho € apresentar um modelo capaz de representar o
processo difusivo através de canais idnicos usando a equacdo de Fokker-Planck. Nesse
sentido, consideramos a EFP para diferentes tipos de for¢a e condi¢cdes de contorno.
For¢as que apresentem dependéncia temporal e/ou um comportamento oscilatorio
podem apresentar uma boa descri¢do dos canais i6nicos considerando “gating” e a
seletividade. Através da fungdo P(x,?) € possivel calcular caracteristicas como o fluxo de
particulas e a taxa de difusdo que auxiliem na compreensio e descri¢do do processo de

difusdo.

1.1. CANAL IONICO

r

O fluxo de ions entre o interior e exterior das células ¢ mediado por micro
estruturas protéicas denominadas canais i6nicos que atravessam a membrana celular
[10, 16]. Estes poros que promovem a troca de ions sdo extremamente importantes para
controlar o equilibrio quimico no interior das células, além de ser alvo da acdo de
muitas drogas ou toxinas.

Além das doengas citadas anteriormente outra relevancia destas estruturas ¢é
relacionada no contexto neurologico. Os canais sdo a base para geragdo e transmissio de
sinais elétricos entre células nervosas. Fatores fisiologicos como falta de horménios ou

2



Capitulo 1 — Introducdo

neurotransmissores afetam o fluxo de ions e sdo responsaveis por diversas doengas
como Alzheimer e problemas locomotores.

Do ponto de vista estrutural os canais sdo formagdes complexas que podem ser
estaticas ou apresentar certa dindmica de abertura e fechamento dada a acdo de
estimulos mecanicos (ligagdo de proteinas em sitios especificos) ou elétricos [16]. Além
destas caracteristicas, a formag@o protéica pode ser seletiva a determinado tipo de ion
[4].

Células excitaveis sdo um bom exemplo da riqueza estrutural dos canais [16].
Elas sdo cercadas por uma membrana seletiva a ions potassio (K'), mas quando recebem
um estimulo apropriado abrem outros tipos de poros que permitem a entrada de ions
diferentes.

O fluxo através dos canais é favorecido por um gradiente de concentracdo e uma
diferenca de potencial elétrico entre os meios interno e externo da célula [17]. Esta
diferen¢a de potencial é conhecida como potencial de membrana. Em células nervosas,
flutuacdes neste potencial estdo relacionadas a sinapse que ocorre em células nervosas
[18].

Varios modelos tedricos tém sido sugeridos para estudar as caracteristicas e
propriedades dos canais [19 - 23]. Destes modelos, a maioria consiste em descrever a

dindmica de difusdo nas células por meio da equagéo de Langevin [6],

d.
=T ()+5(0) (11D

onde flx) é a forca externa agindo no sistema e ¢(f) ¢ a variavel estocastica que
representa o choque ou interagdo entre as particulas. Através da equacdo de Langevin
podemos definir a equagdo estocastica de Fokker-Planck [6 - 7] que fornece a
distribuicdo de probabilidade de uma particula estar em determinado estado x em certo
instante 7.

Na seqiiéncia, capitulo 2, ¢ mostrada a deriva¢do da equagdo de Fokker-Planck
através da equacdo de Langevin, e apresentado alguns métodos de solug¢do da EFP. No
capitulo 3 fazemos uma descricdo mais aprofundada sobre os canais i0nicos e
apresentamos a solucdo da equacdo de Fokker-Planck para diferentes modelos. Ao final
do capitulo comparamos um dos resultados obtidos analiticamente referentes a corrente
ionica com dados experimentais da literatura.

O capitulo 4 mostra uma extensdo da solu¢do unidimensional da EFP para o

sistema tridimensional cilindrico. No capitulo 5 apresentamos as conclusdes referentes
3
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aos resultados obtidos neste trabalho. Por fim, no apéndice ¢ apresentado um exemplo
de solu¢do da equagdo de Fokker-Planck para um modelo de difusdo entre dois planos

carregados.



2. Equacao de Fokker-Planck

A equacdo de Fokker-Planck (EFP) possui varias aplica¢des na literatura para
descrever processos de difusdo quando ha ou ndo a presenca de uma “drive force” (forga
externa) atuando [1]. A representagdo usual dessa equagdo é dada por

OP(x,t)
ot

& P(x,1)

ox?

—i[ F)P(x,0]+0 (2.1)
Ox

sendo ¢ a variavel temporal, x a variavel caracteristica do sistema (pode ser identificada
com a velocidade, como no caso das referéncias [1 e 24]), a fungdo f{x) ¢ uma “drive
force” que age no meio, embora essa definigdo sé seja apropriado quando x representa a
velocidade, @ corresponde a constante de difusdo e P(x,f) a distribuicio de
probabilidades.

Esta distribuicdo P(x,f) permite obter varias informagdes relevantes sobre o
sistema, por exemplo, o fluxo de particulas [1, 25 - 26], a entropia e a energia livre [8,
27]. Entretanto, em geral, ¢ dificil obter a solugdo da Fokker-Planck (1) e esta solucdo
depende da forca externa adotada para descrever o sistema.

Dependendo da expressdo de fix) utilizada para caracterizar as interacdes
externas atuando no sistema, a EFP s6 pode ser resolvida quando o sistema se encontra
em um regime estaciondrio. Neste caso, o sistema se encontra estavel e a distribuicdo de
probabilidade independe do tempo.

Na literatura ha diferentes métodos propostos para determinar ¢ analisar a
solu¢do da equacdo de Fokker-Planck como métodos numéricos baseados em diferencas
finitas [28] ¢ o mapeamento da equacdo de Fokker-Planck em uma equagdo tipo
Schroedinger [29 - 30]. Embora as solu¢des obtidas via associagdo com equagdo de
Schroedinger sejam analiticas elas sdo dadas por meio de uma representagdo em série de
func¢des. Como a série em geral ¢ dada por infinitos termos torna-se necessario truncar
essse numero de componentes o que influéncia a acuracidade do resultado obtido.

Outra limitag@o existente nos métodos de solugdo analitica é observada quando
ha depéndencia temporal na forca, obrigando em muitos casos a obtengdo de solucdes
numéricas. Dados obtidos numericamente apresentam erros que podem influenciar os

resultados de acordo com a rotina computacional empregada. Ha4 modelos de EFP que

5
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admitem uma solugdo particular dada por meio ansatz. Estas solugdes, embora sejam
particulares, tem a vantagem de serem exatas.

Nos ultimos anos houve um aumento no estudo de processos estocasticos que
apresentam um comportamento nfo-linear [31]. Nestes processos as flutuagdes ocorrem
de forma desproporcional ao tempo, isto €, a interacdo entre as particulas muda a cada
instante. Um exemplo deste fendmeno s@o processos de cinética de reagéo [3 - 32], onde
ha mudanca com o tempo na interagdo das particulas e uma instabilidade no sistema.

Nesses casos, a equagdo de Fokker-Planck (2.1) precisa ser redefinida de acordo
com as caracteristicas do sistema. Exemplos destes casos sugeridos na literatura usam
potenciais dependentes do tempo ou adotam um coeficiente de difusdo dependente do
tempo e/ou espago [31, 33 - 35].

Outros exemplos do uso de potenciais com dependéncia temporal sdo modelos
de processo sinaptico [36 - 37] ou ressonancia estocastica [34]. Estes casos caracterizam
um sistema ndo-linear de difusdo e a solugdo da equagdo de Fokker-Planck tem sido
obtida por métodos aproximativos.

A seguir apresentaremos a deducdo da equagio de Fokker-Planck através do
formalismo de fungdes caracteristicas e utilizando a equacdo de Langevin (1). Na secdo
2.2 discutimos algumas grandezas que podem ser retiradas da solugdo da equagido de
Fokker-Planck. Nas demais se¢des, 2.3 a 2.5, focamos a discussdo nos métodos de

solucdo da EFP utilizados neste trabalho.

2.1. OBTENCAO DA EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

Para obtermos a equagdo de Fokker-Planck (2.1), vamos seguir o formalismo
descrito em [7]. Consideremos uma fun¢fo caracteristica g,(k) da distribuicdo de
probabilidade P,(x,) da variavel discretizada x,. Esta fun¢do g,(k) ¢ dada pela
transformada de Fourier

g, (k)= Ie"”‘”Pn (x,)dx =< & >, 2.1.1)
¢ para um ponto # + 1 a fungfo caracteristica sera
g, (k)y=<e" >, (2.1.2)

Utilizando a equag¢do de Langevin,
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dx
o= 1@ +s(0) (2.1.3)

e fazendo uma discretizagdo usando pequenos intervalos de tempo 7, a posi¢do no
instante sendo dado por ¢ = nt é dada por x,, sendo » o numero de estados discretos. A
equacdo de Langevin (2.1.3) na forma discretizada é

Xy =X, =T/ (3,) 75, (2.1.4)
Através da equagdo (2.1.4) podemos reescrever a variavel x,.; de (2.1.2), de forma que

a func¢fo caracteristica fique como

g (k)= < eik(xmf(xn)+r§n)> _ < ST (5) > < s > ‘ 2.1.5)

Expandindo os termos de g,+;(k) em série de Taylor, equagdo (2.1.5) e tomando

apenas os termos até primeira ordem a primeira média ¢ escrita como:
<eik(x””f <xn>>> =(e™ (1+ike f(x,))) = (™) +ike ( f(x,)e™ ), (2.1.6)

enquanto a segunda média por sua vez fornece
<e”"g">:1+ikr<gn>—%k212 <gj> (2.1.7)

Na equagdo de Langevin ¢, ¢ uma variavel estocastica, que possui as

propriedades,

(6)=0 e ()=

sendo I' uma constante. Aplicando estas propriedades em (2.1.7) e usando (2.1.6),

gn+1(k) pode ser expresso da seguinte maneira:

g, . (=g (k)+1 (ik (7 (x,)e™ ) —%kz (e" >j (2.1.8)
Os termos entre parénteses em (2.1.8) podem ser escritos, respectivamente
como,
ik (f(x,)e"" ) = <f(xn)ie’“” > e —k(M)= < d”_ . > 2.1.9)
dxn dxn
Utilizando a definigdo (2.1.1), estas médias assumem a forma:
d e d
<f(xn)d—xne’“ﬂ>=—J e g @), (2.1.10)
e
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d o d
<dxze’kx">:—je’b‘" dszn(xn)dxn. (2.1.11)

n

Substituindo as expressdes (2.1.10) e (2.1.11) na equagio (2.1.8), obtemos:

2

dx

n n

g%l(k):gn(k)ﬂ(_jew”%(f(xnm(xn))dxﬁgje’”" a R,(xn)dxn} 2.1.12)

ou ainda:

ik, [ ik, _ _ ikxni
[&5 P, (x,)dx, = [ € P,(x,)db, { [e o SEIR ), +

(2.1.13)

iy
+Eje“" dx,

dZ
> P (x,)dx, |.
Uma vez que as integrais sdo as mesmas, os integrandos devem ser iguais. Desta
forma, as integrais em (2.1.13) levam a
rd

2 dx,’

B (x,)=P,(x,)= T[—%(f(xn)Pn(xn)ﬁ f;(xn)j. (2.1.14)

Finalmente dividindo ambos os lados por T ¢ tomando o limite de T — zero, temos

2

8 ro
(f(x)Pn(X,t))+E¥Pn(x,t) (2.1.15)

—P(x,t)=
o (%)

0
ox
A equagdo acima ¢ conhecida como equagdo de Fokker-Planck e fornece a
evolucdo temporal da distribuicio de probabilidade P(x,7). A constante [/2 ¢ o
coeficiente de difusdo do meio ¢ pode ser determinada pela relagdo de Einstein-

Smoluchowski:

£ = Q = kBT

2 my
sendo kp a constante de Boltzmann, 7 a temperatura, m a massa da particula e y a
constante de viscosidade do meio. Se quisermos considerar mais de uma coordenada

espacial, a EFP passa a ser representada como,
0
aP(r, ==V -(P(r,t)f(r)) +OV’P(r,1) (2.1.16)

No apéndice A apresentamos a equacdo de Langevin ¢ a equagdo de Fokker-
Planck quando consideramos modelos em que a difusdo ¢ ndo uniforme devido a
presenga de ruidos correlacionados no sistema. Exemplos de difusdo nido uniforme

envolvem ressonancia estocastica [38], movimento Browniano [39] entre outros.
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2.2. DINAMICA
Outra maneira de escrevermos a equagdo de Fokker-Planck (2.1) ¢ através de
uma equagdo de continuidade como se segue [1]:
0 0
—P(x,t) =——j(x,t
Py (x,1) o J(x,1)

(2.2.1)
sendo j(x,7) € a corrente de probabilidade dada por

3 _ 9
EP(X’ H=—f(x)P(x,t)+Q . P(x,1).

(2.2.2)
Através da distribuicdo P(x,7) podemos calcular a taxa de difusdo (») e o tempo de

passagem (7) através de uma barreira. Para ilustrar os calculos vamos considerar o
potencial metaestavel, como mostrado na figura (2.1).

wx) &

Figura 2.1: Representacdo de um potencial metaestavel.

Analisando a figura 2.1 observa-se um pico mMaximo em X, ¢ um ponto de

minimo local na regido [ (x;;). Os pontos x; e x, referem-se a regido / ao redor do

minimo x,,;; ¢ 4 refere-se a um ponto na segunda regifo, regido I/, apos a barreira. O
escape de particulas através da barreira pode ser calculado da relagéo [3],

- Lt) 223
Pop(t) 223
onde S(¢) é a corrente de probabilidade ou fluxo de particulas através de uma regido

particular e Pop(¢) representa a populacdo dentro da regido de minimo. Essas
quantidades sdo definidas, respectivamente, como [15 - 16]
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S Gemin )/ Q
Qe P(x,. 1)

Pop(t) = ¢’ o )/QP(xmin , t)j e’ e S(t)= y .
5 J- o0 (2.2.4)

xmu\

Quando a barreira ndo € estaciondria ao contrario do apresentado em [1],
calculamos S(7) através de uma densidade de corrente, Jj(x,7)/0x. Entdo, a expressdo

para S(¢) e Pop(?) é

A A X,
9i(x,1)
S(t) = J' J(x,0)dx = j Tolds e Pop(t)sz(x,t)dx. (2.2.5)

Utilizando as relagdes (2.2.5) podemos escrever uma relagdo geral capaz de
informar a taxa de difusdo que ocorre conforme o potencial muda com o tempo. Logo,

nés podemos reescrever a equagdo (2.2.5) como, S(7) = j(A4,) — j(Xmin,?) OU

S() = [f(A,nP(A,z) —Q[%P(m)ﬂ {f(xmm,r)Pumm,z) - Q(% P(x,nj 1 (2.2.6)

Os limites de integracdo de w(?), x; € x2, em (2.2.6) caracterizam a regido de minimo do
potencial. Substituindo (2.2.6) em (2.2.3), a taxa » € expressa como,
S()

r(t) =
(2.2.7)

J%P(x,t)dx

x
A definicdo literal (2.2.7) da taxa de transmissdo ou fluxo de ions através da
barreira permite obter a taxa de escape em diferentes momentos. Outra importante
quantidade para caracterizar o fluxo de particulas através da barreira é o tempo de
primeira passagem ou tempo de escape das particulas (&) [3]. Este tempo corresponde

ao inverso da taxa de escape, i.e.:
1
r(t)

Muitos processos estocasticos importantes tém como caracteristica a distribuigio

o(t) = (2.2.8)

de probabilidade de difusdo se anular em determinado ponto da coordenada x [20]. Para
sistemas com esta condi¢do de contorno absorvedora ha grande interesse no fluxo de

particulas no ponto que P(x,?) é nulo, isto ¢, P(x = a,f) =0,

(2.2.9)

J(0) = —Q(?P(x,t))
X

x=a

A relacdo (2.2.9) ¢ util, por exemplo, em modelos relacionados a reagdes de difusdo

controlada ou dindmica de neurdnios.

10
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Outra grandeza importante a ser observada ¢ a posicdo média (<x>) das

moléculas em cada instante que pode ser calculada da forma usual

(x) = j xP(x,1)dx. (2.2.10)

2.3. SOLUCAO ESTACIONARIA

A solucdo estacionaria da equagdo de Fokker-Planck ¢ obtida quando a
distribuicdo de probabilidade ndo mais se altera com o tempo, ou seja, ela independe da
variavel ¢ e, portanto, ndo permite o estudo da evolugdo temporal da distribuicdo de
probabilidade. Esta solugdo ¢é obtida diretamente da equagdo de continuidade da se¢éo
2.2, equagdo (2.2.1),

0

o .
= POen === j(x) 2.3.1)

Integrando ambos os lados de (2.3.1) dentro de um intervalo [a,b] obtemos que
a b
= JPande=ja.n-jb.n, (2.32)

Admitindo que a distribui¢do de probabilidade do lado esquerdo deve estar normalizada
para qualquer instante, isto é, a integral de P(x,?) para o intervalo [a,b] € igual a 1. Logo
o lado esquerdo da equacgdo (2.3.2) se anula e, portanto, o fluxo nos extremos deve ser
igual, j(a,f) =j(b,1).

Assim como assumimos que a distribuicdo de probabilidade no regime
estacionario independe do tempo, entdo, a corrente de probabilidade também ¢&
independente de ¢. Dada a condi¢do que j(a,7) = j(b,f) a corrente de probabilidade sera
também independente de x. Se a corrente ¢ nula nos extremos do intervalo, entdo j(x,7) é

nulo em todo o intervalo. Portanto, temos
d
f(x)P(x)—QgP(x) =0 (2.3.4)

A soluc¢do da equacdo (2.3.4) ¢ dada como

P(x)oc &4 (2.3.5)
lembrando que a integral de determinada for¢a f{x) pode ser relacionada a um potencial
w(x) e a equacdo (2.3.5) pode ser reescrita como

P(x) = Ae "™/ (2.3.6)

11
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sendo P(x) ¢ a solugdo da equagdo (2.3.4) independente do tempo e 4 é uma constante

determinada a partir da normalizagéo desta funcdo.

2.4. SOLUCAO TEMPORAL

Uma das formas mais utilizadas para obter a solucdo completa da equagdo de
Fokker-Planck (2.1), isto ¢, uma distribui¢do com dependéncia em x ¢ em ¢ é
reescrevendo a fungéo P(x,¢) como o produto de duas fungdes,

P(x,t) = P(x)T (). (2.4.1)

Utilizando esta relagdo, a EFP ¢ separada em duas expressdes,

1 d .
%ET@:% i)

Ty p (2.4.2)
% —E(f(X)P(x))‘FQyP(X) =4 i)

em que a constante 4; é a constante de separag¢do. A solug¢do da primeira equagdo do
sistema (2.4.2) é T(¢) o« ¢ "I ¢ a solugdo de (2.4.2ii) pode ser expressa por uma série de
fungdes [1].

Desta forma, a distribuicdo P(x,?) é escrita como a
P(x,0) =Y ap(x)e, (2.4.3)
1=0

sendo ¢/(x) as autofungdes. Para um tempo muito grande a solug¢do é representada
apenas pela primeira autofungéo (/ = 0) da série. Outra caracteristica é que o primeiro
autovalor da série ¢ nulo, assim para ¢t — oo a distribui¢do de probabilidade recupera a
solugdo estacionaria apresentada no item 2.3. O primeiro termo da série ¢ definido de

maneira geral por,

o, (x) e /. (2.4.4)

Dependendo da expressdo para flix), a equacdo do sistema (2.4.2ii) ndo tem
solugdo. Contudo, a equagdo de Fokker-Planck pode ser reescrita em uma equagio tipo

Schrédinger [1, 7, 31], dada como,
2 2
19 :_ﬁ{df(x)+f(x) }+Qd 4

: 245
o2 A 20 dx’® 245)

12
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tal que, as fungdes @/(x) da solugdo em série apresentada na equagio (2.4.3) passam a
ser definidas pela relacdo
¢ (x) =8,(x)3 (x). (2.4.6)

Esta manipulagdo da EFP facilita a sua solug¢do para diversos potenciais que ja
foram estudados através do formalismo quantico. Outro ganho com esta associagdo ¢
poder utilizar na equacdo de Fokker-Planck diversas ferramentas matematicas de
solugdo da equacdo de Schroedinger.

Os coeficientes «a; de (2.4.3) s3o obtidos através da propriedade de
ortogonalidade das fungdes ¢(x). Adotando como condi¢do inicial que no instante # = 0
a distribuigdo P(x,0) seja igual a 6(x), multiplicando ambos os lados da série (2.4.3) por
Fa(x)/Fo(x) e integrando em x, obtemos:

(0
50

(2.4.7)

No apéndice B apresentamos um exemplo de solugdo da EFP através da
associagdo com a equacdo de Schroedinger, equacdo (2.4.5), para um modelo de difusdo
entre dois planos infinitos carregados.

O potencial utilizado no apéndice B é obtido através da solucdo da equacdo de
Poisson-Boltzmann e a EFP associada ¢ semelhante a equagdo de Schroedinger para o
potencial de Poschl-Teller.

Outro exemplo de solucdo analitica aproximada da equa¢do de Fokker-Planck
esta no apéndice C. Neste apéndice apresentamos os resultados de um trabalho
envolvendo potenciais parcialmente confinantes. Este tipo de potencial € interessante
para o trabalho aqui apresentado, pois pode ser associado ao armadilhamento de
particulas dentro do canal. Este armadilhamento representa a seletividade que a

estrutura possui aos ions.

2.5. POTENCIAL DEPENDENTE DO TEMPO

Embora a associagdo da EFP com a equacdo de Schrodinger aumente as
possibilidades de tratar mais sistemas, ainda ha diversos tipos de modelos que ndo
permitem solugdes analiticas. Um exemplo dessa situagdo pode ser observado em
sistemas descritos através de uma dependéncia temporal no coeficiente de difusdo e/ou

na forca externa [31].
13
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Vamos assumir um modelo simples de dependéncia temporal na forga, mas que
¢ muito abordado na literatura para estudo da sinapse em neurdnios [36, 41]. Admite-se

que a forga externa esta relacionada a um potencial harménico (w(x,#)) dado como
k
W(x,t):Ex - U()x, (2.5.1)

onde k£ ¢ a constante clastica, a variavel x representa a posi¢do ¢ w(f) uma fungdo
temporal. A fungio f{(x,f) associada ao potencial da equagdo (2.5.1) ¢ dada por: fix,?) =—

ow(x,1)/0x, ou seja,

f(x,0)=—kx+ u(t) (2.5.2)
e substituindo a expressao (2.5.2) na EFP temos
EP(x, 1) = 9 [(kx — (1)) P(x, 1) |+ o (2) a—zP(x, 1) (2.5.3)
ot ox ox’

sendo o () o coeficiente de difusdo dependente do tempo.

As fungdes u(f) e o(f) podem ser escritas de diferentes formas, conforme o tipo
de sistema que se deseja estudar. A dependéncia temporal do coeficiente de difusdo
pode ser observada, por exemplo, em ambientes heterogéneos [42]. Nestes ambientes o
deslocamento das moléculas tende a diminuir com o tempo devido a variagdo de
viscosidade e permeabilidade do meio.

Para solucionarmos a expressdo (2.5.3) adotaremos um ansatz dado por,

y (x—¥(1))?
P(x,t) =———exp{——— 2},
D=5 P { 50 }

sendo 4 uma constante de normalizagdo, ¢(¢) e WY (¢) sdo duas fungdes a serem definidas.

(2.5.4)

O ansatz (2.5.4) ¢ baseado em uma distribui¢do gaussiana que satisfaz a equagio (2.5.3)
para um potencial harménico [1]. Esta distribuicdo de probabilidade também satisfaz as
condi¢des de contorno: P(x,7) é quadraticamente integravel e se anula nos extremos de
X.

Substituindo a distribui¢do de probabilidade (2.5.4) na equagdo de Fokker-
Planck (2.5.3) obtemos a seguinte expressdo

1 d¢(f)+(x—‘{’(f))2 dot)  2(x-¥(0) d¥(1) _
24(t) dt % dt #(1) dt

_ 2x-Y@),, 2] 2 4(x—-Y(1))’
= 50 (kx ,u(t))+k+0'(t){ ¢(t)+ ¢(t)2 }

A equagdo (2.5.5) pode ser separada em um sistema de trés equacdes como segue,

(2.5.5)
2(x-Y ()

14
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__1 d¢(f)_k+20'(t)2 o )
29(t) dt #(1)
1 de@r) , 20(1) )
200) dr g o 0 i) (2.5.6)
W) dg@) ) av() 200(0) + 4o’ (@) _ 0 i
P(1) dt dt A1)

Essas condigdes garantem que a equagdo (2.5.5) seja satisfeita, embora possa haver
solugdes mais gerais, pois as equacdes (2.5.6) sdo mais restritas que a equacio original
(2.5.5).

As relagdes (2.5.6i) e (2.5.6ii) sdo iguais, logo, apresentam a mesma solugdo
para a fun¢do ¢(f). Em (2.5.6iii) a derivada em relagdo a ¢(¢) pode ser substituida pela
relacdo (2.5.6i), assim temos que,

% = u(t) - k¥ (7) (2.5.7)

que nos fornece a fungéo V(7).
Assim, através de (2.5.4) € possivel transformar a equacdo de Fokker-Planck em
duas equagdes diferenciais ordinarias. Isto simplifica e facilita a obtengdo de solugdes
analiticas para este tipo de forca com diferentes coeficientes de difusdo e de fungdes
u(?). Este método de construgdo de solucdo se mostra eficiente quando admitimos que o
sistema possua apenas condi¢do de contorno refletora. Para modelos em que ha
condi¢do absorvedora [43] (por exemplo, em sinapse) este ansatz precisa ser adaptado.
Quando dizemos condig¢do absorvedora, significa que uma dada fung¢fo se anula
em certo ponto do espago independente do tempo. Desta forma, podemos escrever esta
condi¢do como P(x = a,f) = 0, sendo @ um ponto qualquer no espago onde a distribui¢do
de probabilidade deva se anular. Para atender modelos com condi¢do de contorno
absorvedora aplicamos o método de imagens [31] na distribui¢do de probabilidade
(2.5.4). Neste caso, P(x,?) ¢ dada pela diferenca de dois ansatz como segue,
Pty = —ex {_ (x—x, —\Pl(t))z}_ 4o {_ (+x, =¥,
P(1) $(1) P(1) P(1)

onde n é uma constante a ser definida, 4 ¢ a constante de normalizagdo, x, € um ponto

n} (2.5.8)

préximo a posig¢do onde P(x,7) € nulo e W1(¢) e W2(¢) sdo duas funcdes a serem definidas
que satisfazem o problema.

Quando substituimos este ansatz (2.5.8) na equacdo de Fokker-Planck obtemos
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L do() (=% =W, dp(t)  2x—%=¥,(1) d¥,(0) |

20() dt (1) dt o(f) dt
1 do(t) (x+x,-¥,0)) do(t) 2(x+x,—¥,(1) d¥,() _
20(1) dt o(t)? dr o(t) dr
(2.5.9)
_ 2(x—x, =¥, (1) (x— (1)) +1— 20(1) n 4o (t)(x —x, ;‘Pl(t))z 4
o(1) @(1) @(1)

_ 2
2(x+x, -, (1)) (x—u(t) —1+ 20(1) 4o(H)(x+x, : Y, (1)) '
(1) (1) (1)
Assim como foi feito anteriormente nesta sec¢do, a relacdo (2.5.9) pode ser separada em

um sistema de trés equagdes diferenciais ordinarias,

PO (e, ko, (1) - =0 i)
%—(kxo — RV, (1) - () =0 i) (2.5.10)
a9(t) Zg’ L4 2kg(1) - 40(1) = 0 i)

Através da solucdo das equacdes diferenciais do sistema (2.5.10) podemos
definir as fungdes @#(r), W1(¢) e Wa(f) que compde o ansatz. As equagdes no sistema
acima (2.5.10) podem ser solucionadas de varias maneiras. Um método sugerido aqui é
aplicar a transformada de Laplace (J) [46]. A transformada 3 da fun¢do W,(¢) é dada

como,
S{¥, (1)} = T‘Pl(t)e’”dt = F(s) 2.5.11)

sendo s uma constante. Aplicando o método de Laplace (2.5.11) na primeira equacdo do

sistema (2.5.10), temos

0

(zs+1DF(s)= —J x,e dt+ T,u(t)e’”dt. (2.5.12)

0
Para obter a expressdo de W;(7) através de (2.5.12) basta aplicar a transformada

: . ~ ] : :
inversa de Laplace ou inversdao de Mellin (37°) como € conhecido:

3! {Fl(s)}:% [ F(s)e"ds =, (). (2.5.13)

Utilizando esta relacdo, equacdo (2.5.13), em (2.5.12) representamos V¥ (7), solucdo da

equacdo diferencial (2.5.107), como
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177 e T st
Y= (rs+l){'([ —x, + u(0)]e dt}ds (2.5.14)

y—ion
Repetindo os passos descritos para chegarmos a representagéo integral de V' ;(7),

equacdo (2.5.14), nas equacdes (2.5.10ii) e (2.5.10iii), obtemos as seguintes expressdes:

1 y+io st L
\P()—2—mylw(s+k){“x0k+y(t)] a’t}ds (2.5.15)
€
17 e o
¢(t)=2m'y_jm( +2k){j 4o(t)e dt}ds (2.5.16)

As equacdes (2.5.14), (2.5.15) e (2.5.16) sdo solugdes generalizadas das
equacdes diferenciais do sistema (2.5.10). Estas func¢des ¢(¢), V1(¢) ¢ W2(¢) garantem que
o ansatz (2.5.8) é solugdo da EFP. Contudo, queremos que o ansatz também satisfaca as
condi¢des de contorno do sistema. Uma condi¢@o de contorno a ser usada requer que
para determinado ponto x = g, a distribui¢do de probabilidade se anule, P(x = a,f) = 0.

Para verificar se as fungdes (2.5.14), (2.5.15) e (2.5.16) garantem que a condi¢do
de contorno ¢ atendida nés consideramos o ansatz (2.5.8) no ponto onde a distribuicdo
de probabilidade ¢ nula, x = a. Portanto, assumindo esta condi¢do, a equacdo (2.5.8)

pode ser reescrita como

¢(3“2 exp{_ (@—x, -, (1)’ } __ A4 exp{_ (a+x, —¥,(0)° —n}. (2.5.17)

(1) #(0)" (1)
Cancelando a constante de normalizacdo 4 e¢ a funcdo @f) em ambos os lados da
igualdade temos,
_ _ 2 _ 2
exp {_ (a—x,—¥,() }zexp {_ (a+x,~ ¥, () _n}. 25.18)
9(1) $(1)

a relagdo (2.5.18) ¢ satisfeita se o argumento das exponenciais for o mesmo, logo,

(a=x =%, 0)° _(a+x-¥,(0)"
$(0) (1)

(2.5.19)

ou ainda,
—2a(2x, +¥,(t) =¥, (1)) +2x,(¥,(t) + ¥, () + ¥, ()" = ¥, ()" = ng(t) (2.5.20)
Vemos pela relacdo (2.5.20) obtida da condi¢do de contorno que a fungdo &(7)
deve ser dada como uma combinacdo das fungdes W1(7) ¢ W,(¢) de maneira que satisfaga

também a equacdo diferencial (2.5.10i77). Utilizando as expressoes (2.5.14) e (2.5.15), a
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relacdo que encontramos através da condi¢do de contorno (2.5.20) é reescrita como

segue:

y+ico st 0
n ! J- ¢ I do(t)e dt rds =
27i (s+2k)

y—iono 0
o (2.5.21)
—kt y+ico St
4e x,

€ T —st
- J G {‘(‘; u)e dt}ds.

y—i©

—dax,e™ +

Embora néo definimos a forma da dependéncia temporal em z(7) e o(f), através
da equacdo (2.5.21) vemos que a igualdade (2.5.20) nfo pode ser simplesmente
satisfeita pela expressdo de ¢(f) dada em (2.5.16). Logo, o ansatz (2.5.8) ndo satisfaz a
condi¢do de contorno e ndo pode ser usada como solucdo da equagdo de Fokker-Planck
neste caso.

Uma alternativa para adequar a expressao (2.5.8) de maneira a satisfazer a EFP ¢
reescrever a fungdo ¢(f) como

g =" (a(t)+p), (2.5.22)
com £ uma constante. Utilizando (2.5.22) podemos agora reescrever a equacio

(2.5.10iii) do sistema,

%+ka(z)+kﬁ—45(z)=0 = &(t)=e"o(1) (2.5.23)

Aplicando o método de transformada em (2.5.23) a fungio «(¢) é dada por

1 y+ioo st

=00 5o

y—i©

{T[45(z) —kﬁ]e”dt}ds (2.5.24)

Substituindo as relagdes (2.5.22) e (2.5.24), que definem a fungdo ¢(f), em (2.5.20)

obtemos que,

y+io st

1 e -
Mt net — 4o (t)—kBle " dt pds =
oot enet LT it

(2.5.25)

—kt y+io st ©
=—de ™ ax, + de %, j ¢ u()e'dt v ds
2w (s+k) |3

y—ioo
Para que a igualdade em (2.5.25) obtida através da condi¢do de contorno
(2.5.20) seja satisfeita algumas condi¢des devem ser atendidas:
i) n=4x,; ii) p=a;
’ . (2.5.26)
iii) u(t) =4o(t)e" —ka;
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Portanto, o ansatz (2.5.8) somente satisfaz a EFP para casos especificos (nas condi¢des
de contorno apropriadas) em que as condi¢des acima sdo atendidas. Em particular, a

condic¢do iii) permite ser reescrita como,

o(t)=(u@)+ ka)eTkl (2.5.27)

A mobilidade das particulas em um meio ¢ diretamente relacionada a interagao

entre elas e ao coeficiente de difusdo. Desta forma, a funcdo () adotada em f{x,7) afeta

também o coeficiente de difusdo do sistema. Esta relacdo ¢ mais explicita através de

(2.5.27), tal que, £(¢) pode ser qualquer fungo e permitindo assim, uma descri¢do mais
completa dos modelos, uma vez que admite.

No apéndice D ¢ descrito o processo matematico empregado partindo em

(2.5.20) para se obter a relacdo (2.5.25).
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3. Canal Ionico

Todas as células possuem uma diferenca de potencial entre seu meio interno e
externo. Esta diferenca de potencial ou potencial de membrana se deve as diferentes
concentragdes de fons nestes ambientes, por exemplo, ions K*, Na” e CI". A membrana
plasmatica funciona como um meio isolante que impede a passagem de corrente. Uma
das maneiras mais comuns de calcular o potencial de membrana ¢é via equagio de Nernst

[10, 17],

AE =£ln lal 3.1
qF" \[c]
onde 7T ¢ a temperatura, R ¢ a constante dos gases, g ¢ a valéncia dos ions e F' ¢ a
constante de Faraday. As concentracdes de ion no interior e exterior da célula sdo,
respectivamente, [c1] e [c2].

Pela equacdo (3.1) vemos a relacdo direta que ha entre o potencial ¢ a
concentragdo de ions. Quando ha uma diferenca muito grande entre estas concentragdes,
algumas estruturas protéicas que compdem a membrana celular alteram sua
conformagdo formando pequenos tubos. Estes tubos ou canais possuem um
comprimento que varia de 20A a 80A e raio da ordem de poucos angstroms [10].

Podemos citar varios exemplos da relevancia biologica que os canais i6nicos
possuem. Processos como secre¢do hormonal, contragdo muscular, transmissio de
informagdes no sistema nervoso ou a atuagdo de medicamentos anestésicos estdo
relacionados diretamente ao funcionamento dos canais [16].

Disfungbes ou anomalias nos canais i0nicos alteram o fluxo de corrente na
célula e resultam em doencas graves as pessoas [11]. Algumas formas de diabete
mellitus sdo provocadas pela deficiéncia na regulagdo do fluxo de ions ou, a morte
celular devido a abertura de grandes poros ndo seletivos na célula.

A figura 3.1 mostra um canal de potassio (K") fazendo a ligagio entre o meio
interno e externo da célula. No interior da célula ha uma alta concentra¢do de ions K
em comparagdo com o exterior. Quando ha a abertura do canal os ions potassio vdo para
o exterior da célula devido ao gradiente de concentragdo e comega a criar uma diferencga

de potencial: meio interno negativo ¢ externo positivo.
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Capitulo 3 — Canal Ionico

A forga gerada pela diferenga de potencial entre os meios a partir da difusdo dos
fons K' se opde ao fluxo de ions para o exterior. Assim, o potassio fica sujeito a agdo de
duas forgas opostas, uma for¢a resultante do gradiente de concentragdo que favorece sua
saida e outra que depende da diferenca de potencial. A difusdo do interior para o
exterior da célula vai continuar até haver um equilibrio entre estas duas. Uma vez que
este equilibrio € atingido o fluxo ndo possui uma direcdo fixa e ha entrada e saida de

, + e
ions K através do canal.

A)

o
0. % ® o

Figura 3.1: Modelo representativo de canal idnico: A) Canal permitindo a passagem de fons K~ do meio
interno para externo; B) Canal permite tanto a entrada quanto saida de K™ da célula. (fonte: Foundations
of Mathematical Neurocience, [44));

Na figura 3.1A o fluxo de ions indicado pela seta possui uma unica dire¢do, do
interior para o exterior da célula. Isto é provocado pelo excesso de fons positivos (K)
no interior que desequilibram o potencial interno da membrana. Para que haja a
regulacdo da quantidade de carga no meio intracelular, os canais apresentam duas
caracteristicas principais: “gating” e seletividade.

Em geral, a célula nd3o possui seus canais ativos ou abertos. Sua ativacdo pode
ocorrer devido a diferentes fatores como a diferenga de potencial entre os meios. Uma
diferenca de carga especifica propicia mudangas conformacionais de determinadas
proteinas da membrana e criam um poro que permite a passagem de ions. Quando o
equilibrio i6nico € restabelecido as proteinas assumem a conformag@o anterior e o canal
¢ fechado.

Na literatura, varios estudos ao longo dos anos identificaram a concentragéo
tipica de determinados ions no interior e exterior das células de diferentes animais.

Através desta informac@o e utilizando a equacgio de Nernst foi possivel definir um valor
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aproximado do potencial de membrana. A tabela abaixo mostra alguns valores de

concentragdo e potencial de membrana para diferentes animais.

Tabela 3.1: valores do potencial de membrana para diferentes células animais (Fonte: Foundations of

Mathematical Neurocience [44])

B Dentro | Fora Potencial de Equilibrio
Animal Ion .
(mM) | (mM) (equacdo de Nernst (4.1))
K 124 2.25 -101mV
Musculo de sapo _
Na 10.4 109 59mV
(T=20°C)
CIr 1.5 77.5 -99mV
K’ 400 20 -75mV
Squid Axon .
Na 50 440 55mV
(T=20°C)
ClI" | 40-150 | 560 -66 a -33mV
Mammalian K" 140 5 -89.4mV
Cell Na" 5-15 145 90mV a 61mV
(T=37°0C) Cr 4 110 -89mV

Quando a concentra¢do destes ions ¢ alterada ha a mudanca do potencial de
membrana que propicia uma mudanca conformacional em sitios especificos das
proteinas que formam o canal. Esta mudanga conformacional pode levar a abertura ou
fechamento de canais na membrana.

Outra forma de promover a abertura dos canais ¢é através de estimulos
mecanicos. Neste caso, ha ligagdo de substratos em sitios especificos da membrana que
promovem uma mudang¢a conformacional de proteinas especificas. Este segundo tipo de
processo ¢ mais comum em células nervosas responsaveis pela transmissdo de sinais
pelo corpo. Sinais elétricos em nervos, musculos € no coragdo dependem de mudangas
controladas no potencial de membrana, que, por sua vez, provém de mudangas na
permeabilidade aos ions K*, Na*e Ca?" da célula. Devido a este controle é necessario
que os canais possam selecionar os diferentes tipos de ions que o atravessam.

A seletividade ¢ outra caracteristica importante dos canais. Na figura 3.1 vemos
uma diferenga entre os dois canais esquematizados. Enquanto na figura 3.1A o fluxo de
ions ¢ apenas em uma Unica dire¢do, na figura 3.1B o fluxo ¢ bidirecional na célula.
Canais i0nicos s@o altamente seletivos a alguns ions, por exemplo, canais de Na sdo

muito permeaveis a Na* e menos a K*.
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Esta seletividade pode ocorrer de diferentes formas, por exemplo, raio ionico,
hidratagdo, raio do poro ou mesmo carga dos ions [16]. Em geral, os canais precisam ser
largos, para facilitar a condutividade. Porém, para a sobrevivéncia das células estas
estruturas tém de selecionar entre diferentes tipos de ions, muitas vezes de mesma
carga, 0 que requer pequeno raio.

Muitas vezes a seletividade ¢ dada por pequenas regides finas no canal, enquanto
o restante ¢ mais largo. Nestas regides mais finas ha ainda grupos carregados que
restringem a passagem de ions conforme a carga que possuem. Dada a importincia e
complexidade destas estruturas varios estudos sfo empregados para avaliar as
caracteristicas e propriedades dos canais. Cristalografia, técnica de raio-x e o método
patch clamp [19] sdo exemplos de técnicas experimentais empregadas no estudo dos
canais.

Modelos tedricos também sio sugeridos para descrever os canais [9, 22, 45]
fornecendo estimativas de grandezas fisicas como corrente idnica e a concentragdo de
ions na célula. Um destes modelos usa a equagdo de Langevin [6] para descrever a

dindmica de difusdo nas células

dx
E—f(x)'*‘G(f) (3.2)

onde f{x) ¢ a for¢a externa agindo no sistema e ¢(7) é a variavel estocastica que descreve
a interagdo entre as particulas. Através da equacdo de Langevin podemos definir a
equacdo estocastica de Fokker-Planck [1, 7], que fornece a distribuicdo de probabilidade
de uma particula estar em determinado estado x em certo instante 7.

Outro modelo bastante utilizado na literatura para descrever a difusdo via canais
ionicos foca na varia¢do do potencial de membrana. Neste caso, a membrana celular €

associada a um circuito elétrico como mostra a figura 3.2.

Lipid
bilayer

TN G L ]
888\ U B8EE T [ =er

Figura 3.2: Modelo representativo de canal ionico (esquerda) e circuito equivalente a membrana (direita)
(fonte: Foundations of Mathematical Neurocience [44])

Channel
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Através da associagdo mostrada na figura 3.2 ¢ possivel escrever um modelo

para neurdnios. Nesse caso, a equagdo de Langevin passa a ser escrita como,

z'w:—V(t)+R1(t) (3.3)
dt
e o segundo termo do lado direito de (3.3) ¢ dado por
RI(t) = p(t) + o (76 (1) (3.4)

sendo V(f) o potencial da membrana do neurdnio, 7 representa o tempo de decaimento
do potencial (7= RC), u(¢) é o “driff’, o(f) é a variancia do potencial ¢ g(f) ¢ um ruido
estocastico associado ao choque entre os ions e que tem como propriedades:

(c)=0 e (csth)=5¢-1. (3.5)
Utilizando a equa¢do de Langevin (3.3) e seguindo o desenvolvimento apresentado na
secdo 1 do capitulo 2, a equacdo de Fokker-Planck para este modelo € escrita como

) 0 0*
TEP(V,t) = 5[(V —u(N)PV,1)]+0o(t) -

A seguir, apresentaremos a solucdo para trés casos distintos de dependéncia

~P(V,1). (3.6)

temporal conforme o método de solugdo apresentado no capitulo para potenciais
dependentes do tempo. Na primeira se¢do consideramos um modelo em que a constante
de difusdo independe do tempo (0(f) — Q) dada condicdo de contorno refletora.

Na se¢do 3.2 consideramos um modelo cuja condi¢do de contorno ¢ absorvedora
como discutido na se¢do 2.5. A secdo 3.3 trata um potencial metaestavel com
dependéncia temporal, tal que, a barreira aumenta conforme o tempo cresce. Os
resultados deste ultimo modelo sdo comparados a valores de corrente medidos em
células nervosas de anfibios para avaliar a eficacia do modelo.

Por fim, na se¢do 3.4 consideramos o modelo sujeito a condi¢do absorvedora,
isto €, para determinado valor de x a distribui¢do de probabilidade se anula. A solucdo

neste caso segue a discussdo do capitulo 2, se¢éo 5.

3.1. POTENCIAL DEPENDENTE DO TEMPO E DIFUSAO
CONSTANTE

Nesta secdo apresentamos a solucdo da EFP (3.6) considerando que as fungdes

u(?) e o(f) sdo dados como
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ut)y=ve" o(t)=0 (3.1.1)

o(?) foi escolhido como uma constante Q por ser tipico da literatura e v, é uma

constante. Anteriormente interpretamos a variavel x da equacdo (3.2) como o potencial

de membrana V, equacdo (3.3). A principio, considera-se que x tem dimensdo de

comprimento antes de associarmos ao modelo de canal. Assim, assumindo x como
posigéo, a for¢a externa que atua no meio ¢ dada por,

f(xt)=hke—-ve". 3.1.2)

O potencial harménico associado a (3.1.2) €,
k ~
W(x,t):Ex -xve , (3.1.3)

sendo v, uma constante € k a constante elastica.
A figura 3.1.1 mostra o potencial (3.1.3) considerando v, = 5 e k = 0.5. Estes

valores vdo adotados apenas para exemplificar o comportamento do potencial

harmonico.
,
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Figura 3.1.1: Curva do potencial w(x,7) definido na equag@o (3.1.3) para diferentes valores de tempo com
k=05ev,=5.

Devido a presenca de u(7) ha um deslocamento inicial do minimo de potencial e
uma leve assimetria. Com o decorrer do tempo, o minimo se desloca para a posi¢do x =
0 ¢ se torna simétrico. A condicdo de contorno do modelo é refletora, isto ¢, a
distribuicdo de probabilidade deve se anular para x = £ oo. Para este caso, a solucdo da

equacdo de Fokker-Planck ¢ obtida encontrando as fungdes W(7) ¢ ¢(¢) do ansatz (2.5.4):
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&} G.14)

A
P(x,t)= —exp{
P $(1)
Estas fungdes W(7) e ¢(f) sdo dadas pelas equagdes diferenciais do sistema

apresentado no capitulo 2, equacdo (2.5.6):

% =2k¢(t)+40 i)
(3.1.5)
v _ ve' —W¥(1) ii)
dt

As equagdes no sistema acima podem ser solucionadas de varias maneiras. O método

sugerido aqui ¢ aplicar a transformada de Laplace (J) [46] onde,

3{p()} = [ g "dt = w(s) (3.1.6)
0
Utilizando a relagdo (3.1.6), temos que (3.1.57) é reescrita como
sw(s)+2kw(s)—£ =0 (3.1.7)
s

¢ isolando a funcéo w(s), temos

40

M) =520

(3.1.8)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, ou inversdo de Mellin (37 [46],

em (3.1.8) obtemos a fun¢do @7). Assim,

y+io

S’l{w(s)}zz—m. j w(s)e"ds = §(t) (3.1.9)

Para solucionar a integral da equagdo (3.1.9) aplicamos o teorema dos residuos [46], tal
que, a solugdo ¢ a soma dos residuos (Res) desta integral. Logo,

T4 49 .
I s(s+2k)e ds—2mZRes (s(s+2k)e J (3.1.10)

y—io

Os residuos sdo calculados nos pontos da curva do integrando que apresentam

singularidade. De acordo com a integral ha uma forma especifica para efetuar o calculo

dos residuos. Neste caso, a integral apresenta dois pontos de singularidade ou pdlos, um
para s = 0 e outro para s = — 2k. Para calcular o residuo neste caso, temos que,

0 ) il o040 ] _40
es [me j—{lilg{(s O)S(s+2k)e } & (3.1.11)
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40 L) . 40 __4Qe'2’“
es (—s(s+2k)e j— lim {(s+2k)—( e }— . (3.1.12)

Logo, a relagdo (3.1.10) € representada como,

y+ioo —2kt
Le‘"ds=2m’ 40 _40e (3.1.13)
s(s+2k) 2k 2k

y—iowo

¢ a solucdo da primeira equagdo diferencial (3.1.5i) ¢, portanto,
200 o
)= I-e 3.1.14
#0="2(1-c*) (3.1.14)

Para obter a funcdo W(¢) repetimos a aplicacdo do método de Laplace (J), tal

que,
3{¥(n) = T‘P(t)e’”dt =Z(s) (3.1.15)

onde Z(s) ¢ a transformada de (7). Desta forma, a equacdo (3.1.5ii) é redefinida como,

VO

Aplicando a transformada inversa de Laplace (37') em (3.1.16), obtemos

1 y+ion

va st —
[ ToGrn S e=26) (3.1.17)

27 2
y—io©
Assim, como foi feito para a integral (3.1.9) utilizamos o teorema do residuo

para solucionar (3.1.17). A integral apresenta também dois pontos de singularidade

sendo um para s =— 1 e outro para s = — k. A solu¢do da integral (3.1.17) ¢ dada como,

y+ioo
| L VA Y] G P R PR (3.1.18)
2 s(s+2k) k-1 (1-k)
¢ a funcdo W(7) de (3.1.5ii) é
()= kvol(e*’ —e™) (3.1.19)

Portanto, considerando as fung¢des (3.1.14) e (3.1.19) a distribuicdo de
probabilidade (3.1.4) é dada por

12 k _A( — kt)j|
Prty=| —F | expi- [x 1" " (3.1.20)
’ 20(1-¢7") - o
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A figura 3.1.2 mostra a distribuicdo de probabilidade P(x,f) para

valores de tempo, considerando as constantes Q9 =1, k =0.5e v, =5.
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Figura 3.1. 2: Grafico de P(x,?) vs x dado pela equag@o (3.1.20) para k£ = 0.5 e v, = 5 em diferentes
valores de tempo #: a) Deslocamento de P(x,?) para direita e b) Deslocamento de P(x,?) para esquerda

Conforme o tempo aumenta o pico da curva de P(x,f) se desloca da posi¢do

inicial (x = 1u) até a posi¢do x = 2.5u no instante ¢ = 1.3u (fig. 3.1.2a). A partir deste

ponto ocorre uma mudanga no comportamento da distribui¢do de probabilidade ¢ o seu

pico comega a se deslocar em dire¢do a posicdo x = 0 no tempo ¢ = 10u (fig. 3.1.2b).

Os resultados do pico de P(x,7) observados na figura 3.1.2 sdo mais evidentes

quando fazemos a curva da posicdo média versus tempo como indicado na figura 3.1.3.
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Nesse grafico vemos que rapidamente a posi¢do x aumenta com o tempo até atingir o

ponto 2.5u em ¢ = 1.3u e depois decai lentamente até atingir a posi¢do x = 0.

31 n

<x>

0.5 \

Figura 3.1. 3: Grafico de <x> vs ¢ para a distribui¢do de probabilidade (3.1.20).

Inicialmente o potencial, figura 3.1.1, se apresenta fora da origem e levemente

assimétrico. Estas caracteristicas favorecem o rapido deslocamento de P(x,f) para a

direita, contudo com o decorrer do tempo, o potencial se torna mais simétrico ¢ migra

para a origem x = 0. A mudanga no potencial é responsavel pela alteracdo no

deslocamento de P(x,f) da direita para a esquerda como mostrado na figura 3.1.2 ¢ 3.1.3.

Um dos modelos mencionados para estudo de canais i6nicos faz a associagio

destas estruturas a circuitos elétricos, figura 3.2. Para um circuito RC, a fun¢o «(7)
equivale a tensdo no circuito [44] e escrita de forma semelhante a expressao (3.1.1),

w(t)y=¢ge'” (3.1.21)

sendo ¢ a forga eletromotriz ¢ 7= RC (resisténcia e capacitancia, respectivamente) ¢ o

tempo de relaxagdo. Na literatura, £ e 7 s@o da ordem de mV (milivolts) e ms

(milisegundos), respectivamente. A solugfo para este caso € igual a (3.1.20), a menos da

constante 1 ¢ £,

| 2 {x_lg_:-(e—z_e—t/,)}z
P(x,t)z W €X ZQ(I_e’”) s (3122)
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e a variavel x da distribuicdo de probabilidade (3.1.22) ¢ interpretada como a diferenga
de potencial da membrana (V), equacéo 3.3.

A figura 3.1.4 mostra a distribuicdo de probabilidade (3.1.22) para diferentes

valores de tempo, por comodidade consideramos as constantes Q = 1lu, 7= 5u e &= 5u.

Estes valores de constantes fornecem uma representacdo mais clara do comportamento
da distribui¢do de probabilidade.

Para valores diferentes de 7 e ¢ as curvas de distribuicdo de probabilidade
apresentam um distanciamento maior ou menor do ponto x = 0. O coeficiente de difusao
QO interfere na altura e espessura da curva de distribuicio de probabilidade, mas
independente de seu valor P(x,?) preserva as caracteristicas: i. P(x,0) — d(x) e ii. P(x,o)

—>P estaciona'rio(x)-

P(x,1)

pa
L0

[V

'™
n

v e ——

(<]

. V]

30



Capitulo 3 — Canal Ionico

Figura 3.1. 4: Grafico da distribuicdo de Probabilidade (3.1.22) versusxcom Q =1, 7=5e £=5em

diferentes valores de tempo #: a) Deslocamento de P(x,?) para direita e b) Deslocamento de P(x,f) para
esquerda.

Comparando as figuras 3.1.4 e 3.1.2 vemos que as distribui¢des de probabilidade

apresentam o mesmo comportamento. Como ja discutido, ha um deslocamento inicial
do pico da curva de P(x,?) para a direita diminuindo sua amplitude ¢ aumentando sua
espessura. A partir de determinado valor de tempo, o deslocamento do pico da
distribuicdo de probabilidade muda sua dire¢éo e se desloca em dire¢do a posi¢do x = 0.

Nesta inversdo ela ndo sofre mais alteragdo na amplitude e na espessura.

Em termos da dindmica dos canais, assumindo agora que x tem a dimensdo de
potencial eletrostatico (V), podemos dizer pela figura (3.1.4) que o potencial mais
provavel na membrana (AV) € zero. Com o passar do tempo o potencial da membrana
aumenta como ¢ evidenciado pelo deslocamento de P(x,#). Em determinado instante o
deslocamento de P(x,7) muda de direcdo. Esta mudanca de direcdo na distribuigdo de
probabilidade caracteriza uma diminui¢do do potencial de membrana. Esta diminui¢&o

do potencial pode ser associada a abertura de um ou mais canais que promovem o
equilibrio entre o interior ¢ exterior da célula.

Como discutido, os canais podem ser abertos por diferentes fatores, entre eles a
diferenca de potencial na membrana. Quando a distribuicdo de probabilidade atinge
determinado valor de x, ha a abertura do canal para regular a concentracdo de ions entre

os meios. Isto reduz o potencial de membrana e promove o deslocamento contrario de
P(x,1) até o ponto de equilibrio.

o
.
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Figura 3.1. 5: Grafico de <x> vs ¢ para a distribui¢do de probabilidade (3.1.22) considerando diferentes
valores de t.

Na figura 3.1.5 observamos a variagdo do potencial médio <x> com o tempo para
diferentes valores de 1. Através desta figura vemos mais claramente a variagdo do
potencial médio com o tempo como discutido na figura anterior. Outro aspecto
interessante ¢ a varia¢do observada quando mudamos o valor da relaxagéo .

Ao associarmos a membrana a circuitos temos que a resisténcia oferecida a
passagem dos ions esta implicita no tempo caracteristico (t = RC). A resisténcia
depende de trés constantes: resistividade (p), comprimento (/) e area da se¢do do tubo
(A),

R=2.
A

Considerando a membrana como um meio homogéneo e de espessura,
aproximadamente, uniforme, quando alteramos o valor da relaxa¢do podemos pensar
que mudamos o valor da area do canal (4). Quanto mais aumentamos o valor de 4 mais
reduzimos o valor de 7. Pela figura 3.1.5 para pequenos valores de relaxagdo (r=0.1) a
secdo do canal vai ser grande e permite a entrada rapida de uma grande quantidade de
ions. Isto promove curto deslocamento do potencial médio.

Para grandes valores de (7= 2) a se¢do do canal ¢ pequena restringindo mais a
troca de ions entre os meios. Isto faz com que seja necessaria a abertura de um ntimero

maior de canais ¢ aumenta o tempo para que o potencial médio comece a decair.

3.2. POTENCIAL HARMONICO E COEFICIENTE DE
DIFUSAO DEPENDENTES DO TEMPO

O coeficiente de difusdo (Q) indica o qudo facil ¢ um soluto ou particula se
mover através de um meio. Esta grandeza depende, dentre outros fatores, da
temperatura do sistema, do tamanho do soluto e¢ da viscosidade do solvente [42]. Se
considerarmos um meio fora de equilibrio, estes fatores que definem Q alteram com o
tempo até o sistema atingir um estado estacionario.

Um exemplo desta variagdo do coeficiente de difusdo pode ser associado aos

primeiros momentos em que o canal idnico se abre. A sua estrutura comega a se
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preencher com moléculas de aguas e outros ions atraidos pela diferenca de potencial e
concentragdo entre os meios. [sto dificulta a passagem de ions especificos para o interior
ou exterior da célula.

Para simular esta variacdo do coeficiente de difusdo sugerimos que Q apresenta
uma dependéncia temporal dada como,

o(t)=0(1+e™) (3.2.1)

tal que, quando o tempo ¢ muito grande, o(¢f) ¢ uma constante ( que caracteriza o
coeficiente de difusdo para o sistema em equilibrio. Para o inicio do processo (r — 0)
o(?) ¢ maior o que caracteriza o canal recém aberto ¢ sem a presenga de moléculas ou
ions que dificultam o fluxo.

Utilizando agora o coeficiente de difusdo (3.2.1) na equacdo de Fokker-Planck
(3.6), vamos resolver o modelo anterior, onde a for¢a ¢ dada por (3.2.2). Como a unica

alteracdo feita esta no coeficiente de difusdo, podemos aplicar o mesmo ansatz sugerido,

expressdo (3.1.4), e obtemos o sistema de equacdes ja mostrado (3.1.5):

a9 =-2k¢(t)+40(7) i)
dt

o) (3.2.2)

” ve' —¥() if)

A diferenga entre (3.1.5) e (3.2.2) esta na presencga de o(f) na primeira equagio
que define a fungdo 7). Logo, a solugdo da equacdo ii) do sistema se mantém
inalterada,

kvil (e —e™). (3.2.3)

W(r) =

Para resolver a equacdo (3.2.2i) repetimos o processo descrito na sessdo anterior.

Inicialmente, aplicamos a transformada de Laplace na equagéo diferencial e obtemos,

w(s)+ 2ow(s) -2 32 _ (3.2.4)
s+2 s
ou ainda,
_ 40 40
ws)= (5120 (s+2) " s(s+2k) (3.2.5)

Agora, novamente, aplicando a inversdo de Mellin em (3.2.5) obtemos que ¢¢) é

dado como,
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2 Dkt 2 —2kt —2t
¢(t):7Q(l—e )+%(e —e )

(3.2.6)
As expressoes (3.2.3) e (3.2.6) solugdes do sistema (3.2.2) compdem o ansatz (3.1.4)

solucdo da equacdo de Fokker-Planck. A figura (3.2.1) mostra a distribui¢do de
probabilidade para este exemplo.
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Figura 3.2. 1: Grafico da distribuicdo de Probabilidade (3.1.22) para Q = 1, 7= 5 e £=5 em diferentes
valores de tempo #: a) Deslocamento de P(x,?) para direita e b) Deslocamento de P(x,?) para esquerda.

A figura 3.2.1 apresenta um comportamento semelhante ao caso anterior (figura
3.1.2) onde consideramos o coeficiente de difusdo constante. H4 uma diferenca no

comportamento da distribui¢do de probabilidade quando ela inverte seu deslocamento.
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Na se¢fo anterior foi observado que ao mudar sua trajetéria ela mantinha a mesma
altura e espessura. Neste caso, em que acrescentamos uma dependéncia temporal no
coeficiente de difusfo, quando o potencial altera a dire¢do de seu deslocamento ele

continua diminuindo seu tamanho e aumentando sua espessura.

3.3. POTENCIAL METAESTAVEL DEPENDENTE DO
TEMPO

Como foi discutido no inicio do capitulo, o modelo proposto para analisar o
fluxo de ions através de um canal i6nico, a fungao f(x,7) ¢ definida por
F(x,1) = =2k x + 3k, (1)x. (3.3.1)
onde x representa posicdo, k; € kx(f) regulam a altura e espessura da barreira. k; é uma
constante e o pardmetro k,(f) possui uma dependéncia temporal a ser identificada mais
adiante. O potencial relacionado com a dindmica de difuséo ¢ dado por
w(x,t)=kx" -k, (O)x’, (3.3.2)
lembrando que w(x,7) é igual a — [f{(x,7)dx. Esse tipo de potencial metaestavel tem sido
utilizado para descrever o crescimento de tumores e o estudo da sinapse em neurénios
[47, 48]. Nesses trabalhos o potencial ndo apresenta dependéncia temporal, isto é, kx(?)
— kyp (constante), o que limita sua aplicabilidade. A introducdo da dependéncia
temporal no potencial deve permitir analisar a diminui¢cdo da corrente devido ao
fechamento do canal i6nico.
A solugdo da EFP com a forga dada pela equagdo (3.3.1) pode ser encontrada

assumindo que P(x,?) é escrito como

A kO } (33.3)

P(x,t)= ! exp {— >
#(0) 200(1) Q
sendo ¢(7) e k(f) duas fungdes a serem definidas. Esse ansatz segue a mesma forma da
solug¢do obtida para o potencial metaestavel com k, constante [47] e é inspirada na
solucdo da equacdo de Fokker-Planck para um potencial harménico.

Substituindo a expressdo (3.3.3) na equacdo de Fokker-Planck obtemos

_ldp X dg X dik(n) 22kx

gdi OF di O di  OF

(3.3.4)
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3 3
Skk®X A 3k

Q $ o8 op

Como condigdo suficiente para que essa igualdade seja verificada, podemos fragmentar

a relagéo (3.3.4) como um sistema de trés equagdes:

—@—2/(1(;52”:0 i)

¢f]¢+2k¢ -1=0 i) (3.3.5)
L@ 6 320 i

k2 dt ¢

As relacdes (3.3.57) e (3.3.5ii) sdo iguais, logo, apresentam a mesma solugdo
para a fungdo ¢(7)
#(1)’ = —k +Be ™! (3.3.6)
1
com A ¢ B constantes definidas pelas condi¢des iniciais e de contorno do problema. Para
o tempo inicial (¢ = 0) € assumido que todas as particulas séo localizadas proximo a x =
0 e a distribuicdo de probabilidade P(x,f) tem valor maximo igual a 1, P(0,0) = 1.

Usando esta condi¢do, obtemos,

1
P(0,0) = =1. 3.3.7
90 337
Aplicando a condi¢?o (3.3.7) na equacdo (3.3.6) a constante B ¢ dada pela relagdo,
1—i 3.3.8
2% (3.3.8)

a constante A ¢ assumida como uma constante de integracdo que normaliza a
distribuicdo probabilidade.

Portanto, a fun¢@o ¢(7) solugio de (3.3.5) e que satisfaz as condi¢des do
problema ¢

_ i —4ht
¢(t)—2k ( 2k1je . (3.3.9)

Utilizando a expressdo obtida para ¢(¢) a equacdo (3.3.5iii) é reescrita como,

L dky(r)  6kBe™
k,(t) dt #(1)’

Assim, da equagdo (3.3.10) obtemos que k() deve ser escrito da seguinte forma:

=0. (3.3.10)
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kZ,O
oty

Para definir o valor da constante &, o assumimos uma altura inicial para a barreira

k, (f) = (3.3.11)

de potencial. Esta altura ¢ pequena para ser equivalente ao momento que ha maior
passagem de particulas entre as regides. Conforme o tempo aumenta a barreira cresce e
representa o fechamento do canal diminuindo a passagem de particulas. Assim, quando
t =0 a funcdo @7) € igual a 1 e ky(r = 0) = ky. Definida uma altura inicial para a
barreira, nos ajustamos os valores de &; e k> .

Na figura 3.3.1 o potencial (3.3.2) ¢ mostrado como fun¢do da posi¢do para
diferentes valores de tempo com as constantes k; = 0.2, A =1 e k9 = 0.05. A barreira de
potencial para valores positivos de x aumenta com o tempo. Esta mudanga na altura da

barreira representa que o fluxo de particulas vai a zero para grandes valores de tempo.

=]
=]

X

Figura 3.3.1: Curvas do potencial w(x,7) definido na equagdo (3.3.2) para diferentes valores de tempo, &;
=02,A=1ek;p =0.05.

A distribui¢do de probabilidade (3.3.3) é mostrada na figura 3.3.2 para diferentes

valores de tempo e coeficiente de difusdo. Os valores de k;, A e k2p sdo os mesmos

usados na figura 3.3.1 (k; =0.2, A.=1 ¢ k9 = 0.05).
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Figura 3.3. 2: Distribuicdo de Probabilidade para diferentes valores de tempo coma) 0=0.1eb) 0= 1.

Comparando as figuras 3.3.2a ¢ 3.3.2b observamos que em ambos os casos ha
um decaimento similar da curva de probabilidade, atingindo o estado estacionario em ¢
= 5 unidades. Para esta quantidade de tempo, ha um aumento da barreira de potencial e
as particulas sdo confinadas na regido préxima a posic¢ao inicial x = 0.

Usando a solugéo da equagdo de Fokker-Planck (3.3.3), as curvas obtidas para a

taxa de escape de particulas (2.2.7) para diferentes valores de difusdo (Q) sdo

apresentados na figura 3.3.3. Os valores adotados para as constantes sdo k; = 0,2, A =1
€ kg,() =0,05.
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Figura 3.3. 3: Curva da taxa de escape (r) versus ¢ para diferentes valores de Q com k; =0,2, A =1 ¢ kyp
=0,05.

Na figura 3.3.3 é mostrado que a taxa de difusdo de particulas decai com o tempo
até o valor zero. Este comportamento ¢ resultado da dependéncia temporal do potencial.
Para grandes valores de tempo o potencial (3.3.2) apresenta um aumento da barreira
(figura 3.3.1). O resultado ¢ o confinamento das particulas préximo ao minimo local em
x=0.

O fenémeno de confinamento é também observado pelo tempo de primeira
passagem (6), equacdo (2.2.8), das particulas através da barreira. Na figura 3.3.4 os
valores de 7 como uma fun¢@o do tempo sdo apresentados. Inicialmente, observamos
uma rapida passagem de particulas através da barreira, mas o valor do tempo de

passagem aumenta com a evolugdo temporal do sistema.
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Figura 3.3.4: Tempo de escape (4(?)) versus ¢ para diferentes valores de Q com k; =02, A=1¢ekyy =
0.05.

Das curvas apresentadas nas figuras 3.3.3 e 3.3.4 ¢ possivel observar que para
grandes valores de Q a difusdo através da barreira torna-se mais rapida e efetiva. O
coeficiente de difusdo ¢ proporcional a temperatura, como mostrado no capitulo 2, secéo
1, O « T. Assim, grandes valores do coeficiente de difusdo sdo associados a altos
valores de temperatura e, consequentemente, as particulas possuem alto nivel de energia
ou agitagdo.

Seguindo o mesmo raciocinio, ¢ observado que valores pequenos do coeficiente
de difusdo levam o sistema a ter um tempo de primeira passagem (figura 3.3.4) maior.
Isto acontece, pois a agitacdo térmica das particulas é pequena e elas precisam de mais
tempo para transpor a barreira de potencial.

Para testar a viabilidade do modelo em descrever o fluxo de corrente através de
canais ionicos, a taxa de escape do modelo proposto é comparada com resultados
experimentais [49]. Neste caminho, os parametros livres k; e k¢ sdo fixados com os
valores 0.9 e 0.85, respectivamente, como explicado mais a diante. A constante A é
definida pela normalizacdo da distribuicdo de probabilidade no tempo # = 0 na regido —

0 < X < Xpay, Onde X, indica a posigdo do valor maximo da altura da barreira (figure

3.3.2), ou seja,

'deX

[ P(x,0)dx=1 (3.3.12)

—o0
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O coeficiente de difusdo (Q) tipico de um meio aquoso é igual a 107m?/s ou em
unidades convenientes Q = lum*/ms [19], lembrando que os dados experimentais
apresentam o tempo em unidade de milissegundos.

Em termos fisicos, a corrente elétrica é proporcional a taxa de transmissdo de ions
através da parede celular. No modelo proposto, essa taxa corresponde ao numero de
particulas que migram da regido I para a regido II (figura 3.3.2) atravessando a barreira
de potencial. Assim, a corrente elétrica ¢ proporcional a taxa de escape 7(¢) (2.2.7):

I ocr(t). (3.3.13)
A constante de proporcionalidade depende de diversos fatores, como a condutividade do
meio ¢ os ions envolvidos. Esses fatores ndo estdo sendo incorporados de forma
explicita no presente modelo. Assim, para padronizar os resultados relacionados a
corrente elétrica apresentados na literatura com aqueles obtidos pelo método proposto,
foi ajustada uma constante de proporcionalidade igual a 0.36, ou seja, I = 0.36#(%).

Na figura 3.3.5 ¢ apresentado o resultado tedrico obtido do modelo proposto neste
trabalho (circulo) como uma funcdo do tempo. No mesmo grafico os dados
experimentais indicados em [49] sdo apresentados (cruz). Observa-se que os resultados

tedricos concordam com os experimentais.
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Figura 3.3. 5: Comparagdo entre a corrente elétrica estimada pelo modelo proposto (circulo) e resultados
experimentais indicados na ref. [49] (cruz) versus ¢. Os valores das constantes sdo: Q =1 ,umz/ms, k;=0.9,
A=6.58 ¢ k;p=10.85.

O valor das constantes k; e kyy da figura 3.3.5 (k; = 0.9 e k;y = 0.85) foram

ajustados para um tempo 7 = 0. Com estes valores a altura da barreira ¢ responsavel por
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Capitulo 3 — Canal Ionico

um valor de corrente proximo ao primeiro valor de corrente dado pela referéncia [49]. O
valor de A também ¢ obtido pela normalizacdo da distribui¢do de probabilidade para 7 =

0.

3.4. CONDICAO ABSORVEDORA

Por fim, nesta se¢do consideramos um sistema que apresenta condigdo de
contorno absorvedora [43], isto é, para determinado ponto (x = a) a distribui¢do de
probabilidade se anula. Esta condi¢do de contorno foi rapidamente discutida no final do
capitulo 2. No processo de sinapse as células abrem seus canais ¢ promovem o sinal
quando o potencial atinge determinado valor. Apds o disparo da informagio, o potencial
decai e a célula fica inativa por um determinado periodo até que o processo recomece
novamente.

Para demonstrar a solugdo da equacdo de Fokker-Planck para problemas com
este tipo de condi¢do de contorno vamos considerar a seguinte forca:

S (x, 1) = kx — (1) (3.4.1)
sendo k£ uma constante. Por facilidade, a fungdo 14(7) é semelhante a adotada na secdo
3.1,

u(t)y=¢ge'". (3.4.2)

A solu¢do da EFP ¢ dada por meio ansatz,

#(1) é(t) #(1) #(t)

tal que, 4 ¢ a constante de normalizag¢@o, xo ¢ um ponto préximo a posi¢ao de equilibrio.

4x0} (3.4.3)

Como foi discutido no capitulo 2, substituindo esta distribui¢do de probabilidade

na equacdo de Fokker-Planck obtemos o seguinte sistema de equagdes:

O _ (e, k¥, (0)- () =0 )
%_ vy kW, (1)) — (6) =0 i) (3.4.4)
a9(t) ‘Zﬁ’ L 2kg(1) - 401 = 0 i)
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Capitulo 3 — Canal Ionico

O sistema (3.4.4) nos fornece as expressoes para ¢(7), V(¢) e W,(¢) que tornam o
anstaz solugdo da EFP. Contudo, uma limitagdo importante neste modelo ¢ que o
coeficiente de difusdo o(7) seja dado por,

o(t) = M (3.4.5)

a representa o ponto em x que a distribuicdo de probabilidade se anula. Pela relacdo
(3.4.5) vemos que o coeficiente de difusdo neste caso esta relacionado ao termo
temporal da forga (14?)) ¢ para grandes valores de tempo o(¢f) — ka (constante).

Para solucionar as equagdes diferencias do sistema (3.4.4) podemos fazer uso do
método de transformada de Laplace, ja utilizado anteriormente. Aplicando a

transformada nas equagdes acima, temos que as fungdes W;(¢) e W,(?) sdo representadas

como,
1 y+ioo ct »
¥ (1) = prl e {j [~xk + u()]e a’t}ds (3.4.6)
€
1 i e o .
Y. (1) = prl e {{ Xk +u()]e dt}ds (3.4.7)

Resolvendo as integrais acima, (3.4.6) ¢ (3.4.7), as fungdes Y¥i(¢) ¢ Wa(¢) que

satisfazem o sistema (3.4.4) sdo

¥ (1) = —x, (1—e*’“)+%(e*’“ —e) (3.4.8)
€
¥, (0 =x,(1-¢*)+ 11 (e -e). (3.4.9)

A funcdo ¢ é definida conforme descrito no capitulo 2. Primeiro, vamos
reescrever ¢(f) na forma da equagdo (2.5.16)

1) =e" (a(t)+a) (3.4.10)

¢ substituir na equacdo diferencial (3.4.4iii)). A constante a é o ponto onde a

probabilidade se anula. Desta maneira, temos

d“(’)+ka(z)+ka 4" o (1) =0. (3.4.11)

Substituindo a func¢do o(f) pela defini¢do (3.4.5) e aplicando a transformada de

Laplace em (3.4.11) a fun¢@o () ¢ dada pela forma integral,
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1 y+ioo

ay=— [ <

© —kt
46" (u(t) + ka) S——ka | dr \ d
27ziy_iw(s+k){-([[ " (wut) + ka) = a} } g

Logo, a solugdo da expressao (3.4.12) ¢ dada por

(3.4.12)

at)=ae ™ +

1‘_92];7: (e—kz _e—r/r)

(3.4.13)
e utilizando esta relacdo obtemos a fungdo @) que satisfaz a equacdo diferencial
(3.4.4iii) e atende a condi¢do de contorno exigida.

A figura 3.4.1 mostra a distribuicdo de probabilidade P(x,?), equagdo (3.4.3),
para diferentes valores de tempo. Por simplicidade consideramos o ponto que a

probabilidade deva se anular (a) igual a zero ¢ as constantes O, k, e riguaisa 1, 0.1, 5
e 1, respectivamente.

P(x,7)
1]
3
e B
a1
b
i
" [
i I
f 1]
I3 | I
Vv Y
N .
] W  *
A X b
P o ..
T r !
5 i} z ) it
l——t=001 ——1=01 t=05 T=2i
a)
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Figura 3.4. 1: Grafico da distribui¢do de Probabilidade (3.4.3)paraQ =1, 7=1,k=0.1e e=5em
diferentes valores de tempo #: a) Deslocamento de P(x,?) para direita e b) Deslocamento de P(x,f) para
esquerda

A figura 3.4.1 apresenta um comportamento semelhante ao demonstrando pela
distribuicdo de probabilidade da se¢do 3.3 em que havia dependéncia temporal tanto na
for¢a quanto no coeficiente de difusdo. O pico de probabilidade se desloca para a direita

diminuindo de altura, mas aumentando sua espessura até atingir um determinado

instante 7 que altera sua trajetdria.
Na sec¢éo 3.3, quando a probabilidade altera sua trajetoria ela ainda decresce até

atingir um tamanho e espessura fixa. Entretanto, vemos na figura 3.4.1o que P(x,?) a
partir de # = 2 muda sua diregdo e seu pico comega a se estreitar ¢ aumentar. Este
comportamento difere do observado na figura 3.3.15.

O valor das constantes Q, k, € e 7 que consideramos permite uma visualizagdo
melhor do formato e comportamento de P(x,7) conforme o tempo aumenta. Para
diferentes valores destas constantes, ha um alargamento ou diminuigdo da espessura das

curvas ¢ também ha um afastamento maior da posi¢do inicial at¢ mudar sua trajetoria.
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4. Equacao de Fokker-Planck para
coordenadas cilindricas

Para encerrar, vamos considerar um sistema em coordenadas cilindricas como
uma forma de considerar a estrutura do canal nas analises. A forca externa pode possuir
componentes radial (f;) e longitudinal (f.), tal que, fiz,s) =f; + f.. Na literatura ha poucos
estudos utilizando a EFP para um sistema em mais de uma coordenada espacial [50,
51]. Um dos motivos é que o acréscimo destas coordenadas pode impossibilitar a
obtencdo de solugcdes analiticas completas ou mesmo, dificultar a obtengdo de solugdes
numéricas.

Neste capitulo propomos um modelo que considera apenas as coordenadas
longitudinal (z) e radial (s) para a equagdo de Fokker-Planck. A for¢a possui apenas
componente longitudinal. Isto significa que dada a auséncia da componente s na forga a
corrente ¢ dirigida ao longo do canal em z. Podemos considerar também que a for¢a f;
tem uma dependéncia temporal permitindo o ajuste da solucdo para modelos de
membranas associadas a circuitos, como discutidas no capitulo anterior.

Da mesma forma que a forga, o coeficiente de difusdo também pode apresentar
uma componente temporal. Este tltimo aspecto néo altera o processo de solu¢do da EFP

quando a forga s6 possui uma dire¢do. A EFP (2.1.15) ¢é dada como,
oP 10 [ 6P) o°P
— =0 \——|s— |t~
ot s Os\  Os oz

—Jz(z,n‘g—f—P(s,z;t)%

4.1

onde o sub-indice z representa a orientacdo da forga.
Para obter a solucdo de (4.1) escrevemos P(s,z;f) como o produto de duas

fungdes distintas,

P(s,z;t)=R(s)Z(z,1), 4.2)
e substituindo a relacdo (4.2) na equagdo de Fokker-Planck obtemos
o0Z o(t) 0( OR
R(s)—=Z(z)——| s— |+ 4.3
(5) Ot @) s Os (S 85) (4.3)
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Capitulo 4 — Equacdo de Fokker-Planck Tridimensional

2
+R(s){0'(t) - 1. 8_Z_ %}
oz
ou ainda, reorganizando os termos e dividindo por R(s)Z(z,t)o(¢) temos
1 oz 82 8Z of. 1 O0( ©OR )
T\~ —t+lF=—— A %
Z(Z)O'(t){ ol ) fz oz } R(s)s 8s( 0s J @H3)

onde A é uma constante de separacio.
Portanto, a equagdo de Fokker-Planck (4.4) pode ser separada em um sistema de

duas equacdes, como segue:

1 _( dR(s)j_ L i
SR(s) ds ds @.5)
aaf (r) ~fC )——Z( >6f Ro(0Z(2) i)

A solucdo da equacio referente a coordenada s (4.57) ¢ conhecida na literatura [46] ¢
dada por,
R(s)=J,(4s) (4.6)
onde Jy(As) sdo as func¢des de Bessel de ordem zero.
Na componente longitudinal vamos reescrever Z(z,f) como o produto de duas

funcdes,

Z(z,t)= a(z,t)e% Jg(t)dt. 4.7)
Adotando esta relagio (4.7), a equacg@o (4.5ii) ¢ dada como,

da(z,0) _ 0 620:(2 t)

> (4.8)

[f(z Na(z,0)]+o(r)

A equacgio (4.8) é igual a EFP unidimensional (2.1) quando o(f) é constante (o(?)
= Q) e f(z,f) independe do tempo (f(z,#) > f(z)). Neste caso, a solucdo de (4.8) pode ser
obtida aplicando métodos como expansdo em séric de poté€ncias, associagdo com
equacdo de Schroedinger, entre outros. Se ha dependéncia temporal no coeficiente de
difusdo (o) e/ou na for¢ca podemos utilizar o ansatz (2.5.4) para solucionar a equagéo
(4.8).

Portanto, a solugdo da equacdo (4.1) dada as condigdes adotadas aqui, ¢

representada por,
P(z,5,6) = NJ,(As)a(z,0)e * 17 (4.9)
sendo /N a constante de normalizagéo.
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4.1. EXEMPLOS DE SOLUCAO EM COORDENADAS
CILINDRICAS

Nesta secdo apresentamos a solugdo da equag@o de Fokker-Planck bidimensional
(4.9) para os casos considerados na se¢do 3.2 ¢ 3.3. Como foi mostrada, a solugao radial
independe do formato da for¢a na dire¢do longitudinal do canal. O primeiro exemplo,

secdo 3.2, em que temos,

p)=ve' e ot)=0(l+e™). (4.1.1)
A solug@o foi obtida por meio do ansatz (2.5.4),
A (x—¥())’
P(x,t)=—— —_— 4.1.2
=50 exp{ #(0) } @12
sendo as fungoes V() e ¢(f) expressas como
Vo -t _ —kt
Y ()= ] (e"=e™). (4.1.3)
e
2Q —2kt 2Q —2kt —2t
¢(t)=7(1—e k )+E(e —e™). (4.1.4)

Esta distribuicdo P(x,?), equagdo (4.1.2), é equivalente a fungdo a(z,f) em (4.7).

Logo, a solug@o na componente z de (4.1) dada pela relagéo (4.7) é

4 (C 10) P
Z(z,t)= = —1 t)dt 4.1.5
(0=275 exp{ 0 Jo) } (4.1.5)
e a distribui¢do de probabilidade completa (4.9) obtida ¢ definida por
EPYEACE P B 10 NIPE
P(z,s,t)=N e exp{ 0 2| O'(t)dt}. (4.1.6)

A figura 4.1.1 representa a solu¢fo (4.1.6) onde consideramos, por simplicidade,

as constantes 0= 1,k=0.1,vp=5,1=0.1es=1.
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Figura 4.1.1: Distribui¢do de probabilidade (4.1.6) paraQ=1,k=0.1,vy=5,A=0.1es=1em

diferentes valores de tempo #: a) Deslocamento de P(x,?) para direita e b) Deslocamento de P(x,f) para

esquerda

Comparando a figura 4.1.1 com a distribui¢do de probabilidade da se¢do 3.2, fig.
3.2.2, vemos que ambas possuem um comportamento semelhante. Como ja discutido, a
distribuicdo de probabilidade inicialmente apresenta um pico proximo a x = 0 ¢ com o
passar do tempo esta distribuicdo se desloca para a direita. Contudo, a partir de

determinado instante ¢ a probabilidade inverte a dire¢@o de seu deslocamento até atingir

o ponto central (x = 0), onde fica estaciondria.

Como outro exemplo, vamos considerar o potencial metaestavel da se¢éo 3.3, a

distribuicdo de probabilidade ¢ dada como,
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P(z.5,6)= N2 ; ((;1;) exp {— 5 Q’Z(zt)z + kz(’Q)xs -2°f O'(t)dt}. (4.1.6)
sendo o(f) constante e as fungdes ¢(7) e ka(r) expressas como apresentado anteriormente,
A A .

$(t)’ = 2—k1+(1—2—kl)e*”“ (3.3.9)
e
k(1) = k“g. (3.3.11)
9(1)

A figura 4.1.2 representa a distribui¢o (4.1.6) considerando Q= 1, k; =02, A =
le kg,() =0.05.

[—t=5—1t=10 t=50 t=100]

b)
Figura 4.1.2: Distribui¢do de Probabilidade (4.1.6) para diferentes valores de tempo.
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Pela figura 4.1.2 vemos que P(x,f) conservou o comportamento mostrado na
secdo 3.3. A probabilidade apresenta um pico na regido de minimo do potencial
metaestavel e com o decorrer do tempo este pico diminui. Entretanto, anteriormente foi
verificado que a distribui¢do de probabilidade a partir de determinado instante ¢ se
mantinha constante. Este comportamento difere do encontrado aqui, pois conforme
aumentamos o valor de ¢ ¢ observado que a probabilidade de encontrar as particulas na

posic¢do x = 0 se anula.
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5. Conclusao

Neste trabalho apresentamos a equagdo de Fokker-Planck desde a sua obtengéo
até seus respectivos métodos de solugdo. As solugdes sdo obtidas para diferentes
modelos de for¢a que apresentam uma dependéncia linear em x e um termo dependente
do tempo, eq. (2.5.2). Em geral, sistemas cuja for¢a que age entre as particulas do meio
se altera com o tempo caracterizam um regime de difusio andémala. Na literatura, ha
poucos trabalhos que obtém uma solug¢do completa da EFP. Nessas condi¢gdes, dada a
dificuldade matematica que se agrega ao problema dependendo do tipo de dependéncia
temporal.

Para estes casos de dependéncia temporal sugerimos no capitulo 2, o uso de um
ansatz que atende as condic¢des da distribui¢do de probabilidade, ou seja, ¢ normalizavel
e no limite de x — oo P(x,f) tende a zero. Este método de solucdo tem a vantagem de
transformar a equagdo diferencial parcial (EDP) de Fokker-Planck em um sistema de
equagdes diferenciais ordinarias (EDO) de primeira ordem que sio mais simples de se
resolver.

Através do amsatz apresentado, eq. (2.5.4), conseguimos implementar um
procedimento que permite a obtencdo de solug¢bes analiticas completas para a EFP
considerando diferentes formas de dependéncia temporal (1(7)). Embora este método
seja restrito ao modelo de forga (2.5.2), esta fungfo ¢ aplicada na descricdo de varios
processos como, por exemplo, as sinapses. Isto mostra a relevancia e possibilidades de
emprego que tem os resultados descritos.

No capitulo 3 apresentamos algumas caracteristicas de canais i0nicos e sua
associacdo a circuitos elétricos. Esta associa¢do conduz a um modelo tedrico bastante
difundido para descricdo da dindmica dos canais e estudo da sinapse. Seguindo este
formalismo, consideramos a funcdo (2.5.2) na EFP para diferentes formas de (7)) e
condig¢des de contorno.

Em geral as distribui¢cdes de probabilidade apresentaram um comportamento
semelhante, com excecdo do caso metaestavel. As distribuicdes de probabilidade

apresentadas nas secdes 3.1, 3.2 e 3.4 inicialmente se encontram proximas ao ponto x =
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0 e conforme ¢ aumenta P(x,f) se desloca para a direita. Este deslocamento ¢
acompanhado de uma diminuicdo da altura e alargamento da curva de probabilidade.

Modelos onde a forg¢a independe do tempo, isto €, a for¢a que age entre as
particulas s6 muda com a posi¢do, exibem uma curva de probabilidade fixa em um
unico ponto. Como a fun¢do f(x,f) da Fokker-Planck se altera com o tempo, ha uma
regido mais provavel para cada instante. Para tempos muito longos a contribui¢do do
termo £4(7), nos modelos considerados torna-se constante.

Quando a dependéncia temporal ndo influencia mais a forga, recuperamos os
casos conhecidos da literatura, onde a for¢a independe do tempo e consequentemente a
probabilidade se distribui em torno de um valor fixo x. Este comportamento, como
discutido na sec@o 3.2, pode ser associado a dindmica de abertura de canais nas
membranas.

Inicialmente, a membrana apresenta uma diferenca de potencial devido ao
acumulo de ions no meio interno e externo da célula. Conforme este acumulo de ions
aumenta, o potencial da membrana representado na coordenada x tende a aumentar,
como ¢ caracterizado pelo deslocamento de P(x,?) para a direita. Para determinado valor
de tempo hd uma inversdo do deslocamento da distribuicdo de probabilidade,
caracterizando uma diminui¢@o do potencial de membrana.

Esta inversdo do deslocamento do pico caracteriza a abertura de canais na
membrana para regular a concentragdo ionica na célula. A abertura dos canais promove
o fluxo de ions entre os meios e reduz o potencial equilibrando as cargas. Isto faz a
distribuicdo de probabilidade se deslocar de volta para o ponto préximo x = 0.

Na sec¢fo 3.3 apresentamos um modelo alternativo para descrever o fluxo através
de canais. Neste caso consideramos um potencial metaestdvel que apresenta uma
dependéncia temporal. Conforme o tempo passa ha um aumento na altura da barreira
que promove a diminui¢do do escape de particulas. Associamos este comportamento a
caracteristica de abertura e fechamento do canal.

Ha dois parametros livres na forga (3.3.1), k; e k2, que devem ser ajustados de
acordo com as condigdes fisicas do problema analisado. Os resultados obtidos da
solucdo da EFP para o potencial sugerido (3.3.2) exibem um comportamento consistente
com aquele esperado do fluxo de ions através do canal. O fluxo de cargas ¢ mais intenso

no inicio do processo ¢ tende a desaparecer para grandes valores de tempo.
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Os resultados tedricos sdo comparados com os experimentais obtidos de canais
ionicos. Nods introduzimos uma constante multiplicativa para definir a corrente elétrica
em termos da taxa de difusdo, eq. (2.2.7). Os resultados obtidos da aproximacio
proposta estdo em concordancia com os dados experimentais (figura 3.3.5). Entretanto,
para uma descricdo mais detalhada deste fendmeno € necessario associar ao modelo
informagdes como a valéncia dos ions e a presenca de diferentes ions no meio.

Outro resultado interessante obtido nos estudos de f(x,f) foi o uso de um
formalismo mais geral para descrever a taxa de escape das particulas. Na literatura, esta
grandeza ¢ calculada segundo o formalismo de Kramer que considera o sistema
estacionario. Dada a ndo linearidade da for¢a, a taxa de Kramer ndo apresenta uma boa
aproximacdo para os calculos e limita a aplicabilidade dos modelos. Entretanto a
equacdo (2.2.7) apresentada abre a possibilidade de um tratamento mais fiel da dindmica
do sistema. Isto ocorre, pois a taxa de escape passa a ter uma dependéncia temporal e
permite a descricdo do meio antes de ele atingir um estado de equilibrio/estacionario.

O estudo da equagdo de Fokker-Planck em um sistema de coordenas cilindricas
abre a possibilidade de enriquecer os modelos proposto. Uma das caracteristicas dos
canais, que foi apresentada no capitulo 1 e posteriormente no capitulo 3 € a sua
seletividade. Esta seletividade muitas vezes se da através da espessura do canal. Ao
considerarmos a componente radial da EFP esta especificidade pode ser abordada.

Com base nos resultados mostrados iremos dirigir a atencdo em obter novos
parametros que caracterizem o fluxo de ions entre o meio interno e externo da célula.
Exemplos de pardmetros que podem fornecer informagdes interessantes sdo, por
exemplo, entropia ou concentragdo de ions. Outro ponto ¢ ser acrescentado aos modelos
a especificidade dos canais.

Nesse contexto, o trabalho desenvolvido se mostra relevante em diversos
aspectos. O ansatz proposto para solucionar a equacdo de Fokker-Planck oferece uma
expressdo analitica exata para P(x,f) que satisfaz o modelo de difusdo. Este método de
solucdo enriquece a literatura e pode ser empregado para estudar outros processos de
difusdo descritos através de uma dependéncia temporal na forca.

Outro ponto interessante ¢ o formalismo proposto para calcular a taxa de escape
r(?), equacdo (2.2.7). Este calculo da taxa considerando uma dependéncia temporal se
adéqua melhor a caracterizar diversos fenomenos que possuem um fluxo de particulas

mutavel com o tempo.

54



Capitulo 5 — Conclusdo

Assim, em resumo o uso da equacdo de Fokker-Planck para estudar a difusio
através de canais i0nicos, considerando suas principais caracteristicas: gating e
seletividade, havendo resultados efetivos que permitem estimar o fluxo de ions através
do canal (figura 3.3.5). Também foi possivel observar a alteragdo do potencial de
membrana como o tempo devido a abertura de canais na célula, como discutido nos

graficos presentes no capitulo 3.
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Apéndice A - Equacao de Fokker-
Planck para modelos correlacionados

Como dito, a equagdo de Langevin (2.1.3) descreve o movimento Browniano
relacionando a for¢a de interacdo que age sistema (f{x)) e o ruido ¢(¢) que representa o
choque entre as particulas. A Langevin e sua equag¢do de Fokker-Planck associada
(2.1.15), sdo capazes de descrever de maneira simples e satisfatoria varios fendmenos
biolégicos. Entretanto, ha casos em que a difusdo ¢ irregular. Flutuagdes externas
podem influenciar diretamente as flutuacdes internas do meio e, consequentemente,
afetar o processo de difusdo [38].

Um ambiente heterogéneo composto de meios distintos também pode apresentar
um processo de difusdo irregular. Quando as particulas trocam de meio, a interagéo
(fix)) e o choque (4(¥)) se alteram. Neste caso, considerando um ambiente composto de
dois meios (1 e 2), a equagdo de Langevin (2.1.3) para adequar melhor a descrigdo do

modelo de difusdo pode ser reescrita como sugerido em varias referencias [52]:

L @+ 800+ g,(0) (A1)

Na expressao (A.1) g1(x)g(?) e g2(x)n(f) sdo fungdes associadas ao choque em
cada meio das particulas. A fun¢des ¢(7) e 7(f) sdo ruidos correlacionados que possuem
as seguintes propriedades:

(sOe(e))=2Ds(t~1")  (n@)n(t))=2a5(~1")

1/2

(cOn@")y=(n(s(t") =2A(Da) " 5(t—1")

D e a sdo a intensidade de cada ruido, respectivamente, ¢ A denota o decaimento da

(A.2)

correlacdo entre os ruidos ¢(¢) e 7(¢).

Vamos considerar a equacdo de Langevin simplificada,
dx ~
7 S (x)+G0)n(@), (A.3)

tal que, G(x)7i(1) = £1(X)(?) + &Ax) (1) e
(n(n@h)=260-1").
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Apéndice A — Equacdo de Fokker-Planck para modelos correlacionados

Aplicando a média na relagdo G(x)7j(f), temos,
(GRNGEREY) = ([ X))+ g,(In®)][g,(N)et) + g, (X ()]) (A4)
ou ainda,
G(x)* (@) = &,(x)* (s(Ds (1)) + &, (x)* () +28,(x), () {s(On(1)).  (A.5)

Utilizando as relagdes (A.2) em (A.5), podemos escrever a fun¢do G(x) como,

G(x)’ = Dg, (x)’ +ag,(x)’ +24(Da) " g,(x)g,(x) (A.6)
A equacdo de Fokker-Planck correspondente a (A.3) é dada por [1, 52],

0 0 r o

— P(x,t)=——(A(x)P(x,1))+——| B(x)P(x,1)|. A7

Py (x,1) ax( (X)P(x,1)) 28x2[ (X)P(x,1)] (A7)

Para obter a equacdo (A.7) podemos repetir o processo exposto no capitulo 2, se¢ido 1 ¢

as funcdes A(x) e B(x) sdo dadas como segue
A(x) = f(x)+ G(X)% G(x) B(x)=G(x)’ (A.8)

Se gi(x) € constante e g»(x) igual a zero, a fungdo A(x) da equagdo (A.7) é igual a
forca f(x) e B(x) ¢ igual a uma constante. Assim, a equagio (A.7) recupera a equagdo de
Fokker-Planck (2.1.15) apresentada anteriormente. Assumir g,(x) igual a zero ¢ dizer
que o ambiente possui apenas um meio em que as particulas se difundem.

Aqui assumimos que as fungdes g; ¢ g» possuem uma dependéncia espacial,
contudo elas podem possuir uma dependéncia temporal, caracterizando que o ambiente
inicialmente é heterogéneo, mas com o tempo se torna homogéneo.

Na literatura, a aplicagdes da equagdo de Langevin (A.1) na descri¢do de canais
ionicos, sendo f{x) uma taxa de transicdo de estados dentro do canal, gi(x)g(r) e

22(x)n(f) sdo uma forga flutuante entre os estados [53].
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Apéndice B - Difusao entre dois
planos

As membranas s3o estruturas impermeaveis a solutos carregados e permeaveis a
compostos ndo polares. Sua espessura ¢ em torno de 5 a 8nm. Fosfolipidios formam
uma bicamada em que as regides nédo polares das moléculas de lipideos permanecem no
interior da bicamada e os grupos carregados das cabecas interagem com a fase aquosa
no outro lado. As proteinas sdo mergulhadas nesta casca da bicamada, mantida pelas
interagdes hidrofébicas entre os lipideos da membrana ¢ os dominios hidrofébicos nas
proteinas [11, 21].

Uma caracteristica marcante de todas as membranas biologicas ¢ sua
flexibilidade. Elas sdo capazes de mudar o formato sem perder sua integridade ou
resisténcia. Isto ocorre devido as intera¢cdes ndo-covalentes entre os lipidios na
bicamada ¢ a mobilidade que estes lipideos possuem, uma vez que ndo sio
covalentemente ligados um ao outro.

Quando a membrana possui grupos carregados em sua superficie e sdo imersas
em um solvente polar (por exemplo, 4gua) ha a formagdo de uma dupla camada elétrica.
A alta constante dielétrica favorece a dissocia¢do de grupos funcionais superficiais, tal
que a superficie adquire uma carga por area. Opostamente contra-ions carregados sdo
dispersos no solvente, que também contém uma concentracdo de &nions e cations. A
dupla camada elétrica resulta da construg¢do de uma densidade de carga de sinal oposto a
aquele da superficie carregada e gera um potencial eletrostatico [54].

O comprimento da dupla camada ¢ proporcional medida da competi¢do entre o
movimento térmico dos micro-ions que tentam maximizar a entropia e as interagdes
eletrostaticas que atraem os contra-ions proximos a superficie enquanto repelem os co-
ions.

Com base nesta informagdo, diferentes métodos sdo propostos para descrever a
interagdo das particulas no meio com a membrana celular. A mais comum ¢ a
aproximacdo de campo médio para o potencial. Esta aproximacdo ¢ obtida através da

equacdo de Poisson-Boltzmann (EPB) [54].
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Apéndice B - Difusdo entre dois planos

Vip=_ Plaen ’ (B.1)
&€

sendo ¢ a permissividade do meio, & a permissividade do vacuo, p,., ¢ a densidade de

cargas do meio e w € o potencial de intera¢@o. A densidade de cargas ¢ dada como,

Pen = zzienioe_ZIW(;)/kBT (B.2)
;

onde z; € valéncia do ion, i indica o nimero de ions diferentes existentes na solugao, 7o
¢ a densidade de cargas no bulk ou regifo em que ndo ha mais influéncia do potencial
da membrana, e é a carga do elétron, kz a constante de Boltzmann e T a temperatura.

A equagdo de Poisson-Boltzmann e a EFP sdo pouco relacionadas na literatura,
porque de acordo com a geometria do problema, geralmente, a solu¢do da EPB ndo
fornece uma expressdo de for¢a que torne soluvel a equacdo de Fokker-Planck. Modelos
que consideram geometria plana podem fornecer expressdes para o potencial
eletrostatico que permitam a descricdo do sistema através do formalismo de Fokker-
Planck.

Vamos considerar um sistema composto por duas superficies de mesma carga ¢
imersas em uma solugéo sé de contra-ions. A densidade de cargas é dada como,

Py = €znye V" (B.3)
len °

Utilizando esta distribui¢do de cargas na equagdo de Poisson-Boltzmann, temos
que

2 —zew(x)/kgT
dw_ empe s (B.4)

dx’ EE

e o potencial eletrostatico obtido pela solucdo de (B.4) ¢ [54],

w(x) = kjeT h{cos \/(5’“)]. (B.5)

A constante x da relagdo (B.5) é igual a,
) 1/2
K= (ﬂj . (B.5)

sendo p, a densidade de cargas no ponto entre as placas ¢ a constante k' ¢ comumente

chamado de comprimento de Debye [54]. Através da solugdo da EPB podemos obter a
expressdo da forga que atua sobre os ions entre as placas. Esta forca ¢ dada pela relagcdo

— dw(x)/dx e assim,
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Apéndice B - Difusdo entre dois planos

2k, T

ze

fx)= K tan(xx). (B.6)

A figura (B.1) mostra uma representacdo do potencial (B.5). Como o objetivo é
apenas ilustrar a soluc¢do da equagdo de Poisson-Boltzmann, consideramos as constantes

iguais a 1, por simplicidade.

Figura B. 1: Figura ilustrativa do potencial entre duas placas quando consideramos que estas possuem
uma carga negativa.

Substituindo a expressdo (B.6) na equagdo de Fokker-Planck associada (2.4.5)

obtemos

1

0 K’ [l +tan’ (Kx)] + E(ZE—ZT K‘j tan’ (Kx)} Hx)=48(x) (B.7)

a2

ze

%) 1 {2kBT

ou escrevendo z = kx,

dzg_{kBTJ{kBTJ{kBTj }anz(z)+L}9=o. (B.8)

dz>  |zeQ | Qze | zeQ 20x°

Dada a relagéo trigonométrica: tanz(z) = secz(z) — 1, a equacgdo (B.8) é reescrita

&9 kT (Y| o (kTY . 4 |o_
2ol e o

Para simplificar a notagdo da equacgéo (B.9) vamos adotar a substitui¢do que segue,

como,
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Apéndice B - Difusdo entre dois planos

bsz—T e a=b— 172. (B.10)
zeQ) 20K
Utilizando estas relacdes, a equagdo (B.9) é reduzida a
d’9 b(b+1
a2 gy, (B.11)
dz cos”(z)

A equagdo de Fokker-Planck obtida (B.11) é semelhante a equagdo de
Schroedinger para o potencial de Poschl-Teller,

voo e [ata=h) _ pB-D
2m |sin’*(ex) cos®(cx) |’

(B.12)

tal que, as constantes « ¢  devem ser maiores que 1. Ha varios trabalhos na literatura
que apresentam a soluc¢@o do potencial de Péschl-Teller para a equagdo de Schroedinger
[55]. Quando a constante « é igual a zero, a equacdo de Schroedinger [55] (B.13) é
semelhante a equacéo (B.11),

2 2
RAY PED oy
2m dx*  cosh’(cx)

(B.13)

sendo W(x) e E,, respectivamente, as autofun¢des e os autovalores da equacdo de
Schrodinger, # € a constante de Planck e m a massa da particula.
A fungdo de onda que satisfaz a equacdo de Schroedinger (B.13) é

¥, (x) = Acos'* (cx) P71, (sin(ex)), (B.14)

onde 4 ¢ uma constante de normalizagdo e P, 7", (sin(cx))sdo os polinomios de

Legendre. Os autovalores E, associados sdo dados por

h22

—(fn)’ (B.15)

Dada a semelhancga das equagdes (B.13) e (B.11), podemos fazer a associa¢io da
solucdo da equagdo de Schroedinger com a equagdo de Fokker-Planck. Comparando
ambas as equacdes (B.11 ¢ B.13) temos que,

9,(x) = Acos"* (kx)P"}!, (sin(xx)) (B.16)
onde 4 ¢ uma constante de normalizagdo ¢ P}, (sin(xx))sdo os polindmios de

Legendre. Ainda, com base na referéncia [55] os autovalores 4; da equacdo de Fokker-
Planck séo:
2k,T
A =—0K*| =L+ |. (B.17)
Qze
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Apéndice B - Difusdo entre dois planos

Portanto, a solugdo completa da equacdo de Fokker-Planck como é escrita como,
N
P(x,t) = a4 cos(xx) B}, (sin(xx))e ™ (B.18)
1=0
onde as constantes a; sdo determinadas de acordo com a relagdo (3.2.7),

o= 90
%(0)

A figura B.2 representa a distribuicdo de probabilidade (B.18) considerando 10
termos da série. Nos adotamos como condi¢do inicial que a posicdo do pico de P(x,?)

parat=0¢&—1.5(xo=—1.5).

[—t=0——1t=m1 t=1 t=5]

Figura B.2: Distribui¢cdo de probabilidade (B.18).

Observamos que a distribuicdo de probabilidade na figura B.2 apresenta
inicialmente um pico préximo a posi¢do de uma das placas (x = —1.5). Esta posi¢do
inicial de P(x,7) ¢ devido a condi¢do inicial adotada (xp = — 1.5). Quando o tempo
aumenta a probabilidade se desloca a posicdo central (x = 0) que corresponde ao
minimo de potencial (figura B.1).

O uso da equagio de Poisson-Boltzmann com a equag@o de Fokker-Planck pode
oferecer uma descri¢do mais complete da difusdo em diferentes fendmenos biologicos
de transporte. Varias informagdes podem ser obtidas usando a distribuicio de

probabilidade, por exemplo, entropia e fluxo de particulas no meio.
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Apéndice B - Difusdo entre dois planos

Ha poucos trabalhos na literatura que associam a EPB com a EFP. Isto acontece,
porque de acordo com a geometria do problema, em geral, a solu¢do da equacgdo de
Poisson-Boltzmann nfo oferece uma expressdo para force que permita solucdo da

equacdo de Fokker-Planck.
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Apéndice C - Solucao aproximada
para potenciais parcialmente
confinantes

Dada a importancia e dificuldade de solucionar a equagdo de Fokker-Planck,
diferentes métodos tém sido propostos, que incluem o tratamento numérico [56 - 57] ou
0 mapeamento em uma equagdo tipo Schrodinger [1, 29, 58]. Nesse ultimo caso, a

expressdo de P(x,?) é dada por uma série de fungdes da seguinte forma:
P(x,0)= Y a,4,(x)¢, (x)e ", (C.1)
n=0

sendo ¢,(x) as autofuncdes e 4, os autovalores da equagio tipo Schrodinger obtida a
partir da equagdo de Fokker-Planck (2.1):

2 2
bl 108, pdd
2| dx 20 dx

Uma limitagdo numérica da solugdo indicada na equagdo (C.1) estd na

48, ==

(C.2)

necessidade de truncar a série, limitando a quantidade de termos a ser usados. Outro
problema surge quando nfo é possivel obter a solu¢do da equagdo de Schrédinger
correspondente (C.2). Para contornar este problema, sugerimos em um trabalho anterior
[30] uma solugdo analitica aproximada composta por duas partes, uma envolvendo os
niveis discretos do problema e outra utiliza uma distribuicdo gaussiana para todos os
estados continuos. Apesar do método de solugdo aproximada proposta em [30] ter
mostrado concordancia com resultados numéricos, observarmos que a aproximacao
adotada pode ser melhorada.

Vamos concentrar nossa atengdo em problemas especificos envolvendo
potenciais simétricos parcialmente confinantes, onde ndo se pode obter a solucgdo
completa da equagdo tipo Schrodinger (C.2). Ha regides onde o espectro ¢ continuo
(livre) e uma regido onde pode haver estados ligados (espectro discreto). Assumimos
que para x > d e x <—d o potencial € constante e o espectro € continuo. Em —d <x < d
existe um pogo de potencial ¢ o espectro se torna discreto. Os pontos x = + d

correspondem as intersecgdes entre a regido livre e a regido confinante do modelo (as
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Apéndice C — Solugdo aproximada para potenciais parcialmente confinantes

figuras C.1, C.6 e C.8 exemplificam o tipo de potencial estudado). A distribuicdo de

probabilidade nesses casos ¢ calculada para regides distintas do potencial.

N,p,(x,1) —-d>x
P(x,t)=<N,p,(x,1) -d<x<d (C.3)
Ny Py (x,0) x>d

A fungdo p(x,r) em (C.3) representa a distribuicdo de probabilidade em cada

regido ¢ N, N, e N, estdo relacionados com a normalizagdo em cada parte da

distribui¢do de probabilidade. Para as regides de espectro continuo (/ e /1]) as fungdes p

sdo dadas por uma fun¢do gaussiana, conforme sugerido anteriormente [30],

e

P (x,0) = py (x,1) = (C4)

40t
e para a regido /I a fung¢do p ¢ expressa pela série indicada em (C.1) com numero de

autovalores limitado (),
J
P (0= ad (x)g (x)e . (C.3)
i=0

O numero j corresponde ao nimero de autovalores discretos presentes no poco de

potencial estudado.
Como as fungdes p(x,7) e p,(x,7) sdo iguais, pela simetria do problema,

podemos assumir que os pardmetros de normalizagdo N, ¢ N, também sdo iguais.

Também admitimos que nos pontos de interface entre os potenciais (+ d) a distribuigéo
p(x,1), equagdo (C.4), deve ser continua, i.e., p, (d1) = p,(d) e p,(—d1) = p,(-d0).
Assim, a condi¢do de continuidade da distribuicdo e a simetria do problema implicam

que N,=N, e,

-d?/or j -1
N, <t>=N,2ﬁ;{;a,¢o<d>¢z<d>e‘”'} (C.6)

A relagdo (C.6) indica que a normaliza¢do N, depende de N, e também possui,

em geral, uma dependéncia temporal. Para simplificar a nota¢do, vamos reescrever

(C.6) como N, (1) = N, g(?) sendo que:

_e [ e
g(t)= @{ga@o(dm(d)e } (C.7)
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Portanto, a distribuicio de probabilidade geral para um problema com as
caracteristicas discutidas (poco de potencial simétrico e parcialmente confinante) ¢

obtido pela equagdo (C.3) com a condi¢io (C.6):

N ! e

I
40t —d>x

Pt = Ng0Y ag (e —d<x<d. (€8)
=0 x>d

1 -0
N, ——e
" Jaont

Aplicando a condi¢o de normaliza¢do em (C.8) temos,

1

{ 472er IeXZ/’Qng(t)Lg“"% (x)ﬁ(x)e‘”fdx} (C.9)

N1(t)=

De acordo com esse resultado, o pardmetro de normalizagdo N, apresenta uma

dependéncia temporal ¢ a distribui¢do de probabilidade (C.8) deve ser normalizada para
cada valor de tempo. Observando a solucdo aproximada proposta pela equagido (C.8)
vemos que quando d ¢ proximo de zero, o sistema se aproxima de um caso livre e a
distribuicdo de probabilidade, se aproxima de uma gaussiana. Quando d ¢ muito grande
(d — ) o sistema se aproxima de pogo infinito. Nesse caso, a solugdo do problema ¢
dada pela série discreta usual de fun¢des [1, 29].

A diferenca da solug¢do (C.8) ¢ a apontada na referéncia [30] ¢ que aqui a
gaussiana ¢ usada apenas nas regides onde o potencial é constante, enquanto na
referéncia [30] é sugerido que cla seja adicionada em todas as regidoes do espaco. Os
resultados numéricos mostram que essa nova abordagem € mais apropriada, conduzindo
a resultados mais precisos.

Em geral, quando ha um confinamento parcial, ha uma dependéncia temporal ja

no parametro N, do primeiro termo da série. Nessas condigdes, a distribui¢do de
probabilidade para tempos grandes na regido do pogo de potencial (regido /1) pode ir a
zero, o que indica a saida de particulas da regido de minimo.
O escape de particulas do pogo de potencial pode ser quantificado através da
quantidade Y(z,Q) definida por:
a j
Y(1,0)=N,(0g(1) [ 3" ad,(x)g,(x)ePldx. (C.10)

—d i=0
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A funcfo Y(¢,Q) fornece o nimero de particulas dentro da regifo de confinamento para

cada tempo ¢ e diferentes valores do coeficiente de difusio (Q). As fungdes N(7) ¢ g(?)

sdo dadas pelas expressdes (C.9) e (C.7), respectivamente.

A equagdo (C.10) também permite avaliar a influéncia da temperatura no
processo de escape das particulas do pogo. Admitindo que a temperatura ¢ proporcional
ao coeficiente de difus@o [1], o calculo da populagdo para diferentes valores de Q
permite analisar a evolugdo do sistema em termos de temperatura. Esta informacdo
permite em principio estudar as propriedades termodindmicas do sistema, como
transi¢des de fase.

Para verificar a acuracia do método proposto, introduzimos a fungdo &(x,7)
baseada na equacdo de Fokker-Planck (2.1),

oP(x,1)
ot

e(x,t)=

62P(x,t)} C.11)

0
L rwrn)e 0™l
Essa fungdo fornece um pardmetro quantitativo para verificar o quanto a solucdo
encontrada se aproxima da solu¢fo real do problema. Caso a solugdo seja exata &(x,7) =
0 e quanto mais distante de zero estiver essa fungdo &x,f), mais distante da solugdo real
vai estar da fungdo P(x,7) sugerida.
Substituindo a solugdo apresentada em (C.8) na expressdo (C.11), observamos

que parax <—d e x > dtemos que

Lo dN,©

& (x,0)= o ~=, (C.12)
enquanto para — d < x < d temos,
L —1| A d
2150 = Zadh g e N, (0g0)] (C.13)

Devido a construgdo de &(x,/) envolver derivadas da distribuicdo de
probabilidade P(x,?), ¢ oportuno destacar que préoximo dos pontos onde a derivada é
descontinua o uso desse critério fica prejudicado e deve ser usado com muita cautela.
Entretanto, o uso da fungfo &(x,f) para avaliar a solugdo evita comparagdes com

solu¢des obtidas por outros métodos e que podem trazer em si um erro agregado.

C.1. OSCILADOR HARMONICO FINITO
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Nesta secdo aplicamos a solugdo aproximada da EFP para um modelo de
oscilador harmoénico truncado, cujo potencial ¢ dado por

V() v, -d>x e x>d C 14
x) =
kx2/2 -d<x<d (C.14)

onde v, = kd’/2 é um valor constante. A figura C.1 apresenta o grafico do potencial
harménico infinito (linha tracejada) e o potencial harmoénico truncado (linha continua).
Para o potencial estudado (linha continua na figura C.1) vemos que ha duas regides
distintas: uma confinante descrita através de um potencial harménico e outra descrita

por um potencial constante.
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Figura C. 1: Grafico comparativo entre o potencial harmoénico truncado (linha continua) e o potencial
harmonico usual (linha tracejada) para k= 1.

O potencial harmoénico é um dos casos em que a equagdo de Fokker-Planck

possui solugdo analitica completa [1] dada por:

P(x,t) = i{ \/%j e H, (x/gx)Hn(O)e"H"‘. (C.15)

onde H, sdo os polindmios de Hermite, o = k/2Q e k ¢ a constante de forca. Os

1
2"n!

autovalores A, sdo iguais a »k, tal que, n=0,1,2...,00.
No caso do potencial truncado a forga ¢ dada por,

—kx —-d<x<d
0 —-d>xex>d

f(X)={
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sendo d o ponto de interface entre o potencial harmdnico e o potencial constante. Esta
funcdo f{x) ¢ substituida na EFP (2.1) e, utilizando o formalismo apresentado na secdo

anterior, a solugdo proposta neste exemplo ¢é

1 2
e—x /tQ

N,\/@ -d>x e x>d
,g(Z)Z[zn '\F J ’”’szn(x/;x)Hn(O)e"“"‘ —d<x<d

sendo j o numero maximo de estados discretos dentro da regido de confinamento. A

P(x,1) = (C.16)

funcdo g(¢) nesse caso € encontrada substituindo as fung¢des discretas da equacéo (C.16)

na equacdo (C.7) e vale

*dz/Qt w . ) -1
8)= j47er {Z(znlnv \/%J e H, (J;x)Hn(O)e_f‘ } (C.17)

e N(7) obtido pela normalizagio, equagio (C.9):

\f] e H, (Vax)H,(0)e ”d} (C.18)

Estamos admitindo que dentro do pogo o truncamento do potencial altera pouco

N[(t)z :

[l ewid]

d i=0

as solugdes originais do oscilador harmoénico. Assim para a regido entre - d <x <d as
autofuncdes (equacdo (C.15)) e autovalores (A, = nk) sdo os mesmo do potencial
harmdnico. A unica diferenga ¢ que limitamos o numero » de termos da série através da
altura do poco de confinamento.

A figura C.2 apresenta a distribui¢do de probabilidade aproximada (C.16) para o
potencial harmdnico truncado (figura C.2a) ¢ o erro associado desta solu¢do dados pelas
equacdes (C.12) e (C.13) (figura C.2b) para diferentes valores de tempo. Na constru¢do
da figura C.2, assumimos que as constantes d, k e Q possuem valor igual a 1 e v, = 0,5.

Nestas condi¢des, ha apenas um nivel discreto dentro do pogo.
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a)

&(x, 1)

b)

Figura C. 2: a) Distribui¢do de probabilidade (C.16) versus posicdo x para diferentes tempos para
profundidade do pogo v, = 0,5, b) Erro estimado &(x,) para cada solugfo.

Observando a figura C.2a vemos que a distribuicdo de probabilidade é maior na
regido de minimo mesmo para periodos grandes de tempo. Por ser um método
aproximado de solugdo vemos pela figura C.2b que a distribui¢do (C.16) nfo satisfaz
completamente a equagdo de Fokker-Planck, ou seja, &(x,7) # 0.

Nas proximidades dos pontos de interface (= d) o desvio da solu¢do apresenta
uma descontinuidade. Esta descontinuidade é um comportamento esperado dado que o
potencial estudado é composto pela juncdo de fungdes diferentes, sendo que o seu perfil

(figura C.1) ndo é suave em todo contorno. Desconsiderando os pontos proximos da
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interface em x = d vemos que o desvio da solu¢do é maior para tempos pequenos. Para
tempos grandes o desvio da solucdo diminui.

Através da distribuicdo P(x,7), equagdo (C.16), calculamos a variagdo do numero
de particulas na regido de minimo do potencial, equagdo (C.10). A figura C.3 mostra a

curva da variacdo de particulas na regido do pogo de potencial para diferentes valores do

coeficiente de difusio.

=
o

5
/ﬂ/

=4
oo

=
Loy =2
-
e
e

=
=Y
+. s-ﬂ".-njr
. -
-
/
/

i
/
!

Jatt e

Figura C. 3: Grafico da populagdo préximo ao minimo de potencial, equagdo (C.10), versus tempo ¢ para
profundidade do pogo v, = 0.5.

Uma vez que se assume que o coeficiente de difusdo € proporcional a
temperatura [1], valores menores de Q representam baixas temperaturas no sistema.
Assim, pela figura 3, observamos que o decaimento da populag@o na regido do pogo de
potencial depende do valor do coeficiente O e, consequentemente, da temperatura.

Notamos que inicialmente a quantidade de particulas na regido de confinamento
¢ maxima e com o aumento do tempo este numero de particulas diminui. Esta queda na
quantidade é mais acentuada para valores maiores de Q. Este comportamento ¢ esperado
e condiz com o comportamento de um sistema sujeito a um potencial ndo confinante.

A figura 4 representa o comportamento do sistema para um valor de tempo
muito grande, numericamente foi usado ¢ = 10*. Nesta figura observamos que para
valores de O muito pequenos (tipicamente O menor ou igual a 0.1) a populacio fica

confinada a regido de minimo do potencial. Por outro lado, para valores de Q maiores o
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numero de particulas dentro da regido do pogo de potencial decai chegando zero para Q

muito grande.

0.6
Y(1.0) 0.5
0.4

0.5 1

Figura C. 4: Grafico da transi¢@o de fase populagdo: Y(z,Q), equagdo (C.10), versus Q para tempo longo
(t=10%.

Outro cenario pode ser obtido ao aumentarmos a profundidade do pogo de
potencial para v, = k2 =15 comk=1¢ed= 173 A solugdo (C.16), nessas
condi¢des, admite dois termos da série (A, = 0 e A; = k) e a distribui¢do de
probabilidade esta representada na figura C.5, juntamente com o erro &x,#) associado

(equagdo (C.12) e (C.13)).
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Figura C. 5: a) P(x,?), equagdo (C.16), versus posi¢do x para diferentes tempos para profundidade do
poco v, = 1,5. b) Erro estimado &(x,7) para cada valor de tempo.

Comparando as figuras C.2a ¢ C.5a, vemos que a curva da distribuicdo de
probabilidade estd mais suave e o pico é mais pronunciado quando aumentamos a
profundidade do pogo (figura C.5a). Como discutido anteriormente, o calculo do erro
&(x, 1) apresenta uma descontinuidade no ponto de jun¢éo dos potenciais (x = £d).

Observamos que conforme o tempo aumenta ha um decréscimo do erro
calculado indicando que a solugdo proposta ¢ melhor para tempos grandes. Na figura 6
apresentamos a evolucdo do numero de particulas em fungdo do coeficiente de difusdo

O para um tempo longo, ¢ = 10*. Para um valor de Q proximo a 0,3 vemos que ha uma
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transicdo de fase do sistema. Este valor para a transi¢do ¢ maior que o observado na
figura C.4 e ¢ resultado do aumento da profundidade do pogo que dificulta o escape das

particulas.

@
o
e

Figura C. 6: Grafico da transi¢@o de fase populaggo: Y(7,Q), equacdo (C.10), versus Q para tempo ¢ = 10,

C.2. POTENCIAL POLINOMIAL NAO HARMONICO
Como segundo exemplo de aplicagdo, assumimos que a regido de confinamento
¢ dada por um potencial polinomial:

V() v, —-d>x e x>d c19
x) = . .
ax4/4+bx2/2 -d<x<d ( )

sendo a e b duas constantes ajustadas para permitir um minimo no potencial. Para a
regido correspondente a x > d e x < - d o potencial V(x) possui valor constante v, igual a
v, = %d“ + %dz
para que ndo haja descontinuidade no potencial.
A figura C.7 representa o modelo completo de potencial parcialmente
confinante, onde a direita e esquerda do poco o potencial possui valor constante (v,)

igual a 1. O valor do ponto de interse¢do (d) para esta profundidade do poco € d=1,40 ¢

o valor das constantes a e b sdo, respectivamente, 0,63 ¢ 0,38.

74



Apéndice C — Solugdo aproximada para potenciais parcialmente confinantes

)
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0.4
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Figura C. 7: Grafico do potencial polinomial (C.19) versus x para a = 0,63, b = 0,38, profundidade v, = 1
e d=1,40.

A fungdo f(x) utilizada na equagdo de Fokker-Planck para este exemplo é dada
pela derivada do potencial, equagio (C.19), fix) =— oV(x)/ox,

0 -d>x e x>d

—ax® —bx* —-d<x<d (C.20)

f(X)={

Em geral, para potenciais polinomiais ndo harmonicos a equagdo de Fokker-
Planck nd3o apresenta solu¢do exata, analitica completa. Entretanto, a equagdo de
Schrodinger associada (C.2) pode permitir determinar parte da solug@o. Nesses casos, a
abordagem introduzida nesse trabalho pode ser usada, aproximando a solug¢do do
potencial original com aquela do potencial truncado (C.19) através da fun¢do (C.8),

assim,

1 Py

N[ \/@ -d>x e x>d
J

N,gOY ag(p(xe " ~d<x<d
i=0

P(x,t) = (C.21)

Na equacdo (C.21) as fungdes ¢(x) da solucdo em série satisfazem a equacdo
tipo Schrodinger (C.2). Considerando que o potencial da regio de confinamento é
descrito pela equagdo (C.19), ndo € possivel obter uma solugdo analitica exata para
P(x,?) e estas autofungdes ¢(x) sdo obtidas por meio de métodos aproximativos [29, 59].
Vamos considerar na regido de confinamento apenas o primeiro termo da série

que ¢ igual a solugdo estacionaria quando o pogo de potencial € infinito,
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P(x,t)= ng(t)%(x)ze_%-
O autovalor (A,) é igual a 0 ¢ as fungdes ¢,(x) sdo dadas por,
¢0 (x)l — er(x)/Q.

Logo, a distribui¢do de probabilidade do modelo é representada como,

1 7)(2/1)
N, (1) e v
! 407t -d>x e x>d

P(x,t)=

—Lx4—ix2 —-d<x<d
N,(g(t)e ¢ *°

sendo a fungdo g(7) dada por

e a normalizagdo N (7) ¢ definido como

1

2 (v e |
e dx+g()|e dx
(o] J

Nl(t):

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

A figura C.8 representa a distribui¢do de probabilidade (C.24) e o erro associado

(&), equagdo (C.12) e (C.13), para diferentes valores de tempo. Consideramos o

potencial (C.19) com as constantes a e b iguais a 0,63 e 0,38, respectivamente.

Como a distribui¢do de probabilidade (C.24) é expressa apenas por um termo da

série da equacdo (C.21) a altura v, do pogo ¢ igual a 1. Para esta profundidade do pogo

(vo = 1) possuimos apenas um unico autovalor A,. O ponto de interface entre as regides

¢ d = 1,40 e o valor do coeficiente de difusdo Q ¢ 1.
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Figura C. 8: a) Distribuicdo de probabilidade (C.24) versus posicdo x; b) erro € da solugdo aproximada,
considerando para a = 0.63u, b = 0.38u e profundidade v, = 1.

Observamos através das figuras C.8a e C.8b que a distribuigcdo de probabilidade
P(x,f) apresenta um pico na regido do poco de potencial mesmo para grandes valores de
tempo. Inicialmente, a um pico de probabilidade bem distinto (# = 1) e com o passar do
tempo este pico diminui ¢ ha um aumento da largura da curva de P(x,f) em sua base. O
aumento da largura da probabilidade caracteriza a saida das particulas da regido do pogo
para regido livre.

Como feito para o caso harmoénico, substituimos a solucdo na equagdo de

Fokker-Planck para avaliar o desvio que apresenta (figura C.8b). Percebe-se que a
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solucdo aproximada satisfaz melhor a equacdo de Fokker-Planck para tempos maiores
que para pequenos valores de 7. O maior valor de desvio se encontra para a regido
dentro do poco de potencial e ¢ menor nas regides laterais. Este comportamento ¢
esperado, pois € reflete da condicdo de continuidade da probabilidade, equacdo (C.8),
que impde o desvio a solu¢do.

A figura C.9 relaciona o escape das particulas da regido de confinamento com a
variagdo do coeficiente de difusdo. Neste grafico fixamos um valor de tempo ¢ = 10" na
equacdo (C.10), referente a populagdo de particulas na regido entre + d, e variamos o

coeficiente de difusio.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Q

Figura C. 9: Gréfico da transi¢io de fase versus Q para tempo ¢ igual a 10°.

Podemos observar através da figura C.9 que ha um decaimento da quantidade de
particulas a partir de Q igual a 0,1, aproximadamente. Como discutido, o coeficiente de
difusdo € proporcional a temperatura, assim o aumento de Q pode ser associado a um

aumento da agitag¢do térmica das particulas que favorece seu escape.
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Apéndice D - Prova da Igualdade
(2.5.25)

Nesta se¢do estaremos detalhando a obtengéo da igualdade (2.5.25) dada abaixo

por (D.1):

1 y+ioo st 0 _ ,
nfBe ™ +ne™ — 4o(t)—kpBle " dt v ds =
P 27i i (s+k) {;[[ ® 'B] }
' (D.1)
B u 4e—ktx0 y+io est © Ly
=—4e Max, + - J G !,u(t)e dt ¢ ds.
y—io

Como discutido na se¢do 2.5, esta igualdade ¢ importante, pois impde algumas
condi¢cdes para que o ansatz (2.5.8) satisfaca a equagdo de Fokker-Planck e a condicdo
de contorno absorvedora. Para obtermos a expressdo (D.1) ou (2.5.25) vamos aplicar a
condi¢do de contorno P(a,t) = 0 no ansatz (2.5.8),

Plan——ex {_ (a—x,—¥, (1) }_ 4 {_ (a+x,-¥,0)
9(t) 9(t) 9(t) 9(1)

sendo a um ponto qualquer no espago, » é uma constante a ser definida, 4 ¢ a constante

n} =0 (D.2)

de normalizag@o e x( ¢ um ponto préximo a posi¢do onde P(x,?) ¢ nulo (P(a,t) = 0).
A relagfo (D.2) é satisfeita se o argumento das exponenciais for o mesmo, logo,
a’ +[-x, —‘Pl]z —2a[x,+V¥,]=a’+[x, —‘P2]2 +2a[x,— ¥, ]|+ np(t) (D.3)
ou ainda, rearranjando os termos, temos:
ng(t) =V, =¥, (1) +2x,(¥,() + ¥, () - 2a(\¥,(t) - ¥, (¢)) — 4ax, (D.4)
As fungdes Wi(¢) e Wa(f) sdo definidas como solugdo do sistema de equacdes

diferenciais (2.5.10i e 2.5.10ii),

PO _ oy =k, () - 1)) =0 )
dl;]t (D.5)
T’;(t)- (kx, kW, (£) — () =0 i)

Aplicando a transformada de Laplace em cada equacdo de (D.5), podemos

representar as funcdes ¥ (7) e W, (¢) como,
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1 y+ioo st o y
‘P(t)zz—my m(ﬁk){! —xok + pu(t)] € dt} (D.6)
€
1 y+io ext y
¥ (1) = 2w G +k){j[x0k+u(z)]e dt}ds (D.7)

Utilizaremos as representagdes (D.6) e (D.7) para representar a igualdade (D.4)
apenas em funcdo das expressdes () ¢ o(f). Vamos reescrever separadamente cada

elemento da igualdade para tornar mais claro os calculos. O primeiro termo é W,(7)%,

¥ (1) Ll e {T [—xk + y(t)]e“"dt}ds]. (D.8)

27i 7 (s+k) |y

Dada a subtragéo no integrando de (D.8), podemos separar a integral de ‘¥';(¢) em

duas como segue,

y+io st o0 y+ioo st 2
e [ xokedr ds +—— j w(t)edtbds | (D.9)
2mi 2 (s+k) [y 27i . (s+k) |y

y—ioo y—ioo

e abrindo o quadrado perfeito em (D.9), chegamos que W,(#)* pode ser representado por

1 y+io e . 2 1 y+io e . 2 ~
(2_7z1 (s+k) {J. ke dt} ds} L27zi (s+k) {'[ uie dt} ds}
1 y+io est » 1 y+ioco S, ;
2 (2—7” o { j x ke dt} ds}(zm B { j u(t)e dt}dsJ

A expressdo para W,(7)* ¢ semelhante a obtida para Wi (1), equagido (D.10), tal

(D.10)

que,

y+io st 2 y+ioo o 2
L‘ .[ ‘ jxoke dt - ds L - J,Ll(t)e dt vds
27i 7, (s+k) |9 Zmy (k) %

y+io st y+io S,
+2 L ¢ Jxoke’”dt ds L _[,U(t)e st ds |.
27i 7, (s+k) (4 2mi 7, (s+k) (g

Utilizando as expressdes (D.10) e (D.11) a diferenca entre W\ (7)* — Wa(9)* ¢ entdo

(D.11)

representada por,
1 y+ioo esr 1 y+ioo 3,
4| — j xXoke"'dt b ds || — j w(t)e'dr s |. (D.12)
27i 7, (s+k) 27i 7, (s+k) |3
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O segundo termo W ;(7) + Wx(¢) é escrito como segue,

(), (1) —LW (Si ’k) {T[—xok+ ,u(t)]e“”dt}ds+

}/Ioo

(D.13)

1 y+ioo st

© st
’ 27i Y (s+k) {f [xok + pu()]e” dt}ds

y—io

Os elementos e limites de integragdo de W(¢) ¢ W,() em (D.13) sdo iguais, logo,

podemos reescrever esta expressdo em uma Unica integral da soma dos integrandos,

1 y+io st L »
PO+ (0=5— j (Hk){! [—x,k + 4(0) + xphe + pa(t) ] e dt}ds (D.14)
ou ainda,
¥ ()+Y,(0) = ! T j 2u(t)e ' dt v ds. (D.15)
L (s+h) (% '

Finalmente, para a diferenga W (¢) — W»(7) em (D.4), temos que

y+ioo s'

¥ (1) -V (t)——— j

ko { [2x ke “dt} ds. (D.16)

Utilizando as expressoes (D.12), (D.15) e (D.16) reescrevemos (D.4) como,

1 y+ico est y
ng(t) = —4 [Z_m ko { f xoke™ dz} ds]

1 y+io e . 1 y+io & .
[% ) {I/J(t)e dt} S]+2X0 - J- Gk {I2,u(t)e dt}a’er (D.17)

y—ioo y—ioo

1 y+ioo St

27i (s+k)

y—iwo

+2a

{I2x0ke ”dt}ds 4ax,.
Vamos simplificar a expressdo (D.17) calculando as integrais referentes a x, (primeiro e
terceiro termos):

y+io st © y+ioo st
BLEY [x ket dis = Xk g (D.18)
27i 2 (s+k) |y 27i Y (s+k)s

y—io y—ioo

A integral em relagdo a s em (D.18) pode ser calculada através de diferentes
métodos. Adotamos neste trabalho o uso do método de residuos, como ja discutido na

se¢do (2.5). Utilizando o formalismo de residuos, a integral (D.18) tem como solugéo,
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1 y+io esr x k y+io est
S xoke™'dt p ds = —— ds=x (1-e™ D.19
27i (s+k) {I } 27i Y (s+k)s 0 ( ) ( )

y—io y—ioo

e substituindo (D.19) em (D.17) obtemos

n(r) =—4x, (1-e )(2—”1[ (S+k){[,u(t)e dt} J

y—io

(D.20)

1 y+ioo st
+2xy—
27i 7 (s+k)

y—iwo

{J. 2u(t)e ”dt}ds +4ax, (1 e ) 4ax,.

Finalmente, cancelando os termos iguais em (D.20), a expressdo final para o lado direito
de (D.4) ¢ dada por

27i (s+k)

y—io

nd(t) = —he Max, + 24 % yjm {j u(t)e “dt}ds (D.21)

Agora, voltamos a atengdo para o lado esquerdo da expressdo (D.21). A fungéo

#(?) é obtida solucionando a equacido diferencial (2.5.107ii),

%+ 2kg(t)—4o(t) =0. (D.22)
Vamos adotar que ¢(f) seja uma fungdo expressio como,
d)=e" (a()+p), (D.23)
com fuma constante ¢ o(f) uma fungdo temporal. Substituindo (D.23) em (D.22),
9D | k() +kf-451)=0 = &) =eor). (D.24)

Aplicando o método de transformada de Laplace em (D.24), a fungdo o(?) ¢
expressa por
1 y+io st

a(t )_2—7” w( k)

{ j [45()— kﬂ]e‘“’dt} ds (D.25)

¢ substituindo as relagdes (D.24) e (D.25), que definem a fungdo ¢(f), em (D.4) obtemos

a expressdo inicial (D.1):

y+io st
—kt kt e —st
+ — 4o(t)-k dtyds =
nfe ne” 27i | 1) {j[ (- ﬂ]e } /s = -
= de gy +4efktx° T e j (£)e " dt b ds |
"o A e 3
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