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Resumo

Neste trabalho, com o objetivo de adquirir diferentes conhecimentos e novas for-
mas de abordagem, estudamos diversas demonstragoes para os teoremas binomial e
multinomial. Estas demonstracoes possibilitaram explorar técnicas matematicas como
a indugao matemaética, anélise combinatoria, probabilidades e calculo diferencial. Re-
sultados interessantes foram apresentados neste trabalho com relacao & expansao do
triangulo de Pascal para outras dimensoes como o tetraedro aritmético formado por
todas as camadas triangulares associadas as expansoes trinomiais e os tetraedros que
sao associados as expansoes tetranomiais.

Palavras-chave: Teorema Binomial, Teorema Multinomial, Triangulo de Pascal, Te-
traedro Aritmético, Analise Combinatoria.






Abstract

In this work, aiming to acquire different knowledge and new ways of approach, we
study several demonstrations for the binomial and multinomial theorems. These de-
monstrations made it possible to explore mathematical techniques such as mathemati-
cal induction, combinatorial analysis, probabilities and differential calculus. Interesting
results have been presented in this paper regarding the expansion of the Pascal triangle
to other dimensions such as the arithmetic tetrahedron formed by all the triangular
layers associated with trinomial expansions and the tetrahedra that are associated with
tetranomial expansions.

Keywords: Binomial Theorem, Multinomial Theorem, Pascal’s Triangle, Arithmetical
Tetrahedron, Combinatorial Analysis.
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1 Introducao

De acordo com Edwards (2019), o Triangulo Aritmético é o mais famoso de todos os
padroes de nimeros. A primeira vista parece tratar apenas dos coeficientes binomiais.
Porém, ele contém os niimeros triangulares e piramidais da Grécia Antiga, os ntimeros
combinatorios que vieram com os estudos Hindus de arranjos e selecoes de objetos e
ainda, de forma um pouco velada, os nimeros de Fibonacci' da Italia medieval. Ele
revela padroes que agradam os olhos, levanta questoes que instigam os estudiosos de
Teoria dos Numeros e, sobretudo, “Ha tantas relagoes presentes que quando alguém
descobre uma nova identidade, nao h& mais tantas pessoas que se empolguem a seu
respeito, exceto o descobridor!” - Knuth (1973).

O Triangulo Aritmético foi escrito pela primeira vez muito antes de 1654, ano em
que Blaise Pascal escreveu o seu Traité du triangle arithmétique, mas foi o seu trabalho
que uniu todos os diferentes aspectos dos nimeros pela primeira vez. Nele, Pascal
desenvolveu as propriedades dos nimeros como uma peca de matemética pura (fre-
quentemente usando indugdo matemética em suas demonstragdes) e entao, numa série
de apéndices, mostrou como essas propriedades sao relevantes para o estudo dos niime-
ros figurados, para a teoria de combinagoes, para a expansao das expressoes binomiais
e para a solucdo de um importante problema da teoria das probabilidades. E, portanto,
muito apropriado que o Tridngulo Aritmético seja conhecido como Triangulo de Pascal.

O subsequente florescimento da teoria das probabilidades aumentou a importan-
cia dos coeficientes binomiais através da principal aplicacao na distribuicao binomial.
Durante o desenvolvimento da andlise no século XVII, esses coeficientes com grande
frequéncia vinham & tona influenciando diretamente as descobertas de Wallis?, Newton?
e Leibniz!. Mais recentemente, o crescimento da importancia da analise combinatoria
tem fomentado novo interesse nos coeficientes binomiais. Para contarmos a historia
desses nimeros, ¢ importante distinguirmos trés caminhos pelos quais eles vieram.
Temos entao que distinguir trés tipo de ntmeros:

!Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano ou ainda Le-
onardo Bigollo, (¢.1170-c.1250), mais reconhecido como Fibonacci, foi um matemético italiano. E
considerado o mais talentoso matematico ocidental da Idade Média. Ficou conhecido pela grande
descoberta da Sequéncia de Fibonacci e pela sua participa¢do na introducao dos algarismos ardbicos
na Europa.

2John Wallis (1616-1703) foi um clérigo inglés e matematico, a quem é dado crédito por parte do
desenvolvimento do Calculo Infinitesimal.

3Tsaac Newton (1643-1727) foi um astrénomo, alquimista, filésofo natural, telogo e cientista inglés,
mais reconhecido como fisico e matemaético. Sua obra, Principios Matematicos da Filosofia Natural é
considerada uma das mais influentes na histéria da ciéncia.

1Gottfried Wilhelm (von) Leibniz (1646-1716) foi um proeminente polimateméatico alemio e um
dos mais importantes légicos, matematicos e filésofos naturais do Iluminismo. Leibniz e Newton
criaram o Célculo Diferencial e Integral independentemente um do outro.

21



22 Introducao

1. Os numeros figurados. Sao sequéncias de niimeros associados a agrupamentos
de pontos (ou objetos) que formam alguma figura ou padrao geométrico. Os
nimeros triangulares apresentados na Figura 1.2 sao um exemplo de ntimeros
figurados.

Podemos definir os Numeros Figurados como sendo os nimeros que ocorrem numa
certa familia de progressdes nas quais o [-ésimo nimero da k-ésima progressao,
denotado por fi, ¢ a soma dos primeiros [ niimeros da progressio anterior (a
(k — 1)-ésima progressao), sendo a primeira dessas progressoes, a sequéncia dos
nimeros inteiros: 1,2,3,4,....

2. Niumeros Combinatorios: sao aqueles que dao o nimero de maneiras de se escolher
k elementos de um conjunto com n elementos, simbolizado atualmente como C*
ou "C} ou ainda C,, ;. Algebricamente, a definicao de combinagao é dada por

n!

kE_n _ _
On = "0 = Cui = 0 — 1

(1.1)

3. Niumeros Binomiais: sao os coeficientes que ocorrem na expansao da n-ésima
poténcia da expressao binomial (a + b); o coeficiente de um termo a™ *b* dessa

expansao é normalmente denotado por ®. Algebricamente temos:

n
k

n n!
k)~ K-k L
(1) = 2

De maneira analoga, uma diagramacao de ntmeros serd chamada de Triangulo Fi-
gurado, Tridngulo Combinatorio ou Tridngulo Binomial de acordo com o contexto no
qual estiver inserido. Essas diagramacoes de nimeros nao estarao necessariamente em
formato triangular — de fato, como esses padroes podem ser estendidos indefinidamente,
nao raramente ficara dificil atribuir um determinado formato geométrico a eles — mas é
conveniente e consistente trabalharmos com a forma triangular. Claro que todos esses
triangulos mostraram tratar das mesmas coisas; sao de fato uma coisa s6. Mas fizemos
esse diferenciacao para facilitar a apresentacao de sua histéria. Ao pesquisarmos os
estudos e descobertas ao longo da histéria, notamos que cada descobridor do Trian-
gulo Aritmético estava mergulhado em um ambiente de estudo: Numeros Figurados,
Numeros Combinatorios ou Nimeros Binomiais.

Segundo Edwards (2019), foi Montmort® que, em 1708, pela primeira vez atrelou
o nome de Pascal ao Tridngulo Combinatorio (“Table de M. Pascal pour les combinai-
sons”). No entanto Montmort apresenta o Tridngulo Aritmético com uma configuragao
um pouco diferente:

n!
kl(n —k)!
tos diferentes, alguns autores usam as notacdes CF

n?

®Note que Cf{ ="Cl = Cpi = = <Z> Para usar notacoes distintas para contex-

"Cy e Cp para se refererirem aos numeros

k
5Pierre Rémond de Montmort, matemético francés, 1678-1719.

combinatorios e a notagao para se refererirem aos coeficientes binomiais.
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1.2.3.4..
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1 ..

Figura 1.1: Diagramacgdo usada por Montmort para o Tridngulo Aritmético, 1708.
Fonte: [7], p. xiv.

Depois disso, em “Miscellanea Analytica” de 1730, De Moivre” perpetuou a forma
de Pascal batizando o triangulo aritmético como “Iriangulum Arithmeticum PASCA-
LIANUM?”, reservando o termo “TRIANGULUM ARITHMETICUM” para o formato

apresentado por Montmort.

Os Numeros Figurados

A linha de raciocinio mais longa que Pascal desenvolveu em seu Tratado do tridngulo
aritmético foi sobre os nimeros figurados, os quais remontam aos tempos da Fscola
Pitagorica que se dedicou muito a estudar padroes para os nimeros 540 anos antes de
Cristo.

Os pitagoricos estudaram os padroes numeéricos formados por objetos (como peque-
nas pedras, esferas ou pontos) arrumados em forma de triangulos ou quadrados.

Disposicao de objetos formando tridngulos

14+2434+4+5=151+2+3+4+5+6=21;1+2+3+4+5+6+7=28

Figura 1.2: Os Nameros Triangulares

A sequéncia dos niimeros triangulares é 1, 1+2 =3, 14243 =06, 1+2+3+4 = 10,
1+24+3+4+5=15 ..., fi'+1=f. ..., onde f. representa o I-ésimo niimero

"Abraham de Moivre, matematico francés, conhecido pelas “Férmulas de De Moivre” para os
Numeros Complexos, 1667—1754.
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triangular. O indice 2 indica 2 duas dimensoes. Se o indice for 3, entao estaremos
falando sobre os numeros “piramidais” (o mais apropriado seria o termo: nimeros
tetraédricos).

Note que a sequéncia dos primeiros nimeros triangulares associada a sequéncia dos
primeiros ntimeros naturais, se escritos em disposicao adequada, ja gerariam naquela
época (entre o século VI a.C. e o século II d.C.) uma parte do triangulo aritmético, ver
Figura 1.6.

Note ainda que a soma dos seis primeiros nimeros naturais, 1 +2 +3+4+ 5+ 6,
resulta no ntmero triangular 21, ver Figura 1.4. Do mesmo modo, a soma dos n
primeiros niimeros naturais resulta um nimero triangular.

90

o
©©

Figura 1.3: Nameros triangulares no triangulo de Pascal
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Figura 1.4: A soma dos seis primeiros naturais resulta um ntimero triangular.

A Figura 1.5 mostra disposicoes de objetos formando quadrados. Essas disposicoes
em figuras representam uma das maneiras mais antigas de se enxergar os numeros
conhecidos por “Quadrados Perfeitos”.
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Disposicao de objetos formando quadrados

Figura 1.5: Os Nimeros Quadrados ou Quadrados Perfeitos

Segundo Edwards (2019), mais adiante, no século IT d.C., Theon de Smyrna® e
Nicomachus? ja sabiam que a soma de dois ntimeros triangulares resulta um quadrado
perfeito. Além de conhecer os nimeros triangulares, Nicomachus escreveu sobre os
ntmeros tetraédricos.

4 10 20 35 56 84 120 165
3 6 10 15 21 28 36 45
2
1

3 4 5 6 7 8 9
11 1 1 1 1 1

1
1
1
1

Figura 1.6: Sequéncias de nimeros tetraédricos, triangulares e naturais consecutivos.
Fonte: |7], p.4.

Note que cada linha pode ser obtida a partir da anterior, por diferencas entre termos
consecutivos.

Nem Nicomachus nem Theon parecem ter percebido as relacoes entre os ntimeros
tetraédricos, triangulares e naturais consecutivos. Muito menos parecem ter escrito
esses nimeros de maneira tabelada, como apresentamos na Figura 1.6.

Note que se as sequéncias que apresentamos na Figura 1.6 fossem reescritas com
ordem inversa das linhas, teriamos:

8Theon de Smyrna (por volta de 100 d.C.) foi um matematico e filosofo grego, mas pouco se
sabe sobre ele. Seus trabalhos foram fortemente influenciados pela Escola Pitagérica. Sua obra que
sobreviveu aos dias atuais “Sobre a Matematica ttil para o entendimento de Platdo” é uma fonte
introdutoria & matematica grega. Theon é citado por Ptolomeu vérias vezes em sua obra “Almagesto”
como “Theon, o Matemético” (Observacdo: nao deve ser confundido com “Theon de Alexandria”).

"Nicomachus de Gerasa (aproximadamente 60-120 d.C.) foi um importante matemético antigo,
mais conhecido por suas obras “Introducao & Aritmética e Manual de Harmoénicos, ambas em grego.
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3 4 5 6 7
1 1 1 1 1
3 4 5 6 7

6 10 15 21 28
10 20 35 56 84

U Y (Y [T U

2
1
2
3
4

Wi = O

Figura 1.7: Sequéncias de nimeros tetraédricos, triangulares e naturais consecutivos.
Essa disposi¢ao dos nimeros figurados forma um diagrama (ou tabela) muito proximo
da versao de Pascal do Triangulo Aritmético

Essa disposi¢ao dos nimeros figurados forma um diagrama (ou tabela) muito pro-
ximo da versao que Blaise Pascal escolheu para o Triangulo Aritmético que apresenta
em Traité du Triangle Arithmétique, 1665.

Coolidge (1949) aponta que o Teorema Binomial é bastante conhecido por todos
os estudantes de Algebra, pelo menos em seus aspectos elementares. A maioria das
pessoas associam esse teorema ao nome de Sir Isaac Newton: ele o teria inventado (ou
descoberto) ou o Teorema Binomial teria sido gravado em sua tumba. No entanto,
nenhuma dessas expectativas é verdadeira. De fato, o Teorema Binomial nao foi in-
vencao de Newton, mas os seus trabalhos marcaram um importante avanco em sua
teoria geral. A historia do Teorema Binomial remonta a pelo menos 2000 anos antes
de Newton, em Os Elementos de Euclides', século 11T a.C. (BICUDO, 2009).

Encontramos um dos primeiros tracos do Teorema Binomial em Os Elementos de
FEuclides, livro TI, proposicao 4:

“Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o quadrado sobre a reta
toda € igual aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o re-
tangulo contido pelos segmentos.” (BICUDO, 2009, p.137)

Em linguagem algébrica, o trecho acima significa que, se os segmentos tiverem
medidas a e b entao obtemos:

(a+b)* = a® + b* + 2ab (1.3)

OEuclides de Alexandria (em torno de 300 a.C.) foi um professor, matematico e escritor grego,
muitas vezes referido como o "Pai da Geometria". Seu livro mais famoso “Os Elementos” é o livro
mais editado da histéria, depois da Biblia.
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a+b a b
a a? ab

a+b (a+0b)?
b ab b?

Figura 1.8: Visualizacao de (a + b)?

Na Figura 1.8 apresentamos uma visualizagao geométrica para a equacao (1.3). Sao
apresentados dois quadrados, congruentes um ao outro, de lados de medida a + b. O
quadrado a esquerda, foi construido com lados de comprimento a + b; assim, possui
drea (a + b)?>. O quadrado a direita tem os lados com a mesma medida (a + b) e,
portanto, com area igual a do primeiro, (a + b)%. Nesse segundo quadrado dividimos
cada segmento horizontal em duas partes, de medidas a saber: a e b. O mesmo foi feito
com os segmentos na posi¢ao vertical. Dessa maneira temos a figura original dividida
em dois retangulos de dimensoes a por b, um quadrado de lado a e outro quadrado
de lado b. Ao somarmos as areas desses dois quadrados a®? + b? com as desses dois
retangulos ab 4+ ab, obtemos a area do segundo quadrado. Da equivaléncia dos dois
quadrados de lados (a + b) obtemos a equagao (1.3).

A equagao correspondente para o quadrado da diferenga é encontrada em Os FEle-
mentos de Fuclides, livro 11, proposicao 7:

“Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, os quadrados ambos juntos,
o sobre a reta toda e o sobre um dos segmentos, sao tquais a duas vezes o
retangulo contido pela reta toda e pelo dito segmento e também o quadrado
sobre o segmento restante.” (BICUDO, 2009, p.141).

Assim, se a representa o todo e b representa o primeiro segmento, temos:

a? +b* = 2ab + (a — b)? (1.4)
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b? b

Figura 1.9: Visualiza¢do a® + b* = 2ab + (a — b)?

Na Figura 1.9 apresentamos uma visualiza¢ao geométrica para a equagao (1.4). Nas
versoes que conhecemos de Os Flementos, Euclides nos apresenta figuras semelhantes
a essas como parte do argumento, porém as medidas indicadas na figura sao notagoes
atuais que nos colocamos por motivos didaticos. A esquerda vemos o quadrado de lado
a e o quadrado de lado b. Suas areas somadas sdo a®+ b>. A direita temos o quadrado
AGIN de lado a, que é congruente ao quadrado (amarelo) de lado a da esquerda e que,
portanto, tem a mesma area: a®. O quadrado ABED, de lado a — b tem area (a — b)2.
Note que ha dois retangulos (cor laranja), DGIF ¢ BHIN, que tém dimensoes a por b;
suas areas somadas, portanto, podem ser dadas por 2ab. Note que o quadrado FHIF
tem area b?, mas estamos contando esta area duas vezes ao fazermos a soma anterior.
Dessa forma, notamos que (ABED) + (DGIF)+ (BHIN)— (EHIF) = (AGIN), ou
seja, (a — b)? + ab + ab — b* = a?. De forma equivalente, podemos escrever: a® + b? =
2ab + (a — b)%.

Teria sido perfeitamente facil para Euclides ir adiante e provar a férmula para o
cubo de um binémio, mas isso teria quebrado a sua linha de raciocinio. Nos livros
IT e X ele estava prodigiosamente interessado nos quadrados de binomios; qualquer
generalizacao deles nao parece ter-lhe de fato interessado. A moderna tendéncia de
generalizar tao amplamente quanto possivel, e estender cada teorema a sua forma mais
geral, era quase algo estranho ao pensamento dos gregos em mateméatica; clareza e
precisao eram as qualidades soberanas que sempre eram solicitadas.

Em Coolidge (1949) o autor escreve, como fato curioso, que um dos primeiros usos
das férmulas das poténcias binomiais tenha sido para descobrir as raizes aproximadas
de nimeros. O método de Heron!'! é a simplicidade por si mesma. Se desejamos
encontrar uma aproximacao para VA e a; ¢ um primeiro valor, o valor mais proximo

sera
L+ 4 (1.5)
ar=—-1a — . .
2 2 ! aq

De acordo com Struik (1969), o triangulo de Pascal aparece pela primeira vez (até

"Heron de Alexandria, ou ainda Hero ou Herdo (século I d.C.) foi um matemético e mecanico grego.
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onde sabemos) em um livro de 1261 escrito por Yang Hui, um dos mateméticos da
dinastia Sung na China. As propriedades dos coeficientes binomiais foram discutidas
pelo matematico persa Jamshid Al-Kashi em “Chave para a aritmética” de ¢.1425.

De acordo com Struik (1969), Chu Shi-kié (nativo de Yen-shan, na China) escreveu
sua segunda obra intitulada O precioso espelho dos quatro elementos em 1303. FEle
comeca essa obra com o triangulo aritmético, apresentando os valores dos coeficientes
binomiais e se referindo ao esquema (do triangulo) como se fosse antigo.

Tanto na China quanto na Pérsia o conhecimento dessas propriedades pode ter sido
muito mais antigo.

Esse conhecimento foi compartilhado por alguns matematicos da Renascenca, e
no6s vemos o triangulo de Pascal na pagina do titulo “Aritmética”, de Peter Apian (ou
Petrus Apianus) escrito em 1527, como menciona Smith (1958). Essa obra nos chama
a atencao especialmente por ser a primeira versao impressa do tridngulo aritmético.
Essa obra apareceu anos antes de Michael Stifel tocar no assunto.

Michael Stifel, 1487-1567

Figura 1.10: Michael Stifel, 1487-1567. Fonte: [26].

Em 1553, Michael Stifel publicou uma nova edicao da obra de Christoffs Rudolffs
chamada Die Coss. Nessa nova edicao, o proprio Stifel acrescentou e complementou
assuntos e, como resultado final, a nova edicao foi publicada com mais do que o dobro
do ntimero de paginas da edigao anterior. Podemos observar na Figura 1.11 duas
paginas em que Stifel apresenta o tridngulo aritmético e explica o padrao da soma para
se obter os coeficientes da linha seguinte.



Introducao 31

d¢er andern vhder[hid 501168

emau(s 363 — 9633 + 643 Eommen
e —822, (¢

€ YOIt wollert aber Eiinfilichere extractiones (ks
ben . Als ich follcadicem cubicam exteabiven aufd

e = 253+ 18>5204+1 7625 aufo difec 3al
wirt die cubicwurgel 120 4275,

YO¢t i meyn extrabiven Ean (der cubic wurs
Bl ) aufe ledigen salen / dem 1ff bie leychtlecy su
belffen . Devbalben voill sty bie die tafiel ferzen fols
licher 3alen dieman braudyct 3u folliche eptrabis
ven von allecley wuegeln .

2. 3 |
fec. | 3 |3
133 |4 e6}4|?
(6. |51 |t]s |
fee, |6 |5 |20 |5 é ’
P EURESRE N ET N

So weyt ift yens gnug.

Wen ichiy cubice will estealyivers /fo nemeidy
aufs dex Tafel die 3alen 3 vnd 3,
Ny § YWenn

Figura 1.11: Die Coss, Rudolffs e Stifel: o Triangulo Aritmético e a Relagdo de Stifel
como ele a apresentou em 1553 (RUDOLFFS, STIFEL, 1553, p.168).
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Figura 1.12: 1553: Die Coss, Rudolffs e Stifel: o Tridngulo Aritmético e a Relacao de
Stifel como ele a apresentou; nesta pagina vemos a explicacao do mecanismo da soma
ou Relagao de Stifel (RUDOLFFS, STIFEL, 1553, p.169).

Depois de Stifel, encontramos o triangulo e as propriedades dos coeficientes bino-
miais em muitos outros autores. Um exemplo é Johann Scheubel (1494-1570), que
apresentou o triangulo aritmético um século antes de Pascal escrever sobre ele. Em seu
trabalho, Scheubel extraiu raizes de indices até 24 (raizes 24-ésimas) por um processo
similar ao processo de extracao de raizes que utiliza o Teorema Binomial.
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“Traité du Triangle Arithmétique” de Blaise Pascal, de 1665

N (\?mw’([yér.r- ;

Yire' du (abuet de M Guervier de Bezance Mattre dos .Rm’f,wa"l‘ﬂ.f,

Figura 1.13: Blaise Pascal, 1623-1662. Fonte: [25].

De acordo com Struik (1969), o chamado Triangulo de Pascal aparece no famoso
tratado de Blaise Pascal (1623-1662), publicado postumamente em 1665, sob o ti-
tulo Traité du Triangle Arithmétique, avec quelques autres petits traités sur la mesme
matiére.

Esse tratado é importante, nao somente por examinar cuidadosamente as proprie-
dades dos coeficientes binomiais, mas também por suas aplicacoes em jogos de azar.
Outro ponto muito importante de sua obra é que, em determinada parte, Pascal ex-
pressa de maneira clara e correta o Principio da Indugao Completa ou Principio da
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Indugao Matematica.

Smith (1958)

aponta que Blaise Pascal escreveu de maneira tao extensa e completa
sobre o arranjo triangular dos coeficientes das poténcias de um bindémio, que a partir
dessa obra esse arranjo passou a ser chamado de “Triangulo de Pascal”.

A Figura 1.14 apresenta a capa desta obra e a Figura 1.15 mostra a apresentacao

original do tridngulo aritmético.

Figura 1.14: Capa da primeira edicao do Traité du triangle arithmétique de Pascal,

(PASCAL, 1665)
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Figura 1.15: Apresentacao original do triangulo aritmético na obra Traité du triangle
arithmétique de Blaise Pascal, (PASCAL, 1665)
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“Ars Conjectandi”’, de Jakob Bernoulli, de 1713

Figura 1.16: Jakob Bernoulli (também escrito como “Jacques Bernoulli”, “Jacobi Ber-
noulli” ou ainda “James Bernoulli”). Fonte: [23].

Em 1713 foi publicada a obra péstuma de Jakob Bernoulli: Ars Conjectandi. Essa
obra foi publicada por seu filho, Nicolaus Bernoulli, 8 anos apds a morte de Jakob. De
acordo com Edwards (2019), esta famosa obra é notada especialmente pelo primeiro te-
orema sobre limite em Probabilidade; o “Teorema de Bernoulli”. Outro ponto de grande
destaque dessa obra sao os tratamentos que Bernoulli da & Distribuicao Binomial, a
Teoria Combinatoria e aos Numeros Figurados (especialmente sobre como usé-los nas
somas de poténcias, que o leva a descoberta dos Numeros de Bernoulli da Anélise).
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Figura 1.17: Capa do livro Ars Conjectandi, de Jakob Bernoulli, 1713. Fonte: |24].

Na primeira parte de seu livro Bernoulli dedica uma secao para desenvolver a Dis-
tribuicao Binomial para probabilidades gerais, encontrando a expressao para obter no
minimo m sucessos em n provas (ou experimentos - os ezperimentos de Bernoulli).
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Figura 1.18: O Triangulo Aritmético apresentado por Jakob Bernoulli, em seu livro
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Ars Conjectandi, publicado em 1713. (BERNOULLI, 1713, p.87).

Na Figura 1.18 observa-se o Triangulo Aritmético apresentado por Jakob Bernoulli
na segunda parte de seu livro Ars Conjectandi, 1713. (BERNOULLI, 1713, p.87).

J& na segunda parte, ele apresenta a sua versao do Triangulo Aritmético em seu
Ars Congectandi; porém, de acordo com Edwards (2019), pela maneira tinica com que
Bernoulli escreveu e pelas citacoes que faz ao longo do texto, fica evidente que ele nao
havia tomado conhecimento do Traité du Triangle Arithmétique de Pascal. Bernoulli
descobriu por conta propria o Triangulo Aritmético e muitas de suas propriedades.
Nessa obra, Bernoulli detalha como usar os Nimeros Combinatorios e chega a calcular

100
20

) - 0 maior nimero combinatoério escrito em um livro até entao. Por curiosidade,

apresentamos o resultado:

(1200()) = 535.983.370.403.809.682.970.
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Objetivo e motivacao do tema

O triangulo aritmético € um tema extremamente rico em aplicacoes e em propri-
edades matematicas. Normalmente os estudantes tém acesso a esse tema somente no
Ensino Médio. Os cronogramas e planejamentos escolares acabam por deixar pouco
tempo ou quase nenhum para explorar algumas das principais propriedades que o tri-
angulo de Pascal, como é mais conhecido, apresenta.

A maioria dos livros para o Ensino Médio apresentam o triangulo de Pascal e a
expansao binomial logo ap6s Andlise Combinatoéria e Probabilidade. Dessa forma, os
alunos acabam deixando de ver relacoes entre a expansao binomial e a analise combina-
toria, pois o assunto ja passou. Poucas vezes vemos questdes de Anélise Combinatoéria
que levem os alunos a encontrar os termos de uma linha do triangulo de Pascal, por
exemplo. Uma obra que é uma 6tima excegao a regra é o livro “Analise Combinatoria
e Probabilidade” de Morgado et al (1991), da Colegao do Professor de Matematica, da
SBM.

O triangulo aritmético apresenta uma quantidade muito grande de propriedades:
propriedade das linhas, propriedade das colunas, das diagonais, os niimeros triangulares
e sua soma, os numeros tetraédricos e sua soma, entre tantas. Até mesmo a famosa
sequéncia de Fibonacci aparece no tridngulo aritmético. Em Green (2012 e 2015),
encontramos uma quantidade enorme de propriedades e atividades sobre o triangulo
aritmético ao longo de mais de 500 paginas, somando os dois volumes.

Por ser um tema que pode ser explorado em varios niveis de profundidade, poderia
ser apresentado ja no Ensino Fundamental, ainda que de modo mais simples, adequado
a faixa etaria dos alunos, e também de maneira mais ampla no Ensino Médio, pois hoje
fala-se muito pouco sobre esse assunto. As propriedades com os niimeros que figuram
no triangulo de Pascal, quando bem apresentadas, podem despertar o interesse de
muitos estudantes.

Dentre os muitos aspectos que podemos investigar e escrever sobre o triangulo de
Pascal, escolhemos dois pontos de vista que a nosso ver sao bastante ricos: o entendi-
mento dos teoremas binomial e multinomial assim como os padroes geométricos que as
expansoes trinomiais e tetranomiais nos sugerem.

A seguir pretendo contar um pouco da minha experiéncia com o tridngulo de Pas-
cal no ultimo ano do Ensino Médio e assim, espero apontar melhor para a primeira
motivacao para este trabalho.

Em 1995, quando eu estudava no terceiro ano do Ensino Médio e também em um
curso pré-vestibular, comecei a me interessar pelas expansoes binomiais e sua relacao
com o triangulo de Pascal. Em determinado momento, divagando sobre o assunto, eu
me fiz as seguintes perguntas: “Como seriam as expansoes de (a+b-+c¢)"? Que padroes
geométricos teriam essas expansoes?”.

Nao havia livros a respeito (que estivessem ao meu alcance pelo menos), muito
menos fontes na internet, a qual estava apenas comecando a se popularizar e com
a qual tive contato apenas em meados de 1996. Como estudante curioso, vi que s6
saberia a resposta se tentasse descobrir por meios proprios. Entao comecei a calcular
as expansoes trinomiais na ponta do lapis, através de seguidas aplicacoes da propriedade
distributiva.

O primeiro padriao que encontrei foi para (a+ b+ c)3: percebi que se eu encontrasse
uma maneira de dispor as parcelas da expansao desse trindémio numa folha de papel de
modo que os expoentes de a ficassem em ordem crescente, assim como os de b e de c,
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as proprias parcelas me “diriam” como deveria ser a geometria dessa configuracao. Se
fosse uma configuragao boa, valeria para todos os casos (todos os valores de n). Quando
finalmente consegui encontrar o padrao geométrico procurado, fiquei maravilhado com
a simetria e com a elegancia: era a Matematica elegante e simples por natureza, a meu
ver.

Depois fui variando n até n = 5 ou n = 6. Lembro de apresentar as ideias para
trés professores que me falaram que o assunto era muito interessante e nunca tinham
visto algo parecido. O meu sentimento era o de estar em mares ainda nao navegados.
A sensacao que tive foi de muita empolgagao.

Ao enxergar os padroes triangulares para (a 4+ b+ ¢)" comecei a investigar (sempre
por conta propria) as suas relagoes com o triangulo de Pascal original, o que me levou
a descobrir o que chamamos de “principio multiplicativo” no Capitulo 5 deste traba-
lho. Além disso, descobri um padrao de organizacdo que me levou a construir o que
chamamos neste trabalho de “tetraedro aritmético”.

A curiosidade s6 aumentava, entdo passei a investigar os padrdes para (a + b +
¢+ d)", descobrindo que a melhor geometria para organizar as parcelas das expansoes
tetranomiais, respeitando as ordens crescentes dos expoentes de a, b, ¢ e d, seriam
tetraedros, um para cada n nao-negativo escolhido.

Continuei a fazer varias investigagoes interessantes a respeito de (a+b+c+d+e)" e
acabei por descobrir o que hoje alguns chamam de “hipertetraedro”, ou seja, o analogo
para 4 dimensoes do que é o tetraedro para 3 dimensoes - ou do triangulo, para 2
dimensoes. Observacao: o hipertetraedro nao apresentaremos neste trabalho.

Em 2017, quando terminei de cursar as matérias do PROFMAT na Unesp de Rio
Claro, apresentei esse assunto como proposta para a minha dissertagao. Confesso que
apresentei a ideia ainda de maneira timida porque nao sabia ao certo se o assunto seria
de interesse de algum orientador. Aqui agradeco muito ao Prof. Dr. Thiago de Melo e
a minha orientadora, Prof. Dra. Erika Capelato, por aceitarem a proposta e por terem
me incentivado. A Prof. Dra. Erika foi de fundamental importancia para dar rumo,
orientacao e profundidade para essa dissertacao de mestrado.

Penso que compartilhar um pouco dessa historia e desse tema possa ter algum
proveito em sala de aula. Talvez seja uma leitura agradavel para quem queira ver um
pouco além do tradicional triangulo de Pascal. Talvez seja o ponto de partida para
enxergar relacoes matematicas ainda nao vistas.

O mais importante para que haja o aprendizado é que a pessoa se sinta envolvida
pelo tema, nao importa qual seja.

Estrutura da dissertacao

Além desta introducao esta dissertagao possui outros cinco capitulos. No Capitulo 2
descrevemos sobre o Triangulo Aritmético, também conhecido como Triangulo de Pas-
cal. Neste capitulo definimos os coeficientes binomiais e demonstramos a Relacao de
Stifel, além de outros teoremas relacionados ao Triangulo Aritmético.

No Capitulo 3 apresentamos quatro demonstracoes para o Teorema Binomial. A pri-
meira demonstracao, utilizando inducao matematica, e a segunda, utilizando argumen-
tos de analise combinatoria, foram retiradas de Ross (2014). A terceira demonstragio,
retirada de Rosalsky (2007), usa resultados probabilisticos e a quarta demonstragio,
proposta por Hwang (2009) usa conceitos do calculo diferencial.
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No Capitulo 4 apresentamos trés demonstracoes para o Teorema Multinomial. A
primeira demonstracao foi feita utilizando conceitos de Andlise Combinatoéria, a se-
gunda por argumentos probabilisticos proposta por Kataria (2016) e a tdltima foi uma
generalizacao que fizemos baseada na demonstracao para o caso binomial feita por
Rosalsky (2007).

No Capitulo 5 apresentamos padroes geométricos para as expansoes de trinomios,
bem como uma relacao com o tridngulo de Pascal tradicional para a obtencao dos coe-
ficientes dos termos dessas expansoes trinomiais. Nesse mesmo capitulo, apresentamos
padroes geométricos para as expansoes tetranomiais.

No Capitulo 6 apresentaremos trés atividades para a sala de aula do Ensino Mé-
dio. A primeira atividade estd relacionada com a identificacao da Relagdao de Stifel
no Tridngulo de Pascal. A segunda atividade, refere-se a observacao dos ‘“ntmeros
triangulares”, o que sao e qual a sua relacdo com o triangulo de Pascal. Na terceira
atividade apresentamos uma extensao da segunda atividade, ou seja, uma atividade
para os “nimeros tetraédricos”.
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