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RESUMO

Neste trabalho € realizada a analise do comportamento dindmico ndo linear, cadtico e
controle, de um sistema macro eletromecanico € um sistema micro eletromecénico, e esta
dividida em duas partes:

A primeira parte desta dissertacdo trata — se de um sistema eletromecanico de 2°
ordem com um unico grau de liberdade em escala macro. Tal sistema € constituido de um
oscilador mecanico composto de massa, mola nio linear e amortecedor acoplado a um
circuito elétrico, este composto uma resisténcia em serie com um atuador capacitivo e um
magnético varidvel. O objetivo desta andlise € estudar o comportamento dindmico do modelo
eletromecanico em estado de equilibrio, e verificar como as simplificacdes das ndo
linearidades podem alterar a resposta do sistema. Sdo aplicadas duas técnicas de controle
ativo o controle linear feedback e o controle utilizando a equagdo de Riccati dependente do
estado, como ferramenta para obter as oscilacdes em uma Orbita periddica desejada, e com a
finalidade de realizar uma comparagdo entre a eficiéncia destes dois métodos, para este
sistema.

Na segunda parte € analisado o comportamento dindmico de um sistema micro
eletromecanico “MEMS”, representado por um micro-acelerdometro modelado por uma
equacao diferencial ndo-linear de segunda ordem. Este sistema considera duas placas fixas e
uma placa movel entre elas, a qual é aplicada uma tensao V (t), tais placas t€ém as funcdes de
fornecer eletrodos para formar um capacitor e armazenar energia elétrica, e de fornecer
elasticidade ou rigidez mecanica. Os resultados sdo obtidos através de simulagcdes numéricas,
sendo possivel observar que para uma determinada faixa de pardmetros utilizados o sistema
apresenta um comportamento indesejavel. Através do uso da técnica do controle 6timo foi
possivel levar o sistema a uma orbita periddica desejada. Para o sistema com parametros
adimensionais € possivel observar um comportamento caético. Como em geral, ndo € possivel
obter — se solucdes analiticas exatas para equacdes, buscou — se uma solucdo aproximada
obtida através do método de perturbacdo, o (Método das Multiplas Escalas). Com o objetivo

de controlar o sistema para atingir uma orbita desejada, sdo utilizados dois controles que
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utilizam a realimentacdo de estados, o controle SDRE e o controle Otimo LQR. Pode ser
observado que apds a aplicacdo das duas técnicas de controle utilizadas, estas levaram o
sistema de uma condig¢do inicial qualquer para uma orbita desejada, utilizando praticamente o

mesmo sinal de controle e no mesmo periodo de tempo.

Palavras — chave: Sistemas Eletromecanicos. Sistemas nao lineares e caos. Controle
utilizando as equacdes de Riccati dependentes do estado. Controle 6timo. Método de

Perturbacao.
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ABSTRACT

This work presented the analysis of the dynamic behavior of nonlinear and chaotic
control, of electromechanical systemsin macro and micro scales, and is divided into two
parts.

The first part of this work is an electromechanical system in macro scale of second
order with of asingle degree of freedom.  This system consists of a mechanical
oscillator consisting of mass, spring nonlinear and damper, coupled to an electric circuit, this
compound a resistance in  series with a capacitive actuator and a magnetic variable.
The purpose  of this analysisis  to study the dynamic behavior of electromechanical
model in equilibrium, and see how the simplifications of nonlinearities can change the system
response. Two techniques are applied to active control, linear feedback control, and control
using the Riccati equation state-dependent, as a tool for the oscillations in a desired periodic
orbit, and with the purpose to make a comparison between the effectiveness of two methods
for this system.

In the second part we analyze the dynamic behavior of a micro electromechanical
system MEMS, represented by a micro-accelerometer is modeled by a nonlinear differential
equation of second order. This system takes two fixed plates and a movable plate between
them, which is applied a voltage V (t), such boards have the function of providing electrodes
to form a capacitor or store electrical energy, and providing mechanical stiffness or elasticity.
Results are obtained through numerical simulations. As can be seen that for a certain range of
parameters the system presents an undesirable behavior. Through the using the technique of
optimal control could cause the system to a desired periodic orbit. For the system
with dimensionless parameters one can observe a chaotic behavior. Asin general it is
not possible to obtain exact analytical solutions to equations, sought an approximate
solution obtained by the method of perturbation, the (Method of Multiple Scales). Aiming to
control the system to achieve an orbiter, two controls are used to using state feedback, the

SDRE control and LQR Optimal Control. Through numerical simulations, it was found
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that for certain parameters the system has a chaotic behavior and that the two control
groups brought the system to an initial condition for any desired orbits, using almost the same

control signal and at the same time.

Keywords: Electromechanical Systems. Nonlinear systems and chaos. Control using

the Riccati equations of state dependent. Optimal control. Perturbation Method.
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1 INTRODUCAO

Atualmente pode ser notado um crescente desenvolvimento de pesquisas, com 0O
intuito de integrar sistemas mecanicos como os atuadores e sensores na microeletronica,
formando um sistema global e insepardvel. Tais sistemas onde existe a interacdo entre
compomentes mecanicos e elétricos ou eletronicos, sdo chamados de sistemas mecatronicos.
A palavra mecatronica foi provavelmente citada pela primeira vez por um engenheiro japonés
em 1969 [Kyurae Oho, 1969]. Em IEEE/ASME  Transactions on Mechatronics
preliminarmente uma definicdo € dada: onde a mecatronica € definida como a integracio
sinergética da engenharia mecanica com eletronica e controle inteligente por computador no
projeto e fabricacdo de produtos e processos industriais [Harashima et al, 1996].

Todas as defini¢cdes concordam que a mecatronica € uma area interdisciplinar, em
que as seguintes disciplinas agem em conjunto Figura 1:

e Sistemas mecanicos: elementos mecanicos, maquinas, mecanica de precisao;

e Os sistemas eletrOonicos: microeletronica, eletronica de potencia, sensores e

tecnologia de atuadores;

e A tecnologiada informacdo: teoria de sistemas, automac¢do, engenharia de

software, inteligéncia artificial.

Sistemas

Mecanicos

Mecatronica

Tecnologia

Sistemas da

Eletronicos x
Informagdo

Fig. 1.1 — Mecatronica: a integracdo sinérgica de diferentes disciplinas.



Interacdes entre estes diferentes dominios elétricos € mecanicos sdo causados por
mecanismos de transformacao elétrica, magnética ou mecénica. Na figura 1.2 € possivel notar
a reversibilidade dos sentidos no processamento de sinais mecanicos em elétricos e vice —

versa, sendo possivel observar a estrutura essencial dos sistemas eletromecanicos.

Sentido no Processamento de Sinais

Estrutura Essencial

Subsistemas
Translacionais e
Rotacionais v,F,.Q,M

Subsistemas Elétricos \

u,i

Constantes dos ‘
Transdutores Elétrico ‘

e Magnético X,Y
Subsistemas
Acusticos p,q

Figura. 1.2 — Instru¢des de processamento de sinal e estrutura essencial dos sistemas

eletromecanicos [Bishop, 2006].

As principais aplicagdes dos sistemas eletromecanicos sao realizadas sob a forma de
equipamentos, conjuntos e componentes integrados em elementos de acionamentos, como por
exemplo, alimenta¢do de pequenos motores e sistemas de posicionamento e sistemas
de sensores, como sensores individuais e conjuntos de sensores, bem como no acoplamento
direto entre sensor, atuador e sistemas com processamento de sinal integrado. A reducdo das
dimensdes dos sistemas eletromecanicos, com melhoria simultinea da escala de integracdo

tem sido possivel gracas a micro tecnologia e tecnologia de micro sistemas.



1.1 Sistema Micro Eletromecanico

Recentemente, a emergente tecnologia de sistemas micro eletromecanicos “MEMS”
tem registado um rapido progresso na fabricacdo e testes de novos dispositivos, com a
criacdo de aplicacOes e propostas inovadoras de novas tecnologias. Devido ao fato de
que podem ser fabricados usando técnicas  de producdo e infra estruturada industria
de semicondutores, significa que estes podem ser produzidos a baixo custoeem grandes
quantidades, tornando a sua comercializacdo bastante atraente, devido ao seu leve peso,
tamanho reduzido, baixo consumo de energia e durabilidade. Existem vdrios dispositivos de
MEMS que foram utilizados com sucesso em diversas areas da engenharia e da ciéncia como
cabecotes de impressdo a jatode tinta, micro bombas, matrizes de exposicio da
projecdo, e acelerdmetros usados em air bag sdo apenas alguns exemplos de aplicagdes de
dispositivos MEMS. Infelizmente, as ferramentas de simulacdo de MEMS nao acompanharam
o ritmo deste crescimento da tecnologia [Senturia et al., 1997]. Dispositivos de¢ MEMS muitas
vezes ainda sao projetados por tentativas e erros. A principal razdo deste fato se deve ao
processo  de concep¢do de um dispositivo MEMS  ser uma tarefa  multidisciplinar,
que envolve dominios inerentes ao acoplamento de energia, tais como as forcas eletrostaticas
térmicas e mecanicas.

A drea de MEMS explodiu notavelmente a demanda por filtros com alta freqiiéncia
de ressonancia aumentando rapidamente o fatorde qualidade. Ressonadores micro
eletromecanicos foram propostos em meados dos anos noventa como uma alternativa vidvel
para atuadores do tipo comb - drive e outros filtros convencionais de grande porte . Ha
uma série de métodos de atuagcdo que podem ser utilizados para acionar ressonadores, assim
como 0s mecanismos térmicos, piezelétricos, eletromagnéticos e eletrostiticos esta ultima
sendo o método mais utilizado devido a sua simplicidade e alta efici€éncia. [Varadan et al.,
2003].

E possivel notar um grande interesse em problemas envolvam sistemas
eletromecanicos acoplados. Sabe-se que muitas praticas em dispositivos eletromecanicos
podem ser modeladas por meio de equacdes acopladas, possibilitando sua compreensdao no
contexto da mecanica simples como massas concentradas e circuitos elétricos e magnéticos
[Bassinello et al., 2011]. Um grande ndmero de cdlculos, simulacdes numéricas e

experimentos foram realizados em sistemas de osciladores acoplados que podem fornecer



modelos fundamentais dos problemas dinamicos em vdrias dreas, como quimica, sistemas
bioldgicos e eletromecanica que podem ser encontrados em [Balthazar e al., 2010]. Na maior
parte desses estudos, a modelagem matemadtica é realizada com base na teoria lagrangeana, e
obtém solucdes no espaco de estados. O caos e mecanismos de rotas para o caos t€m recebido
maior atencdo, pois eles definem a forma como o sistema perde estabilidade perto de um
ponto de bifurcacdo. Muitas vezes, tal investigacdo tem sido orientada para a descoberta dos
mecanismos que controlam o comportamento nao linear proximo a regido de ressonancia,
com o objetivo de obter um comportamento desejado dentro de um dominio de instabilidade
dos parametros escolhidos. Pode ser observado um interesse significativo no controle dos
sistemas ndo lineares, exibindo um comportamento cadtico. Varias técnicas podem ser
aplicadas a uma ampla gama de problemas. Uma das técnicas é o controle por realimentacio,
que foi originalmente desenvolvido para aplicacdo em sistemas lineares, e € utilizada em
varios trabalhos inclusive em sistemas que apresentam dindmica nao linear [Tusset et al.,
2006]. Recentemente foi proposto por [Rafikov e Balthazar, 2008], a aplicacao da técnica de
controle por realimentacao em sistemas nao lineares. Em Chavarette et al., 2009, foi utilizada
a técnica de controle 6timo linear para reduzir oscilagdes ndo lineares (cadticas) dos sistemas,
para uma Orbita periddica.

As ndo linearidades estdo presentes em dispositivos eletromecanicos, onde ha uma
transferéncia de energia elétrica a partir de sistemas mecénicos e vice-versa. Em sistemas
micro eletromecanicos (MEMS), as nao linearidades podem surgir de vdarias fontes, como
mecanismos de mola e de amortecimento, € elementos dos circuitos resistivos, indutivos e
capacitivos. Um exemplo interessante da ndo linearidade em sistemas MEMS foi
demonstrado em [Tusset et al, 2011], onde € possivel observar que a forca eletrostatica nao
linear, depende do tamanho do gap entre os dois eletrodos. Quando um dos eletrodos é
movimentado, a for¢a € ndo linear e depende do tempo. Portanto, a equacdo governante do
movimento do MEMS € uma equagdo altamente ndo linear paramétrica.

A seguir sdo descritos os objetivos gerais e especificos desta dissertacao.



1.2 Objetivos do Trabalho

Os objetivos gerais deste trabalho sdo:

Obter uma modelagem matemadtica para sistemas eletromecanicos, analisando o seu

comportamento dindmico nao linear, formulando uma sintese de controle linear 6timo em

sistemas eletromecanicos em macro e micro escalas.

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

Analisar o comportamento dindmico ndo linear de um sistema eletromecanico
com indutancia varidvel, realizando uma comparagdo entre duas técnicas de
controle, o controle 6timo por realimentacdo de estados e o controle
utilizando a equacdo de Riccati dependente do estado, sdo aplicadas ao
sistema eletromecanico com a finalidade de obter um orbita periddica
desejada;

Analisar o comportamento dindmico de um sistema micro eletromecanico nao
linear, utilizando — se uma técnica de controle 6timo por realimentacdo de
estados, com a finalidade de obter um orbita periédica desejada;

Analisar o comportamento cadtico de um sistema micro eletromecanico,
aplicando uma técnica de perturbacdo. Realizar uma comparacdo entre o
controle 6timo e controle utilizando a equagdo de Riccati dependente do

estado (SDRE), analisando sua eficiéncia.



1.3 Organizacao do Trabalho

Para atingir os objetivos propostos, esta dissertacdo estd dividida em duas partes,

como descrito a seguir:
e Capitulo 1: Apresenta — se uma breve descricdo sobre a drea da pesquisa e sua
importancia, a pesquisa bibliografica trata — se de sistemas eletromecanicos em

miCro € macro escalas;

Primeira Parte

e Capitulo 2: Neste capitulo é demonstrado o sistema eletromecanico com
indutancia em escala macro, assim como a modelagem matemadtica e a dindmica
do problema e sao realizadas as simulacdes numéricas;

e Capitulo 3: E realizada uma comparagio entre duas técnicas de controle, sendo
estas o controle 6timo por realimentacdo de estados e o controle utilizando a
equacdo de Riccati dependente do estado, analisando a sua efici€éncia com o
objetivo de obter uma orbita periddica desejada. Ainda neste capitulo € realizada
uma analise da ocorréncia de transferéncia de energia no sistema eletromecanico

em escala macro;

Segunda Parte

e Capitulo 4: Neste capitulo € demonstrado o sistema micro eletromecénico, assim
como a modelagem matematica € a dindmica do problema e sdo realizadas as
simulacdes numéricas;

e Capitulo 5: Aplicagdo do método de perturbagdo, com a finalidade de obter
solugdo analitica aproximada para o sistema micro eletromecanico;

e Capitulo 6: E aplicada a técnica de controle por realimentacio de estados ao
sistema micro eletromecanico com o comportamento nao linear. Para o sistema
micro eletromecanico com comportamento cadtico € realizada uma comparagao
entre duas técnicas de controle, sendo estas o controle 6timo por realimentacdo de

estados e o controle utilizando a equacdo de Riccati dependente do estado,



analisando a sua eficiéncia com o objetivo de obter uma orbita periddica desejada
determinada pelo método de multiplas escalas;

Capitulo 7: Sao apresentadas as conclusdes;

Referencias Bibliograficas;

Anexo I — Controle Por Realimentacio de Estados;

Anexo II — Controle de Sistemas Nao Lineares Através do Método das Equagdes
de Riccati Dependentes do Estado;

Anexo III: Método de Muiltiplas Escalas;

Sumula Curricular.

A seguir e apresentada uma breve introducdo da primeira parte desta dissertacao.



PRIMEIRA PARTE

A primeira parte desta dissertacdo € dedicada a realizagdo da modelagem matemaética
de um sistema eletromecanico em escala macro. Analise do comportamento dindmico e
simulagdes numéricas. E também realizado o projeto de controle para o sistema
eletromecanico, com a finalidade de controlar o sistema, sdo propostas duas técnicas de
controle, sendo estas o controle 6timo por realimentacdo de estados e o controle utilizando a
equacao de Riccati dependente do estado.

A seguir € realizada a modelagem matematica do sistema eletromecéanico em escala

macro.



2. DINAMICA NAO LINEAR DE UM SISTEMA ELETROMECANICO
ACOPLADO COM INDUTANCIA VARIAVEL

O sistema eletromecanico mostrado na Figura 2.1 € um oscilador mecanico composto
de mola, massa e amortecedor ndo linear acoplado a um circuito elétrico, trata-se de um
atuador magnético em série com um atuador capacitivo e resisténcia, tanto o atuador indutivo
como o capacitivo sdo consideradas varidveis e possuem caracteristicas ndo lineares. As
varidveis do problema sdo: x(t) a posi¢do para o sistema mecénico e Q(t) a carga do sistema

elétrico.

Fig. 2.1 — Sistema Eletromecanico Acoplado [Moon, 2000].
A seguir, obtém — se as equacdes governantes do movimento para o sistema

eletromecanico.
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2.1 Equacao Governante do Movimento Mecanico

Para o conjunto da parte mecanica do sistema, a massa € considerada como uma
constante, assim como o amortecimento. A rigidez da mola também € um parametro
importante, que pode ser afetado por fendmenos termo eldstico e ndo linearidades, assume —

se entdo que a mola € nao linear e representada por:

k = klx + k3x3 (2.1)

As equacdes governantes do movimento sao:

mi +cx + kyx + k;x® =F, —F, (2.2)

Onde: m € a massa medida em Kg, c¢ ¢éocoeficiente de dissipacdo da
mola na medida Ns/m, k; coeficiente que representa a componente linear da mola na medida
N/m, k,,; é o coeficiente que representa o componente da mola ndo linear medido em N/m,

E,, representa a forgca magnética, F, representa a forca elétrica.

2.2 Equacao Governante do Circuito Elétrico

O circuito elétrico, utilizado para acionar o oscilador mecanico € um circuito do tipo
RLC em série, com fonte de tensdo senoidal V. cos(wt). A ligacdo entre o sistema mecanico
e o elétrico é realizada por uma forca magnética nao linear F,, que € gerada no solendide e
depende das caracteristicas elétricas do circuito. Aplicando a lei de Kirchhoff para tensao, a

equacgdo que descreve a dindmica do circuito elétrico pode ser expressa como:

. ., Q@ (2.3)
LQ+RQ+m—V
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Onde: Q representaa corrente elétrica no circuito e é medida em amperes,
V representa fonte de tensdao do circuito de medida em volts, R € a resisténcia em ohms, L é
a indutancia medida em Henry, C é a capacitancia medida em Farads. O solendide possui
nucleo movel (barra de metal oscilando no interior do solendide), e sua indutancia depende do

deslocamento e pode ser expressa como:

L(x) = uyN2A <(l - x)Z) (2.4)

A energia elétrica no capacitor pode ser calculada por W. =(V,x) ou W, =(Q,x).

Assim a forga elétrica usando Q = C(x)V, fica:

Q. 2.5)
"t

aw

E possivel determinar a energia armazenada no capacitor através da integracio da
equacdo (2.5). Considerando que o capacitor esta descarregado (g=0) e movendo — se a carga
elétrica de uma placa a outra até que as placas tenham carga (+Q) e (-Q), necessitando — se

de um trabalho W, que pode ser obtido de:

P00 1Q* 1 (2.6)
W‘fo c(x)‘EC(x)‘EC(")V2

Onde C(x) é a capacitancia, e € representada por:

Clx) = dEO_A (2.7)
Assumindo — se que:
_ L (2.8)
VC(x) = )
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2 2 2 29
Fez_lQ_z_li(mzz_livz[ﬂ] __1 &Av” 29)
2 A 2 A 2&,A d—x 2(d—x)?
A energia magnética pode ser obtida de:
W f’ I o 1 I? (2.10)
™)y L(x) T 2L(x)
A forca magnética € representada por:
I? 2.11
Fm = ?L(x) ( )

2.3 Acoplamento do Sistema Eletromecanico

Substituindo as equacdes (2.9) e (2.11) em (2.2) e (2.7) e (2.11) em (2.2) e (2.3), as

equagdes (2.3) e (2.2) podem ser reescritas como:

c k N2AQ? 2 2.12
Fd—g Lty ypntys Ho ¢ + ¢ (12
m m m 2m(l — x)?  2meyA
Q-+RQ'(l—x)2+Q(l—x)2(d—x) (=02 (2.13)
HoN2A EoltoN2A? ~ ueN2A
Definindo novas variaveis:
Teay, u=", =2 oK =L soxu 0=0s

As equacdes (2.12) e (2.13) podem ser representadas de forma adimensional:

22
vz (2.14)
(I —u)? —nzt =0

i + au + fu + Sud —
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Z+az—bzu+czu?+ ez — fzu + gzu? — hzu® — pu®cos(wT) —scos(wT) = 0 (2.15)
g p

Onde:
o = £%% B= Xok; 5= KXo _ HN Ay Qp _ 0
mapx, magx, mayx, 2magx; 2me,Aapx,
R 2Ix,R xgR 1*d I’ x, +2Ix,d
a = y b:—’ C:—’ ez—’ =,
1, 0N’ A LN A LN A £, Uy N> A* £,0" L, N> A’
20xg +xod x Q. 2LV, .x,

S A . " N Ve o Saty
8 £, N> A? £, Uy N* A* P @ ONA U@ ON* A

I*V,. !

S AIA T
Uy ON~"A Xy

@
o

Escrevendo as equacdes do movimento (2.14) e (2.15) em varidveis de estados:

X1 = Xy
2
VX4 2
Xy = —ax X1 +———==+nx
2 2 = Bx1 (L — x,)? nxs3
X3 = X4 (2.16)
X4 = —axy + bx,x; — cx4x? — ex3 + fx3x; — gx3x? + hxzx3 + pxZcos(wT)

— rx, cos(WT) + s cos(wT)

A seguir sdo apresentadas as simulagdes numéricas obtidas para o sistema

eletromecanico.

2.4 Simulacoes Numéricas

Considerando a equacdo do movimento (2.16) em varidveis de estados:
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P 2.17)
X4 = —ax, + bx,x; — cx4x? — exz + fx3x; — gx3x? + hxzxd + pxZcos(wT)

—rx, cos(wT) + s cos(wT)

Na tabela 2.1, s@o apresentados para os valores dos parametros utilizados nas
simulacoes.
Tabela (2.1) Parametros utilizados nas simulacdes numéricas do sistema eletromecanico em

escala macro

Parametros Valores
a 0.02
B 1
o 1
iz 1.2
U 1.77-(1077)
5
b 1
C 0.5
e 1.4124-(10°%)
f 8.4745(10°)
8 1.6949- (107)
h 8.85-(107"%)
p 1
, 3
s 3
I 1
w 1

Na figura. (2.2) pode — se observar o retrato de fase para o circuito elétrico acoplado

e na figura. (2.3) o retrato de fase do sistema mecanico acoplado.
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1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
1

Fig. 2.2 — Retrato de fase para o circuito elétrico acoplado, onde € possivel observar o

comportamento dindmico ndo linear.

0.6

04r

0.2r

N2+

04k

N6F |

Fig. 2.3 — Retrato de fase para o sistema mecanico acoplado, onde € possivel observar o

comportamento dindmico ndo linear.
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Fig. 2.4 — Deslocamento no tempo, x; em preto para o sistema mecanico acoplado, e x3 em

cinza para o circuito elétrico acoplado.

Analisando — se a fig. 2.4 € possivel observar que o sistema acoplado possui
amplitude e freqiiéncia diferentes, porem visando um bom funcionamento do sistema
eletromecanico, deseja-se que o dispositivo acoplado, possua a mesma amplitude e freqiiéncia
tanto no sistema mecanico como no elétrico. Com a finalidade de correcao do dispositivo
eletromecanico, serd aplicada ao sistema uma técnica de controle.

A seguir sdo apresentadas as técnicas de controle aplicadas ao modelo

eletromecinico em escala macro.
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3. PROJETO DE CONTROLE

Neste capitulo o objetivo € realizar uma comparacao entre duas técnicas de controle
testando sua eficiéncia no controle de um sistema eletromecanico com comportamento nao
linear.

A primeira técnica de controle empregada serd o controle desenvolvido por
[Rafikov e Balthazar, 2008] para controlar os sistemas eletromecanicos. Este método visa
encontrar um controle 6timo linear realimentado onde se encontram condi¢cdes para a
aplicacdo do controle linear em sistemas ndo lineares, garantindo a estabilidade do problema.

E possivel notar que na teoria do controle existem dois tipos de problemas, sendo o
primeiro deles a fungao do controle u(z), que deve ser encontrada como uma funcao do tempo,
ou seja, nesse caso a funcdo de controle 6timo determina uma trajetéria 6tima que
corresponde a uma condic¢do inicial dada do sistema. No segundo caso, a fun¢do de controle
u(t x), que depende do tempo e de varidveis de estado; este tipo de controle é chamado
controle com realimentagdo podendo ser aplicado para qualquer condi¢do inicial. Se as
varidveis do sistema sdo desvios do regime desejado, o controle 6timo estabiliza em torno da
trajetoria desejada, minimizando o funcional que caracteriza os desvios quadrados da
trajetdria e do controle do regime desejado [Tusset et al., 2009].

A segunda técnica de controle aplicada serd o controle para sistemas nao lineares
através do método da equagdo de Riccati dependente do estado, o qual utiliza o controle sub —
otimo e busca estabilidade local do sistema [Mracek e Cloutier, 1998].

No préximo sub-indice 3.1 € apresentada e aplicada ao sistema eletromecanico o

controle por realimentacao de estados.
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3.1 Aplicacao do Controle por Realimentacao de Estados ao Sistema Eletromecanico

O objetivo é encontrar o Controle Otimo, tal que a resposta do sistema controlado

(3.1) resulte em uma Orbita periddica X () assintoticamente estavel.

O controle aplicado pode ser representado por diagrama de blocos como mostra a

figura 3.1.

Perturbacao w

+ Controle Sistema
Otimo/SDRE Eletromecanico

v

Sensores

Figura 3.1 — Diagrama de blocos do controlador proposto

Considerando a introdug¢do do sinal de controle U no sistema (2.16):

3 7“2 2
M
X3 =% 3.1

L 2 2 3 2
Xy =—ax, +bx,x; —cx,x; —exy + fx;x; — gx3x; +hxyx; + px; cos(wT')

—rx, cos(wT) + scos(wT') + U2

onde: U =u, +i
Sendo # o controle feedforward que mantém o sistema na trajetéria desejada e dado
por:

P "} o (3.2)

(3.3)

i) =%y + Ty~ bR + B F + Ry — fEF] + gL — HEy] — R cos(wT) + 1% cos(wT)

—scos(wT)
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Substituindo (3.1) e (3.2) em (2.16) e definindo os desvios da trajetéria desejada

como:
X =X
| T (3.4)
Y= X; =X,
X, — X,
O sistema (2.16) pode ser representado na forma de desvios na seguinte forma:
V=Y,

~ \2 >

r(y, +x)
), =—ay, — By, —O(y +% 3+(—)34 Ly + )+ - 24y
) ay, ﬁyl (yl 1) l—(y1+551) 77(y3 3) 1 (1—351)2 2 "

V3= Y4

o - . - w2 - - (3.5)
V4= ay4+b(y4+x4)(yl+xl) ey, +X )y +X)"—ey; + f(y, +X)(y +X)

—8(y, + X))y +X)  +h(y +X )y +X) + p(y +X)* cos(wT)—r(y +3 )cos(wT)
— DX, X, + X, 5] — X, + g% X — hG, X — px7 cos(wT) + 1, cos(wT) +u

r
sendo u, =U — i o controle por realimentacdo de estados.

O sistema (3.5) pode ser representado em desvios como:
y=Ay+G(y,X)+Bu, (3.6)

Ou na forma matricial:

Y 0 1 0 0|y 0 0
y - -a 0 0 . 1 O u,
)')2 = P Y2 +G(u,u )+ '
Vs 0 0 0 1|y 0 Offu
V4 0 0 —e =-ally, 0 1

n

(3.7)
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sendo:
_ 0 _
~ 2 2
Yy, +% ) X
-3 4" 74 ~ 2. 3 Ky )
—-0(y, +X ) + +(y, +X )"+ K ————5 I
1 1 ~ 3 3 1 ~ 2 3
‘l—(y1+x1)j (l—xl)
- 0
G(y,x)=

by, + 30, +F) =, +F )0 + 5D+ L0+ T, +F) =80y +F)0, +F)

+h(3, )0, +5c'1)3 +py, +7cl)2 cOS(WT) = (v, +,)cos(wT) b, v 5 - R

|+ g}3}12 - h)"c'35c'13 - p5c'12 cos(wT') + r5c'1 cos(wT)

Conforme (Tusset et al., 2009), se existirem matrizes Q e R, definidas positivas com

matriz Q simétrica, tal que a matriz:
0=0-G"(y,%)P-PG(y,%) 3.8)

seja definida positiva com matriz G limitada, entdo o controle u, € 6timo e transfere o

sistemas nao-linear (3.5) de qualquer estado inicial ao estado final:
y(2)=0 (3.9)

Minimizando o funcional:

=L (3.10)
J = I(yTQ y+u, Ru,)dt
0
O controle u pode ser encontrado resolvendo a equacao:
u,=-R'B"Py=-Ky (3.11)

Sendo a matriz P simétrica, e pode ser encontrada da equacao algébrica de Riccati:

PA+A"P-PBR'B"P+Q =0 (3.12)



Definindo com trajetdrias desejadas as seguintes funcdes periddicas:

X, 0.05sin(wt)
X, | w0.05cos(wr)

% | | 0.05sin(wr)

X, wO0.05 cos(wt)

A matriz A, e a matriz B, sdo representadas por:

0 1 0 0 00

— -a 0 0 1 0
A= P ,B =

0 0 0 1 00

0 0 —e —-a 01

e definindo:

0 0.001

Utilizando o comando Iqr do matlab" obtém-se:

131.6828 0.145812 0 0
_10.145812  0.316688 0 0
P= 0 0 230.4782 0.034968 ©
0 0 0.034968  0.1532
| 1458125 316.6875 0 0
K= { 0 0 34.96787 153.1996

Substituindo K em (3.11) obtém-se o controle:

u, | —145.8125y, —316.6875y,
- —34.96787y,—153.1996y,

u

n

21

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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O deslocamento do pode ser observado na Figura 3.2, e o diagrama de fase pode ser
observado na Figura 3.3, considerando a aplicagdo do controle (3.17), e a seguinte

substituigao:

x, y, +0.05sin(wr) (3.18)
X, || ¥o+w0.05cos(wt)

X, v; +0.05sin(wt)
X, v, + w0.05cos(wt)

deslocamento
o]
1

Figura 3.2 — Deslocamento de x, € x3 para o sistema com controle



23

01 q 01rF B

01 A 01 B

02r A 02r B

03 A 031 B

04t . 04k 1

Figura 3.3 — Diagrama de fase para o sistema com controle.
Como pode ser observado nas Figuras 3.2 e 3.3, o controle levou o sistema (3.5) para

a orbita desejada (3.13).

Conforme (Tusset et al., 2009), para os casos em que analisar a matriz é (3.8)

analiticamente é muito dificil, é possivel analisar numericamente considerando a fungdo
Lit)=y" (I)Q(t) y(t), calculada na trajetdria 6tima, se L(¢) for definida positiva para todo o

intervalo de tempo, entdo a matriz Q ¢ definida positiva.

Na Figura 3.4 pode ser observado o valor de L(¢) calculada numericamente.

35

30 a

20 B

15} -

101 .

0 ; ; ; ; ;
0 0.005 0.01 0.015 0.02  0.025 0.03 0.035 0.04
t

Figura 3.4 - L(t) calculado na trajetéria 6tima.
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Na Figura 3.4 pode ser observado que L(f) manteve-se positiva até 0 momento em

que y — 0, demonstrando que o controle (32) é 6timo e que a matriz Q ¢ definida positiva.
Como y — 0 para > 0.01, para uma melhor visualizagao de L(¢) a Figura 3.4 foi gerada

para um intervalo de 0 <7 <0.04.

3.2 Controle Utilizando a Equacao de Riccati Dependente do Estado (SDRE)

Desde a década de 1990, a equacdo de Riccati dependente do estado (SDRE) tem
sido muito utilizada como um método de concepg¢do geral que fornecem um meio eficaz
de projetar controladores ndo lineares, observadores e filtros. Este método supera muitas
das dificuldades e limitagdes das metodologias  existentes e fornece algoritmos
computacionais simples e altamente eficazes em uma grande variedade de aplicagdes em
diversos campos de estudo, incluindo misseis, aeronaves, veiculos aéreos nao
tripulados, satélites e naves espaciais, navios, veiculos submarinos autdénomos e sistemas
automotivos, sistemas biomédicos, controle de processos e robdtica, tempo de atraso, a
vibrag¢do e comportamento cadtico.

Em sistemas ndo lineares as matrizes de estado sdo dependentes das varidveis do
problema. Um controle 6timo de um modelo dindmico exige uma formulacdo que visa
minimizar um funcional de custoe cumprir com as restricoes sobre o modelo, que
podem ser equacdes de equilibrio dindmico, as condi¢des de contorno e ou outros.

Escrevendo o sistema dindmico definido por (2.16) na seguinte forma [Shawky et al,

2007]:

u=fu)+Buu, (3.19)

onde: f(u) = A(u)u
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Onde o vetor u = [ul uz]T representa os estado do sistema dependente do tempo,

ii€ R*é o vetor de derivadas primeira do estado, u, € U € R é a fungdo de controle.

Considerando as condicdes iniciais u(7y) =u,, e que f(0)=0, o que implica que a

origem seja um ponto de equilibrio.

Escrevendo (2.16) na forma (5.57):

X =%
2

Py 2

o _ o3
Xy =—0x, ,b’xl &vl +—( )2 +17x3

X3 =3y

)'c4 =—ax, +b)c4)c1 —cx4x12 —exy + fx3x1 - gx3x12 +h)c3)c13 + px12 cos(wT)

-y cos(wT)+ scos(wT)

A matriz A, e a matriz B, sdo representadas por:

[ 0 1 0 o |
X X
1 2 7x4 1
: -p—-& -a mx
2| 1 3 (z )2 )
- X
S 1 Xy
x4 0 0 O2 X 1 %,
_pxl cos(wT') —rcos(wT') + bx4 + fx3 0 —e- gx1 + h)c1 —a— cx4x1 ]

Considerando as matrizes 4 € B na forma:

x=Ax)x+F

Incluindo o controle U:

x=AxX)x+F+U
Onde U € dado por:

U=uf+u

(3.20)

0

scos(wT)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Sendo que uf € o controle feedfoward:

ur = —F (3.24)
O sistema (3.20) pode ser escrito da seguinte forma:
0 1 0 o |
Vs 11100
_p_ 2 _ 4
p-ay “ ! 2 15| |10
{—x + u
( 1) X3 00
0 0 0 1 x, 0 1
_ 2 3 =
cos(wT) —rcos(wT') + bx4 + fx3 0 e g)c1 + hx1 a cx4x1 |

Q=100

oS O O =

Onde u € o controle feedback que pode ser obtido utilizado SDRE.
Definindo as matrizes Q e R:

0 0 O

1 00 1 0
, R=0.00]]

010 0 1

0 0 1

Assim o funcional custo a ser minimizado através do Controle SDRE, ¢ dado por

[Shawky et al, 2007]:

" , (3.25)
J=[" Q@) e+u,Ruyu,)dt
0
Sendo: i = Au + Bu,, e(0)=¢,, e(0)=0 ¢ e= [u —u*]
O controle de realimenta¢do de estados ndo-linear é obtido de:
u, =—R"'(e)B’ (e)P(e) =—K(e)e (3.26)

onde: P(e) € a solucdo da Equacdo de Riccati dependente do Estado:

P(e)A(e)+ A" (e)P(e) — P(e)B(e)R '(e)B" (e)P(e) + Q(e) =0 (3.27)
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O deslocamento pode ser observado na Fig. 3.5, e o diagrama de fase pode ser observado na

Fig. 3.6, considerando a aplica¢do do controle (3.26) em (2.16), e a seguinte substituicdo:

u, = —K(e)[u - u*]

01f b

deslocamento

_D1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 60 70 g0 a0 100

t[s]

Figura 3.5 — Descolamento de x; e x5 para o sistema com controle (SDRE)
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Figura 3.6 — Diagrama de fase para o sistema com controle (SDRE).

Como pode ser observado nas figuras 3.5 e 3.6,0 controle (SDRE) levou mais tempo
para levar o sistema para a orbita desejada em comparagc@o com o controle 6timo.
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3.3 Analise da Ocorréncia de Transferéncia de Energia no Sistema Eletromecanico em

Escala Macro

Nesta secdo € analisada a transferéncia de energia entre o sistema mecanico e elétrico
(Energy Pumping) do sistema eletromecanico apresentado na figura 2.1. O fendmeno de
bombeamento de energia corresponde a uma canalizacdo controlada de sentido tnico da
energia. O tema tem ganho interesse por varios pesquisadores, tais como (Gendelman, 2007),
(Dantas e Balthazar, 2007), (Vakakis e Gendelman, 2001), (Gourdon e Lamarque, 2005).

Considerando a Figura 3.5, a energia total do sistema mecanico pode ser obtida

através da soma da Energia Potencial com a Energia Cinética (Bishop, 2006):

I .1 1
E,, Zme+§k,x2 +an,x4

(3.28)

E a energia total do sistema elétrico pode ser obtida da soma da Energia Magnética

com campo de Energia Elétrica (Bishop, 2006):

1 . 1 3.29
Eyp =5 L0Q" + 5 0° (5:29)

Considerando as equacdes (2.34) e (2.35) temos que a Energia Total do sistema pode

ser obtida de:

T NS B
E, =—mx+—kx" ++—k, x" +—L +—
r =g mit ke kg LQT o L 50

(3.30)

Para a andlise da transferéncia de energia, usamos os valores da energia instantanea (

E ,.). Considerando ainteracdoentre os sistemas mecdnicos e sistemas elétricos, é

—

definido:

g, s (3.31)

Jinst =
E T



EES

EES,isnt = E
T
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(3.32)

Na Figura 3.7 é possivel observar as energias instantineas total sem a aplicacdo de

uma técnica de controle.

E Sist

(i

E inst

Einst

Figura 3.8 — Energia instantanea para o sistema com controle por realimenta¢do de estados



Einst

Figura 3.8 — Energia instantanea para o sistema com controle (SDRE).
Como pode ser observado nas Figuras 3.8 e 3.9, o sistema elétrico e o sistema

mecanico estdo trocando energia. Sendo facilmente observado que apds aplicagdo das técnicas
de controle existe uma reducio notdvel da energia do sistema.

30
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SEGUNDA PARTE

A segunda parte desta dissertacdo é dedicada a realizacdo da modelagem matematica
de um sistema micro eletromecanico. Analise do comportamento dindmico deste sistema com
o auxilio de simulacdes numéricas, sendo possivel observar um comportamento ndo linear
para o sistema operando em uma faixa de parametros e um comportamento cadtico para o
sistema adimensional. Ao modelo com comportamento nao linear é aplicado o controle por
realimentacdo de estados, com a finalidade estabilizar o deslocamento da placa central mével
em um orbita periddica desejada. Ao sistema adimensional, também com a finalidade de
estabilizar o deslocamento da placa central mével em uma orbita periddica desejada, tal orbita
¢ obtida por meio da aplicacdo do método de multiplas escalas, o qual encontra uma solugao
analitica para o problema. E realizada uma comparacio entre duas técnicas de controle, sendo
estas o controle 6timo por realimentacdo de estados e o controle por meio das equacdes de
Riccati dependentes do estado.

A seguir é realizada a modelagem matemadtica do sistema micro eletromecanico.
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4 SISTEMA MICRO ELETROMECANICO

O sistema micro eletromecanico aqui estudado neste trabalho € representado como
uma micro viga acionada eletrostaticamente e pode ser observada na Fig. 4.1. Micro vigas tem
uma ampla gama de aplicagdes, devido a geometria simples, de f4cil produ¢do, durabilidade e
drea compacta do movimento.

O sistema representado na Fig. 4.1, é composto por duas placas fixas e uma placa

movel entre elas, a qual € aplicada uma tensdo V (t) que é composta por uma tensdao de

polarizagdo DC, v,, e uma tensdo alternada AC, V, sin(at). A tensdo DC aplica uma forca

eletrostatica na viga e geralmente muda a posi¢do de equilibrio.
As placas tém as funcOes de fornecer eletrodos para formar um capacitor

armazenando energia elétrica, e fornecer elasticidade ou rigidez mecanica.

Fig. 4.1- Sistema micro eletromecanico [Moon, 2000].

Embora a estrutura flexivel tenha muitos modos de vibrar, neste trabalho sera
considerado o modelo com um grau de liberdade denotado por x(#) o movimento lateral da
placa central de massa (m) .

E importante analisar as possiveis ndo linearidades do sistema da Fig. 4.3, pois
sistemas nao lineares tém sido utilizados para expor a dindmica cadtica, bem como oscila¢des
periddicas [Chavarette et al, 2009], sendo necessdrio em muitos casos suprimir o

comportamento cadtico ou levar o sistema a uma orbita periddica.
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4.1 Modelo Matematico do Modelo Micro Eletromecanico

A equacdo governante do movimento das placas é dada por:
mx =—F,—F, +F, 4.1)

Onde, F) € a forca conservativa da mola, F. amortecimento termo eldstico e F, a
forca elétrica.
A forcga elétrica entre a carga positiva no movimento da placa central e a carga

negativa nas placas laterais, é dada por:

_ow? (4.2)

E
¢ Ox

Onde W™ € a quantidade de energia elétrica armazenada em um capacitor é dada por:

W =2cv? (43)
2

Sendo V' a tensdo elétrica e C a capacitincia. A capacitincia pode ser obtida de:

&4 4.5)

Onde, ¢, é a permissividade no vicuo e d é a distancia entre as placas, e A a drea da
0
placa.

Substituindo (4.4) em (4.3):

_lad (4.6)

W =
2 d

Verifica-se na Fig. 1 que a distancia d entre as placas fixas e a mdvel depende da

posi¢do de x e de d, (distancia inicial entre as placas). Considerando que as placas fixas
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tenham as mesmas caracteristicas, a quantidade de energia elétrica total armazenada no

sistema pode ser obtida de:

1 £ 1 d, 4.7)
foyia( L) - poar
dO—x)+2 dy— x %o ds — x?

Assim a forca elétrica F, é uma fun¢do ndo linear do deslocamento em x e uma

€o
W*=—V24 (
2

funcdo quadrética da tensdo:

ow* x (4.8)
= —_—= e —
Fe = Ox ZgodoAV (d(z) _ xz)z

A rigidez da mola também é um parametro que pode ser afetado, por fendmenos
termo eldstico e ndo linearidades, considerando estas variagdes a For¢a conservativa da mola

Fy, pode ser representada por:

k =kix + kyx3 (4.9)

Em sistemas MEMS tem se considerado um amortecimento termo eldstico como uma
possivel fonte dominante de amortecimento intrinseco. Para o modelo estudado o
amortecimento termo eléstico € resultado do fluxo irreversivel de calor gerado pela oscilagdo
da massa m conforme a posicao de x.

Esta variacdo na temperatura provoca um gradiente térmico no interior do material
da estrutura, que se ajusta para permitir um equilibrio térmico. No entanto, a energia utilizada
neste ajuste ndo pode ser restaurada, mesmo com a estrutura retornando ao seu estado original
[Jazar, 2006].

Considerando que o amortecimento termo eldstico seja uma fungdo de x, a forca de

dissipacdo F, pode ser obtida de:
F. =cx (4.10)

Substituindo (4.8), (4.9) e (4.10) em (4.1) obtém-se a equacao do movimento:
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.. . X 4.11
mx + klx + k3x3 +cx = ZEOdoAVZ (dg——xz)z ( )

onde:
V= (Vp + Vl-sin(a)t)) (4.12)
Considerando x(0) = x,, x(0) = 0 e definindo novas varidveis T = wyt, U = x/X,

onde:

_ _ T _ . e 2 .
Wy = ;, t = (4)—0’ X = XoU, X = WoXgU, X = WyXoU

A equagdo do movimento pode ser representada da forma adimensional:

XoU
mwixyii + kixou + ks (xou)3 + cwoxott = 250dyAV? ﬁ (4.13)
(d§ — xou?)

Considerando as seguintes substitui¢des:

b= (c/mwy), a;= (k1/mw(2)), a3 = (k3x(2,/mw5), B = (ZEOdOA/mngg),

w = 0)/0)0, d= do/xO.
O sistema adimensional (4.13) fica na seguinte forma:

.. . u 4.14
u+bu+a1u+a3u3=,8V2(d%_—uz)2 ( )

Onde, V2, pode ser representada na seguinte forma:

1 1 4.15
VZ + EViz + 2V, V; sin(wT) — EVizcos (2wT) 19

Reescrevendo a equagdo (4.15), em varidveis de estados:
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1'1,1 = uZ
1'1.2 = _buz - a1u1 - a:;uf
u 1 _ 1 (4.16)
+p (d%——uz)z VZ + EViz + 2V, V; sin(wT) — EViz cos(2wT)

4.2 Simulacdo Numérica do Sistema Micro Eletromecanico Com Comportamento Nao

Linear

Nesta secdo, por meio de integragdes numéricas realizadas com o auxilio do software
MATLAB®, ¢é possivel demonstrar o comportamento nio linear apresentado pelo sistema
micro eletromecanico.

Considerando a equag@o do movimento para o sistema micro eletromecénico:

X =X,
4
(a*-+)
[sz +%Vi2 +2*V)V, sin(a)t)—%vi2 cos(ZaI)} (4.17)

Considerando — se a Tabela 4.1, para os valores dos parametros:
Tabela 4.1 — Parametros utilizados na simulacdo do sistema micro eletromecanico com

comportamento ndo linear

Parametros Valores
b 0.005
a, 1000
a, 2000
w 0.54772
d 2
v, 0.2
1(wt)
B 1.416%107'°
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O deslocamento x; pode ser observado nas Fig. 4.2, 4.3 e 4.4, e o diagrama de fase

pode ser observado na Fig. 4.5 e 4.6.

1.5

0.5

-0.5+

-1.5

ts]

Fig. 4.2— Deslocamento de x; t=0:10

AN

1

0.5

— 0OH

0.5

AR AR R EEEEE

_2 L L L L L L L L L
100 100.2 100.4 100.6 100.8 101 101.2 101.4 101.6 101.8 102
tls]

Fig. 4.3 — Deslocamento de x; (b) t=100:102
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Fig. 4.4 — Deslocamento de x; t=0:500 s
E possivel notar — se que com o passar do tempo o deslocamento de x;, continua
aumentando, e isso pode causar danos ao dispositivo, uma vez que o deslocamento das placas

d = 2 foi determinado na tabela 4.1.

1.5

0.5F

0.5+

_1 5 L L L L L L L
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Fig.4.5 — Diagrama de fase 10s
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Fig.4.6 — Diagrama de fase 1000s

O retrato de fase também confirma o aumento continuo do deslocamento do gap
entre as placas. Posteriormente serd realizado um projeto de controle com a finalidade de

estabilizar o deslocamento em d = 2.

4.3 Simulacdo Numérica do Sistema Micro Eletromecianico Com Comportamento

Cadtico

Nesta secdo, por meio de integragdes numéricas realizadas com o auxilio do software
MATLAB®, ¢ possivel demonstrar o comportamento cadtico apresentado pelo sistema micro
eletromecanico.

A equacdo governante do movimento para o sistema micro eletromecanico:

1'1,1 =Uu, (418)

uz = _buz - alul - a:;uf

1 1
2 2 . 2
B =y [+ gV 2 VisinwT) — S VE cos(2wT)
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Para a simulacdo numérica sdo utilizados os parametros apresentados na tabela 4.2.
Tabela (4.2) Parametros utilizados na simulacdes numéricas do sistema micro eletromecanico

com comportamento cadtico

Parametros Valores
b 1

a, 1

a, 0.445

w 6.28

d 25

v, 2

V. 10

B 69141.6

O deslocamento da placa central mével pode ser observado na Fig. (4.7), e o retrato

de fase pode ser observado na Fig. (4.8).

-8
100 150 200 250
t[s]

Fig. 4.7 — Deslocamento de u; para o sistema micro eletromecanico
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Fig. 4.8 — Diagrama de fase para o sistema micro eletromecanico

Segdo de Poicaréd do Sistema Micro Eletrormecanico
15 T T T T T T T

Fig. 4.9 — Secdo de Poincaré para o sistema micro eletromecénico

O mapa de Poincaré é uma importante ferramenta para investigacio tedrica de
sistemas dinamicos, sendo utilizado basicamente com a finalidade de diferenciar o
comportamento de sistemas periddicos, quase perioddicos e cadticos. Uma se¢do de Poincaré é

definida como sendo uma parte de um plano (superficie), localizada no espaco de fases (3D)
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de um sistema continuo, no qual uma 6rbita periédica ou um atrator cadtico intercepta a se¢ao
de Poincaré. Os diversos pontos no grafico representam cada diferente trajetdria do sistema no
espaco. Um sistema cadtico possui infinitos pontos no mapa. Enquanto um sistema periodico
possui finitos pontos no mapa. Sendo possivel observar na figura 4.9, que o sistema micro

eletromecanico possui comportamento cadtico.

Lyapunov Exponent

x 10°

Fig.4.10 — Expoente de Lyapunov para o sistema micro eletromecanico

Expoente de Lyapunov é um conjunto de nimeros que sdo utilizados como um
método para detectar a presenca do caos em sistemas dinamicos, este expoente fornece uma
medida sensitiva as condi¢Oes iniciais. O expoente de Lyapunov tem sido um dos
diagndsticos mais utilizados na andlise de sistemas dinamicos cadticos. Qualquer sistema que
apresenta pelo menos um expoente positivo apresenta comportamento cadtico. O significado
matemdtico de um expoente de Lyapunov positivo é que trajetérias proximas divergem,
portanto sdao necessdrias diversas iteracdes para efetuar uma andlise sobre o comportamento
do sistema. Se o expoente € negativo significa que as trajetérias proximas comparadas
convergem, portanto o comportamento do sistema € ndo cadtico. Além disso, deve se

descartar o periodo inicial que apresenta comportamento transiente na andlise dos

expoentes.Como pode ser observado na Fig. 4.10, o sistema tem um expoente de Lyapunov

positivo. Calculando os expoentes de Lyapunov para T =50000, obtém-se: &, =0.708251,
K, =-1.708251¢ A, =0. Como um dos expoentes € positivo o sistema tem comportamento

cadtico, comportamento que pode ser observado no diagrama de fase na Fig. 4.8.
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5 SOLUCAO ANALITICA APROXIMADA POR MEIO DO METODO DE
PERTURBACAO PARA O SISTEMA MICRO ELETROMECANICO

Os métodos de perturbacido (também denominados técnicas analiticas aproximadas)
formulam procedimentos com os quais € possivel introduzir perturbacdes em um sistema. A
idéia basica € utilizar séries de potencia relativamente a um pequeno pardmetro, que
represente a grandeza de uma perturbagdo. Trata-se de um procedimento analitico usado para
obter solugdes no tempo. Estes métodos sdo utilizados para gerar uma solugdo analitica para o
problema, isto €, uma solucao aproximada.

O método das escalas multiplas (MME) € um dos métodos assintéticos de grande
eficiéncia. Seus desenvolvimentos principais incluem oscilacdes nao lineares, problemas de
camadas limites, dindmica dos fluidos, aerodindmica e a teoria de movimento de astronave.

Pode — se dizer que 0 MME tem como idéia central a transformacdo das equacdes
diferenciais do problema a ser abordado, sendo ele linear ou ndo, em uma série de equacoes
diferenciais lineares soltiveis onde as solugdes sdo obtidas de forma recorrente, ou seja, a
correcdo em primeira ordem depende da solugdo em ordem zero, a correcdo em segunda
ordem depende das corregdes de ordem zero e um e assim sucessivamente.

A solugdo analitica aproximada por meio do método de multiplas escalas para o
sistema micro eletromecanico pode ser obtida através da equacdo (4.16) que corresponde a
equacao governante do movimento, da seguinte forma:

u (5.1)

il + ebu + au + caqud = fV? ————
1 3 ﬂ (d%_uz)z

onde ¢ € o parametro de perturbacdo.

u

Considerando primeiro a substituicdo do termo racional da equacdo (5.1),

, por uma fungo polinomial P, (u) =0, + du, para —9<x<9.

Conforme [Burden e Faires, 2007] pode-se aproximar as duas funcdes através do

método dos minimos quadrados minimizando o erro:

fg ()~ @+ o0

Os parAmetros 0, e O, podem ser obtidos através da solugdo do seguinte sistema

(5.2)

linear:



9 9 9

u
50fdu+51fudu=fmdu
{ 9—9 —?3 _99
50fudu+51f

\ 9

2 uz
du= | — g
uau f(625—u2)2 u
9 -9
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(5.3)

Resolvendo (4.3) obtém-se J,=0 e I, =3.022(10°) que minimizam o erro (5.2).

Resultando na seguinte aproximagao:

u
—_—_—m . -6
@y = 3022 (107

Substituindo (5.4) em (5.2) obtém-se a seguinte equagao diferencial:
il + a;u + edqu + eazud + ebit — edyu sin(wt) + eAzx cos(2wt)
Sendo:

A1 = —9.8230794208, 1, = 8.357836608 e A3 = 10.44729576.

(5.4)

(5.5

Na Fig. 5.1 pode ser observado o deslocamento u4, € na Fig. 5.2 o diagrama de fase,

considerando o para o modelo (5.5) com ¢ = 1.

-8
100 150 200 250
t[s]

Fig. 5.1 - Deslocamento de u4 para o sistema micro eletromecanico
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Fig.5.2 — Diagrama de fase para o sistema micro eletromecanico

Lyapunov Exponent

Bl i

T X 104

Fig.5.3 — Expoente de Lyapunov para o sistema micro eletromecénico

Como pode ser observado na Fig. 4.3, o sistema também tem um expoente de

Lyapunov positivo como observado na Fig. 3.12 Calculando os expoentes de Lyapunov para

T =50000, obtém-se: A, =0.769921, A, =-1.769921 e A, =0. Como um dos expoentes é
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positivo o sistema tem comportamento cadtico, comportamento que pode ser observado no

diagrama de fase na Fig. 5.2.
Introduzindo as escalas T, =T, T,=¢€T e T,=&T. Procurando solugdes na

seguinte forma:
U= Uy (TO,TI) + EUq (TO,TI) (56)

Como a varidvel independente original (escala temporal t) foi substituida pelas
escalas independentes T, T; e T,, as derivadas em relagdo a T devem ser expressas em termos

de derivadas parciais, relativamente a T, tal que:

d
—r = Do +eDy +

dZ
— = Do® + 2eDyD; + -+ (5.7

dt2

Onde, D,, = 0/0T,,.

Substituindo a equacdo (5.6) juntamente com as expansoes (5.7) na equacdo (5.5),
obtém-se o conjunto de equacdes perturbadas.

U =1uy+eu (5.8)

Para determinacdo de u;, conforme o valor do expoente presente no pequeno
parametro &, as quais podem ser resolvidas de maneira recursiva.

Substituindo (5.8) em (5.5) e considerando as derivadas (5.7), (5.5) é representado na

forma perturbada:
(D%, + 2eDyDy) (ug + €uq) + (ug + uy) + €Ay (ug + euy) + caz(ug + cuy)3
+ eb(Dy+eD;) (ug + euy) — ely (U + euy) sin(wTy)
+ e23(ug + guy) cosRQwT,) = 0 (5.9)

Agora, separando os termos em relacdo s potencias de &, temos:

% Déuy + ajuyg =0



e Dduy + aquy
= —2D0D1u0 - bDODO - /11“,0 - 0l3u03 + /12 Sln(WTo)uO

— A3 cos(2wTy)u,

Uma possivel solugdo é:

Ho = ag cos(yJa; To + Bo)
ou na forma polar:
Uo = Aei\/a_lTO +Ae_i\/a_1T0

Onde A é o complexo conjugado de A, sendo:

1.
A==ae’
Zae

Substituindo (5.13) em (5.11) obtém-se:
Dgul + ul = (_ZlDlA - 30l3A21‘T - A/11 - bA + /12 Sln(WTo) A
— A5 cos(2wTy)A)eV@iTo
+ (_ZiD:lA - 3a3AA2 - A/ll - bA - A3 COS(ZWT())A
+ 1, sin(wT,y)A)e WaTo — g A3e3WaTo _ o, A3 =3WaiTo

Eliminando os termos seculares:

—2iD;A — 3a3AA? — Ad; — bA — A5 cos(2wTy)A + A, sin(wTy)A = 0

A equagdo (5.14) fica da seguinte forma:

Déu; +uy = —azA3e3V®iTo — g, A3g3WaiTo

47

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Substituindo (5.13) em (5.16):

Dy +uy = —%a3(3i3(3+\/“_1T0) } e~ (5.17)

Considerando a relagdo:

1, . . 5.18
cosf = E(e‘e +e719) (5.18)
A equacdo pode ser representada na seguinte forma:
a

Déu, +uy = —Tga3 cos (3B + 3/ a1 Ty (5.19)

Resolvendo (5.19) considerando a solu¢do homogénea (ulh) e a particular (ul p):

a
uy = ay cos(Ja Ty + B1) + 322( ao® cos(3Bo + 3 /a1 Ty) (5.20)
1
onde:
Uy, = a4 cos(,/alTl + ﬁl)
as

wy, = 320, a3 cos (3B + 3 /a; T, (4.21)

Substituindo (5.12) e (5.20) em (5.8) obtém-se:

u = ao cos(yayt + fo) + e[ascos (efast + 1) 3‘;‘; ao® cos(3By + 3art) O

1

Derivando (5.22):

u= —ao\/a_1 sin(\/a_lt + ﬁo) + s[s\/a_lal cos(s\/a_lt + ﬁl)

3 (5.23)
4% 03 sin(3o + 3/@0)]

_|_
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Onde, a,, a,, B, € /J, sdo constantes e podem ser obtidas considerando as
condi¢des iniciais.
Considerando que u(0)=u, e u(0)=u,, as equagdes (5.22) e (5.23) ficam na

seguinte forma:

u = ag cos (Bo) + €[ay cos(By) + BZZ ay® cos(3B,) (5.24)
1
. ) Vaias 5 .
U = —ag\/a; sin(By) — e[e/aya, cos(By) + —35 %o sin(3f,)] (5.25)

Transpondo todos os termos para um lado e igualando os coeficientes das potencias
de & para zero em (5.24) e (5.25) € equivalente a igualar os coeficientes de poténcias de £ como
em ambos os lados destas equacdes. Os resultados sdo:

Ordem £°:

u = a, cos (By) (5.26)
U = —agy/a; sin(By) (5.27)

Em quadratura e adicionando (5.26) e (5.27) obtém-se:

u?y + 1%, = a?, cos?(By) + a’gay sin?(By) (5.28)

Ordem ¢:
a,cos(B;) = a33¢;03 c0s(38,) (5.29)
Vot sin(3B) =0 (5.30)
32
Ordem &%
a;sin(B) =0 (5.31)

Analisando (5.30) e (5.31), vemos que uma solugdo € a seguinte,
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ap =\ u?g + U, (5.32)

0 que implica em:

cos(e\/_T)+—a0 cos(3\/_T)
——ao\/_sm(\/_T)+£[—g\/_ 3% sm(s\/_T)

MENILE
—35 %o 3sin(3/a,T)

u = agy cos (\/_T) +£[—

(5.33)

O diagrama de fase para a solugao analitica aproximada (5.33) pode ser observado na
Fig. 5.4, e na Fig. 5.5 pode ser observada a comparacao entre o diagrama do sistema (5.1) e o

diagrama de fase da solucdo (5.33).

0.5F b

du/dt
=
1

Fig. 5.4 — Retrato de fase para a solu¢do do sistema micro eletromecanico
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20 T T T T T

equacdo original
solugdo com MME

e =

15

10F

dufdT
o

1
=]

Figura 5.5 — Soluc¢do do sistema com comportamento cadtico em preto, e solugcdo analitica por

meio da aplicacdo do método de miiltiplas escalas.
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6 PROJETO DE CONTROLE

Neste capitulo o objetivo € realizar uma comparagdo entre duas técnicas de controle
testando sua eficiéncia no controle de um sistema micro eletromecanicas com comportamento
cadtico.

A primeira técnica de controle empregada serd o controle desenvolvido por
[Rafikov e Balthazar, 2008] para controlar os sistemas eletromecanicos. Este método visa
encontrar um controle 6timo linear realimentado onde se encontram condi¢des para a
aplicacdo do controle linear em sistemas nao lineares, garantindo a estabilidade do problema.

A segunda técnica de controle aplicada serd o controle para sistemas ndo lineares
através do método da equacdo de Riccati dependente do estado, o qual utiliza o controle sub —

otimo e busca estabilidade local do sistema [Mracek e Cloutier, 1998]

6.1 Controle Por Realimentacio de Estados Aplicado ao Sistema Micro

Eletromecanico

O objetivo € encontrar o Controle, tal que a resposta do sistema controlado (4.16)

resulte em uma 6rbita periddica X(t) assintoticamente estavel.

Considerando a introdugio do controle no sistema (4.16):

X =X
k ky 3 ¢ Bd*
| _ M3 -~ *
X, =—Xx Nt ——
m m m (d —x )

(6.1)
[sz +%Vi2 +2*VV, sin(a)t)—%\/i2 cos(2a)t)} +U

onde:U=u+1u

Sendo # o controle que mantém o sistema na trajetéria desejada.
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O controle feedforward i € dado por:

~ 2 kL ki3 oc .
L* V? +1V‘2 +2*V V. sin(a)r)—lV.2 cos(2ar)
(d2—i2)2 p 2 i pi 2 4

Substituindo (6.1) em (6.2) e definindo os desvios da trajetdria desejada como:

e= -
27 % (6.3)

O sistema (6.1) pode ser representado da seguinte forma:

€ =6
Ble, + %)) N
(d2 — (¢ +21)2)2

. ~\3 ~
e, =a,e, —be, —a;((e, + X)) — X))+

2 Ly oy v sin(ar) - Ly ) (6.4)
v, +5Vi +2*V)V, sin(ar _EVi cos(2ar) [+ u

sendo u = U — 1 o controle feedback. O sistema (6.2) pode ser representado em desvios

como:
é=Ae+g(x)—g(X)+Bu (6.5)
Representando o sistema (6.2) na forma (6.3):

é 0 —-blle - |o (6.6)
1= +g(0)-g@)+|  |u
é, a 1 |/e 1

sendo:

g(x)—g(x)=

B +E) 0 6.7)
-3 o~ e +Xx 1 . 1 .
—as((e; +X;) —X1)+m +|:|:sz +5Viz+2*VPVi sm(alt)—EVi2 COS(QaIt):l]
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Conforme [Rafikov e Balthazar, 2008], se existirem matrizes Q e R, definidas

positivas com matriz Q simétrica, tal que a matriz:

0=0-G"(x,¥)P-PG(x,%) (6.8)

seja definida positiva com matriz G limitada, entdo o controle u € 6timo e transfere o sistemas

nao linear (6.2) de qualquer estado inicial ao estado final:
e(0)=0 (6.9)

Minimizando o funcional:

© 1
J=["Qe+u" Ru)dt (6.10)
0
O controle u pode ser encontrado resolvendo a equagao:
u=-R"'B"Pe=-Ke (6.11)

Sendo a matriz P simétrica, e pode ser encontrada da equacao algébrica de Riccati:
PA+A"P-PBR'B"P+0=0 (6.12)

Como pode ser observado na Fig. 4.7, a amplitude de deslocamento aumenta com o

passar do tempo chegando a valores criticos, pois o valor mdximo permitido € x; < 2.
Definindo entdo a trajetdria desejada como a 6rbita periddica:
X =sin(wt) (6.13)

A matriz A, e a matriz B, podem ser representadas por:

0 1 0 (6.14)
A= B=
1000 —0.005] 1

e definindo:

Q:{2 O},Rz[l].

0 2
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Utilizando o comando Iqr do matlab’ obtém-se:

63266,44 2000 (6.15)
p= e K=[2000 63,2563
2000 63,2563
Substituindo em (6.11) obtém-se o controle:
u =-2000e, —63,2563¢, (6.16)

O deslocamento do pode ser observado na Fig. 6.1, e o diagrama de fase pode ser

observado na Fig. 6.2, considerando a aplicagdo do controle (6.16) em (6.11), e a seguinte

x| |a+x (6.17)
X, B e, + X%,

substitui¢ado:

1.5

0.5 i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig. 6.1 — Deslocamento de x; para o sistema micro eletromecénico controlado
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™
x
ok il
-0.5+ -
R | I I | U
-25 -20 -15 -10 -5 0 5

Fig. 6.2 — Diagrama de fase para o sistema micro eletromecanico controlado.
Como pode ser observado na Fig. 5.6, o controle (6.16) levou o sistema (6.2) para a
orbita desejada (6.3), mantendo as oscilacdes em uma amplitude e freqiiéncia definida como

satisfatoria.

6.2 Controle do Deslocamento do Sistema Micro Eletromecanico Com

Comportamento Caético

Com o objetivo de controlar o sistema na orbita da solucdo analitica obtida através
do Método das Miultiplas Escalas (5.33) sdo utilizados dois controles que utilizam a

realimentacdo de estados, o controle SDRE e o controle Otimo LQR.
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6.2.1 Controle do Deslocamento Através Por Realimentacao de Estados

O objetivo é encontrar o Controle Otimo, tal que a resposta do sistema controlado
(2.45) resulte em uma 6rbita periddica u (t)assintoticamente estével.

Considerando a introdu¢do do sinal de controle U no sistema (4.16):

i, = u, (6.18)

{vj +%Vf +2V.V, sin(wT)—%Viz cos(2wT)}+U

: u
i, = —au, — o, —bu, + 3 (d2 !

)2
1
Onde. U - l/lr u

Sendo # o controle feedforward que manté€m o sistema na trajetoria desejada e dado

por:

~ L * * % I,{*l (619)
u=u2+0{1u1+0{3u13+bu2—( p *

2 x2f
d —l/t1)

V7SV 2, sin(T) =SV (o)

Substituindo (6.18) em (6.18) e definindo os desvios da trajetoria desejada como:

{ul -7 } (6.20)
e =

U, =,
O sistema (6.18) pode ser representado na forma de desvios na seguinte forma:

e =e,

e, =—aye, —be, —a;((¢ +u*1)3 _u*1)+ (6.21)

Ple +u) . [sz + lvl? +2*V YV, sin(wT)—lViz COS(ZWT)} +u,
(@ = (e, +u")?) 2 2

sendo u, =U —ul o controle por realimentagdo de estados.
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O sistema (6.21) pode ser representado em desvios como:
é=Ae+G(u,u )+ Bu, (6.22)

Ou na forma matricial:
¢ [0 -blle .. |0 (6.23)
o= +Gu,u )+|  |u,
é, a 1 |le 1
sendo:

—a,((e, + uh) —u)+
Gu,u)=

Ble +uy) . |:Vp2 .|.lVi2 +2*VV, sin(wT)—lVi2 COS(2WT):|
(@ = (e, +1'1)?) 2 2

Conforme [Tusset et al, 2009], se existirem matrizes Q e R, definidas positivas com

matriz Q simétrica, tal que a matriz:
0=0-G" (uu)P-PGu,u") (6.24)

seja definida positiva com matriz G limitada, entdo o controle u, é 6timo e transfere o

sistemas ndo linear (6.21) de qualquer estado inicial ao estado final:

e()=0 (6.25)

Minimizando o funcional:

<L (6.26)
J= I e"Qe+u"Ru)dt
0
O controle u pode ser encontrado resolvendo a equagdo:

u =—R'B"Pe=—Ke (6.27)

r
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Sendo a matriz P simétrica, e pode ser encontrada da equacao algébrica de Riccati:

PA+A"P-PBR'B'P+0Q=0 (6.28)

Definindo com trajetdria desejada a solugao obtida em (5.33):

u=a, cos(\/;1 T)+ e{— al;—cfcos(e\/g1 T)+ %a(f cos(3\/a T)}

A matriz A, e a matriz B, sdo representadas por:

0 1 0
A= B=
Looo —0.005} M

~ {2000 0

e definindo:

]R:[o.oom].
0 10

Utilizando o comando Iqr do matlab" obtém-se:

152.7901 0.5582 (6.29)
p= e K =[5582.5756 333,4093
0.5582 0.0333
Substituindo K em (6.27) obtém-se o controle:
u=-5582.5756e, —333,409%, (6.30)

O deslocamento do pode ser observado na Fig. 6.3, e o diagrama de fase pode ser

observado na Fig. 6.4, considerando a aplicacdo do controle (6.30) em (6.27), e a seguinte

e u, € +u*l
substituigdo: = . |-
U, e, +U:2
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15 T T T T T T T T T
1
0.5
= 0 1
05k -
1+ -
15 I 1 I I I I 1 I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T

25 T T T T T

Fig. 6.4 — Diagrama de fase para o sistema micro eletromecanico com controle
Como pode ser observado na Fig. 6.4, o controle (6.30) levou o sistema (6.1) para a

orbita desejada (5.33).

Conforme [Tusset et al, 2009] para os casos em que analisar a matriz Q
analiticamente é muito dificil, é possivel analisar numericamente considerando a fungdo
L(T)=¢€" (t)é(t) e(t), calculada na trajetéria 6tima, se L(¢) for definida positiva para todo o

intervalo de tempo, entdo a matriz O ¢é definida positiva.
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Na Fig. 6.5 pode ser observado o valor de L(¢) calculada numericamente.

L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
T

Fig. 6.5 — Fungdo L(T) para o sistema micro eletromecéinico com controle

Na Fig. 6.5 pode ser observado que L(7) manteve-se positiva até o momento em
que e — 0, demonstrando que o controle (6.30) é 6timo e que a matriz O ¢é definida positiva.
Como e—0 para T >0.16, para uma melhor visualizacdo de L(7) a Fig. 6.5 foi gerada

para um intervalode 0<7 <0.3.

6.2.2 Controle Utilizando a Equacao de Riccati Dependente do Estado (SDRE)

O método SDRE ser4 utilizado para determinar o sinal de controle a ser aplicada no
controle do sistema na orbita desejada. Diferentemente da estratégia de controle utilizado
anteriormente, em que o controle dependia de dois controladores um nao linear (feedforward)
e outro controle com realimentacdo de estados (feedback), nesta sec¢do, o controle serd
realizado apenas com um controle.

Escrevendo o sistema dindmico definido por (4.16) na seguinte forma [Shawky et al,

2007]:

u=f(u)+Buu, (6.31)
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onde: f(u) = A(u)u
Onde o vetor u = [”1 uz]T representa os estado do sistema dependente do tempo,
e R*é o vetor de derivadas primeira do estado, u, € U € R ¢ a funcdo de controle.
Considerando as condicdes iniciais u(7y) =u,, e que f(0)=0, o que implica que a

origem seja um ponto de equilibrio.

Escrevendo (4.16) na forma (6.31):

0 1
U=\ _ g —au’ +L2 V2 +lvi2 +2V V. sin(wT)—lViz cos(2wT)| —b
(d2 —u 2) "2 ' 2
! (6.32)
u, 0
+| |u,
U, 1
A matriz A, e a matriz B, sdo representadas por:
0 1
A= 2 B T | B= 0
=|a, —au, +—[vp +=V2+2%V Vsin(wT)-=V, cos(2wT)} -b|- P
(d2 - ”12)Z 2 2
e definindo:
2000 O
= , R=[0.0001]
0 10

Assim o funcional custo a ser minimizado através do Controle SDRE, ¢ dado por
[Shawky et al, 2007]:

- (6.33)
J=[E 0@ e+uRuyu,)dt

Sendo: u=Au+Bu,, e(0)=¢,, e(=)=0 e ez[u—u*]

O controle de realimentacdo de estados ndo-linear é obtido de:

u, =—R"'(e)B’ (e)P(e) =—K(e)e (6.34)
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onde: P(e) € a solucdo da Equacdo de Riccati dependente do Estado:
P(e)A(e)+ A" (e)P(e) — P(e)B(e)R™'(e)B" (e)P(e) + Q(e) =0 (6.35)

O deslocamento pode ser observado na Fig. 5.10, e o diagrama de fase pode ser

observado na Fig. 5.11, considerando a aplicagdo do controle (5.61) em (2.45), e a seguinte

substitui¢do: u, =—K (e)[u - u*]

25

1581 4

D&+ N

_1_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 G0 70 80 90 100

Fig. 6.6 — Deslocamento de u; para o sistema micro eletromecanico com controle (SDRE)

20+ 4

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2 25
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Fig. 6.7 — Diagrama de fase para o sistema micro eletromecanico com controle (SDRE)

Na Figura 6.8 pode ser observado o sinal de controle para o controle Otimo e o

Controle (SDRE).

200 \ \
Optimal control
+  SDRE control
150 B
100 5

_100 L L L L L L L L L
0

Fig. 6.8 — Sinal de controle para o controle Otimo e o controle SDRE
Como pode ser observada na figura 6.8, a diferenca entre os valores dos controles é
muito pequena. Como os dois controles sdo praticamente iguais o tempo necessario para levar
o sistema para a orbita desejada também € praticamente o mesmo, como pode ser observado

na Fig. 6.9.
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8 T T T T T T T T T

Sem Controle
B #  Controle Otimo ||
Contrale SDRE

Fig. 6.9 — Deslocamento de u, sem controle e considerando o controle Otimo (U =u, +ii ) e 0

controle SDRE (u,)
Como pode ser observado na Fig. 6.9, tanto o controle Otimo como o controle SDRE
foram eficientes no controle das oscilacdes do sistema (4.16) levando o sistema para a orbita

periddica (5.33) obtida considerando o Método das Multiplas escalas.
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7 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo foram analisados sistema eletromecanicos em macro € micro
escalas. Para isto a dissertacdo foi dividida em duas partes. A primeira parte é dedicada a
modelagem matemdtica, analise do comportamento dinamico, simulacdes numéricas e
controle do sistema eletromecanico em macro escala. A segunda parte é dedicada a
modelagem matemadtica, analise do comportamento dindmico, simulagdes numéricas e

controle do sistema micro eletromecanico.

CONCLUSAO DA PRIMEIRA PARTE

Através de simulacdes numéricas, foi possivel demonstrar o comportamento
dindmico ndo linear de um sistema eletromecanico com indutancia varidvel. Com a aplicagcdo
do Controle Linear Feedback foi possivel controlar a freqiiéncia e amplitude de
deslocamento do sistema acoplado eletromecanico, considerando que tanto o sistema elétrico
como o mecanico devem ter a mesma amplitude de deslocamento e freqiiéncia para um bom
desempenho e funcionamento de dispositivo eletromecanico. O método de controle de
realimentacao linear atingiu o objetivo proposto, conforme pode ser observado nas simulacdes
numéricas apresentadas no capitulo 2 desta dissertacdo. Com a aplicacdo do controle
utilizando a equagao de Riccati dependente do estado (SDRE), também foi possivel controlar
a amplitude e freqiiéncia do deslocamento do sistema eletromecanico, considerando que tanto
o sistema elétrico como o mecanico devem ter a mesma amplitude de deslocamento e
freqiiéncia. Quando realizada uma comparagcdo entre as duas técnicas de controle para o
sistema eletromecanico, foi possivel observar que para esta aplicacdo a técnica de controle
6timo por realimentacdo de estados se mostrou mais eficiente visto que esta levou menos
tempo para levar o sistema a orbita periddica desejada. Também foi possivel analisar a
transferéncia de energia no sistema eletromecanico onde a energia € dirigidaa partir
de uma fonte (doador) a um receptor em uma unica direcao irreversivel, verificada através de
simulacoes numéricas da energia instantanea, sem aplicar o controle e apds

o controle, conforme mostrado nas figuras 3.5 e 3.7, respectivamente.
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CONCLUSAO DA SEGUNDA PARTE

Através das simulagdes numéricas foi possivel demonstrar o comportamento
dindmico de um sistema micro eletromecanico com comportamento ndo linear. Com a
aplicacdo do Controle Linear Feedback foi possivel controlar a amplitude de deslocamento do
sistema, considerando que o deslocamento da placa mével central deve ser inferior a distancia
entre as placas laterais fixas, com o objetivo de evitar danos no dispositivo eletromecanico. O
método de Controle Linear Feedback, atingiu o objetivo proposto, no capitulo 6, onde o
deslocamento da placa moével central ocorreu como o desejado. Considerando que os
resultados obtidos, na aplicac@o do controle, como uma alternativa para melhorar o designer e
fabricacdo de dispositivos MEMS.

Também foi possivel observar um comportamento cadtico, por meio das simulagdes
numéricas realizadas para o sistema micro eletromecanico. Esta analise possibilitou projetar a
estratégia de controle, considerando uma orbita desejada, obtida da aplicacdo do Método das
Muiltiplas Escalas. As duas estratégias de controle utilizadas neste trabalho demonstraram ser
eficientes no controle da trajetéria do sistema dindmico estudado. A comparagdo dos
resultados obtidos com o controle Otimo obtido analiticamente e o controle numérico SDRE
mostrou que o controle SDRE para o caso estudado obteve o mesmo resultado, com mais
simplicidade matemética e computacional do que o controle obtido analiticamente, mas sem a

garantia de ser 6timo para outras aplicacoes.
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ANEXO I - CONTROLE POR REALIMENTACAO DE ESTADOS

O controle por realimenta¢do ¢ um mecanismo matemadtico que regula e estabiliza o
comportamento de sistemas dinamicos. Sendo o sinal de controle uma func¢do da diferenca
dos valores atuais e os valores desejados das varidveis de estado do sistema. O controle utiliza
a saida do sistema para realimenta — lo através do sinal de controle. A metodologia do
controle 6timo busca controlar o processo de forma desejada ao mesmo tempo em que
minimiza um indice de desempenho.

A aplicacdo desta técnica de controle por realimentacdo a sistemas nao lineares se
deve a sua simplicidade de configuracdo. Tal técnica esta baseada na teoria de estabilidade de
Lyapunov e o controle linear quadratico (LQR). Pode ser observado em (Raficov e Balthazar,
2006) uma condig¢do suficiente para utilizagdao do controle por realimentacdo em sistemas nao
lineares.

Considerando o sistema, descrito pela equagdo (AL 1):

x=Ax+gx)+u (ALT)

Sendo que x € R™ é um vetor de estados, A € R™" é a matriz de estados formada
pelos termos lineares do sistema, u € R™ € o vetor de controle, e g(x) é um vetor de fungdes
continuas ndo lineares. O objetivo € encontrar uma lei de controle u capaz de conduzir o
sistema sob a¢do de perturbacdes externas a um estado desejado, podendo ser este estado um
ponto de equilibrio, uma orbita periddica ou ainda uma orbita ndo periddica.

O vetor de controle u € constituido de duas partes:

U=1+u, (AL2)

Sendo @ o controle feedforward que mantém o sistema na trajetdria desejada, e pode

ser escrito da seguinte forma:

i=x"—Ax"— g(x*) (AL3)
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Onde x* € o estado de equilibrio desejado ¢ u,- é o controle por realimentacdo de

estados e tem a seguinte forma:

w, = Bu (AL4)

Onde B € R™™ ¢ uma matriz constante. Definindo o erro dos seguimentos dos estados:

y=x-—x" (ALS)

Como desvio da trajetéria do sistema (Al.1) do estado desejado, e substituindo

(AL2), (ALS) e (AL3) em (AL1) obtém — se a seguinte equacao:

) * AL6
y=Ay+g(x)—g(x )+Bu (AL6)

A parte ndo linear do sistema (AL6) pode ser escrita da seguinte forma:
gx) —g(x) =60, x")(x —x") (AL7)

Onde G(y,x*) é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de y e x*. Considerando

(AL7) o sistema descrito pela equagdo (Al.6) adquire a seguinte forma:

5= Ay+G(y,x")y + Bu (AL8)

Teorema. Se existe as matrizes Q e R, escolhidas de forma a serem positivas com Q

simétrica, tal que a matriz:

0=0-G"(x,%)P-PG(x,%) (AL9)
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seja definida positiva, onde a matriz P € a solucdo da seguinte equagdo diferencial matricial
de Riccati:

P+PA+ATP—PBR™'BTP+Q =0 (AL10)
entdo o controle por realimentagao de estados:
u=—R1BTpPy (AL11)

O controle u, é 6timo e transfere o sistema ndo linear (AL.6) de qualquer estado

inicial ao seu estado final:
y(0) =0 (AL12)
Minimizando o funcional:

J =T(yTQy+uTRu)dt (AL13)
0

Prova. Considerando o controle (Al.11) com matriz P determinada através da solucdo da
equacdo (AL.10) que transfere o sistema ndo linear (AL.8) de qualquer estado inicial para o
estado final (Al.12), minimizando o funcional (AI.13) sendo necessario determinar a funcdo
de Q.

Considerando as regras de Programacao Dindmica, se o minimo de funcional (Al.13)
existe e se uma fun¢do V é uma funcdo suave das condi¢des inicias, entdo a funcdo V satisfaz

a equacgdo de Hamilton — Jacobi — Bellman.

; av ;s T
w=<ay Qy+u Ru)=0
u

(AL14)

Considerando a fun¢do de Lyapunov:

V=yTPy (AL15)
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Onde P ¢ uma matriz simétrica definida positiva obtida pela equacao de Riccati (AL.10). A

derivada da fun¢do V avaliada na trajetéria 6tima como o controle dado por (AlL.11) é:

V =y"Py +yTPy +yTPy (AL16)
= [yTAT +yTG"(y,%) —y"TPB(R"V)TBT]Py + yTPy + yTP[Ay
+ G(y,%)y — BR"1BTPy]

Substituindo entdo a equacdo de Hamilton — Jacobi — Bellman (AI.14), obtém — se:
y'[P+A"P + PA—PBRB"P +G"(y,¥)P + PG(y,%) + Qly = 0 (AL17)
Considerando a equacao (Al.14), obtém — se:
Q=Q—-G"(y,¥)P — PG(y,%) (AL18)

Pra que as fungdes Q e R sejam definidas positivas a derivada da funcdo V avaliada

na trajetéria 6tima do sistema (Al.3) é definida negativa e dada por:
V=—y"0y—u"Ru (AL19)

Como (Al 15) é uma funcdo de Lyapunov, e de acordo com a teoria de estabilidade
de Lyapunov, é possivel concluir que o sistema em desvios (AL3) é localmente

assintoticamente estdvel. Integrando (AI.19) ao longo da trajetdria 6tima tem — se:

Jmin = Y6 P(0)yo (AL20)

Se I' = K™, entdo a estabilidade global do sistema controlado é uma conseqiiéncia
direta da propriedade da fun¢do de Lyapunov (AI.15), com V(y) — oo quando||y|| — oo.

Com base na teoria de controle 6timo de sistema lineares com funcional quadratico a
solucdo de equacdo diferencial matricial de Riccati (AI.10) é uma matriz positiva e simétrica
P > 0 para quaisquer R > 0 e Q > 0, completando assim a prova do teorema.

Conforme [Raficov e Balthazar, 2006] para os casos em que analisar a matriz Q é

muito  dificil, ¢é possivel analisar numericamente considerando a  funcdo
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L(t) = yT(£)Q(t)y(t), calculada na trajetéria 6tima, se L(t) é definida positiva para todo o

intervalo de tempo, entdo a matriz Q é definida positiva.
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ANEXO 2 - CONTROLE DE SISTEMAS NAO LINEARES ATRAVES DO METODO
DAS EQUACOES DE RICCATI DEPENDENTES DO ESTADO.

O método das equagdes dependentes de estado SDRE aborda sistemas nao lineares
como sistemas lineares. Além disso, os resultados das simula¢cdes mostram que a abordagem
SDRE tem caracteristicas semelhantes a robustez do regulador linear quadratico LQR.

E apresentada a técnica do regulador linear quadratico LQR de forma resumida, visto
que este € a base paraa abordagem SDRE. O LQR pode ser aplicado a sistemas lineares da

seguinte forma:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (AIL1)
y(t) = C(©)x(t)

Onde A(t), B(t) e C(t) sdo matrizes em fungdo do tempo, e x(t) representa o estado
do sistema.

Pode — se minimizar o funcional de custo por meio de:

17 AlL2
]:EJ xTQx + uTRu dt ( )
0

A abordagem LQR encontra a lei de controle (#) que minimiza o funcional de
custo. Uma propriedade exclusiva deste controlador ideal € que a lei de controle tem a forma
de estado feedback, isto é, u depende apenas dos estados. A abordagem SDRE pode ser
considerada como uma extensao do LQR. Visto que este produz um controlador de qualidade
sub — oOtimo para sistemas ndo lineares. Isto porque das aproximagdes exigidas na
parametrizacdo de sistemas nio lineares, bem como utilizando uma equagdo de Riccati para
aproximar a solug@o para o problema de controle 6timo ao invés de resolver a equacao
de Hamilton-Jacobi correspondente.

Em vez de utilizar um modelo linear, o SDRE comeca com um modelo de entrada

de forma ndo linear:

x()=f(x)+gx)u (AIL3)
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Associado com o funcional de custo:

J= % f xTQ(x)x + uTR(X)u dt (AIL4)
0

Onde x ER™, u e R™, f(x) ek, ge*, Q(x) ek, Rx) ek, k=1, Q(x) =
0, e R(x) > 0 para todo x. Assumindo que f(0) = 0 e g(x) # 0 para todo x.
O problema agora pode ser formulado como um problema para minimizar o

funcional de custo da Equacgdo (AIL3).

1 [oe]
wif xTQ(x)x + uTR(x)u dt
u O

sujeitoax = f(x) + g(x)u (AL5)
x(0) = x,

A solucdo para este problema € equivalente aresolver uma equacdo de Hamilton-
Jacobi. No entanto, como resolver aequagcdo de Hamilton-Jacobi é muito dificil, esta €
aproximada usando o método da equacdo de Riccati dependente do (AL6). Isto torna
o problema vidvel, embora isso leva a um controlador de qualidade inferior.

A técnica de controle neste problema, como para o LQR, é também uma técnica de
controle  porrealimentacdo de estados, que depende da  solugdo  para a equagdo de
Riccati dependente do estado. Isto pode ser visto, reescrevendo o sistema da equagado (Al.2)

como:

x(t) = A(x)x + B(x)u (AL6)

Onde f(x) = A(x)x e B(x) = g(x). Em geral, A(x) é unica somente para um Xx
escalar. Considerando um exemplo ilustrativo, em um caso multivaridvel f(x) = [x,, xZ]7. A

parametrizac¢do obvia para os coeficientes dependentes de estado (SDC) é:

A (x) = [ ;)f (1)] (AIL7)
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E possivel realizar um numero infinito de parametrizacdes para os coeficientes
dependentes de estados. Sendo possivel comprovar este fato desde que existam ao menos duas

parametrizagOes para todo 0 < a < 1, satisfazendo:

ad;()x+ (1 —a)A,()x =af(x)+ (1 —a)f(x) = f(x) (AILS)

Um importante fator na escolha das parametrizacdes a serem feitas é ndo violar a
controlabilidade do sistema.

O controle de realimentacdo de estados nao-linear € obtido de:

u, =—R"'(x)B" (x)P(x) =—K(x)x (AIL9)

onde: P(x) € a solucdo da Equacgao de Riccati dependente do Estado:

AT()P () + P()A(X) = P(x)BOR™TH ()BT ()P(x) +Q(x) =0 )

Nos casos emquenem todos osestados estdo disponiveis, existe a
necessidade de projetar um observador para estimar os estados que ndo sdo avaliados. Em
principio, uma dupla para o controlador SDRE ou outros observadores nao lineares.

E importante salientar que a  existéncia do controle ideal para uma parametrizacio
particular do sistema ndo ¢ garantida. Além disso, pode haverum nidmero infinito
de parametrizacao do sistema, entdo a escolha de parametriza¢dao ¢ muito importante. O outro
fator que pode determinar a existéncia de uma solugcdo paraa equacgdode Riccatiéa

selecdao das matrizes Q e R com base na equagdo de Riccati (AIL.10).



79

ANEXO III - METODO DE MULTIPLAS ESCALAS

O método das escalas miltiplas (MEM) € um dos métodos assintdticos de grande
eficiéncia. Seus desenvolvimentos principais incluem oscilacdes nao-lineares, problemas de
camadas limites, dindmica dos fluidos, aerodindmica e a teoria de movimento de astronave
[Nayfeh e Mook, 1979].

O MEM tem como idéia central a transformacdo das equacdes diferenciais do
problema a ser abordado, sendo ela linear ou ndo, em uma série de equagdes diferenciais
lineares soluveis de forma recorrente, ou seja, a correcdo em primeira ordem depende da
solu¢cdo em ordem zero, a correcao em segunda ordem, depende das corre¢des de ordem zero
€ um e assim sucessivamente.

De um modo geral equagdes de sistemas ndo lineares utilizam métodos assintdticos
para obter solucdes aproximadas. Considerando como exemplo o movimento oscilatério de
um sistema massa, mola e amortecedor sob acdo de uma forca restauradora, é possivel

considerar para a posicao u do oscilador:
i+ f(w)=0 (AIIL1)

Sendo que f(u), pode ser considerada uma funcdo linear ou ndo linear, é possivel
assumir do tipo oscilador harmonico. Portanto f(u) é um caso onde é possivel o tipo de
linearidade que a equagdo diferencial pode assumir em um determinado sistema fisico.

Assim € possivel escrever (AIIl.1) em um sistema de coordenadas, tal que x = u —

U,. Sendo possivel reescrever a equacao diferencial da seguinte forma:
i+ f(x+uy) =0 (AIIL.2)

Verifica — se que f pode ser expandido em series de Taylor em torno do ponto u,, €

assim buscar solu¢des aproximadas para esta equacgao.

N (AIIL3)
flx+uy) = a,x"
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com:

1 - (AIIL4)
an = Ef( )(uo)

e f™ denotado as n-ésimas derivadas no ponto u,. As condicdes iniciais sdo determinadas
pela posicao inicial u, e a sua velocidade inicial por u,.

No método de muiltiplas escalas, a idéia principal € aplicar uma transformacio nas
equagdes diferenciais em estudo sendo elas lineares ou ndo, gerando uma serie de equagdes

lineares acopladas. Este método define n variaveis T;, de tempo, dadas por:
T, =¢&"t (AIILS)

Onde estas varidveis sdo interpretadas como diferentes escalas de tempo e tomadas

como independentes, desde que o parametro € assuma um valor pequeno € < 1.

d 0 d 0 ATIL6
—=—+e—+e*—+ =Dy +eD; + - ( )

2
—— = D§ + 2DyD; + -+ (AIL7)

dt?
Para estas diferentes escalas de tempo, observamos que as derivadas na varidvel t
também devem ser reescritas em termos das derivadas de T, na forma. As derivadas sao
separaveis, pela expansido dos termos, de acordo com diferentes ordens de poténcias de e.

Deste modo, pode-se assumir entdo, uma solucdo para a Eq. (AIIL.2), levando-se em conta a

expansdo dada pela Eq. (AIIl.3), na forma:
x(t; €) = xo(To, T, Tp,.) + €% (To, Ty, To,.) + O(2) (ATILS)

substituindo a Eq. (AIIl.3) e em seguida as Eqgs. (AIIL.6), (AIIL.8) na Eq. (AIIl.2), obtemos,

para cada ordem n em ¢ uma equacdo diferencial linear para a componente x, na série (AIIL.9):
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e%Déxy + wixy =0
e'Dgx; + wix, = —2DyDyxy — ayx§ (AIIL9)
e"Déx, + wixy, = Ey(xXq, oo, Xp_1)
Sendo possivel notar que equagdes de ordens menores aparecem como 0s termos nao

homogéneos F, (xy, ..., X,—1), nas equagdes de ordens maiores.
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