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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre a aplicagao de
métodos numéricos para a resolucao do modelo proposto por Barcelos, Boaventura
e Silva Jr. [7], para a eliminagdo de ruidos em imagens digitais por meio de
uma equagao diferencial parcial, e propor uma analise da estabilidade do método
iterativo comumente aplicado a este modelo. Uma andlise comparativa entre os
varios métodos abordados é realizada através de resultados experimentais em

imagens sintéticas e imagens da vida real.

Palavras-chave: Métodos numéricos, equagao diferencial parcial, estabilidade,

restauracao de imagens.
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Abstract

The purpose of this work is to present a study on the application of
numerical methods for the resolution of model considered by Barcelos, Boaventura
and Silva Jr [7], for image denoising through a partial differential equation, and to
consider a stability analysis of an iterative method usually applied to this model.
A comparative analysis among various considered methods is carried out through

experimental results for synthetic and real images.

Key-words: Numerical methods, partial differential equation, stability, image

restoration.
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Introducao

O uso de equagoes diferenciais parciais (EDP) no processo de restauracao
de imagens tornou-se, nos ultimos anos, solido e proveitoso possibilitando o sur-
gimento de varios modelos matematicos. Dentre estes, estudamos o modelo, re-
centemente proposto por Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [7], que denominamos,

no contexto deste trabalho, modelo BBS, dado por:

e = o[ Vuldiv (é—;) A= g)(u— 1), W
onde
(£.,0) = I(,y),  g(s)= —— Kk constant
u(z,y,0) = I(x,y), gs-l+k$2, constante,
5 = V(G * )|
e
Go(,y) = s eap (—(2* + 4?)/20%)
g 2mro?

¢ um nucleo Gaussiano de escala temporal o.

O primeiro termo do lado direito de (1) representa o termo de difusao
que permite a eliminagao dos ruidos da imagem inicial I(z,y). O segundo, é um
termo forgante que faz com que a imagem u(z,y) permanega perto de I(z,y). A
formulagao desse modelo apresenta um balanceamento entre os dois termos da

equacao dada pela funcao g que funciona como um detector de bordas.



Introducao

A eliminacao de ruidos em imagens através de uma equacao diferencial
parcial baseia-se fundamentalmente num processo de evolugao dessas equagoes
no tempo, ou seja, a partir de uma imagem inicial u(x,y,0) no tempo ¢t = 0,
calcula-se a solucao da equagao para sucessivos instantes de tempo, obtendo-se
imagens “melhoradas” a cada nivel subseqtiente.

A equacao diferencial é, em geral, resolvida por métodos numéricos. Um
dos métodos mais tradicionais é o método de diferencas finitas em que as derivadas
presentes nas equacoes sao aproximadas por diferencas entre valores da solugao
discretizada, ou seja, a equacao diferencial é substituida por uma equagao de
diferencas cuja solugao é obtida, em cada instante de tempo t,, numa malha
bidimensional de pontos.

Se denotarmos

Vu

£lu) = alValdio ([T15) = A1 = )~ 1),

podemos escrever o problema (1) na forma
up = L(u), (2)

com u(z,y,0) = I(z,y).
A solucao deste problema é encontrada substituindo-se as derivadas pre-
sentes em L(u) por diferencas finitas e a equagao diferencial é entao aproximada,

numa malha regular de passo h = Az = Ay, pela equacao discretizada

ultt = ul + AtL(uy;),  com  w); = I(xi,y;), (3)

onde At representa o incremento temporal e u;; a solugao aproximada de w(x;, ;)
no tempo t,.

Este processo iterativo tem sido utilizado, de um modo geral, para encon-
trar a solucao das equagoes que modelam o problema de restauracao de imagens.
As pesquisas, nesta area, tém sido mais voltadas para questoes envolvendo os

modelos matematicos.



Introducao

O nosso objetivo, neste trabalho, é aplicar métodos numéricos, comu-
mente utilizados para a resolucdo de equacoes diferenciais ordinérias, para a
resolugao do problema (2), considerado como sendo uma equagao diferencial or-
dindaria na variavel temporal, e mostrar, através de resultados experimentais, seus
efeitos na eliminacgao de ruidos em imagens digitais. Também, apresentamos um
resultado sobre a estabilidade do esquema numérico (3) aplicado ao modelo BBS.

Este trabalho encontra-se em capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados referentes a
resolucao de uma equagao diferencial ordinaria com a finalidade de apresentarmos
os métodos numéricos que utilizamos para resolver o problema (2).

No Capitulo 2, apresentamos o modelo BB.S fazendo um breve historico
dos modelos mateméticos que fundamentaram sua formulagao. Em seguida, a-
presentamos a discretizacao da equacao diferencial que representa o modelo e
finalizamos com um resultado sobre a estabilidade do esquema numérico (3) apli-
cado para a resolucao da equacao.

O Capitulo 3 destina-se aos resultados experimentais obtidos na recons-
trugao de imagens digitais pela resolu¢ao da equagao (1) utilizando os métodos
numéricos apresentados no Capitulo 1. Para fazermos uma anélise comparativa do
desempenho dos varios métodos abordados, apresentamos um conceito de erro,
que utilizamos como uma medida de “precisao”, além da comparagao grafica,
isto é, da visualizagao das imagens obtidas. Finalizamos o capitulo com algumas

consideragoes a respeito dos resultados.



Capitulo 1

Solucoes Aproximadas para

Equacoes Diferenciais Ordinarias

As equacgoes diferenciais aparecem freqlientemente em problemas da
ciéncia e engenharia que envolvem a mudanca de alguma variavel com relacao
a outra. Muitos destes problemas requerem a solucao de um problema de valor
inicial, que é, a solucao para uma equacao diferencial a qual satisfaz uma condicao
inicial dada. Esta solugao pode ser obtida através de métodos analiticos, os quais
se restringem a algumas formas especiais de funcao, e de métodos numéricos, que
nao possuem uma limitacao, contudo, a solu¢gao numérica é encontrada como uma
tabela de valores da funcao calculada em diferentes valores da variavel indepen-
dente, em vez de uma relacao funcional como na solugao analitica.

Neste capitulo, trataremos de alguns métodos numéricos para aproximar
solucoes de equacgoes diferenciais ordinarias, sujeitas as condigoes iniciais, com o

objetivo de aplicéd-los ao modelo BBS que estamos interessados em resolver.



1.1. PROBLEMA DE VALOR INICIAL

1.1 Problema de Valor Inicial

Consideremos o problema de valor inicial (PV'I), de primeira ordem, da

forma

Y
yla) = 7 , (1.1.1)
a<r<b e —o0<y<o0
onde f é uma funcao real.
Sua solugao é uma fungao y = y(z) continua e diferencidvel que satisfaz
(1.1.1) e é unica dado que o PVI satisfaz as condigoes estabelecidas no seguinte

Teorema:

Teorema 1.1. Seja f(z,y), f: R x R™ — R™, uma func¢do definida e continua
para todo (z,y) na regiago D dada por a < x < be —00o <y < oo, coma eb

numeros finitos, e L uma constante tal que

| f(z,y) — fl,y")| < Llly — v (1.1.2)

¢ valida para todo (x,y), (z,y*) € D. Entdo, para algum n € R, existe uma inica
solugao y(x) do PVI (1.1.1), onde y(z) € continua e diferencidvel para todo
(x,y) € D. (LAMBERT, [16], p.5)

A desigualdade (1.1.2) é conhecida como uma condi¢ao de Lipschitz e L
como uma constante de Lipschitz.

Além da questao de existéncia e unicidade da solugao do problema (1.1.1),
precisamos saber se a solucao depende continuamente dos dados do problema,
isto é, se pequenas perturbacoes nos dados implicam em pequenas variagoes da

solucao.

1.1.1 Problema Bem-posto

O problema de valor inicial (1.1.1) é um problema bem-posto se:

i) existe uma solucdo tnica y(z) para o problema;

>



1.2. METODOS DISCRETOS

ii) para qualquer € > 0, existe uma constante positiva k(¢) com a propriedade
que, sempre que |gg| < € e §(x) for continua com |§(x)| < € em [a, b], existe uma

unica solugdo, z(z), para o problema
2= f(x,2)+d(x), a<zxz<b, z(a)=n+eg, (1.1.3)
com
|z(x) —y(x)| < k(e)e, paratodo a <z <b.

O problema dado pela equacao (1.1.3) é denominado um problema per-
turbado associado ao problema original (1.1.1). Os métodos numéricos estarao
sempre sujeitos a resolver um problema perturbado, uma vez que qualquer erro
introduzido na representacao resultara em um problema deste tipo. A menos que
o problema original seja bem-posto, existe pouca razao para esperar que a solugao
numérica de um problema perturbado se aproxime com exatidao da solugao do
problema original.

O teorema seguinte fornece condi¢oes que garantem que um problema
de valor inicial é bem-posto. A prova deste teorema pode ser encontrada em

(BIRKHOFF; ROTA, [8], p.142-147).

Teorema 1.2. Suponha D = {(z,y)/ a <x <b e —oc0o<y<oo}. Sefé
continua e satisfaz uma condicao de Lipschitz na varidvel y sobre o conjunto D,

entao o problema de valor inicial (1.1.1) € dito bem-posto. (BURDEN; FAIRES,
[9]; p.257)

1.2 Meétodos Discretos

A principal meta de métodos discretos é a reducao de sistemas continuos
a equivalentes sistemas discretos.
A aproximagao basica envolve a substituicao de um dominio continuo

D por um conjunto de pontos discretos limitados por D. Ao invés de encontrar



1.2. METODOS DISCRETOS

uma solucao definida em toda parte do dominio, sao obtidas apenas aproximagoes
nos pontos isolados ;. Valores intermedidrios, integrais, derivadas, ou outros
operadores podem ser obtidos a partir desta solucao discreta por técnicas de
interpolagao.

Os métodos numéricos que apresentaremos sao fundamentados da seguinte
maneira: dado o PVI (1.1.1), construimos xy, zs, . .., zx de modo que z; = a+ih,
h = b_T“, i=1,2,..., N, e calculamos a aproximagao y; da solugao exata y(z;)
nestes pontos, usando informacgoes de passos anteriores.

Estes métodos podem ser escritos na forma geral

k

Z jYitrj = hOp(Yisks Yirh—1, - Yi, Tis h), (1.2.4)
=0
onde f indica que a dependéncia de ¢ sobre y; ik, Yirk—1,---,Yi, T; se da através

da fungao f(x,y). Duas condigbes sao impostas sobre (1.2.4):

G p=0(Yith> Yith—1,-- -, Yi Tis h) =0 e

|¢f(yi+k,yi+k—1,--';yuxi;h) - st(y;—o—kuy:—i-k—l""ay;kuxi;h”
k
< MZ Yir; — Yir,l, M constante.
=0

Estas condigoes nao sao de modo algum restritivas; para os métodos
numéricos da forma (1.2.4), considerados neste trabalho, a primeira condigao é
satisfeita, enquanto a segunda é uma conseqiiéncia do fato de admitirmos que o

problema de valor inicial (1.1.1) satisfaz uma condigao de Lipschitz.

Definigao 1.1. (Métodos de Passo Simples)
Um método é de passo simples (ou passo um) quando a aprozima¢do Y1
for calculada a partir somente do valor y; do passo anterior. Sendo ¢ a fungao

incremento, um método de passo simples é definido na forma

Yis1 = Yi + ho(xi, yis h).



1.2. METODOS DISCRETOS

Definicao 1.2. (Métodos de Passo Muiltiplo)
Um método de passo miltiplo (ou passo m) a ser usado para a resolu¢ao

do problema de valor inicial

Yy = flz,y), a<z<b, yla)=n,

€ um método cuja equacao de diferengas para determinar a aprorimagao Y;y1 No
ponto da malha ;1 pode ser representada pela sequinte equagao, onde m € um

inteiro mator do que 1:

Yirl = ¥t Omo2¥i1+ ...+ QYit1-m (1.2.5)

+ A B [(@ig1, Yir1) + Bm-1 f(@i,vi) + - 4 Bo f(Tit1-m» Yit1-m)]

para t = m — 1,m,...,N — 1, e os valores iniciais dados yo = Mo, Y1 = M1,
_ _ __ b—a
y2 _772a ’ym—l _T]m_l; Comh— T

Quando (,, = 0, o método é chamado explicito ou aberto, e a equagao
(1.2.5) encontra y; 1 explicitamente em termos de valores anteriormente determi-
nados. Quando 3,, # 0, o método é dito implicito ou fechado e, y;,1 ocorre em

ambos os lados de (1.2.5) e assim é determinado implicitamente.

Definigao 1.3. (Erro Local)
Supondo que o valor calculado por um método de passo m seja exato, isto
€, Yirj = Y(ziy;) para j =0,1,2,...,m—1, entdo o erro local em x4, € definido

como

€itm = y($i+m) — Yitm -

Definigao 1.4. (Ordem)
Um método de passo simples tem ordem q se a fung¢ao incremento ¢ for

tal que

y(z + h) = y(x) + ho(z,y; h) + O(hTH).



1.2. METODOS DISCRETOS

A ordem de aproximacao de um método indica que, a medida que h tende
a zero, o termo O(h?) tende a zero na mesma velocidade que h?. Em geral, um

maior valor de ¢ indica uma melhor aproximagao do método.

Definicao 1.5. (Consisténcia)
Um método numérico € dito consistente com o PVI (1.1.1) se a sua

ordem q > 1.

Definigao 1.6. (FEstabilidade)
O método dado por (1.2.5) € estdvel se todas as solugdes da equagao de

diferencas

Yigl = 1 ¥Yi T O ¥Yi—1 + ...+ 00 Yir1-m
sao limitadas quando i — o0.

De um modo geral, suponha que a um método numérico, para a resolucao
do problema (1.1.1), associamos a equagao de diferengas (1.2.5).
A estabilidade do método é analisada através das raizes do polinomio

caracteristico
p(>\) - amfl)‘mil + O‘mf2)‘m72 + ...+ A+ ag,

formado pelos coeficientes «; usados na equagao de diferengas (1.2.5).

Sejam A;, 1 =1,2,...,m — 1, as raizes da equagao p(\) = 0. Se [\;| < 1,
1=1,2,...,m — 1, e todas as raizes com valor absoluto igual a 1, se existirem,
sao raizes simples (isto é, |\;| = 1 entdo p'(\;) # 0), entdo, dizemos que o método
satisfaz a condicao da raiz.

Num contexto mais amplo, a estabilidade de um método de discretizacao

para equacoes diferenciais é caracterizada por meio da seguinte definigao:

Definicao 1.7.

i) Se um método satisfaz a condi¢ao da raiz e X =1 € a unica possibilidade para



1.3. METODO DE EULER

as raizes de modulo 1, entao ele € chamado fortemente estdvel;

ii) os métodos que satisfazem a condi¢ao da raiz e tém mais de uma raiz com
modulo igual a 1 sao chamados fracamente estdveis;

ii1) os métodos que nao satisfazem a condi¢do da raiz sGo chamados instdveis.

(CUNHA, [13], p.192)

Definigao 1.8. (Convergéncia)

Um método de passo m € convergente se, para o PVI (1.1.1),
i 4 — 4 T
limy; = y(2;), ih=z—a
¢ vdlido para todo x € [a,b], e os valores iniciais sao tais que

}llirr(l)yj(h):n, j=0,1,....m—1.

A consisténcia de um método significa que a solucdo numeérica corres-
ponde a solucao do PV I. Esta consisténcia limita a magnitude do erro local
cometido em cada passo e a estabilidade controla a propagacao do erro durante
os calculos. Um método é convergente se ele for consistente e estavel.

Passamos agora para a definicao dos métodos numéricos que serao uti-
lizados na resolugao de um PV [ da forma (1.1.1) associado a equagao que modela

o problema de restauracao de imagens o qual tratamos neste trabalho.

1.3 Método de Euler

O objetivo do método de Euler é obter uma aproximacao para o pro-
blema de valor inicial bem-posto (1.1.1). Para definir este método, usaremos o

desenvolvimento da série de Taylor.

Teorema 1.3. Suponha que f € C"[a,b], f* existe em [a,b], e xy € [a,b]. Para

todo x € [a,b], existe {(x) entre xy e x tal que

f(z) = P(z) + Ry(x),

10



1.3. METODO DE EULER

onde
" To ) (n) To
Pa(a) = Flao)+ o) —a0) + T g T gy
- f(k) Lo
= 2 k;(| )<£L‘—$0),
R (.Z‘) _ f(n+1)<€(x))(x —r )n—i—l
" (n+1)! o

(BURDEN; FAIRES, [9], p.8)

Aqui, P,(z) é chamado de enésimo polinomio de Taylor para f sobre
e R,(x) o termo restante (ou erro de truncamento) associado a P,(x). A série
infinita obtida tomando o limite de P,(z) quando n — oo é chamada série de
Taylor para f sobre x.

Através do desenvolvimento desta série, tomando n = 1, podemos definir
o método de Euler como a seguir.

Suponha que y(x), solugdo unica do PV I (1.1.1), tenha derivadas conti-
nuas até segunda ordem em [a, b], tal que para cada i =0,1,2,..., N — 1,

($i+1 - xz)

2
Y(wiv1) = y(zs) + (v — xz)y/(l'z) + 9 y//(éi)7 §oem (24, T441).

Se h = x;,1 — x;, entao
2
Y(is1) = y(x) + hy'(z;) + 79”(50

e desde que y(x) satisfaz a equagao diferencial (1.1.1),
2

Y(wiv1) = y(w:) + hf (s, y(x:)) + Ey"(fi)-

O método de Euler produz y; =~ y(x;) paracadai = 1,2,..., N, excluindo
o0 termo restante %23/’(&).
Assim,
Yo = Ui
Yivr1 = yz+hf(xl>yz>7 1= 071727"'7N_1

é chamada equagao de diferencas associada ao método de Euler.

(1.3.6)

Note que, pela Definigao 1.4, o método de Euler tem precisao O(h).

11



1.4. METODOS DE RUNGE-KUTTA

1.4 Métodos de Runge-Kutta

Desenvolvemos, anteriormente, um dos métodos numéricos mais simples
para problemas de valor inicial. Agora, mostraremos como obter uma melhor
precisdo sem mudar h, mas alterando a férmula recursiva (1.3.6). No presente
desenvolvimento, vamos supor que podemos usar casas decimais suficientes de
modo que o erro de arredondamento possa ser desprezado.

Consideremos, entao, a formula geral

Yi+1 — Yi _

- nf(xi, i) + Bf(xi +vh, y; + Oh), (1.4.7)

onde n, B, v e § sao parametros a serem determinados. Naturalmente, se n =1 e
B =0, a equacao (1.4.7) resulta na férmula de Euler. A razao para considerarmos
(1.4.7) esté no fato de que f(x,y) é conhecida para todo x em [x;, z;11] e para todo
y. Conseqiientemente, podemos incorporar este fato numa féormula que produzira
uma melhor precisao.

Primeiramente, vamos reescrever (1.4.7) na forma equivalente

Vi1 = Yi + nhf(zi,yi) + Bhf(x; + vh,y; + 6h). (1.4.8)

Agora, usaremos a expansao da formula de Taylor para uma funcao de

duas varidveis para desenvolvermos f(z; + vh,y; + 0h).

Teorema 1.4. Suponha que f(x,y) e todas as derivadas parciais de ordem menor
ou igual a n+ 1 sejam continuas em D = {(z,y)/a <z <b e c <y <d}. Seja

(x0,Y0) € D. Para todo (x,y) € D, existe & entre x e xo e n entre y e yo com

f(z,y) = Pu(z,y) + Ru(z,9), (1.4.9)

12



1.4. METODOS DE RUNGE-KUTTA

onde

Pa(os) = o) + (o = 20) 5 (20, 30) + (v = 90) 5 0. )]

_ 2 82 82
+ [wa—x{(%,yo) + (z — 20)(y — yO)Wgy(xmyO)
. 2 62
+ w#(xo,yg)] T (1.4.10)

= ( j ) (= 0= g )

e

ntl [ n+1 . , n+1
Ry(z,y) = ﬁzg‘z ( ’ ) (x—xo)n+1_j(y—yo)j8—f(§a77)~

j O ti—I ayj

A funcao P, é chamada o n-ésimo polinomio de Taylor em duas varidveis
para a fungdo f em (xg,yo), € Ru(x,y) € o termo do resto associado a P,(x,y).

(BURDEN: FAIRES, [9], p.254-255)

Assim, usando a notagao

of of

af _ of _ o0 f 0 f % f
or oy

fl‘? @:fxm 8x—ayzfxya 8_yzzfyya'-~:

Jys

temos

f(xi+yh,yi+6h) = f(xi,ys) + vhfe(@s, vi) + Ohfy(zi, ys)

1

+ G fuaa i) + 290R2 foy (i) (1411)

+ 52h2fyy(xi7yi)] + O(hg)'

A substituicao de (1.4.11) em (1.4.8) e a reordenagao dos termos nos da:

h2
Yier = Yi +h(n+ B)f(zi,y) + 7[2ﬁ7f:¢($u Yi) + 200 fy (w5, y3)]
3
809 s e ) + 6890 oy (0,31 (14.12)

3562fyy($i7 yz)] + 5O(h4>

13



1.4. METODOS DE RUNGE-KUTTA

Note que o lado direito de (1.4.12) é da forma particular
2 3

onde F, I, e F3 s@o os respectivos coeficientes em (1.4.12).
Note também que (1.4.13) é um tanto parecida com uma expansao de
Taylor para uma funcao de uma varidavel. Assim, suponhamos que a solugao exata

de (1.1.1) é Y(x) e que esta pode ser escrita como a série de Taylor

Y. -V / h2 " h3 "
i1 =Y.+ hY; +? f +EY" +.... (1.4.14)

De Y’ = f(z,Y), segue pela regra da cadeia que

"

= fm+fyf7
= fxa:+2ffa:y+f2fyy+fxfy+ffy27

e ap6s substituicao em (1.4.14), produz
h2
Yipr = Yi+hf(2, Vi) + E[f:v(xza Vi) + fy(@:, Vi) f (2, Y5)]

+ %3 {fm<xl7 Vi) + 2f (20, i) fay (75, Ya) + foy (20, Vo) [ f (2, K)]Q
+ fol@, Vo) [y, Vo) + fas, Vo) [fy (20, Y22} + O(RY). (1.4.15)

Agora, (1.4.12) é uma expansao para a solugdo numérica, enquanto
(1.4.15) é uma expansao para a solugao exata. Vamos examinar quais as condigoes
para a escolha de n, 3, v e 0 tal que, se y; = Y; entao (1.4.12) para y; 41 concorda
com (1.4.15) para Y;,.

Para as escolhas especiais n = 1 e § = 0, (1.4.12) estd de acordo com
(1.4.15), mas nao incluindo os termos de h%. Esta escolha, como vista ante-
riormente, produz a férmula de Euler. Se desejamos construir uma férmula para
que (1.4.12) esteja de acordo com (1.4.15), pelo menos até os termos de h?, e
neste sentido, é uma melhor aproximacao que a férmula de Euler, necessitamos

apenas de coeficientes correspondentes iguais para os termos de h e de h?. Logo,

14



1.4. METODOS DE RUNGE-KUTTA

basta tomarmos

n+p = 1
25’7fx+255fy = fx+ffy
que é um sistema de duas equagoes com quatro parametros 7, 3, v e . Obser-

vando a segunda equacao deste sistema, podemos transforméa-lo em um sistema

de trés equagoes

n+p =1
25’7 =1 J
285 = f

exigindo que os correspondentes coeficientes de f, e f, sejam iguais. Agora, temos
um sistema de trés equagoes para quatro parametros. Este sistema tem infinitas

solucoes. Consideremos, por exemplo,

n=p5=s, v =1 6= f(zi,yi) -

Substituindo estes parametros em (1.4.8), temos:

h h
Yir1 = Yi T Ef(x“ vi) + Ef(xi+17 vi + hf(xi,u)), (1.4.16)

que é uma férmula de Runge-Kutta de segunda ordem. O nome “Runge-Kutta”
provém de dois matematicos, os quais foram os primeiros a desenvolver os métodos
e as férmulas discutidas acima. A férmula particular (1.4.16) é uma férmula de
segunda ordem porque a expansao de Taylor (1.4.15) para a solugao exata Y;;q e
a expansao de Taylor (1.4.12) para a solugdo numérica y; 1 estao de acordo, ou
sao ideénticas, até os termos da ordem de h?, supondo que y; = Y;. A férmula
(1.4.16) é uma melhor aproximagao que a férmula de Euler porque a expansao de
Taylor para y;,1 na férmula de Euler e a expansao de Taylor para a solugao exata
estao de acordo apenas até os termos da ordem de h. Os termos da expansao
da solucao numérica que nao concordam com os termos da expansao da solugao

exata de Taylor sao chamados o erro de truncamento.

15



1.4. METODOS DE RUNGE-KUTTA

A férmula (1.4.16) pode ser calculada eficientemente em trés passos,

definidos a seguir. Primeiramente, seja

Ky = f(xiuyi)'
Entao, (1.4.16) torna-se
1 h
Yiv1 = Yi + 5 1% + §f($z‘+17.%' + Kj). (1.4.17)

Em seguida, seja
Ky = hf(zis1,yi + Ko) -
Assim, (1.4.17) torna-se

1
Yirl =Y + §(K0 + Ky).

Resumindo, (1.4.16) é equivalente ao célculo dos trés passos:

KO = hf(%a%);
Ki = hf(xiq, v + Ko),

1
Yie1 = Y+ E(KO + Ky).

1.4.1 Férmulas de Runge-Kutta de Ordem Superior

Em geral, uma aproximagao de Runge-Kutta de ' = f(z,y) em [z;, x;11],

é uma equacao de diferencas da forma

Yirr = Yi + bl f(§os pn) +maf (Sos p2) + oo+ 0 f (s bir)] (1.4.18)
onde z; <& < i1, j =1,2,..., k. Naturalmente, (1.4.7) é um caso especial de
(1.4.18).
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1.5. METODO PREVISOR-CORRETOR

Varias formulas de Runge-Kutta de ordens superiores foram desenvolvi-

das, como por exemplo o método de terceira ordem dado por:

Ky = hf($i7yi);

h K

K, = hf ($i+§,yz‘+70>;
3 3

Ky, = hf (% + Zh,yz‘ + Z_LK1> ;
2 1 4

1 = yit Kot K+ —Ky.

Yit1 y+9 0+3 1+9 2

Pode-se considerar que uma das féormulas mais praticas, visando a pre-
cisao e tempo computacional, é a formula de Runge-Kutta de quarta ordem.
Freqiientemente, é a primeira férmula a ser aplicada na analise numérica profis-

sional para aproximar a solucao de um PVI, sendo esta, dada pela formula:

Ko = hf(zi,v);

h K,
K, = hf(%'—i‘i;yri‘?o);

h K
Ky = hf(xi"i_gayi"i_?l);

K3 = hf(z;+hy+ Ks);
1
Yir1 = Yi+ E(KO + 2K, 4+ 2K, + K3) .

Esta formula, esta de acordo com a expansao de Taylor da solucao exata

até os termos da ordem de h*.

1.5 Método Previsor-Corretor

Os métodos implicitos sao usualmente implementados utilizando-se um
processo iterativo que requer um valor inicial. Este valor, pode ser obtido através
de um método explicito. Consideremos um par de métodos de passo multiplo,

dados, conforme a Definicao 1.2, por:

Yir1 = OUm1¥%i+ Wna2¥i1+ ...+ Yit1-m (1.5.19)
+ B[ By f@iyyi) + B f (@i, yi1) + - oo+ By F(@is1—ms Yir1-m)]s

17



1.5. METODO PREVISOR-CORRETOR

Yirl = Om1¥i+ ma2¥i1+ ...+ QYir1-m (1.5.20)

+ R B f(@ig1, Yir1) + Bt f(@i,95) + - 4 Bo f(Tig1-m, Yit1-m)],

dos quais o primeiro (conhecido como um previsor) é explicito e o segundo (co-
nhecido como um corretor) é implicito. Entao, os dois métodos usados juntos
constituem um par previsor-corretor. Por exemplo, (1.5.19) pode ser usado para
calcular uma quantidade yl@l (o valor preditado) e (1.5.20) pode ser modificado
substituindo-se o termo hf,, f(x;11,yi+1), do lado direito, por hf,, f (:L‘i+1,y§$)1).
O valor y;41 calculado por esta versao modificada de (1.5.20) (o valor corrigido)
¢ usado nos passos seguintes. A esta forma de aplicacdo do par de métodos
(1.5.19), (1.5.20) denominamos modo PECFE em que este nome representa os
quatro estagios do célculo de y;11 e de f(z;11,y; 1) assim descritos:

o calculo de 91(3)1 como o valor preditado (P);

a avaliacio (E) de f(zip1, y1));

o calculo de y; 1 como o valor corrigido (C) e,

=~ W o=

a avaliagdo (E) de f(x;11,y:11) para ser usada nos passos seguintes.

Por outro lado, o método previsor-corretor pode ser usado no modo PEC

em que o passo (4) é omitido. Neste caso, a solucao é estabelecida pelas equagoes

0 _ _ _
yfﬁl = Qpm-1¥Yi t Om-2¥Yi-1 + ...+ QYir1-m

+ h[Bm—i—l f('r’u yz(O)) + Bm f(xifla 958)1) +..+ BO f(xiJrl*m? yz(-(‘,]—)l—m)]7

Yit1 = Q1Y+ Qp2¥i—1+ ...+ QYit1-m
h , (0) 0 , (0)
+ [ﬁm f(xz—l—la y1+1) + ﬁm—l f(xza Y; ) +...+ 50 f(xH—l—m; y1+17m)]-
Também, temos os modos PEC EC' e PEC ECE nos quais uma segunda aplicacao

da férmula do corretor é feita, usando no termo hS,, f(;y1,vyir1) 0 valor de y;4q

encontrado no primeiro uso do corretor.
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1.5. METODO PREVISOR-CORRETOR

Ha uma literatura extensa sobre os métodos previsor-corretor, incluindo
comparacoes de eficiéncia para modos diferentes. No presente trabalho, faremos

uma simples observacao a respeito da precisao local de tais métodos.

Se yﬁl,yﬁ)l, o ,yfivl) denotam a seqiiéncia de N valores corrigidos no

método P(EC)NE ou P(EC)N (note que (EC)Y denota a seqiiéncia dos pares
EC), e se Z(ﬂ denota f(xiﬂ,yz(i)l), n = 1,2,...,N, entdo para o método
P(EC)NE temos

k
0 — N)
y§+)1 = Zam—j yz(+1 —j +hzﬁm —j z+1 -3
j=1

eparan=1,2,...,N
k
n—1) N
yH‘l Z ¥m—j yZ—l—l -5t h[Gm f( + Zﬁm*j fi(+1)—j]>
j=1

enquanto que no método P(EC)Y

k
yz+1 Za Jyz—i-l ]+h26m -7 z+1 ])7

eparan=12,...,N
N-1)
szrl_Zam ]yz+1 ]+hﬁm i1 ‘*’Zﬁm -j (+1 il
7=1

E apropriado estimar |yf 1 — Y(zi41)| para cada um destes esquemas
e [hfiy (N) = hf(@ip1,y(2is1))] ou |hfi(J]rV1_1) — hf(@ir1,y(zit1))| para os métodos
P(EC)NE e P(EC)YN respectivamente, visto que estes representarao contribui-
¢oes aos erros que sao carregados nos passos posteriores.
Teorema 1.5. Se (1.5.19) é de ordem q e (1.5.20) é de ordem q e se y;11_; =
Y(Tiy1—5), firi—j = f(@iy1—j, y(xiz1—4)) para j = 1,2,...,m e se f satisfaz uma
condigdo de Lipschitz, entdo para um método P(EC)NE ou P(EC)N
’yi]L — y(i1)| = O(hT),
[ = hf (@i, y(zi))| = ORI,
[hfiy = hf (@i, y(zan))| = O(RT?),
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em que § = min(q+ N,q). (BUTCHER, [10], p.142-143)

Nas proximas secoes, 1.6 e 1.7, apresentamos dois métodos implicitos, que
serao usados para a resolucao do modelo BBS. No célculo da equacgao implicita
usamos um processo iterativo sendo o valor inicial calculado através de um método

explicito. Este procedimento constitui um par previsor-corretor.

1.6 Integracao Trapezoidal

Este ¢ um método para a integracao numérica de equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem, ou sistemas, que tem precisiao O(h?).
Para a equacao diferencial de primeira ordem 3y’ = f(x,y), podemos

defini-lo implicitamente pela férmula recursiva

Yig1 = Yi + g[f(xuyz> + f(Tit1, viv1)] (1.6.21)

em que h = x;1 — ;.

Dado um valor inicial yo = 7 e uma partigao 7, a férmula (1.6.21) de-
fine uma seqiiéncia de valores y;11 = y,(x;11), ou seja, uma tabela de fungoes
descrevendo aproximadamente a solu¢ao da equagao diferencial v/ = f(x,y) sa-
tisfazendo o valor inicial y(a) = 7.

Note que, quando f = f(z), a férmula (1.6.21) é equivalente a férmula

de quadratura trapezoidal dada por

n

/ F()de % 7 [F] = Y [F () + Flaan)ly

i=1
1.6.1 Meétodo de Euler Melhorado

O método trapezoidal é muito conveniente para obter solucoes aproxi-
madas para equagoes diferenciais lineares, as quais podem ser resolvidas algebri-

camente para y;.1. Mas, por outro lado, torna-se inadequado quando temos uma

equagao diferencial ndo linear, pois encontramos dificuldades em resolver (1.6.21)
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1.7. METODO DE EULER IMPLiCITO

para y;+1. Em geral, a expressao (1.6.21) ndo define os valores y;,1 recursivamente
e sim de maneira implicita. Para determinar cada y;,1, temos que resolver uma
equacgao do tipo (1.6.21) em que ;11 é desconhecida e y; tenha sido previamente
determinada.

Podemos fazer isto através de um processo iterativo usando o par previsor-
corretor, onde o previsor ¢ o método de Euler e o corretor é a regra do trapézio.

Temos, entao, o par

Vi1 = Yi + hf (i, v5),

h
Yiv1 = Yi + §[f(9€i, Yi) + f(Tig1, Yiv1)]-

Ao invés de resolvermos a equacao implicita (1.6.21) através de varias
iteragoes, normalmente obtemos uma melhor precisao, com o mesmo esfor¢o com-
putacional, usando uma malha mais fina e parando depois de uma ou duas ite-
racoes. Se pararmos depois de uma simples iteracao, temos o Método de Fuler
Melhorado, que é adequado para muitos problemas nao lineares que requerem

precisao moderada.

1.7 Meétodo de Euler Implicito

O método que define y; 1 (uma aproximagao para y(z;+1)) em termos de

yi pela equacao

Yir1 — hf(Tiv1, yir1) = vi, (1.7.22)

tem uma relagao evidente com o método de Euler e é conhecido como método de
Euler implicito.

O célculo de y;41 em (1.7.22), requer a solugao para z da equagao
z—hf(xi1,2) =y, (1.7.23)
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1.7. METODO DE EULER IMPLiCITO

e esta pode ser encontrada, por exemplo, usando um esquema iterativo

2=y + hf(xi, 2),

onde podemos calcular 29 através do método de Euler, como definimos na secio
anterior. Se [ satisfaz uma condicao de Lipschitz com constante L e h satisfaz
hL < 1, entdo, pelo Teorema da Contracao (ORTEGA, [19], p.153), este esquema
converge para a solugao unica de (1.7.23).

Definimos aqui os métodos que serao utilizados na aproximacao do mo-

delo BBS, o qual apresentamos no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Modelo BBS para a Eliminacao

de Ruidos em Imagens

2.1 Representacao de uma Imagem Digital

Pode-se considerar uma imagem como sendo uma funcao limitada
u:Q CR"— R, n= 2, para imagens bidimensionais, ou n = 3, para ima-
gens tridimensionais. No caso bidimensional, o qual sera tratado aqui, a funcao
u(z,y) representa a imagem original que pretendemos reconstruir a partir de
uma imagem inicial [ (z,y) definida por I(z,y) = u(x,y) + n(x,y), em que x e y
referem-se as coordenadas espaciais de brilho (ou gradagao de cinza) de qualquer
par (z,y) e n(z,y) representa o ruido.

Uma imagem digital u(z, y) é resultante da discretizacao em coordenadas
espaciais e em intensidade luminosa. E representada por uma matriz de pontos,
denominados elementos de imagem, elementos de figura ou pixeis.

Embora as dimensoes de uma imagem digital variem de acordo com a
aplicacao a que se refere, é conveniente representa-la sob a forma de uma matriz
quadrada composta por elementos graduados em escala de cinza, com dimensoes

escalonadas em poténcias de 2.
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2.2 Modelos para Eliminacao de Ruidos em
Imagens

Nos tltimos anos, o uso de equacoes diferenciais parciais no processo
de restauracao de imagens tem sido amplamente difundido. Isto possibilitou
o surgimento de varios modelos matematicos para eliminacao de ruidos e seg-
mentacao de imagens digitais. Dentre estes modelos, partindo do principio de que
o uso da difusao isotropica nao preservava a localizacao das bordas da imagem,
Malik e Perona [20] desenvolveram um modelo através de uma equagao de difusao
anisotropica objetivando preservar exatamente a localizacao destas bordas.

A formulacao deste modelo é expressa por:

u = div(g(|Vu|)Vu), em QxR

w(z,y,0) = I(z,y), (2.2.1)

onde g = m ¢ uma funcao suave nao-crescente, tal que ¢g(0) =1, g(s) >0, e
g(s) — 0 quando s — 0.

A idéia é que se |Vu| é grande, entao a difusao sera pequena, e portanto
a localizagao exata das bordas sera preservada.

Esse modelo teve uma forte contribuicio no que diz respeito a
reconstrucao de imagens. Porém, apresentou problemas praticos e tedricos, como
por exemplo, quando aplicado a imagens com alto nivel de ruido, produz um
valor bem grande para |Vu|. Isto implica em uma fun¢ao g préxima de zero, e
como conseqliéncia a imagem reconstruida retém quase todo o ruido da imagem
original.

Frente a este problema, Alvarez, Lions e Morel [1] propuseram um modelo
a partir da idéia de Malik e Perona [20] e da equacao de difusao degenerada,

também conhecida como fluxo de curvatura média, dada por

. (V
u; = |Vuldiv (|V_Z]) : (2.2.2)
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2.3. MODELO BBS

A combinagao do modelo de Malik e Perona [20] com a equagao (2.2.2)

resultou no seguinte modelo:

. Vu
us = 9|V (G # w)))|Vuldiv (W) |

. . Ce . , u .
com u(z,y,0) = I(z,y) sendo a imagem inicial com rufdo e 2% |5oxr, = 0.

Nordstrém [17] também propos uma modificacdo no modelo de Malik
e Perona [20]. Ele introduziu um termo forgante (u — I) em (2.2.1) obtendo a

equacao
up — div(g(|Vu|)Vu) = I — u. (2.2.3)

Este termo forcante tem a propriedade de manter u(x,y,t) proxima a
imagem inicial I(z,y). Assim, a equacdo (2.2.3) tem a vantagem de possuir um
estado estaciondario nao trivial, e isto exclui a necessidade de um processo de
selecao para o tempo de parada. Por outro lado, tem a desvantagem de nao
eliminar satisfatoriamente os ruidos de uma imagem.

A principal meta dos pesquisadores, no processo de eliminacao de ruidos
em imagens, ¢ encontrar a melhor maneira de suavizar uma imagem ruidosa
sem que esta perca as informagoes nas bordas. Diante deste ideal e baseados
na fundamentacao tedrica apresentada pelos modelos descritos anteriormente,
Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [7| apresentaram, recentemente, um modelo, o

qual sera tratado na proxima secao.

2.3 Modelo BBS

O modelo proposto por Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [7], é um dos
modelos matematicos apresentados para a eliminacao de ruidos e segmentacgao
de imagens digitais via equacao de difusao. Este modelo apresenta resultados
satisfatorios uma vez que elimina ruidos de uma imagem, efetuando suavizacao

intensa nas regioes homogéneas e superficial nas regices de contorno.
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2.3. MODELO BBS

Ele é descrito pela seguinte equacao parabdlica

Vu

ur = g|Vu|div (W—U) —AMl=g)(u—1), (2.3.4)

x €, t>0, A constante,

em que
(i) I(x,y) representa a imagem original com ruido;

(ii) u(z,y,t) é a versao suavizada de I no instante t;

(iii) g = g(|V(G4 *u)]), tal que G, é um nicleo de convolugao (aqui, uma fungao
Gaussiana) e (V(G, x u)) é a estimativa local de Vu usada para eliminacao de
ruidos. A fungdo g(s) > 0 é real, ndo-crescente, e satisfaz g(0) =1 e g(s) — 0 a

medida que s — oo.

A primeira parcela do lado direito da equagao (2.3.4) representa o modelo
de Alvarez, Lions e Morel [1]. A segunda é formada pelo termo forcante (u — I),
sugerido por Nordstrom [17], multiplicado pelo termo regularizador A(1 — g), que
¢ denominado seletor de moderagao. Esta parcela de (2.3.4) age de forma seletiva
recuperando as caracteristicas iniciais da imagem I com mais intensidade nas
regioes de fronteira, visto que nessas regides g ~ 0 o que implica em (1 — g) ~
1. Por outro lado, nas regides homogéneas, g ~ 1 de modo que (1 — g) ~ 0
e, conseqiientemente, o termo forcante sera inexpressivo, o que possibilita uma
melhor suavizac¢do na imagem [22].

Definido o modelo, fazemos agora a discretizacao dos termos envolvidos

na equagao (2.3.4).
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2.3.1 Termo de Difusao

Na equagao (2.3.4), o termo de difusao é dado por

. ( Vu
|Vu|div <|V—u|) :

Considerando que

ou Ou
V =555 |
! L% 8y]
temos
Vu| = /uz +u2,
Vu Uy Uy
|Vul V2 a2\ Su? + 2

e
dw(&)_ﬁ T DA
Vu| ) Ox VU2 4 Oy \ \JuZ+ul )
Logo, obtemos
Vu I u 0 u
div 2N S| S Y
[Vl w(|Vu) Vit gy (1/7u§+u3>+3y (/F—l—ui)

[ 2 2 ) 2 2
Ugr+/UE + UE — Uy \ Uz® + Uy
/ui u:’QJ T Y 81;( )

Uyy /U7 + Uy — uya% (Vua? +u,?)

+
2 1,2
uz + uy

Ainda,

0 1 _1
B <1 [u + ui) =5 (ui + ui) 2 (2ugtyy + 2uyuy,)
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N

(U2 + u2) 2 (2uagtgy + 2uyuy,) .

DN | —

4 () -

Assim,

Vu Ugg/ U% + UZJ — Uy {m@uzum + 2uyuyx)]
Vuldiv [ %) = Ju2 + w2 :
vt (i) =

2 2 _ 1
Uyy /U + Uy — Uy [QM(QUSUU??Q + Zuy“yy)}

+y/u2 + u?
r 4 ug—l—ug

- U (U3 + U5) — U (Ua U + Uy Uy n Uy (U3 + 1) — ty (Ul + Uy,

2 2 2 2
Uy + Uy, Uz + Uy,

2 2 2 2 2 2
Ugg Uy + Uggp Uy — UpUpy — UglyUys + Uyyuy + Uyy Uy — Uy UgUzgy — Uy Uyy

2 2
Uz + Uy,

2 2
| Uagly — 2Ugp Uy Uy + Uy U,

2 2
Uz + Uy,

Logo,

|Vu|div <

2 2
Vu _ Ugllyy — 20U Uy Uy + Uy Uy . (235)
|Vl

2 2
Uy + Uy

A aproximagao das derivadas presentes em (2.3.5) sera desenvolvida atra-

vés do método de diferengas finitas que apresentamos a seguir.

2.3.2 Método de Diferencgas Finitas

No método de diferencas finitas, as derivadas existentes na equacao dife-
rencial de interesse sao aproximadas utilizando-se uma expansao truncada da série

de Taylor. Assim, a equacao algébrica resultante de tal aproximacao é expressa
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2.3. MODELO BBS

em termos dos valores da funcao incégnita em alguns pontos especificos da malha

utilizada, chamados pontos nodais.

Como queremos aproximar uma funcao de duas varidveis, vamos usar

o Teorema 1.4 enunciado no capitulo anterior. Para tanto, consideremos uma

malha regular de passo h, tal que a vizinhanca do ponto (z,y) é representada a

seguir:

frhy+h) G+ fekhy+hy

G=hy) ) ferhy)

(-hy-h By-h) Grehy-hy

Figura 2.1: Regiao dos pontos vizinhos a (z, ).

Tomando n = 2 em (1.4.9), encontramos:

2 h3
& € (z,x+ h), (2.3.6)
h? h?
U(.T - h7 y) = U(l’,y) - hux<x7y) + Euxx(xay) - yux:m:(g?a y)7
& € (x — h, ). (2.3.7)

Subtraindo (2.3.7) de (2.3.6), obtemos:

uz(z,y) = uz + b, y)2—hu(x —hy) + O(h?). (2.3.8)
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2.3. MODELO BBS

Agora, tomando n = 3 em (1.4.9), temos:

2 h3 h4
e
h? h? h*
u(x — h, y) = u(:c, 3/) - hux(x, y) + gum(:l?, y) - yumx(x? y) + Zumm(&a y)a
§s € (x —h,x). (2.3.10)
Somando (2.3.9) e (2.3.10), obtemos:
e, ) = y +O(R2).
Analogamente, para n = 2, temos:
h? h?
uw(x,y + h) = u(z,y) + huy(x,y) + guyy(:v, y) + yuyyy(iﬁ, M),
m € (y,y+h),
e
2 h3
u(x,y - h) = U(I, y) - huy(x,y) + Euyy@:,y) - guyyy('%‘? 772>7
T2 € (Z/ - h7 y)7

que implicam em

2h

u, (r,y) = + O(h?). (2.3.11)

E paran =3,

2 h3 h4
UJ(:U?y + h) - U(ZE, y) + huy(ac, y) + Euyy(l‘? y) + auyyy@:,y) + Zuyyyy(xﬂh})’

ns € (y,y +h),

2 h3 h4
u(x,y —h) =u(x,y) — huy(x, y) + auyy(% y) — guyyy(%y) + Iuyyyy(xa N4),

T4 € (y_ hvy)7
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que implicam em

u(z,y +h) —2u(z,y) +u(x,y — h)

2 + O(h?).

uyy(xa y) =

Também,

2

w(@+hy+h) = w@,y)+ hu(z,y) + huy(@,y) + Wy (2,y) + St (@, y)
h2 h3 h3 h3
+ guyy(xv y) + yuzm(xa y) + aumy(l‘a y) + auxyy(% Y)
h3 h4 h4
+ 3| uyyy (.T y) 4 — Uzzax <€57 7]5) 3| uxmzy (557 775)
h4 4 4
+ 1 —Uaayy (85, 705) + 31 =7 Uayyy (85, 705) + A1 1 Yy (855 75),

{ € (v, +h) e ns € (y,y+h);

2

u(:n - h7y - h) = u(xa y) - hux(x>y) - huy(ma y) + h2ua:y<w7y) 91 u:m:(x y)
h? h? h3 h?
+ auyy(ma y) — ?umx(xa y) — Eumy(ma y) — Euwyy(xay)
h3 4 h4
- auyyy(xa y) + Iu:px:ﬁx(gﬁa 776) + gu‘rxmy(&ia 776)
h* h* h*
+ 1 — Uaayy (6, T6) + 30 =7 Uayyy (86, 706) + Al 7 Yoy (865 76)
6 € (x —h,z) e ng € (y—hy);
h2
U(I’ + ha Yy — h) = U(l‘,y) + hux(x7y) - h’uy(xv y) - hQUny(Qj’ y) + BY uzx<x y)
h? h? h? h?
+ Euyy(% y) + 3‘ ua:xx(x y) 2‘ u:t:cy(xa y) + Euxyy(xv y)
h3 h* h*

- guyyy(l‘a y) + Iuwzxx(g'h 777) - auczzxwy(éﬂ% 777)
h4 4 h4
+ Zumyy(f% n7) — aumyyy(gﬁ n7) + Iuyyyy(fn ),

§re(mxz+h) e ne(y—nhvy);
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h2
u(rx —h,y+h) = ulz,y) — hug(z,y) + huy(z,y) — Pupy(2,9) + =tz (x, y)

2!
h? h? h3 h3
+ auyy(xv y) — guwm<xay) + aumy<xay) - guxyy('ru Y)
h3 h4 4
+ guyyy(.ﬁ, y) + quzmx(g& 778) - gux:m:y<£87 778)
h4 ' 4 . 4
+ Zumyy(f& 778) - guxyyy(fsa 778) + Euyyyy(fsa 778)7

§s € (x —h,x) e ns € (y,y + h).

Logo,
1
Uy (T,y) = @;@@+hy+m+U@—My—m—uw—hy+m
— u(w+hy - h)| + O,

Em resumo, para cada ponto no interior do intervalo onde a equacao
diferencial esta definida, denotando por w; ; a aproximacao de u(z;,y;), temos as

seguintes aproximagoes para as derivadas de primeira e segunda ordens:

Wit1j — Ui—15

Ux($i7yj) ~ oh ;

Wij41 — Uij—1
uy($ia y]) ~ 2h )
Uigrj — 2Wij + Uio1j

h? ’

Ugzy (xia y]) ~

Uijp1 — 25 + Uij1 |

h? ’

“yy(l‘z‘a yj) ~

1
Ugy (T3, Y5) = 2 Uit1,j41 T Wim15-1 — Ui—1,j+1 — WUit1,-1]-
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2.3.3 Discretizagao da Fungao ¢(|V (G, * u)|)

A fungao g presente na equacao (2.3.4) é definida por:

1
J(|V(Gy xu)|) = FNIRIER k constante.

E, para a funcao GG, consideramos a seguinte definicao:

Definicao 2.1. Seja p: R" — R. O espac¢o escala Gaussiano de p é uma fungao

T,:R" xRy — R, dada por
Tp($7t) =p* Gt(x)a

em que

1 —(@i+ Aap)—p
Gi(z) = ——e¢ Zat
(2mat)>=
€ a distribuicio Gaussiana de dimensao n com média i e variancia at, onde a €
uma constante positiva. O desvio-padrao é o = +/at e x = (x1,z9,...,x,) € R™.

O parametro t é chamado de escala.

Note que, tomando ¢ = v/at, podemos escrever

1 —(e2+..422)—n
_— 02
Gg(l’) == (27T0‘2)%6 2

A funcao T, (x,t) serd avaliada numericamente nos pontos de uma malha
regular de passo h e na sua implementacao numérica sera usada a definicao

seguinte para o produto de convolugao.

Definicao 2.2. Sejam [, p € SCper(2L), SCper(2L) 0 espago das fungoes sec-
cionalmente periodicas de periodo 2L. A convolucdo de f e p € a funcgao

f*p:R— R definida por

Feole) =57 [ fOpa =ty 2.3.12)
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2.3. MODELO BBS

Esse operador é linear, invariante por translagoes e, impondo algumas
restricoes aos sinais, a integral de convolucao converge.

Desde que a malha usada para as discretizagoes dos termos envolvidos na
equacao diferencial do modelo BBS é definida sobre os niimeros naturais, com
h = Ax = Ay = 1 um valor que sera esclarecido na Secao 3.1, o valor de L em
(2.3.12) é igual a 1. Assim, devemos calcular a convolugao das fungoes f e p, em
uma vizinhanga do ponto u; ;. Consideremos essa vizinhanga como sendo a regiao
dos pontos vizinhos a (z;,y;) dada pela Figura 2.1. Note que, para cada ponto
(x4ah,y+0bh), a,b=—1,0,1, da figura, estamos associando o ponto (Z;+n, Yj+k),
k,h=-1,0,1.

Assim, o célculo do produto de convolucao em relagdo ao ponto (z;,y;)

se da através do calculo da seguinte integral

(f ) ;) = = / /f — y)p(z,y) du dy.

Usando a regra de Simpson para o célculo desta integral, conforme [22],

considerando f(x,y) = G,(x,y) e p(x,y) = u(x,y), obtemos:

. 1
(Gy % u)(i,]) =~ %{Gaug)ui,l,j,ﬁ(; (=1, Dttgsrjo1 + Go (1, =111
+ GJ(—L _1)ui+1,j+1 + 16 GJ(O, O)Ui,j + 4[GU(0, 1)11,1'7]'_1
+ Go(1,0)0uii1; + Go(—1,0)uirs, + G0, )u”+1]}
Seja (G, * u)(x,y) = cv(z,y). Para o célculo das derivadas parciais de
primeira ordem de cv, utilizamos o procedimento anédlogo ao que foi usado para

encontrar (2.3.8) e (2.3.11). Assim,

dev(e,y) _ ool +1,y) — ev(z — 1y)

Ox = 2 =&

dev(e,y) _ evl(w,y+1) — evo(a,y — 1)

y 2 2
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Ainda,
Ocv Ocv
V(Goxuw) = (a_ a—y)
e
0G, *u 2 0G, *u 2] 2
IV(Goxu)l = ( Ox )+( dy )]

Logo, |[V(Gy xu)|? = d3 + d3.
Conseqiientemente, a funcao g é discretizada por

1
9(IV(G, xu)|) = ThHE D) com k constante.

Na préxima secao, tratamos da estabilidade do esquema numérico uti-

lizado para a solu¢ao do modelo BBS.

2.3.4 Estabilidade para o Método de Euler Aplicado ao
Modelo BBS

Para a andlise da estabilidade do método numérico
ultt = ul + AtL(ul), com  ul. = I(x,vy;)
i g ij ) g = P\ i)

aplicado ao modelo BB.S, usamos a definicao seguinte, que pode ser encontrada

em [3].

Definicao 2.3. (Estabilidade L)
Um esquema numérico é L>®- estdvel se para ¢ < u"(x) < d tivermos

c <u"(z) <d, ced nimeros reais.

Denotando por £ a direcao ortogonal a Vu, podemos representar o termo

de difusao (2.3.5) por

uge = |Vu|div (%) :
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Seja 0 tal que £ = (—sen 6, cos ).
Assim, podemos tomar

Vu
[Vul

— Ju2 42
Uy = \/uz + ug cost
— 2 42
uy = yJuz +ug send.

A substituigao desses dois termos em (2.3.5) produz

1
2 2
uz + u;

= (cos 0, sen).

Logo,

Uge = [(u2 + Ui)COSQQ Uy — 2(uZ + ui)sen 6 cos 0 uy,

+ (ul +ul)sen®0 ugy) .
Logo,
Uge = sen?0 uy, — 2senf cosf Ugy + cos?0 Uy -

Aproximando Uz, Ugy € uy, pelas discretizagoes desenvolvidas na secao

2.3.2, obtemos:

1
_ 2 2 2
Uge = sen~Ou;1; — 2senOu; j + sen“Ou;_ j — 3 sen 0cos 0,1 41

1 1 1
—5 sen Ocos Ou;_1 j—1 + 3 sen Ocos Ou;_1 j11 + 3 sen Ocos Ou;y1 -1
2 2 2
+ cos“0u; j11 — 2cos 0u; j + cos™Ou; ;4
= Qu; 5+ 20011 2001 - 20u; - 20u. -
= —2u;j + sen”Ou;pq; + sen~0u; 1 ; + cos™0u; j11 + cos 0u; ;1

1 1
— = senfcosOu;iq j11 — 3 sen Ocos Ou;_q ;-1

1 1
+ 3 sen Ocos Ou;—1 j41 + 3 sen Ocos Ou;q1 51

1
= E N Witk j41 -

kl=—1
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Assim, o esquema numeérico para a implementacao do modelo BBS torna-

se

1
ul =l g )AL Y Ay — M1 = g(uf)(ufy — I At
kl=-1
(2.3.13)

Propomos, entao, o seguinte teorema para a estabilidade deste esquema,

o qual baseia-se no resultado apresentado por Alvarez e Esclarin [2].

Teorema 2.1. Seja

1
u?;rl = u; + g(ui;) At Z kUi i+ flug ) At

kl=—1
com
fuiy) = =M1 = g(uiy)) (uily = Lij)
tal que
|f(ui;)] <C se w,;je€[=bb].
Entao, ¥V M > b, temos que para valores pequenos de At,
se Vi,j, |ul;l <M= |uf < M.

Demonstracao:

1
wt =y g ()AL Y N+ (] ) At
fl——1

IN

1
b+ g(ul ) At > Negullyp i + f ()AL
kil=—1

Entao,

1
W< b gl )AL D> Nl luf gl L ()| At
kJl=—1

1
< b+ g(ul)) At > (MM + CAE.
kil=—1
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Supondo que essa ultima expressao seja menor que M, temos:

1
b+ CAt < M [1 —g(ur)at Y |Ak,l|] . (2.3.14)

k=1
Dividindo (2.3.14) por [1 —g(u ALY |Ak,l\], obtemos

b+ CAt
[1 —g(uf ) ALY |>\k,l\]

<M. (2.3.15)

Quando At — 0, b < M.
Logo, se At é suficientemente pequeno para (2.3.15) ser verdadeira, entao
]ufjll <M.

A passagem de (2.3.14) para (2.3.15), s6 é possivel se a condigao seguinte
for satisfeita:

1
1 —g(uj;)At Z [Aral| > 0.

kl=—1

Isso implica que

1
gluj;)At Z Aral < 1,
k=1
1

PO T - —
’ > ke el

Como

1
Z | Akl = 4+ 2|sen bcos b,

ke l=—1
1
4< Z Aral <5.
kd=—1
Assim, temos
glui;)At < 0.2. (2.3.16)
Para que (2.3.16) seja sempre valida, basta tomarmos At < 0.2. [
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Capitulo 3

Resultados

Neste capitulo, apresentamos os resultados experimentais obtidos da im-
plementagao numérica dos métodos de Fuler, Runge-Kutta de quarta ordem,
Euler melhorado e Euler implicito quando aplicados ao modelo BBS.

Consideramos, para teste, imagens sintéticas e imagens da vida real. As
imagens originais utilizadas sao de 256 x 256 pixeis e 256 gradagoes de cinza. A
implementacao numérica foi realizada utilizando-se a linguagem de programagcao
Fortran 95, e para a visualizacao das imagens, usamos o software Matlab.

Para obtermos a imagem inicial que sera reconstruida, adicionamos um
certo ruido a imagem original. FEsse ruido foi determinado por um gerador
numérico, de tal forma que a quantidade 7(z, j) adicionada & intensidade de cada
pixel da imagem original, fosse determinada a partir da relagao sinal-ruido (Signal

to Noise Ratio - SNR) desejada, expressa em decibéis (dB) por

Variancia da imagem original

SNR = dB.

Variancia da imagem com ruido

3.1 Implementacao Numérica

A solugao numérica da EDP (2.3.4) é encontrada através do método de

diferencas finitas. Para a implementacao, consideramos a malha (veja Figura 2.1)
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3.1. IMPLEMENTACAO NUMERICA

espacial retangular (x;,y;), tal que x; = iAz e y; = jAy, 4,5 =0,1,...,255, com
incrementos espaciais Ax = Ay.

Como mencionado anteriormente, estamos considerando uma imagem
como sendo uma matriz de dimensao m x n, em que o valor de cada elemento
estd associado a tonalidade de cinza do pixel correspondente. A escala h cor-
responde ao espagamento espacial nas direcoes horizontal e vertical. Como esse
espagamento corresponde a distancia entre os pixeis horizontais e verticais vizi-
nhos, tomamos essa distancia igual a 1, a qual corresponde a uma unidade de
pixel. Desta forma, consideramos, neste trabalho, h = 1.

O incremento temporal é At > 0, tal que t, = nAt, n=0,1,.... Assim,

u?,j = U([Ei, Ys, tn)

Agora, considerando

£lu) = alValdio (1) = A1 = )~ 1),

a aproximagcao do modelo BB.S, pelos métodos apresentados no Capitulo 1, fica

na forma:

Método de Euler

que é o mesmo método iterativo usado na implementagao numérica dos modelos

para eliminacao de ruidos em imagens.
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Método de Runge-Kutta de quarta ordem

At
ultt =+ —[L(uf;) + 2L(u}'}) + 2L(u72) + L(uf?)],

i’j ivj 6
em que
uz; = ui,j—i_?ﬁ(ui,j);
uzj = Ui,j+7£(uij)§
Bo= ulHAL(?) e gy = (i, yy).
Método de Euler Melhorado
“z;rl = Ut 7[‘6(”1]> + E(“z‘;’—i_l)]?
onde
uZ;H =u; + At L(u;) e u?’j = I(x;,y;).
Método de Euler Implicito
afl =l AL,
com

n«+1 n n 0
utt = up s+ At L(u;) e ;= I(x,y5).

2,

Para fazermos uma comparagao entre os quatro métodos utilizados, plota-
mos o grafico da linha 128 correspondente a cada imagem e definimos um tipo de

erro, o qual chamamos de erro médio (e,,), dado pela expressao:
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_ 2ito 2o Uy — ulyl

T T ) x (m+ 1)

Y

onde m = 255, u;; é a imagem reconstruida e u;; ¢ a imagem original sem ruido.
Os valores adotados para as constantes a e k, presentes na equacao que
descreve o modelo, sao tais que a ¢ o desvio-padrao da imagem inicial e £ é uma
constante arbitraria que apresentou melhor resultado. E, embora obtivemos, para
a estabilidade do método, At < 0.2, nao consideraremos apenas esse limite nos
testes realizados. Isto porque, para algumas imagens, At maior produz imagens
semelhantes as obtidas com At menor, mas com menor tempo computacional.
Inicialmente, consideramos uma imagem sintética com SNR = —0.0263
e At =0.4.
Foram realizadas 159 iteragoes, com o0s seguintes valores:
k= 210121.4233222279, A = 1, 0 = 90.08585737861927 e a = 127.2438129862800.
Para cada método, encontramos os seguintes erros médios:
Euler: e,, = 5.22843985616820;
Runge-Kutta de quarta ordem: e,, = 5.948650755610874;
Euler melhorado: e,, = 5.474321007787193;
Euler implicito: e, = 5.179005933727841.
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Figura 3.1: Imagem original.

Figura 3.2: Imagem com ruido.
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Figura 3.3: Reconstrucao pelo método de Euler.

Figura 3.4: Reconstrugao pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3.5: Reconstrugao pelo método de Euler melhorado.

Figura 3.6: Reconstrugao pelo método de Euler implicito.
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Agora, apresentamos os graficos da linha 128 correspondente as imagens

anteriores.

Grafico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler e de

Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.

. . L s \ I |
50 00 60 200 ED 300 50 00 160 Z00 z60 00

Grafico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler

melhorado e de Euler implicito, respectivamente.
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A segunda figura, possui SNR = 0.0014 e At = 0.4.
Foram realizadas 111 iteragoes, com os seguintes valores:
k = 46505.57385649140, A = 1, 0 = 63.33048888080454 e a = 89.63911267420528.
E obtemos os seguintes erros médios:
Euler: e, = 4.0965108831624009;
Runge-Kutta de quarta ordem: e,, = 4.509617490448035;
Euler melhorado: e,, = 4.084661623539079;
Euler implicito: e,, = 3.672594790448563.

Figura 3.7: Imagem original.
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Figura 3.8: Imagem com ruido.

Figura 3.9: Reconstrucao pelo método de Euler.
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Figura 3.10: Reconstrucao pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Figura 3.11: Reconstrucao pelo método de Euler melhorado.
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Figura 3.12: Reconstrucao pelo método de Euler implicito.

Em seguida, mostramos os graficos da linha 128 correspondente as ima-

gens anteriores.

Gréfico da linha 128 das imagens original e com ruido.
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Graéfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Fuler e de

Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.

Graéfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler

melhorado e de Euler implicito, respectivamente.

Agora, consideremos uma figura da vida real, com SNR = 12.0426 e,
para esta figura, tomamos At = 0.1.

Foram realizadas, para esta imagem, 25 iteragoes, com os seguintes
valores: k = 7077.553720200804, A = 1, o = 10.37141783464018 e
a = 42.69552226158050.

Para cada método, obtemos os erros médios:

Euler: e,, = 4.497775147547864;

Runge-Kutta de quarta ordem: e,, = 4.517931662401200;
Euler melhorado: e, = 4.510952182176844,

Euler implicito: e,, = 4.429115875183594.
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Figura 3.13: Imagem original.

Figura 3.14: Imagem com ruido.
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Figura 3.15: Reconstrucao pelo método de Euler.

Figura 3.16: Reconstrucao pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3.17: Reconstrucao pelo método de Euler melhorado.

Figura 3.18: Reconstrucao pelo método de Euler implicito.
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E os respectivos graficos:

Ea

Gréfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Fuler e de

Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.

Gréfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler

melhorado e de Euler implicito, respectivamente.
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A figura a seguir é uma imagem com SNR = —0.0383 e At = 0.4.
Foram realizadas 48 iteragoes, com os seguintes valores:

k = 5970.839419211368, A = 1, 0 = 27.29261430995206 e a = 38.45556689192124.
E obtemos os seguintes erros médios:

Euler: e, = 1.679983885058301;

Runge-Kutta de quarta ordem: e,, = 2.143869706336979;

Euler melhorado: e,, = 1.748939021845636;

Euler implicito: e,, = 1.401804079263219.

Figura 3.19: Imagem original.
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Figura 3.20: Imagem com ruido.

Figura 3.21: Reconstrucao pelo método de Euler.
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Figura 3.22: Reconstrucao pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Figura 3.23: Reconstrucao pelo método de Euler melhorado.
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Figura 3.24: Reconstrucao pelo método de Euler implicito.

Com respectivos gréficos:

Gréfico da linha 128 das imagens original e com ruido.
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Graéfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Fuler e de

Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.

Graéfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler

melhorado e de Euler implicito, respectivamente.

Agora, tomamos uma figura que possui SNR = 6.0220 e At = 0.4.
Neste caso, foram realizadas 39 iteragoes, com os seguintes valores: k =
29937.97957656765, A = 1, 0 = 35.08812267991659 e a = 78.65666589492307.
E os erros médios obtidos foram:
Euler: e,, = 4.527174779043410;
Runge-Kutta de quarta ordem: e,, = 4.937737484449915;
Euler melhorado: e,, = 4.660082074507577;
Euler implicito: e,, = 4.215887545839231.

60



3.1. IMPLEMENTACAO NUMERICA

Figura 3.25: Imagem original.

Figura 3.26: Imagem com ruido.
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Figura 3.27: Reconstrucao pelo método de Euler.

Figura 3.28: Reconstrucao pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3.29: Reconstrucao pelo método de Euler melhorado.

Figura 3.30: Reconstrucao pelo método de Euler implicito.
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Cujos graficos estao a seguir.

Grafico da linha 128 das imagens original e com ruido.

Gréfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Fuler e de

Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.

Gréfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler

melhorado e de Euler implicito, respectivamente.
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Por 1ltimo, tomamos outra imagem da vida real, cujo valor de SNR é
12.0549 e At =0.1.

Neste caso, foram realizadas 43 iteragoes, com os seguintes valores: k =
24431.39683519813, A = 1, 0 = 17.81368831680179 e a = 73.58842133105432.

E os erros médios obtidos foram:
Euler: e, = 9.433214689366467;
Runge-Kutta de quarta ordem: e,, = 9.445927109400376;
Euler melhorado: e,, = 9.435542847617956;
Euler implicito: e, = 9.451112463962772.

Figura 3.31: Imagem original.
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Figura 3.32: Imagem com ruido.

Figura 3.33: Reconstrucao pelo método de Euler.
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Figura 3.34: Reconstrucao pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Figura 3.35: Reconstrucao pelo método de Euler melhorado.
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Figura 3.36: Reconstrucao pelo método de Euler implicito.

E respectivos graficos:

Gréfico da linha 128 das imagens original e com ruido.
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Graéfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Fuler e de

Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.

Graéfico da linha 128 das imagens reconstruidas pelos métodos de Euler

melhorado e de Euler implicito, respectivamente.

3.2 Consideracoes Finais

Diante dos resultados apresentados na secao anterior, fazemos, aqui, al-
gumas observagoes.

Comparando as imagens reconstruidas pela aplicagao dos quatro métodos
considerados, verificamos que, para as imagens sintéticas, os métodos de Euler e
de Euler implicito preservam melhor as tonalidades enquanto que para os métodos
de Euler melhorado e de Runge-Kutta de quarta ordem, as imagens apresentam
uma maior variacao nas tonalidades, o que pode ser observado pelo aparecimento

de um nuimero maior de manchas nas figuras. Este fato pode ser visualizado,
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também, nos graficos correspondentes a linha 128. Além disso, o menor erro
médio calculado, corresponde ao método de Euler implicito.

Agora, para a Figura 3.13 e Figura 3.31, que correspondem as imagens
da vida real, a comparacgao através da visualizagao grafica é mais dificil. Mas,
comparando os valores dos erros médios, verificamos que o obtido pelo método
de Euler implicito é o menor, no caso da Figura 3.13. Entretanto, o mesmo nao
ocorre no caso da Figura 3.31.

A partir destes dados e de outros testes que realizamos para diferentes
imagens, percebemos que, de um modo geral, o método de Euler implicito a-
presenta uma pequena melhora quando comparado aos outros métodos testados.
Mas, nao temos a pretensao de garantir, no momento, que ele forneca imagens
melhores, pois dispomos apenas de resultados experimentais. Além disso, verifi-
camos que o tempo de execugao do programa que implementa este método é um
pouco maior do que o tempo gasto, por exemplo, para a execucao do método de
Euler.

Este trabalho teve por objetivo verificar o comportamento de diferentes
métodos numéricos aplicados a resolu¢ao do problema (2.3.4), que representa a
eliminagao de ruidos em imagens digitais, e propor um resultado sobre a estabi-
lidade do esquema numérico (2.3.13).

Gostariamos de mencionar a possibilidade de darmos prosseguimento a
estes estudos, principalmente no que se refere a parte tedrica, para que, junta-
mente com os resultados experimentais, possamos tirar conclusoes mais precisas

e, possivelmente, obter resultados melhores.
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