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Resumo

Neste trabalho propomos quatro novas abordagens para tratar o problema de restau-
ração de imagens reais contendo texturas sob a perspectiva dos temas: reconstrução de
regiões danificadas, remoção de objetos, e eliminação de rúıdos. As duas primeiras abor-
dagens são designadas para recompor partes perdias ou remover objetos de uma imagem
real a partir de formulações envolvendo decomposição de imagens e inpainting por exem-
plar, enquanto que as duas últimas são empregadas para remover rúıdo, cujas formulações
são baseadas em decomposição de três termos e equações diferenciais parciais não-lineares.
Resultados experimentais atestam a boa performace dos protótipos apresentados quando
comparados à modelagens correlatas da literatura.

Palavras-chave: Processamento de imagens com texturas - técnicas de restauração.
Decomposição de imagens. Retoque digital. Śıntese de textura. Equações diferenciais
parciais. Difusão não-linear. Eliminação de rúıdo. Modelagem numérica. Técnicas de
diferenças finitas.



Abstract

In this paper we propose four new approaches to address the problem of restoration of
real images containing textures from the perspective of reconstruction of damaged areas,
object removal, and denoising topics. The first two approaches are designed to reconstruct
missing parts or to remove objects of a real image using formulations based on image de-
composition and exemplar-based inpainting, while the last two other approaches are used
to remove noise, whose formulations are based on decomposition of three terms and non-
linear partial differential equations. Experimental results attest to the good performance
of the presented prototypes when compared to modeling related in literature.

Keywords: Digital image processing - restoration of textured images. Image decom-
position. Digital image inpainting. Texture synthesis. Partial differential equations.
Nonlinear diffusion. Digital image denoising. Numerical modeling. Finite difference tech-
niques.
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8 Decomposição simultânea “cartoon + textura”. (a) Imagem inicial f ; (b)

imagem aproximada u+ v via [Vese; Osher, 2003] e (c) reśıduo f − (u+ v). p. 30
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restaurada e (d) região reconstrúıda em destaque. . . . . . . . . . . . . . p. 102
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58(c) e 58(d) e (c); (f) representação das respectivas somas u + v. . . . . p. 111
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a (c) e (d), respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 122
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os contornos intŕınsecos do rosto são preservados, tais como os olhos,

boca e cabelo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 144

83 Detalhe da etapa 3. (a) Imagem de entrada v e (b) textura orientada

e detalhes irregulares v2. Note que ao contrário do que ocorreu na Fi-

gura 82(b), toda a textura orientada é ressaltada em v2, no entanto, os
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tornos intŕınsecos, (b) representação fuzzy ωv2 da textura orientada e (c)
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4 Parâmetros adotados e resultados obtidos após o processamento. . . . . . p. 111

5 Informações relativas aos experimentos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 114

6 Informações relativas aos experimentos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 119

7 Análise quantitativa (cálculo do SNR) entre as modelagens analisadas. . p. 177



Sumário

1 Introdução p. 21

2 Decomposição Clássica de Imagens Digitais p. 27

2.1 Decomposição do tipo Cartoon/Textura . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 29

2.1.1 Decomposição Cartoon/Textura Simultânea . . . . . . . . . . . . p. 31
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na última década verificou-se um crescente interesse em aplicações diversas inseri-

das nas áreas de processamento de imagens e visão computacional. Um tema com apli-

cações importantes impulsionado por essa ascensão é o de restauração de imagens

digitais. Aplicações decorrentes desse tema contemplam uma infinidade de propósitos

práticos de interesse comercial, médico, bélico, forense e cient́ıfico, dentre as quais pode-

mos citar: tratamento de imagens médicas [Yu; Fessler, 2002, Herman, 2009] e biológicas

[Fablet et al., 2008], análise de imagens estratégicas [Rudin et al., 1992], reconstrução de

fotografias e de filmes antigos [Bertalmio et al., 2000, Bornemann; Marz, 2007], elimina-

ção de rúıdos em imagens aéreas [Achim et al., 2003], remoção de objetos e edições de

imagens [Perez et al., 2004, Komodakis; Tziritas, 2008], restauração de imagens de im-

pressão digital [Rahmes et al., 2007, Casaca; Boaventura, 2010], entre outras mais.

Em função da natureza amplamente diversificada do tema em pauta, é recorrente em

trabalhos acadêmicos adotar uma ou duas linhas de pesquisa para posterior investigação.

Entretanto, em nosso escopo de estudo cinco, dessas linhas são consideradas. Assim, o

trabalho ora apresentado tem por finalidade estudar e contribuir para alguns dos principais

tópicos de pesquisa inseridos na área de restauração de imagens digitais sob o aspecto de

uma classe de imagens de grande importância e de complexa manipulação: imagens

reais dotadas de texturas.

Visto a dif́ıcil tarefa de se definir e classificar o termo textura, neste trabalho, tal

elemento é caracterizado como qualquer tipo de informação visual contida na classificação

proposta pelos autores [Liu et al., 2004]. No entanto, de um modo mais intuitivo, podemos
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entender o termo textura como qualquer entidade visual composta de oscilações bruscas.

Uma análise mais detalhada a respeito da textura é apresentada nos caṕıtulos posteriores.

Figura 1: Exemplo de manifestações de texturas distintas.

Desenvolvemos nosso estudo direcionado às manifestações mais variadas de textura em

imagens digitais, além de, também, considerar outras caracteŕısticas de grande relevância

na imagem como, por exemplo, as informações geométricas, detalhamento intŕınseco e

fino, entre outras mais. Assim, optamos por trabalhar com imagens reais devido à sua

complexa estrutura h́ıbrida, pois essas podem ser caracterizadas simultaneamente por

informações de natureza geométrica e oscilatória (textura e derivados), como é o caso de

imagens fotográficas, por exemplo.

Figura 2: Exemplo de imagens reais contendo texturas e outras informações relevantes.
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Nossas Contribuições

Atento ao relato anteriormente apresentado, nosso trabalho foi desenvolvido visando

amparar dois tópicos de grande importância: recuperação de áreas perdidas e remo-

ção de rúıdos em imagens reais.

No primeiro caso, propomos dois modelos voltados para recuperar áreas danificadas

localizadas em regiões compostas tanto de texturas como de estruturas geométricas, os

quais foram submetidos à avaliação cient́ıfica em periódicos da área. Aplicações de re-

moção de objetos e de efeitos especiais também foram avaliadas em nossa pesquisa, por

serem problemas de natureza similar ao objetivo de estudo ora mencionado. Enquanto o

primeiro modelo é mais apropriado para tratar texturas mais regulares, a segunda pro-

posta é voltada para tratar todos os tipos posśıveis de texturas e/ou outras informações

de ampla relevância.

Já o segundo caso faz menção ao tópico de remoção de rúıdos, cujo propósito é extrair o

rúıdo de uma imagem de forma a recompor a textura previamente degradada pelo mesmo.

Para esta abordagem, também foram propostos dois modelos ([Casaca; Boaventura, 2009c]

e [Casaca; Boaventura, 2010]). Além disso, em [Casaca; Boaventura, 2010] propomos um

novo tipo de decomposição de imagens: estrutura/textura/rúıdo.

A Tabela 1 apresenta um resumo dos quatro modelos mencionados nos parágrafos

acima, os quais encontram-se descritos nos caṕıtulos subsequentes deste trabalho.

Proposta Finalidade Metodologias Empregadas
I Multireconstrução de Reconstruir áreas Decomposição cartoon/textura, e-

Domı́nios via Decomposição perdidas / extração quações diferenciais parciais e śın-
Cartoon/Textura de objetos tese de texturas

II Inpainting por exemplar Reconstruir áreas Decomposição de imagens, equa-
guiado por EDP e perdidas / extração ção do transporte, amostragem di-

Decomposição de Imagens de objetos nâmica e inpainting por exemplar
III Eliminação de Rúıdos Remover rúıdo, Decomposição de imagens em três

via Decomposição Cartoon/ recompor textura e termos, wave atoms, EDP, morfo-
Textura/Rúıdo dissociar domı́nios logia matemática e texturização

IV Eliminação de Rúıdos Remover rúıdo, EDP, regularização, wave atoms,
via EDP Difusiva não-linear recompor e limiarização e termo de difusivida-

regularizada detectar textura de Malik-Perona modificado

Tabela 1: Descrição sucinta das quatro diferentes propostas apresentadas neste trabalho.
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(a) (b)

Figura 3: Aplicação de remoção de objetos. (a) Imagem-alvo e (b) resultado obtido pela
proposta II.

(a) (b)

Figura 4: Tratamento de impressões digitais. (a) Imagem-alvo e (b) resultado obtido pela
proposta IV.

(a) (b) (c) (d)

Figura 5: Decomposição em três termos (proposta III). (a) Imagem-alvo, (b) cartoon, (c)
textura e (d) rúıdo/reśıduo.
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Organização do Trabalho

Os tópicos estudados neste trabalho foram dispostos da seguinte forma:

No Caṕıtulo 2 desenvolvemos uma análise em torno das metodologias clássicas direcio-

nadas ao problema de decomposição de imagens. Enfatizamos as abordagens matemáticas

de decomposição do tipo cartoon/textura, onde estas foram classificadas em dois grupos:

simultâneas e não-simultâneas.

No Caṕıtulo 3 introduzimos alguns conceitos sobre definição, classificação e manipu-

lação do termo textura em imagens digitais. Além disso, foram contemplados dois tópicos

de restauração de imagens, a saber: śıntese de textura e retoque digital, bem como a des-

crição detalhada de alguns modelos clássicos da literatura, envolvidos, de alguma forma,

com a análise feita em torno das propostas I,II,III e IV apresentadas neste trabalho.

No Caṕıtulo 4 apresentamos duas de nossas propostas, voltadas para o problema de

restauração de imagens reais (com texturas) danificadas e de remoção de objetos. O

primeiro aborda o problema de forma similar ao desenvolvido no trabalho dos autores

[Bertalmio et al., 2003], isto é, de forma a decompor o problema sob duas perspectivas

distintas, aplicando as melhores abordagens matemáticas em cada uma das situações.

Para esta proposta, foi considerado um esquema de decomposição não-simultâneo, visto

ter um funcionamento mais apropriado do que o apresentado em [Bertalmio et al., 2003].

Além disso, o método proposto foi constrúıdo de forma a satisfazer o Prinćıpio da Conec-

tividade [Kanizsa, 1979]. Por outro lado, a nossa segunda proposta parte da sinergia entre

as ideias descritas em [Criminisi et al., 2004], [Bertalmio et al., 2000], [Vese; Osher, 2003,

Vese; Osher, 2006] e do mecanismo de amostragem aqui proposto, o qual denominamos

neste trabalho por amostragem dinâmica (dynamic sampling).

Baseado na análise desenvolvida no caṕıtulo anterior, no Caṕıtulo 5 efetuamos uma

bateria de testes experimentais em relação às duas propostas iniciais, bem como uma aná-

lise comparativa com as modelagens correlatas da literatura. Nesse sentido, desenvolvemos

uma breve discussão em todos os experimentos considerados.

Já no Caṕıtulo 6, procuramos direcionar nosso foco para problema de eliminação de

rúıdos em imagens reais dotadas de texturas, onde apresentamos a terceira modelagem

proposta [Casaca; Boaventura, 2010]. Apresentamos um novo esquema de decomposição,
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o qual visa dissociar uma imagem em três componentes: cartoon, textura e rúıdo. Em

decorrência dessa abordagem, é posśıvel amparar o problema de remoção de rúıdos e

recomposição de texturas. Experimentos computacionais e considerações finais também

foram relatados neste caṕıtulo.

Permanecendo-se na mesma direção do caṕıtulo anterior, no Caṕıtulo 7 apresentamos

a equação diferencial parcial regularizada introduzida em [Casaca; Boaventura, 2009c],

a qual é destinada à extração de rúıdo em imagens reais texturizadas. Apresentamos,

também, um novo termo de difusividade, direcionado à detecção de bordas e texturas em

imagens com rúıdo. A exemplo do caṕıtulo anterior, experimentos numéricos, discussão e

comentários finais também foram incorporados no Caṕıtulo 7.

Finalmente, no Caṕıtulo 8 finalizamos o trabalho com as considerações e conclusões

finais em relação ao conteúdo apresentado.
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Caṕıtulo 2

Decomposição Clássica de
Imagens Digitais

Um tópico em constante desenvolvimento na área de processamento de imagens é o

de decomposição de caracteŕısticas.

Parte dos estudos direcionados para este tema buscam decompor uma imagem em

diversos domı́nios auxiliares, cada um retratando um determinado conjunto de caracte-

ŕısticas, tal como bordas, contornos, estrutura, rúıdo, textura, entre outras.

Nesse contexto, duas aplicações merecem enfoque especial pelo grau de relevância

dentro da literatura: a decomposição do tipo “estrutura e rúıdo”, cujo objetivo é separar o

rúıdo de uma dada imagem contendo diferentes estruturas geométricas, e a decomposição

da forma“estrutura e textura”, onde o propósito é dissociar a informação de natureza geo-

métrica das regiões caracterizadas pela textura e/ou outros detalhes de caráter oscilatório.

No primeiro caso, quase que a totalidade dos modelos presentes na literatura assumem

que a imagem com rúıdo f é a soma de outros dois componentes,

f = u + n, (2.1)

tal que,

• u contém a estrutura e os objetos da imagem (“cartoon”);

• n caracteriza o rúıdo.



2 Decomposição Clássica de Imagens Digitais 28

No segundo caso, a ideia da representação por uma soma entre dois componentes bem

definidos é mantida, de forma que u continuará a representar o “cartoon” da imagem,

entretanto, o segundo termo, aqui identificado por v, passa a caracterizar a textura da

imagem inicial f . Nesse caso, é válido ressaltar que a imagem de entrada f não dever ter

quantidades significativas de rúıdo.

(a) (b) (c)

Figura 6: Decomposição do tipo “estrutura/rúıdo”. (a) Imagem inicial f (contaminada
por rúıdo), (b) estrutura u (imagem desprovida de rúıdo) e (c) rúıdo n.

(a) (b) (c)

Figura 7: Decomposição do tipo “cartoon/textura”. (a) Imagem inicial f , (b) estrutura
e/ou cartoon u e (c) textura v.

Na seção a seguir nos atentaremos para a análise do segundo caso, cujo estudo constitui

um dos objetos de estudo dessa pesquisa.

Para uma descrição mais detalhada a respeito de modelos de decomposição do tipo“es-

trutura e rúıdo”, sugerimos ao leitor as referências [Alvarez et al., 1992, Rudin et al., 1992,

Silva Jr, 2001, Barcelos et al., 2003, Casaca; Boaventura, 2008a] (este último para ima-

gens coloridas).
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2.1 Decomposição do tipo Cartoon/Textura

Matematicamente, a decomposição de imagens do tipo “cartoon + textura” pode ser

formulada através do seguinte problema inverso:

Problema 1. Dada uma imagem f , obter as imagens componentes u e v, tais que f =

u + v, onde u e v representam o cartoon e a textura de f , respectivamente.

Nesse sentido, esses conceitos podem, então, serem traduzidos através de formulações

matemáticas conforme os preceitos a seguir:

Seja
−→
f : D ⊂ R

2 → R
k uma imagem monocromática (k = 1) ou colorida (k = 3), que

associa a cada pixel de posição (x, y) da imagem um valor real
−→
f (x, y) = f(x, y) (k = 1)

ou uma terna real
−→
f (x, y) = (f1(x, y), f2(x, y), f3(x, y)) (k = 3).

O objetivo é extrair de
−→
f (x, y) dois componentes, −→u (x, y) e −→v (x, y), tal que

−→
f (x, y) = −→u (x, y) + −→v (x, y), (2.2)

onde −→u (x, y) modela os objetos da imagem (o “cartoon” e/ou a parte homogênea) e

−→v (x, y) o componente que identifica a textura e/ou o rúıdo.

Em relação à modelagem matemática para a obtenção de uma solução para o problema

em questão, podemos classificá-la por meio de duas categorias: modelagem simultânea e

não-simultânea.

No primeiro caso, os modelos dessa categoria explicitam simultaneamente tanto o

termo estrutural u como o oscilatório v, de forma que f = u+v. Essa decomposição simul-

tânea foi inicialmente proposta por Yves Meyer [Meyer, 2002], através da adoção de um

espaço generalizado de funções para modelar padrões oscilatórios de média zero, tal como

rúıdo e textura, e vem sendo recentemente aprimorada por intermédio de diferentes estra-

tégias, como: cálculo de variações, análise ótima de problemas de otimização, entre ou-

tras, conforme os artigos [Vese; Osher, 2003, Aujol; Chambolle, 2005, Levine et al., 2005,

Lieu, 2005, Yin et al., 2005, Esedogluy et al., 2007, Garnetta et al., 2007].

Já na categoria dos modelos não-simultâneos, a ideia é obter primeiramente uma apro-
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ximação para u e, em seguida, explicitar v por meio da equação v = f − u. Nesse último

caso, recentemente muitos modelos de decomposição do tipo “estrutura e rúıdo” estão

sendo implementados a fim de produzirem decomposições do tipo “estrutura e textura”,

como é o caso do clássico modelo variacional proposto por [Rudin et al., 1992], cuja for-

mulação foi concebida inicialmente para remover rúıdo. Seguindo essa mesma vertente

de estudo, abordagens diversas estão sendo utilizadas com grande sucesso, tais como:

suavização adaptativa, difusão anisotrópica, sistemas wavelets e análise de espaços de es-

cala, as quais foram propostas nas referências [Malik; Perona, 1990, Chan et. al, 2001a,

Starck et al., 2002, Barcelos et al., 2003, Burger et al., 2006, Ma; Plonka, 2007].

Tanto na dissociação simultânea como na não-simultânea, a decomposição de uma

imagem f pode ser interpretada como uma separação desta em duas outras novas imagens,

u e v, de modo a satisfazer (2.2). Entretanto, nas aplicações práticas, não é posśıvel sempre

obter f = u+v, mas sim uma aproximação do tipo f � u+v. Neste caso, os componentes

u e v são recombinados de alguma forma para resultar numa aproximação para imagem

inicial f . Este é o caso da maioria dos modelos de decomposição simultânea, pois embora

a formulação matemática seja constrúıda de forma a satisfazerem f = u+v, no processo de

implementação numérica, tal condição acaba não se mantendo válida. Em contrapartida,

modelos de separação não-simultânea possuem a vantagem de sempre satisfazer f = u+v,

uma vez que o componente v é obtido por meio dessa mesma equação algébrica.

(a) (b) (c)

Figura 8: Decomposição simultânea “cartoon + textura”. (a) Imagem inicial f ; (b) ima-
gem aproximada u + v via [Vese; Osher, 2003] e (c) reśıduo f − (u + v).
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2.1.1 Decomposição Cartoon/Textura Simultânea

Nas seções subsequentes descrevemos a formulação do modelo precursor dessa catego-

ria de decomposição, isto é, o modelo proposto por Y. Meyer [Meyer, 2002] e uma variação

da abordagem inicial, proposta pelos autores L. Vese e S. Osher [Vese; Osher, 2003].

O Modelo de Y. Meyer

Seguindo as ideias descritas nos modelos clássicos de eliminação de rúıdo em ima-

gens digitais [Alvarez et al., 1992] e [Rudin et al., 1992], os autores adotaram o espaço de

funções de variação limitada para modelar o componente homogêneo u na formulação do

problema teórico, isto é

BV (D) = {u ∈ L1(D) : V (u,D) < +∞}, (2.3)

onde V (u,D) representa a semi-norma da variação total, a qual é dada por

V (u,D) := sup

{∫
D

u(x) div(φ(x)) : φ ∈ C1
c (D; R2), ||φ||L∞(D) ≤ 1

}
=

∫
D

|∇u|. (2.4)

Analisando a escolha dos espaços de funções para modelar ambos os componentes

u e v, Y. Meyer [Meyer, 2002] observou que o modelo clássico de variação total (TV),

proposto em [Rudin et al., 1992],

inf
(u,v)∈BV ×L2(D)

{∫
D

V (u,D) + λ||v||2L2(D) , f = u + v

}
, λ > 0, (2.5)

não era muito apropriado para modelar componentes de padrões oscilatórios, isto é, o

modelo TV pode não gerar um componente que represente fielmente as caracteŕısticas

oscilatórias da imagem analisada.

Nesse sentido, o autor de [Meyer, 2002] mostrou um contra-exemplo onde (2.5) não

criava uma decomposição do tipo cartoon/textura, tomando f ∈ BV como sendo a função

caracteŕıstica de uma região com contornos suavizados, o que sugere que u = f e v = 0.

Entretanto, esta não é uma solução fact́ıvel do problema (2.5), desde que λ > 0.
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Para contornar esse problema, Y. Meyer propôs uma caracterização para as funções

oscilatórias (no caso especial D = R
2) através da introdução de um novo espaço de funções,

tornando posśıvel modelar v adequadamente.

O modelo proposto em [Meyer, 2002] parte da premissa de que u ∈ BV (R2) e v ∈ G,

onde G denota o espaço de Banach constitúıdo de todas as funções generalizadas v = v(x)

definidas no R
2 que podem ser escritas por v = div(−→g ),−→g = (g1, g2) ∈ L∞(R2, R2), em

outras palavras,

inf
(u,v)∈BV ×G

{∫
R2

|∇u| + λ||v||G , f = u + v

}
, λ > 0,

com

||v||G := inf−→g ∈L∞

{∣∣∣∣
∣∣∣∣
√

g2
1 + g2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
L∞

, v = div(−→g )

}
. (2.6)

O trabalho teórico de Y. Meyer permitiu que diversas outras abordagens fossem pro-

postas, inclusive para a primeira aproximação numérica envolvendo a modelagem (2.6), a

qual foi proposta por pelos autores L. Vese e S. Osher em [Vese; Osher, 2003].

O Modelo de L. Vese e S. Osher

Baseados em [Meyer, 2002], os autores [Vese; Osher, 2003] propuseram o primeiro

algoritmo prático de decomposição simultânea cartoon/textura para imagens em escala

de cinza e para imagens coloridas [Vese; Osher, 2006].

Em [Vese; Osher, 2003], a ideia apresentada foi minimizar (em BV (D) × Lp(D, R2))

o seguinte funcional, sujeito a f = u + v:

∫
D

|∇u| + λ||f − (u + div(−→g ))||2L2 + μ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√

g2
1 + g2

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lp

. (2.7)

Aqui, u ∈ BV (D), −→g ∈ Lp(D, R2) e λ, μ > 0 são parâmetros de sintonização.

O segundo termo de (2.7) é o termo forçante, o qual objetiva manter f ≈ u + v =

u + div(−→g ) enquanto que o terceiro é uma aproximação da energia de v referente ao

modelo (2.6).
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Tomando λ → ∞ e p → ∞, o modelo (2.7) pode ser visto formalmente como uma

aproximação do modelo inicial (2.6), conforme relataram [Vese; Osher, 2004].

De maneira análoga à implementação numérica do modelo TV [Rudin et al., 1992], os

autores aproximaram o modelo (2.7) pela correspondente solução das equações de Euler-

Lagrange vinculadas ao problema:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u = f − ∂xg1 − ∂yg2 +
1

2λ
div

( ∇u

|∇u|
)

μ
g1√

g2
1 + g2

2

= 2λ

[
∂

∂x
(u − f) + ∂2

xxg1 + ∂2
xyg2

]

μ
g2√

g2
1 + g2

2

= 2λ

[
∂

∂y
(u − f) + ∂2

xyg1 + ∂2
yyg2

] (2.8)

com as seguintes condições iniciais de contorno para u, g1 e g2:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∇u

|∇u| .(nx, ny) = 0

(f − u − ∂xg1 − ∂yg2).nx = 0

(f − u − ∂xg1 − ∂yg2).ny = 0

, (2.9)

onde (nx, ny) representa o vetor normal em relação à região de contorno ∂D.

É importante observar que a aproximação adotada pelos autores força f ≈ u + v ao

invés de f = u + v, o que possivelmente pode influenciar no resultado final. Isso gera

uma pequena diferença na composição das duas imagens componentes u e v em relação

à imagem inicial f . Entretanto, o modelo possui convergência rápida e os resultados são

relativamente satisfatórios.

2.1.2 Decomposição Cartoon/Textura Não-Simultânea

Nessa seção procuramos descrever o modelo de remoção de rúıdos proposto pelos

autores de [Barcelos et al., 2003] adaptado para o problema de decomposição de imagens

ora analisado, tal como foi apresentado em [Casaca; Boaventura, 2008b]. Trata-se de uma

simples modelagem não-simultânea na qual decompõe-se uma dada imagem f em duas

imagens componentes, u e v, satisfazendo exatamente a relação f = u + v.
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O Modelo de Barcelos et al. (BBS)

Com o intuito de eliminar rúıdo em imagens digitais, os autores C. Barcelos, M.

Boaventura e E.C. Silva Jr [Barcelos et al., 2003] propuseram uma equação diferencial

difusiva não-linear que procura minimizar consideravelmente a deterioração das bordas

e contornos no decorrer do processo de difusão. Trata-se de um método que combina

concepções matemáticas do modelo clássico TV [Rudin et al., 1992], do modelo de Alvarez

et al. [Alvarez et al., 1992], e do modelo proposto por Nordstrom [Nordstrom, 1990].

Seu principal diferencial é remover rúıdo de forma a preservar as bordas e contornos da

imagem.

Uma segunda caracteŕıstica fundamental do modelo é que, sob certas condições, é pos-

śıvel adaptá-lo para efetuar decomposições de imagens do tipo“cartoon/textura”, de forma

a favorecer a confecção de um algoritmo bastante prático e eficiente. Nesse sentido, no

decorrer da seção focaremos nossas atenções em nosso objeto de estudo: decomposição

de imagens. Para uma descrição do modelo em termos de sua abordagem inicial (remo-

ção de rúıdos), sugerimos ao leitor as referências [Silva Jr, 2001], [Barcelos et al., 2003] e

[Barcelos et al., 2005].

A formulação matemática do modelo ora analisado é dada pela seguinte equação

parabólica não-linear:

∂f (t)

∂t
= g|∇f (t)|div

( ∇f (t)

|∇f (t)|
)
− λ(1 − g)(f (t) − f), (2.10)

∂f (t)

∂−→n
∣∣
∂D× R+ = 0, x = (x, y) ∈ D, t ∈ R+,

onde f = f(x, y) representa a imagem inicial (contendo estruturas geométricas bem defi-

nidas e texturas), f (t) = f(x, y, t) é sua versão na variável temporal t, g = g(|∇Gσ ∗ f (t)|)
é uma função detectora de bordas não-crescente e não-negativa chamada de termo de

difusividade, Gσ ∗ f (t) determina a convolução do sinal f (t) com a função gaussiana Gσ e

λ é um parâmetro regularizador. Aqui, o śımbolo |.| denota a norma euclidiana enquanto

que a constante σ denota o desvio padrão da imagem de entrada f .

Os termos presentes na equação (2.10) são tais que:
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• O termo |∇f (t)|div

( ∇f (t)

|∇f (t)|
)

representa a difusão degenerada (modelo clássico TV

[Rudin et al., 1992]).

• O produto g|∇f (t)|div

( ∇f (t)

|∇f (t)|
)

representa o modelo clássico [Alvarez et al., 1992].

• A parcela λ(1 − g)(f (t) − f) é composta pelo termo forçante sugerido pelo autor

de [Nordstrom, 1990] multiplicado pelo termo regularizador (1 − g), o qual foi de-

nominado pelos autores de [Barcelos et al., 2003] por seletor de moderação. O

parâmetro λ é uma constante que age como peso para esse termo.

De modo geral, o termo de difusividade g é, além de não-negativo e não-crescente,

tal que g(0) = 1, g(s) → 0 quando s → ∞ e g(s) ∈ [0, 1]. Para efeitos experimentais, os

autores [Barcelos et al., 2003] adotaram g como sendo o termo de difusividade de Malik-

Perona [Malik; Perona, 1990], em adição às ideias de [Alvarez et al., 1992]:

g(s) = g(|∇Gσ ∗ f (t)|) =
1

1 + k|∇Gσ ∗ f (t)|2 , (2.11)

com Gσ = Gσ(x, t̂) =
1

2σπt̂
exp

(−|x|2
2σt̂

)
, (2.12)

onde k = k(σ) ≥ 0 é uma constante que depende de σ e t̂ é a variável escalar temporal

relacionada com o espaço de escala produzido pela gaussiana (2.12). De acordo com os

autores [Barcelos et al., 2005], a melhor escolha para t̂ é obtida com base na identificação

do desvio padrão do rúıdo e da imagem inicial f , σnoi e σ, respectivamente.

Conforme relatado em [Barcelos et al., 2005], a constante k é um parâmetro estimado

experimentalmente a partir de uma análise do diagrama de dispersão de k × σ. Nesse

sentido, k torna-se uma função de σ conforme a equação a seguir:

k(σ) =

⎧⎨
⎩a1 exp(a2 σ), σ ∈ [a1, a2]

b1 exp(b2 σ), σ ∈ (b1, b2],
(2.13)

onde a1, a2, b1 e b2 são constantes reais tais como em [Barcelos et al., 2005]. Aqui, a in-

tenção dos autores foi automatizar esta etapa do algoritmo, evitando escolhas antiquadas

para k. Tal escolha traz grandes vantagens: além de se obter uma boa escolha para o
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termo de difusividade (2.11), também foi posśıvel eliminar a entrada de um parâmetro na

aplicação do modelo. Nesse sentido, na equação (2.11), k trabalha como um parâmetro se-

letor de bordas: em uma imagem onde k é elevado, falsas bordas poderão ser identificadas

enquanto que para um valor ı́nfimo de k, apenas bordas proeminentes serão selecionadas.

O método consiste em aplicar seletivamente o processo de difusão descrito por (2.10),

suavizando, de forma mais incisiva, regiões mais homogêneas e fazendo com que o termo

forçante (f (t)−f) atue de forma mais intensa nas regiões caracterizadas como de contorno,

retendo fortemente as caracteŕısticas iniciais da imagem-alvo f .

Atento ao problema de decomposição de imagens, a ideia proposta no trabalho dos

autores [Casaca; Boaventura, 2008b] foi utilizar, em uma primeira instância, o modelo

[Barcelos et al., 2003] para obter u e, posteriormente, efetuar uma simples operação arit-

mética para produzir v. As etapas do algoritmo são tais que:

• 1. Computação do componente u: aplica-se um algoritmo numérico baseado

na EDP não linear (2.10) visando estimar a solução numérica da mesma.

• 2. Computação do componente v: utiliza-se operações algébricas simples, ba-

seada na subtração do componente u com a imagem inicial f , isto é,

v(x, y) = f(x, y) − u(x, y). (2.14)

Realizado este processo sequenciado não-simultâneo, ficam determinadas as seguintes

imagens suportes:

• u, que contém as estruturas geométricas de f , isto é, o cartoon da imagem;

• v, que contém as caracteŕısticas oscilatórias de f , tais como textura, rúıdo e outros

detalhes de cunho oscilatório.

Após a determinação de cada componente, essa abordagem possibilita ainda que es-

crevamos exatamente f = u + v, tal como é a proposta teórica em torno da modelagem

desse tipo de problema. Tal relação pode não se conservar em um modelo simultâneo de

decomposição, quando convertemos a solução teórica obtida do campo cont́ınuo para o

campo discreto.



2.1 Decomposição do tipo Cartoon/Textura 37

Figura 9: Processo numérico recursivo com base na equação cont́ınua (2.10) para a ob-
tenção de u. (a) Recursividade de f (t) e (b) u.

Figura 10: Processo de obtenção do termo v. (a) f , (b) u e (c) v.

Como o objetivo é obter u e v bem caracterizados pela estrutura e textura/rúıdo,

respectivamente, há a possibilidade de se produzir qualquer par de imagens u e v visto

que a EDP (2.10) permite que haja o controle pleno da velocidade da difusão através da

entrada dos parâmetros base, fornecidos pelo usuário.
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Caṕıtulo 3

Tópicos de Restauração de
Imagens Digitais

3.1 Śıntese de Textura

Não é uma tarefa trivial definir o que é textura. De acordo com o dicionário Aurélio

[Ferreira, 2004], podemos classificar o termo textura através da seguinte definição:

Definição 1 (Textura).

• Tipo ou maneira de entrecruzamento dos fios de um tecido;

• Estado do que é tecido;

• Disposição das partes de um corpo: a textura da pele;

• Em petrografia, disposição e dimensões relativas dos elementos de uma rocha: tex-

tura granulosa, v́ıtrea.

Em outras palavras, as texturas são geralmente interpretadas por entidades visuais que

representam superf́ıcies constitúıdas por agrupamento de padrões. Porém, elas também

podem descrever uma variedade de fenômenos naturais não necessariamente caracterizados

por sensações visuais, tais como: o rúıdo de fundo (som impresso pelo motor de um carro,

por exemplo), o movimento periódicos dos animais, entre outros mais.

Desde que reproduzir o realismo do mundo f́ısico real é uma prerrogativa importante

dentro das mais variadas linhas cient́ıficas de pesquisa, as texturas são fundamentais
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(a) (b)

Figura 11: Representação genérica de textura. (a) Interligação dos fios de um tecido e
(b) padrões oscilatórios de uma rocha.

para o processamento de imagens sintéticas, reais e no desenvolvimento de animações.

No entanto, devido à diversidade a respeito do termo textura, é dif́ıcil caracterizá-las e

reproduzi-las sob um enquadramento comum.

No caso de imagens digitais, embora a maioria das superf́ıcies apresentadas sejam

constitúıdas por elementos de repetição, essa definição mais restrita de textura ainda é

abrangente o suficiente para respaldar os procedimentos adotados nesse trabalho. De posse

dessas ideias, podemos tratar de forma mais adequada o tópico śıntese de texturas em

imagens digitais.

Em linhas gerais, o processo de śıntese de textura é atualmente um tema que con-

templa um vertiginoso desenvolvimento cient́ıfico, cuja verificação pode ser constatada

em aplicações diversas inseridas tanto na computação gráfica como em processamento

de imagens. Aplicações como tratamento de imagens danificadas, compressão de videos,

animações, remoção de objetos, são frequentemente amparadas por algoritmos de sinteti-

zadores de texturas.

De acordo com [Wei, 2002], o problema de śıntese de textura pode ser definido da

seguinte forma:

Definição 2 (Śıntese de Textura). Dada uma amostra de textura (uma imagem au-

xiliar), o objetivo é compor uma nova textura (uma imagem processada), de tamanho

qualquer, que, quando apreciada por um observador, pareça ter sido obtida, de algum

modo, a partir da amostra inicial.
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Figura 12: Processo de Śıntese de Textura. Partindo-se da imagem amostra (a) obtém-se
a imagem (b).

Essa definição propõe que tanto a amostra como a textura sintetizada sejam seme-

lhantes de acordo com um determinado padrão visual. No entanto, esse critério não é

formalmente definido e usualmente é avaliado de forma subjetiva nas abordagens práti-

cas.

Com base na definição anterior, o autor [Wei, 2002] afirma que dois fatores são de

fundamental importância para o êxito de um modelo de replicação de texturas:

1. Como estimar o processo estocástico de uma dada amostra finita de texturas;

2. Como desenvolver um mecanismo eficiente de amostragem para a śıntese de novas

texturas a partir de um determinado modelo.

Na realidade, a maioria dos métodos clássicos de śıntese de texturas levam em con-

sideração essas duas concepções. Além disso, parte substancial dessa classe de modelos

supõe que a imagem é uma realização de um campo aleatório de Markov, o que significa

que o processo de śıntese só se verifica após a estimação prévia da lei de distribuição em

toda a imagem. Os trabalhos de [Zhu et al., 1998] e [Bergen; Heeger, 1995] são exemplos

categóricos dessa vertente de pesquisa.



3.1 Śıntese de Textura 41

Infelizmente, modelos baseados em campos randômicos de Markov são extremamente

lentos, além de não ser posśıvel avaliar se a convergência, de fato, acontece. Entretanto,

nos últimos anos variantes dessa categoria e também novas classes de métodos heuŕısticos

vêm ganhando ampla notoriedade: os modelos baseados na replicação de pixels e de blocos

da amostra. A ideia chave usada para a confecção desses algoritmos é relativamente

simples: localizar o melhor pixel (ou bloco de pixels) na imagem amostra e copiá-lo(s)

para a região previamente determinada. Exemplos clássicos dessa abordagem podem

ser constatadas nos trabalhos [Efros; Leung, 1999, Efros; Freeman, 2001, Harrison, 2001,

Liang et al., 2001, Bornard et al., 2002, Wei, 2002].

Modelos baseado em exemplar são, em geral, mais dinâmicos e mais velozes, em

comparação com implementações exclusivamente baseadas em campos randômicos, além

de serem mais adequados para tratar problemas práticos como recuperação de imagens

danificadas, por exemplo. Dentre essas técnicas, uma das mais referenciadas no meio

cient́ıfico é a proposta concebida em [Efros; Leung, 1999].

Em [Efros; Leung, 1999], os autores formularam o problema de śıntese de textura di-

gital respaldando-se na caracterização de duas grandes classes para representar diferentes

tipos de texturas:

• regulares;

• estocásticas.

As texturas regulares ou estruturadas possuem formas geométricas bem definidas

onde, geralmente, pode-se notar padrões visuais geométricos bem determinados como um

feixe de linhas, ćırculos, retângulos em freqüências mais amplas e estocásticas nas regiões

onde a frequência é mais baixa. Já as texturas estocásticas possuem caracteŕısticas

geométricas mais oscilantes. Um exemplo desde último caso seria uma imagem definida

apenas por rúıdo.

Uma classificação mais abrangente para identificar diferentes tipos de agrupamentos de

texturas digitais foi proposta pelos autores de [Liu et al., 2004], em que as duas categorias

inicialmente consideradas em [Efros; Leung, 1999] foram reorganizadas em cinco novas

categorias:
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• regulares (regular);

• pós-regular (near-regular);

• irregular (irregular);

• pré-estocástica (near-stochastic);

• estocástica (stochastic).

Os termos acima traduzidos para a ĺıngua portuguesa foram sugeridos pelos autores

do trabalho em vigência, com base na tabela de classificação ascendente apresentada

pelos autores de [Liu et al., 2004], conforme evidencia a Figura 13. Para o propósito

deste trabalho, vamos adotar a classificação mais ampla descrita acima para distinguir os

diferentes tipos de texturas digitais dentre as diversas compilações correlatas existentes

no meio cient́ıfico.

Figura 13: Tabela de classificação de texturas sugerida em [Liu et al., 2004].

Um aspecto importante condizente com as técnicas de śıntese de texturas é que elas

também podem ser utilizadas em aplicações práticas, tais como reconstrução de ima-

gens ou remoção de objetos. Trabalhos envolvendo śıntese de texturas voltados para

essas duas finalidade práticas foram propostos com sucesso em [Efros; Freeman, 2001,

Harrison, 2001, Drori et al., 2003, Criminisi et al., 2004, Komodakis; Tziritas, 2008] e re-

centemente em [Cao et al., 2009]. Uma análise mais detalhada sobre esse assunto é apre-

sentada no decorrer deste trabalho, uma vez que este é um de nossos principais objetos

de estudo.
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Na seção seguinte vamos focar nossas atenções para técnicas de śıntese de texturas do

tipo“seleção + replicação”, onde procuramos descrever um dos modelos mais abordados na

literatura, [Efros; Leung, 1999], e um eficiente algoritmo para reconstruir imagens baseado

em śıntese de informações por exemplar aliado à decomposição parcial de domı́nios, o qual

foi apresentado em [Criminisi et al., 2004].

3.1.1 O Modelo de A. Efros e T. Leung

Um trabalho proeminente que contribuiu maciçamente para a sofisticação das técnicas

de śıntese de texturas foi [Efros; Leung, 1999]. Trata-se de um método baseado em um

modelo estat́ıstico, não paramétrico, amparado por cadeias de Markov, em que os autores

buscam comparar padrões em relação à localidade espacial de um determinado pixel a ser

sintetizado.

Para estabelecer um critério de classificação para a localidade espacial de um deter-

minado pixel p, os autores utilizaram uma janela quadrangular Hm(p), centrada no pixel

corrente p, a qual captura informações da vizinhança de p mediante à limitação da di-

mensão m de Hm(p). Em vias gerais, a dimensão m da janela Hm(p) é um parâmetro

livre fornecido pelo usuário, cuja escolha é frequentemente baseada na percepção visual

do mesmo. Assim, de acordo com [Efros; Leung, 1999], se a textura é tida como regular

(a altas freqüências espaciais) ou estocástica (a baixas freqüências espaciais), o tamanho

da janela deve ser na escala da maior caracteŕıstica regular para a menor (Figura 14).

Figura 14: Adoção de diferentes dimensões para a janela de busca. Podemos reparar que
em cada situação são geradas imagens contendo diferentes tipos de texturas (em especial
quanto à disposição geométrica dos pequenos ćırculos).
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O algoritmo proposto em [Efros; Leung, 1999] pode ser compreendido por meio da

execução dos seguintes passos:

• Dado um pixel p a ser sintetizado, o método compara a vizinhança de p, isto é,

a janela Hm(p), centrada em p, de dimensão m, com todos os posśıveis blocos de

dimensão m da imagem amostra, utilizando-se, para isso, uma métrica d de caráter

estat́ıstico;

• Após a seleção dos blocos candidatos por meio da métrica vigente, o modelo opta

aleatoriamente por um desses blocos e o valor do pixel central deste é atribúıdo ao

pixel p.

A Figura 15 (que está fora de escala) exemplifica a ideia global do algoritmo.

Figura 15: Dada uma amostra de textura (esquerda), o algoritmo procura sintetizar o
pixel corrente p (direita) de acordo com as informações de cada um dos posśıveis blocos
(em azul), de mesma dimensão da vizinhança de p (em vermelho), da amostra. Após a
seleção dos blocos ótimos, o método designa aleatoriamente um destes e copia o valor do
seu pixel central para o pixel em evidência p.

Dados dois pixels p e q, a métrica d adotada em [Efros; Leung, 1999] foi a métrica

estat́ıstica SSD (Sum of Squared Differences Metric):

d(Hm(p), Hm(q)) =
∑
i∈Φ

(qi − pi)
2, (3.1)

onde (pi, qi) ∈ (Hm(p), Hm(q)) e Φ é o conjunto de ı́ndices válidos.

O critério de seleção dos blocos Hm(p̂) que melhor se ajustam (no sentido da métrica

dada) em relação à janela Hm(p) são estimados de acordo com a desigualdade abaixo:
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d(Hm(p), Hm(p̂)) < (1 + ε) · d(Hm(p), Hm(q̂)), (3.2)

onde Hm(q̂) = arg min
Hm(q)⊂Ia

d(Hm(p), Hm(q)), Ia é a imagem amostra e ε é um parâmetro

que determina o erro máximo permitido nessa seleção, o qual foi adotado um termo

invariável, de valor 0.1, pelos autores de [Efros; Leung, 1999].

Em adição às ideias concebidas, como a métrica (3.1) estipula o mesmo peso para

todos os pixels da janela, estando perto do centro ou na borda da janela, para preservar a

estrutura local da textura, os autores utilizaram um kernel Gaussiano de duas dimensões.

Dessa forma, a influência de pixels adjacentes em relação ao pixel corrente p deve ser

maior do que para os pixels mais distantes, como afirmam [Efros; Leung, 1999].

(a) (b)

Figura 16: Modelo de śıntese de textura proposto em [Efros; Leung, 1999]. (a) Imagem
amostra e (b) imagem sintetizada a partir de (a).

Adentro ao objetivo desta pesquisa, o modelo proposto em [Efros; Leung, 1999] tam-

bém pode ser adaptado para problemas de reconstrução ou manipulação de imagens.

Como o modelo não impõe condições comprometedoras a respeito da topologia da região

de śıntese de textura ou da região de amostragem, uma aproximação desse modelo para a

resolução desse tipo de problema é totalmente fact́ıvel. Porém, nem sempre é tão trivial

realizar tal adequação, uma vez que a delimitação incorreta da região de amostragem pode

levar à resultados equivocados, como mostra o exemplo da Figura 17 [Grossauer, 2004].
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(a) (b)

Figura 17: Falhas na escolha da região de amostragem. (a) Imagem danificada (faixa
central) e (b) imagem reconstrúıda com imperfeições. Repare a textura das“folhas”trazida
incorretamente para o centro da imagem.

É válido ressaltar que o algoritmo de [Efros; Leung, 1999] produz resultados de śın-

tese de textura satisfatórios, além de independer da adoção de parâmetros de entrada.

Além disso, ele é relativamente adequado para reproduzir uma variedade considerável de

texturas naturais. Em contrapartida, quando a amostra é constitúıda por diferentes ti-

pos de texturas, o resultado final pode ficar comprometido. Isso frequentemente ocorre

quando abordamos o problema de restauração de imagens, pois a região da amostra é

tomada como sendo toda a imagem analisada, não considerando, apenas, a própria região

de reconstrução-alvo.

Outro ponto desfavorável no âmbito do tema reconstrução de imagens é que os modelos

puros de śıntese de textura, como é o caso de [Efros; Leung, 1999], não consideram as

propriedades geométricas da imagem. Nesse sentido, os autores A. Criminisi, P. Pérez e

K. Toyama [Criminisi et al., 2004] propuseram um modelo de recomposição de texturas

direcionado para o problema de reconstrução de imagens. Esse é o tópico abordado na

próxima seção.
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3.1.2 O Modelo de Criminisi et al.

Embora os métodos de śıntese de texturas sejam perfeitamente adaptáveis para mo-

delar problemas envolvendo preenchimento de lacunas e partes perdidas em uma imagem,

eles podem falhar na execução dessa tarefa, uma vez que essa classe de problemas conta

com um número considerável de imagens reais, cujo ńıvel de detalhamento presente é

bastante expressivo. Para atenuar esse problema, os autores [Criminisi et al., 2004] pro-

puseram um método de śıntese de textura diferenciado, o qual é amparado por mecanismos

que computam tanto as informações geométricas locais da imagem como as tonalidades

de cores da mesma.

Na formulação do modelo, os autores consideraram a ideia utilizada nos modelos de

retoque digital (inpainting), em que se prioriza reconstruir as regiões perdidas da imagem

ao se prolongar as estruturas lineares (isótopos) das bordas dessas regiões. Entretanto,

o método age exatamente como um método de replicação de texturas, isto é, copiando

informações do bloco selecionado na amostra para as regiões faltantes. Desta forma, o

método aborda ambos os preceitos: o de retoque digital e o de śıntese de textura.

Assim, de acordo com os autores de [Criminisi et al., 2004], tal modelo pode ser in-

terpretado como sendo um esquema de inpainting baseado em decomposição de domı́nios,

tal como contemplado em [Bertalmio et al., 2003] ou [Grossauer, 2004]. Entretanto, a ta-

refa de reconstrução não é dividida, isto é, não se produz uma decomposição na imagem

inicial de modo a restaurar ambos componentes (o cartoon e a textura) independente-

mente; ao invés disso utiliza-se a ideia do inpainting, de proporcionar a continuidade dos

isótopos, e da śıntese de textura, para alocar a informação selecionada a partir da região

de amostragem.

Um ponto importante a ser ressaltado é que o modelo reproduz texturas a partir de

blocos e não no esquema“pixel-a-pixel”, o que contribui consideravelmente para a redução

do tempo de processamento. Além disso, outro fator determinante para o desempenho

categórico do modelo foi a implementação de uma ordem de preenchimento dos pixels-

alvo. Nesse sentido, uma hipótese proposta pelos autores é a de que o processo de śıntese

de texturas é suficiente para reconstruir extensas regiões de inpainting, que incorporam

tanto estrutura quanto textura (Figura 18), contanto que seja determinada uma ordem
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adequada de preenchimento [Criminisi et al., 2004].

(a) (b) (c) (d)

Figura 18: Esquema de reconstrução de áreas heterogêneas de acordo com os autores
[Criminisi et al., 2004]. (a) Imagem original contendo a região de amostragem Γ, a região-
alvo Ω e seu contorno δΩ, (b) pixel a ser restaurado p ∈ δΩ de janela Ψp, (c) blocos
candidatos Ψq′ e Ψq′′ para recompor a vizinhança de p e (d) cópia do bloco ótimo escolhido
para reconstruir as intermediações do pixel corrente p. Repare que ambas as regiões
separadas pela linha central são reconstrúıdas no decorrer do processo.

O algoritmo utiliza um mecanismo de prioridade que balanceia as informações dos isó-

topos na fronteira da região de inpainting com uma medida que avalia o quão “confiáveis”

são os pixels nas intermediações dessa região. Esse dispositivo ajuda a enfatizar regiões

contendo quinas ou propriedades geométricas de caráter circular e pixels mais próximos da

fronteira previamente determinada. Assim, os autores definiram o termo de prioridade

P (p) através do produto entre o termo de confiança C(p) e o termo de dados D(p)

(o qual mensura a propriedade dos isótopos), isto é:

P (p) = C(p) · D(p), (3.3)

onde

C(p) =

∑
q∈Ψp∩(D−Ω) C(q)

|Ψp| ; D(p) =
|∇f⊥

p | · −→np

α
. (3.4)

Na equação (3.4), f denota a imagem a ser processada, D é o seu domı́nio, Ω é a

região de inpainting, Ψp é o bloco de pixels (de dimensão pré-fixada) centrado no pixel

corrente p, |Ψp| denota o número de pixels do bloco Ψp, α é um fator de normalização

(adotado como 255 para imagens em tons de cinza), −→np é um vetor normal unitário em

relação à fronteira δΩ no ponto p e ⊥ denota o operador ortogonal.

O termo C(p) em (3.4) é responsável por atribuir uma medida de grau de confiabi-
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lidade para cada pixel fora da região de reconstrução-alvo. Ele privilegia determinadas

formas topológicas ao longo da fronteira da região de preenchimento, pois regiões que in-

cluem quinas ou formas geométricas mais acentuadas tendem a ser preenchidas primeiro

enquanto que regiões determinadas por pixels recém-integrados tendem a ter seus pixels

vizinhos, ainda não preenchidos, ignorados pelo processo de śıntese até que todos os pi-

xels circundantes a essa região-alvo sejam preenchidos. Em outras palavras, C(p) avalia

a confiabilidade do pixel p, conferindo um menor grau de confiança para os pixels mais

próximos do centro da região de inpainting, uma vez que pixels situados nessas regiões são

menos confiáveis em função de terem sido reintroduzidos, não compondo, dessa forma, a

gama de informações originais da imagem.

Por outro lado, o termo D(p) (Figura 19) determina a direção dos isótopos nas regiões

de fronteira, isto é, ele concilia a orientação local da região de fronteira vigente com a

informação da direção e das intensidades de cores dos isótopos nessa mesma região (dado

em termos do vetor gradiente ortogonal). Deste modo, as estruturas lineares são preen-

chidas em primeira instância, garantindo a propagação e a preservação das caracteŕısticas

geométricas das mesmas. Desde que essa ideia é recorrentemente utilizada em modelos

da literatura de inpainting, é coerente perpetuar o fluxo dos isótopos ao longo da região

de restauração, tal como foi apresentado em [Criminisi et al., 2004].

Figura 19: Interpretação do termo de dados D(p) segundo [Criminisi et al., 2004]. Fixado
um bloco Ψp, np representa o vetor normal no pixel p ao contorno δΩ enquanto que ∇f⊥

p

denota a direção dos isótopos nesse mesmo pixel.

De posse da medida de contemplação de prioridade P (p), os autores optaram por

utilizar um modelo de śıntese de textura baseado em exemplar por blocos, isto é, primei-

ramente localiza-se o bloco na amostra (região complementar à região de inpainting) que
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melhor se ajusta ao bloco-alvo de preenchimento, utilizando-se, para isso, uma determi-

nada métrica e, em seguida, efetua-se a cópia de toda a informação do bloco ótimo para a

área corrente em questão. Adentro a esse fato, matematicamente, o bloco ótimo é obtido

por intermédio da seguinte equação:

Ψq̂ = arg min
Ψq⊂(D−Ω)

d(Ψp, Ψq), (3.5)

onde Ψq̂ denota o bloco ótimo escolhido, Ψp representa o bloco-alvo que delimita a vizi-

nhança a ser reconstrúıda e d é a métrica SSD sugerida em (3.1).

Em vias gerais, o procedimento de śıntese de texturas adotado é bem similar ao

proposto em [Efros; Leung, 1999], todavia, a replicação é feita por blocos e não “pixel-a-

pixel” como em [Efros; Leung, 1999]. Isso significa que a reconstrução passa a ocorrer nas

delimitações da região Ψp ∩ Ω e não mais no pixel p.

(a) (b)

Figura 20: Remoção de objetos usando a abordagem proposta [Criminisi et al., 2004]. (a)
Imagem a ser processada e (b) imagem pós-processada.

O modelo produz bons resultados quando aplicado à imagens com graus consideráveis

de complexidade, como imagens fotográficas, por exemplo. Em adição a esse fato, o

método também obtém êxito quando se considera regiões de restauração relativamente

extensas. Por outro lado, o modelo pode falhar quando há presença de linhas isocrônicas

(de mesma tonalidade de cor) separadas por regiões de inpainting de grandes dimensões.
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Além disso, outro empecilho relativo ao modelo é que a região de amostragem é definida

tomando-se o complementar da região de inpainting, o que consequentemente induz a um

preenchimento errôneo de determinadas regiões, tal como acontece com a versão adaptada

para inpainting do modelo [Efros; Leung, 1999] (Figura 17(b)). Ainda pelo mesmo motivo,

outro ponto cŕıtico acaba sendo o tempo de processamento, o qual aumenta conforme

maiores são dimensões da imagem a ser processada.
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3.2 Inpainting por Equações Diferenciais Parciais

Técnicas de “inpainting” (retoque digital) são um ramo em constante ascensão nas

vertentes de tratamento de imagens digitais. Em geral, elas são formuladas a partir do

estudo de equações diferenciais parciais com o objetivo de produzir algoritmos práticos

para tratar problemas de recomposição, desoclusão ou edições de imagens.

Matematicamente, o inpainting por equações diferenciais fundamenta-se no processo

de evolução temporal dessas equações, isto é, a partir da imagem inicial f , calcula-se a

solução da equação em sucessivos instantes da escala temporal, gerando assim versões sub-

sequentes da imagem f “melhorada” a cada ńıvel de tempo ascendente. Numericamente,

este problema pode ser interpretado da seguinte forma:

Seja f(i, j) : D = [0, N ] × [0,M ] ⊂ R
2 → R uma imagem (discreta) em ńıveis de

cinza em duas dimensões. O objetivo do retoque digital é construir uma famı́lia de imagens

u(i, j, t) : D × R → R, tal que

u(i, j, 0) = f(i, j) e lim
t→∞

u(i, j, t) = fR(i, j), (3.6)

onde fR(i, j) é a imagem obtida após aplicarmos um determinado processo recursivo

originado a partir de um modelo de retoque. De modo geral, esses algoritmos são da

forma

u(i, j, t + Δt) = u(i, j, t) + Δt L(u), (3.7)

onde L é um operador que envolve a equação central do modelo a ser considerado.

Dessa forma, na prática, após aplicarmos um número considerável de iterações, isto

é, para t suficientemente grande, obtemos

u(i, j, t) = fR(i, j), (3.8)

que é, de fato, a imagem restaurada gerada a partir da imagem original f .

Para imagens digitais coloridas da forma f(i, j) : D = [0, N ] × [0,M ] ⊂ R
2 → R

p,
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1 < p ∈ N, f(i, j) = (f (1), f (2), ..., f (p)), o procedimento descrito anteriormente continua

sendo válido, entretanto, procede-se independentemente para cada componente colorida

f (i) da imagem, i = 1, ..., p.

(a) (b)

(c)

Figura 21: Ilustração do esquema de recursividade (3.7). (a) Imagem a ser processada
f(i, j) = u(i, j, 0), (b) região de reconstrução Ω em evidência (em preto) e (c) processo
iterativo u(i, j, t) em t convergindo para a imagem restaurada fR(i, j).

Nas seções subsequentes são apresentadas duas técnicas de inpainting: o modelo pio-

neiro proposto em [Bertalmio et al., 2000] e o modelo guiado pela equação da curvatura

média [Chan; Shen, 2001b]. Outras abordagens correlatas também podem ser encontradas

em [Chan; Shen, 2002, Telea, 2004, Tschumperl; Deriche, 2005, Auroux; Masmoudi, 2006,

Bornemann; Marz, 2007], entre outros.
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3.2.1 O Modelo BSCB

O primeiro modelo efetivo de inpainting digital foi introduzido por M. Bertalmio,

em sua tese de doutorado [Bertalmio, 2001], cujos resultados já haviam sido publicados

um ano antes em [Bertalmio et al., 2000]. A equação proposta em [Bertalmio et al., 2000]

ganhou ampla notoriedade no meio cient́ıfico, a qual foi a precursora da recente frente de

pesquisa que relaciona reconstrução de imagens por meio de equações diferenciais

parciais, isto é, o inpainting digital. Na literatura recorrente, o modelo proposto em

[Bertalmio et al., 2000] é frequentemente denotado por modelo BSCB, em alusão aos seus

autores.

Motivados pelas técnicas manuais utilizadas por restauradores de obras art́ısticas, os

autores propuseram uma equação diferencial parcial que simulasse tais procedimentos.

Esse processo de restauração respalda-se no transporte suave de informações ao longo das

linhas isocrônicas da imagem ou isótopos (estruturas lineares de mesma tonalidade de

cor).

Assim, considerando u : D ⊂ R
2 → R a imagem a ser reconstrúıda, Ω ⊂ D a região

de restauração e ∂Ω sua fronteira, o algoritmo proposto em [Bertalmio et al., 2000] é

processado mediante a execução de ambos os passos a seguir:

1. As estruturas lineares da fronteira ∂Ω da região de restauração-alvo Ω são prolon-

gadas para dentro de Ω de modo a manter o padrão geométrico da informação local

presente em ∂Ω;

2. A região delimitada no passo anterior (o prolongamento) é então preenchida por

tonalidades semelhantes às oriundas dos correspondentes isótopos situados na fron-

teira ∂Ω.

O processo de inpainting consiste na execução sucessiva dos passos 1 e 2, propiciando,

dessa forma, transportar informações das vizinhanças por intermédio dos isótopos para

dentro do domı́nio de restauração Ω (vide Figura 22).

Embora o mecanismo alternado de identificação e de transporte de informação funci-

one adequadamente do ponto de vista da formulação teórica, em problemas práticos há
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a adoção de passos de difusão para garantir o êxito na restauração. Essa questão será

tratada com mais rigor adiante.

Figura 22: Aplicação sucessiva dos passos 1 e 2 do modelo em análise.

Descrição do Modelo BSCB

A ideia apresentada pelos autores para automatizar o processo de inpainting foi a de

dar continuidade as linhas de ńıvel chegando até o contorno ∂Ω do domı́nio de restauração,

isto é, prolongar suavemente as informações das vizinhanças de fora para dentro de Ω.

Nesse sentido, os autores consideraram

• S(u) : a medida de suavização;

• −→
d : a direção de propagação.

Em outras palavras, S é um estimador de suavização, isto é, ele é responsável pela

transferência de tonalidades de cor da vizinhança ∂Ω para a região de inpainting Ω, e
−→
d

fornece a direção de propagação dessas informações.

Assim, segundo [Bertalmio et al., 2000], o transporte efetivo de informações para den-

tro de Ω, no ponto corrente (x, y), seguindo-se uma direção de propagação pré-definida, é

efetuado através do produto escalar do vetor gradiente da medida de suavização S(x, y)

pelo vetor direção de propagação
−→
d (x, y),
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Transporte: ∇S(x, y) .
−→
d (x, y). (3.9)

Em [Bertalmio et al., 2000], os autores adotaram S como sendo o operador laplaciano

L, embora foi constatado que o modelo também produz resultados satisfatórios adotando-

se outros operadores geométricos.

O gradiente de S é obtido calculando-se a taxa de variação do estimador de suavização

que, nesse caso, é o laplaciano L da imagem-alvo u, no ponto corrente (x, y),

∇S(u(x, y)) = ∇L(u(x, y)), (3.10)

onde L(u(x, y)) = Δu(x, y) =
∂2u(x, y)

∂x2
+

∂2u(x, y)

∂y2
e (x, y) ∈ Ω ⊂ D.

Para o vetor direção de propagação
−→
d , os autores inicialmente o definiram como sendo

o vetor normal ao contorno da região de inpainting, o que posteriormente foi constatado

não ser a melhor opção, pois as linhas de ńıvel são estendidas até a região de contorno ∂Ω

e no ato da prolongação para Ω tendem a se curvar na direção do campo
−→
d (Figura 23).

Ω

(a)

Ω

(b)

Figura 23: Escolha equivocada da direção de propagação. (a) Imagem original e (b)
imagem reconstrúıda incorretamente. A direção normal em relação à fronteira ∂Ω não
conserva as direções das estruturas lineares da imagem (“escada” entre as cores preta e
cinza).

No intuito de contornar esse problema, os autores conclúıram que a melhor escolha

para
−→
d seria adotar a direção das estruturas lineares. Como o vetor gradiente ∇u(x, y)

fornece a direção de maior variação espacial no ponto corrente (x, y), o vetor ortogonal

∇⊥u(x, y) dará a direção de menor variação, isto é, a direção dos isótopos. Isso encorajou
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os autores a definirem a direção do campo de propagação como sendo

−→
d (x, y) = ∇⊥u(x, y). (3.11)

Assim, substituindo (3.10) e (3.11) em (3.9), o transporte fica sendo dado por:

∇L(u(x, y)) .∇⊥u(x, y). (3.12)

Como o modelo aplica a relação (3.12) sucessivamente em Ω, ele deverá evoluir no

tempo. Dessa forma, os autores modelaram a dinâmica do processo de inpainting através

da seguinte equação evolucionária:

ut(x, y) = ∇L(u(x, y)) .∇⊥u(x, y). (3.13)

A equação (3.13) estima a informação L(u(x, y)) e calcula sua alteração ao longo da

direção de propagação
−→
d (x, y) = ∇⊥u(x.y).

Com o objetivo de garantir a estabilidade numérica do processo, segundo os au-

tores [Bertalmio et al., 2000] foi necessário multiplicar e dividir a equação (3.13) por

|∇⊥u(x, y)|, o que resultou na seguinte equação:

ut(x, y) = ∇L(u(x, y)) .
∇⊥u(x, y)

|∇⊥u(x, y)| |∇
⊥u(x, y)|. (3.14)

Como

|∇⊥u(x, y)| = |∇u(x, y)| =
√

u2
x + u2

y

segue que:

ut(x, y) = ∇L(u(x, y)) .

−→
d (x, y)

|−→d (x, y)|
|∇u(x, y)|, (3.15)

onde
−→
d (x, y) = ∇⊥u(x, y) é o vetor tangente (não normalizado) às linhas de ńıvel.
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Portanto, o modelo final apresentado em [Bertalmio et al., 2000] foi

ut =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∇L(u(x, y)) .

−→
d (x, y)

|−→d (x, y)|
|∇u(x, y)|, se (x, y) ∈ Ω

0, se (x, y) /∈ Ω

. (3.16)

O modelo formulado em [Bertalmio et al., 2000] produz bons resultados quando apli-

cado em imagens não-texturizadas, compostas de pequenas regiões de reconstrução (Fi-

gura 24), além de ter um custo computacional consideravelmente baixo. Entretanto, o

método frequentemente falha nas situações opostas às descritas: quando se tem uma região

de inpainting extensa ou quando a imagem-alvo é repleta de texturas diversificadas.

(a) (b)

Figura 24: Aplicação do modelo de inpainting [Bertalmio et al., 2000]. (a) Imagem dani-
ficada (com “dobraduras”) e (b) imagem reconstrúıda.

Difusão no Processo de Inpainting

Em sua tese de doutorado [Bertalmio, 2001], o autor afirmou que é necessário utilizar

um processo de difusão anisotrópica intercalado ao de transporte, ou seja, a cada poucos

passos do protótipo numérico, deve-se aplicar algumas iterações de difusão. Isso se deve

ao fato de que caso haja falta de comunicação ao longo das linhas de ńıvel, o processo de

difusão atenuaria tal impacto, garantindo a correta evolução do campo de direções
−→
d .

Assim, os autores [Bertalmio et al., 2000] consideraram a seguinte equação de difusão

anisotrópica:
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ut =

⎧⎪⎨
⎪⎩

div

( ∇u

|∇u|
)
|∇u|, se (x, y) ∈ Ω

0, se (x, y) /∈ Ω

. (3.17)

Desenvolvendo a equação acima no domı́nio de inpainting Ω, temos:

ut = div

( ∇u

|∇u|
)
|∇u|

= div

(
1

|∇u|(ux, uy)

)
|∇u|

= div

(
ux

|∇u| ,
uy

|∇u|
)
|∇u|

=

[
∂

∂x

(
ux

|∇u|
)

+
∂

∂y

(
uy

|∇u|
)]

|∇u|. (3.18)

Desenvolvendo os termos
∂

∂x

(
ux

|∇u|
)

e
∂

∂y

(
uy

|∇u|
)

, temos:

ut =

⎛
⎜⎜⎝

uxx|∇u| − ux

(
uxuxx + uyuyx

|∇u|
)

+ uyy|∇u| − uy

(
uxuxy + uyuyy

|∇u|
)

|∇u|2

⎞
⎟⎟⎠ |∇u|.

=

(
uxx|∇u|2 − ux(uxuxx + uyuyx) + uyy|∇u|2 − uy(uxuxy + uyuyy)

|∇u|2
)

=

(
(uxx + uyy)((ux)

2 + (uy)
2) − ux(uxuxx + uyuyx) − uy(uxuxy + uyuyy)

|∇u|2
)

=
uxxu

2
y + uyyu

2
x − 2uxuyuxy

u2
x + u2

y

.

Portanto, a difusão anisotrópica a ser intercalada com o modelo é dada por:

ut =

⎧⎪⎨
⎪⎩

uxxu
2
y + uyyu

2
x − 2uxuyuxy

u2
x + u2

y

, se (x, y) ∈ Ω

0, se (x, y) /∈ Ω

. (3.19)

Atento ao assunto do estudo da convergência do método numérico, recomendamos as

referências [Bertalmio, 2001] e [Silva, 2005]. Quanto à implementação numérica, sugeri-

mos os trabalhos [Bertalmio, 2001], [Bertalmio et al., 2000] e [Casaca et al., 2006].
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3.2.2 O Modelo CDD (Curvature Driven Diffusion)

Como mencionado em [Chan; Shen, 2001b], os autores T. Chan e J. Shen afirmaram

que, embora o modelo de inpainting [Bertalmio et al., 2000] seja qualitativamente estável

devido à implementação do mecanismo de transporte empregado, análises matemáticas

mais sofisticadas do mesmo são extremamente complexas de serem feitas.

Encorajados por esse fato, Chan et al. [Chan; Shen, 2001b] propuseram um aprimo-

ramento do modelo de inpainting proposto em [Chan; Shen, 2002], sendo, este último, um

modelo formulado a partir do clássico modelo variacional de eliminação de rúıdos proposto

por Rudin et al. [Rudin et al., 1992]. Na literatura, tal modelo ficou conhecido como CDD

(“Curvature Driven Diffusion”), devido ao fato deste ser composto por um processo de di-

fusão guiado pela curvatura enquanto que o filtro apresentado em [Chan; Shen, 2002]

foi denominado pelos autores de modelo TV, em alusão à sua formulação ter sido baseada

no prinćıpio da variação total (Total Variation), estudada em [Rudin et al., 1992].

Devido à deficiência do modelo de inpainting TV de realizar o Prinćıpio da Conecti-

vidade [Kanizsa, 1979], a formulação do modelo CDD parte da premissa de satisfazer tal

prinćıpio, produzindo resultados que, de fato, venham a simular corretamente a percepção

visual humana, tal como descrito em [Kanizsa, 1979]. Esse prinćıpio afirma que todas as

regiões incompletas sejam totalmente conectadas de forma a estabelecer conexões à longas

distâncias através do prolongamento de suas estruturas.

Para um melhor entendimento sobre o Prinćıpio da Conectividade, ressaltamos al-

gumas distinções entre os modelos [Chan; Shen, 2002] e [Chan; Shen, 2001b] na seção

subsequente.

Modelo TV, CDD e o Prinćıpio da Conectividade

A caracteŕıstica primordial que difere o modelo de retoque CDD do modelo TV é a

relação entre o coeficiente de condutividade e a curvatura das linhas isocrônicas, isto é, o

modelo de inpainting CDD aplica uma difusão guiada pela curvatura.

No modelo TV, a intensidade da difusão depende somente da força ou do contraste

das linhas isocrônicas, a qual é transcrita matematicamente pela expressão do coeficiente

de condutividade [Chan; Shen, 2001b],
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Dc =
1

|∇u| .

Com o objetivo de aperfeiçoar o modelo TV, os autores conclúıram que, para atender

ao Prinćıpio da Conectividade, a força da difusão deveria depender também da curvatura

escalar k, além da informação geométrica das linhas isocrônicas, isto é,

κ = div

( ∇u

|∇u|
)

. (3.20)

Para ilustrar ambas as abordagens, considere a Figura 25.

L

Domínio de Inpainting

Ω

Ω:

W

(a) (b)

Figura 25: (a) Imagem a ser tratada e (b) imagem retocada com o modelo TV
[Chan; Shen, 2002], com L < W .

Na Figura 25, quando L < W , podemos observar que o modelo de retoque TV manteve

um bom desempenho, restaurando a imagem de acordo com a percepção visual humana

(Prinćıpio da Conectividade [Kanizsa, 1979]).

Agora, considere essa mesma imagem (Figura 26), mas com o domı́nio de retoque

ampliado (L >> W ). Nesse caso, o modelo TV pode falhar no que diz respeito ao

Prinćıpio da Conectividade, não realizando a conexão entre as partes separadas, como

mostra a Figura 26(c). Tal deficiência é atribúıda à divergência da curvatura κ nas quatro

quinas A,B, C e D.

A junção das análises qualitativas descritas para o modelo TV aliada ao resultado
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L

Domínio de Inpainting

Ω

Ω:

W

(a) (b) (c)

A           B

C           D

Figura 26: (a) Imagem a ser tratada, (b) inpainting na percepção humana e (c) inpainting
TV [Chan; Shen, 2002] para L >> W .

caracteŕıstico da percepção visual humana (entrelaçamento de regiões desconexas) moti-

varam os autores [Chan; Shen, 2001b] a modificar o termo de condutividade do modelo

TV, dando origem, dessa forma, ao modelo de inpainting CDD, o qual apresentamos na

próxima seção.

Descrição do Modelo de Inpainting CDD

Na formulação do modelo de inpainting CDD, os autores modificaram o coeficiente de

condutividade do modelo TV de

Dc =
1

|∇u| ,

para

Dc =
g(κ)

|∇u| ,

onde κ representa a curvatura e g : R → [0,∞) é uma função real cont́ınua arbitrária a

qual deve satisfazer
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g(0) = 0 e lim
s→±∞

g(s) = ∞. (3.21)

A função g tem o papel de “aniquilar” grandes curvaturas e estimular as pequenas.

Com essas restrições em relação a função g, a difusão torna-se forte onde as linhas isocrô-

nicas apresentam grandes curvaturas, prolongando essas linhas para dentro do domı́nio

de restauração.

A justificativa na imposição das condições (3.21) se baseia na condução de um resul-

tado mais próximo do ponto de vista da concepção visual humana, tal como na Figura

26(b), já que o resultado apresentado pelo modelo TV na Figura 26(c) passa a ser consi-

derado inadequado pelo fato da curvatura nas quatro quinas A,B, C e D tenderem para

±∞, justificando o fato de g(±∞) = ∞.

Por outro lado, a propriedade g(0) = 0 é também necessária pois, do contrário, pode-

ŕıamos ter g(0) = a �= 0 o que implicaria em transformar a equação diferencial do CDD no

modelo TV e, possivelmente, comprometeria a manutenção do Prinćıpio da Conectividade.

Assim, o modelo de inpainting CDD pode ser interpretado como uma versão apri-

morada do modelo TV, cujo enfoque central está no fato deste empregar informações da

curvatura para realizar o processo de difusão. Além de efetuar o inpainting tal como o

TV promove, ele ainda foi projetado para realizar conexões entre estruturas geométri-

cas separadas à longas distâncias, isto é, satisfazer ao Prinćıpio da Conectividade, nesses

casos.

A formulação matemática do modelo CDD apresentado em [Chan; Shen, 2001b] foi:

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂u

∂t
= div

(
g(κ)∇u

|∇u|
)
|∇u|, se (x, y) ∈ Ω

u = u0, se (x, y) /∈ Ω

, (3.22)

onde κ = div

( ∇u

|∇u|
)

é a curvatura e g : R → [0, +∞) é uma função cont́ınua satisfazendo

g(0) = 0 e g(±∞) = ∞.

Observe que o fluxo para a difusão guiada pela curvatura é dado por:
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q = −Dc∇u = − g(κ)

|∇u|∇u. (3.23)

Para a determinação de g, os autores sugeriram a classe de funções do tipo g(s) =

|s|n, ∀ n > 0, com n sendo um parâmetro estipulado de acordo com cada aplicação.

A grande vantagem do modelo CDD em comparação com as demais técnicas tais

como as referências [Bertalmio et al., 2000, Chan; Shen, 2002, Tschumperl; Deriche, 2005,

Bornemann; Marz, 2007], entre outras, é que sua formulação foi desenvolvida para aten-

der ao Prinćıpio da Conectividade. Assim, o modelo torna-se adequado o suficiente para

os propósitos colocados em pauta neste trabalho, que serão discutidos nos caṕıtulos sub-

sequentes. Em contrapartida, um aspecto negativo do modelo de inpainting CDD é o seu

custo computacional, o qual é relativamente elevado.

Um exemplo de aplicação é dado na Figura 27, onde o Prinćıpio da Conectividade é

satisfeito.

(a) (b)

Figura 27: Exemplo de remoção de textos pelo modelo CDD [Chan; Shen, 2001b]. (a)
Imagem com texto e (b) imagem processada.

Para maiores detalhes a respeito da técnica descrita, bem como sobre a implementação

numérica comentada da mesma, o leitor pode conferir as referências [Chan; Shen, 2001b,

Chan; Shen, 2002, Silva, 2005, Casaca et al., 2007a].
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Caṕıtulo 4

Proposta de duas Abordagens
para Reconstrução de Imagens
com Texturas

Conforme descrito no Caṕıtulo 3, os autores [Liu et al., 2004] compilaram todas as

posśıveis manifestações de texturas no âmbito digital por meio de cinco grandes classes

(vide Tabela da Figura 13):

1. Texturas Regulares;

2. Texturas Pós-Regulares;

3. Texturas Irregulares;

4. Texturas Pré-Estocásticas;

5. Texturas Estocásticas.

Levando em consideração tal classificação, propomos dois novos modelos de reconstru-

ção de imagens digitais: o primeiro voltado para imagens de alta concentração de textura

regular e pós-regular e o segundo para imagens definidas por texturas irregulares,

pré-estocásticas e estocásticas. Para o primeiro propósito, apresentamos um algoritmo

encorajados pela modelagem apresentada em [Bertalmio et al., 2003] e [Vese; Osher, 2003]

(Caṕıtulo 2, Seção 2.1.1) enquanto que para o segundo, apresentamos um modelo de śın-

tese de textura por blocos, o qual é guiado por um eficiente mecanismo de detecção de

isótopos e amparado por um processo de amostragem diferenciado. Para a elaboração
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deste último modelo, uma das motivações foi o trabalho de [Criminisi et al., 2004] (Caṕı-

tulo 3, Seção 3.1.2).

Para a manipulação de texturas bem definidas (como é o caso das texturas regula-

res e pós-regulares) imersas em regiões homogêneas, métodos de reconstrução baseados

em decomposição de domı́nios consistem de uma boa escolha, pois abordam o problema

por meio de aproximações bem caracterizadas para cada tipo de domı́nio-alvo, como

afirmam [Bertalmio et al., 2003]. Como adota-se uma divisão da imagem-alvo em dois

componentes bem-definidos, estrutura e textura, métodos dessa categoria utilizam tanto

modelos de inpainting quanto algoritmos de replicação de texturas para recompor a ima-

gem, como acontece em [Rane et al., 2003, Bertalmio et al., 2003, Yamauchi et al., 2003,

Grossauer, 2004].

Inspirados nesses preceitos e na proposta apresentada por [Bertalmio et al., 2003],

propomos um esquema baseado em decomposição de domı́nios para tratar imagens dani-

ficadas dotadas de texturas. O sistema proposto busca decompor a imagem-alvo em dois

componentes: u (estrutura) e v (textura), aplicando o modelo CDD [Chan; Shen, 2001b]

(Caṕıtulo 3, Seção 3.2.2) no termo u e uma técnica de śıntese de textura aqui proposta

no componente v. Nesse sentido, alguns aspectos de implementação são tratados cuida-

dosamente a fim de garantir o sucesso da modelagem, além da própria implementação do

modelo correlato de [Bertalmio et al., 2003].

Atento à nossa segunda proposta, algoritmos de śıntese de texturas por exemplar

são fortemente recomendados para tratar texturas mais estocásticas (irregulares, pré-

estocásticas e estocásticas), como é o caso dos métodos apresentados [Efros; Leung, 1999,

Efros; Freeman, 2001, Criminisi et al., 2004, Cao et al., 2009], entre outros. Motivados

por [Criminisi et al., 2004], propomos um modelo de replicação de texturas por blocos

fundamentado na ideia de decomposição de imagens, onde visa-se guiar o processo de

śıntese a partir de informações geométricas de uma imagem-suporte, a priori, produzida

pelo esquema de decomposição.

Embora nosso último modelo seja voltado para tratar texturas mais estocásticas, ele

também pode ser concebido para recompor qualquer tipo de informação que se queira re-

cuperar, visto também ter sido projetado para atuar em problemas dos mais diversificados

posśıveis.
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Nas páginas a seguir descrevemos cada uma das abordagens propostas, na ordem, em

que ambas foram apresentadas.
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4.1 Proposta I: Multireconstrução de Domı́nios uti-

lizando Decomposição Cartoon/Textura

Seguindo as ideias apresentadas pelos autores de [Bertalmio et al., 2003], propomos

um modelo h́ıbrido de restauração de imagens baseado em decomposição de domı́nios

do tipo cartoon/textura, o qual trata de maneira singular cada um dos componentes

destitúıdos da imagem inicial f , isto é, o componente estrutural u e a textura v.

Para essa modelagem, foi utilizado um método de dissociação de imagens não-simultâneo

para tratar f , um modelo de inpainting por EDP que satisfaz ao Prinćıpio da Conectivi-

dade [Kanizsa, 1979] para reconstruir u e um algoritmo de śıntese de textura para restaurar

v.

Optamos por relatar cada um dos passos intermediários (Passos 1, 2 e 3 da Figura 28)

que antecedem a etapa final de reconstrução (Passo 4), a fim de facilitar o entendimento.

Também com o intuito de facilitar a compreensão, vamos considerar f : D ⊂ R
2 → R

como sendo a imagem-alvo (a ser restaurada), Ω ⊂ D a região de inpainting e ∂Ω a

sua fronteira. Quando necessário, representaremos f = u + v, com u identificando as

estruturas geométricas de f e v a textura e outros detalhes de caráter oscilatório.

imagem de 

entrada f Passo 

1

Esquema do

Algoritmo 

Proposto

imagem

u ("cartoon")

imagem 

v (textura)

imagem

retocada u1

textura

 sintetizada v1

Passo 

2

Passo 

3

Passo 

4

+

imagem

retocada u1

textura

 sintetizada v1

imagem

 restaurada f1

Figura 28: Esquema adotado para tratar o problema de reconstrução de imagens. Os
Passos 1, 2, 3 e 4 constituem às abordagens de decomposição de domı́nios, retoque digital,
śıntese de texturas e associação dos resultados, respectivamente.
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4.1.1 Decompondo o problema em duas abordagens distintas

A decomposição de uma dada imagem f pode ser definida como sendo uma separação

desta em outras duas novas imagens, u e v, as quais são recombinadas, de alguma forma,

para determinar f . Assim, o primeiro passo a ser considerado em nosso algoritmo com-

putacional é o de decompor f em dois diferentes domı́nios: um composto pelas estruturas

geométricas, isótopos e regiões de pequenas variações de coloração (regiões homogêneas)

e outro por texturas, detalhes finos e áreas repletas de variações bruscas de informação.

Para realizar essa tarefa, empregamos o modelo [Casaca; Boaventura, 2008b] não-

simultâneo adaptado a partir de [Barcelos et al., 2003] (Caṕıtulo 2, Seção 2.1.2). Através

do estudo da equação (2.10), foi posśıvel adequa-lá ao problema de decomposição de

imagens, o que resultou em um modelo robusto e de fácil manipulação.

Mediante à implementação numérica de (2.10) na imagem inicial f , gera-se, a partir

do processo recursivo correspondente, o primeiro componente associado à f , isto é, u.

Imediatamente após a caracterização do componente u, aplica-se a equação aritmética

v = f − u para determinar v. Desde que o objetivo aqui é obter u e v bem caracterizados

pela estrutura e textura/rúıdo, respectivamente, o processo de suavização proporcionado

pela equação (2.10) deve ser bem intensificado, podendo ser posśıvel controlar a velocidade

da difusão através da entrada dos parâmetros base da referida EDP.

É importante salientar que a implementação computacional do processo recursivo

considerado nessa adaptação é exatamente a mesma descrita na concepção inicial dos

autores [Barcelos et al., 2003] para eliminar rúıdos. Para maiores detalhes, aconselhamos

o leitor a verificar as referências [Silva Jr, 2001, Barcelos et al., 2003, Barcelos et al., 2005,

Casaca; Boaventura, 2008b].

Optamos por adequar (2.10) para dissociar imagens pelo fato de que o tratamento

numérico da equação teórica (2.10) não implica em ajustes ou modificações nas proprie-

dades válidas no problema teórico, principalmente no que diz respeito à manutenção da

relação f = u + v, já que tal relação pode não se verificar quando aplicamos um modelo

de decomposição amparado por um procedimento simultâneo de subdivisão, tal como

ocorre em [Vese; Osher, 2003, Yin et al., 2005, Levine et al., 2005, Garnetta et al., 2007]

e outros mais.
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Outro aspecto importante no que se refere à adoção de (2.10) em relação a outros mo-

delos não-simultâneos de decomposição, como [Malik; Perona, 1990, Alvarez et al., 1992,

Rudin et al., 1992, Chan et. al, 2001a], como também outras aproximações de natureza

simultânea, justifica-se pelo emprego do mecanismo singular utilizado no gerenciamento

da difusão de (2.10), o qual consiste em estimular e difundir a informação de modo

mais incisivo, nas regiões homogêneas da imagem, e, menos incisivo, nas regiões ca-

racterizadas por bordas, quinas ou contornos dentro da mesma. Além disso, o modelo

[Barcelos et al., 2003] conta com um seletor de parâmetros ótimos proposto no trabalho

[Barcelos et al., 2005], diminuindo, assim, a entrada de parâmetros livres no algoritmo

computacional.

Levando em consideração os pontos mencionados, o modelo considerado proporciona

a manutenção das estruturas geométricas dentro do componente u e a dissociação integral

da textura v. Além disso, a modelagem adotada promove o realce dos contornos do

componente v e a retenção de toda a textura e/ou rúıdo vinculado à imagem observada

f (Figuras 29 e 30) [Casaca; Boaventura, 2008b].

(a) (b)

Figura 29: Comparação entre métodos de decomposição de imagens (Parte 1). (a) Imagem
da Barbara e (b) parte inferior de (a).

Podemos notar que na imagem da Figura 30(c) não há resqúıcios de textura e que a

imagem da Figura 30(f) fornece um ńıvel de detalhamento mais apurado em comparação
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 30: Comparação entre métodos de decomposição de imagens (Parte 2). (a)-(d),
(b)-(e) e (c)-(f) representam os componentes homogêneos u e v gerados pelos modelo de
[Meyer, 2002], [Vese; Osher, 2003] e pela abordagem proposta, respectivamente.
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com os demais resultados.

De posse dos componentes u e v, procede-se aplicando em cada um desses componentes

a melhor estratégia para cada caso, isto é, reconstrói-se u, com base em um modelo de

“inpainting” digital e v, através de um algoritmo de śıntese de texturas. Essas etapas são

abordadas com mais detalhes nas seções seguintes.

4.1.2 Restaurando o componente homogêneo u

Após executada a etapa de dissociação de imagens, o próximo passo a ser efetuado é

aplicar um determinado modelo de retoque digital na imagem cartoon u. Nesse sentido,

o enfoque passa a se concentrar apenas no processo de reconstituição da imagem u, sem

a necessidade de se manipular a imagem inicial f ou o termo oscilatório v. Assim, essa

etapa recai em um problema exclusivamente de “inpainting” digital, cujo o termo u passa

a ser a imagem-alvo.

Desde que u é composto apenas pelas estruturas geométricas, isótopos e regiões ho-

mogêneas da imagem original f , a adoção de um modelo de inpainting baseado em EDP

para recompor e preencher as lacunas de u possibilita explorar todas as potencialidades

de um algoritmo dessa categoria, ainda mais se este algoritmo for modelado por algum

mecanismo que aplique difusão, tais como [Bertalmio et al., 2000], [Chan; Shen, 2002] e

[Chan; Shen, 2001b], por exemplo. Tal afirmação vai ao encontro das considerações feitas

pelos autores de [Bertalmio et al., 2003]. Pelo fato de u ser uma imagem sem texturas,

delimitada por regiões homogêneas, um filtro baseado em difusão permite espalhar a infor-

mação sem a necessidade de se preservar detalhes estritamente oscilatórios como textura,

detalhamento e estruturas irregulares. Isso significa que difundindo a informação da fron-

teira ∂Ω para dentro da região de inpainting Ω não implica em perdas de informações

relevantes contidas em u.

Seguindo essa linha de racioćınio, empregamos o modelo de “inpainting” digital de

[Chan; Shen, 2001b] descrito no Caṕıtulo 3, Seção 3.2.2, cujo protótipo é amparado por

um processo de difusão guiado pela curvatura dos isótopos. Sua formulação diferenciada

permite recompor áreas de restauração amplamente desconexas a partir do cálculo da

curvatura média, isto é, promove-se a continuidade das linhas isocrônicas obstrúıdas pela
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região-alvo de reconstrução.

O modelo matemático empregado para realizar essa tarefa foi a equação diferencial

(3.22), dada pela expressão

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂u

∂t
= div

(
g(κ)∇u

|∇u|
)
|∇u|, se (x, y) ∈ Ω

u = u0, se (x, y) /∈ Ω

, (4.1)

onde o componente estrutural u deve ser interpretado como sendo uma função não somente

nas variáveis x e y do plano, mas também na coordenada temporal t: u = u(x, y, t). Aqui,

κ = div

( ∇u

|∇u|
)

identifica a curvatura média e g é uma função que deve satisfazer às

condições (3.21).

Em nossa proposta definimos g como sendo a função modular

g(s) = gCDD(s) = |s|,

onde s = κ = div

( ∇u

|∇u|
)

e impomos a condição u(x, y, 0) = u0, com u0 sendo a imagem

incial fornecida ao modelo discreto correspondente à equação cont́ınua (4.1).

Em termos práticos, a equação diferencial (4.1) é transcrita numericamente em um

algoritmo recursivo tal como o apresentado em (3.7), isto é:

u(i, j, t + Δt) = u(i, j, t) + Δt L(u), (4.2)

onde L(u) é o lado direito da primeira parcela de (4.1) em sua versão discreta.

Pré-processamento da máscara

Com a finalidade de guiar o processo iterativo (4.2) descrito acima, o usuário deve

fornecer uma imagem suporte (máscara), a qual é constitúıda exclusivamente pela região

de reconstrução Ω.

Considerando que o processo de inpainting deve ser empregado apenas em Ω, a más-

cara torna-se um importante elemento na reconstrução de u, pois ela consolida o retoque

digital apenas nas regiões em que se necessita recuperar. Entretanto, durante a primeira

etapa de processamento (estágio de decomposição de domı́nios), podem surgir reśıduos nos
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contornos de Ω, em função da intensa suavização aplicada. Na realidade, esse problema

se verifica para a totalidade dos modelos de decomposição de imagem, não-simultâneo ou

simultâneo, como [Chan et. al, 2001a], [Vese; Osher, 2003], [Garnetta et al., 2007], entre

outros, conforme evidenciamos no primeiro experimento comparativo envolvendo o mé-

todo proposto e o modelo [Bertalmio et al., 2003] (Exp. 1, Sec. 5.1.2).

Assim, na intenção de melhorar a qualidade de restauração de u, efetuamos um pré-

processamento na imagem máscara de u, isto é, na imagem suporte composta exclusi-

vamente pela região-alvo de reconstrução Ω. Este pré-processamento deve ser realizado

somente se o processo primário de decomposição de domı́nios venha a produzir reśıduos

em torno da região de inpainting Ω (Figura 31).

(a) (b)

Figura 31: Presença de reśıduo no componente u. (a) Imagem original f e (b) componente
u obtido pela decomposição de f . Repare no reśıduo de u presente no contorno das três
áreas a serem reconstrúıdas (em branco). Nesse caso em particular, boa parte do reśıduo
constitui-se dos pixels de textura da imagem f , que ficaram retidos em u.

Para essa finalidade, utilizamos um filtro morfológico baseado em dilatação, mais

especificamente (4.4), tomando como parâmetro de entrada a região de inpainting Ω, em

adição aos parâmetros do próprio filtro. Dessa forma, de acordo com [Soille, 2003], o

operador de erosão de uma dada imagem I (em ńıveis de cinza) por um elemento

estruturante B em um pixel p é definido por:

[εB(I)](p) = min
b∈B

{I(p + b) − B(b)}, (4.3)

enquanto que o operador de dilatação é dado por
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[δB(I)](p) = max
b∈B

{I(p + b)}. (4.4)

Tanto (4.3) quanto (4.4) podem ser entendidos como filtros que, a partir da analogia

entre a forma estrutural de um determinado elemento estruturante B com informações

concentradas na vizinhança de um dado pixel p, produzem expansões ou encolhimentos de

compostos relevantes da imagem. Elementos estruturantes clássicos são freqüentemente

constitúıdos por bolas, discos, quadrados, entre outros elementos geométricos.

(a) (b)

Figura 32: Pré-processamento da imagem máscara Ω. (a) Região de inpainting original
(máscara) e (b) região dilatada, utilizada no algoritmo de retoque digital para recompor
u.

Desse modo, expandindo-se a região de inpainting Ω, o processo de difusão institúıdo

pelo modelo de retoque digital aqui considerado produzirá resultados de alta qualidade

(Figura 33), visto que a remoção dos pixels indesejáveis (o reśıduo) na fronteira ∂Ω de

u garante que o processo de suavização seja efetivado exclusivamente pela informação

homogênea da fronteira dilatada.

Essa etapa deve ser empregada não apenas no tratamento do componente u, mas

também no termo contendo a textura v, nos casos em que houver necessidade.

4.1.3 Restaurando o componente contendo textura v

De posse do termo contendo a textura v, produzido no primeiro estágio de nossa

abordagem (de dissociação de imagens), o terceiro passo a ser executado é reconstituir v

utilizando estratégias de śıntese de texturas. A exemplo do que ocorreu no tratamento de
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(a) (b) (c)

Figura 33: Reconstrução do componente u. (a) Componente u, (b) máscara guia obtida
a partir da dilatação da Figura 32(b) e (c) componente reconstrúıdo u1.

u, o foco de reconstrução passa a ser exclusivo no componente texturizado v.

Conforme a subdivisão entre textura e estrutura, produzida pelo algoritmo de decom-

posição de imagens, v passa a ser uma imagem definida apenas por textura, detalhes finos

e outros padrões de caráter oscilatório. Isso sugere a adoção de um algoritmo de śıntese

de texturas para restaurar v, uma vez que técnicas dessa categoria são exclusivamente

direcionadas para o tratamento espećıfico de texturas.

Como v é dotado apenas de textura, abordagens que reconstituem os padrões regula-

res, como é o caso de aplicações de śıntese de textura, são estimuladas a maximizarem o

grau de desempenho no processo de recomposição, pois esses padrões são modelados com

muito mais facilidade devido à ausência de tonalidades bruscas de cores, já que essas são

integralmente incorporadas apenas no termo estrutural u.

Em conformidade com as ideias descritas acima, para reconstruir v propomos utilizar

um novo protótipo de śıntese de texturas, o qual está amparado em abordagens de decom-

posição de imagens e técnicas envolvendo EDPs. Ressaltamos que o protótipo proposto

para esta finalidade se trata exatamente de nossa segunda proposta para o problema de

reconstrução de imagens, a ser apresentado nas páginas a seguir. No entanto, o prinćıpio

de amostragem utilizado para o propósito vigente difere do considerado na proposta subse-

quente (Proposta II). Assim, vamos descrever apenas o processo de amostragem utilizado

enquanto as demais etapas de modelagem serão tratadas posteriormente, no âmbito da

Proposta II.
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Determinando a região de amostragem

Em nosso modelo procuramos empregar a ideia de efetuar o processo de śıntese de tex-

tura por meio de amostras, tomando como fonte de amostragem uma região previamente

determinada em torno do domı́nio de restauração Ω. Neste trabalho, a região sorve-

doura de informações será denominada pela simbologia ΛΩ, pelo fato de incorporar

áreas próximas às bordas de Ω.

Para obtermos ΛΩ, utilizamos a mesma aplicação morfológica considerada na seção

anterior (equação (4.4)), porém, adaptada para a finalidade ora vigente: a de delimitar

uma região de amostragem para o processo de śıntese de textura.

A justificativa para adotarmos filtros de caráter morfológico se fundamenta no fato

de que estes consistem de uma poderosa ferramenta destinada à análise da forma e da

estrutura de uma imagem, bem como a investigação da geometria dos objetos que consti-

tuem essa imagem. Além disso, sua implementação computacional possui um baixo custo

computacional em comparação com outras técnicas voltadas para a mesma finalidade.

Desde que o parâmetro de entrada é a região Ω (máscara), a qual sempre definimos

como sendo uma matriz binária, o filtro morfológico de dilatação (4.4) tem por finalidade

ampliar tal área. Assim, basta considerar como região pertinente a região dilatada em

relação à Ω e, em seguida, projetá-la na imagem original no intuito de delimitar a região

sorvedoura de informações ΛΩ.

Esse procedimento de determinação de uma região de amostragem é necessário, pois ao

se tomar a região complementar ao domı́nio de restauração Ω como região de pertinência

para śıntese de conteúdo, como ocorre nos modelos tradicionais, por exemplo, corre-se o

risco de se produzir resultados não muito convenientes do ponto de vista visual: podem

haver áreas reconstrúıdas por texturas que não sejam predominantes em suas vizinhanças,

tal como foi relatado na Figura 17.

Outro aspecto positivo da delimitação da região fonte ΛΩ está no fato de que al-

goritmos de śıntese de texturas geralmente fazem verificações, bloco-a-bloco, em toda a

imagem, o que agrega um preço computacional adicional na realização desse processo e,

sendo assim, notamos que uma prévia demarcação da área de busca contribuiria signifi-

cativamente na aceleração do processo. Nesse caso, optamos por utilizar ΛΩ no âmbito
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(a) (b) (c)

Figura 34: Determinação da região sorvedoura de informações para o processo de śıntese
de texturas. (a) Máscara Ω, (b) área dilatada a partir de Ω e (c) projeção da área dilatada
(região sorvedoura ΛΩ) na imagem a ser tratada.

de reduzir o custo computacional, em adição às considerações já apresentadas.

Sintetizando a textura a partir de ΛΩ

Conforme foi mencionado na seção destinada à investigação da reconstrução de u, se

houver necessidade, devemos utilizar como imagem guia do processo de śıntese a máscara

processada, isto é, Ω deve ser ampliado a fim de executar o algoritmo de recomposição de

texturas.

(a) (b)

Figura 35: Reconstrução do componente v. (a) Componente v e (b) componente recons-
trúıdo v1.

Como relatado nos parágrafos anteriores, nesta etapa utilizamos o algoritmo adotado

na Proposta II (a ser descrito a seguir) com adaptações no processo de obtenção da região
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de amostragem, o qual já foi apresentado no tópico anterior.

4.1.4 Conciliação dos resultados obtidos

De porte dos resultados produzidos nas etapas de “inpainting” digital e śıntese de

textura, isto é, u1 e v1 (versões reconstrúıdas de u e v, respectivamente), combinamos

ambos componentes no intuito de constituir a imagem final.

Conforme relatado no decorrer deste trabalho, em função da escolha de nosso modelo

de decomposição de domı́nios, a saber [Barcelos et al., 2003]-[Casaca; Boaventura, 2008b],

há a total garantia de que f seja a soma de u e v, isto é,

f = u + v. (4.5)

Então, é condizente e plauśıvel definirmos a imagem reconstrúıda f1 a partir dessa

mesma relação aritmética, isto é

f1 := u1 + v1. (4.6)

Dessa forma, é válida a igualdade f1|Ωc = f |Ωc e não seria ilógico interpretar f1|Ω como

sendo uma extensão da função f com respeito ao conjunto Ω, desde que f |Ω inicialmente

consista de informações irrelevantes e que o propósito desta aplicação é estimar exatamente

f |Ω. Portanto, a imagem reconstrúıda f1 fica sendo caracterizada pela equação (4.6) em

todo seu domı́nio de definição.

(a) (b)

Figura 36: Obtenção da imagem reconstrúıda f1. (a) Imagem inicial f1 e (b) imagem final
restaurada, produzida a partir da soma da Figrua 33(c) com a Figura 35(b).
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4.2 Proposta II: Śıntese de Texturas guiada por EDP

e Decomposição de Imagens

Encorajados pelas ideias apresentadas em [Efros; Leung, 1999, Bertalmio et al., 2000,

Bertalmio et al., 2003] e [Criminisi et al., 2004], propomos um novo modelo de śıntese de

texturas por exemplar, onde empregamos um eficiente mecanismo de amostragem e de

orientação no processo de replicação de texturas bloco-a-bloco.

Para sistematizar nosso modelo, procuramos descrever cada etapa do processo compu-

tacional, desde o estabelecimento do escopo de amostragem até a inserção da informação

pertinente na região-alvo de restauração.

Para evitar considerações amb́ıguas, utilizamos as mesmas notações matemáticas ado-

tadas na seção anterior. Também é válido ressaltar que o termo inpainting por con-

teúdo é considerado para denominar o processo de śıntese de texturas aqui abordado.

4.2.1 Estabelecendo uma ordem de prioridade

De acordo com [Harrison, 2001, Criminisi et al., 2004] e [Tschumperl; Deriche, 2005],

em um modelo de inpainting por conteúdo a escolha equivocada na prioridade da se-

leção das áreas a serem reconstrúıdas pode conduzir a resultados insatisfatórios, prin-

cipalmente do ponto de vista da concepção visual humana (Prinćıpio da Conectividade

[Kanizsa, 1979]). Tal afirmação pode ser confirmada pelo exemplo da Figura 37.

Atento a esse fato, propomos um mecanismo que estabelece prioridades no decor-

rer do processo da śıntese da informação, baseado nas ideias implementadas nos artigos

[Bertalmio et al., 2000, Meyer, 2002, Bertalmio et al., 2003] e [Criminisi et al., 2004].

Para validar este mecanismo, iniciamos realizando uma decomposição do tipo car-

toon/textura na imagem-alvo f , produzindo, assim, os componentes u (cartoon) e v

(textura). Entretanto, considera-se apenas o componente u na confecção do protótipo

computacional proposto. Como o componente u representa apenas as estruturas geomé-

tricas de f , não há presença de fortes oscilações em u tal como rúıdo e/ou textura. Assim,

é natural que adotemos u para auxiliar no processo de ordenação no inpainting por blo-

cos. Para esse propósito, utilizamos o método de decomposição não-simultâneo dado pela
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(a) (b) (c) (d)

Figura 37: A importância na ordenação do inpainting durante o processo de śıntese de
texturas. (a) Imagem original, (b) região de inpainting em destaque (amarelo) e (c)-(d)
resultado obtido com nosso modelo adotando-se o mecanismo de ordenação proposto e
desconsiderando tal, respectivamente.

equação (2.10) (Cap. 2, Sec. 2.1.2). O propósito de considerarmos o componente u nas

etapas de processamento de nosso modelo é justificado nos parágrafos subsequentes.

Em [Criminisi et al., 2004] (Cap. 3, Sec. 3.1.2), os autores utilizaram uma medida

que tinha por finalidade classificar a ordenação do inpainting por exemplar através de

concepções originalmente utilizadas na literatura de retoque digital, em que o objetivo

era o de reconstruir primeiramente os isótopos com relação à ∂Ω. Como já relatado

no Cap. 3, Sec. 3.1.2, os autores propuseram o seguinte estimador na imagem f para

determinar os isótopos:

D(p) =
|∇f⊥

p | · −→np

α
, (4.7)

onde p é o pixel corrente, α é um fator de ponderação e −→np é um vetor normal unitário em

relação à fronteira ∂Ω no ponto p. Aqui, a ideia é priorizar regiões onde o vetor gradiente

ortogonal |∇f⊥
p | se alinha com o vetor normal −→np à fronteira ∂Ω, isto é, quanto maior o

valor do produto escalar dado por (4.7) maior será o grau de prioridade do inpainting da

região do pixel p associado.

Como (4.7) envolve a informação do campo de direções, dado pelo gradiente ortogonal

aplicado à imagem original f , a orientação dos isótopos pode ser levemente comprometida,

uma vez que f pode conter diferentes tipos de texturas e outras regiões de elevadas
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oscilações de tonalidades de cor. Com o intuito de minimizar esse efeito no campo de

direções, optamos por tomar uma imagem auxiliar para o cálculo do campo de direções,

adotando assim o componente caracterizado pelas estruturas geométricas de f , isto é,

a imagem u. Para efeito de comparação, plotamos o campo de direções fornecido pelo

operador ∇⊥ normalizado aplicado em f e em u (Figuras (38)-(39)), respectivamente.

(a) (b) (c) (d)

Figura 38: Representação do campo de direções em uma amostra da imagem. (a) Imagem
original, (b) componente u e (c)-(d) áreas obtidas pela soma dos componentes R, G e B
das regiões em destaque em (a) e (b), respectivamente.

Por outro lado, uma boa alternativa à utilização do operador gradiente, tanto para

detecção dos isótopos quanto como medida de suavização, é o operador laplaciano Δ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. Como o laplaciano Δ é um operador de segunda ordem, o resultado de sua

aplicação em uma dada imagem é uma imagem suavizada, onde os contornos são realçados

e o detalhamento oscilatório (como textura) é descartado.

Em [Bertalmio et al., 2000], os autores propuseram um modelo de retoque digital

baseado em um processo evolutivo em relação à equação do transporte

ft = ∇(Δf) · ∇⊥f, (4.8)

onde o laplaciano foi utilizado como medida de suavização aplicado à imagem inicial f .

Conforme os autores de [Bertalmio et al., 2000], a equação proporciona o transporte de

tonalidades de cor (mediante ao estimador de suavização Δf) na direção do vetor ∇⊥f .



4.2 Proposta II: Śıntese de Texturas guiada por EDP e Decomposição de Imagens 83

(a)

(b)

Figura 39: Representação do campo de direções em uma amostra da imagem. (a) Campo
de direções normalizado ∇⊥f (com relação à região 38(c)) e (b) campo normalizado ∇⊥u
(com relação à região 38(d)).
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Ainda a respeito da equação (4.8), uma interpretação interessante é dada pelos autores

[Bornemann; Marz, 2007]. Eles afirmam que a equação (4.8) pode ser reinterpretada pela

relação

ft = −∇⊥(Δf) · ∇f, (4.9)

o que evidencia o transporte de valores de u ao longo do campo vetorial ∇⊥(Δf). Este

campo fornece a direção dos isótopos de Δf , além de representar o clássico modelo de

Marr-Hildreth [Marr; Hildreth, 1980] para caracterização de bordas. Para o propósito de

classificar a informação relevante, tal como os isótopos ou estruturas sem oscilações bruscas

em suas tonalidades de cores, a escolha do operador laplaciano Δ é uma boa alternativa

tanto para a determinação das estruturas lineares quanto para guiar o transporte de

informações pertinentes.

Assim, motivados pelo mecanismo de prioridade proposto em [Criminisi et al., 2004],

pelo esquema de decomposição de imagens apresentado em [Meyer, 2002] e pelo clás-

sico modelo de inpainting por EDP [Bertalmio et al., 2000], propomos uma medida de

relevância R que avalia a proeminência das estruturas geométricas da imagem-alvo f

(mediante à imagem u) e dos valores de intensidade presentes nas vizinhanças da mesma,

R(p) = ∇(Δup) · −→d p,
−→
dp =

∇⊥up

|∇⊥up| , (4.10)

onde p é o pixel corrente e
−→
dp é dado pelo vetor gradiente ortogonal normalizado, isto

é, o versor ortogonal de up. Aqui, é válido ressaltar que (4.10) se assemelha à equação

do transporte proposta por Bertalmio et al. (4.8), exceto pelo fato de que o campo de

direções em (4.8) não é normalizado. Essa normalização traz consequências fundamentais

no estudo teórico de (4.10), as quais serão tratadas ainda nessa seção.

É importante notar que a medida R está exclusivamente associada à imagem cartoon

pré-processada u, e não à imagem original f . Tal consideração se justifica por dois fatores:

1. A regularidade do campo de direções
∇⊥u

|∇⊥u| em analogia a
∇⊥f

|∇⊥f | (Figura 39);

2. A medida de “propagação da informação” Δu, a qual explicita melhor a informação
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relevante, isto é, a informação relativa aos isótopos, em comparação com Δf (Figura

40).

(a) (b)

Figura 40: Aplicação do operador laplaciano Δ nas imagens (38(a))-(38(b)). (a) Δf e (b)
Δu. Podemos reparar que os isótopos são melhores caracterizados em (b) do que em (a),
além da pouca presença da textura.

Quanto à escolha de um campo de direções normalizado
−→
d =

∇⊥u

|∇⊥u| , ele propicia

uma análise teórica bastante interessante: desde que
−→
d é unitário, então, de acordo com

a teoria elementar do cálculo diferencial [Guidorizzi, 2001], a equação (4.10) pode ser

interpretada pela variação da medida de suavização Δu ao longo de
−→
d , isto é,

∂(Δu)

∂
−→
d

= ∇(Δu) · −→d , (4.11)

onde temos, então, que

R(p) =
∂(Δup)

∂
−→
dp

. (4.12)

Isto significa que o termo R de atribuição de prioridade busca identificar exatamente

a variação do medidor de “propagação de informação” Δu na direção do campo dos isó-

topos
−→
d : se o valor do suposto transporte Δup com respeito à

−→
dp em um dado pixel

p é alto, é atribúıdo grau de prioridade máxima para a região vizinha de p, do contrá-

rio, tal região não será prioritária. É válido notar que, embora estejamos utilizando o
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termo “transporte de informação” para o estimador Δu (o que efetivamente ocorre nos

modelos de “inpainting” digital), na perspectiva de nosso modelo, tal medida contribui

para estimar a direção de propagação da informação relevante presente em ∂Ω e não para

promover um transporte efetivo de informações para a região de inpainting Ω, a exemplo

de [Bertalmio et al., 2000].

Finalmente, para a computação da prioridade efetiva P (p) de nosso modelo em

um dado pixel p, consideramos, para efeito de atenuação da estimativa final da prioridade,

o termo de confiabilidade C(p) sugerido pelos autores [Criminisi et al., 2004], o qual é

dado pela equação (4.7), isto é,

C(p) =

∑
q∈Hp∩(D−Ω) C(q)

|Hp| , (4.13)

e portanto, propomos utilizar a seguinte medida ponderada para o calculo da prioridade:

P (p) = |R(p) · C(p)|, (4.14)

onde os fatores R(p) e C(p) são dados pelas equações (4.10) e (4.13), respectivamente.

A medida P objetiva atribuir prioridades no preenchimento das regiões de inpainting

Ω de acordo com o balanceamento dos termos de relevância R e de confiança C. Enquanto

o termo de relevância R projeta os isótopos da fronteira ∂Ω para a região de inpainting Ω,

o termo de confiabilidade C pondera a incursão dos isótopos de modo a não permitir que

os blocos sintetizados não fiquem muito distantes da região sorvedoura de informações

ΛΩ (regiões próximas às áreas de inpainting Ω, a ser analisada na próxima seção). Esse

mecanismo é computado para cada pixel presente na frente de preenchimento.

Para efeito de ilustração, a Figura 41 mostra o resultado da aplicação individual de

cada termo do mecanismo (4.14). Podemos observar que em 41(a) os pixels mais próximos

da fonte sorvedoura ΛΩ são priorizados enquanto que em 41(b) são priorizados os isótopos

em relação à imagem suporte u 38(b). No caso de 41(c), há uma ponderação entre as

duas abordagens anteriores.

Na seção a seguir descrevemos como é efetuado o processo de busca pelo bloco ótimo

na região fonte ΛΩ, bem como a definição de ΛΩ.
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(a) (b) (c)

Figura 41: Efeito individual de cada fator da medida de prioridade P (4.14) para um
número fixo de iterações. (a) Resultado da prioridade baseado apenas em C (4.13), (b)
R (4.10) e (c) na medida original P (4.14).

4.2.2 Processamento dinâmico da região de amostragem

De posse do pixel corrente p obtido pelo critério de prioridade anteriormente descrito,

a ideia é estabelecer uma região-alvo (de amostragem) que possa ser utilizada para prover

a informação pertinente necessária no decorrer do procedimento de busca da melhor in-

formação a ser empregada na área danificada. Para essa finalidade, propomos uma nova

e simples abordagem de amostragem.

Em geral, grande parte dos modelos correlatos adotam a região de amostragem ΛΩ

como sendo o complementar do domı́nio de reconstrução Ω, isto é, Ωc, conforme pode ser

visto em [Efros; Leung, 1999, Criminisi et al., 2004, Perez et al., 2004, Cao et al., 2009]

e outros mais. Entretanto, ao invés de caracterizarmos ΛΩ como sendo uma região pré-

determinada e de grandes dimensões, a exemplo do que é geralmente empregado, propomos

um mecanismo dinâmico de amostragem, o qual dimensiona a região de amostragem

de acordo com cada pixel p fornecido no estágio de atribuição de prioridade.

Trata-se de um processo dinâmico que transforma a região de amostragem ΛΩ em

uma região variável do tipo ΛΩp, isto é, a região passa a ser determinada de acordo com

o pixel vigente p. Isso significa que para cada pixel-alvo p é designada uma região de

amostragem que depende desse mesmo pixel, de forma que
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ΛΩ := ΛΩp, p ∈ ∂Ω. (4.15)

Uma das grandes vantagens acerca dessa metodologia fundamenta-se no fato de que ao

se adotar regiões fixas ou arbitrárias de amostragem, as chances de eqúıvocos no processo

de reconstrução aumentam consideravelmente, uma vez que pixels inconvenientes provin-

dos de regiões distantes podem vir a constituir ao conjunto de informações relevantes da

região que se queira restaurar (vide o caso da Figura 17). Assim, mesmo tomando-se uma

região de amostragem não-variável, de dimensões menores, como é o caso apresentado na

Proposta I (Seção 1.1 deste caṕıtulo), alguns padrões podem ser reproduzidos em áreas

não muito convenientes, conforme apresenta a Figura 42.

(a) (b) (c)

Figura 42: Reprodução de padrões inconvenientes em localidades arbitrárias. (a) Desta-
que em verde do padrão presente na imagem original, (b) reprodução deste padrão (em
vermelho) em uma região distante obtido por um modelo de amostragem estática e (c)
padrão corretamente reproduzido (em azul) próximo à sua região de origem gerado pela
abordagem proposta.

Em nosso protótipo, a região ΛΩp foi definida como sendo um bloco quadrangular

HL(p), centrado no pixel p, de aresta L. Embora seja perfeitamente fact́ıvel e, em algu-

mas vezes também vantajoso, outras entidades geométricas (triângulos; ćırculos; retân-

gulos; formas espećıficas) também podem ser utilizadas em alternativa à proposta aqui

considerada.

Outra questão pertinente de nossa abordagem é a ordem de delimitação de cada sub-
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Figura 43: Caracterização do processo de amostragem dinâmica. ΛΩ é a região provedora
de informações, HL(p) é o bloco de avaliação centrado no pixel-alvo p (em verde).

conjunto do tipo ΛΩp. No intuito de computar a informação já recomposta na etapa

de determinação de ΛΩp, a fonte sorvedoura ΛΩp passa a ser definida passo-a-passo,

subsequente a cada pixel p em análise: dado um pixel-alvo p1 fixado, define-se ΛΩp1 e

reconstrói-se toda a vizinhança de p1, de forma a contribuir com a informação ora recom-

posta para a obtenção do bloco-amostra sucessivo ΛΩp2 correspondente ao pixel p2. Dessa

forma, a informação passa a se concentrar não somente nos pixels originais da imagem,

mas também na áreas já reconstrúıdas. Desde que se considere os pixels já remontados

como sendo parte da constituição final da imagem, tal abordagem se torna amplamente

viável e interessante. Além disso, os padrões de textura são perpetuados com perfeição,

visto que a parte substancial da informação sob avaliação provém diretamente das textu-

ras vizinhas reconstrúıdas. Matematicamente, isso significa que após pré-estabelecido a

prioridade de cada pixel, aqui rotulados por {p1, p2, ..., pn, pn+1...}, a equação (4.15) pode

ser interpretada, no pixel pn ∈ ∂Ω, da forma

ΛΩpn = ΛΩp1,p2,...,pn−1 = F (g1(p1), g2(p2), ..., gn−1(pn−1)), (4.16)

isto é, a região ΛΩpn pode ser caracterizada em termos de uma função F que depende dos
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pixels reconstrúıdos em cada etapa de reconstrução gi produzidas por cada pixel antecessor

p1, p2, ..., pn−1.

Um outro fator imprescind́ıvel dessa metodologia de amostragem está embasado na

questão de que a técnica proposta agrega um baixo efetivo computacional no processo de

sua implementação. Assim, o mecanismo dinâmico proposto efetua varredura apenas na

região ΛΩp, cujas dimensões são bem mais restritas do que as delineações consideradas em

outras abordagens da literatura. Esse fato certamente contribui em ganho de velocidade

na execução do algoritmo computacional e pode evitar o transporte de informações que

estejam fora do contexto da região a ser sintetizada.

4.2.3 Replicação da informação baseado em exemplar

Após a determinação do pixel-alvo p (cuja vizinhança será reconstrúıda) e da demar-

cação da região de amostragem ΛΩp correspondente, o próximo passo é localizar, em ΛΩp,

o melhor bloco Hm(q̂) que se ajusta ao bloco Hm(p). Aqui, m representa a dimensão do

bloco, isto é, consideramos um bloco quadrado m × m, e, o argumento entre parênte-

ses representa o centro desse bloco. Considerando que a informação da textura deve ser

corretamente preenchida, essa etapa do algoritmo tem o objetivo de classificar a textura

de modo que informações de mesma natureza sejam estendidas para dentro da região de

inpainting Ω.

Seja Hm(p) um bloco de dimensão m e centro p, onde p foi obtido pelo critério de prio-

ridade estabelecido na Seção 4.2.1 e ΛΩp a região de amostragem correspondente. Em ana-

logia aos modelos tradicionais de śıntese de textura [Efros; Freeman, 2001, Harrison, 2001,

Criminisi et al., 2004], a ideia é avaliar o conteúdo válido do bloco Hm(p) por meio da

adoção de uma determinada métrica, na perspectiva de definir critérios de comparação

entre Hm(p) e os demais blocos presentes na região de busca ΛΩp. Desta forma, o processo

pode ser caracterizado pela aplicação sucessiva dos seguintes passos:

• Uma vez determinado o pixel-alvo p pelo mecanismo de hierarquização, cujos blocos

associados são Hm(p) e ΛΩp, o algoritmo compara a região válida (não preenchida)

do bloco ampliado Hn(p) (n ≥ m) com todos os posśıveis blocos Hn(q) de ΛΩp,

tomando-se como bloco ótimo Hn(q̂) o exemplar que melhor se adequa ao bloco
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Hn(p), mediante à estimativa da métrica d adotada. Considera-se, então, o bloco

Hm(q̂) contido em Hn(q̂) de acordo com a mesma localização de Hm(p) dentro do

bloco maior Hn(p).

• De posse de Hm(q̂), todo o conteúdo proveniente dos pixels H(q̂) ⊂ Hm(q̂) corres-

pondentes aos pixels da região não preenchida H(p) ⊂ Hm(p) é copiado, isto é, a

informação das tonalidades de cores de cada pixel presente em H(q̂) é transmitida

para os respectivos pixels em H(p).

A Figura 44 esquematiza os passos descritos acima.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

q

p

H
m

(p)

Hn(p)

Hn(   )q

Hm(   )q

H(   )q

H(p)

ΛΩ

ΩΩ

p

(a)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

ΩΩ

� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � �

(b)

Figura 44: Esquema ilustrativo do processo de śıntese de textura (“zoom” na Figura 43).
(a) Comparação entre o conteúdo válido dos blocos Hn(p) e Hn(q̂) e (b) resultado após a
copia da informação pertinente.

Motivados pelas ideias apresentadas em [Efros; Leung, 1999] e [Criminisi et al., 2004]

consideramos a métrica estat́ıstica da soma da diferença quadrática (3.1) adaptada

de acordo com a abordagem aqui sugerida (Figura 44), isto é,

d(Hn(p), Hn(q)) =
∑
i∈Φ

(qi − pi)
2, (4.17)



4.2 Proposta II: Śıntese de Texturas guiada por EDP e Decomposição de Imagens 92

onde Φ = {i ∈ N : pi ∈ Hn(p) ∩ ΛΩp, e qi ∈ Hn(q) ⊂ ΛΩp}. A equação (4.17) tem por

finalidade computar a“distância”do bloco a ser preenchido em relação a todos os posśıveis

blocos extráıdos da região fonte ΛΩp.

Assim, no modelo proposto, o bloco ideal ampliado Hn(q̂) fica sendo determinado pelo

exemplar que minimiza a métrica (4.17),

Hn(q̂) = arg min
Hn(q)⊂ΛΩp

d(Hn(p), Hn(q)). (4.18)

Tendo o bloco ótimo Hm(q̂) ⊂ Hn(q̂), o valor de cada pixel r a ser reconstrúıdo na

vizinhança de p, isto é, r ∈ Hm(p) ∩ Ω, é copiado de suas correspondentes posições em

relação ao bloco ideal Hm(q̂), conforme já mencionado nos parágrafos anteriores.

No caso dos parâmetros n e m, ambos são denominados como parâmetros livres,

os quais são fornecidos pelo usuário de acordo com o tamanho da região de busca ΛΩp

ou da complexidade da imagem. Em nosso modelo adotamos n fixo na maioria dos

experimentos, cujo valor considerado foi 9 e m variável, cujo valor é estimado de acordo

com a complexidade da imagem analisada.
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Caṕıtulo 5

Propostas I e II: Resultados
Experimentais e Discussão

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados experimentais obtidos mediante à aplicação

dos modelos aqui propostos em imagens caracterizadas por diferentes ńıveis de comple-

xidade no que se refere ao tema restauração de imagens reais com texturas. Além

disso, realizamos um sucinto estudo comparativo envolvendo os principais modelos pre-

sentes na literatura.

A fim de avaliar as técnicas propostas e validar as comparações, consideramos tanto

imagens monocromáticas quanto imagens coloridas, de dimensões diversas. Cada elemento

fi,j presente na imagem pode ser interpretado como sendo um valor real correspondente a

uma tonalidade de cinza da imagem, denominada aqui por f(i, j, k), k = 1 para imagens

monocromáticas e k = 3 para imagens coloridas (na escala padrão de cores RGB).

Os parâmetros utilizados em cada modelo foram escolhidos de modo que as imagens

processadas pelos algoritmos se assemelhassem, quando posśıvel, ao máximo às imagens

originais no que diz respeito à qualidade visual de reconstrução e ao Prinćıpio da Conec-

tividade [Kanizsa, 1979].

Com o intuito de explorar com eficácia as peculiaridades de cada método, procuramos

estabelecer os seguintes critérios de avaliação:

1. Nı́vel de dificuldade de reconstrução;

2. Êxito no processo de restauração;
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3. Tempo de processamento.

No caso da análise comparativa entre abordagens correlatas, a Avaliação qualitativa

foi também um critério de avaliação empregado.

Para a visualização das imagens usamos o software MATLAB 7.0.1 onde, além da

manipulação das imagens, foram utilizadas diversas rotinas complementares. Em concili-

ação ao mencionado, as técnicas de śıntese de textura também foram desenvolvidas com

base na linguagem do software em questão. Também é válido ressaltar que os modelos

de inpainting foram implementados computacionalmente em linguagem C em um sistema

operacional Windows XP.

A seguir apresentamos os resultados experimentais obtidos e a discussão elaborada a

respeito dos mesmos.

5.1 Proposta I: Resultados Numéricos e Discussão

Este tópico é destinado à apresentação dos resultados experimentais obtidos com base

na modelagem caracterizada pela Proposta I, apresentada no caṕıtulo anterior, bem como

à apresentação do estudo comparativo do mesmo em relação às abordagens clássicas da

literatura.

Nas páginas subsequentes vamos adotar a nomenclatura Modelo Proposto I (MP-

I) para referenciar o método h́ıbrido proposto, o qual é constitúıdo pelos modelos BBS

adaptado [Barcelos et al., 2003]-[Casaca; Boaventura, 2008b] de decomposição de domı́-

nios, CDD [Chan; Shen, 2001b] de“inpainting”digital e o algoritmo de śıntese de texturas

proposto, batizado de TS-MS (Texture Synthesis by Morphological Sampling). De modo

análogo, também trabalhamos com o método proposto pelos autores M. Bertalmı́o, L.

Vese, G. Sapiro e S. Osher [Bertalmio et al., 2003]. Esse método combina a modelagem

de decomposição simultânea VO [Vese; Osher, 2003] com as técnicas de inpainting e de

śıntese de texturas BSCB [Bertalmio et al., 2000] e EL [Efros; Leung, 1999], respectiva-

mente. Neste contexto, denotamos tal método por BVSO (em alusão aos autores).
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Sigla Nomenclatura Adotada Composição

MP-I Modelo Proposto I BBS + CDD + TS-MS

BVSO Bertalmio, Vese, Sapiro e Osher VO + BSCB + EL

5.1.1 Resultados Experimentais

Esta seção é destinada à apresentação dos resultados experimentais obtidos pelo MP-

I.

Os parâmetros empregados em cada etapa da abordagem h́ıbrida proposta foram

selecionados de acordo com o critério visual de similaridade entre a imagem processada e

a imagem original.

A seguir apresentamos uma descrição dos parâmetros envolvidos em cada uma das

três etapas de nosso algoritmo.

1. Etapa de Decomposição de Domı́nios (Cartoon/Textura)

Em relação ao modelo BBS, a maioria dos parâmetros são pré-definidos automati-

camente por formulações matemáticas de modo a maximizar o desempenho do mesmo.

Desta forma, adotou-se essas formulações para a determinação da maior parte dos pa-

râmetros envolvidos, com exceção do desvio padrão do rúıdo σnoi = σ. Uma vez que o

objetivo é o de recompor regiões danificadas em imagens e não remover rúıdo, σ passa a

atuar como parâmetro de entrada. Essa mesma conclusão é válida para o passo temporal

ΔtBBS.

Abaixo, encontra-se a listagem dos parâmetros considerados:

• O fator k(σimg) é dado pela pela equação (2.13). Neste caso, σimg é o desvio padrão

da imagem de entrada;

• O termo de difusividade do modelo é tal que gBBS =
1

1 + k(σimg)|∇(Gσ ∗ f (t)| ;

• Na proposta original [Barcelos et al., 2003], a gaussiana Gσ está relacionada com o

desvio padrão do rúıdo σnoi. Em nossa abordagem, tal fator será uma função do

parâmetro de entrada σ.



5.1 Proposta I: Resultados Numéricos e Discussão 96

Quanto ao número de iterações, adotamos um valor fixo NBBS = 100.

Na maioria dos casos foi necessário realizar o pré-processamento (dilatação) na imagem

máscara (matriz guia dos algoritmos, definida pela região-alvo a ser restaurada) a fim de

aumentar a performace das etapas subsequentes. Assim, fixamos o raio morfológico de

dilatação como sendo Rm = 4 nos experimentos onde tal mecanismo foi indispensável.

2. Etapa de Reconstrução do Componente Homogêneo u

No modelo de inpainting CDD, adotamos a função penalizadora gCDD como sendo a

função modular elementar gCDD(s) = |s| e o passo temporal ΔtCDD = 0.2 para todos os

experimentos. O número de iterações NCDD é um atributo variável.

Como máscara guia para o processo de inpainting, utilizamos a mesma imagem auxiliar

produzida no pré-processamento realizado na etapa antecedente.

3. Etapa de Reconstrução do Componente de Textura v

No modelo de śıntese de texturas proposto, TS-MS, fixamos o raio morfológico de

dilatação como sendo RTS−MS = 10×Rm = 40 em todos os experimentos, Aqui, mTS−MS

denota a dimensão da janela de inclusão de dados e nTS−MS a dimensão da janela de

varredura, onde ambas foram definidas por meio de templates quadrados. Em outras

palavras: o processo de alocação dos dados e de busca na região de amostragem são

realizados por meio de blocos quadrados de dimensões mTS−MS × mTS−MS e nTS−MS ×
nTS−MS, respectivamente. Neste caso, ambos são parâmetros variáveis inerentes a cada

experimento. A imagem suporte para a determinação da prioridade no algoritmo de

sintetização da textura é o componente u gerado na primeira etapa do processo.

A exemplo da etapa anterior, aqui também é utilizada a mesma máscara de orientação

na recomposição da textura.

Tratamento para Imagens Coloridas

Para experimentos envolvendo imagens coloridas, aplicamos o modelo de decompo-

sição BBS em cada uma das três componentes de cores, a saber: R, G e B, onde

foram considerados os mesmos parâmetros para todos os canais. Em seguida, defini-
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mos: v = f − u = (fR, fG, fB) − (uR, uG, uB), em analogia com o caso unidimensio-

nal. Essa abordagem é a mesma empregada em [Grossauer, 2004], [Vese; Osher, 2006] e

[Casaca; Boaventura, 2008b]. Finalmente, o algoritmo TS-MS é aplicado em v, produ-

zindo a versão recomposta associada.

A seguir apresentamos os resultados experimentais obtidos.

Experimento 1

O nosso primeiro experimento apresenta uma imagem fotográfica de 256× 256 pixels

repleta de textura regular e alguns detalhes que devem ser preservados, tais como gola,

botões, subdivisões da camisa, entre outros.

Como esse é um exemplo sintético, adicionamos pequenos quadrados em regiões es-

tratégicas da imagem. A quantidade de pixels danificados totaliza 4000, o que confere

um grau intermediário de dificuldade de recuperação. O objetivo é reconstruir as lacunas

introduzidas sem que se tenha a perda da textura e das informações relevantes da imagem.

(a) (b)

Figura 45: (a) Imagem original e (b) imagem danificada f .

Os parâmetros adotados para cada etapa de processamento encontram-se abaixo:

• Etapa de Decomposição: ΔtBBS = 0.5 e σ = 50;

• Pré-Processamento da Máscara: Não;

• Etapa de Inpainting: NCDD = 800;
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(a) (b)

Figura 46: (a) Componente homogêneo u e (b) sua versão restaurada u1.

(a) (b)

Figura 47: (a) Componente contendo textura v e (b) sua versão restaurada v1.

(a) (b)

Figura 48: (a) Imagem reconstrúıda f1 = u1 + v1 e (b) região restaurada em destaque.
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• Etapa de Śıntese de Textura: mTS−MS = 7 e nTS−MS = 9.

De acordo com os resultados apresentados, podemos constatar que a técnica empre-

gada produziu um resultado bastante satisfatório no quesito êxito na restauração. Todas

as texturas inexistentes da imagem da Figura 45(b) foram reconstrúıdas, conforme evi-

denciam as Figuras 48(a) e 48(b).

Quanto ao tempo de processamento, a maior parte do custo computacional está vin-

culado ao processo de śıntese de texturas. No total, o tempo de processamento foi de 3

minutos.

Outro fator relevante acerca da abordagem proposta, que não ocorre com modelos tra-

dicionais da literatura, é que, durante a etapa de decomposição cartoon/textura, o próprio

modelo BBS atua no processo de reconstrução das áreas degradadas no componente ho-

mogêneo u, conforme mostra a Figura 46(a) em comparação com as regiões destacadas

em 45(b). Isso facilita a etapa seguinte de inpainting digital em u e, em alguns casos, essa

etapa pode ser completamente descartada. Este é o caso tratado no próximo experimento.

Experimento 2

O segundo experimento faz menção a uma imagem colorida, de dimensões 172× 256,

completamente dotada de textura irregular. Consideramos uma fotografia com um texto

sobreposto à pele de um jaguar. O texto corresponde a uma região delimitada por 2600

pixels. Nesse caso, o objetivo é realizar a remoção das letras sobrepostas de forma a não

deixar imperfeições na imagem final de sáıda.

Embora o número de pixels seja inferior em relação ao experimento anterior, o grau

de complexidade conferido por esse tipo de textura é bem mais elevado, pois a textura é

irregular e está presente em toda a imagem. Além disso, o modelo proposto pode produzir

resultados não muito satisfatórios para texturas que não sejam regulares, devido ao fato

deste ter sido projetado para tratar padrões oscilatórios de maior regularidade.

Os parâmetros utilizados são relacionados a seguir:

• Etapa de Decomposição: ΔtBBS = 0.8 e σ = 50;

• Pré-Processamento da Máscara: Sim;
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• Etapa de Inpainting: Não foi necessária;

• Etapa de Śıntese de Textura: mTS−MS = 3 e nTS−MS = 11.

(a) (b)

Figura 49: (a) Imagem com texto, f e (b) imagem reconstrúıda f1.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 50: (a) Máscara pré-processada (dilatada), (b) componente homogêneo u, (c) v e
(d) versão reconstrúıda v1 de v.

Com base nos resultados apresentados, podemos constatar que o MP-I atuou satis-

fatoriamente na reconstrução da imagem experimental, sem produzir qualquer tipo de

efeito indesejável. Praticamente não há grandes distinções em relação à suposta imagem

original, sem o texto sobreposto, constitúıda apenas pela textura natural do jaguar.
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É importante salientar que nesse experimento não foi necessário aplicar o algoritmo

de inpainting para reconstruir u, visto que na própria etapa de decomposição tal ta-

refa foi executada integralmente. Essa caracteŕıstica não ocorre nos modelos tradici-

onais de dissociação de imagens como [Aujol; Chambolle, 2005, Esedogluy et al., 2007,

Vese; Osher, 2003, Garnetta et al., 2007], entre outros.

Em contrapartida, na etapa de śıntese de textura o custo computacional foi extrema-

mente elevado. No total foram 8 segundos para a etapa de decomposição e 37 minutos

para a etapa de reconstrução da textura. Isso é justificado pelo fato da dimensão da

janela de inserção de dados mTS−MS ter sido adotada por um valor bastante ı́nfimo, em

comparação com outros experimentos.

Experimento 3

O experimento a seguir apresenta uma imagem fotográfica caracterizada por regiões

homogêneas e texturizadas bem definidas. Propositalmente, danificamos algumas regiões

de fronteira da imagem, composta por estruturas homogêneas e texturas regulares bastante

distintas entre si, o que tornou o processo de recomposição mais complexo.

A imagem testada possui dimensões 256× 256 e é colorida. Isso significa que, para se

obter êxito no processo de reconstrução, a etapa de inpainting não pode falhar em nenhum

dos três componentes de cores R, G e B. O número de pixels a serem restaurados é de

3588.

Os parâmetros são descritos abaixo:

• Etapa de Decomposição: ΔtBBS = 0.1 e σ = 20;

• Pré-Processamento da Máscara: Sim;

• Etapa de Inpainting: NCDD = 2000;

• Etapa de Śıntese de Textura: mTS−MS = 3 e nTS−MS = 11.

Analisando as imagens das Figuras 52(b) e 52(d) constatamos que o Prinćıpio da

Conectividade foi satisfeito. Isso fica evidente quando se observa principalmente as partes
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 51: (a) Imagem original, (b) danificada (destacando-se a danificação), (c) restau-
rada e (d) região reconstrúıda em destaque.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 52: (a) Componente homogêneo, (b) versão homogênea reconstrúıda, (c) compo-
nente da textura e (d) versão da textura reconstrúıda.
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conectadas na região da mão, do cabelo e da túnica. Para o caso do inpainting, esse resul-

tado pode ser justificado com base na concepção de que o modelo CDD foi desenvolvido

para satisfazer tal prinćıpio e, para o caso da imagem da Figura 52(d), o algoritmo de

śıntese de texturas empregado é amparado pelo mecanismo de prioridade na reconstrução

dos pixels.

Também é válido ressaltar que o MP-I obteve êxito na recuperação de áreas composta

por diferentes tipos de textura, como evidencia a Figura 51(d).

Por outro lado, devido ao alto custo computacional do modelo de śıntese de texturas,

o tempo de processamento foi novamente elevado, isto é, o processo total levou 48 minutos

para ser executado. O motivo é o mesmo descrito no experimento anterior: a utilização

de uma valor ı́nfimo para representar mTS−MS.

5.1.2 Análise Qualitativa

Nesta seção apresentamos os resultados qualitativos do MP-I em comparação com

técnicas clássicas da categoria.

Conforme mencionado anteriormente, descrevemos um estudo comparativo entre a

abordagem proposta e o modelo BVSO descrito no ińıcio deste caṕıtulo.

Os parâmetros referentes ao modelo BVSO foram escolhidos tendo por base a quali-

dade visual e o artigo de origem [Bertalmio et al., 2003], isto é:

• Para o modelo de decomposição simultâneo VO [Vese; Osher, 2003], empregamos

μ = 0.1 e o número de iterações tomado foi 100. Nesse caso, λ fica sendo um

parâmetro de entrada;

• Para o modelo de inpainting BSCB, o passo temporal é definido como sendo ΔtBSCB =

0.1 enquanto que a razão de iterações de difusão em relação ao modelo foi de 3 para

1 [Bertalmio et al., 2000]. Aqui, o número de iterações NBSCB passa a ser um pa-

râmetro controlado pelo usuário;

• No método de śıntese de textura EL [Efros; Leung, 1999], foram adotadas as dimen-

sões da janela de busca como sendo 7 × 7 pixels.
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Experimento 1

O primeiro experimento faz menção à parte inferior da fotografia da Barbara (Figura

29(a)), de 155 × 245, bem caracterizada sob a ótica da miscigenação da estrutura e da

textura: há regiões inteiramente homogêneas e outras integralmente texturizadas. Foram

danificadas tanto regiões mistas contendo estrutura e textura (degradações em preto),

quanto áreas exclusivamente dotadas de textura (degradações em branco).

A quantidade de pixels a serem recuperados é de 3200 e o ńıvel de dificuldade para

este experimento é considerável relativamente complexo.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 53: (a) Imagem danificada, (b) máscara original, (c) restaurada pelo MP-I e (d)
pelo BVSO.

Podemos observar que o MP-I apresentou um resultado bastante satisfatório en-

quanto que o modelo BVSO realçou erronemanete algumas regiões de reconstrução. De

acordo com os autores [Bertalmio et al., 2003], somente o componente que representa

a textura deve ser pré-processado, isto é, a região de reconstrução deve ser levemente

ampliada, tal como ocorre, de forma similar, com nossa abordagem. Entretanto, em

[Bertalmio et al., 2003], o componente u não é pré-processado. Para efeito de averigua-

ção, aplicamos o mesmo pré-processamento realizado em nosso método no componente
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estrutural u obtido pelo modelo BVSO e associamos ao termo reconstrúıdo da textura,

o que produziu a imagem recomposta dada pela Figura 54(b).

Nota-se que o pré-processamento do componente estrutural u contribuiu significati-

vamente para a reconstrução final da imagem de sáıda, como mostra a Figura 54(b) em

analogia com a Figura 53(d). Por outro lado, para equiparamos essa nova reconstrução

com a obtida pelo MP-I (Figura 53(c)), tomamos por base as áreas reconstrúıdas por

cada modelo, dadas pelas imagens da Figura 55(a)-(b).

(a) (b)

Figura 54: (a) Máscara pré-processada (dilatada) e (b) nova versão restaurada pelo
BVSO.

(a) (b)

Figura 55: (a)-(b) Áreas de reconstrução em destaque obtidas de 53(c) e 54(b), respecti-
vamente.

De acordo com a região delimitada pelo retângulo vermelho (Figura 55), apenas o

MP-I prolongou a discreta aresta presente no tecido da perna da Barbara. Tal prolonga-

mento é atribúıdo ao modelo de śıntese de texturas TS-MS, cujo processo de alocação dos

pixels-alvo é amparado pelo mecanismo de detecção dos isótopos da imagem. Quanto à

região delineada pelo retângulo verde, apenas o MP-I conectou de forma correta as partes

oclusas da mesa, uma vez que a abordagem proposta é baseada no modelo de inpainting
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CDD, o qual conecta as regiões desconexas com grande precisão. Essa caracteŕıstica fre-

quentemente costuma falhar quando se adota o modelo de inpainting BSCB para realizar

tal tarefa. Em contrapartida, o retângulo azul, relativo ao modelo BVSO, evidencia uma

restauração levemente superior na recuperação da textura em comparação com o MP-I.

Conforme mencionado anteriormente, para a geração dos resultados descritos acima,

optamos por utilizar a máscara dilatada. No modelo BBS tomamos ΔtBBS = 0.1.

Modelo σ/λ NCDD/NBSCB J.Alocação J.Busca Tempo Proc. (min)
MP-I 20 800 3 9 7
BVSO 0.1 2000 1 7 20

Tabela 2: Parâmetros adotados e resultados obtidos após o processamento.

Confrontando os dados da tabela acima, podemos concluir que o tempo de proces-

samento do modelo BVSO é praticamente o triplo do MP-I. Algoritmos que efetuam

inserção pixel-a-pixel, como é o caso do modelo EL [Efros; Leung, 1999], de fato, possuem

um elevado custo computacional.

Experimento 2

O experimento a ser por ora analisado é voltado para a comparação não só do MP-I

com o modelo BSVO, mas também com as abordagens convencionais clássicas de śıntese

de textura e de inpainting por EDP. Mais especificamente: aplicamos a formulação original

tanto do modelo de śıntese de texturas EL [Efros; Leung, 1999] como do algoritmo de

retoque digital BSCB [Bertalmio et al., 2000] na imagem danificada.

A imagem a ser tratada (de dimensões de 243 × 100) foi alterada com a inserção

de um grande retângulo de 7176 pixels, o que corresponde a uma região considerável da

imagem (30%). Além disso, há predominância de texturas estocásticas e de estruturas

bem delineadas na imagem (como é o caso da região de divisa entre o “muro” e a “água”

- Figura 56).

No que se refere à recomposição das partes faltantes, pode-se concluir que todas as

técnicas obtiveram êxito na recuperação da região-alvo, entretanto, analisando a integri-

dade da restauração com as informações originais da imagem, houve grandes diferenças.

Na reconstrução 56(b) foi gerada uma divisão linear (localizada no meio da imagem),

porém houve êxito na conexão do muro. Já em 56(c) a região delimitada pela água ficou
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(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 56: (a) Imagem a ser processada, (b) reconstrúıda por [Efros; Leung, 1999], (c)
por [Bertalmio et al., 2000], (d) pelo BVSO e (e) pelo MP-I.

(a) (b) (c) (d)

Figura 57: (a) Reconstruções em evidência de 56(b), (b) 56(c), (c) 56(d) e -(d) 56(e).
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borrada, o que comprometeu a restauração. Na restauração 56(d), pode-se perceber a

predominância de padrões lineares de textura na água, isto é, foram introduzidas divisões

indesejadas nessas regiões. Além disso, o Prinćıpio da Conectividade não foi plenamente

satisfeito, pois o muro foi conectado parcialmente. Em contrapartida, na imagem 56(e)

houve a conexão entre todas as arestas do muro e a textura estocástica da água foi recupe-

rada sem o surgimento de efeitos indesejáveis. Ademais, as regiões de estrutura e textura

ficaram bem definidas do ponto de vista visual. As imagens da Figura 57 evidenciam

melhor cada reconstrução da qual comentamos.

Para assegurar a integridade plena das imagens envolvidas no experimento, a imagem

56(d) foi extráıda do artigo [Bertalmio et al., 2003] enquanto que as demais foram obtidas

diretamente pela execução dos métodos em questão. Os parâmetros do modelo BVSO

foram tomados seguindo as sugestões presentes em [Bertalmio et al., 2003].

Sob os diversos fatores analisados, tais como, êxito na conexão dos isótopos separa-

dos, qualidade de reconstrução e tempo de processamento, o MP-I apresentou o melhor

desempenho.

Modelo σ/λ NCDD/NBSCB J.Alocação J.Busca Tempo Proc. (min)
MP-I 50 300 9 11 2, 5
BVSO 0.1 200 1 7 2 − 3

Tabela 3: Parâmetros adotados e resultados obtidos após o processamento.

No MP-I, adotamos ΔtBBS = 0.1 com dilatação da máscara. No modelo BSCB

[Bertalmio et al., 2000], o número de iterações foi de 300, com tempo de processamento

igual a 3 segundos enquanto que no método EL [Efros; Leung, 1999] o tempo foi de 42

minutos. Vale ressaltar que este último modelo é não-paramétrico.

Experimento 3

O último experimento envolvendo o MP-I e o BVSO tem por finalidade inves-

tigar a sinergia do processo de decomposição com o processo de reconstrução. Para

essa avaliação empregamos os modelos considerados em uma imagem extráıda do livro

[Gonzales; Woods, 2002], de dimensões 191 × 256. Embora a imagem-alvo seja aparente-

mente simples do o ponto de vista visual, há uma grande presença de detalhes intŕınsecos

como bordas, contornos, diferentes estruturas e texturas.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 58: (a) Imagem a ser processada, (b) máscara (região-alvo), (c)-(d) restauradas
pelo BVSO e (e) restaurada pelo MP-I.

Analisando a Figura 58, pode-se notar que as imagens reconstrúıdas 58(c)-(d) ficaram

comprometidas, no que diz respeito à similaridade visual, quando comparadas com a

imagem 58(a). No primeiro caso, há uma grande perda de texturas enquanto que no

segundo caso ficou evidente as diferenças nas tonalidades de cores e no contraste entre as

imagens. Por outro lado, há uma semelhança notável entre 58(e) e 58(a). Além disso,

a reconstrução da área-alvo 58(b) foi desempenhada com maior êxito pelo MP-I do que

pelos outros dois exemplares gerados pelo modelo BVSO.

A justificativa para que as imagens processadas 58(c)-(d) se distinguissem da imagem

de entrada 58(a) reside no fato de que o processo de decomposição simultâneo utilizado

no modelo BVSO pode não produzir uma decomposição fiel da imagem inicial. Este fato

certamente contribuiu para a obtenção dos resultados finais produzidos pelo modelo. Para

exemplificarmos, expomos os componentes envolvidos na confecção de 58(c)-(d) (Figura

59).

No primeiro caso, tanto estrutura quanto textura ficam bem definidas, entretanto, há

perda de informações nesta última, o que compromete a soma final. Já no segundo caso, o

componente texturizado v fica plenamente determinado, porém, u acaba retendo parte da
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 59: (a); (d) e (b); (e) componentes u e v associados às imagens originais de 58(c)
e 58(d) e (c); (f) representação das respectivas somas u + v.

textura no processo de dissociação das imagens, o que inviabiliza o processo subsequente

de restauração pelo modelo de inpainting.

Portanto, há uma grande vantagem em se utilizar modelos de decomposição não-

simultâneos tal como o empregado no MP-I, uma vez que há garantias de que f = u+ v.

Os parâmetros utilizados em cada experimento são apresentados na tabela abaixo:

Modelo σ/λ NCDD/NBSCB J.Alocação J.Busca T. Proc. (min)
MP-I 20 15000 9 9 8

BVSO-58(c) 0.01 2000 1 7 20
BVSO-58(d) 0.1 2000 1 7 19

Tabela 4: Parâmetros adotados e resultados obtidos após o processamento.

O passo temporal na decomposição pelo BBS foi de ΔtBBS = 0.5, onde adotamos

o pré-processamento da máscara em todas as etapas do algoritmo. O número de pixels

reconstrúıdos foi de 2165.
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5.2 Proposta II: Resultados Numéricos e Discussão

Nesta seção apresentamos os resultados experimentais obtidos com a aplicação da se-

gunda abordagem proposta para tratar o problema de reconstrução de imagens. De forma

a atender essa necessidade, o modelo proposto respalda-se em técnicas envolvendo EDP

e no procedimento proposto, denominado aqui de amostragem dinâmica. Também

realizamos uma breve discussão acerca das caracteŕısticas espećıficas do nosso algoritmo

e sobre a análise comparativa envolvendo técnicas da literatura voltadas para o mesmo

propósito.

Denotamos o Modelo Proposto II por MP-II, o qual é, a rigor, classificado como

um modelo de śıntese de texturas por exemplar, embora de acordo com alguns trabalhos

recentes relativos à essa categoria, costuma-se fazer alusão ao termo inpainting base-

ado em blocos ou exemplar em alternativa à classificação mencionada anteriormente.

Sendo assim, empregamos o termo inpainting como sinônimo de reconstrução no desen-

volvimento desta seção.

Tratando-se da análise comparativa, o modelo escolhido para esta finalidade foi o

famoso e eficiente algoritmo proposto pelos autores A. Criminisi, P. Perez e K. Toyama

[Criminisi et al., 2004], modelo este que foi o precursor de uma infinidades de técnicas

direcionadas para reconstruir imagens e, ainda, continua sendo amplamente utilizado em

trabalhos mais recentes sobre o assunto. Neste trabalho adotamos a sigla CPT para

referenciar tal modelo.

5.2.1 Resultados Experimentais

Nesta seção apresentamos os resultados experimentais obtidos pelo MP-II.

O tempo de processamento relativo ao MP-II é computado de acordo com a soma

do tempo transcorrido em cada uma das duas seguintes etapas de aplicação: do modelo

de dissociação de domı́nios BBS e do algoritmo de śıntese de textura proposto.

A estimativa dos parâmetros adotados em cada um dos modelos avaliados foi realizada

com base no ńıvel de reconstrução visual produzido e na percepção visual humana, mais

especificamente, na validação do Prinćıpio da Conectividade [Kanizsa, 1979].
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Os passos de execução do modelo proposto são apresentados a seguir, na ordem de

realização.

1. Etapa de Decomposição de Domı́nios

Para efetuar esta tarefa, utilizamos o modelo BBS [Barcelos et al., 2003] amparado

pelo mecanismo de seleção de parâmetros ótimos proposto em [Barcelos et al., 2005] com

as devidas adequações, exatamente como foi descrito para o caso da seção anterior. Assim,

devemos estimar três parâmetros de entrada: σ, NBBS e ΔtBBS. Dentre esses, apenas um

foi mantido como parâmetro efetivo de entrada: σ (onde, na maioria dos experimentos, foi

adotado o valor 30). Para os parâmetros remanescentes, fixamos NBBS = 50 e ΔtBBS =

0.1.

É válido ressaltar que a aplicação da decomposição de domı́nios é exclusivamente

voltada para a obtenção do termo homogêneo u, visto que esse promove a caracterização do

mecanismo de prioridade incorporado no MP-II. Isso significa que o segundo componente,

o termo da textura v, não tem utilidade na proposta vigente.

2. Etapa de Reconstrução

Na etapa de recomposição dos pixels-alvo o algoritmo necessita de três parâmetros

para um funcionamento adequado. Pelo fato desse algoritmo ser o mesmo que o adotado no

MP-I, mas sem o emprego do procedimento de amostragem morfológica, tanto o processo

de alocação de pixels como o de busca na região de amostragem são implementados por

blocos quadrados de dimensões m×m e n×n, respectivamente. Dessa maneira, m e n se

tornam parâmetros de entrada fornecidos pelo usuário. O terceiro parâmetro é espećıfico

do algoritmo que distingui o MP-I do MP-II: a amostragem dinâmica. Tal parâmetro

é definido como sendo a dimensão de um bloco quadrangular e será denotado aqui pela

letra L.

Tratamento de Imagens Coloridas

De modo análogo ao considerado no MP-I, o algoritmo de decomposição de domı́nios

BBS é aplicado independentemente em cada canal de cor. O componente homogêneo u
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passa, então, a ser definido pelos correspondentes canais de cores produzidos na processo

anterior. Como a etapa de reconstrução é baseada em alocações de dados, há apenas

pequenas adaptações numéricas para o caso de imagens coloridas.

Nas páginas subsequentes direcionamos nossas atenções para os resultados obtidos.

Foram apresentadas três análises experimentais as quais abrangem uma classe de imagens

de dif́ıcil tratamento. Os parâmetros utilizados foram relacionados na tabela a seguir:

Experimento Dimensões n. Pixels Deg. σ m n L
Barbara 155 × 262 1350 30 9 9 21
Textura em 3D 188 × 188 5246 30 9 9 29
Placas 87 × 169 1148 16 3 3 15

Tabela 5: Informações relativas aos experimentos.

Experimento 1

O nosso primeiro experimento tem por finalidade ressaltar o mecanismo de atribuição

de prioridade P (equação (4.14)) proposto para a inserção dos pixels-alvo. A imagem

considerada foi extráıda da Figura 29(a), com danificações direcionadas para as regiões

h́ıbridas compostas por estruturas e texturas e regiões homogêneas dotadas de textura

pura. Tal imagem possui algumas das regiões de inpainting consideradas na primeira

análise equiparativa envolvendo o MP-I, o que viabilizou o estudo comparativo entre o

MP-II, MP-I e o BVSO.

De acordo com a Figura 61, podemos observar que o algoritmo atribuiu prioridade

máxima às regiões verde e vermelha em destaque, pois essas foram privilegiadas por serem

regiões de fronteira ou borda de objetos, conforme evidencia 60(d). Conforme descrito

no Caṕıtulo 4, a imagem suporte 60(d) é um dos elementos responsáveis pela atribuição

de prioridade pois é a partir do cálculo do fator de relevância R(p) sobre ela, em cada

pixel-alvo p, que se determina a prioridade de alocação P (p) do mesmo.

Em comparação com as regiões reconstrúıdas em comum de 53(c)-MP-I e 53(d)-

BVSO, o MP-II obteve resultados ainda melhores, visto que, além de recompor a textura

satisfatoriamente também houve a prolongação integral do detalhe intŕınseco do contorno

da “perna” (vide região em vermelho da Figura 61(d)).

Outro ponto importante a ser ressaltado foi o tempo de processamento: apenas 4
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 60: (a) Imagem deteriorada, (b) máscara-guia (região de reconstrução), (c) res-
taurada pelo MP-II e (d) componente suporte (para o cálculo do critério de prioridade
P ).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 61: (a) Reconstrução da Figura 60 com 15% dos pixels recompostos, (b) 35% e
(c)-(d) “zoom” das regiões em destaque de (a) e (b), respectivamente.
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segundos para o processamento total.

Experimento 2

Em nosso segundo experimento analisamos uma imagem colorida de dif́ıcil tratamento,

pois há danificações nas estruturas geométricas dos objetos presentes na mesma, como é o

caso da separação dos semi-ćırculos na região superior da imagem. Em adição ao problema

relatado, há também regiões com texturas distintas em todo o peŕımetro de reconstrução.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 62: (a) Imagem original, (b) danificada, (c) restaurada pelo MP-II e (d) região
recuperada.

Com base nos resultados da Figura 62, conclúımos que o modelo proposto restau-

rou a imagem danificada 62(b) com uma precisão considerável, visto que ele completou

o semi-circulo (situado na região superior da imagem) corretamente, não interpolando

linearmente as partes desconexas, como é recorrente em algumas abordagens correlatas

da literatura.

Esse resultado mostra que o inpainting aplicado na imagem seguiu as linhas dos isó-
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topos, conforme a descrição original de nossa proposta.

Um segundo ponto interessante acerca desse experimento respalda-se no fato de que

a quantidade de pixels recuperado é bastante elevada: 5246, quase quatro vezes maior do

que a área de inpainting do experimento anterior.

Já o tempo de processamento foi de 39 segundos, considerado relativamente rápido

levando-se em consideração a quantidade de pixels tratados.

Experimento 3

Em nossa última bateria de testes envolvendo exclusivamente o MP-II, estudamos

uma aplicação prática de grande interesse na comunidade cient́ıfica: remoção de objetos

indesejáveis em imagens digitais.

A proposta é remover o objeto-alvo destacado na Figura 63(b) de forma a satisfazer

integralmente o Prinćıpio da Conectividade, isto é, a técnica executada deverá ser capaz

de prolongar toda a extensão da haste através do objeto-alvo (vide Figura 63(a)), além

de reconstruir as regiões de inpainting anexas à textura estocástica (região compreendida

pela água) da mesma.

(a) (b) (c) (d)

Figura 63: (a) Imagem original, (b) seleção em destaque do objeto a ser removido, (c)
imagem reconstrúıda e (d) área reconstrúıda.

Conforme mostra a imagem da Figura 63(c) o modelo obteve êxito pleno no propósito

de remover o objeto-alvo realizando o Prinćıpio da Conectividade, isto é, o algoritmo
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reconstruiu a imagem de acordo com a percepção visual humana.

Na intenção de investigar a atuação dos fatores de relevância R e de confiança C,

elementos de composição do mecanismo de prioridade P (equação (4.14)), procuramos

avaliar a contribuição individual de cada um desses termos no problema reportado. Além

disso, também desativamos tal mecanismo de modo que o processo de reconstrução atuasse

de forma aleatória. As imagens da Figura 64 a seguir apresentam esses resultados.

(a) (b) (c) (d)

Figura 64: Análise da prioridade na reconstrução. (a) Reconstrução aleatória, (b) 30%
de reconstrução apenas com a atuação de C, (c) de R e (d) de P .

Na Figura 64(a) é viśıvel que a reconstrução não verificou o Prinćıpio da Conectivi-

dade. Nos caso do termo de confiança C (Figura 64(b)) nota-se que o mesmo procurou

atuar sempre na reconstrução do contorno da região de inpainting enquanto que o termo

de relevância R (Figura 64(c)) seguiu exclusivamente a direção das linhas de mesma to-

nalidade de cor da “haste metálica” (repare que o retângulo de pixels dentro da haste não

foi priorizado). Finalmente, a Figura 64(d) evidencia o balanceamento entre C e R, isto

é, o mecanismo proposto P .

O tempo de processamento também apresentou um resultado satisfatório: o algoritmo

levou 22 segundos para retornar a imagem processada.
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5.2.2 Análise Qualitativa

Nas páginas subsequentes apresentamos os resultados qualitativos do MP-II em re-

lação a algumas abordagens clássicas da categoria.

Como já foi citado anteriormente, em nossa análise comparativa utilizamos o tradici-

onal modelo [Criminisi et al., 2004].

Conforme sugerido em [Criminisi et al., 2004], tomamos um template (bloco qua-

drado) de dimensões 9 × 9. É importante salientar que o referido modelo efetua a busca

pelo bloco ótimo no complementar da região de inpainting, isto é, toda a imagem constitui

a amostra sorvedoura de dados.

Na tabela a seguir são relacionados os parâmetros adotados na aplicação do MP-II.

Experimento Dimensões n. Pixels Deg. σ m n L
Prédio 200 × 200 1143 30 9 11 57
Bungee Jump 308 × 206 7592 15 11 17 53
Mandril 512 × 512 25025 15 9 15 53
Olho 159 × 241 2812 30 5 7 35
Carro 235 × 377 9321 30 7 11 35
Texturas 267 × 400 18186 50 9 13 53

Tabela 6: Informações relativas aos experimentos.

Experimento 1

Neste experimento, apresentamos uma aplicação prática na qual se almeja remover um

objeto situado em uma região dotada de texturas de dif́ıcil manipulação. Nessa aplicação

foi posśıvel ressaltar as singularidades do processo de amostragem do MP-II em analogia

com as demais técnicas da literatura, tal como o modelo CTP.

É válido ressaltar que tanto a imagem original como a máscara foram extráıdas do site

http://yokoya.aist − nara.ac.jp/research2/eachresearch/norihi − k/inpainting.html.

Analisando as imagens da Figura 66, é posśıvel verificar que o MP-II (Figura 66(a))

produziu um excelente resultado, visto que as estruturas geométricas das vizinhanças da

região de inpainting (as “janelas”) foram replicadas com bastante precisão (vide “zoom”

da Figura 67(a)). Por outro lado, embora o modelo CTP (Figura 66(b)) tenha obtido

êxito no quesito restauração, as “janelas” foram sintetizadas de forma equivocada, pois,
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(a) (b)

Figura 65: (a) Imagem original e (b) área de inpainting em destaque.

(a) (b)

Figura 66: (a) Imagem reconstrúıda pelo MP-II e (b) pelo modelo CTP.
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(a) (b)

Figura 67: (a)-(b)“Zoom”da regiões reconstrúıdas extráıda de 66(a)-(b), respectivamente.

gerou-se apenas uma janela ao invés de duas (vide zoom da Figura 67(b)).

As imagens 67(a) e 67(b) ressaltam uma das principais diferenças entre o modelo pro-

posto e o CTP: enquanto o primeiro respalda-se na amostragem dinâmica para buscar um

exemplar (bloco) ótimo para reconstruir os pixels de mesma similaridade, o segundo efetua

varredura em uma amostra fixa, já pré-determinada antes mesmo do ińıcio do processo

de replicação. Isto significa que pixels recompostos durante a dinâmica do processamento

não são identificados como parte da amostra. Além disso, as chances de eqúıvocos na

restauração quando se utiliza uma amostra muito grande (como é o caso do CTP) au-

mentam significativamente. Assim, com a adoção de uma amostragem dinâmica, que varie

de acordo com cada bloco a ser reconstrúıdo, que incorpore os pixels já restaurados e que

ainda delimite a região amostral, acabam por constituir a sinergia necessária para que se

possa obter um bom desempenho visual com um menor custo computacional.

Quanto ao tempo de processamento, o esforço computacional agregado ao MP-II foi

de 10 segundos enquanto que o CTP foi de 12 segundos.

Experimento 2

Em nosso segundo experimento investigamos novamente o tema remoção de objetos

em fotografias, porém, agora foi considerada uma área de inpainting de grandes dimensões.

O ńıvel de complexidade deste problema é bastante elevado uma vez que há estruturas

geométricas importantes a serem preservadas.

De acordo com os resultados da Figura 68, ambos os modelos obtiveram êxito no
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 68: (a) Imagem original, (b) área de inpainting em destaque, (c) versão restaurada
pelo MP-II, (d) pelo CTP e (e)-(f) áreas reconstrúıdas relativas a (c) e (d), respectiva-
mente.
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processo de restauração, além de satisfazerem o Prinćıpio da Conectividade, como mostra

a área recomposta representada pelo “telhado” conectado. Por outro lado, a imagem

68(c) apresentou um resultado melhor pois completou integralmente o “telhado”, não

reproduzindo nenhum tipo de efeito indesejável tal como ocorre em 68(d) (incoerência de

texturas entre a “vegetação” e o “telhado”).

Um outro ponto relevante a respeito da reconstrução produzida pelo MP-II é que

houve a perpetuação do padrão presente no canto inferior da imagem 68(a) (artefato

situado próximo ao “joelho” esquerdo do saltador). Isso se deve ao fato do modelo MP-II

amostrar informações apenas nas proximidades das regiões-alvo de reconstrução, tal como

propõe a amostragem dinâmica aqui designada.

Quanto ao tempo de processamento, não houve variações bruscas: 1, 93 minutos para

o MP-II e 1, 83 minutos para o CTP.

Um fato curioso acerca do resultado obtido pelo CPT no experimento em questão

é que a implementação aqui considerada produziu um resultado muito mais convincente

em relação ao apresentado no trabalho de origem [Criminisi et al., 2004]. Para efeito

ilustrativo apresentamos na Figura 69 o resultado presente no referido artigo.

(a) (b)

Figura 69: (a) Imagem reconstrúıda apresentada em [Criminisi et al., 2004] e (b) seleção
da área reconstrúıda.

Conforme o resultado evidenciado em 69(a), vemos que 68(d) obteve maior êxito na

replicação da textura relativa ao “telhado”.
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Experimento 3

O terceiro experimento faz alusão à uma imagem fotográfica clássica, dotada de um

grande número de texturas diversas. A imagem foi danificada em regiões estratégicas: en-

tre fronteiras de texturas distintas, de estruturas geométricas e em áreas de predominância

de texturas puras.

Em consonância com os apontamentos acima, é válido ressaltar que as dimensões

da imagem não colaboram para um processo satisfatório de inpainting: trata-se da maior

imagem analisada neste trabalho, de dimensões de 512×512, contendo lacunas de grandes

proporções a serem preenchidas (mais precisamente: 25025 pixels).

A fotografia original e sua versão deteriorada são apresentadas na sequência:

(a) (b)

Figura 70: (a) Imagem original e (b) versão a ser processada.

De um modo geral, constatamos que ambas as abordagens recuperaram as regiões

faltantes de forma satisfatória, porém, o MP-II produziu uma resultado superior em

comparação com o CTP. Afirmamos isso de acordo com as regiões reconstrúıdas em

destaque (Figuras 71(c)-(d)), na qual podemos averiguar que nas regiões caracterizadas

por textura pura o modelo CTP produziu um efeito de suavização excessiva.

Um ponto de destaque em relação a esta experimentação foi o tempo de processa-

mento: 11 minutos para o MP-II × 38 minutos do CTP. Isso reafirma a ideia de que o
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 71: (a) Reconstrução obtida pelo MP-II, (b) pelo CTP e (c)-(d) áreas recons-
trúıdas de (a) e (b), respectivamente..
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custo computacional aumenta consideravelmente quando a região de amostragem é defi-

nida em toda a imagem, ainda mais no caso de imagens de grande dimensões.

Experimento 4

No quarto experimento direcionamos nosso foco para a análise de imagens de alta

nitidez. A imagem a ser recomposta apresenta deteriorações em regiões intŕınsecas e de

vasto detalhamento, como é o caso das diferentes camadas do “olho” na Figura 72(b).

Aqui, o objetivo é reintroduzir as partes perdidas de forma a produzir o melhor resultado

posśıvel do ponto de vista visual, bem como a recuperação dos detalhes mais intŕınsecos

da composição do “olho humano”.

Relatamos que a imagem original foi extráıda de [Bornemann; Marz, 2007].

(a) (b)

(c) (d)

Figura 72: (a) Fotografia original, (b) versão danificada (com obstruções em azul), (c)
reconstrúıda pelo MP-II e (d) pelo modelo CTP.

Conforme os resultados produzidos, a reconstrução oriunda do MP-II (Figura 72(c))

produziu uma imagem quase indistingúıvel, do ponto de vista visual, em comparação com

a fotografia original 72(a). O modelo proposto conseguiu consolidar a reconstrução dos

detalhes finos da imagem (ex.: as camadas do“olho humano”) com as tonalidades de cores
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mais adequadas para cada situação. Em toda a extensão do domı́nio de inpainting não

houve variações bruscas de coloração. Em contrapartida, o resultado obtido pelo modelo

CTP (Figura 72(d)) produziu uma imagem não tão satisfatória, pois há indefinições

presentes em algumas áreas da região de inpainting (como nas composições geométricas

do “olho”), além de reproduzir incorretamente algumas regiões (ex.: entre a “sobrancelha”

e o “olho”).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 73: (a)-(b) Seleção dos pixels restaurados em 72(c)-(d), respectivamente, e (c)-(d)
zoom relativo às reconstruções.

Com base nos pixels reconstrúıdos (Figuras 73(a) e (b)) e na região ampliada com-

pondo o “olho humano” (Figuras 73(c) e (d)) é ainda mais viśıvel a diferença de restaura-

ção.

Em relação ao tempo de processamento, o modelo CTP obteve melhor resultado, 45

segundos. Já o modelo MP-II realizou o processamento em 69 segundos.

Experimento 5

Em nosso penúltimo experimento retratamos uma imagem sintética contendo seis

diferentes tipos de texturas. Em adição ao problema da heterogeneidade, a região de
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inpainting é composta por um elevado número de pixels: são 18186 no total. Classificamos

este experimento como sendo um dos mais complexos deste caṕıtulo. O grande desafio aqui

é reconstruir precisamente as regiões de fronteira entre cada classe de textura, recompondo

com a informação adequada cada uma dessas classes.

(a)

(b)

Figura 74: (a) Imagem original e (b) versão danificada.

De acordo com a classificação vigente para os diferentes tipos de textura digital (vide

Figura 13), o problema abordado é composto por todas as cinco classes de textura, como

mostra a Figura 74, o que dificulta ainda mais o processo de restauração.

Tomando 74(b) como imagem de entrada e aplicando os algoritmos MP-II e CTP
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obtivemos os resultados seguintes:

(a)

(b)

Figura 75: (a)-(b) Imagem restaurada pelo MP-II e CTP, respectivamente.

De posse dos resultados experimentais, de um modo geral podemos concluir que a

abordagem proposta obteve um melhor resultado no processo de śıntese das regiões da-

nificadas (Figura 75(a)), visto que a textura representada no canto inferior direito não

foi corretamente reintroduzida em 75(b). Como o modelo MP-II parte da premissa de

amostrar informações apenas nas vizinhanças de reconstrução, não há o inconveniente

reproduzido em 75(b) de alocar pixels distantes em relação à região do pixel corrente.

Outro fato relevante é que, em ambos os casos, os isótopos foram priorizados na orde-

nação da restauração, caso contrário, as divisões entre os diferentes tipos de texturas
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estariam comprometidas.

(a)

(b)

Figura 76: Prioridade de reconstrução nas regiões de fronteira (via MP-II). (a) Recons-
trução com 48% dos pixels recompostos e (b) com 70%.

Convém também mencionar que ambos os modelos não atingiram êxito pleno na re-

construção, já que a textura situada no canto superior direito não foi plenamente recom-

posta. Neste caso o modelo CTP produziu um resultado mais convincente nesta região

em comparação com o MP-II (vide Figura 77).

O MP-II levou 6.5 minutos para processar o resultado final enquanto que no modelo

CTP foram necessários 7.1 minutos.
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(a)

(b)

Figura 77: (a)-(b) “Zoom” das regiões reconstrúıdas (fora de escala) de 75(a)-(b), respec-
tivamente.

Experimento 6

Em nosso último experimento voltamos as atenções para o tratamento simultâneo

de detalhes finos, śıntese de texturas regulares e estocásticas e reconstrução de padrões

geométricos globais.

A ideia é recuperar todas as áreas perdidas com as texturas correspondentes de cada

região-alvo, além de consolidar a conexão dos isótopos separados, isto é, produzir um

resultado que seja compat́ıvel com a percepção visual humana (Prinćıpio da Conectivi-

dade).

Vamos efetuar uma análise prévia do problema tomando por base a Figura 78(c). Há

danificações em diversos pontos cŕıticos da imagem. Dentre os mais relevantes, podemos

citar as seguintes regiões demarcadas e os respectivos objetivos associados.

1. Região enegrecida: conectar a “faixa da estrada”, que está situada em uma região

com dois tipos de textura predominante. A grande dificuldade aqui é percorrer a

faixa em seu sentido correto, isto é, no sentido da curvatura;

2. Região em branco: prolongar a “guia do muro” em uma região onde há três tipos



5.2 Proposta II: Resultados Numéricos e Discussão 132

(a)

(b)

(c)

Figura 78: (a) Imagem original, (b) versão a ser processada e (c) regiões de restauração
em destaque.
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de texturas distintas;

3. Região em verde: recompor a região com as correspondentes texturas de suas

vizinhanças. O processo deverá garantir a continuidade da “sombra do carro” e das

estruturas do próprio “carro”, além da recuperação do “asfalto”;

4. Região em azul: recuperar a pequena parte relativa ao “capô” do “carro” e a

textura enegrecida na região superior;

5. Região em vermelho: realinhar todas as regiões desconexas. Aqui há uma infini-

dade de texturas dispostas nas proximidades da região de inpainting o que confere

um ńıvel de dificuldade bastante elevado para a avaliação dos modelos;

6. Região em amarelo: reconstruir as “linhas” subdivisoras das texturas, como a

“faixa da estrada”, a aresta inferior e a aresta superior do “muro”, e adicioná-las na

recomposição do restante da área degradada.

De acordo com os resultados experimentais produzidos (Figura 79), conclúımos que

o modelo MP-II apresentou uma reconstrução muito mais condizente com os propósitos

inferidos para cada subregião do domı́nio de restauração. Na Figura 79(a), o Prinćıpio

da Conectividade foi atendido em todas as instâncias mencionadas. Em contrapartida, o

modelo CTP falhou em algumas das premissas de restauração anteriormente apresenta-

das.

Analisando a reconstrução da região da demarcação enegrecida obtida pela aborda-

gem proposta, podemos afirmar que o MP-II realizou não só conexões de caráter local,

mas também as de escopo global: houve a conexão correta com base na curvatura dos isó-

topos dessa região. Em contrapartida, o modelo CTP não obteve êxito nessa parcela de

reconstrução, já que foram introduzidos pixels indesejáveis nessa área. Analisando a área

correspondente à delimitação verde, a conexão entre as partes separadas foi plenamente

consolidada pelo MP-II e a śıntese da textura foi desenvolvida de forma correta. Já o

modelo CTP gerou alguns artefatos inconvenientes na restauração, tal como a reprodução

de partes de uma“roda”. Contudo, a região em vermelho evidencia o grau da reconstrução

fina de ambas as abordagens. Portanto, em relação à reconstrução da imagem original

78(a) sob um ponto de vista mais geral, houve maior grau de similaridade entre a mesma

e a reconstrução produzida pelo MP-II do que a reconstrução gerada pelo CPT.
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(a)

(b)

Figura 79: (a) Imagem reconstrúıda pelo MP-II e (b) pelo CTP.
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Quanto ao tempo de processamento, o modelo proposto exigiu um menor esforço

computacional: 2, 5 minutos × 4 minutos do CTP. Nesse sentido, o fator precursor

para que o tempo de processamento da técnica proposta fosse inferior ao modelo de

[Criminisi et al., 2004] pode ser atribúıdo ao processo de amostragem dinâmica do

modelo, já que este processo limita a região de busca dos blocos ótimos a uma vizinhança

em torno dos pixels-alvo.
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Caṕıtulo 6

Proposta de um Novo Esquema
de Decomposição e Aplicações

6.1 Motivação

De acordo com as ideias apresentadas no segundo caṕıtulo deste trabalho, cujo tema

considerado foi Decomposição de Imagens, foram abordadas duas metodologias de de-

composição espećıficas: Estrutura/Rúıdo e Estrutura/Textura-Rúıdo. Entretanto,

naquela ocasião, enfatizamos apenas o segundo caso, visto que o primeiro não se enqua-

drava nos propósitos desta dissertação, pois o termo textura era efetivamente desconside-

rado.

Conforme relatamos no Caṕıtulo 2, na decomposição do tipo estrutura/rúıdo, supunha-

se a existência da contaminação por rúıdo gaussiano em uma dada imagem desde que esta

fosse quase que integralmente caracterizada por regiões homogêneas. Assim, quando a

imagem-alvo era dotada também de regiões texturizadas, além de estruturas e rúıdo, a

análise não recaia em uma decomposição do tipo estrutura/rúıdo, mas sim em uma disso-

ciação do tipo estrutura/textura-rúıdo. Para este último caso, o processo de decomposição

produz, a partir do sinal original f , duas imagens componentes bem definidas: uma con-

tendo as regiões homogêneas em destaque (componente u), e a outra contendo a textura e

o rúıdo (componente v). Isso significa que a segunda imagem contempla textura e rúıdo,

isto é, ambos os domı́nios ficam confinados em um único componente e não há como

identificar cada um desses conjuntos de caracteŕısticas individualmente.

Portanto, do ponto de vista da aplicação prática (ex.: reconstruir uma imagem tex-
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turizada contaminada por rúıdo), decomposições do tipo estrutura/textura-rúıdo não são

adequadas para extrair o rúıdo indesejável adicionado à textura. Por exemplo, para ima-

gens fotográficas, é praticamente imposśıvel obter resultados satisfatórios adotando-se

algum modelo de decomposição f = u + v, devido à complexa estrutura e detalhamento

irregular presente nesse tipo de imagem.

Motivados pelas limitações das estratégias de decomposição apresentadas e na intenção

de confeccionar um protótipo robusto para tratar aplicações de extração de rúıdo em

imagens reais com texturas, propomos uma nova metodologia capaz de recompor uma

imagem ruidosa contendo alta concentração de textura e outros detalhes de natureza

oscilatória. O método proposto não apenas preserva as caracteŕısticas bem definidas da

imagem, mas também mantém texturas mais senśıveis como contornos intŕınsecos e bordas

mais afinadas, como, por exemplo, elementos contidos dentro de objetos. Além disso,

motivados por [Meyer, 2002] e [Vese; Osher, 2003], propomos uma nova representação da

imagem-alvo f por meio de três termos

f = u + ṽ + w (6.1)

com u representando a estrutura ou “cartoon” de f , ṽ representando apenas a textura e

contornos intŕınsecos de f e w representando o reśıduo (rúıdo e “fundo”) da imagem f .

Neste sentido, outra grande vantagem da referida proposta é que ela foi constrúıda de

forma a satisfazer a equação (6.1).

O método proposto procura combinar as ideias descritas em [Barcelos et al., 2003]

e [Barcelos et al., 2005], isto é, a EDP não-linear com seletor automático de parâme-

tros ótimos, com os recentes trabalhos [Demanet; Ying, 2007a], [Demanet; Ying, 2007b] e

[Demanet, 2006] sobre análise harmônica, com operadores de morfologia matemática, tal

como a transformada Top-Hat descrita em [Soille, 2003] e também com as ideias introdu-

zidas aqui para sintetizar cada componente da decomposição (6.1).

Neste caṕıtulo, o termo textura é empregado para identificar os dois primeiros tipos

de textura presentes na classificação apresentada na tabela da Figura 13: textura regular

e pós-regular, embora o método proposto também possa ser utilizado, com eficiência,

em aplicações envolvendo texturas de natureza mais estocásticas.
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6.2 A Abordagem Proposta

6.2.1 Descrição do problema

Seja f a imagem observada, com rúıdo, e I a imagem original, sem rúıdo, ambas

em escala de cinzas, representadas pelas funções f : D → R e I : D → R, onde D é

uma região retangular do R
2. Assumimos que tanto f quanto I podem ser estendidas

periodicamente para todo o plano real, de forma que se tenha f, I ∈ L2(R2).

Baseado em [Rudin et al., 1992], supomos que o rúıdo é aditivo, isto é,

f(x) = I(x) + n(x), x ∈ D, (6.2)

onde n representa o rúıdo do tipo gaussiano, de média 0 e variância σ2
noi ,

∫
D

n(x)dx = 0 e

∫
D

n2(x)dx = σ2
noi . (6.3)

Além disso, partimos da premissa de que a imagem original I é composta de estruturas

geométricas bem definidas (“cartoon”) e de padrões oscilatórios, como textura e detalhes

irregulares.

Assim, o objetivo aqui é minimizar o ńıvel de rúıdo presente na imagem de entrada

f , isto é, o impacto do rúıdo n(x) deverá ser mı́nimo na imagem de sáıda, tornando-a

visualmente mais próxima da imagem original I. A textura e os contornos intŕınsecos

embutidos na imagem de entrada devem ser mantidos e ressaltados, de forma que os

componentes de sáıda u, ṽ e w sejam tais que

I ∼= Ĩ = u + ṽ e n ∼= w, (6.4)

e representem as seguintes caracteŕısticas de f :

• u: estrutura, esqueleto, ou “cartoon”.

• ṽ: textura, contornos intŕınsecos e detalhes irregulares.

• w: rúıdo e fundo.
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6.2.2 Etapas da abordagem proposta

Seja f a imagem de entrada contaminada por rúıdo, tal como em (6.2). O algoritmo

proposto pode ser descrito em termos de um sistema integrado de seis etapas essenciais,

sendo a primeira (Passo 1), a penúltima (Passo 5) e a última (Passo 6) etapas do algoritmo

onde são produzidas as imagens de sáıda enquanto que nos demais estágios (Passos 2, 3 e

4) são gerados componentes de suporte que auxiliam as imagens de sáıda anteriormente

citadas. Todas essas etapas são apresentadas conforme a descrição a seguir:

1. Decomposição clássica de imagens: Calcula-se a decomposição da imagem ini-

cial f em dois componentes, u e v, tal que f = u + v, onde u contém o esqueleto ou

cartoon de f e v contém os elementos oscilantes da imagem, como o rúıdo, detalhes

irregulares e textura.

2. Remoção do rúıdo do componente textura-rúıdo: Aplica-se um procedimento

iterativo objetivando remover o rúıdo presente no componente v, produzindo, assim,

uma imagem auxiliar v1, que contém os contornos intŕınsecos, partes da textura e

parte das bordas de v.

3. Componente suporte da textura orientada: Produz-se uma imagem auxiliar v2

contendo a textura orientada de v, tal como regiões bem caracterizadas por padrões

oscilatórios ou detalhes finos mais ńıtidos.

4. Representação fuzzy das bordas e textura: Aplica-se um determinado filtro

morfológico em v2 visando obter uma representação fuzzy das bordas e texturas da

mesma. Este termo foi denominado aqui por ωv2 : D → [0, 1].

5. Sáıda do componente contendo apenas a textura: Realiza-se a combinação

do componente v1, obtido na etapa 2, com o componente ωv2 , gerado na etapa 4,

produzindo uma imagem composta apenas pela textura, contornos intŕınsecos, de-

talhes finos e irregulares, mas não o rúıdo. Tal imagem é identificada neste trabalho

por ṽ.

6. Sáıda da imagem recuperada e do componente caracterizado pelo rúıdo

e fundo: Realiza-se a associação do componente u, obtido na etapa 1, com o
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componente ṽ, gerado na etapa anterior. Além disso, pode-se obter a imagem w

caracterizada pelo rúıdo e fundo da imagem, satisfazendo assim a decomposição de

três termos.

O esquema da Figura 80 mostra todas as etapas apresentadas anteriormente com os

dados de entrada e sáıda em cada um dos casos.

f (imagem 

danificada)

componente u

(estrutura)

componente v

(textura)

~

I (imagem

restaurada)

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3

Etapa 4

componente

de suporte

componente

de suporte

componente

de suporte

Etapa 5

~

componente w

(resíduo)

Etapa 6

Esquema da

Abordagem 

Proposta

Figura 80: Esquema ilustrativo do método proposto.

Na seção a seguir, descrevemos, com detalhes, cada uma dessas etapas.
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6.3 Descrição do Método Proposto

6.3.1 Decomposição clássica de imagens

Na primeira etapa do método proposto, a ideia é decompor a imagem inicial f em

duas componentes, u e v, com f = u + v, tal como descrito no ińıcio desse caṕıtulo. Para

este propósito, utilizamos um modelo não-simultâneo de dissociação de domı́nios: a EDP

anisotrópica não-linear proposta em [Barcelos et al., 2003], isto é, (2.10). Conforme a

descrição apresentada no Caṕıtulo 2 e em [Casaca; Boaventura, 2008b], esse modelo pode

ser adaptado para tal finalidade de forma a garantir bons resultados, em comparação com

demais abordagens correlatas.

Desta maneira, o processo de decomposição é aplicado à imagem observada f , medi-

ante à aplicação da EDP (2.10), o qual resulta no componente cartoon u e, posteriormente,

no componente texturizado v, conforme a equação (2.14).

Uma alternativa para implementar essa etapa do algoritmo é utilizar qualquer modelo

que seja capaz de suavizar, de forma incisiva, a imagem, tal como [Malik; Perona, 1990,

Alvarez et al., 1992, Rudin et al., 1992, Starck et al., 2002, Burger et al., 2006], entre ou-

tros. Outra boa alternativa é usar um modelo de decomposição simultânea do tipo

cartoon-textura, tais como os relatados no Caṕıtulo 2.

A justificativa para se utilizar o modelo dado pela EDP não-linear proposta em

[Barcelos et al., 2003] é que, do ponto de vista computacional, tal implementação se torna

muito mais favorável e prática, pois além dos resultados apresentados serem semelhantes

em relação aos obtidos pelos demais modelos da literatura, é necessário utilizá-lo em uma

outra etapa de nossa abordagem.

O algoritmo numérico usado para implementar a EDP não-linear dada em (2.10) foi

baseado nas referências [Barcelos et al., 2003], [Silva Jr, 2001], [Casaca; Boaventura, 2008b]

e [Casaca; Boaventura, 2009b].



6.3 Descrição do Método Proposto 142

(a) (b) (c)

Figura 81: Imagens envolvidas na etapa 1. (a) Imagem de entrada f contendo rúıdo, (b)
estrutura ou cartoon u e (c) padrões oscilatórios v (rúıdo e textura).

6.3.2 Remoção do rúıdo do componente textura-rúıdo

O objetivo nesta etapa é remover o rúıdo do componente v, obtido na etapa anterior,

visando minimizar as perdas das bordas, contornos intŕınsecos, texturas e detalhes finos

de v. Novamente, usamos o modelo não-linear (2.10), mas agora a equação aplicada é au-

xiliada pelo seletor de parâmetros ótimos proposto em [Barcelos et al., 2005]. Adaptando

as variáveis para o problema ora analisado, a equação adotada passa a ser dada por:

∂v(t)

∂t
= g|∇v(t)|div

( ∇v(t)

|∇v(t)|
)
− λ(1 − g)(v(t) − v), (6.5)

v(x)(0) = v(x),
∂v(x)(t)

∂−→n
∣∣
∂D× R+ = 0, x ∈ D, t ∈ R+,

onde v representa a imagem inicial contendo textura/ rúıdo, v(t) é sua versão na escala

temporal t e g, λ e σ são dados pelas formulações consideradas em (2.10).

A primeira grande vantagem em se utilizar o modelo não-linear (6.5) em relação aos

modelos clássicos da literatura (veja as referências [Malik; Perona, 1990, Nordstrom, 1990,

Alvarez et al., 1992, Rudin et al., 1992, Starck et al., 2002, Burger et al., 2006]) é que com

esse modelo é aplicada uma difusão balanceada, controlada por um detector senśıvel de

contornos e, desde que a imagem v é simultaneamente caracterizada por textura, detalhes

irregulares e rúıdo, somente as regiões onde não há predominância de contornos estarão

sujeitas à difusão da equação (6.5). Assim, boa parte da textura, bordas e dos contornos

intŕınsecos serão preservados neste processo. Em contrapartida, é veŕıdico que uma par-
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cela desses detalhes irregulares (textura orientada e detalhes finos) serão suavizados no

decorrer do processo. Entretanto, esta deficiência é contornada por nosso protótipo com-

putacional na etapa da sintetização do componente suporte da textura orientada, etapa

esta a ser apresentada na próxima seção.

A segunda grande vantagem é que existem apenas dois parâmetros a serem determi-

nados na resolução numérica de (6.5): a constante k, e a melhor escala para t̂. Este último

parâmetro é mencionado aqui como tempo ótimo de suavização [Barcelos et al., 2005].

De acordo com [Barcelos et al., 2005], é posśıvel determinar a melhor escolha para cada

um desses parâmetros.

Seguindo as ideias de [Barcelos et al., 2005], matematicamente o tempo ótimo de

parada é uma constante T > 0 tal que v(x)(T ) é uma boa aproximação de v(x)(t) quando

t → ∞, no sentido da definição a seguir:

Definição 3 (Tempo ótimo de parada). Dada uma constante ε > 0 e uma imagem

v(x)(t=0), o tempo T = T (ε) > 0 é chamado de tempo ótimo de suavização quando

|v(x)(T ) − v(x)(t)| < ε, (6.6)

para todo t > T .

Em [Barcelos et al., 2005], os autores associaram o escalar σ do núcleo gaussiano Gσ

com o desvio padrão do rúıdo σnoi da imagem inicial v = v(x)(t=0), o qual resultou em

uma estimativa para o tempo ideal T de parada do processo evolucionário associado a

(6.5):

T =
σ2

noi

a
, (6.7)

onde σ é o desvio padrão da imagem v e a = 2σ é o produto presente no núcleo gaussiano

(2.12). Para maiores detalhes, o leitor pode consultar a referência [Barcelos et al., 2005].

Encorajados pelos autores [Barcelos et al., 2005], adotamos como tempo ótimo de

suavização t̂ como na equação (6.7), isto é,
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t̂ = T. (6.8)

De posse do tempo ideal de parada T , é posśıvel obter automaticamente (a menos do

passo temporal Δt) o número de iterações do modelo e também a melhor escala t para

a função gaussiana (2.12), tal como (6.8). Esta vantagem na obtenção automática dos

parâmetros de entrada do modelo (6.5) torna-o bastante eficiente e prático, minimizando

consideravelmente a intervenção do usuário nesta etapa do algoritmo.

Por outro lado, há o empecilho do tempo ideal T estar diretamente relacionado com o

desvio padrão do rúıdo σnoi. Para imagens sintéticas, é posśıvel calcular σnoi, entretanto,

para imagens reais, em geral, isso torna-se uma tarefa manual.

Para a implementação numérica de (6.5), constrói-se um procedimento iterativo cujo

critério de parada passa a ser amparado pelo tempo ótimo T (6.8). Neste caso, T é

utilizado na função gaussiana (2.12), como relatado anteriormente. Assim, o numero de

iterações N fica sendo determinado pela seguinte expressão:

N =
T

Δt
. (6.9)

(a) (b)

Figura 82: Detalhe da etapa 2. (a) Imagem de entrada v e (b) contornos intŕınsecos e
partes da textura, representadas aqui pela imagem v1. Note em v1 que, embora haja
perdas de textura nas proximidades do pescoço e no fundo, os contornos intŕınsecos do
rosto são preservados, tais como os olhos, boca e cabelo.

Para os detalhes da discretização de (6.5), sugerimos os papers [Barcelos et al., 2003],

[Silva Jr, 2001], [Casaca; Boaventura, 2008a] e [Casaca; Boaventura, 2009b].
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6.3.3 Componente suporte da textura orientada

Essa é uma das etapas mais importantes do esquema proposto, pois é nela que extráı-

mos a textura orientada e a maioria dos detalhes oscilatórios da imagem. Para realizar

esta tarefa, propomos utilizar um recente estudo de variantes wavelets introduzido em

[Demanet; Ying, 2007a] e [Demanet; Ying, 2007b] para análise de texturas, o qual ficou

conhecido como wave atoms.

Wave atoms é uma variante obtida por meio de um wavelets 2D obedecendo a

importante relação da escala parabólica wavelenght ∼ (diâmetro)2, o qual melhora a

representação esparsa de certos padrões oscilatórios quando comparado com expansões

mais tradicionais, como wavelets ou curvelets. Mais precisamente, significa que as fun-

ções oscilatórias com distorções (texturas orientadas) tem uma significativa expansão de

esparsidade em wave atoms do que nas demais representações da literatura.

Wave atoms tem duas grandes vantagens em relação a outras transformações: a ha-

bilidade de se adaptar arbitrariamente em locais definidos por um determinado padrão

e a habilidade de representar esparsamente padrões anisotrópicos alinhados com os eixos

coordenados. Os elementos de composição dos wave atoms tem elevada sensibilidade di-

recional e anisotropia, o que os tornam ideais para aplicações onde se pretenda identificar

regiões caracterizadas por padrões oscilatórios, tal como a textura, como é o caso aqui

descrito.

Transformação wave atoms

No que segue, com base em [Demanet; Ying, 2007a], daremos uma breve explanação

sobre os precedentes matemáticos relativos às wave atoms. Para maiores detalhes, veja

também [Villemoes, 2002] e [Demanet; Ying, 2007b].

Considere a wave atom ϕμ, com os sub́ındices μ = (j,m,n) = (j, m1,m2, n1, n2). As

cinco quantidades acima são valores inteiros e indexam um ponto (xμ, ωμ) no espaço de

fase, tal como xμ = 2−jn, ωμ = π2−jm, c12
j ≤ maxi=1,2 |mi| ≤ c22

j, onde c1 e c2 são duas

constantes positivas. Os elementos de um frame da famı́lia ϕμ são chamados wave atoms

quando
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|ϕ̂μ(ω)| ≤ CM · 2−j(1 + 2−j|ω − ωμ|)−M + CM · 2−j(1 + 2−j|ω + ωμ|)−M , e

|ϕμ(x)| ≤ CM · 2j(1 + 2j|x − xμ|)−M , ∀M > 0. (6.10)

Para a construção da wave atom destinada ao nosso problema, primeiramente consi-

deramos o caso de uma famı́lia 1D de wave packets ψj
m,n(x) ≥ 0, m ≥ 0, n ∈ N, no âmbito

das mesmas condições acima.

Seja ζ uma função real cont́ınua dada em

[
−7π

6
,
5π

6

]
, tal que para |ω| ≤ π

3
,

ζ(
π

2
− ω)2 + ζ(

π

2
+ ω)2 = 1 e ζ(−π

2
− 2ω) = ζ(

π

2
+ ω).

Defina ν como a transformação inversa de Fourier, ν(t) = (2π)−1

∫
ζ(ω) exp (iωt)dω

e ψ0
m(t) = 2Re{exp

(
iπ

(
m + 1

2

)
t
)
v

(
(−1)n(t − 1

2
)
)}. Então, de acordo com as referências

[Demanet; Ying, 2007a, Villemoes, 2002], a transformação de Fourier de ψ0
m é dada por

ψ̂0
m(ω) = exp (−iω

2
)

[
exp (iαm)ζ(εm(ω − π(m +

1

2
))) + exp (−iαm)ζ(εm+1(ω + π(m +

1

2
)))

]
,

(6.11)

onde εm = (−1)m, αm =
π

2
(m +

1

2
), e ζ deve ser tal que

∑∞
m=0 |ψ̂0

m|2 = 1.

Desta forma, podemos escrever as funções que compõem a base por meio da expressão

ψj
m,n(x) = ψj

m(x − 2−jn) = 2
j
2 ψ0

m(2jx − n), cujos coeficientes podem ser obtidos por

cj,m,n =

∫
ψj

m,nv(x)dx =
1

2π

∫
exp (i2−j − nω)ψ̂j

m(ω)v̂(ω)dω.

No caso bidimensional (versão 2D), a extensão pode ser computada por,

ϕ+
μ (x1, x2) := ψj

m1,n1
(x1)ψ

j
m2,n2

(x2),

ϕ−
μ (x1, x2) := Hψj

m1,n1
(x1)Hψj

m2,n2
(x2), (6.12)

onde μ = (j,m,n) e a segunda equação é obtida com base na transformada de Hilbert

relativa a wavelet packets em questão. Portanto, a combinação
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ϕ(1)
μ =

ϕ+
μ + ϕ−

μ

2
, ϕ(2)

μ =
ϕ+

μ − ϕ−
μ

2
(6.13)

fornece uma base de funções com dois bumps no plano de frequência, simétrico com relação

à origem. Desta forma, ϕ
(1)
μ e ϕ

(2)
μ formam vinculado ao frame wave atom. Aqui, os

coeficientes da wave atoms c
(1)
μ e c

(2)
μ são constitúıdos pelo produto escalar do componente

v com ϕ
(1)
μ e ϕ

(2)
μ , respectivamente.

Para o problema de eliminação de rúıdos, é recomendável que se utilize “wave atom

com encolhimento” (wave atom shrinkage), a qual é formulada por

vc =
∑

μ

θ(c(1)
μ (v))ϕ(1)

μ + θ(c(2)
μ (v))ϕ(2)

μ , (6.14)

onde θ = θγ é uma função de limiarização, aqui adotada por

θγ =

⎧⎨
⎩ x, |x| ≥ γ

0, |x| < γ,
(6.15)

e γ é o limiar em questão.

Neste trabalho, utilizamos uma wave atom com encolhimento para a extração da

textura orientada da imagem componente v. Tomamos uma transformação baseada na

wave atom tal como apresentada abaixo:

v2 := Tγv = (WA)−1θγ(WA)(v), (6.16)

onde WA denota a transformação wave atom (usamos a versão 2D), (WA)−1 a trans-

formação inversa (veja [Demanet; Ying, 2007a, Demanet; Ying, 2007b]), θγ é a função de

limiar (6.15) mencionada anteriormente e v2 é o componente de sáıda. Aqui, o operador

não-linear T preservará e ressaltará importantes caracteŕısticas da imagem examinada v,

como textura orientada, detalhes oscilantes e padrões irregulares.

A implementação da transformação wave atom encolhida adotada consiste na rea-

lização de três passos: primeiramente aplicamos a transformação wave atom 2D acima

(operador WA). Em seguida, removemos alguns coeficientes insignificantes da wave atom
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por meio da limiarização (6.15). Finalmente, no último passo aplicamos a transformação

inversa WA−1 com o intuito de reconstruir o sinal contendo os coeficientes remanescentes

no passo anterior.

A versão discreta das wave atoms aqui consideradas são apresentadas nas referências

[Demanet; Ying, 2007a, Demanet; Ying, 2007b] para o caso unidimensional assim como

para o caso bidimensional. O algoritmo numérico utilizado é baseado na transformada

rápida de Fourier e em wrapping trick. Para a discretização computacional da wave

atom presente no modelo proposto, utilizamos o pacote WaveatomLab, o qual pode ser

encontrado no site http://www.waveatom.org.

(a) (b)

Figura 83: Detalhe da etapa 3. (a) Imagem de entrada v e (b) textura orientada e
detalhes irregulares v2. Note que ao contrário do que ocorreu na Figura 82(b), toda a
textura orientada é ressaltada em v2, no entanto, os contornos intŕınsecos (ex.: detalhes
da face) foram perdidos ou ficaram totalmente sem definição.

Wave atoms × outros sistemas

A principal vantagem dos métodos baseados em wavelets é a localização do espaço

de frequência e a visualização multi-escalar das caracteŕısticas das superf́ıcies. Contudo,

sabe-se que wavelets tradicionais não são boas para analisar superf́ıcies com “arranhões”

ou texturas, devido as wavelets ignorarem as propriedades definidas por caracteŕısticas

geométricas das bordas e texturas, as quais conduzem a uma forte oscilação ao longo

desses “arranhões”.

Por outro lado, as transformações do tipo curvelets, tais como [Candés; Donoho, 2004,

Candés et al., 2006] são transformações geométricas multi-escalares, as quais constituem
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uma ótima representação esparsa de objetos caracterizados por singularidades diversas.

Entretanto, elas não funcionam com tanta eficiência quando o objetivo é representar

texturas oscilantes, isto é, não são eficientes para caracterizar superf́ıcies contendo texturas

orientadas, como impressões digitais, imagens fotográficas, entre outras classes de imagens.

Curvelets são boas para representação de bordas enquanto wave atoms são boas para

representação de padrões oscilatórios e texturas. Os elementos básicos de caracterização

da textura nas wave atoms não apenas capturam os padrões ao longo das oscilações, a

exemplo das curvelets, mas também levam em consideração os padrões entre as oscilações

(observe a Figura 84(a)-(b)).

(a) (b)

Figura 84: (a) Uma curvelet digital [Candés et al., 2006] e (b) um wave atom digital
[Demanet; Ying, 2007a].

6.3.4 Representação fuzzy das bordas e texturas

Nesta etapa de processamento, o algoritmo tem como objetivo produzir uma repre-

sentação fuzzy (em [0, 1]) dos traços, contornos e principalmente da textura orientada

(não-intŕınseca) da imagem suporte v2, gerada no passo anterior. Para este propósito,

usamos uma abordagem baseada em filtros morfológicos, similar à adotada nos algorit-

mos do Caṕıtulo 4. Como o objetivo aqui é manter os padrões oscilatórios do componente

v2, optamos por utilizar filtros que combinem a imagem analisada com suas versões obtidas

por intermédio de operadores de abertura ou fechamento [Soille, 2003]. Essas transforma-

ções são constitúıdas de uma classe de filtros, conhecidas na literatura por transformadas

Top-hat.

De acordo com [Soille, 2003], a transformação Top-hat de abertura WTH de uma

dada imagem I é definida por
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WTH(I) = I − γ(I), (6.17)

enquanto que a transformação Top-hat de fechamento é dada por

BTH(I) = ρ(I) − I, (6.18)

onde γ e ρ são os operadores clássicos de abertura e de fechamento,

γB(I) = δB̂[εB(I)] e φB(I) = εB̂[δB(I)], (6.19)

respectivamente. Aqui, ambas equações de (6.19) são dadas em termos de (4.3) e (4.4).

Para maiores detalhes, sugerimos [Soille, 2003].

Nesta etapa do algoritmo, o objetivo é enfatizar a textura e simultaneamente remover

as partes heterogêneas de v2. Sendo assim, optamos por utilizar uma transformação do

tipo Top-hat para realizar tal tarefa. Mais precisamente, aplicamos a transformação (6.18)

à imagem v2, obtida no passo anterior, para ressaltar suas caracteŕısticas oscilatórias e

para a correção do fundo. A imagem resultante conterá detalhes oscilatórios caracterizados

pelas tonalidades de cinza bem próximas a do preto enquanto o interior dos objetos e o

fundo serão caracterizados por tonalidades de cinza próximas a do branco.

Para finalizar esta etapa, o algoritmo converte a imagem pré-processada com intensi-

dades de cinza limitado ao intervalo [0, 1]. Isso tem por finalidade gerar uma representação

fuzzy dos contornos e da textura orientada, a qual servirá de guia para a geração do com-

ponente final ṽ, caracterizado pela textura orientada, contornos intŕınsecos e detalhes

irregulares da imagem inicialmente observada f .
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(a) (b)

Figura 85: Detalhe da etapa 4. (a) Imagem de entrada v2 e (b) realce da textura orientada
de v2 com correção do fundo (imagem ωv2).

6.3.5 Sáıda do componente contendo apenas textura

Esta etapa é destinada à sintetização do componente final ṽ, o qual representa todas

as caracteŕısticas oscilatórias da imagem observada, com exceção do rúıdo. Esse compo-

nente deverá ser composto pela textura orientada (não-intŕınseca), contornos intŕınsecos

(detalhes finos), bordas e detalhes irregulares.

Para cumprir esta tarefa, a ideia é combinar os componentes auxiliares gerados nas eta-

pas 2 e 4, isto é, o componente caracterizado pelos contornos intŕınsecos e partes da textura

de v1 e o componente ωv2 , caracterizado pela representação fuzzy da textura orientada de

v, respectivamente. Motivados pelas ideias de [Malik; Perona, 1990, Alvarez et al., 1992],

e [Barcelos et al., 2003] introduzimos uma eficiente técnica de ponderação entre ωv2 e v1,

de forma que as caracteŕısticas ausentes em cada um desses componentes possam ser

compensados um em relação ao outro. Mais precisamente, a textura contida em ωv2 será

sobreposta nas regiões onde há ausência dessas informações na imagem suporte v1.

Desta maneira, o segundo componente de nossa decomposição de três termos, ṽ é dado

como segue:

ṽ(x) := ωv2(x) · v1(x), x ∈ D, (6.20)

onde o produto acima é computado pixel-a-pixel.

Aqui, a ideia proposta é muito parecida com a utilizada na computação do termo de
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difusividade g, estudada na etapa 2, que visa balancear e atribuir pesos para cada pixel

de acordo com a natureza de sua classificação.

Esse realce entre os pixels não contribui para uma variação no intervalo de definição

da imagem de entrada v1, já que ωv2 está definida no intervalo normalizado [0, 1].

Por causa da aplicação da transformada Top-hat de fechamento (6.18), os pixels que

representam a textura em ωv2 estarão mais próximos de zero enquanto os que representam

o fundo e as regiões homogêneas estarão próximos de 1. Por outro lado, no componente v1

não há pixels com altas variações, já que o rúıdo foi previamente eliminado. Além disso, o

componente v1 preserva as bordas e os contornos intŕınsecos da imagem observada f , o que

acaba não ocorrendo com o termo ωv2 . Assim, pode-se aproveitar exatamente as principais

vantagens de cada componente: a textura orientada de ωv2 e os contornos intŕınsecos de

v1.

(a) (b) (c)

Figura 86: Detalhe da etapa 5. (a) Imagem de entrada v1, caracterizada pelos contor-
nos intŕınsecos, (b) representação fuzzy ωv2 da textura orientada e (c) combinação das
caracteŕısticas de v1 com ωv2 , resultando no componente final ṽ definido pelos padrões
oscilatórios da imagem observada f , exceto o rúıdo.

6.3.6 Sáıda da imagem recuperada e do componente caracteri-
zado pelo rúıdo e fundo

O último passo de nosso esquema consiste na obtenção da imagem recuperada Ĩ

e da imagem composta pelo rúıdo e pelo fundo, w. Além disso, é nesta etapa que é

finalizado o processo de decomposição da imagem inicial f em termos dos três componentes

anteriormente mencionados: u (estrutura), ṽ (textura) e w (rúıdo e fundo).
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Como o componente u representa a estrutura ou “cartoon” da imagem observada f e

ṽ a textura orientada, bordas e contornos intŕınsecos (mas não o rúıdo), de acordo com o

modelo clássico de Y. Meyer [Meyer, 2002], basta somar ambas as imagens para obter a

imagem restaurada. A grande vantagem é que o rúıdo foi removido mediante a aplicação

dos passos anteriores, tanto em u como em ṽ. Então, neste caso,

Ĩ(x) := u(x) + ṽ(x), x ∈ D, (6.21)

onde a soma é computada pixel-a-pixel.

A caracterização do rúıdo é efetuada pelo cálculo do reśıduo entre a imagem restaurada

Ĩ e a imagem observada f , isto é:

w(x) := f(x) − Ĩ(x), x ∈ D, (6.22)

na qual a subtração é desenvolvida, também, pixel-a-pixel. Neste caso, esta operação

define não só o rúıdo adicionado a f , mas também pequenos fragmentos do fundo da

imagem.

Finalmente, além de gerar a imagem reconstrúıda Ĩ, o algoritmo também satisfaz

rigorosamente à decomposição de três termos

f = u + ṽ + w, (6.23)

ou a uma decomposição não-usual de dois termos

f = Ĩ + w. (6.24)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 87: Detalhe da etapa final 6. (a) Imagem de entrada u, (b) ṽ, (c) imagem restau-

rada Ĩ, obtida pela soma de u com ṽ e (d) reśıduo w contendo o rúıdo e pequenos detalhes
da imagem observada f .
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6.4 Resultados Experimentais

Esta seção é destinada à apresentação de alguns experimentos obtidos pelo modelo

proposto, nas quais foram utilizadas imagens em escala de cinza definidas no intervalo

padrão [0, 255]. A dimensão das imagens testadas variam e são relatadas em cada um dos

experimentos descritos.

Na primeira etapa do algoritmo, utilizamos (6.5) suportada pelas equações (2.11)

e (2.13), onde adotamos λ = 1 e o passo temporal Δt = 0.1 em todos os exemplos

considerados. O numero de iterações N e o desvio padrão do rúıdo σnoi foram parâmetros

previamente fornecidos, uma vez que esses variam de acordo com cada experimento.

Na segunda etapa usamos, novamente, a equação descrita no parágrafo anterior e,

mais uma vez, adotamos λ = 1. Aqui, o numero de iterações N fica sendo determinado

pela equação (6.9), enquanto que Δt e σnoi são definidos como parâmetros de entrada.

Na terceira etapa, o único parâmetro de entrada é o limiar γ enquanto que na quarta

etapa adotamos dois tipos de elementos estruturantes nos experimentos a seguir: disco ou

bola.

Na quinta e sexta etapas não há parâmetros a serem determinados ou fornecidos.

Na seção a seguir procuramos enfatizar o esquema de decomposição em três termos

proposto enquanto que na segunda seção avaliamos a boa performace da aplicação direci-

onada à eliminação de rúıdo em comparação com outros modelos recentes da literatura.

6.4.1 Restauração e decomposição usando o modelo proposto

No que segue, mostramos dois experimentos realizados em imagens com diferentes

ńıveis de complexidade: uma imagem real, com alto detalhamento, e uma de impressão

digital. Aqui, primeira imagem experimental é constitúıda por uma matriz de dimensões

512 × 512 enquanto a segunda possui dimensões 256 × 256.

Experimento 1

Nosso primeiro experimento faz alusão à fotografia da Barbara (signal to noise ratio -

SNR = 10.5), a qual contém importantes caracteŕısticas a serem preservadas, tais como:
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a textura presente nas pernas, próxima do pescoço, no fundo, e, também, os contornos

intŕınsecos do rosto.

(a) (b)

(c) (d) (e)

Figura 88: Decomposição em três componentes. (a) Imagem observada f (SNR = 10.5),
(b) imagem recuperada pelo método proposto, (c) estrutura/cartoon u, (d) textura e
detalhes intŕınsecos ṽ e (e) rúıdo e reśıduo w. Aqui, f = u + ṽ + w.

A Figura 88(a) apresenta a imagem-alvo f enquanto que a imagem em 88(c) mostra

o componente u, caracterizado pelo cartoon de f , obtido na primeira etapa (σnoi = 20 e

N = 40). Tomando-se Δt = 0.05, σnoi = 8 no segundo passo, γ = 0.21 no terceiro passo

e um disco de raio 12 no quarto passo, o algoritmo gera a imagem da Figura 88(d) ṽ

contendo os detalhes oscilatórios restaurados, com exceção do rúıdo. Tanto os contornos

intŕınsecos como a textura orientada de f estão presentes em ṽ, isto é, não houve perdas

significativas de caracteŕısticas de natureza oscilatória. Podemos ver que os componentes

88(c) e 88(d) ficaram bem definidos no sentido da percepção visual dos modelos clássicos de
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decomposição [Meyer, 2002] e [Vese; Osher, 2003], além de também satisfazer à igualdade

f = u + ṽ + w.

Finalmente, as Figuras 88(b) e 88(e) apresentam a imagem recuperada Ĩ e o compo-

nente w contendo o rúıdo e o fundo, respectivamente. Podemos observar que o método

proposto apresentou boa funcionalidade tanto na remoção do rúıdo como na preservação

da textura e dos contornos, além de produzir uma decomposição em três termos distintos.

Experimento 2

No experimento em questão analisamos uma imagem de impressão digital com um

ńıvel de rúıdo considerável (SNR = 4.5).

A Figura 89(a) representa a imagem-alvo enquanto que as Figuras 89(b), (c) e (d)

denotam os três componentes da decomposição estudada: estrutura/cartoon u, textura ṽ

e rúıdo/fundo w, respectivamente.

As Figuras 90(a) e (b) mostram a imagem original e a imagem restaurada obtida pelo

nosso sistema (etapa 1 - σnoi = 25,N = 200; etapa 2 - Δt = 0.06, σnoi = 18; etapa 3 -

γ = 0.16; etapa 4 - B = bola de raio 10 e comprimento 3), respectivamente.

Em termos de qualidade visual, a imagem restaurada da Figura 90(b) está bastante

próxima da imagem original (Figura 90(a)). Além disso, a imagem residual w = f−(u+ṽ),

representada pela Figura 89(d), destacou somente o rúıdo e partes do fundo da imagem

observada f , não mantendo qualquer tipo de resqúıcios da textura presente no polegar.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 89: Decomposição em três componentes. (a) Imagem com rúıdo f (SNR = 4.5),
(b) estrutura/cartoon u, (c) textura e detalhes intŕınsecos ṽ, (d) rúıdo e fundo w. Todas
os três componentes satisfazem f = u + ṽ + w.

(a) (b)

Figura 90: Restauração da imagem f . (a) Imagem original I (sem rúıdo) e (b) imagem

recuperada Ĩ.
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6.4.2 Comparação com outras abordagens da literatura

Para atestar a boa performace do método proposto, comparamos o protótipo apresen-

tado com alguns recentes modelos da literatura. Modelos clássicos de remoção de rúıdo

que não abordam o tratamento da textura não foram considerados nesta análise.

Os parâmetros adotados nos métodos aqui utilizados foram escolhidos de acordo com

a melhor qualidade visual mediante à aplicação de cada um desses métodos.

Ressaltamos que cada um dos modelos correlatos utilizados no estudo comparativo

vigente foi sucintamente descrito no caṕıtulo seguinte, uma vez que a proposta lá abordada

utiliza tais formulações em sua composição.

A Figura 91(a) mostra uma parte com rúıdo (SNR = 9.97) da clássica fotografia da

Barbara.

As Figuras 91(b) e 91(c) foram obtidas usando a transformação do tipo curvelet

[Candés; Donoho, 2004, Candés et al., 2006] e a transformação wave atom proposta em

[Demanet; Ying, 2007a, Demanet; Ying, 2007b], respectivamente. Aqui, ambos os mé-

todos foram amparados por filtragens utilizando limiarização. Na imagem obtida pela

curvelet, a textura não foi recuperada apropriadamente. Além disso, a reconstrução pro-

duziu prolongamentos desnecessários nas áreas delimitadas por texturas regulares. Em

contrapartida, a transformação do tipo wave atoms restaurou a textura corretamente mas

produziu uma imagem sem foco (borrada).

O exemplo considerado em 91(d) apresenta a imagem restaurada pelo modelo adapta-

tivo [Gilboa et al., 2006] enquanto a Figura 91(e) mostra a versão recuperada pelo modelo

descrito em [Ma; Plonka, 2007], que combina difusão anisotrópica não-linear com filtra-

gem via curvelets. Embora o modelo de [Gilboa et al., 2006] tenha recuperado a textura,

alguns detalhes importantes da imagem foram suavizados excessivamente, tal como o rosto

e a mão. Por outro lado, o método de [Ma; Plonka, 2007] não produziu nenhum tipo de

suavização intensiva, porém reteve parte do rúıdo em sua reconstrução.

Finalmente, a Figura 91(f) apresenta a imagem restaurada pela abordagem proposta

(etapa 1 - σnoi = 25,N = 50; etapa 2 - Δt = 0.1, σnoi = 12; etapa 3 - γ = 0.23; etapa 4 - B

= disco de raio 4). Neste caso, tanto a textura quanto os detalhes da imagem (contornos
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intŕınsecos) foram recuperados. Além disso, o modelo extraiu o rúıdo sem que houvesse

suavização excessiva.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 91: Comparação com modelos existentes na literatura. (a) Imagem a ser processada
(SNR = 9.97), (b) resultado obtido utilizando curvelets, (c) wave atoms, (d) modelagem
adaptativa [Gilboa et al., 2006], (e) difusão guiada por curvelets [Ma; Plonka, 2007] e (f)
pelo método proposto.

As imagens de 92(a) até 92(e) mostram os reśıduos com relação à Figura 81(a), obtidos

com base nas imagens de 91(b) até 91(f), respectivamente.

Conforme mencionado anteriormente, podemos ver que a transformada curvelet (Fi-

gura 92(a)) acabou removendo parte da textura. Em contrapartida, a transformada wave

atoms (Figura 92(b)) manteve a textura, porém extraiu algumas caracteŕısticas impor-

tantes da imagem.

Já na imagem residual 92(c) obtida com base no modelo [Gilboa et al., 2006], não

houve a predominância integral da textura, entretanto, pode-se notar que todos os con-

tornos intŕınsecos da imagem ficaram anexados ao reśıduo. Isso não ocorre na Figura

92(d) gerada por intermédio da reconstrução via [Ma; Plonka, 2007], uma vez que parte
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da textura e dos detalhes da imagem ficaram retidos em mesmas proporções no reśıduo,

porém, parte considerável da textura foi removida no processo.

Finalmente, a Figura 91(f) oriunda de nossa abordagem mostra que somente o rúıdo

e detalhes poucos relevantes ficaram agregados ao reśıduo, atestando assim a eficiência do

método proposto.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 92: Componentes removidos por cada um dos métodos avaliados. (a) Reśıduo ob-
tido via curvelets, (b) via wave atoms, (c) via modelagem adaptativa [Gilboa et al., 2006],
(d) via difusão guiada por curvelets [Ma; Plonka, 2007] e (e) pelo método proposto.
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6.5 Considerações Finais

Neste caṕıtulo apresentamos um novo esquema de decomposição de imagens, bem

como também um novo método direcionado para o tratamento de imagens contaminadas

por rúıdo e com alta concentração de textura, contornos intŕınsecos e padrões irregulares.

O método combina desde técnicas mais elementares, como operadores clássicos de

morfologia, com técnicas mais sofisticadas de análise harmônica, tal como wave atoms.

Além disso, o método conta, em algumas etapas do algoritmo computacional, com um

seletor automático de parâmetros ótimos.

Com base no protótipo apresentado para remover rúıdo, foi proposto um eficiente

padrão de decomposição, o qual visa dissociar a imagem observada em três componentes

bem definidos, tal como foi apresentado nas páginas anteriores. Uma das vantagens desse

tipo de decomposição é que torna-se viável, a partir da imagem degradada, o tratamento

individual de cada componente, possibilitando auxiliar uma gama de aplicações em pro-

cessamento de imagens como, por exemplo, no processo de segmentação e de retoque

digital.

Para finalizar, efetuamos alguns testes experimentais no intuito de avaliar a eficiência

de nossa proposta. Desta forma, constamos que mesmo comparando o método proposto

com abordagens distintas, tais como técnicas de análise harmônica e modelagens h́ıbridas

baseadas em EDP, os resultados obtidos foram bastante satisfatórios.

É válido ressaltar que o código utilizado na abordagem ora proposta foi desenvolvido

em linguagem C++ baseado no pacote WaveatomLab, o qual pode ser obtido no endereço

eletrônico http://www.waveatom.org.

Para maiores informações a respeito da modelagem proposta, sugerimos as referências

base [Casaca; Boaventura, 2009a] e [Casaca; Boaventura, 2010].
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Caṕıtulo 7

Proposta de uma Nova EDP
para Eliminar Rúıdo em
Imagens com Textura

7.1 Motivação

A exemplo da aplicação de reconstrução de imagens tratada no caṕıtulo anterior, va-

mos manter nosso foco mais uma vez em torno do tema remoção de rúıdos em imagens

com texturas. Nesse sentido, a ideia básica contemplada neste tópico é recuperar uma

dada imagem danificada, a qual foi degradada inicialmente por meio de algum modelo

de deterioração, isto é, dada uma imagem com rúıdo, o objetivo é obter uma image sem

rúıdo por meio da solução do problema inverso correspondente.

Para tratar este problema, diversos filtros não lineares tem sido propostos, os quais

incluem suavização adaptativa, difusão anisotrópica, técnicas baseadas em wavelets, méto-

dos variacionais e modelos baseados em análise de espaços de escala, conforme sugerem os

trabalhos [Malik; Perona, 1990, Nordstrom, 1990, Alvarez et al., 1992, Chan et. al, 2001a,

Barcelos et al., 2003, Burger et al., 2005, Burger et al., 2006, Ma; Plonka, 2007].

Entretanto, esses modelos não são apropriados para tratar imagens naturais de alto

grau de detalhamento, pois nessa categoria há a presença marcante de caracteŕısticas

oscilatórias como texturas e estruturas intŕınsecas, além do rúıdo.

Para tentar contornar este problema, há, ainda, uma outra vertente de pesquisas, que

considera combinações das técnicas anteriormente mencionadas com recentes técnicas de



7.1 Motivação 164

análise harmônica, como curvelets e wave atoms, em adição às aplicações individuais de

cada uma dessas técnicas, como ocorrem em [Starck et al., 2002, Demanet; Ying, 2007a,

Demanet; Ying, 2007b]. Nesse sentido, novos métodos h́ıbridos foram propostos visando

conciliar equações diferenciais parciais, em especial difusão anisotrópica e métodos varia-

cionais, com curvelets e wave atoms, conforme foram tratadas nas referências [Ma, 2007,

Ma; Plonka, 2007, Liu et al., 2008, Plonka; Ma, 2008]. Entretanto, como esses modelos

estão diretamente fundamentados nessas transformações, as aplicações práticas frequen-

temente tendem a produzir imagens excessivamente suavizadas, além de reproduzirem o

fenômeno de Gibbs, que é o problema das oscilações próximas a pontos de descontinuida-

des.

Assim, com o intuito de solucionar tal problema, propomos neste caṕıtulo uma EDP

baseada em um mecanismo de difusão regularizada, capaz de restaurar uma imagem

ruidosa com elevada concentração de texturas e detalhes finos sem a necessidade de se

suavizar incisivamente caracteŕısticas de grande importância como bordas, contornos e

texturas.

O método proposto agrupa as ideias descritas em [Nordstrom, 1990, Alvarez et al., 1992,

Barcelos et al., 2003], isto é, uma classe de EDPs não-lineares, com os recentes trabalhos

de análise harmônica [Demanet, 2006, Demanet; Ying, 2007a, Demanet; Ying, 2007b] so-

bre wave atoms, na intenção de se produzir um filtro anisotrópico regularizado.
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7.2 Uma Breve Revisão Bibliográfica

Diversos filtros baseados em equações diferenciais parciais tem sido propostos com o

intuito de tratar o problema de eliminação de rúıdo. Na maioria dos casos, essas técnicas

são obtidas diretamente pela introdução de uma equação evolucionária de caráter difusivo

ou por variantes do clássico modelo de variação total proposto por [Rudin et al., 1992].

Em ambas as categorias, uma preocupação constante sempre foi reconstruir a imagem

sem que haja perdas de suas bordas e de seus contornos.

Com o intuito de preservar essas caracteŕısticas e simultaneamente eliminar rúıdo,

os autores de [Barcelos et al., 2003] propuseram uma equação diferencial difusiva dife-

renciada (equação (6.5)), a qual já foi tratada sob perspectivas distintas nos caṕıtulos

anteriores. Para efeito ilustrativo e para posterior analogia com a proposta vigente deste

caṕıtulo, apresentamos novamente tal equação com as devidas adaptações:

∂I

∂t
= g|∇I|div

( ∇I

|∇I|
)

+ λ(1 − g)(f − I), (7.1)

onde f(x) = I(x)(t=0) representa a imagem observada (com rúıdo), I = I(x)(t) é sua

versão suavizada na escala t ∈ R+, D é o domı́nio de ambas as imagens consideradas e λ

é um parâmetro de sintonização. As condições de contorno para o problema acima são do

tipo Neumann.

Na implementação [Barcelos et al., 2003], g = g(r) ∈ [0, 1] é dada por

g(r) =
1

1 + r2
, (7.2)

com r =
√

κ |∇(Gσ ∗ I)|, onde Gσ é a função gaussiana, σ denota o desvio padrão da

imagem f e κ constante. A função g é frequentemente referenciada na literatura por

termo de difusividade ou termo regularizador e é utilizada para detectar bordas e

controlar localmente o grau de incidência da difusão.

Para imagens com texturas, o modelo (7.1) pode não produzir resultados satisfatórios,

pois o termo de difusividade g atua localmente no ponto x ∈ D baseado no cálculo

do “valor médio” (convolução) de seus pontos vizinhos, e pontos contidos em regiões de
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texturas possuem oscilações bruscas em seus valores, mesmo em pequenas vizinhanças, o

que ocasionalmente pode interferir na obtenção dessa média.

Em [Ma; Plonka, 2007], os autores propuseram um método baseado em EDP direcio-

nado para o problema de imagens com texturas. O modelo apresentado foi

∂I

∂t
= dig(g∇(PI)), (7.3)

onde as condições de contornos são do tipo Neumann, g = g(|∇(PI)|) é dada pelo termo

de difusividade apresentado em (7.2) e P determina o operador projeção, o qual é calculado

por meio de técnicas que envolvem as curvelets [Candés; Donoho, 2004, Candés et al., 2006]

em suas composições.

A equação (7.3) pode ser vista como uma difusão baseada no método da variação total

[Rudin et al., 1992] gerenciada pelo termo regularizador PI, o qual identifica a textura

em I. Aqui, a detecção de arestas designada por g é mais senśıvel do que a apresentada

no modelo anterior, já que é fundamentada em um termo de difusividade que melhor

captura a textura, como é o caso das transformadas do tipo curvelets. A ideia dos autores

foi utilizar o processo difusivo para minimizar a śıntese de artefatos produzidos pelas

curvelets.

Recentemente, uma variação da equação (7.3) foi proposta pelos mesmos autores

em [Plonka; Ma, 2008], com base no mesmo processo de difusão apresentado acima e na

adição de um termo de reação (Sf − I), na intenção de preservar e melhorar informações

caracterizadas por textura. No referido contexto, f denota a imagem observada e S é um

operador que pode ser definido a partir de uma wavelet, curvelet ou wave atom.

As ideias de difusão anisotrópica guiada por técnicas de análise harmônica, a fim de

preservar e melhorar caracteŕısticas de uma imagem, também podem ser encontradas nas

referências [Ma, 2007] e [Liu et al., 2008].

Outro filtro importante na literatura é o modelo fundamentado no comportamento de

adaptabilidade local considerado por [Gilboa et al., 2006], o qual é definido em relação ao

clássico modelo de variação total proposto em [Rudin et al., 1992], dado a seguir:
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inf
(I,f)∈BV (D)×L2(D)

{∫
D

|∇I|dx +
ξ

2

∫
D

|f − I|2dx
}

(7.4)

onde BV (D) denota o espaço de funções de variação limitada e ξ é uma parâmetro em-

ṕırico. O primeiro termo de (7.4) denota a variação total de I enquanto que o segundo é

um termo de fidelidade. Os autores de [Gilboa et al., 2006] investigaram o modelo (7.4)

e propuseram uma nova versão deste, a qual tem a capacidade de preservar texturas no

processo de difusão. Ao invés de tomarem ξ constante, tal como foi adotado em (7.4),

os autores definiram ξ = ξf (x) variável em todo domı́nio D, atribuindo ao parâmetro ξ

a capacidade de representar propriedades locais da imagem, isto é, na identificação de

regiões caracterizadas por texturas. A EDP obtida em [Gilboa et al., 2006] com base na

versão modificada de (7.4) é dada por

∂I

∂t
= div

(
Φ′(∇I)

∇I

|∇I|
)

+ ξf (x)(f − I + C) (7.5)

onde C é uma constante. Aqui, div

(
Φ′(·) ∇I

|∇I|
)

representa o processo de difusão adap-

tativo enquanto que ξf (x)(f − I +C) é o termo de reação, o qual é balanceado localmente

por ξ, contribuindo assim para a manutenção da textura em I.

Outros modelos recentes de remoção de rúıdos com preservação de texturas partindo

das ideias apresentadas em [Gilboa et al., 2006] podem ser encontrados em [Gilles, 2007]

e [Li et al., 2009].
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7.3 O Modelo Proposto

7.3.1 Descrição do protótipo proposto

Seja I uma imagem dada em escala de cinza e f sua versão contendo rúıdo, represen-

tadas pelas funções I : D → R e f : D → R, respectivamente. Assim como no caṕıtulo

anterior, assumimos que o domı́nio D é uma região retangular do R
2 e que o rúıdo presente

em f é aditivo, isto é,

f(x) = I(x) + n(x), x = (x, y) ∈ D, (7.6)

onde n representa o rúıdo do tipo gaussiano com média 0 e variância σ2
n

∫
Ω

n(x)dx = 0 e

∫
Ω

n2(x)dx = σ2
n . (7.7)

Além disso, supomos que a imagem original I contém estruturas oscilatórias como

textura e detalhes irregulares. O objetivo aqui é minimizar o ńıvel de rúıdo da imagem

de entrada f , isto é, o impacto do rúıdo n(x) deverá ser mı́nimo na imagem suavizada,

tornando-a visualmente mais próxima de I sem que haja perda de texturas e outros

detalhes oscilatórios.

Encorajados pelos papers [Barcelos et al., 2003, Gilboa et al., 2006, Ma; Plonka, 2007]

e [Plonka; Ma, 2008], propomos uma equação diferencial não-linear balanceada

∂I

∂t
= h|∇I|div

( ∇I

|∇I|
)

+ α(1 − h)(f − I) + β(1 − h)(Sf − I), (7.8)

onde h é o termo de difusividade, S é o operador descrito em [Plonka; Ma, 2008] e α, β

são parâmetros de ponderação.

O termo |∇I|div

( ∇I

|∇I|
)

é frequentemente denominado fluxo da curvatura média e é

responsável pelo processo de difusão no modelo. Ele difunde I exclusivamente na direção

ortogonal de seu vetor gradiente ∇I.

Em nosso modelo, propomos o termo regularizador h = hμ(
√

δ |∇SI|) como segue,
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h =

⎧⎨
⎩ g(

√
δ |∇SI|), se g(

√
δ |∇SI|) ≤ μ

g(
√

κ |∇I|), se g(
√

δ |∇SI|) > μ
(7.9)

onde g é tomada como sendo (7.2) e δ, κ são parâmetros de sintonização. Aqui, μ é um

valor limiar que controla a captura das tonalidades de cinza em relação a g(
√

δ |∇SI|).

Podemos reescrever a equação (7.9) para cada x ∈ D como segue:

hμ(x) = g(O1(x))χDμ + g(O2(x))χDc
μ
, (7.10)

onde O1(x) =
√

δ |∇SI| e O2(x) =
√

κ |∇I| são operadores, Dμ = {x ∈ D : g(O1(x)) ≤
μ}, D = Dμ ∪ Dc

μ e μ é um valor fixo de limiarização.

A justificativa para tomamos um termo de difusividade dessa forma é dada a seguir:

enquanto g(O1(x)) captura bem as regiões de textura, isto é, g(O1(x)) ∼ 0 nesses pontos,

as regiões homogêneas da imagem, onde a difusão deve ser mais intensa, também ficam

definidas por tonalidades de cinza próximas a do preto. Em contrapartida, o termo g é tal

que g(O2(x)) ∼ 1 nas regiões homogêneas, porém nas regiões caracterizadas pela textura

e outros detalhes intŕınsecos, g não captura com eficiência essas informações. Neste caso,

gostaŕıamos que tanto g(O1(x)) quanto g(O2(x)) se aproximem dos extremos, mas que

não atinjam estritamente tais valores, já que isso anularia completamente a contribuição

da difusão ou dos dois termos de reação considerados em (7.8), gerando descontinuidades

bruscas na imagem. A Figura 93 ilustra bem o fato descrito.

(a) (b) (c) (d)

Figura 93: O termo de difusividade proposto h. (a) Imagem a ser processada, (b) termo
g(O1(x)), (c) g(O2(x)) e (d) h.

A equação (7.8) pode ser entendida como um balanceamento entre suavização e

“manter-se perto” dos componentes f e Sf . Este balanceamento é gerenciado pelo termo
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h, o qual é usado como detector de bordas, texturas, e leves detalhes e também para

controlar a velocidade da difusão. Conforme descrito anteriormente, pode ser observado

que nas regiões homogêneas da imagem tem-se h ∼ 1. Então, (1 − h) ∼ 0 e assim os

termos de reação (f − I) e (Sf − I) atuam de forma praticamente insignificante na com-

posição de (7.8). Consequentemente, o termo representativo da curvatura média presente

na primeira parcela de (7.8) irá suavizar a imagem consideravelmente. Por outro lado,

para as regiões de contorno, h é pequeno, o que implica em (1− h) ∼ 1. Isso faz com que

o termo forçante (f −I) retenha bordas e contornos da imagem inicial f simultaneamente

com que o termo de reação (Sf − I) preserve e reconstrua as caracteŕısticas oscilatórias

da imagem, tais como textura e outros detalhes. Assim, ambos os termos de reação tem a

finalidade de reduzir os efeitos degenerativos do processo difusivo e recompor importantes

caracteŕısticas da imagem.

Aqui, usamos S tanto para o termo de reação de (7.8) quanto para identificar regiões

determinadas por texturas. Este operador é definido com base na recente e útil ferra-

menta de análise harmônica estudada no caṕıtulo anterior: as wave atoms [Demanet, 2006,

Demanet; Ying, 2007a, Demanet; Ying, 2007b].

7.3.2 Implementação numérica

A exemplo das modelagens numéricas descritas no decorrer desta dissertação, vamos

assumir que todas as imagens são representadas numericamente por matrizes onde cada

elemento Iij da mesma denota o valor da intensidade da imagem I(x) = I(x, y) no ponto

discreto (x, y) = (xi, yi), com xi = iΔx e yj = jΔy. Por simplicidade, adotamos Δx =

Δy = 1. Denotamos I(xi, yj)
(tn) por In

ij, onde tn = nΔt. Aqui, t representa o parâmetro

“temporal” escalar e Δt o seu passo.

As derivadas presentes em (7.8) são numericamente aproximadas usando técnicas de

diferenças finitas [Cunha, 2000], as quais funcionam com boa precisão na implementação

do algoritmo computacional.

A derivada temporal It =
∂I

∂t
é calculada em (xi, yj, tn) pela diferença avançada

∂I

∂t
∼

In+1
ij − In

ij

Δt
enquanto que a difusão degenerada
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|∇I|div

( ∇I

|∇I|
)

=
IxxI

2
y + −2 IxIyIxy + IyyI

2
x

I2
x + I2

y

é aproximada numericamente usando técnicas de diferenças centradas.

Em (7.9), |∇I| é obtido por cálculo direto da norma euclidiana com discretização

similar à apresentada anteriormente enquanto que para a computação dos sinais obtidos

por S propomos um filtro baseado em wave atom como segue:

S� = (WA)−1Θθ(WA)(�), (7.11)

onde � pode ser tomada como I ou f , WA denota a transformação wave atoms dada em

[Demanet; Ying, 2007a], (WA)−1 a transformação inversa correspondente e Θθ é a função

de limiarização, dada por

Θθ = Θθ(z) =

⎧⎨
⎩ z, |z| ≥ θ

0, |z| < θ,
(7.12)

com θ sendo o valor de limiar em questão. Para maiores detalhes sobre transformadas

discretas wave atoms, sugerimos [Demanet; Ying, 2007a, Demanet; Ying, 2007b].

Usando condições de contorno do tipo Neumann calculamos In+1
ij , n = 1, 2, ..., N , pela

versão discretizada de (7.8)

In+1
ij = In

ij + Δt Γ(In
ij), ∀ (i, j) ∈ D (7.13)

com I0
ij = f(xi, yj), N denotando o número de iterações e Γ(I) representando o lado

esquerdo de (7.8), exceto pelo cálculo de h, a qual deve ser computada para cada iteração

de (7.13).
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7.4 Resultados Experimentais

Esta seção tem como objetivo avaliar a qualidade de reconstrução da proposta vigente,

tanto para o caso de aplicações práticas como em relação à eficientes abordagens presentes

na literatura recorrente.

Em todos os experimentos foram utilizadas imagens em escala de cinza definidas no

intervalo padrão de [0, 255], representadas por matrizes de dimensão 256 × 256, exceto o

experimento 1, cujas dimensões são 128 × 128. No modelo considerado, adotamos β = 1,

κ = 0.001 e Δt = 0.1 para todos os experimentos apresentados.

7.4.1 Restauração usando o modelo proposto

Nesta seção são apresentados dois exemplos práticos de reconstrução de imagens tex-

turizadas.

A primeira aplicação é destinada ao tratamento de uma imagem 3D, colorida, anteri-

ormente tratada sob outra perspectiva no Caṕıtulo 5.

No caso da segunda aplicação, apresentamos uma imagem com alta concentração de

rúıdo, extráıda de uma recente descoberta vinculada à área de nanotecnologia. Neste

último caso, pelo fato de não se tratar de um experimento sintético mas sim de uma

aplicação prática, temos somente a imagem dotada de rúıdo.

Experimento 1

A Figura 94 apresenta os resultados obtidos mediante à aplicação do filtro proposto.

Como trata-se de uma imagem colorida, o modelo proposto (7.8) foi aplicado a cada

um dos três canais de cores RGB da imagem-alvo.

Conforme mostra a Figura 94, o modelo produziu um resultado bastante satisfatório,

visto que a imagem da Figura 94(d), a qual foi obtida pela subtração de 94(b) com 94(c)

ficou caracterizada pelo rúıdo.

Os parâmetros utilizados em cada um dos canais de cores foram: α = 0.2, θ = 0.05,

δ = 0.04 e μ = 0.8, sendo necessárias 20 iterações.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 94: (a) Imagem original, (b) versão com rúıdo (SNR = 8.68 db), (c) resultado
gerado pelo modelo proposto e (d) reśıduo associado à (c).
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Experimento 2

O segundo experimento aborda o problema de remoção de rúıdos em uma imagem

de nanotecnologia. Assim, este exemplo trata mais especificamente de uma aplicação

direta do modelo proposto para o tratamento de imagens dessa categoria, caracterizadas

por conterem altos ńıveis de rúıdo, além de serem plenamente constitúıdas por regiões

contendo texturas de alta relevância, importantes para posteriores conclusões na área.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 95: (a) Imagem observada, (b) resultado gerado pelo modelo proposto, (c) reśıduo
associado à (b) e (d) representação do termo de difusividade h (7.9).

De acordo com os resultados produzidos na Figura 95, podemos constatar que a EDP

proposta obteve pleno êxito no quesito eliminação de rúıdos. Analisando a Figura 95(b),

conclúımos que além de extrair o rúıdo, o modelo proposto reconstruiu a textura presente

na imagem, melhorando de forma expressiva a qualidade visual da mesma.

Outro ponto importante acerca da problema pode ser constatado no reśıduo apresen-

tado pela Figura 95(c), a qual evidencia que praticamente apenas o rúıdo foi removido.
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Finalmente, a Figura 95(d) apresenta o termo h (7.9) em relação à última iteração do

processo de restauração. Notamos que a textura ficou bem destacada na imagem, visto

que este termo controla o mecanismo de difusão do filtro proposto.

Os parâmetros adotados são dados a seguir: α = 0.2, θ = 0.15, δ = 0.04 e μ = 0.7,

sendo necessárias 65 iterações para a convergência do método.

7.4.2 Comparação com outras abordagens da literatura

Para atestar a boa performace de nosso filtro anisotrópico, foram utilizados para

comparação alguns modelos recentes da literatura.

A exemplo do estudo qualitativo desenvolvido no caṕıtulo anterior, consideremos a

mesma imagem analisada naquela ocasião, a clássica fotografia da Barbara. Para efeito de

ilustração, apresentamos novamente a imagem danificada 96(b) considerada no caṕıtulo

anterior, a qual possúı importantes caracteŕısticas a serem preservadas e recuperadas,

dentre elas: a textura próxima ao pescoço, no fundo, e os detalhes intŕınsecos do rosto

e em suas proximidades (olhos, nariz, mão). Também apresentamos a imagem original

pré-processada (Figura 96(a)), extráıda da fotografia original 29(a).

Mediante à aplicação da EDP proposta, segue o resultado apresentado na Figura

96(c). Os parâmetros utilizados foram: α = 0.8, θ = 0.13, δ = 0.09 e μ = 0.25. Foram

necessárias apenas 20 iterações para a imagem final ser processada. Neste caso, tanto a

textura quanto os detalhes da imagem (contornos intŕınsecos) foram recuperados, além

da minimização do ńıvel de rúıdo sem que houvesse suavização excessiva. Nesse sentido, a

discussão realizada a respeito dos modelos correlatos pode ser revista no caṕıtulo anterior.

Nos parágrafos subsequentes efetuamos uma breve análise qualitativa, com base nas

reconstruções produzidas por cada método envolvido (vide novamente o caṕıtulo anterior)

e pelo filtro proposto. Na Figura 97 apresentamos um “zoom” do olho direito em relação

a cada reconstrução evidenciada em 91(b)-(e), bem como a ampliação de 96(c).

Podemos ver claramente que nas imagens da Figura 97(c),(d) e (f) a textura é es-

tendida inadequadamente para o rosto. Por outro lado, a Figura 97(e) está bastante

suavizada, além de ter perdido parte de sua textura orientada. A imagem apresentada em

97(g) mostra o resultado obtido pelo nosso modelo. Pode-se observar que tanto a textura
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(a) (b) (c)

Figura 96: (a) Imagem original, (b) versão com rúıdo (SNR = 9.97 db) e (c) resultado
obtido pelo modelo proposto.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

Figura 97: Ampliação nas imagens reconstrúıdas. (a) Imagem original, (b) versão com
rúıdo, (c) gerado por curvelets, (d) por wave atoms, (e) por modelagem adaptativa
[Gilboa et al., 2006], (f) por difusão combinada com curvelet [Ma; Plonka, 2007] e (g)
pela equação proposta.
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Imagem Método SNR
Figura 91(b) Curvelets 9.99
Figura 91(c) Wave atoms 10.55
Figura 91(d) Gilboa et al. 11.24
Figura 91(e) Plonka et al. 9.87
Figura 96(c) Modelo Proposto 11.69

Tabela 7: Análise quantitativa (cálculo do SNR) entre as modelagens analisadas.

como os detalhes intŕınsecos do rosto são recuperados.

Na tabela a seguir apresentamos uma breve análise quantitativa, com base no estima-

dor SNR entre 96(a) e as reconstruções produzidas por cada modelo analisado.

Com base na tabela equiparativa, podemos observar que o maior SRN foi atribúıdo

ao modelo proposto, atestando a eficiência do mesmo.
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7.5 Considerações Finais

Neste caṕıtulo foi apresentado um novo filtro voltado para o tratamento de imagens

contaminadas por rúıdo e com alta concentração de padrões oscilatórios, tais como textura

e detalhes irregulares. O modelo combina um filtro de difusão anisotrópica com técnicas

de análise harmônica, mais especificamente com técnicas baseadas em wave atoms. Além

disso, propusemos um novo termo regularizador, o qual detecta caracteŕısticas espećıficas

da imagem.

O modelo proposto tem caráter seletivo, isto é, aplica difusão e recupera bordas e

texturas de acordo a imagem auxiliar gerada pelo termo regularizador.

Filtros para o tratamento de imagens com textura podem ser utilizados em uma

gama de aplicações práticas, por exemplo: no processamento de impressões digitais, no

tratamento de superf́ıcies, imagens de nanotecnologia, de geof́ısica, de segurança, etc.

Análises experimentais qualitativas e quantitativas mostraram a eficiência do novo

filtro quando comparado com recentes modelos da literatura.

A próxima etapa a ser analisada com respeito ao modelo apresentado é estudar as

relações entre seus parâmetros, objetivando a automatização do protótipo computacional

e também na estimação de parâmetros ótimos.

Para maiores detalhes a respeito da equação diferencial proposta, bem como outros ex-

perimentos realizados, o leitor poderá consultar a referência base [Casaca; Boaventura, 2009c].
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Caṕıtulo 8

Conclusão

Nessa dissertação de mestrado apresentamos um estudo acerca de modelagens ma-

temáticas voltadas para a restauração de imagens reais munidas de textura, mais espe-

cificamente para os casos de reconstrução de regiões danificadas, remoção de objetos, e

eliminação de rúıdo em imagens reais. No intuito de tratar cada um desses casos, foram

propostas quatro abordagens, de formulações distintas, as quais se mostraram bastante

satisfatórias na concretização dos objetivos anteriormente pré-definidos.

Um fato de fundamental importância no tratamento e manipulação dos modelos foi a

determinação prévia dos diferentes elementos de textura mediante à classificação proposta

em [Liu et al., 2004]. De posse desse argumento, foi posśıvel confeccionar algoritmos mais

estáveis e eficientes voltados para aplicações mais espećıficas, como foi o caso do pri-

meiro modelo apresentado no Caṕıtulo 4, o qual tem por finalidade tratar texturas mais

regulares.

Ainda em relação ao modelo anteriormente citado, a ideia inicial era desenvolver uma

modelagem h́ıbrida baseada na proposta base de [Bertalmio et al., 2003], de forma a am-

pliar o escopo de aplicações práticas e reparar as incongruências ocasionadas pelo processo

de decomposição institúıdo pelos autores, além de almejar-se realizar o Prinćıpio da Co-

nectividade [Kanizsa, 1979]. Assim, a decomposição proposta em [Barcelos et al., 2003,

Casaca; Boaventura, 2008b] implementada em nossa abordagem produziu a dissociação

correta da forma f = u + v, garantindo que na etapa final de associação dos compo-

nentes reconstrúıdos a mesma soma se tornasse válida, o que nem sempre ocorre com

[Bertalmio et al., 2003], como mostramos no Exemplo 3 da Seção 5.1.2. O mesmo pode-
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se dizer sobre o Prinćıpio da Conectividade, conforme apresentado no Exemplo 1 dessa

mesma seção.

Ainda a respeito de nossa primeira proposta, vimos que em determinados casos a etapa

de decomposição também pode reconstruir o termo homogêneo (cartoon), em adição à sua

finalidade original, como mostra o Exemplo 2, Seção 5.1.1.

Quanto à nossa segunda proposta, inicialmente concebida para tratar as classes de

texturas mais estocásticas, verificou-se que ela produziu bons resultados não só para as

classes de texturas ora mencionadas, mas também para quaisquer tipos de texturas e/ou

outras informações de alta relevância da imagem. Assim, uma grande vantagem é que o

modelo pode ser empregado com êxito em situações-problema, como, por exemplo, para

remover objetos em áreas completamente dotadas de textura (Exemplo 1, Seção 5.2.2).

Outro ponto vinculado ao modelo sob análise é que o mecanismo de ordenação guiado

pela EDP [Bertalmio et al., 2000] aliado às ideias da decomposição cartoon/textura de

[Casaca; Boaventura, 2008b] no processo de reconstrução dos pixels atingiu êxito em todos

os experimentos, como mostram os exemplos da Seção 5.2.1 e 5.2.2. No Experimento 3

da Seção 5.2.1, por exemplo, pode-se averiguar a atuação de cada um dos componentes

de prioridade no processo reconstrutivo. Já a amostragem proposta (dynamic sampling)

também trouxe melhorias significativas no tratamento do problema. Conforme ilustram

os Exemplos 5 e 6 da Seção 5.2.2, foram produzidos resultados mais satisfatórios com

o modelo proposto do que pelo modelo correlato sob análise. Em visto à complexidade

do problema e das imagens analisadas, conclúımos que o modelo apresentou um ótimo

desempenho.

Limitando-nos agora ao problema de remoção de rúıdo, conclúımos que ambas as

propostas consideradas produziram resultados animadores.

No caso do modelo apresentado no Caṕıtulo 6 [Casaca; Boaventura, 2010], foi proposto

um novo esquema de decomposição, o qual dissocia uma imagem dada em três diferentes

domı́nios: estrutura/textura/rúıdo. Desta forma, uma vantagem atribúıda à este esquema

é que ele pode ser utilizado para outras finalidade como, por exemplo, para segmentar

imagens, além do propósito de extrair rúıdo. No que diz respeito à formulação do modelo,

foram utilizadas abordagens bastante diversificadas: EDP, wave atoms, morfologia mate-
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mática, limiarização, texturização e decomposição do tipo cartoon/textura-rúıdo, a fim de

confeccionar um método robusto com resultados mais satisfatórios em relação aos obtidos

pelos modelos correlatos da literatura nesses últimos cinco anos, conforme evidenciam as

Figuras 91 e 92.

Em paralelo com o propósito de remover rúıdo em imagens com texturas, nosso úl-

timo modelo [Casaca; Boaventura, 2009c] foi fomentado em torno de uma EDP não-linear,

baseada em um novo termo regularizador formulado a partir do termo difusivo de Malik-

Perona [Malik; Perona, 1990] e da wave atom [Demanet; Ying, 2007a]. Diferente da es-

tratégia do modelo anterior, o filtro analisado foi constitúıdo integralmente para tratar o

problema de remoção de rúıdo. Neste caso, o domı́nio de aplicação da EDP passa a ser

determinado exclusivamente pela imagem-alvo. Quanto aos resultados experimentais, o

modelo produziu excelentes resultados, conforme foi apresento nos Exemplos 1 e 2 da Se-

ção 7.4.1. O mesmo pode-se afirmar em relação à análise comparativa realizada (Figuras

96 e 96).

Em relação às imagens consideradas em nossas experimentações, procuramos simu-

lar diversas situações distintas, nas quais o objetivo era variar tanto as dimensões e a

disposição das regiões de reconstrução como o ńıvel de concentração do rúıdo.

É também válido ressaltar que, além de conceitos condizentes com a literatura de

restauração de imagens, outras linhas de estudos correlatas foram estudadas, como é o

caso dos modelos de decomposição de imagens e de técnicas puras de śıntese de texturas,

conforme foi apresentado nos Caṕıtulos 2 e 3, respectivamente. Em virtude da natureza

vasta e diversificada desses dois últimos temas, foram apresentados apenas os elementos-

chave necessários para a consolidação de nossas propostas.

Em consonância com o último parágrafo, salientamos que cada um dos temas aqui

estudados, a saber: decomposição de imagens, śıntese de texturas, “inpainting”digital, re-

moção de rúıdos, wave atoms, entre outros, poderiam constituir um objeto de estudo único,

a ser pesquisado em um trabalho de dissertação ou tese, tal como sugerem as corresponden-

tes referências [Sovak, 2002, Wei, 2002, Silva, 2005, Silva Jr, 2001, Demanet, 2006]. Nesse

sentido, acreditamos que a compilação de todos os temas aqui estudados pode vir a com-

plementar e nortear futuros estudantes da área. Por exemplo, não conhecemos nenhum

trabalho redigido em lingua portuguesa sob a perspectiva dos assuntos: decomposição de
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imagens do tipo cartoon/textura e wave atoms.

Para trabalhos futuros, analisamos a possibilidade de restringir a quantidade de pa-

râmetros utilizados em cada uma das abordagens aqui propostas. Isso certamente con-

tribuiria na consolidação de estágios de automatização de forma a abranger mais aplica-

ções práticas. Em especial, no caso do trabalho [Casaca; Boaventura, 2009c], almeja-se

criar mecanismos práticos de estimação de parâmetros ótimos, a exemplo dos trabalhos

[Barcelos et al., 2003, Barcelos et al., 2005].

Outra proposta promissora é tratar imagens simultaneamente dotadas de texturas,

rúıdo e regiões de inpainting, a exemplo das abordagens h́ıbridas propostas nos trabalhos

[Barcelos; Batista, 2007, Casaca; Boaventura, 2007c, Casaca; Boaventura, 2007d] para o

caso de imagens com rúıdo, regiões de inpainting, porém sem texturas. Para este propósito,

acreditamos que o emprego da decomposição de três termos [Casaca; Boaventura, 2010]

em conjunto com proposta I ou II poderão produzir resultados bastante expressivos.

Uma terceira proposta, bastante inovadora, seria catalizar o processo de amostragem

atribúıdo à proposta II de acordo com os isótopos computados a partir da equação do

transporte [Bertalmio et al., 2000], isto é, amostrar a informação somente nos isótopos

das intermediações da região que se queira recompor.

Uma quarta proposta, sob um aspecto mais teórico, seria desenvolver um estudo mais

detalhado da EDP proposta em [Casaca; Boaventura, 2009c], abordando conceitos mais

formais da teoria matemática envolvida.
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[Harrison, 2001] HARRISON, P. A non-hierarchical procedure for re-synthesis of
complex texture. Proc. Int. Conf. Central Europe Comp. Graphics, Visua. and Comp.
Vision, Plzen, Czech Republic, 2001.

[Herman, 2009] HERMAN, G. T. Fundamentals of Computerized Tomography:
Image Reconstruction from Projections. 2nd Edition, Springer, 2009.

[Kanizsa, 1979] KANIZSA, G. Organization in Vision. Praeger, New York, 1979.

[Komodakis; Tziritas, 2008] KOMODAKIS, N.; TZIRITAS, G. Image completion
using efficient belief propagation via priority scheduling and dynamic pru-
ning. IEEE Transactions on Image Processing, Vol. 11, pp. 2649-2661, 2008.

[Levine et al., 2005] LEVINE, S.; RAMSEY, M.; MISNER, T.; SCHWAB, S. An adap-
tive model for image decomposition with applications to remote sensing.
Lecture Notes in Computer Science, Vol. 3757, pp. 382-397, 2005.

[Li et al., 2009] LI, F.; SHEN, C.; ZHANG, G. Variational denoising of partly tex-
tured images. Journal of Visual Communication and Image Representation, Vol. 20,
pp. 293-300, 2009.

[Liang et al., 2001] LIANG L.; LIU C.; XU Y-Q.; GUO, B.; SHUM, H-Y. Real-time
texture synthesis by patch-based sampling. ACM Transactions on Graphics, Vol.
20, pp. 127-150, 2001.

[Lieu, 2005] LIEU, L. Contribution to problems in image restoration, decom-
position, and segmentation by variational methods and Partial Diferential
Equations. Tese (Doutorado em ’Philosophy’)-University of California, 2006.

[Liu et al., 2004] LIU, Y.; LIN, W.; HAYS, J. H. Near regular texture analysis and
manipulation. ACM Transactions on Graphics, SIGGRAPH 2004, Vol. 23(3), pp.
368-376, 2004.

[Liu et al., 2008] LIU, G.; FENG, X.; BAI, J. Variational image decomposition
using wave atoms. Current Development in Theory and Applications of Wavelets,
Vol. 2, pp. 277-291, 2008.

[Ma, 2007] MA, J. Image assimilation by geometric wavelet based reaction-
diffusion equation. Proceeding of SPIE Wavelet XII, Vol. 6701, 2007.

[Ma; Plonka, 2007] MA, J.; PLONKA, G. Combined curvelet shrinkage and non-
linear anisotropic diffusion. IEEE Transactions on Image Processing, Vol. 16, pp.
2198-2206, 2007.

[Malik; Perona, 1990] MALIK, J.; PERONA, P. Scale-space and edge detection
using anisotropic diffusion. IEEE Transactions Pattern Analysis and Machine In-
telligence, Vol. 12(7), pp. 629-639, 1990.

[Maragos et al., 2005] MARAGOS, P.; SOFOU, A.; EVANGELOPOULOS, G. Coupled
geometric and texture PDE-based segmentation. International Conference on
Image Processing 2005, pp. 650-653.



Referências Bibliográficas 188
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