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Resumo

Esta dissertacao aborda a construcao de reticulados via corpos biquadraticos, estru-
turas fundamentais na teoria dos ntimeros e na analise combinatoria. Os reticulados sao
definidos como conjuntos discretos de pontos em espagos euclidianos que apresentam pro-
priedades especificas de simetria e periodicidade, e suas relagoes com extensoes de corpos
e a estrutura algébrica subjacente sao exploradas. A pesquisa analisa detalhadamente
os métodos de construcao desses reticulados, utilizando ferramentas da &dlgebra linear e
da teoria dos grupos, e apresenta exemplos que ilustram sua aplicacao em problemas de
empacotamento esférico e otimizacao de processos algébricos.

Palavras-Chave: Reticulados, Reticulados Algébricos, Corpos Biquadrdticos, Densi-
dade de Centro, Bem Arredondados.






Abstract

This dissertation focuses on the construction of lattices via biquadratic fields, which
are fundamental structures in number theory and combinatorial analysis. Lattices are
defined as discrete sets of points in Euclidean spaces that exhibit specific properties of
symmetry and periodicity, and their relationships with field extensions and the underlying
algebraic structure are explored. The research provides a detailed analysis of the cons-
truction methods for these lattices, utilizing tools from linear algebra and group theory,
and presents examples that illustrate their application in spherical packing problems and
the optimization of algebraic processes.

Keywords: Lattices, Algebraic Lattices, Biquadratic Fields, Center Density.
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Introducao

O estudo dos reticulados no contexto da teoria dos ntimeros tem ocupado um papel
fundamental na matematica moderna, em especial devido as suas conexoes com a geome-
tria e suas aplicagoes em areas como criptografia e teoria da informagao. Os reticulados
surgem naturalmente em problemas que envolvem otimizacao geométrica, como o empa-
cotamento esférico e a busca de estruturas com densidade méaxima. Esses aspectos sao
de grande interesse tanto para a teoria algébrica dos niimeros quanto para a teoria dos
reticulados, oferecendo métodos para explorar propriedades algébricas e geométricas com
aplicagoes relevantes.

Neste trabalho, focamos na construcao de reticulados via corpos biquadraticos e na
analise de suas propriedades fundamentais, como norma minima, raio de empacotamento
e densidade. O objetivo principal é desenvolver uma abordagem algébrica para a cons-
trucao desses reticulados utilizando corpos biquadraticos, o que permite a construcao de
reticulados com caracteristicas especificas e controlaveis. Este estudo contribui para a
analise da eficiéncia de tais caracteristicas dentro do contexto tedrico.

A pesquisa conduzida neste trabalho se destaca pela inovagao em explorar a construgao
de reticulados a partir de corpos biquadraticos, fornecendo novas perspectivas sobre as
propriedades geométricas e algébricas desses reticulados. Assim, este estudo busca ampliar
a compreensao sobre as relagoes entre propriedades algébricas de corpos e as estruturas
geométricas de reticulados, oferecendo uma visao integrada entre a teoria algébrica dos
Nuameros e a teoria dos reticulados.

A dissertagao é organizada nos capitulos seguintes, cada um tratando de um aspecto
especifico do estudo:

e Capitulo 2: Conceitos béasicos de algebra — Apresentamos conceitos funda-
mentais como grupos, anéis, ideais, anéis de polinomios, extensoes de corpos finitas,
extensoes algébricas, corpos de raizes e extensoes separaveis e inseparaveis.

e Capitulo 3: Teoria algébrica dos nimeros — Aborda temas como corpo fixo,
normas, tragos, discriminantes, corpos quadraticos e conceitos de corpos biquadra-
ticos.

e Capitulo 4: Introducao aos reticulados — Sao apresentados os conceitos iniciais
sobre reticulados, como regiao fundamental, matriz de Gram, matriz geradora e
volume, além de topicos sobre empacotamento esférico e os principais reticulados
conhecidos na literatura.

e Capitulo 5: Reticulados via corpos biquadraticos — Apresenta a construgao
de reticulados via esses corpos.

A metodologia adotada neste trabalho é predominantemente tedrica e se baseia na
utilizacao de corpos biquadraticos como ferramenta para a construcao de reticulados, o
que envolve o desenvolvimento de técnicas algébricas e geométricas especificas para esse
tipo de estrutura. Além disso, o uso do grupo de Galois e do teorema do elemento
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primitivo é fundamental para estabelecer as bases tedricas que sustentam as construcoes
propostas.

Em resumo, esta dissertagao busca contribuir para a teoria dos reticulados com uma
abordagem que integra conceitos algébricos e geométricos, oferecendo percepgoes que
podem abrir caminho para estudos mais aplicados ou para avangos na compreensao da
densidade e das propriedades estruturais de reticulados.



CAPITULO

1

Conceitos basicos de algebra

Neste capitulo, abordaremos as defini¢oes de grupos, anéis e corpos, além das nogoes de
extensoes de corpos e suas propriedades fundamentais. Esses conceitos servem como base
para a compreensao das condi¢oes necessarias e suficientes para que uma extensao finita
de corpos seja gerada por um tnico elemento, culminando na formulacao e demonstragao
do Teorema do Elemento Primitivo. Para este capitulo utilizamos as referéncias [3] e [4].

1.1 Grupos

Definicao 1. Um conjunto nao vazio G, munido de uma operagao bindria x: G X G — G
¢ chamado de grupo, denotado por (G,x*), se as sequintes propriedades forem satisfeitas
para quaisquer a,b,c € G:

1. Associatividade: (a*b)xc=ax (bxc).

2. Existéncia do elemento neutro: Hd um elemento e € G tal que axe = exa = a para
todo a € G. O elemento e € chamado de neutro em relagao a operagao.

3. Existéncia do elemento inverso: Para cada a € G, existe a' € G tal que a x a’ =
a xa=e. O elemento a' é denominado inverso ou simétrico de a.

Se, adicionalmente, a operagao * for comutativa (isto é, a xb = b * a para todos
a,b € G), o grupo é chamado de abeliano ou comutativo.

Um subconjunto nao vazio H C G € chamado de subgrupo de G se H, munido da
mesma operacao x, também satisfizer as condigoes de grupo.

Denotamos os grupos G dotados das operagoes aditiva e multiplicativa por (G,+) e
(G, -), respectivamente. Como exemplos de grupos aditivos, temos (R, +), (Q, +) e (Z, +);
e como grupos multiplicativos, temos (R*,-) e (Q*,-), onde as notagdes R* e Q* denotam
os conjuntos R — {0} e Q — {0}, respectivamente. Note que o conjunto Z* com a operagao
multiplicativa nao possui uma estrutura de grupo.

Definicao 2. Seja G um grupo.

1. Dizemos que G € um grupo finito (respec. infinito) se G for um conjunto finito
(respec. infinito).

2. Se G for um grupo finito, o nimero de elementos de G é chamado a ordem de G e
¢ denotada por o(G).

13



1. Conceitos basicos de algebra 14

Um importante grupo finito que introduzimos agora é o grupo dos inteiros médulo n,
que denotamos por Z, e que é muito utilizado na geracao de alfabetos de c6digos corretores
de erros, em sistemas criptograficos, processamento de sinais, etc. A operacao de adigao
modulo n é definida da seguinte forma: dizemos que um inteiro r é a soma de dois inteiros
s e t, médulo n, se r for o resto da divisao de s + t por n. Desta forma, tem-se que
Zn, =40,1,2,...,n — 1}, onde n > 2. De maneira anéloga, define-se a operac¢do produto
modulo n, para n > 2. Denotamos as operacoes de adicao modulo n e multiplicacao
modulo n por @ e ®, respectivamente.

Teorema 1. O conjunto Z,, é um grupo sob a operagio de adi¢ao modulo n.

Teorema 2. Se p é um numero primo, entao o conjunto Ly, = {1,2,...,p — 1} € um
grupo sob a operacao de multiplicagao maodulo p.

Observagao 1. Para se obter wma estrutura de grupo multiplicativo em
Zp — {0} ={1,2,--- ;n — 1}, € essencial a hipdtese de que n seja primo, ou seja, nio é
possivel construir grupos multiplicativos Z, — {0} para n que nao seja um nimero primo.

Definicao 3. Seja G um grupo multiplicativo. Um subconjunto S de G com a proprie-
dade de que todo elemento de G pode ser escrito como um produto de elementos de S €
denominado conjunto de geradores de G. Denota-se por G = (S) e diz-se que G € gerado
por S.

Definicao 4. Um grupo G é dito ciclico se existir pelo menos um elemento a € G,
chamado de gerador, tal que todos os elementos do grupo podem ser obtidos como poténcias
de a (no caso multiplicativo) ou como mailtiplos inteiros de a (no caso aditivo).

Formalmente, para um grupo multiplicativo temos G = {a™ | m € Z}, e para um
grupo aditivo temos G = {ma | m € Z}. O elemento gerador a ¢ dito gerador do grupo
G, e denotamos G = (a). Um grupo ciclico pode possuir varios geradores distintos.

Defini¢ao 5. Considere os grupos (G, *) e (G',0). Uma aplicagao ¢ : G — G, tal que
¢(axb) = p(a) o p(b), para todo a,b € G,

¢ chamada de homomorfismo de G em G'. Se esta aplicacao for bijetiva, diremos que
¢ € um isomorfismo. Se (G,x) = (G',0) e ¢ é um isomorfismo, diremos que ¢ € um
automorfismo.
1.2 Anéis e Corpos
Definicao 6. Seja A um grupo aditivo, e considere as sequintes propriedades:

1. Distributiva da multiplicagao com relag¢ao a adi¢ao (4 esquerda), isto €,

a(b+c) =ab+ac, para todos a,b,c € A.
2. Distributiva da multiplicagao com relagao a adigao (a direita), isto €,
(b+ c)a =ba+ ca, para todos a,b,c € A.

3. Associativa, isto é, a(bc) = (ab)c, para todos a,b,c € A.

4. Comutativa, isto €, ab = ba, para todos a,b € A.
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Se as propriedades 1), 2) e 3) forem satisfeitas, diremos que o grupo (A,+) € um
anel e o denotamos por (A,+,-). Se, além disso, a propriedade 4) for satisfeita, diremos
que A € um anel comutativo. Quando existir uma identidade multiplicativa 14 em A que
satisfaca a relacao 1,0 = x14 para todo x € A, diremos que A € um anel com unidade.

Definigao 7. Um subconjunto nao vazio S de um anel A é chamado de subanel de A
quando S € fechado em relagao as operagoes de adi¢ao e multiplicacao definidas em A e,
munido dessas operagoes, constitui ele proprio um anel.

Proposicao 1. Um subconjunto nao vazio S C A € um subanel de A se, e somente se,
para quaisquer x,y € S, tem-se que x —y € S exy € S.

Definigao 8. Seja A um anel e a € A nao-nulo.

(a) O elemento a € A é denominado divisor de zero se existe b € A nao-nulo tal que
ab = 0.

(b) Seja A um anel com unidade. O elemento a € A € dito inversivel se existir a™' € A
tal que aa! =1 = a 'a.

Definicao 9. Um anel comutativo com unidade é chamado de dominio de integridade se
nao tiver divisores de zeros.

Por exemplo, o conjunto dos niimeros inteiros Z ¢ um dominio de integridade uma vez
que forma um anel comutativo com unidade e nao contém divisores de zeros.

Definicao 10. Um anel com unidade em que todo elemento nao nulo seja inversivel é
chamado de anel de divisao.

Definicao 11. Se A é um anel comutativo com unidade, dizemos que A € um corpo se,
para todo 0 # x € A, existey € A tal que vy = 1.

Um subconjunto nao vazio de um corpo é um subcorpo se ele é também um corpo.
Veremos ao longo deste capitulo resultados importantes relativos aos corpos. Uma pro-
priedade importante dos anéis é sua caracteristica. Para defini-la, utilizamos a ordem de
um elemento do anel, considerada sobre seu grupo aditivo. Dado a € A, a ordem o(a) ¢
definida como o menor inteiro positivo m tal que a+a+---4+a =m-a = 0. Se nao existe
tal inteiro positivo, temos o(a) = co. Para todo n € Z, temos que n - a = 0 se, e somente
se, o(a) divide n. Dado qualquer a € A, vale que se o(1) # oo, entao o(a) divide o(1).

Além disso, se o(a) # o(1) entao a é um divisor de zero de A. Assim, definimos:

Definigao 12. A caracteristica de um anel A é dada por

0, seo(l) =00

char(A) = {

n, seo(l)=n+#

sendo chamadas caracteristica zero e caracteristica positiva, respectivamente.

1.3 Ideais

Definicao 13. Sejam (A, +,-) um anel e [ C A, com I # 0. Diremos que I é um Ideal
de A se (I,+) for um subgrupo de (A,+) e, para todor € A ea € I, temos ra € I.

Proposicao 2. Se A for um anel e I C A, com I # (), entdo I é um ideal de A se, e
somente se, para todo a,b € I er € A, temosra+0b¢e .
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Definigao 14. Seja A um anel e a € A. O conjunto (a) := {ra | r € A} é um ideal de
A, chamado de ideal principal gerado por a.

Definigao 15. Seja A um anel e I um ideal de A, definimos a+ 1 ={a+z,z € I}
Definicao 16. Sejam A um anel e I um ideal de A, definimos A/I ={a+1,a € A}
Defini¢ao 17. No conjunto A/I a operagao
(a+I1)+(b+1)=(a+b)+1, paratodoa,bec A,
estd bem definida e as sequintes condi¢does sao verificadas:
(i) A classe 0+ I € o elemento neutro para esta operagao.
(1)) a+1=>b+1 se, e somente se, a —b € I. Neste caso, dizemos que a =b (mod I).

Proposicao 3. O conjunto A/I = {a+ I,a € A} com a operagao de adi¢io definida
acima € um grupo.

Assim, dotamos A/I com uma estrutura de grupo aditivo. A notagdo a = b (mod I)
significa que os elementos a e b de A estao na mesma classe lateral, isto €, representam
o mesmo elemento em A/I. Agora, definimos a operacio de multiplicagao de classes

laterais:
(a+I1)(b+1)=(ab)+ I, para todo a,be A.

Proposicao 4. O conjunto A/I com as operagoes de adi¢io e multiplica¢io acima defi-
nidas € um anel, chamado de anel quociente de A sobre 1

Definicao 18. Dado um subconjunto M de um anel A, definimos o subanel de A gerado
por M como a intersecgao
[M] = A

com A" € Sy, em que Sy representa o conjunto de todos os subanéis de A que contém
M. Desse modo, temos que [M] é o menor subanel de A que contém M. Além disso,
Sy = Spoy = Sq1y € o conjunto de todos os subanéis de A. Entao [0] = [{0}] = [{1}] € o
menor subanel de A, denominado subanel primo de A.

Definicao 19. Dado um subconjunto P C K, o subcorpo de K gerado por P € definido
pela intersecgao (VK', com K' € Jp, tal que Jp representa o conjunto dos subcorpos de K
que contém P. Este € o menor subcorpo de K contendo P. Além disso, Jy = Jyoy = Jq)
€ o conjunto de todos os subcorpos de K e, portanto, o subcorpo gerado por {1} (ou {0})
€ o menor subcorpo de K, denominado subcorpo primo de K.

Todo subanel de A tem a mesma caracteristica de A. Além disso, se A for um dominio,

entao
char(A) =0 ou char(A) =p,

sendo p um ndamero primo, com o(a) = oo ou o(a) = p, respectivamente, para qualquer
a€ A

Pela caracteristica, podemos determinar o subanel primo S de qualquer anel A. To-
mando o homomorfismo de Z em A, dado por m — m - 1, temos que se char(A) = 0,
entao

S={m-1|meZ}
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¢ isomorfo a Z e, se char(A) = n # 0, entao
S={m-1|m=0,1,...,n—1}

¢ isomorfo a Z/nZ.

De forma anéloga, pela caracteristica de um corpo K, necessariamente igual a zero ou
a um primo p, podemos determinar o subcorpo primo de K. Denotando este tltimo por
Ky, se char(K) = 0, entdao Ky ¢ isomorfo a Q. Se char(K) = p, entdo K; coincide com o
subanel primo de K, pois este é um corpo isomorfo a Z/pZ.

Se o anel A/I for finito, entdo o ntumero de elementos A/I é chamado de norma do
ideal I.

Se A é um anel comutativo, entdao A/l também é comutativo, pois (a + I)(b+ I) =
ab+1I=ba+1=(b+1I)(a+1I). Por outro lado, se A possui unidade 1, entao A/l possui
unidade 1+ I. Além disso, podemos aplicar aos anéis quocientes um resultado conhecido
em grupos. Existe um homomorfismo sobrejetor ¢ de A em A/, dado por ¢(a) =a+ I,
para todo a € A, cujo nucleo é I. Isto nos leva ao seguinte lema.

Lema 1. Se A é um anel com ideal I, entdo A/l € uma imagem homomorfa de A.

A partir desta construcao de anel quociente, podemos transpor para anéis um resultado
visto para grupos, que descreve a imagem de um anel sob um homomorfismo sobrejetor.
Este resultado é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3. Seja ¢ : A — R um homomorfismo sobrejetor de anéis, com nicleo I.
Entao, R € isomorfo a A/I. Além disso, existe uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto dos ideais de R e o conjunto dos ideais de A que contém I, que associa a um
ideal U de R o ideal W de A, dado por W = {x € A | ¢(x) € U}. Nesse caso, AJ/W ¢
isomorfo a R/U.

A seguir, consideramos dois casos de ideais I de um anel A, de modo que A/I seja
um dominio ou um corpo. Para isso, precisamos definir dois tipos particulares de ideais,
como segue.

Definicao 20. Um ideal U de um anel A é chamado de ideal primo de A se U # A e,
dados quaisquer x,y € A, entao xy € U implica x € U ouy € U.

Definicao 21. Um ideal M # A de A € chamado de ideal maximal de A se, dado um
ideal U de A tal que M C U C A, entao M =U ou A=U.

Assim, um ideal M de A é maximal se nao existe nenhum ideal entre ele e o anel A.
Em outras palavras, M é maximal quando é o maior elemento do conjunto 14\ {A}, que
consiste nos ideais de A, exceto o proprio A.

Proposicao 5. O ideal U de A € primo se, e somente se, A/U é um dominio.
Proposicao 6. O ideal M de um anel A € mazimal se, e somente se, A/M ¢é um corpo.

Corolario 1. O ideal (0) de A é primo (respectivamente maximal) se, e somente se, o
anel A € um dominio (respectivamente um corpo).

Corolario 2. Todo ideal maximal € um ideal primo.
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1.4 Anéis de Polinémios
Um polinémio sobre o corpo F é uma expressao da forma
f(x) = ana” + an12" ' 4 - 4 a1z + ay,

onde os coeficientes a,,, a,_1,...,a9 sao elementos de F e o indice e os expoentes sao
nameros inteiros positivos. O polindémio nulo é dado por f(x) = 0, ou seja, todos os seus
coeficientes sao iguais a 0, e é o elemento neutro em relacao a adi¢ao do corpo F. Dizemos
que dois polindmios f(x) = ag+a1x+---+a,z"™ e g(x) = by + b1z +- - - + b, x™ sdo iguais
se, e somente se, a; = b; em [F, para todo 7 € N.

Um polinémio é dito monico se o coeficiente que multiplica o termo z™ é igual a 1. O
grau de um polinémio nao nulo f(z), denotado por J(f), é o indice do coeficiente a,,, se
este for nao-nulo, e por convencgao, o grau do polinémio nulo é —oo

Seja F[x] o conjunto de todos os polinémios na variavel = sobre F. Sejam f(z) =
S gaixt e g(z) =" bixt tal que f(z),g(x) € Fla]. A soma de f(z) e g(x) é definida
por f(z)+g(x) = > 1 (a;+b;)z". Assim, a soma de polinomios também é um polinémio.
O produto de f(z) e g(x) é definido por f(z)g(z) = S 1oy cxa®, onde ¢ = > iy jk @by,
onde 0 <7 < n,0< 7 < m. Assim, o produto de polinomios também é um polinémio.
Logo, pode ser mostrado que o conjunto F[z] de todos os polindémios sobre F forma um
anel comutativo com unidade sob as operacoes de adi¢cao e multiplicagao de polindémios.

Definigao 22. Dados dois polinomios f(x),g(x) € Flz], tem-se que:
O(f +9) <max{9d(f),0(9)} e 9(fg)=09(f)+ Ig)

Dizemos que um polinémio f(z) € Flx] € divisivel pelo polinomio g(x) € Fx] se existir
um polinomio h(zx) € Flz| tal que f(x) = g(x)h(z), e denota-se por g(x) | f(z). Um
polinomio p(x) € Fz] que é divisivel somente por elementos a € F, ou seja, somente por
polindomios de grau zero em IF, € dito polinémio irredutivel sobre F.

Definicao 23. O mdzimo divisor comum de dois polinémios f(x), g(z) € Flz|, denotado
por mde(f(x),g(x)), € um polinémio d(x) que satisfaz as sequintes condigoes:

d(z) | f(x) ed(x) | g(x),
2. Sed(x)| f(x) ed(z) | g(x), para algum d'(z) € Flx], entao d'(z) | d(z).

O minimo maltiplo comum de dois polinémios f(z), g(x) € Flz|, denotado por mme(f(z), g(x)),
¢ um polinomio m(z) que satisfaz as sequintes condigoes:

1 f(z) [ m(z) e g(z) | m(z),
2. Se f(z) | m/(x) e g(z) | m'(x), para algum m'(z) € Flz], entdo m(x) | m'(z).

)
Além disso, se f(z), g(z) € F|x] satisfazem a condigao de que f(z) | g(x) e g(x) | f(x),
entdo f(z) = ag(z), onde a € F. De fato, se f(x) = r(z)g(z) e g(x) = s(x)f(z), onde
rl(x),s(x)de g[x], entdo f(x) = s(z)r(z)f(x). Logo, d(sr) = 0, ou seja, s(x)r(x) é um
elemento de .

Teorema 4. Para todo par de polinémios nao nulos f(x),g(x) € Flx|, existe um inico
par de polinémios q(x),r(x) € Flz| (quociente e resto, respectivamente) tal que

9(x) = f(x)q(x) +r(z),
com r(xz) =0 ou d(r) < A(g).
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Teorema 5 (Fatoragao tnica). Se p(z) = a,2" + ap_12" ' + -+ a1z + ag € Flz] com
n > 1, entao p(x) fatora-se de forma unica (salvo a ordem dos fatores) como o produto
de polindmios irredutiveis em F[zx], salvo constante o € .

Teorema 6. Sejam f(x) e g(x) polinémios em Flx] tal que O(f) = 0(g) = 0. Se

f(@) = q(2)g(x) + ri(z)
9(x) = ga()ri(z) + ra(2)

Tn_3(x) = gn_1(x)ry_2(x) + 1,1 ()
rn-2(2) = qn(x)rn-1(x) + ro()
q

n+1 <I>Tn<x>>

€ uma sequéncia de divisoes, onde o processo termina quando € obtido um resto zero.
Entao, r,(z) = amde(f(z),g(x)), com a € F.

Corolario 3. Seja p(z), g(z) € Flz|, entao existem a(x),b(x) € F|x] tais que

mde(p(z), 9(x)) = a(z)p(z) + b(x)g(z). (1.1)

Definicao 24. Um elemento € F € uma raiz ou zero do polinémio f(zx) € Flx] se

f(B) = 0.

Teorema 7. Sejam [ € F e f(z) € Flz|, entao f(5) = 0 se, e somente se, (v — ) é
um fator de f(z), ou seja, f(x) = (x — B)q(x), para algum q(x) € Flz|. Mais ainda, se
d(f) = n, entdo existem no mdximo n zeros em f(x).

Dado um polinémio f(z) € F,[z], onde [, denota o corpo finito com p elementos
(sendo p primo), tem-se que o conjunto

(f(2)) ={g(@)f(x) - g(x) € Fpla]} =1 (1.2)

¢ um ideal em F,[z]. Podemos ent@o formar o anel quociente F,[x]/I, cujos elementos sao
classes laterais de I em [F,[x]. O conjunto dos representantes de todas essas classes laterais
consiste de todos os polinémios de grau menor do que o grau de f(x). As operagoes em
[F,[z]/I sao, respectivamente, a soma e o produto modulo I.

Exemplo 1. Para o corpo Fy e o polinémio f(xr) = x> + x sobre Fy, tem-se que os
elementos 0,1, 2,1+ x formam o anel Fylz]/(x* + ), ou seja, sao os representantes das
classes laterais de f(x) = x? + x em Folz]. Esses representantes formam um anel com as
operacoes de soma e produto modulo x° + x.

Definicao 25. Dizemos que um polindmio sobre um subanel K de C é redutivel se for
produto de dois polindomios de menor grau sobre K. Caso contrdrio, o polindomio € dito
wrredutivel.

Teorema 8. O anel F,[z]/(p(x)) é um corpo se, e somente se, p(x) € um polindmio
wrredutivel.

O Teorema [8]é a base para construir um corpo finito F. Tomando p(x) um polinémio
irredutivel de grau m sobre [F,, tem-se que os elementos de ' podem ser considerados
como todos os polinémios de grau menor ou igual a m — 1 com coeficientes em [F,, e
existem p™ de tais polindmios. Esses polindmios também podem ser vistos como todas
as m-uplas sobre IF,,, e em ambas representacoes tém adi¢do e multiplica¢do modulo p(z).
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Fazendo uso apenas da estrutura aditiva, tem-se que o conjunto de todas as m-uplas é um
espaco vetorial sobre [F,, de dimensao m, e portanto este espago vetorial tem p™ elementos.
Finalmente, fazendo uso da estrutura aditiva e multiplicativa, tem-se que F é um corpo
com p™ elementos.

Queremos mostrar que o grupo multiplicativo F; = F, — {0} de todo corpo finito é
um grupo ciclico, ou seja, existe um elemento nao nulo o € I, que gera os elementos de
F; =TF, — {0}

Exemplo 2. Em F; = {0,1,2,3,4}, o elemento 2 gera o grupo multiplicativo
Teorema 9. Se f31,...,5,-1 sao os elementos nao nulos de Fy, entao
171 = (@ = Bz — )+ (2 — ). (1.3)

Definicao 26. Um gerador do grupo multiplicativo de F, € chamado de elemento primitivo

de F,.
Teorema 10 (Elemento primitivo). Todo corpo finito F possui um elemento primitivo.

Demonstracio. Suponha que F tenha q elementos. Como 2% ' = 1, para todo =z € F*,
segue que todos os elementos de K* tém ordem menor ou igual a ¢ — 1. Queremos mostrar
que F* possui um elemento de ordem ¢ — 1. Seja a € F* um elemento de ordem méxima
m. Portanto, devemos provar que m = ¢ — 1. Afirmamos que, se b € F*, entao a ordem de
b divide a ordem de a. De fato, se ds = o(b), onde d = mdc(ds, m), entdo mdc(s, m) = 1.
Devemos entdo mostrar que s = 1. Se s > 1, entdo teriamos que a ordem de b? seria
s > 1, e portanto a ordem de ab? seria ms > m, contradizendo a maximalidade da ordem
de a. Logo, todo elemento de F* satisfaz a equagao 2™ —1 = 0, e assim, ¢ — 1 = |[F*| < m.
Como m < ¢ — 1, segue que m = o(a) = ¢ — 1, o que prova o teorema. ®
Pelo Teorema conclui-se que existe « € F; tal que

* 0 1 2 q—2
F, ={a",a’,a%...,a""}.
Além disso, a?! = 1, e, portanto, nesta representacao, a operacao de multiplicacao fica
extremamente simplificada. Mais precisamente,
[i-+7]
)

a'od =

onde [i + j] representa o resto da divisao de i + j por ¢ — 1. Em contrapartida, nesta
representacao, a operacao de adigao se torna mais complicada. Para efetua-la, usam-se
certas tabelas chamadas de tabelas logaritmicas de Zech, que descrevemos a seguir. Para
n < m tem-se que

a"+am=a"(1+am™").

Para cada 7, se determinarmos o inteiro z(r) tal que 1 + z(r) = o*("), teremos que
Q" + o™ = anaz(m—n)'

Portanto, para efetuar a adigao em [, escolhe-se um elemento primitivo « € F} e utilizam-
se as propriedades da representacao exponencial dos elementos do corpo.



CAPITULO

2

Teoria algébrica dos niimeros

Este capitulo trata de importantes conceitos ligados as extensoes de corpos. Explora-
mos estruturas fundamentais como o Grupo de Galois e o Corpo Fixo, além de ferramentas
como a Norma, o Traco e o Discriminante, que fornecem informacgoes valiosas sobre es-
sas extensoes. Também discutimos a relevancia dos corpos ciclotémicos, quadraticos e
biquadréaticos, analisando suas propriedades dentro desse contexto teérico. As referéncias
utilizadas nesse capitulo sao [I] e [3].

2.1 Extensoes de corpos finitas

Definigao 27. Seja K um corpo. Uma extensao de K é um par (L, 1) onde IL € um corpo
et : K — L um monomorfismo.

Uma extensao I de K pode ser interpretada como um K-espaco vetorial, com as
operagoes definidas no corpo L. Em outras palavras, I é um espago vetorial sobre o
corpo K. Assim, podemos definir o grau dessa extensao a partir da dimensao desse
espago vetorial, conforme a seguir.

Definicao 28. O grau da extensio LK, denotado por L : K], € definido como a dimensdo
do espago vetorial I sobre o corpo K, isto €, [L : K] := dimg L.

Dizemos que a extensdo ¢ finita se [L : K] for finito; caso contrario, a extensao ¢ dita
infinita. Quando um conjunto {f, fa, ..., Bx} C L for uma base de L. como um K-espago
vetorial, entdao dizemos que este conjunto é uma base da extensao L|K.

Proposicao 7. Dada uma extensao L|K, temos que [L : K] =1 se, e somente se, L = K.

Demonstra¢ao. Suponha que [L : K] = 1. O conjunto {1} é linearmente independente e,
portanto, ¢ uma base de L|K. Logo, se a € L, entdo a = d -1 com d € K, ou seja, a € K.
Portanto, . C K, de onde segue que . = K. Reciprocamente, se L. = K, entao {1} ¢ uma
base da extensao L|K, e portanto [L: K] =1. =

O proximo resultado nos apresenta uma importante propriedade de extensoes finitas,
no que diz respeito & multiplicidade dos graus de uma extensao contida em outra.

Teorema 11 (Multiplicidade dos graus). Sejam K C M C L corpos. Entao [L|K] € finita,
se, e somente se, [LIM] e [M : K] sdo finitas. Neste caso, [L : K] = [L : M][M : K].

Demonstracao. Sejam [L : K] < oo e B uma base de L sobre K. Temos que M|K ¢ finita,
uma vez que M é um subespaco de um espago vetorial de dimensao finita. Para mostrar a

21
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finitude de L|M, basta observar que existe B’ C B que ¢ linearmente independente sobre
M.

Suponha que [L : M| = m, [M : K] = n e sejam {vy, ..., v,} uma base de L sobre M
e {wy,...,w,} uma base de M sobre K. Mostraremos que B := {vaw; | 1 <i < m,1 <
j < n} éuma base de L sobre K. De fato, se a € L, entéo existem ay, ..., a,, € M tais
que o = 221 a;v;, onde cada «; é da forma:

n
= E ap . y < i<
)
Qg ﬁz]w] 61] S Ka 1< ] n.
Jj=1

Logo,

o= Z ( 5ijwj> v = Z Zﬁij(viwj)-

i=1 i=1 j=1

Portanto, B gera I como K-espago vetorial. Para mostrar a K-independéncia linear dos
elementos de B, seja:

m n n m
33t =0 3 (3 )y =0
i=1 j=1 j=1 \i=1
Como wy, ..., w, sao linearmente independentes, para cada j, temos:
m
Z Bijvi = 0.
i=1
Pela independéncia linear de vy, ..., v,,, concluimos que 3;; = 0, para todos 1 <7< m e

1 < 7 < n. Portanto, B é uma base de IL sobre K. Para finalizar, observamos que:

|B| = [L:K] =mn=[L:M]M:K].

2.2 Extensoes algébricas

Seja K um corpo.

Definigao 29. Sejam L|K uma extensio e o € .. Diremos que « € algébrico sobre K se
existir f € K[z] \ {0} tal que f(a) = 0. Caso contrario, diremos que o € transcendente
sobre K. Se K = Q, diremos simplesmente que o € algébrico ou transcendente.

Para garantir a existéncia de elementos algébricos em qualquer extensao, basta
observar que todos os elementos de K sao algébricos sobre K: se a € K, entao a é
raiz de f(z) =z — a.

Definigao 30. Seja L|K uma extensao e a algébrico sobre K. O polindmio monico
f(z) € Klz] de menor grau tal que f(a) = 0 é chamado do polinémio minimal de «
sobre K denotado por min(a, K) ou ming(«).

Proposicao 8. Sejam K C M C L corpos, o € L. algébrico sobre K, com ming(a) =p e
miny («) = q. Entao vale:

e p € irredutivel em K[z|;
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o se feKlz] e f(a) =0, entao p| f;

° q|p.

Demonstracao. Para provar a irredutibilidade de p, suponha que p ¢é redutivel, ou seja,
p = fg, com f,g € K[z] \ K. Entéo, como p(«) = 0, devemos ter f(a) = 0 ou g(a) =0,
isto contradiz o fato de p ser o polinémio de menor grau. Portanto p é irredutivel.

Para o segundo item, pelo algoritmo de divisao, existem ¢, r € K[z] tais que f = pg+r,
com r = 0 ou 9(r) < d(p). Por hipdtese p(a) = f(a) = 0, entdo r(a) = 0, o que 86 ¢
valido se r = 0, pois p é minimal. Portanto p | f.

O fato de que ¢ | p é consequéncia do segundo item,visto que p € M[z]. =

Teorema 12 (Critério de Eisenstein). Seja f(x) = ap,z™ + -+ - 4+ a1z + ag um polinémio
sobre Z. Se existe um numero primo p tal que

1. ptay,
2. pla; parai=0,...,n—1,
3. p*tag,

entao f € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. Utilizando o Lema de Gauss, basta mostrar que f é irredutivel sobre Z.
Para isto, suponha que f é redutivel sobre Z, ou seja, f = gh, onde

g=by+br+---+bax" e h=c+cr+- - +csx’

sao polinémios de menor grau sobre Z, com r + s = n. Temos que ayg = bycy €, pelo
segundo item, p | by ou p | ¢y. Pelo terceiro item, p nao pode dividir by e ¢y a0 mesmo
tempo. Entdo, sem perda de generalidade, podemos supor que p | by € pt co. Se todos os
coeficientes b; sao divisiveis por p, entdo p | a,, o que contradiz o primeiro item. Entao,
seja b; o primeiro coeficiente de g nao divisivel por p. Entao

aj:bjC0—|—"'+b()Cj, Comj<n.

Isto implica que p | ¢, pois p divide a;, by, ..., bj_1, mas ndo b;, o que é uma contradicao.
Portanto, f é irredutivel sobre Z e, por consequéncia, sobre Q. m

Exemplo 3. Determine o polinémio ming (\3/5)
Seja o = /2. Entdo, o® —2 =0, ou seja, o € raiz da equacdo ©° —2 = 0. Pelo critério
de Eisenstein, f(x) = 2° — 2 € Q[z] € irredutivel sobre Z e, portanto, sobre Q. Entao,

ming (\‘75) =2’ 2.

Exemplo 4. Determine o polinémio minQ(\/ﬁ + \/§)
Seja o = V2 + V3. Entao,
?=54+2V6 = (0> —5)?=24 — 2'—1022+1=0.

Ou seja, o € raiz de f = x* — 1022 + 1 € Q[z]. Este polinémio nao possui raiz em Q,
uma vez que f(£1) # 0 e f(x) = (2% — (54 2v6)) (2 + (5 + 2V/6)). Essas observages

mostram que f € irredutivel sobre Q, portanto,

ming(v2 + v3) = z* — 1022 + 1.
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Proposigao 9. Sejam L|K uma extensao e o € L algébrico sobre K. Entao Ka] = K(a),
ou seja o anel gerado por o sobre K € igual ao corpo gerado por o sobre K.

Definicao 31. Um numero complexo 6 € C é denominado inteiro algébrico se existe um
polindémio monico p(z) € Z[z] tal que p(0) = 0. Equivalentemente, 6 € um inteiro algébrico
se for raiz de uma equacao polinomial cujos coeficientes sao inteiros, ou ainda, se Seu
polinémio minimal irr(6,Q) (o polinémio moénico irredutivel de menor grau em Q[x] que
tem 0 como raiz) tiver coeficientes inteiros. O conjunto B = {a € C | irr(a, Q) € Z[z]} de
todos os inteiros algébricos complexos forma um subanel de C, chamado anel dos inteiros
algébricos de C.

Dado um corpo de nimeros K de grau n, o anel de inteiros algébricos de K € o
conjunto Ox = BNK dos elementos de K que sao inteiros algébricos. Fste conjunto pode
ser caracterizado como Ox = {a € K | 3f(x) € Z[x] monico com f(a) = 0} e constitui
um subanel de K que contém todos os inteiros algébricos de K.

Definigao 32. Seja K um corpo de nimeros. O conjunto
Ok = {z € K| x € inteiro algébrico sobre Z}
¢ um anel, chamado de anel de inteiros de K|Q.

Teorema 13. Sejam L|K wma extensio e o € L algébrico sobre K tal que
p = ming(«),d(p) = n, entao

1. Klz]/{p) ~ K(a);
2. {l,a,...,a" '} é uma base de K() sobre K. Em particular [K(a) : K] = 9(p).

Demonstragao. Pela irredutibilidade de p, o ideal (p) é um ideal maximal de K[z]. Entao,
K[z]/{p) ¢ um corpo. Seja ¢ : K[z] — Kla], definido por ¢(f) = f(a). Claramente, ¢ é um
homomorfismo sobrejetivo. Afirmamos que ker(¢) = (p). Se f € ker(¢), entao f(a) = 0.
Pelo item (2) da Proposicdo [8 temos que p | f, ou seja, f € (p). Como (p) C ker(¢),
concluimos que ker(¢) = (p). Pelo Teorema do Isomorfismo para anéis, temos que:

Pela proposicao anterior, K(a) = Kla] = {f(a) | f € K[z]}. Pelo algoritmo da
divisdo, existem ¢,r € K[z] tais que f = pg+ r, com r = 0 ou 9(r) < d(p) = n, ou seja,

r=>""aza" € Klz]. Logo,
n—1
fla) = Z a;a’.
i=0

Isto &, {1,a,...,a" "'} gera K(a) sobre K. A independéncia linear deste conjunto segue
do fato de que d(p) =n e p = ming(«). =

Defini¢ao 33. Uma extensao L|K € algébrica se todo o € IL € algébrico sobre K.
Teorema 14. Toda extensao finita € algébrica.

Demonstracao. Sejam L|K uma extensao finita e @ € L. Entao K C K(a) C L. Pelo
Teorema [K(a) : K] < oo. Suponha que [K(a) : K] = m, entao {1,q,...,a"} &
linearmente dependente sobre K. Dali, existem ay,...,a, € K, nao todos nulos, tais que
S paic; = 0. Ouseja, a é raiz de f =Y 1" ja;x" € K[z], portanto é algébrico sobre K.
[
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Exemplo 5. Nesse exzemplo, veremos que [Q(v/2,v3) : Q] = 4 ¢ Q(v/2,V3) = Q(v2 +
v3).

Temos que x° —2 = ming(v/2) e 12 —3 = ming(v/3). Como ming(V/3) = (v —/3)(z+
V3) ez ++/3 € Q(v2)[z], seque que ming(v/2)(v3) = 2® — 3. Pela multiplicidade dos
graus, considerando Q C Q(v/2) C Q(v/2,V3), Concluimos que [Q(v/2,v/3) : Q] =2-2 =
4. Como Q(ﬂ+ \/g) C Q(\/ﬁ, \/§) e mais ainda, o polindmio minimal de o sobre Q €
p(r) = ' —102% + 1, que € irredutivel e de grau 4. Assim, [Q(a) : Q] = 4. Portanto,

conclui-se que Q(v/2,v3) = Q(v2 + V/3).

2.3 Corpo de raizes

Sejam K um corpo e f € K[z]. Se quisermos falar das raizes de f, precisamos consi-
derar extensoes de K. Nesta se¢ao garantiremos a existéncia de uma extensao de K onde
f possui todas suas raizes.

Teorema 15. Seja f € K[z] um polinomio irredutivel. Entao existe uma extensao L|K
tal que f possui ao menos uma raiz em L.

Demonstracao. Pela irredutibilidade de f, L := Klz]|/(f) como um corpo. Defina
¢ : K — L por ¢(a) = a@ = a+ (f). Claramente, ¢ ¢ um homomorfismo de anéis.
Provemos que ¢ ¢ injetora. Seja a € Ker(¢), temos que @ =0 = f | a = a = 0. Pela
injetividade de ¢, podemos identificar K como um subcorpo de LL e assumir que @ = a, se
a € K. Verificaremos que « = T = z+(f) é umaraiz de f. Sejaf(z) = ap+ajz+- - -+a,z",
temos que:

f(Oé) =aqt+az+---+a,x" =ag+ax+---+a,x" =0.
Logo, L é uma extensao de K que contém «. m

Definicao 34. Seja f € Klz]. Diremos que LIK € um corpo de raizes de f, se L € o
menor corpo contendo K e todas as raizes de f. Denotamos L por K(Ry).

Observagao 2. Se L = K(Ry), temos que:

1. f se decompoe em produto de fatores lineares, ou seja, existem oy, g, ...,q, € 1L
tais que [ =c(x — a1)(x —ag) ... (x — ay) com c € K.

2. 1L é o menor corpo contendo oy, qu, ..., ap, ou seja, L ~ K(ag, as, ..., ap).

Teorema 16 (Existéncia do corpo de raizes [3]). Todo f € Klz] \ K possui um corpo de
raizes.

Demonstragao. Seja n = O(f). Provemos o teorema por indugao sobre n. Se d(f) = 1,
entdo f admite uma tnica raiz em K, e portanto K = K(Ry). Suponha que 9(f) > 1e
que o teorema se verifica para todo polinémio g tal que d(g) < n. Pelo teorema anterior,
existe uma extensao IL de K contendo uma raiz o de f. Entéo, f = (x —a)g, com g € Llx]
e d(g) < 9(f). Assim, pela hipotese de inducdo, existe um corpo contendo todas as raizes
de g. Tomando F como o menor nessas condigoes, F(«) é um corpo de raizes de f. =
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2.4 Extensoes separaveis e inseparaveis

Estudaremos elementos o € L que satisfazem duas condicoes de ser algébricos sobre
K e suas raizes no polinémio minimal min, g sao simples. A multiplicidade de uma raiz
a em um polindémio f € K[z] é o maior inteiro m para o qual (x —«)™ divide f. Quando
uma raiz tem multiplicidade 1, esta é dita uma raiz simples. Se a multiplicidade é maior
que 1, a raiz recebe o nome de raiz multipla de f.

Definigao 35. Seja f € K(z] K. Diremos que f € separdvel se todas as raizes de f
sao simples no seu corpo de raizes. Caso contrdrio, diremos que f € insepardvel. Numa
extensao algébrica LK, um elemento o € I é dito separdvel se p = ming « € separdvel.
Uma extensao algébrica LIK € separdvel se todo o € I € separdvel.

Proposicao 10. Sejam L|K algébrica e char(K) = 0. Entao L|K é separdvel.

Demonstragao. Sejam o € L e p = minga. De char(K) = 0, concluimos que
d(p) = d(p) — 1, onde p’ é a derivada de p. Pela minimalidade do grau de p, p'(«) # 0,
ou seja, o é uma raiz simples de p. m

Corolario 4. Sejam L|K algébrica e char(K) = 0. Se f € K|x] € irredutivel sobre K e
I(f) =n, entdo f possuin raizes distintas em K(Ry).

Demonstracao. Seja o uma raiz de f. Pela irredutibilidade de f, minga = f. Na
demonstracao da proposicao anterior vimos que todas as raizes de f sao simples, logo
distintas. m

Proposigao 11. Sejam K C M C L corpos e LIK separdvel. Entao M|K e L|M sdo
separdveis.

Demonstragao. Claramente M|K é separavel. Provemos que LL|M é separavel. Sejam
a € L, p = ming a e ¢ = miny . Portanto, ¢ | p em M[x] e todas as raizes de ¢ em M sao
raizes de p. Como « é separavel sobre K, p é separavel sobre K e, portanto, g é separavel
sobre M. Logo, L|M é separavel. =

Definigao 36. Uma extensao LIK € simples se L = K(«) para algum o € K. Neste caso,
a € chamado de elemento primitivo de L.

O teorema a seguir fornece uma condicao para que uma extensao seja simples

Teorema 17 (Elemento primitivo). Uma extensao finita L|K € simples se, e somente se,
existe um numero finito de corpos F tal que K CF C L.

A demonstracao deste teorema pode ser vista no [6]. A seguir, daremos uma prova
num caso particular.

Teorema 18. Sejam Q C K C L C C corpos. Se LK € finita, entao existe v € L tal que

L =K(y).
Demonstragao. Pela finitude de L|K, existe uma base de elementos algébricos {ay, ..., a,}
de L sobre K e L = K(ay,...,a,). Por induc¢do sobre n, basta mostrarmos o caso n = 2:

se L = K(a, 3), entdo existe 7 € L tal que L = K(y).
Sejam p = ming @ e ¢ = ming # com d(p) = r e d(q) = s. Pelo Corolario [4), p

(resp. q) tem r raizes distintas (resp. s) em C. Suponha que R, = {ay = «,...,0,} e
R, ={p1=05,...,0s}. Sejam \;; = 55 €Ci=1,...,rej=2,...,s ComoKéum

conjunto infinito, existe A € K {\;; | 1 <i<r,2<j < s}
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Defina v := a4+ A5 e f(x) := p(y— Azx). Temos que f € K(y)[z] e f(B) = p(y—AB) =
p(a) = 0. Afirmamos que para todo j, f(5;) # 0. Caso contrario, se f(5;) = 0 para
algum j # 1, entao p(y — A\G;) =0, ou, v — AB; = a; para algum . Entao

a+ A8 —A3; =a; —a, ouseja, \j;= %,
o que contradiz a escolha de A. Isso garante que mdccy(f,q) = (z — B).

Claramente, mdcg )21 (f, ¢) | mdeep(f, ¢). Entao

mdcg ()21 (f,¢) =1 ou (z —3).

Se mdck(,)(f,q) = 1, terfamos mdcc(f,q) = 1, pois K[y] € C. Logo, mdcg(f,q) =
(x — B) e isso ocorre se € K(v). Sendo o« = 7 — Af3, concluimos que «, 5 € K(v) e dali,
L = K(a, B) € K(v). Por outro lado, v € L e K C L implica em K(v) C L. Portanto,
L=K(y). m

A demonstracao do teorema nos fornece um algoritmo para determinar o elemento
primitivo. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 6. Q(v/2,v5) = Q(v2 + V/5) Pela demonstra¢io do Teorema , para cada
A # 0, %, temos que v = V2 + M5 € um elemento primitivo de Q(v/2,v/5). Em
particular, A = 1.

Teorema 19. Sejam K e K’ corpos tais que Q C K, K' C C eo : K — K’ um isomorfismo.
Seja [ € K[z] irredutivel sobre K. Entdo para cada par o € Ry e B € Ryo existe um tinico
isomorfismo & : K(a) — K/'(B) tal que 6(a) = e G |[xk= 0.

Demonstragao. Seja r : d(f) = O(f7). Pela irredutibilidade de f sobre K, para todo
a € Ry, temos que [K(a) : K] = r, e analogamente [K'(8) : K'| = r para § € Ry.

Pelo Teorema [13] {1,q,...,a" '} é uma base de K(a) sobre K e {1,3,...,8 71} ¢
uma base de K'(/3) sobre K'. Definamos o homomorfismo ¢ : K(a) — K'(3) tal que

Gla)=p, i=1,...,r—1.

Claramente, & é sobrejetivo. Mostremos que & é injetiva. Seja p(a) = Z;& a;a’ tal

que &(p(a)) = 0. Entao Z;:& o(a;)B" = 0, portanto, para todo i, temos o(a;) = 0, que
implica a; = 0, ou seja, p(a) = 0.

A unicidade segue do fato de que {1,q,...,a" "'} é uma base de K(«) sobre K e 5 é
um homomorfismo tal que 5(a) = 3. m

Teorema 20. Sejam K e K’ corpos tais que Q C K, K" CC eo : K = K um isomor-
fismo. Se f € Klz], L =K(Ry) e L' =K'(R¢-), entao existe um isomorfismo ¢ : L — L'
tal que olg = 0.

Demonstragao. Seja Ry = {oq,..., .}, entdo L = K(ay,...,®,). Claramente, LK é
finita. Demonstraremos o teorema por indugao sobre n = [L : K].
Sen=1,temos L=Ke

ngKéRfUgKliK(Rfa)gKliL,:K,

Nesse caso, tome ¢ = o.

Suponha n > 1 e que o teorema se verifica para todo M tal que K C M C L com
L : M] < n. Comon > 1, temos K C L, entao existe o € Ry \ K. Seja p = ming a,
entdo K(a) : K] = d(p) > 1 e p|y, dai p? | f7 entado existe 5 € L’ tal que p?(f) = 0. Pelo
teorema anterior, existe 7 : K(a) — K'(f) tal que 6(a) = e dlg = 0.

Como L = K(a)(Ry) e L' = K'(B)(Ry) e [L : K(a)] < n, existe um isomorfismo
o : L — L' tal que 6|k = &. Logo, existe um isomorfismo ¢ : L. — I’ tal que ¢|x = 0.
[
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2.5 Corpo Fixo

Uma das ideias principais da Teoria de Galois é poder estudar as extensoes de corpos
a partir de grupos e vice-versa. Agora veremos como definir um corpo a partir de um
grupo, que no caso sera um subgrupo do grupo de Galois da extensao.

Definicao 37. Um automorfismo em um corpo I é definido como um isomorfismo de
anéis de . em L. O conjunto de todos os automorfismos de L € denotado por Aut(L).

Defini¢ao 38. Seja L uma extensao do corpo K. O grupo de Galois de LK, denotado
por Gal(L|K), € definido pelo conjunto de todos os K-automorfismos de L, ou seja,

Gal(L|K) = {0 € Aut(L); o|x = Id}.
Proposicao 12. Sejam L|K uma extensio e H C Aut(IL). Defina
F(H):={a€elL|o(a)=a, para todo o € H}.
Entao F(H) é um subcorpo de L. Se H = Gal(L|K), entio K C F(H).
Demonstragao. Sejam o, f € F(H) e o € H. Temos:
ola+f) =o(a)+o(f) =a+p,

o(aB) = (@) (8) = af.
Além disso, se 0 # a € F(H), temos:

ola™) = (o(a) ™ =a L.

Portanto, F(H) é um subcorpo de L. A segunda afirmagao segue da defini¢ao de
grupo de Galois. m

Definicao 39. O subcorpo F(H) é chamado de corpo fizo associado a H.

Definicao 40. Uma Z-base para o grupo aditivo O, é chamada de base integral I ou de
OL.

Lema 2. Seja L|K uma extensdo finita, separdvel e simples, ou seja, existe o € L tal que
L = K. Se H = {o1,...,0,} € um subgrupo de G = Gal(L|K) e
f=(x—0(a) - (x—o0,(a)), entio f € F(H)[z| e [L: F(H)] < |H]|.

Demonstragao. Para todo o € H, considere

fo=(z—(o00)(a))--(x—(000m)(a) = [,

pois pela Proposigao [12| concluimos que {oy,...,0,} = {0 00y,...,0 00,} para todo
o € H. Colocando f =" ja;x" e considerando f, = f, obtemos:

n n
Z a;x’ = Z o(a;)z’,
i=0 =0

ou seja, o(a;) = a; para todo o € H. Logo, a; € F(H) para todo i, entdo f € F(H)[z].
Temos L = F(H)(«), pois L = K(a) € F(H)(a) C L. De f € F(H)[z] e f(a) =0,
obtemos [L: F(H)] = [F(H)(«) : F(H)] < 0(f) = |H|. Portanto, [L : F(H)| < |H|. =

Demonstracao. Seja f = ming(a). Como o € L\K, temos que 9(f) > 2. Seja 5 € K(Ry)
com [ # a. Temos que L|K é uma extensao normal, portanto § € L. Agora, pelos
Teoremas [19] e 20} existe um isomorfismo ¢ : L — L tal que o(a) = e ol = idk.
Portanto, o € Gal(L|K) e o(a) = # . m



2. Teoria algébrica dos niimeros 29

2.6 Norma, traco e discriminante

Definigao 41. Sejam K C L corpos de nimeros, com n = [L : K], e o1,...,0, o0s
monomorfismos de L. em C. Dado um elemento o € L, define-se a norma e o traco de «
relativamente a extensio LK, como sendo respectivamente:

Nk (@) = Hai(a);

n

Try k(o) = Z oi(a).

i=1

Observacgao 3. Quando nao houver divida quanto a extensao que contém o elemento «,
usaremos N (a) no lugar de Ni k()

Definicao 42. O discriminante de K € definido por:

A(K) = det(Trx(6:6;))7;,_, = det(B'B) = det(B)?,

ij=1 =

onde
0'1(91> 0'1(92> 0'1(9”)
B — det o ( ) 0'2('92) | 0-2(‘071) 7
on(0h) on(b2) - 0u(6h)

onde {01,0,,...,0,} € uma base integral de K.

Definigao 43. Seja p(z) = ag+ayx+asx?*+- - -+a,x™ um polindmio sobre R com a, # 0.
Sejam 01,05, . ..,0, as raizes de p(x) em C. O discriminante de p(x) é definido por

Definicao 44. O discriminante de um elemento 6 € K € definido por

AO)=AZE) =Ap) = ] (@(8) —a;00))*
1<i<j<n
onde p(z) € Q[x] € o polindmio minimal de 6.
Como A(p) = a?"7262, onde

n

d =det(A) = H (6; — 0;), para i# j,

i<j,i,j=1
com
1 1 1
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segue que
1 1 1 1 6 o1
0 ) e 0, 1 6 gr 1
det(A)? = det ,1 ,2 ' ) det ,2 2
ot gy or- 1 6, - 67
© n
n oy et
. =
A(p) = a2 det ; ;
Z eznfl . Z 9i2n72
=1 i=1
Portanto,
TI‘K(l) TI']K(G) TI'K(82> TI‘K(G?’)
A(@) — det TI‘K(Q) TIK(QQ) TI‘K<93> TI‘K(04)
- TI"K(QQ) TTK(93) TFK(94) TI‘]K(95)
TI"]K(HB) TI'K(04) TI'K(QE)) TI"]K((96)

2.7 Corpos Quadraticos

Definicao 45. Um corpo quadrdtico € um corpo de nimeros I de grau 2 sobre Q. Mais
especificamente, L = Q(0), onde 0 € um inteiro algébrico, e 0 € um zero de um polinémio
2? +ax +b, coma,bcZ.

Proposi¢ao 13. [7] Os corpos quadrdticos sio precisamente aqueles da forma Q(V/d),
para d um inteiro livre de quadrados.

Exemplo 7. O corpo L = Q(v/13) € um corpo quadrdtico, pois = /13 é um zero do
polinémio f(z) = x* —13.

Teorema 21. [7] Se L = @(\/c_l), onde d € um inteiro livre de quadrados, entdo o anel
dos inteiros algébricos de L, (veja defini¢io em € dado por:

1. Z[Vd], se d# 1 (mod 4),
2. 7 [% —|—%\/E], sed=1 (mod 4).

Assim, os inteiros algébricos em corpos quadraticos Q(\/E) apresentam comportamen-
tos distintos conforme o valor de d médulo 4. Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 8. Parad =2, onde2 # 1 (mod 4), os inteiros algébricos sao da forma a+b/2
com a,b € Z. Por exemplo, 1+ 3v/2 tem polinomio minimal x> — 2z — 17 € Z[x]. Para

d=5, onde5=1 (mod 4), os inteiros algébricos sao da forma # coma=b (mod 2).
O elemento 0 = 1+T‘@, com polindémio minimal x°> — x — 1, € um exemplo vdlido, assim
como 3+2‘/5, enquanto # nao € inteiro algébrico.

Teorema 22. [7] Seja Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de quadrados.
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(a) Se d# 1 (mod 4), entio o corpo Q(v/d) tem wma base integral, da forma {1,/d}
e discriminante 4d.

(b) Sed =1 (mod 4), entdo o corpo Q(v/d) tem uma base integral da forma {1, 1+ %\/E}
e discriminante d.

Exemplo 9. Seja o corpo quadrdtico Q(v/d).
Supondo d =2 # 1 (mod 4). Sua base integral é {1,/2}.
Calculando o discriminante A, temos

A = det (52% a?%) et (Vli —bﬁ)
=1 (VD) ~1-va] = (22 =8 =4d

Agora, supondo d=5=1 (mod 4). Sua base integral é {1,w} onde w = % + %\/5
Cidlculo do discriminante A:

A = det (Ul(l) 02(1))2:det (% +1 !

o1(w) o2(w)

Portanto, para d = 2, obtemos A =8 = 4d e para d =5, obtemos A =5 = d conforme o
Teorema [23.

Exemplo 10. Consideremos o corpo quadrdtico . = Q(\/ﬁ) Tome a base Q-linear
{1,v/2} de L. Para calcular o discriminante D(1,/2) sequndo a proposicio, comegamos
construindo a matriz de tracos (Tr(a;a;));;, onde Tr = Try .

O elemento 1 -1 =1 tem trago 2, pois ambos seus Q-conjugados sao iguais a 1. O
produto 1 - V2 =1+/2 possui trago zero, jd que seus conjugados V2 e —\/2 se cancelam.
Analogamente, \/2 - /2 = 2 tem traco 4, sendo 2 invariante pelos automorfismos de L.

Assim, obtemos a matriz diagonal:

20
(6 %)

cujo determinante é8. Portanto, o discriminante da base {1,v/2} em Q(v/2) ¢ D(1,V/2) =
8, um inteiro nao quadrado que preserva propriedades fundamentais desta extensao qua-
drdtica.

Observagao 4. Considerando K = Q(\/m,/n), temos que {1,0,0% 03}, onde 0 = \/m +
Vn, € uma base de K sobre Q como espago vetorial. Nosso objetivo agora € calcular o
discriminante de Z[0], que serd wtil no capitulo final do nosso trabalho.
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2.8 Corpos Biquadraticos

Corpos biquadraticos sao extensoes de grau 4 sobre Q. Os corpos biquadraticos de-
sempenham um papel central dentro deste trabalho.

Definigao 46. [J]/ Seja Q o corpo dos nimeros racionais. Se m,n sao inteiros distintos,
livres de quadrados, o corpo formado pela adjun¢ao de /m e /n a Q denotado por
Q(y/m,/n), é chamado de corpo biquadrdtico.

Proposicao 14. [9] Q(v/m,/n) = Q(v/m + /n), e /m + \/n possui como polinomio

minimal x* — 2(m + n)x* + (m — n)%.

Demonstrag¢ao. Sejam m e n inteiros distintos e livres de quadrados, e considere a extensao
Q(y/m,+/n) sobre Q. Sejam o = /m e 8 = y/n, cujos polindbmios minimos sobre Q sao
respectivamente p(z) = 2> —m = (z—/m)(x++v/m) e ¢(z) = 2> —n = (x—/n)(x+/n).

Pelo Teorema do Elemento Primitivo, sabemos que existe u € Q(y/m,/n) tal que
Q(y/m,+/n) = Q(u). Para construir explicitamente tal elemento, consideramos as raizes

a; = /m, ag = —y/m de p(z) e B; = \/n, B2 = —/n de ¢(x). Calculamos os valores:
a; —« Vm —+/m
/\12 - O

T B-B - (—vn)
/\22:042—042—\/%—\/%:_@
3— B, 2\/n NG

Como Q é infinito e —\/—\/? ¢ Q (pois y/mn é irracional quando m e n sao livres

de quadrados distintos), podemos escolher A = 1, obtendo assim o elemento primitivo

u=+/m++/n.

Para verificar que Q(y/m,+/n) = Q(u), observamos primeiramente que a inclusao

Q(u) C Q(v/m, /n) & valida, pois u = v/m ++/n € Q(y/m,+/n). Para a inclusao inversa,

notamos que:

) u?—m-—n
u*=m+n+2ymn = /m :Te@(u)
Além disso, da identidade (v/m + v/n)(yv/m — v/n) = m — n, obtemos:

m

— " c Qu)

u

Vi — /i =

Resolvendo o sistema linear:

{\/m—f—\/ﬁ:u
Vi = Vi = me

encontramos expressoes racionais em u para ambos os geradores:

u -+ m=n u — m=n

Vm= S e =t

o que mostra que \/m,v/n € Q(u). =
Neste trabalho assumimos m e mn como inteiros estritamente positivos, onde
= mdc(m, n) representa seu maximo divisor comum. Sendo assim, podemos escrever
m = Ilmy; e n = Iny, com m; e n; inteiros coprimos.

Teorema 23. [9] Uma base integral para Q(y/m,~/n) é dada por:
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(i) {1, Lbym Liyn 1+W+%f+vm1"1} se (m,n) = (1,1), (m1,m1) = (1,1) (mod 4),

(ii) {1, 15, oy LI e (m,n) = (1,1), (m1,n1) = (3,3) (mod 4),

(iii) {1, SN \/mij””“} se (m,n) = (1,2) (mod 4),

(iv) {1,\/5, \/EM} se (m,n) = (2,3) (mod 4),

(v) {1,\/%, */m;”/ﬁ, 1+W} se (m,n) = (3,3) (mod 4).

Exemplo 11. [9] Uma base integral para Q(v/5,v/13) ¢

1+¢51+vT§1+v€+vTi+%%}

{&0,041,@2,@3} = {1 9 2 A

e o inteiro %(5 + 3v5 + V13 + 3V/65) € expresso em termos desta base integral como
Qg — Qo + 3043.

Teorema 24. [9] O discriminante de Q(v/m,+/n) é dado por:
(1) 1?m3n?, se (m,n) = (1,1) (mod 4),
(ii) 160*°m3n3, se (m,n) = (1,2) ou (3,3) (mod 4),

(iii) 641*°m3in3, se (m,n) = (2,3) (mod 4).

Observagao 5. Considerando K = Q(y/m,/n), temos que {1,0,0% 63}, onde
0 = /m + \/n, € uma base de K sobre Q como espago vetorial. Nosso objetivo agora
¢ calcular o discriminante de Z[0], que serd 4til no capitulo final do trabalho.

Assim,

(02 + 602 + 62 + 62 = 4m + 4n,

0202 + 0702 + 0207 + 0202 + 0507 + 0203 = 6m? + 4mn + 61>
020302 + 020302 + 020202 + 020202 = 4m? — 4m>n — dmn? + 4n3
62020202 = (m — n)?

03 +05+05+ 65 =0

01 + 03 + 03 + 0} = 4m? + 24mn + 4n?

07 + 054605+ 65; =0

05 + 05 + 05 + 05 = 4m® + 60m>n + 60mn® + 4n?.

onde 01,605,605 e 0, sao as raizes do polinémio minimal de 6 sobre Q.
Da equacao correspondente, segue que:

A(Z[6)) = (2°mn(m —n))>.






CAPITULO

5

Introducao aos reticulados

Neste capitulo, examinamos a teoria dos reticulados, focando em suas defini¢oes e pro-
priedades fundamentais. Apresentamos conceitos relacionados ao empacotamento esférico
e discutimos os principais reticulados conhecidos na literatura, oferecendo uma visao geral
que fundamenta as investigagoes subsequentes. Neste capitulo foram usadas as referéncias

[ e 2]

3.1 Reticulado

Definigao 47. Seja {vy,va, ..., v} um conjunto de vetores linearmente independentes
sobre R no espago vetorial R, tal que m < n. O conjunto

m
A= {Zawi Ty € Z}
i=1
¢ chamado um reticulado de posto m, e o conjunto {vy, vy, ..., vy} € chamado uma base

do reticulado A.

Exemplo 12. O reticulado Ay = {a1(—1,1,0) + as(0,—1,1); 1, 0 € Z} € 0 reticulado
A2 = {Oél<1, O, 0) + 012(0, 1, O) + 063(0, 0, 1), o1, 009,03 € Z}

&
i)
o

Figura 3.1: Reticulados A; e As.
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Definicao 48. Chamamos de posto de um reticulado A o numero de vetores de uma base
de A\, isto é, a dimensao do subespaco gerado por A em R".

Definigao 49. Seja A C R"™ um reticulado com base B = {vy,va, ..., vy }. O conjunto

PB:{xGRnZ-T:Z)\iUi,OS)\i<1}

i=1
€ chamado de paralelotopo fundamental ou regidgo fundamental de A com relagdo a base
B.
Exemplo 13. Tomando v, = (1,0,0), vo = (0,1,0) e v3 = (0,0, 1), temos
A = {a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0,1), ay, g, a3 € Z} = Z*

Figura 3.2: Regiao fundamental.

Definigao 50. Seja {v1,va, ..., vy} uma base para o reticulado A tal que v; = (v, . . ., Vin),
para i =1,...,m. A matriz M = (v;j) € chamada uma matriz geradora para o reticulado
A, ou seja,
V11 V12 ... Uln
V21 V22 oo VUgp
M =
Um1i Um2 .. Umn

Assim, A pode ser escrito na forma matricial como:

A={aM|zeZ™}.
Proposicao 15. Duas matrizes My e My geram o mesmo reticulado se, e somente se,
My, = AMs, na qual A € uma matriz com elementos inteiros e determinante +1. A matriz
A € chamada mudanca de base.

Exemplo 14. Faremos a demonstragao para um reticulado de dimensao 3. Sejam

B = {uy,ug,us} e C = {vy,v9,v3} duas bases distintas de um reticulado A, entao cada
vetor de B € escrito como combinacao linear inteira dos vetores da base C, isto é:

U1 = Q1V1 + Q12V2 + Q1303
Uy = Q21U] + QiagUs + Qo33 5 Qi € L

Uz = Q31V1 + Qi32v9 + Q333
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As equagoes podem ser escritas na forma matricial:

Uy;p Uz U3 Q11 Q12 03 V11 V12 V13
U1 U2 U2z | = | Q21 Qiag Q3 Vg1 Vg Uz |y A= (aij) € M3(Z)
Uz Uz2 U33 Q31 (rzg (33 V31 Usz2 Uss

Para expressar os vetores de C' como combinacao linear de B, teriamos:
A'B=A""AC=C=A4"'B

Logo, A~' também teria entradas inteiras, como B e C sao bases do mesmo reticulado,
Se B = AC com A de entradas inteiras, entao C = A™'B também deve ter coeficientes
inteiros. Isso sd é possivel se A= for inteira, o que exige det(A) = +1.

Reciprocamente, seja C' uma base do reticulado A, logo C' € um conjunto linearmente
independente, logo det(C) # 0. Assim,

det(B) = det(AC) = det(A)det(C) # 0

Portanto, B é um conjunto linearmente independente. Basta mostrar que B e C' geram
0 mesmo conjunto.

Sejam L(B) = {¥_,vupv € Z} ¢ A = L(C) = {¥]_, 70,7 € Z}. Dado
w € L(C), entdo w = y1v1 + Y29 + Y303, logo como C = A™'B, At € M3(Z), entdo cada
v; € C pode ser escrito como combinagao linear inteira dos vetores, assim C C L(B) e
consequentemente L(C') C L(B).

Analogamente, dado w € L(C), entio w = ~yjuj + Yous + ysug € como B = AC,
A € M;(Z), entio cada u; € B pode ser escrito como combinagao linear inteira dos
vetores de C, assim B C L(C) e consequentemente L(B) C L(C).

Portanto, os conjuntos B e C sao linearmente independentes e geram o mesmo reti-
culado, ou seja, B e C' sao bases do mesmo reticulado.

-

Definicao 51. Seja M uma matriz geradora para o reticulado A. A matriz G = MM? ¢
chamada de matriz de Gram para o reticulado e M* representa a transposta de M.

Observacao 6. Considerando que a matriz geradora M contém os vetores {vy,va, ..., vy},
que constituem a base do reticulado, a entrada na posicao (i,7) da matriz de Gram G
é dada pelo produto interno (v;,v;). Portanto, os elementos da matriz G armazenam
mformagoes métricas importantes, uma vez que estao associados as posi¢oes relativas dos
vetores que formam a base do reticulado.

Definicao 52. O determinante de um reticulado A é definido como o determinante da
matriz de Gram de A, ou seja, det(A) = det(G)

Defini¢ao 53. O volume do reticulado A € definido por Vol(A) = /det(A). FEsse € o

volume da regiao fundamental do reticulado A.

Exemplo 15. Considere um reticulado em R? gerado pelos vetores:
vi=(2 0), va=(1 3).

Calculando a matriz de Gram G tem-se:
4 2
¢= (2 10)

det(G) = 36

e o determinante de G € dado por

logo, o volume do reticulado A é:

Vol(A) = V36 = 6
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Definicao 54. Seja B uma matriz de ordem m, m < n, com entradas inteiras, um sub-
reticulado N de A possui matriz geradora M' = BM, onde M é a matriz geradora do
reticulado A.

Definicao 55. Dois reticulados sao considerados equivalentes na métrica euclidiana se
um deles puder ser obtido do outro através de uma combinacdo de rotagao ou reflexdo,
Juntamente com uma multiplicagcao por um fator de escala.

Em outras palavras, os reticulados Ay e Ay, com matrizes geradoras My e M, sao equi-
valentes se, e somente se, My = cAMyR, onde A é uma matriz de mudanga de base (com
entradas inteiras e determinante £1), R € uma matriz ortogonal, e \/c é o fator de escala.

3.2 Empacotamento esférico

Um empacotamento esférico é uma distribuicao de esferas de mesmo raio no espago
euclidiano n-dimensional de forma que a intersegao de quaisquer duas esferas tenha no
méaximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o conjunto
dos centros das esferas e o raio. Denotaremos B, [x] como sendo a bola fechada de raio r
centrada em x € R™ e B,.(z) representando a bola aberta de raio r centrada em x € R".

Definicao 56. Um empacotamento reticulado é um empacotamento no R™ tal que o con-
jJunto dos centros das esferas formam um reticulado A C R".

Definicao 57. O raio de empacotamento de um reticulado A € definido como o maior
raio p tal que as bolas B,(u) e B,(v) nao se intersectam para quaisquer u,v € A onde

uF# .

Uma definigao relevante relacionada ao raio de empacotamento é a norma minima de
um vetor nao nulo do reticulado, que corresponde & distancia minima entre dois pontos
distintos desse reticulado.

Definicao 58. A norma minima n de um reticulado A € definida por
n=min{||z||> :x € A,z #0.}

Assim, a norma minima € igual ao quadrado da menor distdncia entre dois pontos do
reticulado, estabelecendo o rato de empacotamento como a metade da raiz quadrada da

norma minima, ou seja, p = ‘/777

Figura 3.3: Regiao fundamental.

Definicao 59. O conjunto dos wetores minimos de N € dada por

S(A) ={z e A:|lz]* =n}.
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Outro parametro relevante associado aos empacotamentos, particularmente no con-
texto do empacotamento reticulado, é sua densidade, a qual sera definida a seguir.

Definicao 60. Dado um empacotamento no R"™ associado ao reticulado A com base

{v1,v9,...,v,} € raio de empacotamento p, a densidade de empacotamento de A é dada
por:
Vol(B(p))
AN) = ————=
(A) Vol(A)

em que B(p) denota a esfera de centro na origem e raio p na dimensio n e Vol(A) =
det(A) € o volume da regiao fundamental do reticulado A.
Podemos simplificar Vol(B(p)) = Vol(B(1))p", tal que B(1) denota a esfera de raio 1
centrada na origem. Assim, a densidade de empacotamento € dada por

Vol(B(1))p"
Vol(A)

Ao investigar a densidade de empacotamento, uma das questoes centrais € encontrar re-
ticulados que possuam alta densidade e, ao mesmo tempo, manipuldveis. Deste modo,
podemos reduzir o problema ao estudo de um outro parametro, chamado densidade de

centro, dado por
n

p
5(/\) = VT(A)’

e, portanto, a densidade de empacotamento de A é A(A) = Vol(B(1))d(A).

Exemplo 16. Considere os reticulados Ay e Ay com as respectivas bases. = {(1,0), (1, \/7§>}
e 5 ={(1,0),(0,1)}, os quais sdo representados pelas figuras.

(b)

Definicao 61. Considere um conjunto de esferas com raio R, centradas nos pontos do
reticulado A, cobrindo todo o espaco R™. A densidade de cobertura © € dada por:

o_ Volume da esfera de raio R Vol(B(R))  Vol(B(1))R"
~ Volume do reticulado A~ Vol(A) — Vol(A)

onde R € o raio de cobertura.
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O objetivo do empacotamento esférico é encontrar os empacotamentos mais densos
formados por esferas abertas que nao se tocam, enquanto a cobertura visa identificar os
empacotamentos menos densos, compostos por esferas que cobrem todo o espago. Em
um reticulado, a densidade de cobertura é determinada pelas esferas de menor raio que,
quando centralizadas nos pontos do reticulado, cobrem todo o espago. As densidades de
empacotamento e de cobertura obedecem & relacao:

A<1<0.

Isso significa que o volume de uma esfera com raio de empacotamento p é sempre menor
ou igual ao determinante do reticulado, enquanto o volume de uma esfera com raio de
cobertura R é sempre maior ou igual ao determinante do reticulado.

Outro parametro relevante a ser considerado é o niimero de vizinhos de um empaco-
tamento esférico, que sera definido a seguir.

Definicao 62. Seja A C R™ um reticulado. Para cada x € A, o numero de vetores y € A
tais que x # y e ||lx — y|| seja minima, que denotaremos por T(x), é chamado de nimero
de vizinhos de x.

Teorema 25. Seja A C R™ um reticulado. Dados x,y € A, o nimero de vizinhos de x é
1qual ao numero de vizinhos de y.

O teorema afirma que, para determinar a quantidade de vetores que sao vizinhos de
um elemento z em um reticulado A, é necessario considerar os elementos que sao vizinhos
da origem. Esses sao os vetores do reticulado que tém a menor norma. Além disso, se
wy, ..., Wy Sa0 esses vetores de menor norma, entao x + wy, ..., T + wi sao os vizinhos de
x. Em resumo, adicionamos os vetores de menor norma a x para encontrar todos os seus
vizinhos.

Defini¢ao 63. Seja A C R"™ um reticulado. O nimero 7(0) € chamado de nimero de
vizinhos ou kissing number de A, ou seja, € a quantidade de vetores de distancia minima
do reticulado.

Exemplo 17. Podemos observar na figura a sequir que o reticulado Ay possui kissing
number 6 e o reticulado Ay possui kissing number 4 na métrica euclidiana.

(b)
Figura 3.5: Kissing number. (a) Ay e (b) Ag
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3.3 Principais reticulados conhecidos na literatura

Nesta se¢ao, apresentamos alguns dos reticulados mais conhecidos e utilizados na
literatura.

Definigao 64 (Reticulado Z™). Definido por
TN — {(,ﬁEl,ZEQ, e ,fEn),ZEl € Z}7n 2 2

€ um reticulado n-dimensional e possui a matriz identidade de ordem n como uma matriz
geradora M = 1I,,.
Propriedades: det(Z,) = 1, norma minima n = 1, raio de empacotamento p = %,
densidade de centro § = ==, densidade de empacotamento
/2 .
(ﬂ>—'2n, SE N € par.
n)|
A =
2np(n=1)/2((n—1)/2)!
nl2n

, se n € impar.
raio de cobertura R = \/n/2, e kissing number T = 2n.
Defini¢ao 65 (Reticulado A,). Definido por
An ={(xg,21,...,2,) €L img+ 21+ + 2, =0},n > 2

¢ um reticulado n-dimensional em R e possui uma matriz geradora,

-1 1 00 -~ 0 O
0O -1 10 -+ 0 O
M= . . . . o
o o0 00 - =11
Propriedades: det(A,) = n + 1, norma minima n = 2, raio de empacotamento,

p = \/5/2, densidade de centro § = %, kissing number 7 = n(n + 1), densidade
de empacotamento

an/29-n/2

(%>! — Sen € par.
A =
2np(n=1)/2((n—1)/2)12- /2 .
VTl , sen € impar.

Definicao 66 (Reticulado D,,). Definido por
Dy, ={(x1,29,...,0,) €Z" ;21 + 20+ - + 2, € parf,n >3

Uma matriz geradora € dada por

-1 -1 0 0 0 O
1 -1 0 0 0 0
M=|0 1 —-120 0 0
o o0 0 0 ... 1 -1

Propriedades: det(D,,) = 4, norma miniman = 2, raio de empacotamento p = %i,densidade
de centro 6 = 2_%2, kissing number T = 2n(n — 1) e densidade de empacotamento

7.l.n/22—(n+2)/2 -
T, Sen e par,
A= 27
2np(n=1)/2((n—1)/2)12~(n+2)/2

n! )

sen € impar.

O reticulado D,, € o mais denso nas dimensoes n = 3,4 e 5.



3. Introducao aos reticulados 42

Definigao 67 (Reticulado Es). O reticulado Eg é um reticulado de dimensao 8, definido
por

1
Eg = {(1}1,1’2,...,1’8) e RV, x; € Z ou x; €Z+§,Zx150(mod2)}.

Uma de suas matrizes geradoras € dada por

2 0 0 0 0 0 00
-1 1 0 0 0 0 00
o -1 1 0 0 0 00
o 0 -1 1 0 0 00
M= o 0 0 -1 1 0 00
o 0 0O 0 -1 1 00
o 0 o0 o0 0 —-110
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2
Propriedades: det(Eg) = 1, norma minima n = 2, raio de empacotamento p = ‘/75,
densidade de centro 0(Eg) = %, 7 = 240 e densidade de empacotamento
4
T
A(Eg) = —.
(Es) = 51

FEsse € o reticulado de maior densidade conhecida no espaco euclidiano RS,

Definigao 68 (Reticulado E7). O reticulado E7 € um reticulado 7-dimensional, definido

por
8

E? = {([L’l,l'g,...,xg) (~ ES’Z'T”L — 0} )
=1

ou seja, E; é um reticulado de dimensao 7 no espago 8-dimensional e mais, € um sub-
reticulado de Egz. Uma das matrizes geradoras de Fr; € dada por

-1 1 0 0 0 0 0 0
o -11 0 0 0 0 O
o o0 -1.1 0 0 0 O
M=|0 0 O -1 1 0 0 O
o o o o0 -1 1 0 0
o o o o o -1 1 0
L+t 1 1 _1 _1 _1 _1
2 2 2 2 2 2 2 2

Propriedades: det(FE;) = 2, norma minima n = 2, raio de empacotamento p = ‘/75,
densidade de centro 0(E;) = %, kissing number T = 126 ¢

3

Esse reticulado € o de maior densidade conhecida na dimensao 7.

Definigao 69 (Reticulado Eg). O reticulado Eg, também sub-reticulado de Es, € um
reticulado de dimensao 6 no espaco 8-dimensional, definido por

Es = {(z1,22,...,28) € Eg;x1 + 25 =0 e 9 + 23+ 24 + 5 + 26 + 27 = 0} .
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Uma matriz geradora de Eg € dada por

o -1 1 0 0 0 0 O
o 0 -1 1 o0 0 0 O
o 0 o -1 1 0 0 O0
M= o 0 o o -1 1 0 0
o 0o o o o0 -1 1 0
11 1 i 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
Propriedades: det(FEg) = 3, norma minima n = 2, raio de empacotamento p = ‘/75,
d(Eg) = #57 T="T2c¢€
3
A(FEg) = )
( 6) ‘18\/3

Esse € o reticulado com maior densidade conhecida no espago 6-dimensional.

Definigao 70 (Reticulado K15). O reticulado K5 € um reticulado 12-dimensional. Uma
de suas matrizes geradoras € dada por

2 0 0 000 0O 0 0 0 0 0
o 2 0000 0 0 0 0 0 0
o 0 2 000 0 0 0 0 0 0
1 -1 12100 0o £ ¥ 0o 0 0
11 -fo1o0o ¥ o £ 0o 0 0
. L -l 1 001 ¥ £ 0o 0 0 0
1 0 0 000 -3 0 0 0 0 0
01 0 000 0 =3 0 0 0 0
0 0 1 000 O 0 —v3 0 0 0
R I T
Pl loted @ b o 8
Pl looy & 4 ¥ 0 o -4

Propriedades: det(Ki9) = 729, norma minima n = 4, raio de empacotamento p = 1,
densidade de centro 6(Kia) = % T = 756 e A(Kjo) = O reticulado K5 € o

reticulado com maior densidade conhecida na dimensao 12.

w0
19440 °

Definigao 71 (Reticulado Ayg). O reticulado Ajg € um reticulado no espago 16-dimensional.
Uma matriz geradora € dada por

4 22 2222222210001
020000000O0OO0OT1T1TO0QO01
002000000O0O0O1T1T1Q01
000200000O0O0OI1T1T1T11
0000200000O0O01T1T171
0000O02O000O0O01O0T1T11
0000O0OO02O00O0O0O01O0T11
M—L 0000O0OO0O0O0O2O0O0O01O010O01
vV21 000000002001 10T11
0000O0O0OO0OO0OO0O2O001101
0000O0OO0OO0OO0OO0OO02O0O0T1T11
0000O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OT1TO0®O0OT11
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1O0®O01
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1T®O01
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTT1
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0O®O01
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4, raio de empacotamento p = 1,

Propriedades: det(A1g) = 256, norma minima n
densidade de centro 6(Aqg)

A(Alg)

kissing number T = 4320 e densidade de empacotamento

L
16~

O reticulado Aig € o reticulado mais denso conhecido em dimensao 16.

78

16-(81) °

Definigao 72 (Reticulado Agy). O reticulado Asy € um reticulado no espago 24-dimensional.

Uma de suas matrizes geradoras € dada por

8 0000OO0OCOOCOOOOOOOOOOOOOOO0O®O
4 4000000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0

4 0400000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0

4 0040000O0O0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OO0OO0ODO0

4 0004000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0®O0OO

4 00004000O00O0OO0OO0O0OO0OO0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0

4 00000400O00O0OO0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0

2

222222200000000000000O0°O0°0

4 0000O0O0OO0O400O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OO0OO0OO0

4 0000O0OO0OO0OO0O40O00O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO

4 00000O0OO0OO0OO0OC40O00O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO

2

222000022220000000O0000O0°0

4 0000O0O0OO0OO0OO0OO0ODO0O400O0O0O0OO0ODO0OO0OO0OO0ODO0

2
2
2

20022002200220000000°O0°O0°0O0
060202020202202¢02000000¢0°¢00
002200220022002¢000000°00

4 0000O0O0OO0OO0OO0OCO0OOO0OO0OOO0O400O0O0O0OO0OO0

2
2
2
0

0602020022200000022000¢O0°O0°0O0
060022200202000002¢02¢00¢O0°00
20020202002000020020¢0°0°0
22220002000200020002¢0°¢00

0 00000O0OO0OC2200220022¢0022200

0o 0000O0OO0OO0C2O02¢02¢020202¢02¢0220
-3 111111111111111111111171

1
M=—
NG

1, norma minima n = 4, raio de empacotamento p = 1,
1, kissing number 7 = 196560 e densidade de empacotamento

. O reticulado Ay € o reticulado de maior densidade conhecido em dimensao

ni2
12!

Propriedades: det(Asy)
densidade de centro §(Aay)

A(Agy)
24.



CAPITULO

4

Reticulados via corpos biquadraticos

Neste capitulo, investigamos a construgao sistematica de reticulados em R™ através de
Z-modulos e ideais do anel de inteiros de corpos biquadraticos. Apresentamos um método
completo que engloba a caracterizacao das quatro bases integrais dadas pelo Teorema
[23] via homomorfismos canénicos, a redugao de Minkowski para estas bases, utilizando
o algoritmo apresentado em [§] e uma anéalise computacional das densidades de centro
utilizando Wolfram Mathematica 14.0.

4.1 Construcao

Apresentamos um método para a geracao de reticulados no R"™ via Z-modulos e ideais
do anel de inteiros de um corpo de ntimeros.

Seja K um corpo de nimeros algébricos de grau n e Ok seu anel de inteiros algébricos.
Existem exatamente n Q-monomorfismos distintos o; : K — C, parai=1,2,...,n. Um
Q-monomorfismo o; é dito real se 0;(K) C R e imaginério caso contrario. Dizemos que
K é totalmente real se o; é real para todo ¢ = 1,2,...,n e totalmente imaginario se o;
¢ imaginario para todo ¢ = 1,2,...,n. Se r; é o numero de indices tais que 0;(K) C R,
entao n — r; € um numero par, ou seja, 27y e vale a relacao

r1 4 2re = n.

Renumeramos os QQ-monomorfismos oy, 09,...,0, de forma que oy,...,0,, sao os Q-
monomorfismos reais € 0y, 4ry+; = 0,45, Onde 0,3, é a conjugacao complexa de o, 4,
para j =1,2,...,79.

Definicao 73. [1] Seja x € L um elemento. O homomorfismo oy, : L. — R™ definido por
o(x) = (o1(x), ..., 00 (2), Rop 41(2), Sop 41(2), .o, ROy 10y (T), SOy 15 (X))

€ um homomorfismo injetivo de mddulos, onde as notagoes R(x) e I(x) representam as
partes real e itmagindria do nimero complexo x, respectivamente.

Definicao 74. Um reticulado obtido a partir do homomorfismo de oy, associado a um
corpo de numeros I € chamado de reticulado algébrico.

Definicao 75. Seja K = Q(y/m, /n) um corpo biquadrdtico, onde m e n sao positivos,
inteiros e livres de quadrados. O homomorfismo o : K — R* que fundamenta nossa
construgao estd associado aos quatro mergulhos candnicos, a saber:

o(z) = (01(z), 02(x), 03(x), 04(2)) (4.1)

45
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onde cada o; corresponde a uma combinacao distinta dos automorfismos do corpo:

o1 /me= HVm, Ve HVn
a2 Wm = HVm, Ve —Vn
o5 Vm—= —vm, /n— +/n
oy /me= —/m, Ve —v/n

Proposigao 16. [1l/ Seja I. um corpo de nimeros de grau n. Se M C 1L € um Z-mddulo
livre de posto n e se (z;)1<j<n € uma Z-base de M, entao oy (M) é um reticulado em R™,
com volume

(4.2)

Vollop(M)) = 27"2| det (o;(x))]-

1<j,k<n

Proposicao 17. [1/ Seja . um corpo de nimeros de grau n, Dy, o discriminante de L, Oy,
o anel dos inteiros algébricos de I, A um ideal nao nulo de Oy, e ro a metade do niumero
de monomorfismos imagindrios. Entao, o1,(OL) e oL(A) sao reticulados, com respectivos
volumes:

Vol(o,(OL)) = 2_T2|D1L|%;
Vol(op,(A)) = Vol(on(OL))N(A).

Proposicao 18. [1/ Seja L um corpo de nimeros de grau n, Dy, o discriminante de L,
OL o anel dos inteiros algébricos de I, A um ideal nao nulo de O, e r9 metade do nimero
de monomorfismos imagindrios. Entao, a densidade de centro do reticulado o1,(A) € dada

por
2 (p(o(A)))"
0(oL(A)) = - )

Proposicao 19. Seja I um corpo de niumeros abeliano e x € 1L, entdo,

|ow(z)|* = ep Trjg(x2),

onde
1, selL for totalmente real.
CL, = 1

5, se L for totalmente imagindrio.

Exemplo 18. Seja K = Q(y/m,/n) um corpo biquadrdtico, onde m e n sao inteiros
estritamente positivos e livres de quadrados, isto €, K € um corpo totalmente real, entao
cx = 1. Considere a base (iv) apresentada no enunciado do Teorema[23. Seja o o gerador
do ideal e y um elemento genérico de Ok, ambos dados por

0= oLy e d (YR

m + /min
y=ai-14 ax/m+asv/n+ ay (%) .
Podemos calcular x, um elemento genérico do ideal, pelo sequinte produto
m 4+ /mn
%) + alb\/ﬁ + Clzbm

rT=ay= a1a+a2aﬁ+a3a\/ﬁ+a4a<

+ asbyv/'m/n + agby/m (M) + arev/n + asen/ma/n + asen
e (LYY | (YT g (Y

oty (VI g (VY
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Considerando as igualdades a sequir

Vi = 21 (M) i
ﬁ(—\/erQ‘/m) +2T\/_

3
ﬁ<w) (VS Lk B
+

(\/ﬁ‘i‘ \/m1n1> m ming
—2 =

m
1 1 +Z\/ﬁ

e, substituindo-as na equacao anterior, obtemos

€Tr = (ala -+ a,2bm —+ % + azen + a42m X a44m X ay lenl) 1

asdl  ascn  agcl

+ (Glb + Ao — CLQCl — agbl — 9 + 9] - 9 > \/E

asdm asdm  asbm  asdm
+(alc+ o tmet T Ty ey )V

+ (a1d + 2ascl + 2a3bl + azdl + asa + aycl) (ﬁ% lenl) '

Tomando

asbm  asdm  asdming

2 4 4
azdl  agen  agcl
B = a;b+ axa — axcl — asbl — 32 + ;l - 42
B asdm asdm  asbm  asdm
C=aet = tasat =t o Ty
D = a1d + 2aqcl + 2a3bl + asdl + aqsa + aqcl

d
A:a1a+a2bm—|—%+a30n+

podemos reescrever (4.3) de modo que
v = Ak By OV D (YIS,

Logo, € possivel encontrar a sequinte expressao para x>

D? D? D
22 = A2+ B*m + BDm + C%n + 4m + ijl 4+ (2AB+AD+ ¢ n) vm
BD D?*m D
+<2AC+ lm )\/_+<—+QBC+CD) Vm/n.

Pela Deﬁm’gdo consegquimos calcular o trago utilizando os automorfismos (4.2)) defini-
dos em

Tr (2%) = 01(2) + 09(2?) + 03(2%) + 01(2?)

D? D?
—4 (A2 + B*m + BDm + C?n + 4m 4 Tm)

Portanto, a partir dos automorfismos (4.2)), concluimos que

ok (2)]* = cx Tr(a?)
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Proposigao 20. [1] Seja . um corpo de nimeros de grau n, totalmente real ou totalmente
imagindrio. Seja Op o anel dos inteiros algébricos de I e A um ideal nao nulo de Or.
Entao, a densidade de centro do reticulado o1, (A) € dada por:

Son(A) = — L2

D[z N(A)
onde t = min{Tryg(zz) | z € A,z # 0}.

(4.4)

A partir da proposi¢ao anterior, apresentamos o seguinte resultado.

Proposigao 21. Considere o corpo biquadrdtico K = Q(y/m,~/n), onde m,n > 0, distin-
tos e livres de quadrado, sendo | = mdc(m,n), com m =1Ilm; en =Iny. A densidade de
centro do reticulado 0(Ok), pela Proposi¢ao utilizando os valores dos discriminantes
apresentados no Teorema[24 é dada por

L se(m,n) = (1,1) (mod 4)

Iming

6(A) = Wlml ,se(m,n) =(1,2) ou (3,3) (mod 4) (4.5)
g L se(m,n) = (2,3)  (mod 4)

Demonstragao. Como K = Q(y/m,+/n) onde m,n > 0 distintos e livres de quadrado,
temos que K é um corpo totalmente real de grau 4 cuja densidade de centro do reticulado
0(Ok) é dada pela Equagao apresentada na Proposicao . O valor t definido como
t = min {Trg/g(2%) | v € Og,x # 0}, para x = 1 € O, temos Trg/g(1- 1) = Trx/g(1) =
[K : Q] = 4, pois a forma trago de 1 é igual ao grau da extensdo e a norma do ideal
A = Ok é dada por N(Ok) = [Ok : Ok] = 1, pois o indice do anel de inteiros em si
mesmo ¢ trivialmente 1. Substituindo os valores ¢ e N'(A) obtemos

1
= 1
| D[
logo, substituindo os valores dos discriminantes apresentados no Teorema temos que
a densidade de centro do reticulado ¢(Ok) ¢ dada pela Equagao

L se(m,n)=(1,1) (mod 4)

6(o(Ok))

i(o(Ok)) = % ,se(m,n) =(1,2) ou (3,3) (mod 4) (4.6)
W ,se(m,n) =(2,3) (mod 4)

u
A partir das cinco bases integrais distintas do Teorema [23] para o anel de inteiros
Ok, construimos as matrizes geradoras M aplicando o homomorfismo o, apresentado na

Definigao [75] a conjuntos especificos de elementos algébricos.
| lVm Lbym Lymy/aymin }
) 9 1 9 4

Para base (i), { , obtemos as imagens via homomor-

fismo o (4.1)):
o(1) = (1,1,1,1)

1++n\ (1 1 nl nl
“( 2 )—(§+2>§—3ﬂ§+3ﬂ‘—3‘
U(1+W+ﬁ+¢m):(1+_m+_n+mx/ﬁ Lo vm _vn
4 4 4 4 a4k 7 4 4 4
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A matriz geradora M; correspondente é dada por

onde v; = o(l),vy =0 (H\/m) ,U3 =0 <M> evs=0 (Hmhfﬂmml), cuja matriz

de Gram associada é

4 2 2 1
2 m+1 1 243
“=1l2 1 a1 5+3 (4.7)
Dg+} g+d BaReied

Para base (1) {1 1+ym 1+Vn 1_m+\/ﬁ+m}
) 3 B R K

> , obtemos

o(1)=(1,1,1,1)

1+/m\ 1+\/ﬁ1 vym 1l ym 1 /m
7\ 2 “\2T 22T T T T T Ty
L+vn\ 1+\/ﬁl nl+ n 1 n
“\T 2 ) \2T 22T a2 T T g
L—ym+n+mm\ (1 m+ n+\/ﬁ\/ﬁl vmon myn
? 4 174 "1 ik 4 4 4 ik
1+\/ﬁ+\/ﬁ Vmy/n 1+\/ﬁ \/ﬁ+\/ﬁ\/ﬁ
4 4 4 4k 7 4 4 4 4k
A matriz geradora M;; correspondente é dada por
U1
Mii: v2 )
U3
V4

onde v; = o(1),v13 =0c <1+%/m> U3 =0 (%ﬂ evy =0 (Pﬁhfﬂmml), cuja matriz

de Gram associada é

4 2 0 0
2 m+1 0 0

Gii = 0O 0 4n  2n (4.8)
0 0 2n F+n

Para base (4it), {1, 1+5/m’ N Vit  Ea— }, obtemos
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A matriz geradora M;;; correspondente é dada por

Mzzz - ’

onde vy = o(1),v3 =0 <1+ﬁ> 3 =0 (v/n)evy=0c <‘/ﬁ+— lenl) cuja matriz de Gram
associada ¢

0

0

0

0

4n 2n
2n F+n

O O N

2
m+1
0
0

Para base (iv), {1, vV, \/n, ‘/MT le"l}, obtemos

o(1)=(1,1,1,1)

o(Vim) = (Vi /i, —/m, /i)

o (Vi) = (v, v/, Vit —/)

o (YIS (L VSR

2 2% 2 2% 2 2%
\/_\/_x/_)
2%k

A matriz geradora M;, correspondente é dada por
Miv = )

onde vy = o(1),ve = o(y/m),v3 = o(y/n) e vy = o (% lenl), cuja matriz de Gram
associada ¢

4 0 0 0
0 4m 2m 0

G = 0 2m 22 +m 0 (4.10)
0 0 0 4n

3

o (V) - Qv Jm L Ve va), V- Vi)
(

) (1055). 155 (-57)
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A matriz geradora M, correspondente é dada por

onde vy = o(1),v3 = o(y/m),v3 =0 <m+\/ﬁ> evy =0 <1+— ”;mm>, cuja matriz de Gram

associada é

4 0 0 2
0 4m 2m 0

Go = 0 2m m+n 0 (4.11)
2 0 0 Tt

4.2 Base reduzida de Minkowski

Nesta se¢ao, aplicamos o algoritmo de redugao de Minkowski apresentado em [8] as
bases integrais do Teorema visando determinar vetores de norma minima nos reticula-
dos associados. O método explora as propriedades da matriz de Gram para garantir que
o primeiro vetor da base reduzida tenha norma minima, otimizando assim a construcao
dos reticulados algébricos. Conforme apresentado em [8] encontrar uma base {vy, ..., v,}
do reticulado n-dimensional £, que para cada t,1 < t < n verificamos se

(vg, v) < (v, v) (4.12)

para todo vetor v € L de tal forma que vy,...,v;,_1,v pode ser estendido a uma base de
L. Isso implica que a matriz de Gram satisfazer as condigoes:

O0<ann Sagp < <y (4.13)

2 Zesast — Z €r€slys | < Zass, (4.14)

seS r,s€S seS
r<s

ondet € {2,...n}, SC{l,...,n—1}e e ==+1.
Agora, fixado ¢ tome um vetor v = v; — Zesvs onde S é um conjunto e ¢; sao

ses
constantes associadas a cada s € S.

Iniciaremos analisando a condigao (4.12)), onde (v;, v;) < (v,v) para 1 <t < 4.

Para o item (i) (assumindom > 5, n>13el > 1)
o (v,v) < (vg,0y) = 4<1+m

o (vg,02) < (vg,03) = 14+m<1+n

o (v3,v3) < (vg,vu) = 14+n<1(1+m+n+ 28

logo, sao satisfeitas.

Para o item (ii7) (assumindom > 5, n>6el > 1)

o (v1,v1) < (g, 19) = 4<1+m
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o (v3,09) < (v3,v3) = 1+ m < 4n
o (v3,v3) < (vg,v4) = 4n <n+ G

Portanto, a condigao é satisfeita para as bases integrais representadas nos itens (i) e (ii7)
o que implica analisarmos as condigoes a seguir.

Analisando a condigao ({.13)): 0 < a1; < age < agz < agy, a partir das matrizes de
Gram G; [1.7) e Gy (4.9) temos:

Para o item (i): 0<4<m+1<n+1<i(14+m+n+22)

Para o item (ii7): 0 <4<m+1<4n<n+ 75

Assim, os itens (7) e (i27) satisfazem a condigao (4.13]).
Agora, analisando a condic¢ao (4.14) temos:

No item (i):

e Parat =2 S={l} eeg =+1 = 4e; <4

e Parat =3, 5 C{l,2}ee==%1,i=1,2 = (4de; + 262 — (de162)) <4+ m+1
e Parat=4,SC {1,2,3Vec;=+1,i=1,23

2m + 2 2n + 2
2€1+ 9 €2 + 9

€3 — (der€a + dere3 +260e3) <4d+m+1+n+1

No item (iii):

e Parat =2 S={l}ee =41 =4, <4

e Parat =3 SC{l,2}ee==x1,i=1,2= —dejea <4+m+1

e Parat=4,5 C{1,2,3} e, ==+1,i=1,2,3 = 4dnez —4derea <4+ m+1+4n
Logo, concluimos que as matrizes M; e M;;; sao Minkowski reduzida.

Para o item (ii) na verificacao da condigao (4.12)) a desigualdade (vs, v3) < (v4, v4) nd0
¢ satisfeita, logo seguindo o algoritmo apresentado em [§] trocamos v3 por vy, de modo
que,(vs, v3) < (v4,v4) seja satisfeito, ou seja

S VR R Al 4 4 44
1+\/ﬁ+\/ﬁ Vma/n 1+\/ﬁ \/ﬁ+\/ﬁ\/ﬁ
4 4 4 41 7 4 4 4 41 ’
1 n 1 nl +/nl n
”4%5*?5‘?5*?5—7)7
agora com a nova matriz de Gram,
4 2 2
2 m+1 L 1
Gii: —m mn 2 n 4.15
Lol (R ementl) 2 1)
2 1 ol n+1
Condigao (4.13) do item (éi) (assumindo m > 21, n >33 el > 3)

1
0§4§m+1§—(mﬁ+m+n+Q

4\ k2
Condigao (4.14]) temos:
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e Parat =2 5 ={1},¢, =+1 = 4¢; <4
e Parat =3, 5 C{l,2},¢,=£1,i=1,2= 261+ (1 —m)ey — de1ea <5+ m

e Parat =4,5 C {1,2,3}, ¢, =+1,0=1,2,3 = 4e1 + 262+ (1 +n)e3 —dejeg — 26163 —
(I1—m)eres <4+m—+1+21(14+m+n+28)
podemos verificar que as condigoes sao satisfeitas. Assim, a base é Minkowski reduzida.

Para o item (iv) assim como para o item (i) a verificagdo da condigao (4.12)) a de-
sigualdade (vs,v3) < (vy4,v4) nao é satisfeita, dessa forma trocamos vs por vy, de modo
que,(v3, v3) < (v4,v4) seja satisfeito, ou seja

A G L

2 20 72 21
vm o y/my/n vmo y/ma/n
Ty T T 0 T g Ty ’

Vg = (\/ﬁu _\/57 \/_7 _\/ﬁ) .
a matriz de Gram reduzida é

4 0 0 0
0 4m 2m 0
0 2m “F+m 0
0 0 0 In

(4.16)

Condigao do item (iv) (assumindo m > 2, n > 3 el > 3) temos:
o (v,v1) < (vg,05) = 4<4m

o (v3,v3) < (v3,v3) = 4m < T3 +m

o (U3,v3) < (v, 04) = T +m < dn

Condigao (4.13) do item (iv)

Condigao (4.14) do item (iv)
e Parat=25={l},e =+1=0<4
e Parat =35 C {1,2},e, =+1,i=1,2 = 4mey < 4+ 4m

e Parat=4,5C{l1,2,3},¢; =%1,i=1,2,3 = —4meres <4+ 5m + 5

O item (v) na verificagdo da condigao (4.12)), a desigualdade (va,vs) < (v3,v3) nado é
satisfeita, dessa forma trocamos vy por vs, de modo que,(ve, v9) < (v3,v3) seja satisfeito,
logo

w= (G V), GV V), SV VL (Vi Vi),
vs = (/i —/, i, /).
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Seguindo a verificacao das proximas condi¢oes, consideramos a nova matriz de Gram

4 0 0 L(J/m+3)
0 m+n 2m —2(ym=1) (ym+ /n)
0 2m 4m 3 (Vm—m) (4.17)

12(m+3)+21(/m—1)y/my/n+4dmn
3 (Vm+3) =i (Vm—1)(Vm+yn) 3(/m—m) ( 412)

que satisfaz a condi¢ao (4.13)), mas para a condicao (4.14)) ndo é satisfeita para t = 3
quando (eg,e3) = (1,1) e (e1,e5) = (—1,1). Logo substituimos vs por v§ = v3 — vs.
Obtendo assim a nova base, seguindo as verificagoes, temos:

Condigao (4.12)) do item (v) (assumindo m >3, n>7el > 1)
o (v1,01) < (U2, 19) = 4<m+n
o (vg,19) < (v3,v3) = m+n<m+n

2 —
o (v3,u3) < (vg,v4) = m+n< ! (m+3)+2l(\/r221)m\/ﬁ+4mn

Condigao (4.13) do item (v): 0 < a1y < ag < asz < ay

2(m + 3) + 20 (v/m — 1) /m+/n + 4mn
412

0<4<m+n<m+n<
Condigao (4.14) do item (v)
e Parat=25={l},eg=+1=0<14
e Parat =35 C{l,2},, =+1,i=1,2=2(m—n)ea <4+m+n

e Parat =4,5 C {1,2,3},¢ = £1,i = 1,2,3 = (34 ym)er — 3(vm — 1)(vVm +
\/E)GQ — %(\/m — 1)(\/ﬁ— \/ﬁ)Eg — 2(m — n)€2€3 < 442m+2n

satisfazendo todas as condicoes, cuja matriz de Gram Minkowski reduzida é

4 0 0 L(y/m+3)
0 m+n m—n —1(vVm—1)(Vm+/n) 118
0 m-—n m+n —1(Wm=1)(ym—+yn) |- ( : )

LWmA3) —H (= ) (V) (1) (v - ) S D

4.3 Testes computacionais

Apresentamos uma anélise dos resultados obtidos utilizando o software Wolfram Mathe-
matica 14.0 para calcular os valores de 6(c(Ok)). Um dos passos cruciais na construgao
de um reticulado é a obtencao da densidade de centro, uma medida que relaciona-se a
densidade de empacotamento do reticulado.

Esquematizando o algoritmo para o calculo da densidade de centro:

1. Entrada: Conjunto {m,n} com m € {2,3,4,...,99}en € {m+1,m+2,...,100}.

2. Inicializagao: Definir V' como conjunto vazio e variaveis rm, rn, rmq, € rn; como
1.

3. Iteragao: Para cada par (m,n), calcular:

(a) O maximo divisor comum [ de m e n.

Ten =7

(b) Divisoes m; = 7.
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(c¢) Resto de m, n, my e ny quando divididos por 4, armazenados em t1, to, t3 € t4,
respectivamente.
(d) Raizes quadradas de m e n, verificando se sdo inteiras (u; e us).
(e) Se m e n nao tém raizes inteiras (u; e up sdo False) e os restos tq, to, t3, € t4
coincidem com rm, rn, rm; e rny, entao:
e Armazenar o vetor vet = {m,n,[}.
e Calcular V; = —— e definir vet = {V}, m,n,[}.

Imini

e Imprimir vet.
4. Saida: Imprime o vetor {Vi, m,n,l} sempre que as condigoes sao satisfeitas.

A anélise dos resultados obtidos revela um certo padrao no comportamento dos valores
correspondentes de [ entre m e n. Observou-se que, ao considerar diferentes valores e
especialmente quando [ é maior que 1, os resultados tendem a apresentar um desempenho
superior. Com isso em mente, decidimos investigar o comportamento dos resultados ao
desconsiderar os casos onde [ # 1. A tabela a seguir apresenta os resultados obtidos sob
essa condicao, permitindo uma comparacao mais direta entre os pares analisados.

m | n | 1 | Densidade de centro
5145 | 5 0.0222222
5165 5 0.0153846
518 | 5 0.0117647
13|65 | 13 0.0153846

17 | 85 | 17 0.0117647
45165 | 5 0.0017094
45185 | 5 0.00130719
65|85 | b 0.000904977

Tabela 4.1: Densidade de centro (i)

Os resultados apresentados a seguir seguem um padrao andlogo ao anteriormente dis-
cutido, com a tnica diferenga dos itens utilizados no Teorema [24. Assim como nas ite-
ragoes anteriores, a expectativa é que, ao manter [ diferente de 1, os resultados reflitam
um comportamento consistente, com melhorias na estrutura e na eficiéncia dos valores
obtidos. Essa abordagem nao apenas confirma a regularidade observada nos resultados
passados, mas também oferece uma perspectiva mais abrangente sobre a dinamica que
rege as relacoes entre m, n e [.

m| n 1 | Densidade de centro m | n 1 | Densidade de centro
5 |10 | 5 0.025 10 15| 5 0.00416667
5130 5 0.00833333 101 35| 5 0.00178571
5 |50 ] 5 0.005 10 | 55 | 5 0.00113636
5 1701 5 0.00357143 10| 75| 5 0.000833333
5 1901 5 0.00277778 181271 9 0.00231481
13126 |13 0.00961538 26 | 39 | 13 0.00160256
13| 78 | 13 0.00320513 34 | 51 | 17 0.00122549
17 | 34 | 17 0.00735294 42 | 63 | 21 0.000992063
Tabela 4.2: Densidade de centro (ii) Tabela 4.3: Densidade de centro (iii)

Observagao 7. Nas tabelas anteriores os valores de densidade de centro apresentaram
melhores resultados quando | # 1, indicando uma maior eficiéncia nesses casos. No
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entanto, para o par especifico do item (ii), (m,n) = (3,3), os resultados com | = 1
mostraram-se mais efetivos, o que contrasta com os casos anteriores. Fssa particularidade
sugere uma dependéncia dos valores de m e n na otimiza¢ao dos resultados.

m | n | 1| Densidade de centro
3|1 7|1 0.0119048
31111 0.00757576
31191 0.00438596
31231 0.00362319
31311 0.00268817
3135 |1 0.00238095
3143 |1 0.00193798
3147 |1 0.00177305

Tabela 4.4: Densidade de centro (ii’)

A investigagdo computacional realizada forneceu resultados que, embora relevantes,
revelam que ainda ha um longo caminho para alcancar densidades mais proximas das
6timas. O melhor valor de densidade de centro encontrado, independente do intervalo
escolhido, foi aproximadamente 0.025, um valor consideravelmente inferior quando com-
parado ao reticulado Dy, cuja densidade de centro é a maior na dimensao 4, com um
valor de 0.125. Essa disparidade indica que os reticulados construidos até o momento
ainda nao sao ideais em termos de eficiéncia. Apesar dessa diferenca, eles fornecem um
entendimento inicial das propriedades dos reticulados gerados a partir do anel de inteiros
algébricos Ok de um corpo de nimeros K. Contudo, como observamos, essa abordagem
inicial limita a densidade de centro obtida.

Com base nos dados, a proxima fase desse estudo sera focada no refinamento da
construcao desses reticulados. Um dos caminhos promissores é substituir o uso direto
de Ok por ideais nao nulos desse anel. A utilizagao de ideais nao nulos oferece um
potencial para obter reticulados com densidades de centro mais altas, aproximando-nos
de configuracoes mais eficientes.

4.4 Reticulados bem arredondados

Na teoria da informagao e codificacao, os reticulados bem arredondados desempenham
um papel fundamental na construcao de esquemas eficientes para transmissao de dados
em canais ruidosos. Dois dos modelos mais relevantes sao o canal gaussiano, que modela
perturbagoes aditivas com ruido branco, e o canal Rayleigh com desvanecimento, que
incorpora variacoes aleatorias na amplitude do sinal devido a efeitos de multipropagacao.
Neste contexto, reticulados bem arredondados sao essenciais pois proporcionam estruturas
geométricas que maximizam a eficiéncia energética e a capacidade de correcao de erros.
Esta secao explora a conexao entre teoria de reticulados e teoria da informacao e como
codigos baseados em reticulados podem ser otimizados para esses cenarios de comunicacao.

Definigao 76. [3/ Um reticulado A € dito bem arredondado quando seus vetores minimos
geram todo o espago R™.

Em R2?, essa propriedade apresenta um comportamento particular: os reticulados po-
dem ter 2, 4 ou 6 vetores minimos, mas sao bem arredondados apenas nos casos com 4
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ou 6 vetores. No que se refere a reticulados bidimensionais, observa-se que apenas confi-
guragoes com quatro ou seis vetores minimos satisfazem essa condi¢ao, enquanto arranjos
com dois vetores minimos nao a alcangam.

Ao analisarmos reticulados algébricos da forma o(Ok), onde K é um corpo quadra-
tico e 0 o mergulho candnico, encontramos apenas dois exemplos bem arredondados: o
reticulado inteiro Z?, associado ao corpo Q(y/—1), e o reticulado hexagonal, associado
ao corpo Q(v/=3). Contudo, embora esses sejam os tnicos casos em que o(Og) é bem
arredondado, existem infinitos corpos quadraticos K para os quais Ok contém um ideal
tal que o(Z) forma um reticulado bem arredondado.

A seguir apresentamos um algoritmo para verificar se o reticulado ¢(Ok) ou um su-
breticulado dele é bem arredondado.

(i) Dado K um corpo biquadratico, listamos possiveis normas dos vetores do reticulado
o(Ok) e colocamos os valores encontrados num conjunto Lj.

(ii) Para cada norma da lista L;, verificamos se no reticulado existem 4 vetores line-
armente independentes com a referida norma. Conhecemos a norma minima do
reticulado o(Ok), caso o algoritmo nao retorne 4 vetores linearmente independen-
tes de norma minima concluimos que o reticulado nao ¢ bem arredondado. Dali,
podemos analisar para os subreticulados. Cada norma M (que satisfaz a condigao
inicial) é colocada num conjunto Ls.

(iii) Entrada: M (da Lista Lo).
A: matriz geradora do reticulado o(Ok).
v; € o(Ox) tal que ||v;||> = M, para j = 1,2, 3,4 (Passo anterior).

(iv) Para cada j = 1,2,3,4 encontrar t; = (¢;1,t;2,t;3,tj4) € Z* tal que v; = t;A (o vetor
t; representa as coordenadas de v; na base implicita na matriz geradora A).

(v) Determinar a matriz @ = T'A (matriz geradora do reticulado A = span{vy, va, v3,v4}),
onde T = (tz‘j>4

i,j=1"

(vi) Aplicar a redugao de Minkowski na matriz () obtendo a matriz geradora reduzida

Q1.

(vil) Tomar G = Q1Q (Gram reduzida do subreticulado A). Se g;; = M entao A é bem
arredondado.

(viii) As normas que estao relacionadas a subreticulados bem arredondadas sao listadas
num conjunto Ls.

Apresentamos agora um método para justificar que todo subreticulado bem arredon-
dado obtido pelo algoritmo anterior pode ser realizado geometricamente através de um
submodulo contido em Ok.

Sejam {eq, e, 3, €4} uma base integral de K e M um Z-modulo livre de posto 4 gerado
por {wy,ws, w3, Wy}, em que w; = t;1e1 +tinea +tze3+tiaeq (t;; do algoritmo anterior), para
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i=1,2,3,4. O reticulado o(M) possui matriz geradora

4 4
o t e e o t @
Ul(wl) 02(w1) Ug(wl) 04(0.)1) 1 (le 15 J) 4 (]Zl 15 J)
o = | 7w2) oalwa) osws) oulw) | _ : N :
o1(ws) o2(ws3) o3(ws) o4(ws) 4' : 4'
Hwr) oa(ws) osws) oa(ws) . ijej) . (Zt4jej>
j=1 j=1
t11 ti2 13 tig oi(e1) oa(e1) os(er) oaler)
_ | t2r ta2 taz ta o1(e2) o2(e2) os(e2) oale2) —TA
t31 t3o t33 tsa || oi(es) o2(e3) o3(e3) oules) ’
tar taz taz taa o1(es) o2(es) o3(es) oales)

(4.19)
em que A é a matriz geradora do reticulado o(Ok). Assim, pelo algoritmo anterior, @ ¢ a
matriz geradora do reticulado o(M) = span{vy, ve, v3,v4}. Podemos também inferir que

Vol(o(M)) = |det(Q)| = |det(T A)| = |det(T)||det(A)| = |det(T)|\/Dic

e portanto
[Ox : M] = |det(T)|.

Exemplo 19. Considere o corpo biquadrdtico K = Q(v/5 + v/ 13), listamos possiveis nor-
mas dos vetores do reticulado o0(Ok), listadas no conjunto abaizo

Ly = {4,6,14,16, 18,20, 21, 22, 23, 24, 27, 30, 31, 33, 34, 36, 37, 38, 41, 42, 43, 46, 47, 49, 51, 52,
53,54, 56,57, 58,59, 61, 62, 63, 64, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82,
83,84, 86, 87, 88,89, 90, 92, 93,94, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 105, 106, 107, 108, 109,
110,111, 113,114, 115,116, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 126, 127, 129, 131, 132, 133,
134,135,136, 137, 138, 139, 141, 142, 144, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155,
157,158,159, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168, 170, 171,172,173, 174, 177, 178, 179,
180,181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 193, 194, 196, 197, 198, 199}

Na verdade a lista inicial era bem maior, chegando até a norma 11000, mas para os
propositos que citaremos a sequir, limitamos até 200. O objetivo é mostrar que o reti-
culado 0(Ok) ou algum subreticulado dele é bem arredondado. Assim, para cada norma
da lista, verificamos se no reticulado existem /4 vetores linearmente independentes com a
referida norma, as que satisfazem essa condi¢do sao listadas no conjunto abaizro:

L, = {21,23,27,31,33,37,41,43, 47,49, 51,53, 57, 59, 61, 63, 66, 67, 69, 71,73, 74, 77,79, 81,
82,83, 84,87,89,92,93,94,97,98,99, 101, 102, 103, 105, 106, 107, 108, 109, 111, 113, 114,
115,118, 119, 121, 122, 123, 124, 126, 127, 129, 131, 132, 133, 134, 135, 137, 138, 141, 142,
146, 148,149, 151, 153, 157, 158, 159, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 171, 172, 173, 174,
177,178,179, 181, 183, 186, 187, 188, 189, 191, 193, 194, 196, 197, 198, 199}

Usando a redugio de Minkowski, apresentada na Segao [{.9, verificamos que norma
minima do reticulado € 4, e esta norma nao apareceu na lista anterior, entao nao existe
a possibilidade do reticulado o(Ok) ser bem arredondado, mas podemos procurar por su-
breticulados que sejam bem arredondados. Agora, existem 4 vetores {vy,vs,vs,v4} line-
armente independentes de norma M, para cada M € Lo, resta saber se o reticulado
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A = span{vy, vy, v3,v4} possui norma minima M, para cada M € Ly. As normas que
satisfazem essa condicao sao listadas no conjunto abaixo:

Ly = {37,43,69,97}

Portanto, podemos exibir 4 subreticulados gerados por vetores de norma minima e
esses reticulados podem ser realizados geometricamente via Z-modulos. Fagcamos para
M = 37.

Seja K um corpo de nimeros tal que K = Q(v/5 4+ /13). Nesse caso, [K : Q] = 4
e, como (5,13) = (1,1) (mod 4), tomando e; = 1, ey = %5, e3 = %ﬁ e e =
w, temos que {ey, ey, €3,e4} € uma Z-base de Ok. Seja M um submaodulo
de Ok gerado pelos vetores linearmente independentes {wy, wq, w3, wy}, em que wy =
—24 eyt ey, Wy =—2426e —ey4, w3 =—1—€e3+e3—e4 ewy =—2e3 —e3+ ey

{—2 + e+ €3, -2+ 261 — €3, -1 - e1+ ey — €3, —261 — e9 + 63}.

Nesse caso, a(M) é um reticulado de posto 4 em R*. De fato, se v € M, entdo
existem ay, as, as, as € 7 tais que

xr = CL1(—2 + €1 + 63) + CLQ(_Z + 261 — 63) -+ Clg(—l — €1 -+ €y — 63) —+ CL4(—2€1 — €2 —+ 63),

e consequentemente o(x) =~TA, onde v = (a1, as, as, ay),

_3 ; 8 i algelg aggelg 03561§ 04561;
=1 _1 1 1 4 ¢ A= o1(ea) oa(es) osles) oules) |’
0 -2 -1 1 o1(eq) oo(eq) os(eq) o4(eq)

onde A é uma matriz geradora do reticulado o(Ok), ja que {ey, es, e3,e4} € uma Z-base
para Og. Temos que Q = T A é uma matriz geradora para o(M), e como @ tem posto
4, seque que o reticulado o(M) possui posto 4. Uma matriz de Gram para o reticulado

o(M) éG =TGT", onde Gy = (TrK|@(eiej))4

=1 ¢ uma matriz de Gram para o reticulado
o(Oxk) tal que

4 2 2 1
26 1 3
G=l21 147 |
1 3 7 21
entao uma matriz de Gram para o reticulado (M) € dada por

37 =2 —18 8
-2 37 8 —18
—18 8 37 =2
8§ =18 -2 37

Nesse caso, usando o algoritmo de reducao de base de Minkowski, nota-se que a matriz Q)
jd estd reduzida. Assim, o reticulado o(M) € gerado por quatro vetores de norma minima
37, sendo, portanto, um reticulado bem arredondado.

G - TGth =

Apresentamos agora uma tabela com as normas minimas dos subreticulados bem ar-
redondados via corpos biquadraticos.
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Base (i) do Teorema [23] Base (ii) do Teorema [23]
m | n || min{||o(z)||*; z € M} m | n |l | min{||o(2)|* z € M}
5 1131 {37,43,69,97} 2113313 {45,53,95}
517 |1|  {43,49,97,101} 21| 45 | 3 155,63, 105}
521 1] {55,83,125,275) 21573 (65,73,115)
51291 167,95, 143} 21169 | 3 183,117,125}
5 331 77,101} 21|77 | 7 (39, 45,153}

Base (iii) do Teorema [23]

m | n || min{||o(@)|*|ze M}
5161 {84,166, 216}
5110 1 (64,230}
51141 (376}

Os resultados evidenciam que o método ¢ eficaz para as bases (1), (i7) e (4i7), fornecendo
valores minimos de ||o(z)||* dentro do intervalo considerado. Entretanto, para as bases
(1v) e (v), observa-se uma divergéncia nos resultados, sugerindo que o intervalo de busca
adotado nao é suficiente nesses casos. Portanto, embora o método apresente consisténcia
em contextos restritos, sua generalizacao requer ajustes para garantir sua efetividade.

4.5 Familia de reticulados Z* rotacionados

Nesta secao faremos a construcao de uma familia de reticulados Z* rotacionados via
subcorpos biquadraticos, e diferentemente da construcao da se¢ao anterior, aqui escolhe-
mos Z-modulos contidos em Z[f] ao invés de contidos no anel dos inteiros algébricos. As
referéncias utilizadas nessa secao foram [, [2].

Seja o um elemento totalmente real e positivo de K, ou seja, a; = o;(a) € R e
a; = o;(a) >0 paratodoi=1,2,...,n

O mergulho torcido ¢ : K — R™ x C" ¢é definido por

00(@) = (VAIo1(@), o im0, (@), v/ 200107 41(0), V201 ()

onde x € K. Frequentemente, identificamos R™ x C™ com R". Se a« = 1, entao o
mergulho torcido é chamado de mergulho canénico.

Reticulados algébricos sao aqueles obtidos a partir de médulos no anel de inteiros de
corpos de numeros algébricos por meio de mergulhos candnicos ou torcidos. Se M é um
Z-modulo livre de Z[f] de posto completo n, entao o,(M) é um reticulado n-dimensional
cuja norma minima ¢ dada por

t = min{||o.(2)|* : ¥ € M, x # 0}.

O volume de ¢,(M) é dado por

Vol(o6(M)) = 27 [2[6] : M]\/A(Z[6)) Nicjo @),

em que 7o é a metade da quantidade de homomorfismos imaginarios, [Z[f] : M] é o indice
do Z-mo6dulo M sobre Z[A], A(Z[A]) ¢ o discriminante de Z[f] e N(a) ¢ a norma do
elemento . A densidade de centro de o,(M) é dada por

tn/2
2 Vol(o,(M))’

5(0a<M)) =
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Se o corpo K é abeliano, entao para todo i = 1,2,...,n, entao
Trx(az?), se K é totalmente real,
loa(@)]* =1 - , (4.20)
5 Trg (ar), se K é totalmente complexo.
Neste caso, da Equagao (4.20)), segue que
tn/2
§(oa(M)) = (4.21)

20[Z[0] - M]\/AZI) N jola)

Seja K = Q(y/m, v/n) um corpo biquadratico sobre Q, onde m,n (m < n) sdo inteiros
racionais, livres de quadrados e de paridades distintas, com m = 2'pipy---p,., t = 0,1,
r >0, p; € um ntmero primo e p; = 1 (mod 4), para i = 1,2,...,r. Sob estas condi¢oes,
4m pode ser escrito como a soma dos quadrados de dois inteiros, ou seja, 4m = a?® + b,
onde a,b € Z. Escolhemos n = a + (m + 1). Obviamente, dado m = 2'pips---p,, o n
escolhido nem sempre é livre de quadrados; por exemplo, se m = 13 entao n = 18 ou
n = 20. Portanto, estamos interessados apenas em m e n livre de quadrados. Neste caso,
considere o inteiro k = y/4m — (n —m — 1)2.

Proposicao 22. Ezistem infinitos m e n livres de quadrados tais que 4m = a® + b* e
n=a+(m+1).

Demonstragao. Seja a € Z, a > 0. Como (1 —a,1) = 1 pelo teorema de Dirich-
let, a sequéncia (1 — a) + n, onde n € Z, contém infinitos ntimeros primos p tais que
p =1 (mod 4). Em particular, o teorema vale para n livre de quadrados, ou seja, existem
infinitos n livres de quadrados tais que p = (1—a)+n, ou equivalentemente, n = a+(p+1).
Como a € Z é arbitrario, e tomando m = p, concluimos que m é livre de quadrados, e o
resultado segue. m

Proposicao 23. Seja M um Z-mddulo livre de Z[0] de posto completo 4 gerado por
{w1, wa, ws,wy}, onde

wr = (1+k%)0 — 63,

wy = (n—m)+ (m —n)6?
(mk — nk)o,
mk — nk.

w3

Wy

Entao
[Z[0]) : M] = (4m — (n —m — 1)*)(n —m)?,

Demonstra¢ao. Pela Equacao (4.19)), temos que

0 1+ k2 0 -1

T_ n—m 0 m—n 0
0 mk — nk 0 0]’

mk — nk 0 0 0

e consequentemente, o indice de M sobre Z[f] é calculado de forma analoga ao indice de
M sobre Ok, isto é,

[Z[0) : M] = [ det(T)| = [K*(n — m)’| = k*(n — m)* = (4m — (n — m — 1)*)(n — m)’,

poisk>0en>m. m
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2

Proposicao 24. O elemento a = (m*+n*+6mn—m—n)+ (—m—n+1)0> é totalmente

real e positivo.

Demonstra¢ao. Temos que 0, = —04 = \/m + y/n e 5 = —05 = \/m — /n. O polindémio
minimal p(z) = 2! — 2(m + n)z? + (m — n)? satisfaz p(z) < 0se Oy < x < 6y < 0
ou 0 < 63 <z < 6. Por outro lado, p(z) > 0 se Oy < x < f3. Também temos que
4m = (n —m — 1)® + k?, entao
(n—m—1)* < 4m
(n—m)*>—2(n—m)+1<4m
(m—n)>=2(m+n)+1<0
p(1) <O0.

Como 0 <1< 6; e p(l) <0, segue que 63 < 1, ou seja, —/m + y/n < 1, entao

(—vVm++vn)? <1
m+n—2y/mn <1
m+n—1<2y/mn.
Portanto,
—2y/mn(m +n —1) > —4mn. (4.22)
Agora, como 6; = —0, e 65 = —03, pela Equagao , segue que

o1(a) = oy(a) = (m? +n? +6mn—m —n) + (—m —n+1)62
=(m?+n®+6mn—m—n)+(—m—n+1)(vVm+ /n)?
= (m* +n*+6mn —m —n) + (—m —n + 1)(m + 2v/mn + n)
= 4mn — 2/mn(m +n — 1) > 4mn — 4mn = 0.

oy(a) = o3(a) = (M* +n* +6mn —m —n) + (—m —n + 1)0;
=(m*+n*+6mn—m—n)+(—m—n+1)(vm—n)?
=(m*+n*+6mn—m—n)+(—m—n+1)(m—2y/mn +n)
= 4mn + 2v/mn(m +n — 1) > 0,

pois m,n > 2. Portanto, o;(ar) > 0 para i = 1,2,3,4, ou seja, a é totalmente real e
positivo. =

Proposicao 25. A norma de a € dada por

Ngsg(a) = [dmn(m® +n® — 2mn — 2m — 2n + 1)]°.
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Demonstracao. Como a = a; +a26?, com a; = m?> +n?+6mn—m-—-neay = —m—n+1,
pela Equagao (2.1]) temos que
4 4 4

Nijola) = [ oila) = [ (a1 + a20:(6)*) = [ [ (a1 + a26})

=1 =1 =1

4
_ 4 3 E 2 2 2 E 22
i=1

1<i<j<4

4
taad Y 07036, + a3 || 67
i=1

1<i<y<k<4
= a] + (4m + 4n)aiay + (6m* + 4mn + 6n)ala; + a;(m — n)*al

= [4mn(m® +n® — 2mn — 2m — 2n + 1)}

Proposicao 26. O raio de empacotamento do reticulado A = 0,(M) € dado por
p(A) = 16mn(n — m)(m —n)(n* + m? — 2nm — 2n — 2m + 1).
Demonstracao. Seja x € M, entao existem by, by, b3, by € Z tais que

T = bywi + bawy + bzws + bywy
= b [(1 + k%0 — 6] + by[(n — m) + (m — n)0*] + bs[(mk — nk)0] + bs(mk — nk)
= (—bagm + bymk + ban — bynk) + (by + bik* + bsmk — bynk)o
+ (bym — byn)6? + (—by)6°.
Tomando
ag = —bom + bymk + ban — bynk,
ap = bl + ble + b3ml{? — b3nk’,
as = bom — bon,

az = —by,
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sabendo que k = \/4m — (n —m — 1)2, a; = 0;(a), para j = 1,2,3,4, e « = (m? + n? +
6mn —m —n) + (—m — n + 1)6?, segue que

4

lo(@)[|> = (—bam + bamk + ban — bynk)* > a;

j=1
4
+ (by + bk + bymk — bynk)* > 0607
j=1
4 4
+ (bym — byn)? Z a0} + (—b1)’ Z a6
j=1 i=1

4
+ 2[(—=bym + bymk + byn — bynk)(by + bik® + bgmk — bsnk)] > a;0;

j=1

4
+ (=bam + bymk + byn — bynk) (bym — byn) Y _ ;07
j=1
+ [(—bgm + b4mk: + bQTL — b4nk)(—b1)

4
+ (by + bik? + bymk — bsnk) (bam — byn)] Y ~ ;67

j=1

4
+ (by + bk + bymk — bsnk)(=b1) > a0
j=1

= 16mn(n —m)(m — 71) n® +m? — 2nm — 2n — 2m + 1) (b7 + b3 + b3 + b3).
Portanto,
min{||o(z)||* : x € M,z # 0} = 16mn(n —m)(m — n)(n* + m* — 2nm — 2n — 2m + 1),
basta escolher, por exemplo, by =1e by =03=0,=0. =
Proposicao 27. O reticulado A = o,(M) é uma versao rotacionada do reticulado Zy.

Demonstragao. Pela Equagao (4.21)), a densidade central do reticulado A = 0,(M) é dada
por
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65

tn/?

0(0a(M))

" 20[20] : M]\/A(ZIO) Nijo(e)

[16mn(n —m)(m —n)(n? + m? — 2nm — 2n — 2m + 1)]?

1

284dm — (n—m—1)?)(n — m)3

V22 (mn(m — n))2[4mn(m? + n? — 2mn — 2m — 2n + 1)2

25m?n%(m — n)*(n* + m? — 2nm — 2n — 2m + 1)?

24 (n2 4+ m?2 —2nm — 2n — 2m + 1)(m — n)326(mn(m — n))

1

(dmn(m? 4+ n? — 2mn — 2m — 2n + 1))
22m?n%(m — n)*(n* + m? — 2nm — 2n — 2m + 1)?

- 24(28m2n2(m — n)*(n® +m? — 2nm — 2n — 2m + 1)2)

1

Portanto, como o reticulado Z, é o tnico reticulado na dimensao 4 que, a menos de

isomorfismo, tem densidade central igual a segue o resultado. Mostremos que é uma

1

24

versao rotacionada e escalonada do Z*. Uma matriz geradora para o reticulado o,(M) é

dada por M; = TMA, onde

T =
0'151; 0'2213 U3El§
a1(0 oa(6 o3(6
M= ( o1(67) 02(67)  oa(6?)
01(6%)  02(0%) 03(6%)
A=

com

o1(a) = o4(a) = a = (m*+n*+6mn—m—n)+ (—m
oa(a) = a3(a) = (m? +n? + 6mn —m —n) + (—m

0 1+ k2 0
n—m 0 m-—n
0 mk — nk 0
mk — nk 0 0
o4(1) 1 1
o4(6) _ vm+/n Vm —
o4(6?) (Vm+vn)?  (Vm -
o4(6?) (Vm++m)3 (Vm—
0'1(06) 0 0
0 02(04) 0
0 0 os(a)
0 0 0

Assim, uma matriz de Gram associada é dada por

p(A)

G:Mle:

0
0
0

p(A)
0
0

0
0
(A
0

p(A)

0
0
0

p(A)

Portanto, o reticulado o,(M) é uma versio rotacionada e escalonado do reticulado Z*.






CAPITULO

Conclusao

Ao longo desta dissertacao, investigamos a construcao de reticulados em R™ a partir
de Z-modulos e ideais do anel de inteiros de corpos biquadraticos, contribuindo para o
desenvolvimento tedrico e para aplicagoes préaticas em matematica aplicada. O estudo foi
conduzido em trés eixos principais: a caracterizacao algébrica dos reticulados, sua analise
computacional e a exploracao de propriedades geométrica para problemas de empacota-
mento esférico e teoria da informacao.

Inicialmente, desenvolvemos um método completo para a construcao de reticulados ba-
seado no anel de inteiros Ok de corpos biquadraticos. Nesse método é utilizado cinco bases
integrais via homomorfismos canénicos, conforme estabelecido pelo Teorema [23] seguida
pela aplicacao da redugao de Minkowski para otimizagao dessas bases. A implementagao
computacional desse processo, realizada em Wolfram Mathematica 14.0, permitiu uma
analise das densidades de centro obtidas. Os resultados, embora relevantes, revelaram
uma discrepancia significativa em relagao aos reticulados conhecidos por sua eficiéncia.
Enquanto o reticulado D,, reconhecido como 6timo na dimensao 4, apresenta uma den-
sidade de centro de 0.125, as construgoes aqui realizadas alcancaram valores méaximos
proximos de 0.025, correspondendo a menos de 20% da densidade ideal. Essa diferenca
destacou a necessidade de refinamentos metodologicos para aproximar-nos de configura-
¢oes mais eficientes.

Na segunda etapa da pesquisa, direcionamos esforgos para o aprimoramento dessas
construcoes, explorando alternativas que pudessem levar a reticulados com melhores pro-
priedades de empacotamento. Uma abordagem promissora consistiu na substituicao do
anel total Ok por ideais, por preservarem a estrutura de modulo, mas com maior flexi-
bilidade, mostraram potencial para gerar reticulados com densidades mais elevadas. Em
seguida, investigamos reticulados bem arredondados, cuja relevancia se estende a teoria
da informacao. Para essa classe de reticulados, desenvolvemos um algoritmo especifico
capaz de encontrar possiveis subreticulados bem arredondados de o(Qk), gerando assim
uma tabela completa com as normas minimas associadas. Além disso, propusemos uma
construcao alternativa baseada em Z-modulos contidos em Z[f], em vez do anel de inteiros
completo, o que permitiu a obtencao de uma familia de reticulados Z* rotacionados com
propriedades distintas das estudadas anteriormente.

Como perspectivas futuras, este trabalho abre caminho para investigacoes em trés di-
recoes principais. A primeira diz respeito ao aprofundamento da analise computacional,
com foco em reticulados construidos a partir de corpos totalmente imaginarios, onde pa-
rametros como vetores de norma minima, densidades de centro e realizacao geométrica
comparativa com Dy serao estudados. A segunda linha de pesquisa envolve a exploragao
de construgoes baseadas em ideais proprios de Ok, buscando reticulados que superem em

67



5. Conclusao 68

eficiéncia aqueles gerados pelo anel completo. Por fim, a terceira direcao visa ampliar o
entendimento sobre reticulados bem arredondados, nao apenas classificando familias gené-
ricas desses objetos, mas também estabelecendo critérios algébricos para sua construcao.

Em sintese, os resultados aqui apresentados fornecem um avanco tebrico e computa-
cional para o estudo de reticulados em dimensoes superiores. As limita¢es identificadas
ao longo do trabalho nao apenas evidenciam a complexidade inerente ao problema, mas
também delimitam fronteiras claras para investigagoes futuras, as quais tém o potencial
de avancar a teoria e aplicacao de reticulados.
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