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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a teoria de indice de valor-ideal de Fadell-Husseini, apresentando
métodos e solucdes para o cdlculo de especificos indices de valor-ideal. Exploramos sua conexao
com a questdo de existéncia de aplicacdo equivariante, a qual se relaciona com o problema do
ponto fixo de espagos homogéneos. Utilizando a teoria de indice de valor-ideal, apresentamos
uma demonstracdo alternativa da propriedade do ponto fixo do espago projetivo de dimensao
par, RP (ou RG1,). Dentro do contexto das variedades Grassmannianas, RG , 4, discutimos
as dificuldades em aplicar a metodologia empregada sobre RG1 ,, a fim de explorar o problema

em aberto da propriedade do ponto fixo das variedades RG; 3 e RGs 4.

Palavras-chave: topologia algébrica; fibrados; teoria do ponto fixo; variedades grassmanianas.



ABSTRACT

This work explores the Fadell-Husseini ideal-valued index theory, presenting methods and
solutions for the calculation of specific ideal-valued indices. We investigate its connection
to the existence of equivariant maps, a question which relates to the fixed-point property of
homogeneous spaces. Using the ideal-valued index theory, we provide an alternative proof
of the fixed-point property for the even-dimensional real projective space, RP?" (or RG1.,).
Within the context of Grassmannian manifolds, RG, ,, we discuss the difficulties of applying
the methodology used for RG1 », to explore the open problem regarding the fixed-point property
of the manifolds RG, 3 and RGs 4.

Keywords: algebraic topology; fiber bundles; fixed point theory; Grassmann manifolds.
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1 INTRODUCAO

O problema do ponto fixo, o qual consiste em resolver uma equacdo da forma
f(x) = x, é fundamental em foda a matematica. O primeiro teorema dessa natureza é aquele
equivalente ao Teorema do Valor Intermediario, de B. Bolzano, provado em 1817. Ja em 1909,
L.E.J. Brouwer provou a versdo andloga para dimensdes maiores, a qual afirma que toda funcao
continua f : D" — D" sobre o disco fechado de dimensdo n possui a0 menos um ponto
fixo. Posteriormente, S. Lefschetz, um dos pioneiros da Topologia Algébrica, contribuiu para o
desenvolvimento de técnicas topoldgicas a fim de provar seu celebrado Teorema de ponto fixo
de Lefschetz de 1921, uma generalizac@o de longo alcance do Teorema de Brouwer. Nao muito
tempo depois, 1927, J. Nielsen desenvolveu uma teoria de ponto fixo um tanto mais refinada
(hoje conhecida como teoria de ponto fixo de Nielsen) e K. Borsuk respondeu a uma questao
colocada por S. Ulam, o que resultou no famoso Teorema de Borsuk-Ulam de 1933. Essas duas
teorias cldssicas, Teoria de Ponto Fixo e Teoria de Resultados do Tipo Borsuk-Ulam, possuem
numerosas aplicagdes tais como existéncia de multiplas solu¢des em equacdes diferenciais via
teoria de Nielsen e existéncia de um nimero infinito de pontos criticos de funcionais, bem
como solugdes para problemas de equiparti¢do na geometria combinatdria via teoremas do tipo
Borsuk-Ulam (ver, por exemplo, (1, 2, 3)). E novas relagdes com outros ramos da matematica
continuam langando novas luzes sobre esses dois temas cldssicos da Topologia Algébrica.

Dado um espaco topoldgico X, dizemos que esse possui a propriedade do ponto
fixo (ou p.p.f.) se toda fungdo continua f : X — X possui a0 menos um ponto fixo. Assim, 0
resultado cldssico de Brouwer nos diz que o disco D" de dimensao n possui a propriedade do
ponto fixo, para qualquer n. Usando a teoria de Lefschetz, concluimos que se X possui 0 mesmo
tipo de homotopia de D" entdao X possui a p.p.f.

Saber se um dado espaco topoldgico X possui a p.p.f. € uma questdo fundamental
em topologia. No entanto, a p.p.f. ndo é uma propriedade bem comportada. Por exemplo, se X
e Y sdo variedades compactas, cada uma com a p.p.f., sabe-se (ver, por exemplo, (4)) que X XY
ndo precisa possuir a p.p.f. (para uma descricao da teoria de ponto fixo topoldgica até 1970, ver
(5)).

Um problema dificil nesta drea de pesquisa, ainda em aberto, € conhecer totalmente
quais sdo as variedades bandeira que possuem a p.p.f. Por exemplo, a partir de ferramentas da

topologia algébrica, € conhecido que os espagos projetivos de dimensao par (sobre os reais R,



os complexos C ou os quatérnios H) possuem todos a propriedade do ponto fixo. Na verdade,
a prova é uma aplicacdo do Teorema de ponto fixo de Lefschetz: mostra-se que o nimero de
Lefschetz L( f) de qualquer auto-aplicacdo f sobre tais espagos € um nimero diferente de zero
e, assim, a conclusdo é que f tem ponto fixo. A técnica do uso do nimero de Lefschetz é
essencialmente a Unica ferramenta da topologia algébrica usada a fim de estabelecer a p.p.f.
quando os objetos sdo variedades compactas. Uma generalizagdo natural dos espacos projetivos
¢ a familia das variedades bandeira (generalizadas). Seja K um dos corpos R, C, ou o anel de
divisao (skew-field) H dos nimeros quaternidnicos. Denotamos por Uk (n) o grupo ortogonal
(K =R), unitario (K = C) ou simplético (K = H). Considere o subgrupo Ug (n) X - - - X Ug (ny)

de Ug(n) comn =nj + - - -+ ng. Em (6), os autores demonstraram o seguinte resultado

Teorema((6), Theorem 1). Seja

Ux(n)
UK(nl) X ... X UK(nk) '

Mxg(ny,...,ng) =

Se Mg (ny, ..., ny) possui a propriedade do ponto fixo entdo:
(i) ni,ny, ..., n; sdo distintos;
(ii) Se K =R ou C entdo no maximo um dos »;’s pode ser impar.

Além disso, os autores conjecturaram que a reciproca com respeito a (i) € verdadeira.
Tal reciproca é conhecida para o caso dos espagos projetivos, quando k = 2 e n; = 1, e para
certas variedades Grassmanianas. Eles também demonstraram a reciproca para alguns casos

especiais, um dos quais € o seguinte

Teorema((6), Theorem 3). Suponha n, # n3 e ambos pares. Se nz > 2n§ —1entdo Mc(1, ny, n3)
possui a propriedade do ponto fixo.

A técnica basica usada em (6) € o calculo do nimero de Lefschetz de uma auto-
aplicag@o por meio do cdlculo do endomorfismo induzido sobre o anel de cohomologia dessas
variedades bandeira (ver também (7)). Desde entdo, outros autores tém se dedicado ao calculo
dos endomorfismos do anel de cohomologia dessas variedades induzidos por auto-aplicacoes.
Algumas melhorias dos resultados de (6) foram obtidas (ver, por exemplo, (8, 9, 10)) mas a
reciproca conjecturada em (6), em sua totalidade ainda nao foi resolvida.

No caso especifico das variedades grassmannianas, a literatura apresenta o seguinte:



Teorema((11), 1974). Mr(2,q) = RG,, possui a p.p.f. paratodo g = 4k e g = 4k + 1,
k=1,2,3,...
Teorema((12), 1978) Se pg é pare

*p<Telq/2] > [p/2] ou

« p>Telq/2] > 2[p/2]* - [p/2] - 1

entdo RG, , possui a p.p.f.
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Na figura acima, temos que os pares (p, g) indicados com uma bolinha vermelha
sdo aqueles para os quais RG, , ndo possui a p.p.f.. Ja os indicados por um quadrado azul,
representam pares (p, g) tais que RG, , possui a p.p.f.. Jd os que apresentam interrogac@o,
sdo aqueles para os quais ainda ndo se sabe. Por exemplo, RG23 € RG4 5 sdao variedades
grassmannianas para as quais ainda ndo se t€m a resposta se satisfazem ou ndo a p.p.f..

Dados a persisténcia do problema na literatura e que a técnica bdsica empregada até
o momento foi o estudo dos endomorfismos induzidos por auto-func¢des continuas dos espacos
considerados e o célculo do nimero de Lefschetz desses endomorfismos, e considerando que o
problema de classificacdao desses endomorfismos ainda permanece e, portanto, o conhecimento
de todos os nimeros de Lefschetz passiveis de ocorrer, decidimos olhar para o problema sob
outras Oticas, € com outras ferramentas.

Em (5), o autor observa que a propriedade do ponto fixo de espacos homogéneos
¢ equivalente a um problema do tipo Borsuk-Ulam, como segue. Seja G um grupo de Lie
conexo e compacto e K um subgrupo fechado. Denote por G/K o espago das classes laterais

a esquerda {gK}. O subgrupo K age livremente sobre G via k - g = gk™' e K age sobre
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M = G/K via k = (gK) = kgK. Para toda auto-aplicacdo f : M — M, a fung¢do continua
associada ¢ : G — M dadapor ¢7(g) = g7! f(gK) é uma fungiio K-equivariante com respeito
as K-agoes sobre G e sobre M descritas acima. Analogamente, toda K-fun¢do ¢ : G - M
gera uma auto-aplicagdo f, : M — M definida por f,(gK) = g¢(g). Além disso, f(gK) = gK
se, e somente se, ¢s(gK) = eK, onde e € G € o elemento identidade. Assim, M possui a
propriedade do ponto fixo se, e somente se, ¢~ ! ({¢K}) # 0 para toda K-aplicagdo ¢ : G — M.

Na década de 1950, Chung-Tao Yang usou teoria do indice cohomoldgico numérico
para estabelecer resultados de ndo existéncia de aplicacdes equivariantes (ver (13, 14)). Poste-
riormente, Conner-Floyd (15), Krasnosel’skii (16), Fadell-Husseini (17, 18, 19) generalizaram
tal teoria de indice com aplicacOes em teoria de pontos criticos € em andlise ndo linear. Em
1988, Fadell e Husseini (20) introduziram um indice de valor-ideal Ind® (X) para um G-espago
X, o qual se encontra no anel de cohomologia H*(BG) do espago classificante BG de G. Em
particular, eles mostraram que se existe uma G-aplicacdo ¢ : X — Y entre dois G-espagos entao
Ind®(Y) C Ind®(X). Essa teoria tem se mostrado bastante util em resultados recentes com
respeito a problemas do tipo Borsuk-Ulam.

Neste trabalho, fazemos um estudo acerca do indice de valor-ideal de Fadell-
Husseini. Explicitamos o cdlculo do indice para varios grupos de Lie de interesse, em par-
ticular, quando evidenciado a relagdo do problema do ponto fixo com o problema de existéncia
de aplicacdo equivariante, conforme a observacdo dada em (5), para grupos que aparecem nesse
problema no contexto das variedades grassmannianas reais. Por fim, fazemos uma andlise das
possibilidades de aplicacdo dessa teoria no problema de determinar a p.p.f. para a grassmanniana
RGy 3.

Especificamente, no Capitulo 2 tratamos de expor o indice Ind®(X) de um G-
espaco X — isto €, o nicleo do homomorfismo induzido em cohomologia pela projecdo EG X
X — BG de um fibrado com fibra X e grupo estrutural G— que, por natureza possibilita
algumas abordagens na sua investigacdo. Uma delas € por meio da sequéncia espectral de Serre,
que decompde esse homomorfismo explicitando relagdes entre as cohomologias dos espacos
envolvidos, como por exemplo, através da sequéncia exata de Gysin. De modo complementar,
com uma melhor descri¢do do espago X, evidenciamos algumas identificacdes topolégicas com o
espaco EG Xg X. Um outro aspecto interessante € a relacao do indice com os pontos fixados pela
acdo, que se destaca pelo Critério de existéncia de ponto fixo, atribuido a A. Borel. A questdo

central e contribuicdo original do capitulo é estimar o indice Ind” (SO(2n + 1)) e prover o
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material que se mostrou necessario para se estimar o fndice do tipo Ind’ (G /K — {eK}).

No Capitulo 3 expomos o problema do ponto fixo sobre o espaco homogéneo
G /K, no qual, como mencionado, verifica-se equivalente a situacdo em que ¢~!({eK}) # 0
para toda K-aplicacdo ¢ : G — G/K. Assim, a fim de que G/K possua a propriedade
do ponto fixo é necessdrio e suficiente que nao exista K-aplicagio G — G/K — {eK}, essa
tltima condicdo ¢ satisfeita quando ocorre a ndo inclusio IndX(G/K — {eK}) ¢ IndX(G).
Refinado o resultado, partimos da premissa: Se, para os subgrupos H C G e L C K, t€m-se
Ind™(G/K—{eK}) ¢ Ind"(H) entdo G /K possui a propriedade do ponto fixo. Tal flexibilidade
na hipétese possibilita concluir que a variedade RG 2, possui a propriedade do ponto fixo.
Assim, finalizamos o Capitulo 3 com uma prova alternativa, e original, utilizando-se o indice
de valor-ideal de Fadell-Husseini, para a propriedade do ponto fixo dos espagos projetivos reais
de dimensao par.

Ja no Capitulo 4, fazemos consideracdes sobre a Grassmanniana RG» 3 e possiveis
calculos de indices interessantes para se atacar a propriedade do ponto fixo para esse espaco, que
sabe-se, € ainda um problema em aberto. Tais ponderacdes sdo formuladas a partir de alguns
cendrios. Baseado nas conclusdes dos capitulos anteriores, a escolha que vinha sendo padrao
como grupo atuante, 7", deixa de surtir o efeito desejado, uma vez que o indice Ind” (RG g
[e]) se mostra trivial. Por outro lado, dado como exemplo RG3 3, dentro de algumas variagdes
possiveis e convenientes de escolha dos grupos L e H, o indice Ind*(H) vem permitindo
a inclusdo de sua contraparte, Ind"“(RG,3 — [e]), mesmo que ndo a conhecemos. Ambas
situacdes inviabilizam a ndo inclusdo desejada. Nesse contexto, nos deparamos com algumas
questdes: Qual grupo L ¢ K devemos escolher? H C G, podendo, de modo geral, ser um
L-espaco, qual seria? Ademais, a simples escolha de L ja carrega dificuldades na estimativa do
indice de RG,3 — [e]. Esses s@o os impasses que tentamos elucidar. Todo o desenvolvimento
do Capitulo 4 € uma contribuicdo original.

Finalizamos com o Capitulo 5, onde percorremos todo o trabalho, apresentando uma

andlise das contribui¢des dadas em cada um dos capitulos anteriores.
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2 O INDICE DE VALOR-IDEAL

2.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Esta sec@o tem como objetivo introduzir brevemente alguns conceitos e resultados
associados a Grupo de Transformagdes Topoldgicas, apresentados nas referéncias (21) e (22),
nas quais se fundamentam, respectivamente, os argumentos relacionados a G-espagos e fibragdes
ao longo da tese. O intuito principal estd em organizar informagdes sobre o espaco quociente
Y Xg X, de modo a melhor estimar o seu anel de cohomologia, especificamente quando Y
representa o espago total EG do G-fibrado universal wg = (EG, ©, BG, G).

Por um grupo topolégico G, entende-se que G € um grupo, bem como um espago
de Hausdorff, de modo que as operacdes do grupo, representadas por (g, h) — ghe g +— g,
sejam continuas.

Dado um grupo topolégico G, dizemos que um espaco X é um G-espago a esquerda
se existe uma fungdo continua 4 : G X X — X que satisfaz as condi¢des: A(e,x) = x e
A(g,A(h,x)) = A(gh,x), onde e € G denota o elemento neutro do grupo. De modo andlogo,
dizemos que um espaco X € um G-espaco a direita se existe uma fungdo continuad : XXG — X
satisfazendo as condi¢des A(x,e) = x e A(A(x, h),g) = A(x, hg). Por simplicidade, € comum
representar A(g, x) pela justaposi¢do gx dos elementos g e x. Também denotamos A(x, g) por
xg. Assim, no caso do G-espago a esquerda, as condi¢des sobre a funcdo A sdo reescritas por
ex = x e g(hx) = (gh)x. Também dizemos que hd uma agdo de G sobre X ou que o grupo G
atua sobre o espaco X se tal funcdo A existe. Além disso, se, para todo x € X, gx = x implicar
que g = e, dizemos que a acao de G sobre X é livre.

Em um G-espaco X, os elementos x € x, sdo G-equivalentes se gx = x,, para algum
g € G. Essa propriedade define uma relagcdo de equivaléncia em X, da qual se obtém a parti¢ao
X/G ={[x] : x € X} deX,onde o conjunto [x] = {gx € X : g € G} é denominado classe
de equivaléncia de x e é frequentemente representado como Gx. Se [x] = {x} (i.e., gx = x para
todo g € G), dizemos que x é um ponto fixo da acdo de G sobre X. Denotamos por F(G, X)
ou X o conjunto de tais pontos.

A partir da associagdo x — [x], denotada por p : X — X /G, imbuimos X/G com
a topologia quociente. Assim, além de ser continua, observamos que a funcdo p é sobrejetora

e aberta. Desse modo, X/G € um espaco topolégico, chamado espaco das 6rbitas de X com
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respeito a G. Denominamos por 6rbita de x sob G o subespaco [x] = Gx C X.

Considerando os G-espacos X e Z, uma funcdo (continua) f : X — Z € referida
como (G-)equivariante ou como uma G-aplicacdo se f comuta com as agdes de X e Z, isto &,
se f(gx) = gf(x) paratodox € X e todo g € G. Ainda, dada uma G-aplicacdo f : X — Z,
define-se naturalmente a fung¢do F : X/G — Z/G por F[x] = [f(x)].

Suponhamos que X e Y sejam G-espagos estabelecidos pelas ag¢des (g,x) — gx
e (y,g) — yg, respectivamente, para quaisquer x € X, y € Y e g € G. Nesse contexto,
dizemos que X € um G-espago a esquerda e ¥ € um G-espago a direita. Com isso, a fungdo
(g, (v,x)) — (yg~!, gx) define uma agiio (2 esquerda) de G sobre ¥ x X, da qual denotamos o

espago das Orbitas de Y X X sobre G por
Y X X = { [v,x] : (y,x) EYXX}.

Além disso, dado uma G-aplicacdo f : X — Z, segue-se que a funcdo (1y X f) : Y XX — Y XZ,
definida por (1y X f)(y,x) = (y, f(x)), também é G-equivariante, de onde estabelecemos a
aplicacio F : Y xg X — Y xg Z por F[y,x] = [y, f(x)].

O seguinte resultado é uma coletanea de identificacdes entre os espacos definidos

previamente.

Proposicao 2.1. Sejam X um G-espaco a esquerda e Y um G-espaco a direita. Sao validos os

seguintes homeomorfismos:
1. Y Xg G ~Y, definido pela associacdo [y, g] — yg, cuja inversa € dada por y > [y, e];

2. Y Xg X = (Y/G) x X, definido pela associacdo [y, x] < ([y],x), supondo que a acdo de

G sobre X € trivial, isto €, gx = x,Vx € X e Vg € G;

3. Y Xg (X/H) =~ (Y Xg X)/H, definido por [y, [x]] < [[y,x]], supondo que X é um
H-espaco a direita, cuja agdo comuta com a acdo de G, isto &, (gx)h = g(xh), Vx € X,

Vh e HeVg € G;

4. Y Xg G =Y X (G/H), definido por [y, g] — (vg, [g]) para qualquer subgrupo fechado
H de G.

Demonstragdo. De modo geral, sabe-se que, ao supor p : U — V uma funcdo quociente e

f : U — W uma fungiio continua e constante quando restrita ao conjunto p~'(p(u)) para
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todo u € U, a fungdo g : V — W definida por g(p(v)) = f(v) é continua. Sendo assim,
a fim de garantir a continuidade das identificacdes propostas, esse argumento serd utilizado
implicitamente. Portanto, a exibi¢do da lei de associagdo de cada func¢do e sua respectiva inversa
¢ suficiente para concluir a proposi¢ao.

(I)Sejap : Y xG — Y Xg G a projecdo estabelecida por (y, g) — [y, g]. Como a

acdo (y, g) — yg é constante quando restrita a0 conjunto

pNy.gl)={(yh" . hg) eYxG : heG},

seja qual for [y,g] € Y Xg G, afungdo ¢ : Y Xg G — Y exibida por ¥ [y, g] = yg estd bem
definida, e sua inversa é apresentada por ¥~ (y) = [y, e], visto que [y, g] = [yg, e].

(2) Dados y € Y, x € X e g € G quaisquer, a partir das correspondéncias

(vg ' gx) - ([vg'lgx) = (L.x) e (yg.x) > [vg.x] = [y, gx] = [y,x],

que sdo constantes quando y e x estdo fixados, estabelece-se a fungdo ¢ : ¥ Xg X — (Y/G) x X
por ¢[y,x] = ([y],x), e sua inversa por ™" ([y], x) = [y, x].

(3) Por hipétese, a agdo de H em Y X X, definida por ((y,x),h) — (y,x)h =
(y,xh), composta com a projecdo ¥ X X — Y X X € constante quando restrita ao conjunto
{((yg~',gx),h) : g € G}. Portanto, é natural que a relacio induzida, [y,x]h = [y,xh],
apresente ¥ X X como H-espago. De modo andlogo, pela relacdo g[x] = [gx], observamos
X /H como um G-espago.

Seja (Y Xg X)/H = { [[v,x]] : [v,x] €Y Xg X} o espacgo das 6rbitas ¥ Xg X
sobre H. A partir da associacio (yg~!, gxh) — [y,xh] — [[y,x]] estabelecemos a fungio
[y, [x]] — [[v,x]] entre Y xg (X/H) e (Y X X)/H. Por outro lado, a relacdo (yg™', gxh)
(ve~', [gx]) = [y, [x]] induz a fungdo inversa [[y, x]] = [y, [x]].

(4) SejaG/H = {[g] : g € G} o espago das classes laterais a esquerda de H em

G, onde [g] denota o conjunto {gh : h € H}. Assim, a partir da associacio

(yh™', hg) — ((yh~")(hg), [hgl) = (vg. [g]),

definimos a fungdo [y, g] — (vg, [g]) entre Y Xy G e Y X G/H. Por outro lado, a funcio

inversa (y, [g]) — [yg~', g], € obtida da funcdo (y, hg) — (y(hg)~!, hg) — [yg~ L gl.
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]

Os principais exemplos e aplicagdes do que vird a ser desenvolvido terdo como base

espacos homogéneos e os grupos cldssicos. Assim, finalizamos esta secdo apresentado-os.

Definicao 2.1. Seja G um grupo de Lie e seja K um subgrupo fechado de G. Nos referimos ao

espaco das classes laterais a esquerda de K em G,

G/K={[g]l=g¢K : geG}.

por espaco homogéneo. [

Além da notacdo usual de matriz, u = (u;;), também denotamos poru = (uy, ..., uy)
as matrizes de ordem n, onde u; representa o i-ésimo vetor-coluna de u. Representamos o grupo

das matrizes ortogonais de ordem n por
O(n) = {u: (Ui, ..., up) € My(R) = (ui|u;) =0y,

onde (u; | u;) define o produto interno usual de R".
Sejam u = (uy,..., up) € O(p) ev = (vy,..., vy) € O(q) quaisquer, considera-

mos as associagdes u; — i; € v; — v; definidas, respectivamente, pelas inclusoes
RP S RPxO0cCRPFY e R?7< (QxRYcRPH.

Assim, a relacdo (u,v) — u Xv = (idy,..., iy, V1,..., V4) define um monomorfismo entre o
produto direto O(p) X O(q) e O(p + g). Portanto, O(p) X O(q) é naturalmente identificado
como um subgrupo de O(p + ¢), onde a operagdo induzida é caracterizada pela equacio
(uXv)(uy Xvy) = (uuy) X (vv,). Além do mais, para a matriz identidade 1, de ordem n, 1,, X u
e u X 1, sdo duas representagdes de u € O(m) em O(n + m).

O espaco quociente das classes laterais a esquerda de O(p) X O(q) em O(p + q) €
apresentado por

O(p+q) _ _
m—{[u] cue0(p+q)},

onde [u] = {uw :weO(p)x0(q) }

Denota-se por SO (n) o subgrupo de O (n) constituido das matrizes cujo determinante
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¢ igual a 1. Em particular, denotamos por T o grupo

cos —send
SO2) = €0(2) : 0¢€]0,2nx]
sen@ cos b

constituido das matrizes de rotacio e naturalmente identificado com o circulo S! ¢ R2.

Denotamos por (vi, ..., v, ) o subespaco de R" gerado pelos p vetores vy, ..., v, €
R"™. A partir da relacdo que associa v = (Vi,...,Vp,Vpsls- .., Vpsg) € O(p + g), uma matriz
ortogonal de ordem p +¢, ao subespago ( vy, ..., v, ) de R”*¢ gerado pelos primeiros p vetores-

coluna dessa matriz, definimos o homeomorfismo,

[(vla°"9vpsvp+l9"'a Vp+q)] = <V19"'a Vp>»
entre o espaco quociente O(p + q)/O(p) X O(q) e a variedade grassmanniana
RG,, = {(vl, .e.s V) CRP™ subespago : v; € RPY e (v;|v;) =6;; }

Em particular, chamamos RG , de espago projetivo real de dimensdo n, denotado por RP".

2.2 DEFINICAO E PROPRIEDADES DO INDICE DE VALOR-IDEAL

Dado um G-espago X, o indice cohomolégico de valor-ideal, apresentado em (20),
fornece um ideal do anel de cohomologia do espago classificante BG. Sua caracteristica de
funtor contravariante, denominada de monotonicidade, desempenha um papel importante no
estudo da propriedade do ponto fixo desenvolvida no préximo capitulo.

Sejam X um G-espago e wg = (EG, n, BG) o G-fibrado universal (BG = EG/G).
A construgdo de Borel associada, X, € definida como o espago das orbitas de EG X X por G,
isto €, Xg = EG Xg X. Também se define wg [X] = (EG Xg X, nx, BG, X, G) como a fibragdo
associada a X por wg, onde wx[y,x] = m(y) = [y]. Por vezes, a fibragdo wg[X] € referida
como fibracdo de Borel associada ao G-espacgo X.

Seja R um corpo arbitrdrio, a partir da fibracdo w¢g [ X| obtemos o homomorfismo
ny : H(BG,R) = H"(Xg,R)

entre os anéis de cohomologia de BG e EG X X com coeficientes em R. Comumente se denota
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o anel H*(Xg,R) por H;(X,R).

Definicao 2.2 (Fadell-Husseini, (20)). O indice de valor-ideal do G-espago X com coeficientes
no corpo R, denotado por Ind® (X,R), refere-se ao nicleo do homomorfismo 7y associado a

fibracdo wg [ X]. O

Exemplo 1. Se X = {x} é um G-espago constituido por um unico elemento, entdo a fun¢io
nx : X¢ — BG define um homeomorfismo (item 2 da Proposi¢ao 2.1) e, por conseguinte, 7y €

um isomorfismo. Logo, o indice Ind® (X, R) é trivial.

]

Exemplo 2. Seja X = G um grupo topoldgico. De acordo com o item 1 da Proposicao 2.1 os
espacos EG X G e EG sao homeomorfos. Assim, como EG € um espaco contratil, concluimos
que

Ind® (G,R) = H*(BG,R) = Z H"(BG,R).

n>0

]

Teorema 2.2 (Monotonicidade do indice). Sejam X e Z G-espacos. Se existe uma G-aplica¢do

de X em Z, entdo Ind®(Z,R) c Ind® (X, R).

Demonstragdo. Seja f : X — Z uma G-aplicacdo qualquer e consideremos a funcao induzida
F : EG Xg X = EG Xg Z definida por F[y,x] = [y, f(x)]. Assim, como 7z o F = nry,

segue-se do homomorfismo induzido
F*on, =ny:H(BG,R) - H;(X,R),

que ker (n7,) C ker (7}). Ou seja, Ind%(Z,R) c Ind®(X,R). O

Fixado um grupo topolégico G e um corpo R, o indice de valor ideal pode ser
interpretado como um functor definido entre a categoria dos G-espacos (cujo os morfismos sao
G-aplicagdes) e a categoria onde objetos s@o os ideais do anel H*(BG, R) e os morfismos sdo
estabelecidos ou nao de acordo com a ordem parcial definida pela inclusdo entre os ideais. O teo-
rema anterior evidencia que tal funtor € contravariante. Como exemplo pratico, ao considerarmos
ogrupo T = SO(2), temos o T-fibrado universal wy = (ET, n, BT) = (S%, n, CP*), cuja coho-
mologia, com coeficientes racionais, do espaco classificante, BT, é dada por H* (BT, Q) = Q[t],

onde dim t = 2 (vide (22)). Assim, a ndo inclusdo de ideais (r) ¢ (*) nos diz que se X e Z sio
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T-espacos cujos indices coincidem, respectivamente, com {¢>) e (¢) entio, pela monotonicidade
do indice, nao existe T-aplicagdo de X em Z. Esse exemplo ilustra a aplicacdo que faremos do
indice de valor-ideal, isto €, exibir nao inclusdes de ideais a fim de concluir nao existéncia de

aplicagdes equivariantes.

Corolario 2.3. Se X e Z sdo G-equivalentes entdo os indices de valor-ideal de Fadell-Husseini

coincidem.

Demonstragdo. Suponhamos que i : X — Z seja um G-homeomorfismo de modo que /4~
também seja G-equivariante. Pela monotonicidade do indice, & e h~!, respectivamente, im-
plicam que Ind®(Z,R) c Ind®(X,R) e Ind®(X,R) c Ind®(Z,R). Portanto, Ind®(X,R) =
Ind%(Z,R). O

Da teoria de fibragdes, uma vez que a acdo de G sobre X possui ponto fixo x, a
associagdo [y] — [y,x] define uma secdo s : BG — EG X¢ X da fibragdo wg[X]. E, por
conseguinte, a relagdo mx o s = 1pc implica que 0 homomorfismo 7 € injetor, isto €, o ideal

Ind%(X,R) é trivial. De modo alternativo, temos o resultado:

Corolario 2.4. Se em um G-espaco X o conjunto X dos pontos fixos da acdo nio é vazio,

entdo o indice Ind® (X, R) é trivial.

Demonstragdo. Para qualquer x € X% a inclusdo {x} — X é uma G-aplicacdo. Logo, pela
monotonicidade do indice, Ind® (X, R) c Ind® ({x}, R) = {0}.
O

Por conta do coroldrio acima se observa que € conveniente investigar o conjunto dos
pontos fixos da acdo a fim de confirmar ou nao a trivialidade do indice. O préximo resultado,
devido a A. Borel e denominado critério para existéncia de ponto fixo, estabelece um método

para detectar quando um indice ndo € trivial.

Teorema 2.5 ((23)). Suponhamos que o par ordenado (G, R), constituido por um grupo topolo-
gico G e um corpo R, coincida com (T", Q) ou (Z},, Zp,). Seja X um G-espago paracompacto
cuja cohomologia tem dimensdo finita, isto é, existe um niimero natural m tal que H' (X, R) = 0
para todo i > m. Entdo o conjunto XC é vazio se, e somente se, o indice Ind® (X, R) ndo é

trivial.
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Dado um G-fibrado universal 4 = (E, v, B), sabe-se que os anéis de cohomologia
de B e BG, pela equivaléncia de homotopia existente, sdo isomorfos. Assim, assumimos que
H*(B, R) = H*(BG, R). Disso, observamos que a definicdo do indice de valor-ideal depende
da classe de isomorfismo do fibrado universal wg = (EG, 7, BG). Portanto, como enunciado

abaixo, podemos escolher o representante da classe mais adequado para calcular o indice.

Lema 2.6. Seja u = (E, A4, B) um G-fibrado universal e seja X um G-espago. Entdo, tem-se que
Ind® (X,R) =ker (A% : H*(B,R) — H*(E xg X,R)).

Demonstragao. Como u € um G-fibrado universal, existe uma fun¢ido f : BG — B tal que o
fibrado wg = (EG, &, BG) é isomorfo ao fibrado f*u = (f*E, p, BG) induzido por f, que

tem como espaco total e projecdo definidos, respectivamente, por:

fFE={(ly],e) e BGXE : flyl=4(e)} e p(lyl.e)=[yl.

Denotemos por a : wg — f*u esse BG-isomorfismo de G-fibrados principais. Utilizando o
mesmo argumento, existe uma fungdo g : B — BG satisfazendo relagcdo andloga, que exibimos

pelo B-isomorfismo de G-fibrados principais b : u — g*wg.

Vi b g
EG —2— ftE E E—— ¢*EG —— EG
S ] O
BG BG B B B BG
1 S 1 8

Sendo assim, a partir da sequéncia de G-isomorfismos de fibrados principais

b
(fog)u~g"(fiu) ~ glws = u~ iy,

conclui-se que a composicao f o g é homotdpica a fungdo identidade de B, 1p, pois u é
universal. Repetindo o argumento para a composicao g o f, obtemos que f e g sdo funcdes
homotopicamente equivalentes.

Uma vez que as fungdes foa : EG — Eegob : E — EG sido G-equivariantes,
podemos considerar as fungdes induzidas @ : EG Xg X — E Xg X, definida por a[y,x] =

[(foa)(y),x],eB:ExgX — EG x¢g X, definida por 8[z,x] = [(g o b)(2),x]. Assim, pela
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comutatividade do diagrama acima, segue-se as relacdes fonry = Ay oa e godxy = mx o 5,
pois 1y : EG Xg X — BG € definida por x|y, x] = n(y) = [y] e Ax : E Xg X — B é definida

por Ax[z,x] = A(z). Portanto, quando tais relacdes sao induzidas em cohomologia,

a*ody=nyof":H(B,R)— H;(X,R)

Brony=Ax0g8" : H(BG,R) = H*(E Xg X, R),

podemos observar que f*(ker Ay) C ker ny e g*(ker m}) C ker A}. Sendo assim, como

g* = (f*)7!, ao assumirmos a identificacdo f* : H*(B, R) ~ H*(BG, R), obtemos
Ind® (X, R) = ker 1y = ker 1%.

]

Proposicao 2.7 (Férmula do produto de indices). Seja X; um G;-espago, parai = 1,2. Supo-
nhamos que R seja um dominio de ideais principais e, parai = 1 ou i = 2, os anéis Hgi(X,-, R)
e H*(BG;, R) sejam finitamente gerados localmente (i.e., H"(BG;, R) e Hgi(X,-,R) sdo R-
modulos finitamente gerados para todo n). Entdo, para G = G X G2, verifica-se a seguinte

igualdade:
Ind® (X; x X», R) = Ind®' (X1, R) ® H*(BG1,R) + H*(BG,R) ® Ind®? (X», R).

Demonstragdo. Sejam wg, = (EG, m1, BG1) e wg, = (EG,, m, BG,) fibrados universais
e X = X; X X, um G-espaco cuja acdo € dada pela relacdo (g1, g2) - (x1,x2) = (g1x1, g2x2).
Para i = 1,2 denotemos por 71; : EG; X, X;i — BG, a proje¢do associada a fibracdo wg, [X;] =
(XG> 7, BGy), isto €, 7;[yi, xi] = mi(y:)-

Como o produto de fibrados wg, X wg, = (EG1 X EG), w1 Xy, BG| X BG3) é um

G-fibrado universal, o Lema 2.6 nos diz que Ind® (X, R) = ker (7] x m2)y» onde por padrdo

(my X m)x [(V1,y2), (x1,x2)] = (1 X m2) (y1,¥2) = (w1 (y1), m2(¥2)).

Sendo assim, como a associa¢do h[(yi,y2), (x1,x2)] = ([y1,x1], [y2,x2]) define

um homeomorfismo entre (EG| X EG3) Xg X e (EG| Xg, X1) X (EG2 Xg, X2), que satisfaz a
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relagdo (71 X ma)x = (1 X 2) o h, segue-se que ker (71 X m2)y = ker (1 X 72)".

Por outro lado, a formula de Kiinneth fornece os isomorfismos:

(/8N H*(BGl,R) ® H*(BGZ,R) ~ H*(BGl X BGz,R)

@ Hgl(Xl,R) ® HEZ(XQ,R) ~r H*((EGl XG, X]) X (EG, XG, Xz),R)
Das quais, a partir da comutatividade (71 X 72)" o4 = ¢ o (T} ® 7;), nos permite concluir que

Ind® (X1 x X2, R) ~ ker &} ® 7
=ker 7] ® H'(BG2,R) + H'(BG1,R) ® ker 71,

= Ind%' (X1, R) ® H*(BG2, R) + H (BG1, R) ® Ind®? (X», R).

]

Corolario 2.8. Se a relacdo (g1, g2) - x = g1x determina como o grupo G = G| X G atua sobre
0 espaco X1, entao

Ind® (X;, R) = Ind®' (X;, R) c H*(BG,R).

Demonstragdo. Considerando X, = {y} um G,-espaco, identificamos o espaco X; com X X X».
Assim, por meio da equivariincia da identificacdo, uma vez que a relacdo (g, g2) - (x,y) =

(g1x,g2y) = (g1x,y) define como G atua sobre X| X X;, segue-se que

Ind® (X1, R) = Ind® (X| X X», R)
= Ind®' (X|, R) ® H*(BG1,R) + H'(BG1,R) ® Ind®? (X», R)
= Ind®' (X, R) ® H*(BG», R)

~ Ind®' (X1, R) c H*(BG,R),

onde, pelo isomorfismo apresentado na demonstracio da Proposi¢dao 2.7, podemos tomar

Ind®' (X, R) como um ideal do anel H*(BG, R). [

Exemplo 3. Com T = SO(2), o Exemplo 2 implica que

Ind" (50(2),Q) = (t) c Q[t] = H*(BT,Q),
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onde t € H*(BT,Q). Assim, dados u = u; X --- X u, € T" e v € SO(2) quaisquer, a relacio

u - v = u;v define uma agdo de 7" sobre SO(2). Portanto, pelo coroldrio anterior, temos
Ind" (S0(2),Q) = {t;) c Q[t1,...,t,] = H (BT",Q),

onde t; € H>(BT,Q) paratodoi=1,...,n. O

2.3 A SEQUENCIA ESPECTRAL DE SERRE

A Sequéncia espectral de Serre € constituida tendo como base uma fibracao de
Serre (E, p, B), também conhecida como fibragao de Hurewicz para I"” com n > 0. Como toda
fibragdodotipo (E, p, B, F, G) éuma fibragao de Serre (Teorema 3.6 do capitulo 2 da referéncia
(24)), os resultados que envolvem p : E — B se aplicam a projecdo ny : EG Xg X — BG da
fibracdo wg [X] = (EG Xg X, nx, BG, X, G).

Dado (E, p, B) uma fibragdo de Serre, a sequéncia espectral de Serre associada
(Ey, d,) é formada por R-dlgebras bigraduadas E, = 3, , E/?, onde p, q,r € Z com r
sendo ndo-negativo. Os homomorfismos d, sdo referidos como diferenciais de bigrau (r, 1 —r),
apresentados por

, , —-r,q-r+l
d, = d : EP— gPT

e satisfazem a relagdo d, o d, = 0.

Por construgido EXY = 0 se p < 0 ou g < 0. Disso, a partir da identifica¢io

B ~ HEP) =
conclui-se:
. Eff{ =ker d’? ser > p.
« EPY=EP?/Im AP e r > g+ 1.
Donde se adota a notagéo E;*? = EPY = ... = EL)9, dada a hipétese de que r > max (p,q +1).

z

Ainda, para r > ¢ + 1, a projecio EF? — E?/Im d? =l simplesmente denotada por

pq p.q
E;7 — Er+1'

Associado a (E,, d,) existe uma familia {D?-?} de subgrupos de H’*4(E, R) que



23

satisfazem a sequéncia de inclusdes
O — D}’l+1,—1 C Dn,O C.--C Dl,}’l—l C DO,I’Z — Hn(E’ R)

e permite a identificacdo EZ? = DP4/DP+1a-1,

As propriedades citadas até entdo sao intrinsecas de uma sequéncia espectral, mas
quando se refere a de Serre temos que o termo E;* ¢ isomorfo ao anel de cohomologia do
espaco B com o sistema de anéis de coeficientes locais H*(F,R) = {H"(Fp, R)}pep, isto &,

EDY ~ HP (B, H1(F, R)). Quando o sistema H*(F, R) é trivial se verifica o isomorfismo
H”(B, H'(F,R)) ~ H”(B, H'(F, R)).

E suficiente que o espago B seja simplesmente conexo ou que o grupo topolégico G seja conexo
por caminho a fim de garantir a trivialidade do sistema. Entre essas, hd outras condicdes
mencionadas em (24) nos Lemas 1.18 (p. 104) e 2.9 (p. 108) que cumprem 0 mesmo objetivo.
Disso, dado a trivialidade do sistema, sdo vélidos as identificacdes Eg 0 HP(B,R) e Eg’q =
H?(F,R), se B e F forem espagos conexos por caminho.

O préximo resultado nos permite decompor o homomorfismo n%, : H*(BG, R) —
H( (X, R) em cada dimensdo, de modo que o niicleo ker 7y pode ser estimado diretamente da

sequéncia espectral de Serre associada.

Proposicao 2.9 ((24)). Se na fibra¢do (E, p, B, F, G) o espago F € conexo por caminho e o

sistema H*(F, R) é trivial, entdo o homomorfismo p* : H*(B, R) — H*(E, R) € descrito por
n . gn _ n0 n,0 n0 _ n0 _ n0 n
H"(p) : H"(B,R) = E}* — E* — ... — E™ = 1" = D"0 ¢ H"(E, R),

onde H"(p) denota o homomorfismo p* restrito ao grupo H" (B, R), paran > 0.

Acima observamos que o homomorfismo p* é decomposto em sucessivas projecoes
seguido por uma inclusdo. Portanto, se tais projecoes sdo triviais (i.e., E;’O = EZ;OI), concluimos

que p* € um monomorfismo. A reciproca também € verdadeira como estabelece o coroldrio:

Corolario 2.10. O homomorfismo p* é um monomorfismo se, € somente se, E;,o = EZ;OI para

todon > 0.

Exemplo 4. Se X é um G-espaco contritil e o sistema H* (X, R) é trivial, entdo Ind® (X, R) = 0.
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De fato, como H?(X, R) = 0 paratodo g > 0, Eg’q = 0 € trivial para todo g > 0. Sendo assim,
pela relagdo E”{ = ker d,/Im d,, tem-se Eé”o = E;’;Ol. Logo, 7, ¢ um monomorfismo.

]

Exemplo 5. Para G = O(4) e K = O(1) x O(3), como definido na Secdo 1.1, o espago
quociente G /K é homeomorfo a RP3. Assim,dado/ € L =1x SO (3) e [g] € G/K, arelacio
I[g] = [Ig] estabelece como L atua sobre RP? := G/K — {[e]}, observando que I[g] = [e]
implica [g] = [e].

Agora, considerando a fibracio associada a RP> por wy,
RP} — EL x;, RP® % BL,
segue-se do coroldrio anterior que
Ind*(RP?,Q) =ker p* =0,

pois RP? é homotopicamente equivalente a RP? e H*(RP?,Q) = Q. Explicitamente temos,
para todo m > 0, Eg’m = H"(RP?,Q) = 0 e, portanto, E’;’O = ™0 para todo n > 0.

n+l1’

]

Teorema 2.11 (A sequéncia exata de Gysin, (24)). Dado uma fibracao (E, p, B, F, G) com o

sistema H*(F, R) sendo trivial e H*(F,R) = H*(S"™', R), para n > 1, entdo a sequéncia
= H*Y(E,R) S HI(B,R) 55 H*(B,R) L5 H*"(E,R) — - --

¢ exata, onde €*(y) =y - € e € € H'(B, R) é denominado classe de Euler da fibragdo.

Pela exatidao da sequéncia de Gysin o niicleo do homomorfismo p* coincide com o

ideal gerado pela classe de Euler da fibracdo, ou seja, ker p* = (¢).
Exemplo 6. Ind* (S", 7o) = (") ¢ Z»[t], dimt = 1.
A esfera unitdria §" de dimensado n € um Z,-espaco livre (tal agdo associa um ponto

ao seu antipodal). Sendo assim, como S%z = EZj Xz, 8" e §""/Z; = RP" sdo homotopicamente

equivalentes (vide (20)), segue-se que H%z (8", Z») = Zo[t] /(™). Portanto constatamos que
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Ind® (5", Z,) = ker (T 2 Z2[t] = Z2[1] /<tn+1>)

— < ZJl+l>
pois a sequéncia exata de Gysin aplicada a fibracao
wz,[S"] = (EZy Xz, §", s, BZs, S", Z)

nos diz que

Ind™ (8", Zo) = (&) C Zy[t] = H*(BZy,Z,),

onde dimt=1edime=n+1.
Por outro lado, o Teorema 2.5 afirma que Ind?? (S", Z,) ndo é trivial. Logo,
utilizando a sequéncia exata de Gysin, também concluimos que & = 1.

Analisando o homomorfismo =%

o Lalt] = Zp[t]/ (™) através da Proposicio

2.9 e do coroldrio subsequente também € possivel concluir que ker 7, = (1™, [

Supondo que a fibragdo wg [ X] satisfaz as hipdteses do teorema acima, o exemplo
anterior ilustra como a sequéncia exata de Gysin precisa a posi¢ao (i.e., dimensdo) do gerador do
ideal Ind® (X, R) mas nio pode afirmar por si s6 que esse ideal é trivial ou ndo. Por exemplo,
RP3 é um SO(3)-espaco (ver Exemplo 5) cujo indice é o ideal gerado pela classe de Euler
g € HY(BSO(3),Q), visto que H*(RP>,Q) ~ H*(S>,Q), mas tal acio possui ponto fixo. Logo
e=0.

24 OINDICE Ind"™ (SO(2n+1),Q)

Sejam G um grupo de Lie compacto € H um subgrupo fechado. Com base no Lema
2.6, uma vez que u = (EG, A, EG/H) é um H-fibrado universal, segue-se que

Ind"(G,R) = ker (A, : H"(BH, R) — H*(EG xy G, R)).

Com esse ponto de vista, utilizando os homeomorfismos apresentados na Se¢do 1, o resultado
abaixo descreve o indice Ind" (G, R) em funcéo da fibracdo (EG/H, p, BG, G/H, G),também

denotada simplesmente por G/H < BH 5 BG.
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Proposicao 2.12. Sejam G um grupo de Lie compacto, H um subgrupo fechado de G e R um

dominio de ideais principais. Entao
Imp* c Ind™ (G,R) =ker i* : H'(BH,R) — H*(G/H, R),

onde i* é induzido pela inclusdo i : G/H — BH da fibra p~'(b) =~ G/H no espaco total
EG/H = BH com b € BG qualquer.

Demonstragdo. Associamos, a partir das proje¢cdes 7 : EG — EG/Ge A : EG — EG/H, as
funcdes ng : EG X6 G — BG e Ag : EG Xy G — EG/H definidas por ng[y,g] = [y] e
Agly, gl = [y]. Com isso, a funcdo ¢ : EG Xy G — EG Xg G, dada por ¢[y,g| = [y, gl,
estabelece a relagdo 7 o ¢ = p o Ag. Sendo assim, utilizando os homeomorfismos EG Xg G =~
EG (definido por [y,g] — vg)en : EG Xy G ~ EG X G /H (definido por [y, g] — (yg, [g])),
ambos apresentados na Proposi¢do 2.1, tal relacdo € representada pelo seguinte diagrama:

71_*
H*(BG, R) ¢ H*(EG x¢ G, R) = H*(EG, R)

P J(’D*

H*(BH, R) = H*(EG/H, R) H*(EG xy G, R) = H*(G/H, R)

G
onde aigualdade inferior a direita segue da férmula de Kiinneth seguido do fato que H*(EG, R) =
R.

Observa-se que a contratibilidade de EG implica que 0 homomorfismo A/, o p* €
trivial quando restrito a dimensdes positivas do anel graduado H*(BG, R). Ou seja, Im p* C
ker A7, = Ind® (G, R), onde p* denota o homomorfismo p* restrito a H*(BG, R).

Por fim, a partir da inclusio i} : (p~!(b) ~ G/H) — BH, onde b = [y] € BG,
estabeleceremos que os homomorfismos i, € A, sdo equivalentes e, por conseguinte, a igualdade
Ind® (G, R) = ker i*.

Dado b = [y] € BG, fixamos y € EG um representante da classe e descrevemos o
espaco p~'(b) em funcido de y por: yG = { [vgl e EG/H; g€ G } Uma vez que a acdo de
G sobre EG é livre, a relagio g — yg~! define um homeomorfismo H-equivariante entre G e
yG. Portanto, G/H e p~'(b) sdo homeomorfos por meio da associacio [g] — [yg~'], da qual
estabelecemos o homeomorfismo ¢, : p~'(b) — y x G/H por ¢ [yg] = (y, [g7']).

Por outro lado, como EG € contritil, a inclusdo j, : yXG/H — EG X G/H € uma
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equivaléncia de homotopia. Assim, a partir da funcdo n~'(y, [g]) = [yg~', g], definimos 7y, :
p~1(b) = EG xy G pela composicio 17! o jj, o ¢p, isto é, y;, é descrita por [yg] — [vg, g '].
Logo, sendo y, um isomorfismo, a relagdo i, = A o y; nos diz que i, e A, s@o equivalentes e,
portanto, ker iz = ker /1*G

]

Considerando o grupo SO(2n + 1) e o toro maximal associado 7" = SO(2)" x 1,
tem-se que H*(BT",R) = R|[t,...,t,] € um anel graduado de polindmios sobre R, onde
t; € H*(BT",R) para cada i, isto é, dim (t;) = 2. Denotamos por o; = 0i(ti,...,t,) €
F; = 0y(t%,...,1t%) os polindmios simétricos, de dimensdes dim (o) = 2i e dim (5;) = 4i,

respectivamente, nas variaveis ftq,...,t, € tf, e t,zl:

n
0'1222‘[, o = Z titj, ..., Of= Z Ly ligs «ovs  Op =111 "1y,
i=1

1<i<j<n i< <ig

n
— § 2 — § 2.2 — E 2 2 = 2.2 2
g1 = tl’ gp = titj,..., T = til"'tl’k,..., O-n:tltz"'tn.
i=1

1S[<j§l’l 1< <ip

Com esta notagado, destacamos logo abaixo um item do Teorema 5.16 do Capitulo 3 da referéncia

24).

Teorema 2.13. (24) Suponha que G = SO(2n + 1), H = T" e que R seja um corpo de
caracteristica distinta de 2. Entdo, associado a fibracdo G |H < BH 5 BG, segue-se que o
niicleo do homomorfismoi* : H*(BH,R) — H*(G/H, R) coincide comoideal (G|, 57, . ..,0p)

gerado por Im p*.

Combinando o contexto da Proposi¢ao 2.12 com o do Teorema acima, obtemos de

imediato:
Corolario 2.14. Ind™ (SO(2n+1),Q) = (&1, ..., ) € Q[t1,. .., 1]

Como consequéncia da Proposicdo 2.12, enunciamos o resultado a seguir, cujos

itens sdo correspondentes aos Teoremas 5.5, 5.6, 5.9 e 5.16 do Capitulo 3 de (24):

Teorema 2.15. Associado a fibragdo G |H <l—> BH 2, BG, temos:
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1. ParaG=U(n)eH=T",

Ind”" (U(n),Z) =ker i* = (o1, ..., o) CZ[t1, ..., tal;

2. ParaG =Sp(n) e H=T",

Ind"" (Sp(n),Z) =ker i* = (&1, ..., Fu) CZ[t1,...,1a];

3. Para G = O(n), H =175 (O(1) = Z,) e R um corpo de caracteristica 2,

Ind® (0(n),R) =ker i* = (i, ..., o) C R[t1,....tal;

4. Para G = SO(2n), H =T" e R um corpo de caracteristica diferente de 2,

Ind”" (SO(2n),R) =ker i* = (&, ..., Ou_1, 0u) C R[t1, ..., 1n].
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3 PROPRIEDADE DO PONTO FIXO DO ESPACO G/K

3.1 RESULTADOS GERAIS E EXEMPLOS

Sejam G um grupo topoldgico e K um subgrupo fechado de G. Nesta secdo,
apresentamos uma relacao biunivoca entre o conjunto A, constituido de todas as autofuncoes do
espaco quociente G /K (isto é, fungdes continuas de G/K em G/K), e o conjunto E, formado
por todas as fung¢des K-equivariantes de G em G /K. A partir dessa bije¢ao, estabelecemos uma
relagd@o entre a propriedade do ponto fixo do espaco G/K com o conjunto Ey, cujos elementos
sdo as pré-imagens do ponto [e] € G/K pelas aplicacdes do conjunto E, onde e denota o
elemento neutro do grupo G. A saber, concluiremos que o espago G /K possui a propriedade
do ponto fixo se, e somente se, o conjunto vazio () nao for um elemento de Ej.

Concluimos esta se¢@o observando o seguinte: Para que G /K possua a propriedade
do ponto fixo, € necessdrio que a diferenga entre o grupo normalizador de K e o grupo K seja
vazia, isto €, N(K) — K = (. Dessa condigao, extraimos alguns exemplos de espacos G/K que
nao possuem a propriedade do ponto fixo.

Observamos que no conjunto E consideramos G e G /K como K-espagos a esquerda

a partir das associacoes

(k,g) » kxg=gk™ e (k[g])— klg] = [kg].

Proposicao 3.1. Seja G um grupo topoldgico e seja K um subgrupo fechado de G. Entdo, existe
uma bijecdo ® : A — E entre o conjunto A, constituido de todas as autofungdes do espago
quociente G/K, e o conjunto E, formado por todas as fun¢des K-equivariantes de G em G /K.

Para F € A qualquer, define-se ®(F) : G — G/K pela associacio g — g~ F[g].
Para ¢ € E, ® (¢) : G/K — G/K é definida por ®~!(¢)[g] = g¢[g].

Demonstragcdo. Antes de estabelecer a fungao ® observamos previamente que um dos argu-
mentos que exprimem a continuidade das funcdes a serem definidas abaixo é derivado da
continuidade da funcdo que define G/K como um G-espaco: (g, [go]) — glgo] = [280]-

Seja F : G/K — G /K uma funcio qualquer do conjunto A, definimos a fungao @

sendo responsavel por associar F a funcio ®(F) : G — G /K definida por ®(F)(g) = g ' F[g],
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onde a equivariancia, por K, da funcdo ®(F) se segue da expressao:
O(F)(k xg) = D(F)(gk™") = (gk™") ' Flgk™"] = kg™ F[g] = k®(F)(g).

Assim, observando que ®(F) é continua, concluimos que, de fato, ®(F) € E.
Por outro lado, dado ¢ : G — G /K uma fun¢ao K-equivariante (isto é, ¢(k * g) =
ke(g)), a associacdo [g] — ge(g) esta bem definida uma vez que, para todo k € K, segue-se

que

(gk)p(gk) = (gk)p(k™' + g) = (gk) (k' p(g)) = g(kk M p(g) = g¢(g).

Portanto, definimos a fun¢do ¥ : E — A que relaciona ¢ € E com a fun¢do ¥(¢) : G/K —

G /K definida por ¥(¢)[g] = g¢(g)-

Por fim, como para quaisquer F € A, ¢ € E e g € G, as expressoes

[(@oW)(9)](g) =D(P(p)) () =g (P(p)lg])
=g (g¢(3))

= ¢(g)

[(P o ®)(F)][g] =¥Y(P(F))[g]l =g(@(F)(g))
=g(g7'Flgl)

= Flg]

sdo validas, concluimos que ¥ = d e, por conseguinte, ® € uma bijecao.

O

Uma caracteristica que se ressalta da bijecdo @, mencionada acima, € a relacao entre
um ponto fixo da funcdo F : G/K — G/K com o conjunto ®(F)~![e] da pré-imagem do
ponto [e] € G/K pela fun¢do ®(F) : G — G /K. Observaremos que F possui ponto fixo se, e
somente se, ®(F)~![e] # 0. E, por consequéncia, poderemos estudar a propriedade do ponto

fixo do espaco G /K em fungdo do conjunto Ey = { o 'e] : ¢ € E }

Definicao 3.1. Fixado um espaco topoldgico X, dizemos que a fun¢do f : X — X possui ponto

fixo se existe x € X tal que f(x) = x. Além disso, dizemos que o espago X possui a propriedade
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do ponto fixo (p.p.f.) se toda funcdo de X em X possui ponto fixo.
O]

Proposicao 3.2. Seja G um grupo topoldgico e K um subgrupo fechado. O espaco quociente
G /K possui a propriedade do ponto fixo se, e somente se, o conjunto ¢~ ! [e] ndo é vazio para

toda fun¢do ¢ : G — G /K de E (isto é, 0 ¢ Ey).

Demonstragdo. Suponhamos que a fungdo F : G/K — G/K possua ponto fixo [g] € G/K.
De imediato, concluimos que ®(F)~![e], a imagem inversa do ponto [e] pela aplicacio ®(F),
ndo é um conjunto vazio, pois ®(F)(g) = g~ 'F[g] = g7 '[g] = [e].

Reciprocamente, dado ¢ : G — G/K, uma K-aplicacdo, suponhamos que existe
g € ¢ '[e]. Assim, aplicando a funcdo associada ®'(¢) : G/K — G/K no ponto [g],
obtemos

D (p)[g] = gp(g) = glel = [g],

isto é, ®~!(¢) possui ponto fixo.
Logo, a partir da bijecao @ concluimos o resultado.

O]

Como consequéncia da proposi¢do anterior, obtemos uma relacdo entre o grupo
normalizador N(K) = {g €G : gK =Kg } de K em G e a propriedade do ponto fixo do
espaco G /K.

Corolario 3.3. Se o espaco G /K possui a propriedade do ponto fixo, entdo € necessario que o

conjunto N(K) — K, dado pela diferenca de N(K) por K, seja vazio.

Demonstragdo. Suponhamos que N(K) — K # (. Para g, € N(K) — K consideramos a fun¢ao
constante ¢ : G — G /K definida por ¢(g) = [g,]-

Como g, ndo pertence ao grupo K, sua classe de equivaléncia difere da classe do
elemento neutro e € G, ou seja, [g,] # [e]. Logo ¢~ ![e] = 0. Além disso, como g, pertence

ao grupo normalizador de K em G observamos que, para todo k € K e todo g € G,

ko(g) = klgo] = [kgol = [80k'] = [80] = ¢(k * g).

Ou seja, ¢ é K-equivariante.
Assim, concluimos que, se N(K) — K # 0, entdo existe ¢ € E tal que go‘l [e] =0e,

portanto, o espago G /K ndo possui a propriedade do ponto fixo.
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]
Exemplo 7. A variedade de Stiefel V; ,(R) ndo possui a propriedade do ponto fixo.
Para 1 < k < n, a variedade de Stiefel
Via(R) ={ (vi,...,ve) € RD* : (vilv) =6y
¢ homeomorfo ao espaco das classes laterais O (n) /1; XO (n—k). Considerandov = (vy,...,v,)

€ O(n), tal relacdo é estabelecida pela funcdo [v] — (vi,...,vx) € (R,
Em particular, para k = 1 e n arbitrario, V; ,(R) descreve a esfera unitdria S n=1 - Rn,
Nessa situagio, definimos a aplicacio A : §"~! — §"~!, por A(v) = —v. Pelo homeomorfismo

mencionado, isso se traduz na funcao

. 0 O(n)
"Tx0n—-1)  1x0m-1)

definida por F[u] = [-u]. Logo, considerando G = O(n) e K = 1 XO(n—1) temos, no contexto

da Proposicdo 3.1, que a fungdo ®(F) : O(n) — O(n)/1 X O(n — 1) é constante, dada por:
O(F)(u) =u ' Flu] =u™" [-u] = [-u"u] = [-1,].

Assim, como [—1,] # [1,], segue-se que ®(F)~'[1,] = 0 e, por conseguinte,
V1.,(R) ndo possui a propriedade do ponto fixo, de acordo com a Proposicdo 3.2. Essa mesma
conclusdo € obtida apenas observando que a funcdo A ndo possui ponto fixo. Entretanto, essa
abordagem mostra que, paraG = O(n) e K = 1, X O(n — k), a funcdo ¢ : G — G /K, definida
por ¢(u) = [-1,], é K-equivariante, uma vez que —1,, € N(K) — K (vide demonstra¢do do
Coroldrio 3.3). Portanto, como ¢~ '[1,] = 0, concluimos que Vi ,(R) ~ G/K nio possui a

propriedade do ponto fixo.

Exemplo 8. Seja G = O(n), consideremos o subgrupo
K=0(m) XX O(im1) X 1y X O(ni1) X - X O ()

de modo que ny + - - - + n, = n. Nessas condicdes, o espago G /K ndo possui a propriedade do

ponto fixo de acordo com o Corolario 3.3, uma vez que —1, € N(K) — K. U
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Exemplo 9. O espago RG,, , ndo possui a propriedade do ponto fixo.

Definindo G = O(2n) e K = O(n) X O(n) considere a matriz

onde 1, e 0,, denotam, respectivamente, as matrizes identidade e nula de ordem n.

Como, para todo k| X ky € K, aigualdade (k| X kp)u, = u,(ky X ky) é satisfeita
e u, ¢ K, conclui-se que u, € N(K) — K. Logo, o espaco G /K ndo possui a propriedade do
ponto fixo de acordo com o Corolério 3.3.

Segundo a Proposic¢do 3.1, associamos a fun¢do ¢ : G — G/K, definida por

o(u) = [u,], a funcio ®!(¢) : G/K — G/K estabelecida pela lei:

O~ (@) [u] = uplu] = uluo] = [uu,].

O homeomorfismo 7 : G/K — RG,, traduz ®~!(¢) na funcdo que associa ao
subespaco U € RG,,, seu ortogonal U+, visto que uu, = (Upt1s - - ., Uns Ul, - .-, Uy) quando

u=(uy,...,uxy) € 02n).
U={ut,..., up) = {Upst, ..., Uy =U"

]

Seja R, : O(n) — O(n) o homeomorfismo definido por R,(u) = a,ua,, onde a,

representa a matriz cujo o termo («,);; € igual a 1 se j =n+1 —i e igual a O caso contrdrio:

0 0 1
1 0
a, =\ .- . .t e0(n).
0 1
1 0 0

' = @,, destacamos duas propriedades de R,: para quaisquer u € O(n) e

Observando que «;,
v € O(m), temos que R2(u) = u € Ryym(u X v) = R,y (v) X R,(u). Assim, nota-se que a matriz

u,, do exemplo anterior, pode ser descrita em termos da matriz @, como u, = (@, X a,)a,.
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Com isso, a partir da fun¢do R,,, a generalizacao do exemplo acima € apresentada pelo seguinte:

Exemplo 10. Considerando G = O(nm) e K = O(n)™ = O(n) X ---x 0(n), o espago G /K nao
possui a propriedade do ponto fixo.
Como u, = (@, X -+ X )&, € G — K e, para qualquer k| X - - - X k;, € K, vale a

identidade

(kl X oo X km)uo = (a'n NEEE Xa’n)(Rn(kl) X oo X Rn(km) )amn
= uoRmn(Rn(kl) XX Rn(km))
= Mo(Ri(km) X Ri(km—l) XX R%(kl))

= uo(km X kg X oo X kl)a

constatamos que u, € N(K) — K. Logo, pelo Corolério 3.3, o espago G /K nio satisfaz a p.p.f..

Dado u = (uy,...,un,) € O(mn), denotemos, para cadai = 0,1,...,m -1, a
n-upla
i nm\n
u' = (Uins1, Uins2 - > Uinen) € (R™)".
Sendo assim, podemos reescrever ¥ como (uo, ul, ..., um‘l) e, por conseguinte, a fungdo

G/K — G/K, definida por [u] + [uu,], pode ser representada como

[ ul, .. u™ D] - (@™, w2, ut, uY)].

]

Exemplo 11. Sejam G = 0O(n)e K = O(n;)xX0(ny)X---X0(ng) demodoqueni+---+ng =n.
Se existem indices i e j distintos tais que n; = n;, entdo o espaco G /K ndo possui a propriedade
do ponto fixo.

Suponhamos que 1 < i < j < k e consideremos os valores m; = ny + - -+ + n;_p,
mj=nj+-+ng,m=ni+---+nj_yem,=m+2n;. Dadou; X --- Xuy € K, podemos
reescrevé-lo como

ﬁmixmxﬁmxwxﬁmj

onde @, = uy X uy X -+ Xuji—1 € O(m;), dy = wix1 X Ujpp X --- X uj_1 € O(m) e Am; =

uj+1 Xu].,.z X Xuk € O(mj).
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Assim, para u, = (@, X @, X anj)amn, temos valida a identidade

(i Xl X uj)uy = (@n; X @ X a’nj)(Rn,-(ui) X Ry (dm) X an(uj) )a'mo
=UuoRp, (Rni(ui) X Ry () X an(uj) )
= u, (R (uj) X Ry, (dim) X Ry (u;) )

= uo(uj X Uy X I/t,').
E, por conseguinte, para v, = 1y, Xty X 1,5, segue-se que

(g X - Xup)ve = (lp, X ti X Ay X uj X ﬁmj)(lmi X U, X 1m,-)
=y, X (i X gy X U7 W) X i
=, X (o (f X Ay X 7)) X i,
= (L, X up X lmj)(ﬁmi X uj Xl X Ui X ﬁmj)

= Vo (lm; X Uj X il X Ui X iy,

Sendo assim, observando que v, ¢ K, visto que u, ¢ O(n;) X O(niy1) X---xX0(n;),
€ U, X Uj X lpy X uj X ﬁmj € K, constatamos que v, € N(K) — K. Logo, de acordo com o

Coroldrio 3.3, o espaco G /K nao possui a propriedade do ponto fixo.

]

De modo geral, denotamos por
Un, F) = {u=(ur,..., up) € My(F) : (u;|u;) = 06;

o grupo das matrizes ortogonais, unitdrias ou simpléticas, quando, respectivamente, temos
F =R, CouH, onde (u; | u j) representa o produto interno usual em F*. Assim, concluimos, a
partir dos exemplos anteriores (i.e., U(n, R) = O(n)), que o espago

U(n, F)
U(ny, F) xU(ny, F) X -+ x U(nyy, F)’

onde )’ n; = n, ndo satisfaz a propriedade do ponto fixo nos seguintes casos:
1. Quando n; = nj,para indices distintos;

2. Quando substituimos U (n;, F) por 1,,.
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3.2 PROPRIEDADE DO PONTO FIXO VIA INDICE DE VALOR-IDEAL

Em termos da Proposi¢ao 3.2, a questdo de determinar se o espaco G /K satisfaz ou
ndo a propriedade do ponto fixo pode ser interpretada como um problema de existéncia de uma
K-aplicagdo de G em G/K — [e] (notagdo para o complementar de [e] em G/K). Esta se¢ao
¢ dedicada em apresentar esse ponto de vista, € como ele se conecta com a ideia de indice de
valor-ideal apresentada no capitulo anterior.

Seja G um grupo topolégico e K um subgrupo fechado. Como mencionado ante-
riormente, consideramos G como um K-espacgo, cuja a¢ao € definida em funcdo da operagao
do grupo. No espago G/K, estabelecemos a agdo de K pela associacdo (k,g) — [kg]. Por-
tanto, ao observarmos que a igualdade [kg| = [e¢] somente ocorre quando [g] = [e], podemos
considerar G/K — [e] como um K-espaco, cuja a¢do induzimos da anterior. Sendo assim,
parai : G/K — [e] — G/K denotando a funcdo inclusio, a existéncia de uma K-aplicacdo
¢ : G = G/K — [e] implica que a composi¢do i o ¢ é K-equivariante e satisfaz a igualdade
(i o ¢)~'[e] = 0. Logo, pela Proposicio 3.2, conclui-se que o espaco G/K ndo possui a pro-
priedade do ponto fixo. Como a implicagdo contraria também € valida, podemos reescrever a

Proposi¢ao 3.2 por:
O espaco G/K possui a propriedade do ponto fixo
se, e somente se,
nao existe K-aplicacao ¢ : G - G/K — [e].

Conforme discutido no capitulo anterior, dado uma K-aplicacdo ¢ : X — Y, a monotonicidade
do indice (2.2) apresenta a inclusdo IndX (Y, R) c Ind¥ (X, R). Portanto, se, para os K-espacos
X e Y, ocorrer a ndo inclusdo IndX(Y,R) ¢ Ind¥(X,R), entdo, é correto afirmar, que nao
existe K-aplicacdio de X em Y. Diante disso, a nio inclusio dos indices IndX ( G/K - [e] ,R) ¢
IndX (G, R) garante a inexisténcia de uma K-aplicagido de G em G/K — [e] que , por sua vez,
implica que o espaco G /K possui a propriedade do ponto fixo. Em resumo, ao combinarmos a

Proposicao 3.2 com o Teorema 2.2, estabelecemos o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Se IndX(G/K - [e],R) ¢ IndX(G, R), entio G /K possui a propriedade do

ponto fixo.
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Corolario 3.5. Seja L um subgrupo de K e seja H um subespago de G L-invariante. Assim, se
Ind" (G/K - [e], R) ¢ Ind* (H, R),

entdo o espaco G /K possui a propriedade do ponto fixo.

Demonstragdo. Se G /K niao possui a p.p.f., entdo existe uma K-aplicagdo ¢ : G — G/K — [e].
Assim, ao restringir a acao de K a um subgrupo L nos espagos envolvidos, a aplicacdo ¢ torna-se
naturalmente L-equivariante. Em particular, a restricdo da fun¢do ¢ ao subespaco H, denotada
por ¢ : H— G/K — [e], também € L-equivariante. Portanto, de acordo com monotonicidade
do indice (2.2), conclui-se que Ind" (G/K — [e], R) c Ind* (H, R).

[

Teorema 3.6. O espaco projetivo real RP>" possui a propriedade do ponto fixo.

Demonstragdo. Consideremos G = O(2n+ 1), K = O(1) xO(2n), H = SO2n+1), L =
1 XxSO(2)" =T"e R = Q. A partir do coroldrio anterior, concluiremos que todo espago

projetivo real de dimensao par,
RP* =RG 2, ~ G/K,

possui a propriedade do ponto fixo.
Como no capitulo anterior ji tomamos ciéncia do indice Ind” (SO(2n + 1), Q),

resta-nos estimar o indice Ind" (G /K — [e], Q), a fim de concluir a ndo inclusio
Ind" (G/K - [e], Q) ¢ Ind" (H, Q).

O primeiro passo para obter esse indice é conhecer a cohomologia do espaco G/K —
[e], que denotaremos por RP2".

Os espagos RP" e RP"™™! (n > 1) sdo homotopicamente equivalentes. Esse fato é
obtido, por indug¢ao ao quociente, da equivaléncia de homotopia entre S” := §”"—{+(1,0,...,0)}
e S"~!. A partir das fungdes r : S” — §" e j : §"! — S§" — definidas, respectivamente, por

v . _
r)=— ¢ j»)=(0,v),
vl

onde, para v = (vo,vi,...,v,) € ST tem-se ¥ = (vy,...,v,) —obtemos r o j = lg.-1. Além
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disso, a composi¢do j o r € homotdpica a fungdo identidade 1g», por meio da homotopia

H : §7 x I — §” definida por

(1 = 1)vo, V)

HO 0 = o 11

Sendo assim, estabelecemos a equivaléncia de homotopia a partir das funcdes 7 : RP" — RP" !,

j:RP"! - RP"e H : RP" x I — RP" definidas, respectivamente, por #[v] = [r(v)],
J1 =M e H([v],0) = [H(v,1)].

Portanto,
H*(RPY',Q) = H*(RP™',Q) = H*(S*, Q).

Com esta informacio, ao observarmos que o sistema de coeficientes locais H*(RP2",Q) da
fibragdo a)[RPE"] = ((RPE”)Tn, m, BT", RP%", T”) é trivial, visto que T" € conexo por caminho,
podemos afirmar que

Ind™ (RP?",Q) = ker ©* = (e),

onde e € H*"(BT", Q) denota a classe de Euler da fibracdo, devido a Sequéncia exata de Gysin
(2.11).

O segundo passo consiste em provar que o indice Ind” (RP?",Q) ndo é trivial.
Para isto, basta que satisfacamos as hipdteses do Teorema 2.5. Nesse contexto, como o espago
RP2" := RP? - {[1,0...,0]} é paracompacto — pois ele ¢ subvariedade aberta da variedade
suave RP? — ¢ Hi(RPf”, Q) =0, paratodo i > 2n — 1, resta verificar que a acdo de T" sobre

RP?" ndo possui ponto fixo.

Denotemos porv = (vg, vi,. .., V,) oselementos de §2" ondev; = (x2i, X2i41) € R,
parai=1,...,n. Oselementos de 7" ~ (§')", como estabelece o0 homeomorfismo entre SO(2)
e St representaremos por u = (uy,...,uy,), onde u; = (a;, b;) € S!. Assim, a partir da relagdo

uiv; = (x2;a; — x2i+1bi, x2ib; +x21410;),

a associagdo (u,v) — u-v = (vo, Uivy, ..., U,v,) define uma acdo de 7" sobre S :=
§2" — {+(1,0,...,0)}, a qual induzimos sobre RP2" (u[v] := [u - v]), por meio da projecio
§2" — RP?". Esta acdo é equivalente a acdo de L sobre G/K — [e].

Supondo u; = (0, 1), segue-se que a igualdade u;v; = +v; implica xp; = xp;41 = 0,
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isto é, v; = 0. Logo, se u; = (0,1) para todo i, a relagdo u - v = +v s6 se verifica para

v = +(1,0,...,0) € §2" e, por conseguinte, observamos que u[v] = [v] somente para [v] =
[1,0,...,0] ¢ RP?". Assim, como existe u € T" que nio fixa nenhum ponto de RP2", a acio

de T" sobre RPZ" nio possui ponto fixo.

Portanto, concluimos do Teorema2.5 que
0 # Ind”" (RP?",Q) = ker 7" = (e).

O terceiro e dltimo passo se utiliza da monotonicidade do indice para calcular a
classe Euler e a partir de uma familia de fungdes T"-equivariantes.

Dados u = (uy,...,u,) € T", comu; = (a;,b;),ew = (y1,y2) € s! quaisquer, a
relacdo

(u,w) > u;w = (y1a; — y2b;, y1bj + y2a;)

define n acdes distintas de 7" sobre S'. Assim, observando que tais acdes sdo as mesmas

descritas no Exemplo 3, segue-se, respectivamente a cada uma das n agdes, que

Ind™ (8, Q) = (t;) cQlt1,...,1].

Além disso, com a j-ésima acdo de 7" sobre S!, a funcio ¢ jiS I' — RP?", definida

por

() 2j+1)

0;i(y1,y2) =10,...,0,y1, ¥2,0,...,0],

¢ T"-equivariante. Portanto, de acordo com a monotonicidade do indice, temos, para cada

je{l,...,n}, ainclusdo
(ey=1Ind" (RP?", Q) C Ind"" (5", Q) = (1)),

e, por conseguinte, podemos concluir que e = o, = tity---t,, pois e € (t1) N --- N (ty),
e € H"(BT",Q) e t; € H*(BT",Q).

Sendo assim, de acordo com o Coroldrio 3.5, constatamos, a partir da ndo inclusao
Ind™ (RP™,Q) = () ¢ {(G1, 5, ..., 5) = Ind"" (SO2n + 1)), Q)

que RP?" possui a propriedade do ponto fixo. 0
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Observagdo. Na demonstragio do teorema acima, especificamente no caso de RP?, a argumen-

tacdo pode ser simplificada: a afirmacao

0 # Ind" (RP?,Q) = (¢) c H*(BT,Q) = Q[¢]
implica (e) = (t), pois e, t € H*(BT, Q); logo, a relacdo

Ind" (RP2,Q) = (t) ¢ (*) = Ind" (50(3),Q),

nos diz que o espago projetivo real RP? possui a propriedade do ponto fixo. [

No mesmo sentido da observagao, destacamos, pelo exemplo a seguir, que em cada

caso podemos tomar diferentes abordagens.

Exemplo 12. RP* possui a propriedade do ponto fixo. Denotamos por RP? o espaco G/K —[e] =
RP* - [(1,0,0,0,0)] e consideremos a relacio

0% Ind”” (RP*, Q) = (e),

onde ¢ € H4(BT2,Q) = {at% + btitr + ct% ca, b, c e Q}, visto que H*(BTZ,Q) = Ql[n,1]
com t,1, € H*(BT?, Q).

Diferente da observagdo acima, como [ nd”” (SO(5),Q) = (t% + t%, t%t%), nota-se
que ndo temos informacao suficiente para dizer que e ndo pertence ao ideal { tf +t§, tft%). Assim,
a fim de melhor estimar o ideal ( ¢), exibiremos duas funcdes T2-equivariantes, representadas

porg : SO(2) — RP*ey : SO(4) — RP?, das quais concluiremos, a partir da monotonicidade

do indice, a inclusao
(e) = Ind” (RP*, Q) c Ind™ (50(2),Q) N Ind"™ (SO(4), Q).

Comecemos por construir a func¢do ¢. Consideremos a matriz

0 0 1
up=11 0 0 60(3)
010

e amatriz u = (u;;) € SO(2) qualquer, segue-se que o produto de 1 X u X 1 por uy X 1 ndo
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pertence ao grupo K = O(1) X O(4):

1 0 0 O O- —O 010 O- — 0O 0 10 ()-
0 uyp upp 0 0|1 0 0 0 O uyp u;p 0 0 0
0 uyy uy 0 O[O0 1 O O O|=]ur; uy 0 0 Of ¢K.
0O 0 O 1000 01O 0O 0 010
_() 0O 0 O 1‘ 00 0O 1‘ i 0O 0 001

Logo, a classe desse produto difere da classe da matriz identidade 15 em G /K, isto é, [(1 X
u X 13)(ug x 15)] # [1s] para qualquer u € SO(2). Com isso, definimos, pela associagao
u = [(1xux13)(ugx 1,)], afungio ¢ : SO(2) — RP?.

Parau € SO(2) e v = 1 X v| X vy € T? quaisquer, estabelecemos uma acio de 72

sobre SO (2) através da relagdo v - u = vju, da qual podemos observar pela expressao

e(v-u) =p(viu) = [(1 x (viu) x 12) (o X 12)] = [(1 X (viu) X vavy ") (ug X 12)]
=[(I xvyxXvy)(1Xux vgl)(uo X 12)] = [v(1 X u X 15)(ug X 12) (13 X vgl)]
=v[(IXux 1) (ug X 12)(13 X v; )] = v[(1 X u X 12) (g X 15)]

=vep(u),

pois 13 X vy ! € K, que ¢ é uma fungio T?-equivariante. Portanto, a monotonicidade do indice

nos diz que € vélido a inclusao
Ind” (RP1,Q) ¢ Ind" (S0(2),Q) = (1) € Qln, ],

onde a igualdade presente na expressao acima foi apresentada no Exemplo 3.

De modo andlogo a func¢do ¢, construimos . Dado a matriz

Vo = s

observamos que o produto de 1 X u € 1 X SO(4) por vy X 13 ndo pertence ao grupo K =
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0(1) x O(4):
1 0 0o o olforooo] [o 1 0 o0 o
O wuir wuip uz wg|(l 00 00 uir 0 wupp uiz wug
0 wuzy wup wuzz up|{0 0 1 0 Of=|un O wuxp wuxz unl-
O w31 w3z wuzz wuz||(0 0 01 0 uzr 0 w3 wuzz wuzg4
0 war way wuaz wgs] |00 0 0 1| juar O wap uaz uag

Por outro lado, parav =1 X v X v, € T?eu € SO (4), introduzimos uma acao de
T2 sobre SO(4) por v - u = (vi X v2)u, de onde concluimos que a funcio ¥ : SO(4) — RP?,
definida por ¢ (1) = [(1 X u)(vo X 13)], é T?-equivariante e, consequentemente, segue-se a
inclusao

Ind” (RP*,Q) C Ind"" (S0(4),Q) = (1> +13, 111).

Em resumo, constatamos que (e) C (tf + t%, fitz) N (t;). Logo, como e €
H*(BT?,Q), segue-se:
Ind" (RP,Q) = (11).

Por fim, a ndo inclusao dos indices
Ind"™ (RP},Q) = (1112) ¢ (£ +13, £413) = Ind” (50(5),Q)

nos leva a concluir que RP* possui a propriedade do ponto fixo.
Vale observar que sem a inclusdo de indices determinada por ¢ jid poderiamos
concluir que e ¢ 1 nd" (SO(5), Q) e, por consequéncia, afirmar que RP* possui a p.p.f., pois

até entdo a funcdo ¢ nos diz que

e € HY(BT*,Q) N {(t) = {at] +btit : a,b € Q} ¢ (1] +15, ;13).
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4 O CASO DAS VARIEDADES GRASSMANNIANAS RE-
AIS

Sabendo que a variedade grassmanniana RP1 = RG 2,—1 ndo possui a propri-
edade do ponto fixo, o préximo passo € verificar se as ferramentas, até entdo apresentadas,
conseguem detectar se a variedade RG, , possui a propriedade do ponto fixo, para p > 2 e
g > 3. Visando as hipéteses do Coroldrio 3.5 e do Teorema 2.5, veremos que, ao conside-
rarmos o grupo L € O(p) X O(q) como um cépia do toro maximal de SO(p + ¢q), o indice

Ind“(RG,, — [e], Q) é trivial.

4.1 PONTOS FIXOS DA ACAO SOBRE RG D

Como exemplo para ilustrar o contexto, consideremos RG> 3. A fim de satisfazer
as hipéteses do Coroldrio 3.5, consideremos o L-espago G/K — [e], sendo L um subgrupo
de K, onde G = O(5) e K = O(2) X O(3). Assim, em um primeiro momento, suponhamos
L=S0(2)x1x80(2) c Ke R =Q; verifiquemos se existe algum ponto de G/K — [e] fixado
pela acdo de L.

Dado o operador T € O(3), suponhamos que { z1, 22, z3 } seja uma base de R3, de
modo que Tz; = +z;. Disso, o espago (z2, z3), gerado por z e z3, coincide com o espago
(Tza, Tz3), gerado por Tz, e Tzz. Em particular, para todo operador 7 € 1 X SO(2) c O(3),
ao considerarmos { e, e3, €3 }, a base candnica de R3, observamos que Te; = e e {(ea, e3) =
(Tey, Tes). Ou seja, o espaco (e2, e3) € invariante em relacdo a 7.

Por outro lado, a aplicagdo dos operadores S = U X T € SO(2) x (1 x SO(2))
nos espagos (x1, x2) de RG,3 — [e] (= G/K — [e]), apresentada por S - (x1, x2) = (Sx1, Sx2),
descreve a acdo j4 introduzida por L, mas permite observar que, quando x,x; € 0> x R* ¢ R?,
tem-se:

SX,'Z(UXT)XZ':(12XT)X,' (i: 1,2)

€, por conseguinte,

S {xy, x2) = (12 X T) - {x1, x2).

Portanto, como o0s espagos (es, e3) C R e (e4, es) € R’ sdo identificados pela

associacdo (x,y,z) — (0,0, x, y, z), concluimos que {e4, es) € invariante em rela¢do a qualquer



44

S e L,istoé,

S - (es, es) = (eq, es).

Ou seja, a partir de identificagdo de 7 : G/K — [e] =~ RG23 — [e], apresentada na Secdo 1 do

Capitulo 1, concluimos que a classe da matriz

o o o

up =

o o o O
p—
o o o O

o o o

¢ um ponto fixo da ag@o por L, pois n[u;] = {es, es). Logo, pelo Teorema 2.5,
Ind" (RG2; - [e],Q) = Ind"(G/K - [e],Q) = 0.

Ao considerarmos L = SO(2) X SO(2) x 1 em vez de SO(2) X 1 x SO(2), um

argumento andlogo ao anterior apresenta a classe da matriz

0 0
0 00O0°1
u=11 0 0 0 O
01000
0010 0_

como sendo um ponto fixo da respectiva acio (n{uz] = (e3, e4)).

Conforme serd mostrado adiante, de modo geral, quando 7, o toro maximal de
SO(p+q), éumsubgrupode K = O(p)*xO(g) de modo andlogo ao que vem sendo apresentado,
o indice Ind" (RG,, — [e]), Q) é trivial, pois o conjunto (RG,, — [e])? dos pontos fixos da
acdo nao é vazio.

Baseado nos exemplos da Se¢do 3.1, ao considerarmos os grupos K, = O(2)" e

Kni=Ki-1 XxO(1) X Ky_i+1, para 1 <i < n+ 1, segue-se que:

e Para (p,q) = (2a,2b),com b > a > 1, a classe da matriz

up = (ap X ag) - Apig



45

€ um ponto fixo da acdo de K, X Kj, = K44 C K sobre G/K — [e].

e Para (p,q) = (2a,2b+1),com b > a > 1, a classe da matriz

ui = (ap X (viay) ) - apig
onde v; = 1p(i—1y) X ((1 X @g—2i+1)@q-2i+2), € um ponto fixo da acdo de K, X K;; C K
sobre G/K — [e].

e Para (p,q) = a+1,2b+1),com b > a > 0, a classe da matriz

uj = (ap X (vjag)) - apig,

ondev; = ( (aa(j-1y X 1) -az(j-1)+1 ) X 14-2j+1, € um ponto fixo daagdo de K, ; X K;, ; C K

sobre G/K — [e].

Assim, considerando o homeomorfismo RG, ;, ¥ RG, ,, concluimos que a agdo de
T, quando identificado de modo natural como um subgrupo de K, ou K,,;, sobre RG,, , — [e]
possui ponto fixo.

No caso particular (p, g) = (2,3), mencionado acima, respectivamente aos grupos

SO2)x1x850(2)eSO(2) xSO(2) x 1, temos
up = (a2 X (vias) )as = (a2 X 1 X ap)ass e uy = (a2 X (vo3) )as = (a2 X a3)as,

onde V) = (1 Xafz)a’g, evy = 1s3.

Seja R, : O(n) — O(n) o homeomorfismo definido por R, (u) = a,ua,, onde

0 0 1
10
ap=|: .0 . . | €0@).
0 1
1 0 0

' = a,, segue-se que, para quaisquer u € O(n)ev € O(m), R2(u) =ue Rypm(uxv) =

Como «,,
R, (v) X R,(u). Assim, respectivamente aos trés casos acima, como exemplos, seguem as

verificagoes:
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Exemplo 13. ParaG = O(p+qg)e K = O(p) XO(q), onde (p,q) = (2a,2b)e b >a > 1, a
acdo de K, X K, = K4+ C K sobre G /K, induzida por K, possui ponto fixo.
Considerando ug = (a, Xay)ap+q € O(p+q),edadow = vxu € K, xK;, qualquer,

ondev =v; X---Xvgeu=upX---Xup,aigualdade

weug = Xu)(a, Xag)apsy = (ap Xag)(ap Xay)(vXu)(a, X ag)apiy
= (ap X @) (Ry(v) X Ry(10) )& peg = (@p X ¥g)peq@prg( Rp(v) X Ry(u) ) pag
=(ap X @g)¥piq - Rpiqg(Rp(v) X Rg(u)) = uo - Rprg( Ry (v) X Ry(u))
=ug - (RG(u) X Ry (v))

=ug- (uXv)

implica que w(ug] = [ug]. Logo, como [ug] # [e], concluimos que a acdo de K, X K} sobre
G /K — [e] possui ponto fixo.
O

Exemplo 14. ParaG = O(p+qg)e K = 0(p) X O(gq),onde (p,q) = 2a,2b+1)eb >a > 1,
aacdode K, X Kj; C K sobre G/K possui ponto fixo, para todo i.

Para i qualquer, considere u; = (a, X (viay) ) - @psg cOm

vi = 1oy X ((1 X ag-zis1)@g—2ir2) € O(q).

Assim, para qualquer u = (uy X -+~ Xuj—1) X 1 X (u; X ---Xup) =u’ X 1xu"” € Kp;, segue-se
que (1 xu”)-v;i=v;-(u” x 1) e, por conseguinte, (v X u) - u; =u; - ((u’ Xu” X 1) Xv), para
v € K, qualquer. Como b > a, observamos que (¢’ X u” X 1) xv € K; X Kp p—q+1 C K. Logo,
concluimos que w|u;| = [u;], para todo w € K, X Kp, ;. Ou seja, [#;] € um ponto fixo da acdo
de K, X Kp; sobre G/K — [e].

O

Exemplo 15. ParaG = O(p+q)e K = O(p)x0O(q),onde (p,q) = (2a+1,2b+1)eb > a > 0,
aacdo de K,; X K ; C K sobre G /K, induzida por K, possui ponto fixo.
Dado u X v € K,; X K, ; qualquer, denotemos v por v/ X 1 X v” € Kj, ; = K;_1 X

O(1) X Kp,_j4+1 € consideremos u; = (@, X (v,;ay)) - @psq, onde

vi=((az-1) X 1) - az-1+1) X 1g—2j41 € O(q).
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Assim, como (u X V) -uj =u;- (I xXv'xv”"xu)e (1xv'xv”xu) € K, concluimos
que wlu;] = [u;], paratodow € K,; XK} ;. Ouseja, [u;] € um ponto fixo da acdo de K, ; XK}, ;
sobre G/K — [e].

O

Se considerarmos um subgrupo L C K qualquer, ainda temos a questdo de como
determinar o conjunto F (L, G/K — [e]) dos pontos do espaco G /K — [e] fixados pela agcdo de
L. Lembrando que se tal conjunto ndo € vazio o indice € trivial.

Abaixo segue um meio de como determinar todos os pontos fixos da acio por T2
sobre RG 3, através do qual podemos tirar conclusdes do conjunto dos pontos fixos da acio por
L c K quando7T? c L.

Para G = O(5) e K = O(2) x O(3) temos a identificagdo entre o quociente G /K
e 0 espaco RG, 3, cujos elementos sdo os 2-planos em R, que denotamos por (v, v;) onde
(vi,v2) € Va(RY), isto é, vi, vy € S* e (vi|v2) = 0. Assim, a agdo por um subgrupo L C K
sobre G /K — definida por I[g] = [lg], para/ € L e g € G — pode ser escrita sobre RG> 3, via
identificagdo, como [ - (vi,v7) = (lvy,[v;), uma vez que [ € L também € interpretado como um
operador de R, isto é, [ : R% — R>.

Supondo L = SO(2) X SO(2) x 1 = T? x 1 = T?, vamos determinar o conjunto
F(L,RG23) ={veRGy3 : l-v=v,VIeL}
dos pontos de RG» 3 fixados pela acdo de L. Como

F(L, RG23) = | F(I, RG23)
leL
pode ser descrito em fungdo de / € L, por meio dos conjuntos F (I, RGy3) = {v € RGy3
l-v=v }, bastard que determinemos os conjuntos indexados por especificos [ € L.

Fixado o elemento / = [; X 13 € L tal que /; # +1;,, vamos obter o conjunto
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F(l, RG,3). Suponhamos que v = (v, Vv2) € F(l, RG;3) e que [ seja descrito por

¢ -5 0 0 0
s ¢ 000
I=l0 0 1 0 0[€0®B), onde IL=| |eSOQ)
00 010 ve
0 0 001

com (c,s) = (cos6, senf) e § € [0,2x]. Como [ - v = v, destacamos que as pertinéncias
Ivi, vy € (vi,v2) e (Ivi,Ivy) € Vo(R?) implicam na existéncia de reais a, b € R satisfazendo a

igualdade a® + b = 1 e um dos seguintes sistemas:

Ivi =avi+bvy "

vy = =bvy +avy

ou

lvi =avy +bvy
(2)

vy = bvi —avy

Para vi = (v11,v21, V31, V41, V51) € v2 = (Vi2,V22, V32, V42, V52), analisemos o sis-
tema (1). Este pode ser subdividido em 2 tipos. O primeiro € dado pela restricdo sobre as duas

primeiras coordenadas do sistema:

Li(vit,va1) = a(vir, va1) + b(vi2, va2)

li(vi2,v22) = =b(v11,v21) + a(via, v22)

Reescrevendo esse sistema, obtemos uma expressao equivalente em notagdo matri-

cial:
c—a -—s b 0 Vi1
(I —aly)(vir,va1) = b(viz,v22) =0 s c—a 0  =b||vy
— =0
(lh —alz)(vi2,v22) + b(vi1,v21) =0 b 0 c¢c-a —s||vi2
0 b s c—allva

Com isso observamos que, por um lado (a, b) depende de [ e v, mas por outro v deve
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satisfazer o sistema determinado por /1 e algum par (a, b). Assim, ao utilizarmos as substituicdes
b = +V1—a?es = £V1 - c2, obtemos, independentemente do sinal, que o determinante da

matriz acima é dado por 4(c — a)? e, consequentemente:

* Se a # c, é necessdrio que (vi1, Va1, V2, v22) = 0;

* Se a = ¢, temos como solugdo

(vi1,v21, —Vva1,vi1), se b =s

(vi1,v21, V21, —V11), se b = —s.

Ainda no sistema (1), o segundo tipo da subdivisdo € descrito para cada coordenada

i =3,4,5 por:

Vil = avi1 +bvpp (1-a)vii=bvp =0 l—a -b ||vi
— — =0.

vio = —bvi1 +avpp (I =a)vip+bv1 =0 b 1-all|v

Assim, a partir da relagdo
l-a -b s 2
det =(l1-a)"+b°=0 & a=1 para b=+V1-a?,

concluimos que:
e Sea # lentdov;; = vip =0;
* Se a = 1 entdo (v;1, vj2) pode ser qualquer.

Portanto, do sistema (1), podemos analisar v = (v, v;) € F(I,RG,3) do seguinte
modo: se v;; # 0 ou vy # 0, para algum i = 3,4,5, entdo é necessdrio que a = 1. Sendo
assim, como por hipétese ¢ # 1, também € necessario que (v, V21, Vvi2,v22) = 0. Portanto,
para qualquer (vi,v2) € V2(R) tal que vy, vy € 0?2 X R?, tem-se (v, v2) € F(I,RG23). Por
outro lado, se v;; = vjp = 0, para todo i = 3,4, 5, entdo é imediato que (vi,v;) = (e1, e2), pois

(vi,v2) € V»(R%). Logo,

F(l,RGz,g) D {<€1,62>} U{ <V1,V2> S RG2,3 P V1,V € 02 XR3 }



50

De modo andlogo ao sistema (1), obtemos do sistema (2) a matriz que satisfaz a

relacdo
c—a -s -b 0 Vi1
Ry c—a 0 -b | |v
21| _ 0.
-b 0 c+a -5 ||vix
0 -b Ry c+al|van

cujo determinante é dado por 4(1 — ¢?). Assim, se o par (v{, ) satisfaz o sistema (2), como

¢ # *1, é necessdrio que vi,v, € 0> xR3 e

Vil = avi1 + bvp

vio = bvi1 —avp,

paracadai = 3,4,5, onde a? + b? = 1. Analisando v| e v, em funcdo de a, constatamos:

Se a =0, entdo v, = 0;

Sea=0eb=1,entdo vy = vy;

e Sea=0eb=-1,entdo vy = —vq;
e Sea #0,1,entdo vy = lfavl.

Ou seja, em todos os casos concluimos que (v, v2) ¢ V2(R?) = { (vi,v2) € (R)? :
(vi|va2) =6 ;-
Logo,paral =[;x13 € Lcom!/; # +1;, [-v = v se, e somente se, existe (a, b) € s!
tal que
lvi =avy+bvy

vy = =bvy +av,.

Consequentemente, constatamos que

F(l, RG2,3) = {<€1,€2>} U{ <V1,V2> € RG2,3 L Vi1,V € 02 XR3 }

Quando /| = +1,, o sistema (1) ¢ satisfeito para (e, e2), (e3, e4): basta considerar
(a,b) = (—1,0) quando [} = —1; e (e, e2), e nos demais casos, (a,b) = (1,0). Portanto,

(e1,e2), (e3,es) € F(I,RG,3).
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Utilizando argumentos semelhantes, para !’ = 1, X[, X 1 com I, # +1;, concluimos:
F(l,, RG2’3) = {<e3, €4>} U { <V1,V2> S RG2’3 P V1,V € Rz X 02 X R }

Disso, uma vez que e, €2 € RZXx 02X R e e3,e4 € 02 xR3, segue-se:

F(I,RG23) N F(I',RG23) = {(e1, e2), (e3,e4)}.

Agora, seja [” =11 X [ X 1 de modo que

c1 -8 Cy —852
I = £+l e b= # +1,,
ST € S2 €2

onde (¢;, s;) = (cos 0;, sen8;) parai = 1,2. Nesse caso, de acordo com o que ja foi argumentado,
<V1,V2> S F(l",RGzﬁ) S€ V51 = V5 = 0. Além diSSO, S€ (Vll,V21,V12,V22) # 0 € necessario
que a = ¢ (quando analisamos um sistema andlogo ao estudado acima) e disso decorre que,
se ¢y # c1, (v31,Vv41, V32, v42) = 0 e, consequentemente, (vi,v2) = (e, €¢2). Analogamente, se

(v31,v41,V32,v42) # 0, teremos a = ¢ €, se ¢ # 1, {vi,V2) = {e3, e4). Portanto:
* Secy # ¢y, F(I",RGy3) = {(e1, e2), (€3, e4)};
* Seci=cy, F(I”,RG23) D {{e1, e2), (e3,es)}.

Além disso, para cj, ¢co = +1, a escolha apropriada do par (a,b) = (x1,0) implica (e, e2),
(e3,eq) € F(I”,RG23).

Como [, " e ["” descrevem todos os elemento de L, podemos dizer que

F(L, RG2’3) = F(l, RG2,3) N F(l/, RGz’g) N F(l”, RG2’3)
= {(e1, e2), (e3,e4)}.

Ou seja, como a identificacdo G/K ~ RG 3 relaciona [e] com (ey, e3), temos
F(L,G/K —[e]) = F(L,RG23 — {{e1, e2)}) = {(e3. ea)},

paraL = SO(2) x SO(2) x 1 =T?>x 1 ~T2.
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De modo semelhante, quando tomamos L = SO (2) x 1 x SO(2) =~ T?, concluimos

F(L,G/K - [e]) = F(L,RGy3 — {{e1,e2)}) = {(ea, e5)}.

Sendo assim, no contexto estabelecido pelo conjunto F(T?,RGy3) = {{e1, e2),

(e3, eq)}, a aplicagdo do Teorema 2.5 fornece:

Ind” (RG23 — {(e1,€2)}, Q) =0

Ind” (RG23 —{(e1,e2), (e3,e4)}, Q) # 0.

Considerando RG; 3 como um L = SO(2) x SO(3)-espago, constatamos que

F(L,RG13) = ﬂF(l, RG23) = {{e1, 2)},
leL

pois L contém as duas identificacdes de 7> mencionadas acima, o que nos diz que
F(l] Xl x1, RGZ?,) N F(l’l X 1x lé, RG273) = {(61,6’2)}

e,paral;xl, € L qualquer, tem-se (e, e2) € F(l1Xl2, RG23). Ouseja, aagdo de SO(2)xSO(3)
sobre RG,3 — {(e1, e2)} ndo possui ponto fixo, mas em contrapartida o Teorema 2.5 ndo se

aplica.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, fizemos um estudo do indice de valor-ideal de Fadell-Husseini, bem
como possiveis aplica¢des no estudo de propriedade do ponto fixo para espacos homogéneos.

Para SO (k) sob a agdo de um seu toro maximal T1%/2 via multiplicacdo de ma-
trizes, calculamos o indice de valor-ideal de Fadell-Husseini /nd”¥/21(SO(k), Q), bem como
Ind™ (U(n),Z), Ind™" (Sp(n),Z) e Ind*: (0O(n),Z,) (ver Teoremas 2.13 e 2.15).

Como o célculo de Ind"¥/21(SO(k), Q) podemos obter uma demonstragio alterna-
tiva para a propriedade do ponto fixo dos espagos projetivos reais de dimensao par.

A motivagdo para a busca de uma tal demonstragdo alternativa vem do problema
em aberto que € o de classificar totalmente as variedades grassmaniannas com a propriedade do
ponto fixo.

Finalizamos o trabalho exibindo as dificuldades de se adaptar a abordagem realizada
no contexto dos espagos projetivos para a variedade grassmanianna RG> 3.

Em trabalhos futuros, pretendemos atacar essas dificuldades com o intuito de

contorna-las.
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