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Resumo

Esta dissertacao investiga o aprimoramento do Algoritmo Quantico Baseado em Feedback
(FQA) por meio de trés frentes principais: o estudo das simetrias do Hamiltoniano, a redugdo
da profundidade dos circuitos via agrupamento de camadas e o reescalonamento temporal
da dindmica. Na primeira frente, analisou-se como as simetrias do Hamiltoniano influenciam
a evolucdo do algoritmo, destacando a preservacao de setores simétricos e a importancia da
escolha do estado inicial. Essa analise foi realizada no modelo ANNNI, que apresenta diferentes
simetrias e uma estrutura espectral rica. Na segunda frente, foi desenvolvida a abordagem LGA-
FQA, que combina miltiplas camadas em uma Unica camada efetiva, reduzindo a profundidade
dos circuitos e seus custos computacionais. Na terceira, introduziu-se o TR-FQA, que modifica
a evolucao temporal do algoritmo por meio de uma funcdo de reescalonamento, acelerando a
convergéncia e permitindo o uso de circuitos mais rasos. As abordagens LGA-FQA e TR-FQA
foram avaliadas tanto no modelo ANNNI quanto no problema de otimizacdo MaxCut. Os
resultados evidenciam que essas abordagens mitigam limitacoes relacionadas a profundidade de
circuitos e a degenerescéncia espectral, ampliando as possibilidades de aplicacao dos algoritmos

de feedback quantico.

Palavras-chave: Computacdo Quantica, Algoritmo Quantico Baseado em Feedback, Reducdo

de Profundidade de Circuitos Quanticos.



Abstract

This dissertation investigates the improvement of the Feedback-Based Quantum Algorithm
(FQA) through three main approaches: the study of Hamiltonian symmetries, circuit depth
reduction via layer grouping, and temporal rescaling of the algorithm’s dynamics. The first
approach analyzes how the symmetries of the Hamiltonian influence the algorithm’s evolution,
highlighting the preservation of symmetric sectors and the importance of the initial state’s choice.
This analysis was conducted using the ANNNI model, which features distinct symmetries and
a complex spectral structure. In the second approach, the LGA-FQA strategy was developed,
grouping multiple layers into a single effective layer, thereby reducing circuit depth and
computational cost. In the third, the TR-FQA was introduced, modifying the temporal evolution
of the algorithm through a rescaling function that accelerates convergence and enables shallower
circuits. Both LGA-FQA and TR-FQA were evaluated in the ANNNI model and the MaxCut
optimization problem. The results show that these approaches mitigate limitations related to
circuit depth and spectral degeneracy, expanding the applicability of feedback-based quantum

algorithms.

Keywords: Quantum Computing, Feedback-Based Quantum Algorithm, Quantum Circuit
Depth Reduction.
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1 Introducao

A computacdo quantica tem se destacado nos ultimos anos devido ao seu potencial
para resolver problemas ineficientes para computadores classicos, como a simulacdo de sistemas
quanticos e a solucdo de problemas de otimizacao. Com o aumento do nimero de parametros
desses problemas, explorar o espaco de busca torna-se uma tarefa ardua para os computadores
atuais, o que cria oportunidades para o uso de computadores quanticos como uma alternativa

viavel.

Entre os paradigmas da computacdo quantica, o modelo de portas quanticas é um dos
mais estudados. Nesse modelo, algoritmos quanticos sao construidos a partir de operacdes
discretas implementadas por portas quanticas, que realizam transformacoes unitarias sobre o
estado de entrada. Essas transformacdes evoluem o sistema de forma controlada, de modo que,
ao final do circuito, o estado quantico resultante apresenta amplitudes associadas as possiveis
saidas do problema. A informacao desejada estd codificada nessas amplitudes e pode ser
acessada por meio da repeticao de medicdes sobre o circuito, permitindo estimar a distribuicao
de probabilidades associada aos resultados. Algoritmos como os de Deutsch-Jozsa (6) e Grover
(7) utilizam esse paradigma para resolver problemas especificos, apresentando um ganho de

eficiencia em comparacao com solucGes classicas.

Entretanto, sua implementacdo pratica ainda enfrenta diversos desafios, principalmente
em relacdo a profundidade dos circuitos necessarios para a preparacao e execucao dos estados.
A profundidade maior do circuito acarreta uma maior suscetibilidade a erros, representando uma
limitacdo nos dispositivos de escala intermediaria ruidosa (NISQ) (8, 9), que ainda apresentam
restricoes de fidelidade e tempo de coeréncia. Esses obstaculos dificultam a execucao de
algoritmos quanticos nesses dispositivos, demandando estratégias que aumentem a eficiéncia e

reduzam os custos computacionais.

Entre os algoritmos quanticos relevantes, destacam-se os algoritmos quanticos vari-
acionais (VQAs) (10, 11), como o Variational Quantum Eigensolver (VQE) (12, 13, 14, 15,
16, 17, 18) e o Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) (19, 20, 21, 22),
que combinam circuitos quanticos parametrizados com otimizadores classicos. Embora esses
métodos tenham mostrado sucesso em varios contextos, como a resolucao de problemas de
otimizacdo e simulacdo de sistemas quanticos, eles dependem de uma otimizac3do classica para
ajustar os parametros dos circuitos quanticos. A otimizacdo dos parametros, entretanto, pode
ser tdo complexa quanto o préprio problema original, especialmente a medida que o espaco de

busca se expande (23).

Como alternativa a esses métodos hibridos, os algoritmos baseados em feedback quantico
(24, 25, 1), como o Feedback-Based Quantum Algorithm (FQA) e sua especializacdo para
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otimizac3o, o Feedback-Based Algorithm for Quantum Optimization (FALQON), oferecem uma
solucao sem a necessidade de otimizacdo classica. Nesse tipo de abordagem, o circuito quantico
é construido de forma iterativa, camada por camada. A cada etapa, realiza-se uma medic3o
no estado gerado pela camada atual, e o resultado é utilizado para ajustar os parametros da
préoxima camada. Esse mecanismo de feedback direciona o sistema ao longo de sua evolucao,
com o objetivo de aproximar-se do estado desejado, geralmente o estado fundamental do

Hamiltoniano, sem recorrer a otimizadores classicos.

Apesar dessa vantagem, sua principal limitacdo estd na profundidade dos circuitos
necessaria para alcancar bons resultados. Frequentemente, sdo exigidas muitas camadas para
garantir a convergéncia, o que inviabiliza a execucdo desses algoritmos em dispositivos com
recursos limitados. Diversas estratégias tém sido exploradas para contornar essa limitacao,
como a modificacdo das regras de feedback e a reorganizacdo da estrutura dos circuitos para

reduzir a profundidade total.

Este trabalho propde duas abordagens complementares para mitigar esse problema
nos algoritmos FQA e FALQON: o Layer Grouping Approach (LGA-FQA) e o Time-Rescaled
Feedback Quantum Algorithm (TR-FQA). A primeira abordagem agrupa miltiplas camadas
em uma Gnica camada efetiva, reduzindo a profundidade do circuito sem alterar a estrutura do
algoritmo. A segunda modifica a dindmica do Hamiltoniano de referéncia via reescalonamento

temporal, acelerando a evolucao do sistema e permitindo a execucao com menos camadas.

Além dessas propostas, investiga-se o papel das simetrias do Hamiltoniano no desempe-
nho dos algoritmos baseados em feedback. O modelo ANNNI (Axial Next-Nearest-Neighbor
Ising) é utilizado como caso de estudo para examinar como essas simetrias influenciam a
convergéncia e a eficiéncia algoritmica. Os métodos LGA-FQA e TR-FQA s3o testados nesse
modelo para avaliar sua eficidcia na preparacdo de estados fisicos e também aplicados ao
problema de otimizacdo MaxCut, onde o objetivo é maximizar a probabilidade de medir a

solucdo correta, e ndo necessariamente atingir o estado fundamental.

Com essas abordagens, esta dissertacdo busca contribuir para a execucao mais eficiente
de algoritmos quanticos baseados em feedback, tornando-os mais vidveis em dispositivos
NISQ. O estudo das simetrias e das estratégias de reducdo de profundidade visa aprofundar o
entendimento sobre o funcionamento desses algoritmos, identificar suas limitacoes e explorar
sua aplicabilidade, tanto em simulacGes de sistemas fisicos quanto em problemas de otimizacao

combinatdria.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Investigar e propor estratégias para reduzir a profundidade dos circuitos em algoritmos
quanticos baseados em feedback, além de analisar o papel das simetrias do Hamiltoniano no
desempenho desses algoritmos em sistemas fisicos, e avaliar sua aplicacdo em problemas de

otimizacao.

1.1.2  Objetivos Especificos

» Estudar o impacto das simetrias do Hamiltoniano sobre a dindmica do algoritmo FQA,

com aplicacdo ao modelo ANNNI;

» Desenvolver e implementar a abordagem LGA-FQA, baseada no agrupamento de camadas,

visando a reducao da profundidade dos circuitos;

» Formular o algoritmo TR-FQA, utilizando reescalonamento temporal para acelerar a

convergéncia e reduzir a profundidade dos circuitos;

» Aplicar as estratégias propostas ao problema de otimizacdo MaxCut, avaliando sua

eficacia na aproximacao de solucdes 6timas;

» Comparar o desempenho das abordagens LGA-FQA e TR-FQA com os algoritmos originais
FQA e FALQON.



2 Controle de Liapunov Quantico

O Controle de Lyapunov Quantico (Quantum Lyapunov Control - QLC) (26, 25, 27) é
um método utilizado para identificar controles que guiem assintoticamente a evolucdo de um
sistema quantico para um estado alvo. Para compreender o QLC, comecamos considerando
um sistema governado pelo Hamiltoniano H(t) = H, + [5(t)H,, cuja dindmica é regida pela

equacdo de Schrodinger dependente do tempo (h = 1):

5 () = (Hy + () Ha) [o(o) (1)

onde |¢(t)) representa o vetor de estado do sistema no instante t. Os operadores H,
e H,; sao Hamiltonianos adimensionais: H,, corresponde ao Hamiltoniano do problema, que
codifica a estrutura do problema a ser resolvido, enquanto Hy4, chamado de Hamiltoniano de
conducdo ou controle, é responsavel por conduzir a evolucdo do sistema. A funcdo de controle
escalar dependente do tempo é representada por [3(t), acoplada a H;. O objetivo do controle
é determinar a func3o [3(¢) que conduza assintoticamente o estado do sistema [¢(t)) a um
estado que minimize uma funcdo objetivo J, conhecida como funcao de Lyapunov. Neste caso,

J & definida como o valor esperado de H,:

J(t) = (W) Hy (1)) - (2)

Minimizando J, obtemos o estado fundamental deste hamiltoniano. O QLC ajustara

B(t) para garantir que:

dJ

() <0,V (3)

Ao calcular a derivada de J em relacao a ¢, obtemos:

dJ d
E(15) = (W) Hy [¥(t))

= i ()] H(t)Hy [¢(1)) — i ()| HyH (t) [¢(1))

= (W) i(H () Hy — H(t)Ha)5(1) [ (1)) (4)
= WO]I[H @), Hp [v(2)) 5(2)

= (W] i[H, + B(t) Ha, Hy [9(2)) 5(2)

= (W) i[Ha, Hypl [(1)) 5(t)

onde a Eq. (1) foi utilizada para obter este resultado. Definimos A(t) = (¢ (t)| i[Ha, Hp |¢(2)),
de forma que:
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dJ
S0 = ADB(Y) (5)

Para que a condicdo (3) seja satisfeita, deve-se ter:

Bt) = —wf(t, A(t)) (6)

onde w > 0 e f(t, A(t)) é uma fun¢do continua com f(¢,0) = 0 e A(t)f(t, A(t)) > 0 para
todo A(t) # 0. A escolha de 5(t) dessa forma garante que a funcdo J(t) diminua ao longo do

tempo.

A Eq. (6) oferece flexibilidade na escolha de 5(t). A escolha mais simples e comum é
considerar w = 1 e f(t, A(t)) = A(t), resultando em:

pt) = —A(t) (7)

o que satisfaz a condico (3), pois % = —(A(t))*> < 0. E importante destacar que H, e
H; n3o devem comutar, pois, caso comutem, teriamos A(t) = 0 para todo ¢, impedindo o

decréscimo da energia ao longo do tempo.

2.0.1 Funcoes de Lyapunov alternativas

Além da funcdo de Lyapunov baseada no valor esperado de H,,, outras formas de fungGes
de Lyapunov podem ser empregadas, dependendo do objetivo e das informacdes disponiveis
sobre o sistema (28). Uma alternativa comum é a fungdo baseada na distancia entre estados,

definida como:

7 = 5 (1= 1@k (8)
onde [t)f) é o estado alvo. O termo |((t)]thf)|” representa a fidelidade entre o estado atual
|9(t)) e o estado alvo |t)f), assumindo valores entre 0 e 1. Assim, J(t) mede qudo distante
o sistema esta de [¢);), atingindo o valor minimo zero somente quando |1 (t)) = €' |4;), ou

seja, a menos de uma fase global.

Para que essa funcdo leve de fato a convergéncia do sistema para o estado alvo,
é necessario que [t¢)f) seja um autoestado do Hamiltoniano H,. Isso ocorre porque, como
a dindmica livre é regida por H,, o sistema tende naturalmente a permanecer (ou evoluir
ciclicamente) dentro da base de seus autoestados. Se |1);) ndo for um autoestado, o controle

pode competir com a dindmica natural, dificultando ou até impedindo a convergéncia.

Outra possibilidade é a funcido de Lyapunov baseada diretamente no erro de estados,

que utiliza a norma da diferenca entre os vetores de estado:



21

(0 (8) = hsl(t) — ) - (9)

DN | —

T8 = () — i) | =

Essa funcdo também é positiva e se anula somente quando [¢(t)) = |¢¢) (a menos
de uma fase global). Nesses dois casos a fun¢do de controle depende de |1)¢), o que significa
que o estado alvo deve ser conhecido previamente, o que pode n3o ser desejavel ou vidvel em

certos cenarios, como na busca por estados fundamentais desconhecidos.

Por fim, ha também a possibilidade de definir a funcdo de Lyapunov como o valor

esperado de um operador P que comuta com H,, ou seja, tal que [P, H,| = 0:

J(t) = ()] P (1)) (10)

Nesse caso, como P pode ser diagonalizado na mesma base de H,, é possivel projetar
a dinadmica de forma a forcar a convergéncia para um subespaco associado a autovalores
especificos. Contudo, a convergéncia sera para esse subespaco e n3o necessariamente para um

Gnico vetor de estado.

Neste trabalho, utiliza-se o valor esperado de H,, como funcdo de Lyapunov, uma vez
que o algoritmo baseado em feedback fundamenta-se nessa funcdo para guiar a evolucido do
sistema. Por ser simples e diretamente relacionada a minimizacdao da energia, cujo minimo
corresponde ao estado fundamental de H,,, essa escolha se mostra adequada. Além disso, nao
exige conhecimento prévio do estado alvo, o que a torna Util em problemas de otimizacao e

preparacao de estados fundamentais.

2.1 Inclusdo de uma Perturbacdo de Referéncia em [3(¢)

Uma estratégia para aprimorar a convergéncia ao minimo global de J é adicionar
uma perturbacdo de referéncia a funcdo 5(t) (25). Essa abordagem consiste em incluir uma
perturbacdo de referéncia, A(¢), de forma que a fun¢do de controle passe a ser (A(t) + 3(1)).

Assim, o hamiltoniano dependente do tempo do sistema é expresso como:

H(t) = Hy, + (A(t) + 5(t)) Hq (11)

Apbs a introducdo da perturbacdo, podemos definir um sistema perturbado, denotado
por (b), cuja dindmica é governada pelo hamiltoniano dependente do tempo:

Hyw)(t) = Hp + A(t) Hq (12)

Para esse sistema, definimos a fungdo de Lyapunov perturbada como Jy)(t) =

(¥(t)| Hp,wy [1(t)). Para garantir a convergéncia, asseguramos que:
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dJ(b)

< 1
dt =0 (13)

Ao analisar essa derivada, obtemos:

dJ)
dt

(1) = 5 (0(0)| Hy g [010)

= WOTH), Hy) [6(0)

= WOTH, + (N2 + 50 Ha, Hy + A Ha [0(2) (14)
= ()] (N Ha Hy] + (N0 + 8(0) [Ha, ) 16(2)

= ({0 i[Ha, Hy) (1)) B(0)

= A(t)B(t)

Assim, a inclusdo da perturbacdo n3do altera a lei de controle, permitindo o uso da
mesma funcdo definida na Eq. (6). O objetivo é que essa nova funcdo de Lyapunov melhore a
convergéncia ao minimo global. Portanto, se o sistema (b) convergir para o estado fundamental
de Hy, ;) em um tempo 7', e A(t) for definida de modo que A(T") = 0, o sistema (b) atingira o
estado fundamental de H,,. Dessa forma, A(t) pode ser escolhida como uma funcdo que tenda

a zero a medida que o tempo avanca.

2.2 Controle lterativo de Lyapunov Quantico

Outro método para melhorar a convergéncia de J(t) é o uso de um procedimento
iterativo para refinar a funcdo de controle (5(t). Nesse método, o sistema é inicialmente
preparado em um estado |¢)y) no tempo ¢ = 0 e evolui ao longo de um intervalo [0,7]. Na
primeira iteracdo, o sistema é guiado pela funcdo de controle 3(%)(t), definida conforme a
Eq. (6), gerando a trajetéria J(¥(¢). Cada evolucdo de t = 0 até t = T corresponde a uma
iteracao.

Nas iteracoes subsequentes, para 7 > 1, a funcao de controle da iteracao anterior,
BU=1(t), é tratada como uma perturbacdo de referéncia, A(t) = B3U~1(t), conforme descrito

na secdo 2.1. Com isso, o sistema da iteracdo anterior passa a ser considerado como um sistema

perturbado:

Y, V() = H,+ Y=Y (1) Hy (15)

Em seguida, uma nova funcdo de controle 5 (t) é determinada para o intervalo de
tempo [0, 7], conforme a Eq. (6), utilizando a func3o de Lyapunov J(])( t) = ()| HI™ |ip(t)).

Apbs essa etapa, o campo de controle é atualizado somando a nova funcdo a funcdo anterior:
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F9(t) = 4970(0) + 5t (16)

Se o tempo T for escolhido adequadamente longo, de modo que 3 (T") = 0, fazendo

com que HY ()b) (T') = H,, ao final de cada iteragdo, o sistema estard mais proximo do objetivo

em comparacdo com a iteracdo anterior:

(WD) | Hy|w9(T)) = (y9(T) |HY, 1<T>\w<ﬂ< )
< (¥(0) |HI,) (0)| 9(0))
- (Wl 00 -
= (V970(0) [Hile) 0 w91 (0))
= {0 \H” | pom)
= (WU I(T) [ Hy | 9=(T))

2.3 Multiplas Funcoes de Controle

A estrutura do controle de Lyapunov quantico pode ser ampliada para sistemas que
envolvem mais de uma funcao de controle. Consideremos, para isso, que o Hamiltoniano do

sistema seja descrito por:

H(t) = Hy + Y B, 1) Ha. (18)

onde ((j,t) representa a j-ésima func3o de controle associada ao Hamiltoniano de conduc&o
H, ;. Nesse contexto, a fungdo de Lyapunov permanece a mesma, J(t) = (¢(t)|H,pl (1)),

devendo satisfazer a condicdo dada em (3). Assim, temos:

dJ d
S ) = = () Hy [9(0)

= () TH(), 1) (1)
oIk [Z 90 t)Hd,j,Hp] ¥(®) (19)
= 3 (WO i{Hay ) [0(0)) B

J

= > A(j.1)B(j. 1)

J

onde A(j,t) = (¢ (¢)|[Ha,, Hp||t(t)). Portanto, para cada funcdo de controle:

B(jat) = _wjfj(t>A(jat))7 (20)
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onde, w; e f; seguem as mesmas condicdes que w e f presentes na Eq. (6), garantindo assim

que a funcao de Lyapunov decresca ao longo do tempo.



3 Feedback-based Quantum Algorithms

Iteration k

Classical Optimization Feedback Law

: | ,
Obtain all parameters U1(6:) gU2(82) Obtain each parameter
iteratively via classical layer-by-layer with a
optimization feedback law

New Parameters

—

(7]

Figura 1 — Diagrama comparando algoritmos quénticos variacionais (VQAs) e algoritmos
quanticos baseados em feedback (FQAs). Ambos podem ser formulados com a
mesma funcdo objetivo J e utilizar circuitos quanticos com estrutura idéntica
(centro). A diferenca estd na forma como minimizam J: VQAs ajustam todos os
parametros § simultaneamente via otimizacdo classica (esquerda), enquanto FQAs
eliminam essa etapa e definem os parametros iterativamente por meio de uma lei
de feedback, camada por camada (direita). Figura adaptada de (1).

Os Algoritmos Quanticos Baseados em Feedback (Feedback-based Quantum Algo-
rithms - FQAs) formam uma classe de algoritmos quénticos projetados para preparar estados
quanticos, com foco particular no estado fundamental de um Hamiltoniano alvo. Esses algorit-
mos se baseiam no controle quantico de Lyapunov e operam de forma iterativa, construindo

sucessivamente camadas de um circuito quantico parametrizado.

Por outro lado, os algoritmos quéanticos variacionais ( Variational Quantum Algorithms
— VQAs) buscam minimizar uma func&o custo J(g) utilizando uma abordagem hibrida, combi-
nando computacao classica e quantica. Em um computador quantico, um circuito parametrizado
U(f) é aplicado a um estado inicial [¢/y), resultando no estado ‘1/1(5)> = U(f) |1hy). Esse estado
é utilizado para estimar J(g) que geralmente corresponde ao valor esperado de um Hamiltoni-
ano. Em um computador classico, um algoritmo de otimizacao ajusta os parametros 0 com o
objetivo de encontrar a configuraciao gmin que minimiza J. Durante o processo, a estrutura do

circuito quantico permanece fixa; apenas os valores de 6 s3o atualizados a cada iteracdo.

Os FQAs, por sua vez, eliminam a etapa de otimizacdo classica e empregam uma
abordagem de feedback. A cada iteracao, uma nova camada parametrizada é adicionada ao
circuito, enquanto as camadas anteriores permanecem fixas. Os pardmetros da nova camada

sao determinados com base em medicoes realizadas no estado preparado até aquele ponto, de
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acordo com uma lei de feedback derivada da teoria de controle de Lyapunov. Esse mecanismo
de realimentac3do orienta o sistema, passo a passo, em direcdo ao estado fundamental do

Hamiltoniano.

A Figura 1 ilustra graficamente a distincdo conceitual entre um VQA e um FQA.

3.1 Construcdo do Circuito no FQA a partir da Dinamica de Evolu-

cao Temporal

O funcionamento do FQA pode ser compreendido a partir da solucdo geral da Eq. (1),

que assume a forma:

[h(£)) = Teo ~iHHBEIHI 1)) (21)

onde T é o operador de ordenacdo temporal. Ao discretizar o intervalo de tempo [0,t] em k
passos de duracao At, nos quais o hamiltoniano pode ser considerado como independente do

tempo em cada passo, a expressdo (21) pode ser aproximada por:

t/At

(1)) A Tedimo ~HHAPEAOHNAL 4y 0)) (22)

Essa expressdo pode ser interpretada como a aplicacdo sucessiva de operadores unitarios
do tipo U(t) = e " TBHIAL " que ao serem aplicados ao estado |+(t)), o levam para o
estado [1(t + At)), resultando em:

|¢(/€At)> ~ e—i(Hp—l-B(kAt)Hd)At o e—i(Hp+B(2At)Hd)Ate—i(Hp+B(At)Hd)At ’w(o» ) (23)

O préximo passo consiste em simplificar a expressdo de U(t), visando sua implementac3o
em circuitos quanticos. Para isso, assume-se que At é suficientemente pequeno, o que permite

utilizar uma aproximacdo trotterizada (detalhada no Apéndice A):

U(t) = e HrtBOH)AL oy o=iB(OHaAl p—iHpAL Ua(B(1))Up, (24)

com Uy(B(t)) ="#HOHAL ¢ [ = e=tHpAL

Isso nos leva a expressao:

Wk) _ e—iﬁkHdAte—inAt o e—z’ﬂngAte—z‘HpAt e—iﬁlHdAte—inAt |¢0> . (25)
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[vo) = e—inAt e—inAtﬂl

Layer 1

)
)
|l/’n)= e_iHPAt e_inAtﬂl I e_iHl’At e_iH‘IAtﬁ2 E - B3 = ‘<l/’2|f[Hde,;]|l/’z>

Layer 1 Layer 2

[vo) = e—inAt e—inAtﬂl I —iHp At e—inAt B2 —HyiAt e—inAt Bk

(4

Layer 1 Layer 2 Layer k

Figura 2 — Diagrama ilustrativo de um FQA. O processo comeca com um estado inicial |tg).
Em cada camada k, os operadores unitarios e “Hr2t e ¢=HaABr 530 aplicados
sequencialmente ao estado atual, ajustando de forma adaptativa o pardmetro .
Esse processo é repetido iterativamente para aproximar o estado alvo, representando
a evolucdo do estado [¢) através das camadas até alcancar a solucdo desejada.

onde |1;) € o estado do circuito apds a aplicacdo k-ésima camada (|¢x) =~ |(kAt))) e Bx é 0
parametro de controle da k-ésima camada (5 ~ B(kAt)). Para garantir que o sistema evolua
em direcdo ao estado fundamental de H,, definimos /3, a partir da Eq. (7), onde $ em um
dado instante depende do estado do sistema naquele momento. No entanto, como precisamos
de [ antecipadamente para construir o estado [y, utilizamos o estado da iteracdo anterior,

que é muito préximo de |¢;,) para pequenos intervalos de tempo:

Br = —Ap_1 = — (Up_1| Hy [hi—1) (26)

o que estabelece a Lei de Feedback. Com isso, cada nova camada é construida com base em

informacdes extraidas do estado gerado pela camada anterior.

Dessa forma, o FQA comeca com a preparacdo de um estado inicial ) de facil
implementacdo. Apés a escolha do nimero de camadas ¢ e de um valor apropriado de At,
aplica-se a primeira camada com (3; = 0. Em cada camada subsequente k, os operadores
e tHpAl ¢ o~iHaABk g3 aplicados sequencialmente, com (), determinado pela Eq. (26) a partir
do estado [¢;_1). O nome "feedback"do algoritmo se deve a esse processo, no qual o pardmetro
de uma nova camada é determinado a partir da medicdo do estado gerado pela camada anterior.

Esse processo iterativo ajusta o estado do sistema progressivamente, reduzindo o valor da
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funcdo de custo J;, = (Y| H, |¢k) a cada passo (J; > Jo > -+ > Jg).

A Figura 2 ilustra o funcionamento do algoritmo, evidenciando a estrutura camada por

camada e o papel da retroalimentacdo no ajuste dos parametros.

Esse tipo de algoritmo pode ser utilizado para preparar o estado fundamental de um
sistema fisico de interesse ou um estado especifico |¢), codificado como o estado fundamental
do hamiltoniano H, = 1 — |¢) (¢|. Quando aplicado a resolucdo de problemas de otimiza¢do
combinatéria, o FQA é conhecido como FALQON (Feedback-based ALgorithm for Quantum
OptimizatioN) (24).

3.2 Escolha de At

A escolha do passo de tempo At é importante para o bom funcionamento do algoritmo.
Um passo muito pequeno resulta em uma evolucdo lenta, exigindo um maior nimero de
camadas para que o algoritmo converja para o estado alvo. Por outro lado, um passo grande
demais pode causar saltos excessivos, comprometendo a suposicdo de que o hamiltoniano é
independente do tempo em cada passo, o que é fundamental para a validade da Eq. (22) e
da trottenizacdo que leva a Eq. (25). Além disso, um At grande pode tornar |¢;_1) muito
diferente de |¢), inviabilizando a lei de feedback. Isso pode fazer com que a funcdo objetivo
nao diminua monotonicamente a cada passo, provocando oscilacbes drasticas tanto nessa
funcdo quanto em (3. O maior valor de At que ainda permite a convergéncia é conhecido como

passo de tempo critico, At..

Um limite para At, que garante a manutencdo dessas condicdes, é apresentado em (1),
derivado a partir dos passos discutidos em (29):

1

< —— (27)
4[| H || || Hal?

onde || - || representa a norma espectral dos hamiltonianos H, e H,, definida como o maior

valor absoluto entre seus autovalores.

Outro limite para a escolha de At é apresentado em (25), baseado na condicdo de que
a energia deve diminuir de um passo para outro. Isso requer que os termos de primeira ordem
na expansdo dos operadores U, e Uy(/3x) predominem sobre os demais, resultando na seguinte

desigualdade:

| Al
N Hall | Hpll + | Axl) (1 Hpll + || Hall [Bx|)

At < 5 (28)

Essa desigualdade permite a escolha de valores adaptativos para At, atualizados a cada

camada com base nas medicGes de Ay.
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Na prética, é possivel adotar valores de At maiores que os limites dados pelas Egs. (27)
e (28), desde que estejam abaixo de At,., de forma a acelerar a convergéncia sem comprometer

a estabilidade do algoritmo.

3.3 Variacées de FQAs

Nesta secdo, serdo apresentadas algumas variacdes dos FQAs existentes que visam

melhorar a eficiéncia e a convergéncia do algoritmo.

3.3.1 FQA com Perturbacoes de Referéncia

Nesta variacdo, os FQAs utilizam a estratégia descrita na secdo 2.1. Isso é realizado
escolhendo uma funcdo A(t) que descreve a perturbacdo de referéncia e aplicando-a em conjunto
com (3 como parametro de Uy. Dessa forma, em cada camada, sdo aplicados os operadores
Ui(Ae + Br)Up, onde \; representa o valor da perturbacdo na k-ésima camada, dada por

A = A(kAt). Assim, a evolucdo do estado é dada por:

Vo) = Ua(Ne + Be)Up ... Ug( Ak + Br)Up . .. Ua(Aa + B2)Up Ua(M + B1) U, o) (29)

E importante ressaltar que \; deve tender a zero a medida que a quantidade de camadas

se aproxima de ¢, o total de camadas definido.

3.3.2 FQA com Funcdo de Controle lterativa

Nesta variacdo, é utilizada a estratégia descrita na secdo 2.2. Inicialmente, o FQA é
aplicado com ¢ camadas, resultando no conjunto de parametros 5(0) = {5,&0), k=1,...4}. Em
seguida, o algoritmo passa por novas iteracdes. Na j-ésima iteracao, o circuito é descrito pela

expressao:

00 = Us(BYU, ... U8V, Ual BYU, i (30)

onde B = 377V (1) + B (1), com B () = —Ap_1.

3.3.3 FQA com Miltiplas Funcdes de Controle

Conforme discutido na secao 2.3, é possivel utilizar mais de uma funcdo de controle
no QLC, cada uma associada a um hamiltoniano de conducdo diferente. O FQA pode ser

facilmente adaptado para esse caso, construindo em cada camada o seguinte operador:
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HUd] ﬁk p7 (31)

; _ig® - ~ : D
onde Ud,j(ﬁ,gj)) — e~ AtHa; & o operador de evolucio temporal associado ao j-ésimo
hamiltoniano de conducdo H,; e ao j-ésimo parametro de controle B,(j) na k-ésima camada,

que pode ser obtido por:

B = AP = — (| [Hag, Hy) [r-1) - (32)

Dessa forma, o circuito resultante é dado por:

) = HUdJ 9 HUdJ ) U, [tho) - (33)

)| Uy T Uas (B)

3.3.4 SO-FALQON

O SO-FALQON (Second-Order FALQON) é uma variacdo do FALQON, que utiliza
uma nova lei de feedback, proposta em (30), introduzindo uma aproximac&o de segunda ordem
em relacdo ao intervalo de tempo. Esta nova abordagem permite o uso de intervalos de tempo

maiores, ou seja, aumenta At,., acelerando a convergéncia do algoritmo.

Para definir a nova lei, comecamos analisando a diferenca da funcdo objetivo entre

duas camadas consecutivas:

AJy=J, — Jp_1
= (Y| Hp [x) — (Yr-1| Hp [¢hr—1) (34)
= (V1| USUS(Be) HyUa(Bi)Up [-1) — (1| Hy [t-1)

Aplicando uma expansao de Taylor de segunda ordem em relacdo a At nos operadores
de evolugdo temporal, onde Uy, ~ 1 —iAtH, — s At*H? e Uq(fy) ~ 1—if, AtHy— 5 SR A H,

obtemos:

AJy = AtBy (Yr—1 |i [Ha, Hp)| r—1)

+ (A0 (60° (e |3 (1Ha H) ) ) )
+ (A By (Vi1 |[Ha, Hy) , Hp)| Yr—1)
+0((At)?).

Ao analisar a Eq. (35), observa-se que o termo de primeira ordem em At corresponde
a derivada de Ji, indicando que a escolha de (3, faz com que a funcdo custo diminua até a

primeira ordem em relacdo a At.



31
Denotando By = (v |3 [[Ha, Hy), Hal| ) € Ci = (. |[[Ha, Hy], Hy)| 1), temos:

Ay, = At Ay + (AD*(Br)* By + (A1)*BrCr1 + O((AL)?)

(36)

~ (Br)? ((At)QBk:—l) + BrAt (Ag-1 + AtCy),

em que AJ, pode ser tratada como uma funcdo quadratica em relacao a ;. Se By_1 > 0, os

Ap_1+AtCk 1
AtB,_1

particular, o valor que proporciona a maior diminuicao de J; é dado por:

valores de (3, pertencentes ao intervalo aberto (0, ) garantem que AJ, < 0. Em

_ Akfl + Atck,1

B = 9AtB,

(37)

Além, para Bi_; < 0, a expressdo (37) sem o sinal negativo também assegura que

AJ, < 0.Assim, a lei de feedback pode ser escrita de forma unificada como:

- Ak—l + AtCk_l

B = 2At|By_1|

(38)

Esta é a nova lei de feedback utilizada. Em testes realizados por (30), as Eq. (38) foi
Ap_1+AtC, 1

aplicada quando AL

< |Ag_1]; caso contrario, foi utilizada a Eq. (26).

3.3.5 WFQAE

Esta variacdo do FQA, proposta em (2), aprimora o método introduzido em (31), com
o objetivo de estimar ndo apenas o estado fundamental, mas também os estados excitados de
um Hamiltoniano. Esse algoritmo é chamado de Algoritmo Quéantico Baseado em Feedback
Ponderado para o Célculo de Estados Excitados (Weighted Feedback-Based Quantum Algorithm
for Excited States Calculation - WFQAE).

Para definir essa versdo do algoritmo, consideremos que o espaco de Hilbert 77 tem
dimens3o N, ou seja, 7 = C". Neste problema, o Hamiltoniano H, possui autovalores £ <
FE, < --- < Eyx_1, com os autovetores correspondentes |Ey),|E1),...,|Ex_1), assumindo

que nao ha degenerescéncia.

O algoritmo funciona considerando a dindmica de p + 1 sistemas quanticos:

5 [600)) = (Hy + 51 ) [00(1))
5 [600)) = (Hy + 50 ) [0 (1))

5 [690)) = (Hy + 51 ) [0 (1))
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com os estados iniciais {‘¢éq)>}, com q =0,...,p, de cada sistema ortogonais entre si, ou seja,
<¢((]q) | ¢gj)> = 0,4,;. O objetivo é fazer com que cada estado )d)(()q)> convirja para o g-ésimo

menor autovetor de H,, |E,). Para isso, ¢ utilizada a seguinte funcdo de Lyapunov:

7(0) = Sy (690)| H, |6 1)), (40)

onde o conjunto de pesos {w,} é escolhido de modo que w, > w; para ¢ < j.

A derivada temporal de J(t) é dada por:

‘fl‘t](t) _ zp;)wq (69 (1) i He, Hy) [$(2)) B(2)
- (41)
— z_: qu(q) (t)ﬁ(t),

onde AW(t) = <¢(‘1) (t)’ i|H., Hy] ‘Qﬁ(q) (t)> Este termo sera negativo se (3(t) tiver a forma:

8(t) = —wf (Z qu<q><t>,t) , (42)

com as mesmas propriedades da funcdo apresentada na Eq. (6). Considerando o caso mais

simples para ((t), temos:

p
B(t) = —wd_ w,AD (). (43)

q=0
A funcdo J(t) é minimizada quando todos os sistemas evoluem para o estado funda-
mental. No entanto, devido a ortogonalidade inicial e ao uso de uma unica funcdo de controle,
os sistemas convergem para diferentes estados. Assim, os pesos w, orientam a evolucdo para
que os estados de menor energia sejam associados aos maiores pesos, favorecendo a ocupacdo

dos autovalores mais baixos por indices menores de gq.

O WFQAE funciona da seguinte forma. Inicialmente, sdo escolhidos o passo de tempo
At e a quantidade de camadas ¢. Em seguida, sdo preparados p + 1 circuitos quanticos, onde o
g-ésimo circuito ¢ inicializado com um estado ‘¢éq)>, que deve ser facil de preparar e ortogonal
aos estados dos demais circuitos. A construcao das camadas é realizada em cada iteracao,

onde em cada camada k sdo aplicados os operadores U,(/3x)U, em cada circuito, obtendo-se o
estado ‘gb,(f)>:
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60) = U B)Uy . U B2)Uy U300, 6"
‘¢(1)> (ﬁk)Up .. Ud(ﬁZ)Up Ud(61>Up ‘(b(()l)>
. (a4)

67) = Ua(B)U,y ... Ua(Ba)U,, Ua(B1)U, |68

Em seguida, & feita a medida de A\? = <q§,(f)‘ i[H., Hy ‘¢,(f)> em cada circuito. Para a

construcdo da préxima camada, (3.1 é obtido pela lei de feedback:

p
Brer = —w)_ qugcq)- (45)
q=0

Esse processo é repetido até a camada /. A figura 3 mostra o diagrama do WFQAE.

Se / for a quantidade suficiente de camadas, obtém-se:

6”) ~ | E)
6") ~ |E)

6”) ~ |E) .
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e—iHaAt B

Layer 1

e_inAt B1

Layer 1

e—iHaAt By —iHpAt —iH4At B,
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e—iHaAt By —iHpAt —iH4At B,

e e
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Layer 1
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Figura 3 — Diagrama ilustrativo de um WFQAE. O algoritmo comeca com a escolha do passo
de tempo At e do nimero de camadas ¢. Em seguida, p + 1 circuitos quanticos
sdo preparados, cada um inicializado em um estado ‘¢éq)>, que é facil de preparar
e ortogonal aos estados dos outros circuitos. A construcdo das camadas ocorre
iterativamente, com a aplicagdo dos operadores Uy(5;)U, em cada circuito, resul-
tando nos estados ‘gb,(f?. A configuracgo final minimiza a funcdo de Lyapunov J(t)
associando os estados de menores valores esperados aos maiores pesos, otimizando
a convergéncia para os autovalores do Hamiltoniano. Figura adaptada de (2).



4 Codificacao de Problemas de Otimizacao

para Algoritmos Quanticos

Neste capitulo, vamos explicar como problemas de otimizacao combinatéria, em especial

aqueles do tipo QUBO, podem ser codificados para serem resolvidos por algoritmos quanticos.

4.1 Otimizacao Binaria Quadratica Irrestrita

A Otimizacdo Binaria Quadratica Irrestrita (Quadratic Unconstrained Binary Opti-
mization - QUBO) (32, 33, 34) é um problema de otimizagdo combinatéria que envolve a
minimizacao de uma funcao quadratica com restricoes binarias nas variaveis, as quais assu-
mem valores de 0 ou 1. Esse tipo de problema é relevante em diversas areas, como logistica
(35, 36, 37), engenharia (38) e inteligéncia artificial (39, 40).

A forma geral da funcdo objetivo de um problema QUBO ¢é dada por:

C(r) = ZIin’jxj + Z Gy = xTQx +clx (47)
4J i
onde = (w1, %9,...,1,) é o vetor de varidveis bindrias (z; € {0,1}) de dimensdo n, Q é

uma matriz simétrica que contém coeficientes quadraticos (); ;, € c representa uma matriz
coluna que armazena os coeficientes lineares ¢;. O objetivo é encontrar a configuracdo de z

que minimize C(x).

Um ponto importante é que o nimero total de configuracdes possiveis cresce exponen-
cialmente com o nimero de varidveis: como cada z; pode assumir dois valores, o espaco de
busca tem dimens3o 2. Por exemplo, para n = 10, ha 2! = 1.024 possiveis solucdes; para
n = 20, esse nimero ja ultrapassa um milh3o. Para valores mais altos de n, como n = 50, o
total de configuracdes possiveis chega a ordem de 10'°, tornando inviavel a busca exaustiva

em arquiteturas classicas.

Esse aumento rapido na dimens3o do espaco de busca é uma das principais dificuldades
na resolucdo de problemas QUBO de grande escala, justificando o uso de algoritmos quanticos

e heuristicas inspiradas em fisica para explorar o espaco de busca de forma mais eficiente.

4.1.1 Codificacdo de Restricoes

Embora o QUBO seja, por definicdo, um modelo irrestrito, é possivel incorporar restricGes
a formulacdo por meio de termos de penalizacdo adicionados a funcdo objetivo (41). A ideia é

transformar o problema com restricdes em um problema sem restricoes, em que solucdes que
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violam as condicdes impostas recebem penalidades proporcionais ao grau de violacao, o que

resulta no aumento de seu custo.

Consideremos uma restricao de igualdade da forma:

Z a;z; = b. (48)

Essa condicdo pode ser incorporada ao QUBO adicionando a funcdo objetivo o seguinte

termo de penalizacao quadrética:

Py (x) = (Zz: a;r; — b>2 : (49)

o qual assume valor zero quando a igualdade ¢ satisfeita, e aumenta conforme a soma se afasta
de b.

A nova funcdo de custo total é entdo escrita como:

C'(x) = C(x) + APeq(2), (50)
onde A > 0 é um parametro que determina o peso da penalidade. Valores altos de A aumentam
a penalizacdo das solucdes que violam a restricdo, incentivando o algoritmo a evita-las.

Esse procedimento pode ser estendido para mdltiplas restricoes de igualdade, bastando

somar os respectivos termos penalizadores.

Restricdes de desigualdade, do tipo:

Zaixi <W ou Zai:ci > W,
i i

também podem ser tratadas, embora exijam estratégias adicionais, pois a penalidade sé
deve ser aplicada quando a desigualdade for violada. Uma abordagem comum consiste em
introduzir variaveis auxiliares binarias e reescrever a desigualdade como uma igualdade sujeita

a penalizacdo.

Considere a desigualdade:

W=> ax; <W, coma;>0.
7

Essa condicdo pode ser codificada de duas formas, ambas envolvendo variaveis auxiliares.
Na primeira abordagem, emprega-se uma codificacdo one-hot para as variaveis auxiliares,
introduzindo y; € {0,1} para j =0,...,W, onde y; = 1 indica que o valor de W =Y, a;z;

é igual a j. Para que essa representacao seja valida, é necessario impor duas condicdes: que
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apenas uma das variaveis y; assuma o valor 1 e que a combinacdo ponderada }°; jy; coincida
com o valor de >, a;x;. Ambas as condicdes podem ser implementadas por meio do seguinte

termo de penalizacao:

2

Bn(r,y) = (1 - Z:yj) + (Z a;r; — Zﬂh) : (51)

Essa formulacdo assegura que W € [0, W], satisfazendo a desigualdade. No entanto,

exige o uso de W + 1 variaveis auxiliares, o que pode ser inviavel para valores grandes de W.

No segundo método, a desigualdade é reescrita como uma igualdade da forma:

em que Y representa a diferenca entre W e 3", a;x;, podendo assumir valores inteiros entre
0 e W. Para modelar Y, introduz-se um conjunto de variaveis auxiliares binarias y; € {0, 1},

que formam sua representacao binaria:

Y = oo 2y, (53)

=0

Com essa reformulacdo, a desigualdade Y, a;x; < W é transformada em uma igualdade

penalizada:

2
Pn(x,y) = (W = am; — Y) ) (54)
Essa abordagem exige apenas [log, (W + 1)] varidveis auxiliares, o que a torna mais

eficiente em termos de recursos para valores elevados de V.

Nas duas formas, a nova funcao custo pode ser escrita como:

C'(x,y) = C(x) + APin(z, y) (55)

onde as varidveis auxiliares y = (yo,%1,...) sdo incorporados ao conjunto de varidveis do
problema QUBO.

4.2 Transcricao de um Problema QUBO para um Hamiltoniano

Uma abordagem para resolver um problema QUBO com algoritmos quanticos consiste
em transcrevé-lo para um Hamiltoniano quéntico (42). Nesse mapeamento, cada variavel
binaria x; € {0, 1} é associada ao estado de um qubit |z;), onde os valores 0 e 1 correspondem,

respectivamente, aos estados da base computacional |0) e |1).
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O objetivo é construir um Hamiltoniano Hy tal que:

Hylx) = C(x)|x),

onde cada estado |x) = |x,_1)®- - ®|x1)®|z0) representa um elemento da base computacional
em um espaco de Hilbert de dimensdo 2L, Assim, o valor da func3o objetivo C'(z), associada

ao problema QUBO, torna-se o autovalor correspondente ao estado |z).

Para realizar esse mapeamento, utiliza-se a relacdo entre os autovalores do operador de

Pauli 07 e os estados computacionais:

0710) = +/0),
o;[1) = 1),

7

o que implica que:

of|x;) = (1 —2x;)|x;).

Com isso, define-se o operador:

o qual satisfaz Z;|z;) = z;|x;), permitindo encontrar o Hamiltoniano ao substituir diretamente

as variaveis x; da funcdo custo C'(x) por operadores quanticos.

Dessa forma, o Hamiltoniano que implementa o problema QUBO é dado por:

Hf = ZQUZ% + Zciéi,

ij i
onde os coeficientes ();; e ¢; provém da formulacdo original do QUBO.

O estado fundamental desse Hamiltoniano corresponde a solucdo étima do problema.
Esse estado pode ser obtido por meio de algoritmos de otimizacdo quantica, minimizando-se o

valor esperado da energia:

min (V] Hy [1).

Caso existam miiltiplas solu¢des 6timas (ou seja, configuracdes x distintas que mini-
mizam C'(z)), o estado fundamental sera degenerado, e o subespaco de menor energia sera

formado por todos os vetores |x) associados a essas solucdes.
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4.3 MaxCut

-

Figura 4 — llustracdo da particao de um grafo no problema MaxCut, onde as arestas entre
vértices de subconjuntos distintos compdem o corte. Figura elaborada pelo autor.

O problema MaxCut (22, 24) é um problema de otimizacdo combinatéria em grafos.
Dado um grafo G = (V, E), o objetivo é particionar o conjunto de vértices IV em dois
subconjuntos disjuntos S e S/, de modo a maximizar a soma dos pesos das arestas ¢ € E que
conectam vértices de subconjuntos diferentes. Essas arestas formam o chamado corte (cut) do

grafo.

A formulacdo QUBO do MaxCut consiste em associar a cada vértice 7 € V' uma variavel
bindria x; € {0,1}, onde os valores 0 e 1 indicam a qual subconjunto o vértice pertence.
Considerando um grafo com L vértices numerados de 0 a L. —1, a funcdo custo a ser minimizada

é:

L—1
Clz) == ) wyai(l —x;), (56)

i,j=0
onde w;; representa o peso da aresta entre os vértices i e j. O termo xi(1 — xj) + xj(l — ;)
é igual a 1 quando z; # x; (ou seja, quando a aresta (i, j) é cortada) e 0 quando z; = x;,
indicando que os vértices pertencem ao mesmo subconjunto. Logo, essa formulaciao busca
maximizar o corte, isto é, a soma dos pesos das arestas que ligam vértices em subconjuntos
diferentes. No entanto, como a funcao custo estd precedida por um sinal negativo, o problema

é reescrito como um problema de minimizacao.

Reescrevendo a funcao custo:
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L—1
Clw) = = 3 wij(i(1 = a5) + (1 — )
7>
L—1
= — > wij(w; + 1 — 2255),

i=0
7>

(57)

e substituindo x; pelos operadores Z;, obtemos o Hamiltoniano associado ao problema MaxCut:

L—-1
=

= -y oo

(58)

A Eq. (58) é a formulacdo mais comum do Hamiltoniano para o MaxCut. No entanto,

é possivel simplifica-la ainda mais:

L—-1 wy L—1 wy
HZ_; 21—1—; 202‘03' (59)
j>i J>i

O primeiro termo apenas desloca os niveis de energia e n3o afeta os autoestados do
Hamiltoniano, podendo ser descartado. A constante multiplicativa 1/2 no segundo termo
também nao altera os autoestados, podendo ser omitida. Assim, o Hamiltoniano assume a

forma:

L-1
H =3 wjoio; (60)
=0

J>t



5 Simetrias

Simetrias s3o transformacGes invertiveis que, quando aplicadas a um sistema fisico,
nao alteram suas propriedades observaveis, ou seja, o sistema permanece invariante sob essa
transformac3do (43). Em mecénica quintica, tais transformacdes sdo descritas por operadores
unitarios ou antiunitérios (44). Neste contexto, serd considerado apenas o caso de transfor-
macoes unitarias que deixam o Hamiltoniano do sistema H invariante. Assim, dada uma

transformacao P,

P'HP = H. (61)

Como P é unitario (PT = P~1), essa condicdo é equivalente a afirmar que P comuta
com o Hamiltoniano, isto ¢, [P, H] = 0.

De forma geral, a presenca de simetrias em um Hamiltoniano favorece a degeneracdo dos
autovalores. Em particular, quando existem simetrias que ndo comutam entre si, o Hamiltoniano
tera necessariamente pelo menos um autovalor degenerado. Nesses casos, a energia isoladamente
ndo é suficiente para caracterizar completamente os autoestados, ja que miultiplos estados

podem corresponder ao mesmo valor de energia.

Nesse contexto, as simetrias sdo relevantes porque permitem identificar conjuntos de
operadores que comutam entre si e com o Hamiltoniano. Isso facilita a diagonalizacdo de H
e possibilita uma classificacdo mais precisa dos autoestados, com base nos autovalores dos

operadores associados as simetrias do sistema.

Seja |p) um autoestado de um operador de simetria P, com autovalor ¢,. Pela

comutacdo entre P e H, temos que:

P(H |p)) = HP |p) = ¢,(H |p)), (62)
ou seja, H [p) também é um autoestado de P com o mesmo autovalor ¢,.

Se ¢, for ndo degenerado, entdo H|p) sera automaticamente proporcional a |p), ou
seja, |p) sera simultaneamente um autovetor de P e de H. No caso de degenerescéncia, H |p)
permanece no subespaco associado ao autovalor ¢,, que chamamos de setor &,. O nimero
quantico p serve como a etiqueta que identifica o setor £, ao qual o estado pertence. Dessa

forma, &, é invariante sob a acdo de H.

Além disso, setores diferentes &, e £, com p # p’ sdo ortogonais entre si:

(plp'y =0, com |p)e€&, |p)eé&,. (63)
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Essa ortogonalidade assegura que a acao do Hamiltoniano sobre um subespaco nao
afeta os outros, permitindo que H seja tratado de maneira independente em cada subespaco.

Assim, a solucdo de H pode ser dividida em problemas menores, restritos a cada subespaco.

Representando H na base dos autovetores de P, {|r,p)}, onde r é um indice que

distingue os estados degenerados com o mesmo autovalor ¢, a matriz do Hamiltoniano satisfaz:

(r,plH|r',p') =0 para p#p/, (64)

o que implica que H assume uma forma bloco-diagonal:

H:HO@Hl@"'@Hp@"‘, (65)

onde cada H, é a matriz do Hamiltoniano restrita ao subespaco &,. Cada bloco pode ser

diagonalizado separadamente, simplificando a analise do sistema.

Se o sistema possuir mais de um operador de simetria, {P;, P, ..., P,}, todos comu-
tando entre si, a estrutura de blocos pode ser refinada ainda mais. Nesse caso, os estados
podem ser simultaneamente classificados pelos autovalores (¢, , ¢p,, - .., ¢,,) associados a

cada simetria. A base usada sera formada por autovetores comuns a esses operadores,

|T7p17p27"'7pn>7 (66)

e o Hamiltoniano terd uma decomposicao em blocos menores, cada um associado a um conjunto

especifico de niimeros quanticos.

Se, em cada setor, ndo houver degenerescéncia adicional, ou seja, se para cada conjunto
de nimeros quanticos houver no maximo um autoestado de H associado a um mesmo autovalor
de energia, entdo todos os autoestados de H podem ser identificados pelos nimeros quanticos
do setor junto com a energia. Nesse caso, o conjunto formado pelos operadores de simetria e

pelo Hamiltoniano constitui um conjunto completo de operadores compativeis.

5.1 Conservacao dos niimeros quanticos na evolucao temporal

A invariancia de um operador de simetria P sob a acdo de um Hamiltoniano dependente
do tempo H(t) implica na conservacdo do niimero quéntico associado ao longo da evolucdo
temporal do sistema. Suponha que, no instante inicial, o sistema esteja no autoestado |p) de
P. A evolucdo temporal é descrita pelo operador U(t). Se em todos os instantes H(t) comuta

com P, entdo U(t) também comuta com P. Assim:

Plp(t)) = PU(t)|p) = U(t)Plp) = ¢,U(t)|p) = ¢plp(t)), (67)
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mostrando que o estado evoluido permanece no setor de P, com o niimero quantico p conservado.
Isso significa que a dinamica ndo mistura setores diferentes, e o vetor continua pertencendo ao

mesmo subespaco &,.

5.2 Simetrias Ciclicas

Considere que P é um operador de simetria ciclica de ordem n (Z,,) (45), ou seja,

satisfaz:

pr=1. (68)

Como P é um operador unitério, seus autovalores ¢ devem ter médulo 1 e podem ser

)

escritos como ¢, = €'», com §, real (46). Vamos buscar os autovalores e autovetores de P.

Seja |p) um autovetor de P, entdo P |p) = ¢, |p).

Aplicando P n vezes:

P™|p) = (¢p)" Ip) = €™ |p) . (69)

Mas como P" = 1, temos que ¢ = 1. Portanto, nd, deve ser um midltiplo inteiro
de 27:

né, =2mp, pEZ, (70)

o que implica:

_ 2mp

5, (71)

n

Assim, os autovalores de P s3o discretos e dados por:

ondep=0,1,...,n—1.

. ;27p ~ -
Uma vez determinados os autovalores ¢, = ¢’ ™=, a construcdo explicita dos autovetores

de P pode ser realizada da seguinte forma.

Considere um conjunto de estados {|¢;) } que formam uma base na qual P atua de

maneira ciclica:

Plij) = [¢j41)  (mod n), (73)
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ou seja, a acdo de P apenas permuta ciclicamente os estados da base. Definindo uma relacao
de equivaléncia na qual dois estados sao considerados equivalentes se um pode ser obtido do
outro por aplicacdes sucessivas de P, o conjunto {|t);)} forma uma classe de equivaléncia sob
a acdo de P (47).

Buscamos autovetores |p) de P associados ao autovalor ¢, que podem ser escritos

como uma combinacio linear dos estados {|1;)}:

n—1
Ip) = > cily) - (74)
j=0
Aplicando P a |p), temos:
n—1 n—1
Plp)y = ¢;Pl;) = ¢;ljs) - (75)
j=0 J=0

Por outro lado, como [p) é autovetor de P com autovalor ¢,, também:

n—1
Plp) =€ |p) =€ > ¢; i) . (76)

=0

Comparando as equacdes (75) e (76), obtemos a seguinte relacdo entre os coeficientes:

Cj—l = cjei‘s”, (77)

o que implica que:

~2i8, _

— i e 0 — oo = coeWOpd
cj =cjo1e " = cj_qg€ = cpe” . (78)

Portanto, todos os coeficientes c; sdo determinados a partir de cy. Para fixar a normali-
zagdo do vetor |p), escolhemos ¢y = C como constante de normalizac&o, resultando na forma

final:

Py = C ) (79)

J=0

Substituindo agora a a¢do de P na base ciclica, que permite escrever |i;) como:

[¥5) = P’ [¢o) (80)

a expressdo do autovetor |p) pode ser reescrita como:

n—1
) =C X exp (~i0 ) P o) 51
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Essa expressdo mostra que o vetor |p) é obtido pela aplicacdo de um operador linear

ao estado [tg). Tal operador é:

1 n—1 ) )
P = — 3 exp <—¢ij) P (82)
=0

2
o qual satisfaz (H(p)) = II® e, portanto, é um projetor sobre o subespaco associado ao
autovalor ¢™/™ Assim, a construcdo do autovetor |p) pode ser interpretada como a projecio

do estado |¢g) nesse subespaco, seguida de uma normalizac3o:

1) J4)o)

"= \/ (Yo TI) |¢0>'

No entanto, pode ocorrer que I1%) [¢/) = 0, caso |¢)y) ndo tenha componente nas

(83)

direces do autoespaco associado a €2™/" . |sso esta relacionado a linearidade dos vetores
{|tb0) , P |tho) ..., P" " |abg)}. Se forem linearmente independentes, todos os autovalores terdo
autovetores ndo nulos gerados por 1", Caso contrario, serd necessario escolher outros vetores

iniciais para completar a base de autovetores de P (48).



6 Modelo ANNNI

O modelo de Ising Quantico Anisotrépico com Interacdes de Segundos Vizinhos,
conhecido como modelo ANNNI (Axial Next-Nearest Neighbor Ising) (49, 3), é uma extensdo
do modelo de Ising tradicional. Ele descreve o comportamento de spins-1/2 organizados em uma
cadeia unidimensional, onde os spins interagem anisotropicamente tanto com seus primeiros

vizinhos, quanto com os segundos vizinhos.

O Hamiltoniano que descreve o modelo ANNNI é dado por:

L1
Ha(k,g)=—J Z (ajajﬂ — KOG05 5+ gaf) (84)
Jj=0

onde L € o tamanho da cadeia de spins e 07, a;/ e 0} sdo as matrizes de Pauli que correspondem
aos componentes do spin no sitio j. Condicoes periddicas de contorno sao aplicadas, ou seja,
or=0. O parametro J é a constante de acoplamento para a interacao ferromagnética de
primeiro vizinho, que é positiva e define a escala de energia (J = 1). O termo x é a constante
de acoplamento adimensional que descreve a intensidade da interacao antiferromagnética entre
os segundos vizinhos. Ja o termo g é um parametro que descreve a intensidade do campo

magnético transversal que age no sistema.

O diagrama de fases do estado fundamental do modelo ANNNI, representado na

gA

Paramagnetica

Ferromagnética

teeeeeet NE2ANRY

>
0.5 ¥

Figura 5 — Representacdo esquematica do diagrama de fases do modelo ANNNI sob campo
transverso. Adaptado de (3, 4, 5).
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Figura 5, que inclui fases ferromagnética, antifase, paramagnética e flutuante (50, 51, 52), é
resultado da frustracdo entre as interacoes ferromagnéticas de primeiro vizinho e as interacoes
antiferromagnéticas de segundo vizinho, bem como da tendéncia de desordem introduzida pelo

campo transversal.

A fase ferromagnética ocorre quando a interacdo de primeiro vizinho é predominante,
com os estados mais provaveis sendo aqueles em que os spins estao alinhados em uma tnica
direcdo (T1111111). Quando a interacdo de segundo vizinho prevalece, uma nova solucdo de
compromisso leva a antifase com uma periodicidade de 4 sitios (11/J11]{). Quando o campo
transversal é predominante, os spins tendem a se alinharem com o campo, criando a fase
paramagnética. Na fase flutuante (53, 54), localizada entre a fase paramagnética e a antifase,
as correlacdes entre os spins decaem de forma algébrica, indicando uma ordem de longo alcance

modulada que varia com o parametro de frustracdo x, sem uma ordem de longo alcance fixa.

6.1 Simetrias do Modelo ANNNI

No Hamiltoniano do modelo ANNNI, n3o ha termos que favorecam uma orientacao
particular dos spins ao longo do eixo z. Cada spin interage apenas com seus primeiros e
segundos vizinhos, e a intensidade dessas interacoes é independente da posicdo na cadeia.
Assim, a energia do sistema depende apenas das orientacdes relativas entre spins vizinhos, e
nao de sua localizacdo especifica. Como resultado, o modelo possui trés simetrias principais:
inversdo de spin, reflexdo espacial e translacdo (incluindo suas poténcias). Essas transformacdes

preservam as interacdes entre vizinhos e mantém o Hamiltoniano invariante.

A invers3o de spin é representada pelo operador I, que inverte o sinal dos spins em

cada sitio, de modo que ITo?I = —o?. Sua forma é:
-1
I = H o (85)
=0

Um exemplo da acdo de [ é:

AT = [T

O operador [ é ciclico de ordem dois, e seus autovalores sdo ¢,, = £1. O projetor

correspondente ao setor p; é dado por:

1
ey = 5(1 + ¢, 1), (86)

de modo que os autovetores podem ser escritos como:

opr) = G ) (87)
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onde j é um indice de degenerescéncia.

A reflex3do espacial é representada pelo operador R, que inverte a ordem dos spins em

relacdo ao centro da cadeia, com R'o?R = 0% , .. Sua expressio é:

LE-D/2] 719 4 ofot | ,+olol |, +oioi 4,
rR= 1] 2 ’

1=0

Sua acdo sobre um estado é:

R‘do d1 A dL,Q dL,1> — |dL,1 dL,Q e d1 d0> .

Assim como I, R é de ordem dois, com autovalores ¢,,, = 1. O projetor correspondente

1
HEY = S (1+ 6y, R). (89)
com autovetores definidos como:
g, pr) = T ). (90)
Autovetores com ¢,,, = +1 sdo ditos pares, enquanto aqueles com ¢,, = —1 sdo impares.

A translacdo é representada pelo operador T, que desloca ciclicamente os sitios da

cadeia: To7T = 07, ,, com forma:

L—2 T T y_y 1
1+ofof 400+ 07 0;
T — H ( +1 2 +1 +1> (91)

Sua acdo é:

Tldydy -+ dp—adp—1) =|didy -+ dr—1dp) .

O operador T' é ciclico de ordem L e possui autovalores dados por ¢,, = TP onde
pr=20,1,..., L —1. O indice p; é chamado de nimero de onda e usualmente é denotado por

k. O projetor para o setor pr é:

1 L—1

ng =23 (6.7)

=0

!
)
de modo que os autovetores associados sao:

lj,pr) = CTIE) [4) . (93)
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Embora os operadores I, R e T' comutem com o Hamiltoniano do modelo ANNNI, R
e T n3o comutam entre si em geral, j4 que RITR = T~'. Nesses casos, utiliza-se I e T' como

conjunto de operadores compativeis.

No entanto, para L par, nos setores com pr = 0 ou pr = L/2, os autovalores de T'
s30 ¢,, = +1, o que implica 7% = 1, e portanto "= T!. Isso garante que R e T' comutam
nesses subespacos. Nessa situacao, é possivel construir uma base comum de autovetores para R
e T, permitindo o uso simultdneo de pr e pr € {0, L/2} como niimeros quanticos adicionais.

Assim, os vetores pertencentes aos setores podem ser rotulados pelos niimeros quanticos

P1, PT € PR:

|j7p17pT7pR> .

‘ ”

onde, nos casos em que o setor nao pode ser caracterizado por pg, utiliza-se o simbolo “—".

A partir da base produto dos autoestados de o, |s) € {|1), |{)}®%, é possivel projetar

os vetores dessa base no setor definido pelos valores de p; e pr:

HggT)H(IPI) |S>
(s| IETTP |s)

J, p1, PT) = (94)
V

formando uma base para esse setor.

Nos setores onde pr = 0 ou pr = L/2, aplica-se adicionalmente o projetor PY™,

resultando em:

HgR)Hg?T)H(IpI) |S>
<S| HgR)HggT)ngz) |S>

’j>PI>pT>pR> = \/ (95)

Com essa abordagem, é possivel construir uma base para cada combinacdo admissivel
dos nimeros quanticos py, pr €, quando aplicavel, pr. Nessa base, o Hamiltoniano do modelo
ANNNI admite uma representacao em bloco diagonal. A escolha dos operadores de simetria

considerados determina o niimero de setores em que o espaco de Hilbert é particionado.

A Figura 6 apresenta, como exemplo ilustrativo, a representacdo bloco-diagonal do
Hamiltoniano do modelo ANNNI, construida a partir das bases definidas nas Eqgs. (94) e (95),

para uma cadeia de 4 sitios. A base utilizada esta explicitada a seguir:
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0,0,0,0) = 7<|¢m>+|¢m>>

11,0,0,0) = T(IHTH+ITNM+ITNU+IHTT>+|¢N¢>+INTT>+IHH>+\TTTU)
2,0,0,00 = Z(HTLL) + L)+ L) +1L111)

3,0,0,0) = %mmnmm

0.1,0,0) = 7<|¢m> TRRAR)

1,1,0,0) = 7(mw>+mm+mﬁ> BLbb)+ L) = [b14d) — [ 1d) — b))
|o,o71,—>:7<|¢w>—z|¢m> [FLAT) + i 4dd) + i) — ) =it d) + [ 41))
|0,171,—>ZT(ITTTM—ZITNN UY=L ) i LT ) + L) +ilb b ) — [Lh4t))
L1 =) = S — i) + e[l — [ 11)

0,0,2,0) = (1LY — [HLLT) = L1 + L))

0,0,2,1) = %(HTTU TALT) Tt T) = [T F ) L) =1Lt = LLdT)
0.1,2,1) = 7(|¢m> L)+ LAY+ HLEL) = A1) — A4L) + L4 1L) — [1141)
11,1,2,1) = 7(|T¢T¢> N1T41))

0,0.3,—) = T(ITTNHZITNT) PUPT) =i [P hbd) =i PP t) = L) +i [t d) + L))
0,1,3, ) = T(ITTNHZITNT) LAY+t bdd) =i [b ) — L) =il bt ) — [L441))
[L1,3,7) = SP1 L)+l L) =i L1 — [ 11)

(96)

Cada bloco é destacado individualmente e identificado pelos respectivos nimeros

quanticos que o caracterizam.
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k-1 -2g 0 pr=20
—2g 0 -2v2g
0 -2v2g -4k
(1] —-2g 0 4(k+ 1) pr=1pg=0
Pr=0,pr=0 -1 -
_2g

29
0

0 pr=1
Pr=0 pi=1
0 —V2g9(1 + i)
—V2g(1 - i) —4K

2]
pr=1
0 —V2g(1 - i)
—V2g(1 + i) —4K

~ ~/

Figura 6 — Representacao bloco-diagonal do Hamiltoniano do modelo ANNNI para uma cadeia
de 4 sitios, construida a partir dos autovetores comuns a translacdo e a inversdo.
Em cada bloco, sdo indicados os nimeros quanticos pr € p; que o caracterizam.
Nos setores com niimero quantico de translacdo 0 e 2, o Hamiltoniano foi ainda
decomposto em blocos menores, utilizando os autoestados comuns a reflexdo, sendo
os blocos identificados também pelos ndimeros quanticos pg.



7 Agrupamentos de Camadas em FQAs

Neste capitulo, é apresentada uma técnica original desenvolvida no ambito desta
dissertacao, sem base em estratégias pré-existentes, com o objetivo de reduzir a profundidade
dos circuitos gerados pelo FALQON. A técnica consiste em agrupar camadas consecutivas da
evolucdo temporal em uma (nica operacdo efetiva, utilizando uma aproximacao baseada na
identidade de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) (para mais detalhes ver Apéndice B). Com
isso, reescrevemos o produto de exponenciais como uma unica exponencial com operadores
combinados. Consideramos duas versdes da técnica: a LGA-FQA-1, que utiliza uma aproximacao
de primeira ordem, e a LGA-FQA-2, que incorpora o termo de segunda ordem associado ao

comutador entre os Hamiltonianos.

7.1 Agrupamento de Camadas com Aproximacao de Primeira Or-

dem

Nesta secdo, consideramos o agrupamento de camadas do FQA utilizando uma aproxi-
macao de primeira ordem em relacdo a At. A motivacao é simplificar o circuito sem introduzir

operadores adicionais, como comutadores, facilitando sua implementacao.

Partimos da evolucdo n3o trotterizada descrita por:
We> _ efiAt(Hp+ﬁng) . efiAt(HerBng)efz'At(Hp+BlHd) |w0> ) (97)
Considerando que At é pequeno, utilizamos a seguinte aproximacao:
oAt (Hp+B2Ha) ,—iAt(Hp+B1Ha) o —iAH2Hp+(B1+52)Ha (98)
Reescrevemos o termo a direita como uma nova camada com Hamiltoniano efetivo:

HY = 6,H, + axHy, (99)

com os parametros definidos por:

0y =2, ay=p1+ P (100)

Esse procedimento pode ser repetido iterativamente. Ao incluir a terceira camada,

temos:
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e—iAt(Hp—f—ﬂng)e—iAtH(z) —iA](2+1) Hp+(2+083) Ha] (101)

eff X2 e

Identificamos os parametros da terceira camada agrupada como:

53 :52+1, (6% :Oéz—i—ﬁg. (102)

De forma geral, apds o agrupamento de n camadas, obtemos a evolucdo aproximada:

() o e IUHHBeTD) | =it Hy+anHa) () (103)

onde os parametros sdo atualizados segundo as regras:
(Sn = (Sn,1 + 1, Qp = Q1 + ﬁn (104)

7.2 Agrupamento de Camadas com Aproximacao de Segunda Or-

dem

Nesta secdo, introduzimos uma versao aprimorada da técnica de agrupamento de
camadas, incorporando uma aproximacao de segunda ordem em At. O objetivo principal é
capturar correcdes adicionais causadas pela ndo comutatividade entre os termos H, e H,, o
que resulta em uma evolucdo agrupada mais fiel ao circuito original, especialmente em cenarios

de alta profundidade.

Comecamos com a composicdo de duas camadas consecutivas da forma:

o AU(Hy+B2Hy) —~iA(Hy 4B Ha) o o—i2Hy+(B+61) Hal~ A (82— 1) [ Ha Hy] (105)

Reescrevendo com as varidveis ay = [ + 1, 72 = P2 — 1 € o = 2, a expressao

torna-se:
. 2 _
e—zAt[éng—i-ang}—ATt'yg[Hd,Hp]. (106)
Assim, a equacdo para a evolucdo no FQA pode ser reescrita como:

1)) me e A HyHBeHa) . pmiftO2HptazHy — AL 5, [Ha,Hy) 1) - (107)

onde [t)g) é o estado inicial.

Agora, repetindo o processo para a terceira camada, obtemos:
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|w£> ~ e_iAt(Hp"l'BZHd) _6_iAt[(52+1)Hp+(ﬁ3+062)Hd]_%ﬁ(6253_042+:Y2)[Hd7Hp]+O(At3) ‘¢0>

) (108)
~ o~ iAUHp+BeHa) | || ~iAtS3Hp+osHa)— S5 3s[Ha, Hp) o)
onde os novos coeficientes s3o definidos como:
az = P35+ g, Y3=10903 —ag+72, 03=10y+ 1 (109)

Iterando esse processo para n camadas, obtemos a formula geral para o agrupamento

de n camadas consecutivas. A evolucdo aproximada do estado é dada por:

|¢£> ~ e_iAt(Hp+ﬁéHd) e e_iAt[éan+(ﬁn+an—l)Hd]_ATR[&’L—lﬁn_an—l“rﬁ/n—l][Hdep] |¢0>
(110)

. . 2 _
~ e—zAt(Hp+ﬁng) . e—zAt[(anp-l-aan]—ATt’Yn[Hd,Hp} W)0> )
Nesse caso, as variaveis «,,, 7, e 6, podem ser calculadas iterativamente a partir das

relacdes de agrupamento:

Qpn = ﬁn + a1, f?n = nflﬁn —Qp1+ ;Ynfla (5n =0p—1+ 1. (111)

Para facilitar a implementacdo do agrupamento de camadas em computadores quanticos,
é necessario decompor a exponencial que representa as camadas agrupadas em um produto de

trés exponenciais. A forma desejada é:

eatHdethpeCt2[Hdep]_ (112)

Para obter essa decomposicado, utilizamos uma aproximacdo de segunda ordem da

identidade de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) e multiplicamos ambos os lados por e3A*[4.B].

C Qa: 2 C
pUALA DALB L EAL[AB] 6aAtA+bAtB+bTAf[A,B] o5 A[A,B]

113
-~ eaAtA+bAtB+c+2—dbAt2[A,B] ( )
No nosso caso, temos a = —ic,, b = —id,, € o termo ¢ é dado por:
A =ct+ab=c—a,0, = ¢=0ay0n — Yn = "Tn (114)
Portanto, a expressao para a decomposicao das exponenciais se torna:
e_mt(aanJraan)_%Q%[Hd,H,,] n gitn HalM it Hy At , ©008=70 [y HoJ AL
(115)

~ Ug(04)Up(65) Ucom(Vn),
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[Hg,Hp)At2 i1 (i[Hg, Hp]) At?

In _ ~
onde Ueom (V) = €72 =e representa o operador de evolucdo temporal
associado ao comutador i[H,, H,] em um intervalo de tempo At?, e a regra de atualizacio

dos parametros «,,, d,, € 7, é dada por:

Qp = ﬁn +

(116)
= _Anfl + Op—1,
Op = Op_1 + 1, (117)
onde 7, é dado por:
_n: n—1Pn — Op— +_n7
Y 13 1T Yn-1 (119)

= _5n71An71 — Qp—1+ Vn-1-

7.3 LGA-FQA

A partir das técnicas de agrupamento de camadas, definimos o algoritmo LGA-FQA
(Layer Grouping Approach for FQA): LGA-FQA-1, baseado em uma aproximacdo de primeira

ordem para o agrupamento, e LGA-FQA-2, que incorpora uma aproximacdo de segunda ordem.

7.3.1 LGA-FQA-1

O algoritmo inicia com o estado [¢y) e, na primeira iteracdo, aplica os operadores

Uq(c1)U,(01), com os parametros inicializados como oy = 31 e §; = 1.

Durante as n — 1 iteracoes seguintes, nenhuma nova camada ¢ adicionada. Em cada
iteracdo k, os parametros ;1 e 01 sdo atualizados para novos valores oy, e d;, com base
no valor de A;_; calculado anteriormente. Assim, uma (nica camada é mantida e refinada ao

longo dessas iteracdes, simulando a evolucdo continua do sistema.

Na iteracdo n + 1, uma nova camada agrupada é inserida, composta pelos operadores
Ua(otn41)Up(0n41), com os parametros reinicializados como a;,+1 = (41 € 6,41 = 1. Esse
padrao de execucao se repete: a cada bloco de n iteracdes, apenas os parametros sdo ajustados,

e uma nova camada é adicionada ao final do bloco.

Ao fim de ( iteracBes, o circuito tera aplicado [¢/n] camadas agrupadas. O estado

final do sistema é dado por:

[¥e) = Ua(ae)Up(0r) - .. Ualazn)Up(d20) Ua(0n)Up(6n) |th0) (120)

[£/n] camadas
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A Figura 7 apresenta um diagrama esquematico da estrutura do LGA-FQA-1.

Iteration 1

Iteration 2

Iteration k

Figura 7 — Diagrama ilustrativo do LGA-FQA-1. O algoritmo inicia com o estado |ig) e aplica,
em cada iteracdo, a mesma camada unitaria composta por Uy(ay) e U,(dx), com
parametros oy, e 0y atualizados adaptativamente. A cada bloco de n iteracdes, uma
nova camada é inserida no circuito, enquanto as camadas anteriores permanecem
fixas.

7.3.2 LGA-FQA-2

O LGA-FQA-2 segue a mesma logica do LGA-FQA-1, com a diferenca de que a camada
agrupada inclui também o operador U.,,,, 0 que permite incorporar termos adicionais associados

a aproximacdo de segunda ordem.

O algoritmo parte do estado inicial |10). Na primeira iteracdo, aplica-se a sequéncia de
operadores Uy(c)U,(01)Ucom(71), com os parametros inicializados como ay = 51, 71 = (1 e
0, = 1.

Nas n — 1 iteracOes seguintes, a estrutura do circuito permanece inalterada, com
uma Gnica camada ativa. Apenas os parametros oy, . € 0 sao atualizados a cada iteracdo,

refinando a evolucao implementada por essa camada.

Na iteracdo n + 1, uma nova camada é inserida, composta pelos operadores Uy(a,11)
Up(0n+1) Ucom(Yns1), com pardmetros reinicializados como 41 = Bns1, Yot1 = Bnt1 €
0n+1 = 1. Esse padrdo se repete: a cada bloco de n iteracoes, os parametros das camadas

existentes s3o atualizados e, ao final do bloco, uma nova camada é adicionada.
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Apos ( iteracdes, o circuito conterd [¢/n]| camadas agrupadas, e o estado final serd

dado por:

|1/}Z> = Ud<af)Up(6€)Ucom('ﬂ) cee Ud(a2n)Up(52n)Ucom('72n) Ud(an)Up((Sn)Ucom(/yn) |¢0>
[€/n] camadas

(121)
A Figura 8 ilustra a estrutura do LGA-FQA-2.

Iteration 1

Iteration 2

W’O) =U¢‘om(7n) IUp(sn) IUd(an)

Figura 8 — Diagrama ilustrativo do LGA-FQA-2. O algoritmo comeca com o estado inicial |)g)
e, em cada iteracdo, aplica uma camada composta pelos operadores Uy(av), U, (dx)
e Uecom(7k), com os pardmetros oy, Oy € 7y atualizados de forma adaptativa. A cada
bloco de n iteracdes, uma nova camada agrupada € inserida, enquanto as camadas
anteriores permanecem fixas com os Gltimos parametros que possuiram.

Vale ressaltar que a precisao da aproximacdo depende diretamente do valor de At:
quanto menor esse intervalo, mais fiel serd a representacdo da evolucao continua desejada.
Entretanto, intervalos menores demandam mais iteracdes para simular um tempo fixo, o que
pode aumentar o custo computacional. E necessério, portanto, ajustar adequadamente o niimero

de camadas agrupadas em relacdo ao intervalo de tempo adotado.
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7.4 Comparacao entre Profundidades

Um ponto relevante a ser analisado é a diferenca de profundidade entre uma camada
padrdo do FQA e uma camada agrupada. No caso do LGA-FQA-1, a camada agrupada
apresenta a mesma profundidade de uma camada convencional do FQA, ja que n3o ha
operadores adicionais. Em contraste, no LGA-FQA-2, a presenca do operador U,,,,, associado

ao comutador entre os Hamiltonianos H; e H,, aumenta a profundidade da camada agrupada.

Para ilustrar esse aumento de profundidade, consideremos problemas de otimizacdo
combinatoéria, geralmente codificados em Hamiltonianos do tipo Ising que descrevem uma

cadeia de L sitios. Nesse contexto, o Hamiltoniano do problema é dado por:

H, = Zulo —i—ZwaJfUJZ-, (122)

i=1 j>1

cujo operador de evolucao temporal pode ser escrito como

H eszt,ula H H —iAtw; jo? 0' (123)

i=175>1

—iAto?

Considerando que a implementacdo de e requer um conjunto de portas de

~iAt0797 demanda uma profundidade ds, podemos analisar o impacto

profundidade dy, e que e
desses termos na profundidade total do circuito. O primeiro produto, envolvendo apenas termos
locais, pode ser implementado com profundidade d;, j& que os operadores o7 comutam entre si,
permitindo que suas evolucoes sejam aplicadas em paralelo. Em contraste, o segundo produto,

envolvendo interacGes de dois qubits, é mais restritivo. No pior caso, considerando que os

termos ndo possam ser paralelizados, a profundidade necessaria sera in) correspondente
ao nimero de interacdes distintas entre pares de qubits.
O Hamiltoniano driver, por sua vez, é tipicamente escolhido como
L
Hd = Z O'f, (124)
i=1
com o operador de evolucao temporal associado dado por
L
—i @
=[] e """ (125)
i=1

Como os termos o também comutam entre si, todos os operadores podem ser aplicados

em paralelo, resultando em uma profundidade ds3, correspondente a profundidade necessaria

iAto?

para implementar uma Unica rotacdo e~ . Assim, a profundidade total de uma camada

padrio do FQA serd d, = dy + ds + dy "5

Ao considerar a camada agrupada, analisamos o comutador entre H; e H,, dado por

[Hy, H, Z 2ip0) +ZZ —2iw; ;oo (126)

i=1j5=1
JFi
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cujo operador de evolucdo temporal assume a forma

com At H e—QzAtuza H H 72ZAthJO' cr ) (127)

i=1j5=1

JFi
.. . Yo . _ 95 Y —QA Yz
Definindo d, e ds como as profundidades necessarias para implementar e 2417 e ¢ 2219075

respectivamente, a profundidade total para implementar U,,,, serd d4 + dsL(L — 1). Esse
resultado decorre do mesmo raciocinio usado na analise de U,, considerando, no pior caso, a

impossibilidade de paralelizacdo das interacoes de dois qubits.

Assim, a profundidade de uma camada agrupada é dada por:
da
do = di +d3+dy + §+d5 L(L—1). (128)

Para valores grandes de L, a razdo entre a profundidade da camada agrupada e a profundidade

da camada padrdo converge para:

1425, (129)
dy

Assumindo que d5 = d», o que é razoavel considerando que as portas de dois qubits associadas

ao! o possuem complexidade comparavel as associadas a o707, concluimos que a profundidade

(2 j’
de uma camada agrupada no LGA-FQA-2 é aproximadamente trés vezes a profundidade de

uma camada convencional.



8 Algoritmo Quantico Baseado em Feedback

com Reescalonamento Temporal

Neste capitulo, apresentamos uma adaptacdo do algoritmo FQA, baseada no rees-
calonamento do tempo, denominada " Time-Rescaled Feedback-Based Quantum Algorithm”
(TR-FQA). Essa técnica foi desenvolvida no dmbito desta dissertacdo em colaboracdo com
Guilherme Pexe, e deu origem a um artigo submetido para avaliacdo na Physical Review A,
com um preprint disponibilizado no arXiv (55). Discutimos como incorporar essa abordagem
no processo de realimentacao do FQA, por meio da redefinicao da funcao de controle e do
ajuste da evolucdo temporal. O objetivo é investigar como o reescalonamento pode influen-
ciar a convergéncia do algoritmo e propor uma formulacdo que mantenha a simplicidade de

implementacao em circuitos quanticos.

8.1 Meétodo de Reescalonamento Temporal

O Método de Reescalonamento Temporal foi introduzido por Bernado em (56) e
posteriormente desenvolvido por Ferreira et al. em (57). Esse método modifica a dependéncia
temporal do Hamiltoniano de um sistema quantico, alterando sua dindmica de evolucdo e
permitindo que o estado final desejado seja alcancado de forma mais eficiente, seja acelerando

ou desacelerando o processo conforme necessario.

Para formalizar essa ideia, considera-se um sistema quantico governado por um Ha-
miltoniano dependente do tempo H (), evoluindo no intervalo t € [t; = 0, /] e descrito pela
equacdo de Schrodinger. A evolucdo unitaria correspondente é dada por:

Ut;) = T exp <—¢ /0

tf

H(t) dt’) . (130)

A dindmica do sistema pode ser modificada através de uma funcdo de reescalonamento
t = f(7), que redefine a evolucdo temporal. Aplicando essa mudanca de variavel, a evolucdo
unitaria é reescrita como:

U (Tf) = TeXp <_Z /ff:(o()tf)

H f(T))f(T)dT) . (131)

Essa expressao descreve a evolucao de um sistema governado pelo Hamiltoniano
reescalonado:

H(r) = H(f())f(7), (132)

que depende da funcdo de reescalonamento f(7) e de sua derivada em relacdo a 7, f(7). Dessa

forma, se a evolugdo do sistema reescalonado ocorrer no intervalo 7 € [r; = f71(0), 7 =
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Jf1(ts)], ela produzird o mesmo estado final [¢)(t;)) que a evolucdo original de H(t), desde

que ambas partam do mesmo estado inicial |¢)(0)).

Isso implica que, escolhendo adequadamente a funcdo f(7), o processo governado por
H(T) pode ser acelerado (77 — 7; < ty —t;) ou desacelerado (7 — 7; > t; — ;) em relagdo a
evolucao original. Caso a evolucdo original corresponda a uma transformacdo adiabatica, e a
funcdo f(7) seja escolhida de modo que: (i) os tempos iniciais coincidam, ou seja, f~1(0) = 0;
(ii) o tempo final seja reduzido, f~(t;) < t;; e (iii) os Hamiltonianos inicial e final permanecam
inalterados, H(0) = H(0) e H(rs) = H(ts), o método de reescalonamento temporal pode ser
classificado como um atalho para adiabaticidade.

Uma escolha comum para a funcdo de reescalonamento é:

fo 2ma
T)=ar — —(a—1)sin | —7 |, 133
) =ar = 3 0= 1sn (27) (133)
onde a é um parametro que controla a contracdo temporal. Outra possibilidade é uma funcao
polinomial:
2(a® —a® 3(a®> —a
fa(T) = ( 5 )73 + ( )72 + 7. (134)

Essas funcoes permitem modificar a evolucao temporal do sistema sem alterar seu estado final,

com o tempo total de evolucdo dado por AT = At/a.

Tendo descrito a ideia central do método de reescalonamento temporal, a préxima
etapa é adapta-lo ao contexto do FQA. Essa adaptacao modifica a dinamica de evolucdo do
algoritmo, aumentando sua eficiéncia e permitindo que a solucdo desejada seja alcancada em

menor tempo computacional.

8.2 TR-FQA

Baseando-nos no método de reescalonamento temporal, podemos adapta-lo para uso
com o FQA. Para isso, consideramos a equacdo de Schroédinger aplicada a um Hamiltoniano
dependente do tempo da forma H(t) = H, + [5(t)H,. Ao reescalonarmos o tempo por meio

da transformacdo ¢t = f(7), a Eq. (1) torna-se:

jT [Y(1)) = —iH(7) |(7)),
= —iH(f()f(7) [¥(7)).

(135)

Para obtermos a funcao de controle nesse caso, seguimos os mesmos passos utilizados

no FQA. Primeiro, calculamos a derivada temporal do valor esperado de H,, ao longo da
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Figura 9 — Diagrama ilustrativo do TR-FQA. O processo comeca com o estado inicial |ig).
Em cada camada k, os operadores unitarios ¢~/ (FATIAT ¢ o=illaf(KAT)AT: g5
aplicados sequencialmente, ajustando-se de forma adaptativa o parametro ;.

evolucdo reescalonada:

27 W Hp (7)) =i (¥(r

7), Hpl [¢(7)) ,
[H(f(7)), Hpl [¥(7))

(7)] ) (136)
)F(7) (W (7)| i[Ha, Hy] [¢(7))

R

onde definimos A(7) = (¢/(7)|i[Hq, Hy)|(7)) e B(7) = B(f(7)), que representa a fungdo de
controle avaliada no tempo reescalonado.

Para garantirmos que a funcdo custo, definida como o valor esperado de H,,, diminua

ao longo da evolucdo, determinamos uma func3o de controle 3(7) que satisfaca:

d

o W, [U(7)) <0, V. (137)

Uma forma geral de satisfazer essa desigualdade é adotar:

B(7) = —w F(r, A(1)) G(f(7)), (138)

onde w > 0, F(r, A(7)) é uma funcdo continua com F(7,0) =0 e A(7)F (1, A(T)) > 0 para

todo A(7) # 0, e G(f(7)) é uma fungdo continua com G(f(7))f(r) > 0.
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Neste trabalho, adotamos w = 1, F(7, A(7)) = A(7) e G(f(7)) = 1/f(7), de modo

que 3(7) torna-se:

plr) = —AlT) 7 —- (139)

Para que essa expressdo seja bem definida, exige-se que f(T) # 0 em todo o dominio

considerado.

Agora, podemos adaptar o circuito do FQA para incorporar o tempo reescalonado. Para
isso, consideramos a evoluc3o temporal reescalonada no intervalo de 7o = 0 até 7 = f~1(¢;),
discretizado em k passos com intervalo de tempo A7. Essa evolucdo pode ser descrita por uma

sequéncia de aplicacoes do operador unitario:
U(r) = exp (—i(H, + B(7)Ha) f(T)AT). (140)

A aplicagdo de U(T) sobre o estado |1)(7)) produz o estado atualizado |¢)(7 + AT)). Para
implementarmos U/(7) em um circuito quantico, utilizamos uma aproximagdo trotterizada, o

que nos permite expressar U(7) como:
U(T) = Us(B(7))Uy, (141)

onde Uy (3(7)) = exp (—z‘HdB(T)f(T)AT) e U, = exp (—inf(T)AT). A partir dessa decom-
posicdo, descrevemos o estado resultante do circuito FQA apds uma sequéncia de k aplicacGes

desses operadores trotterizados:

k) = Ua(Be)Uhy ... Ua(Bo)Uy Ua(B1)U,, [10) (142)

onde |t/,) é o estado do circuito apés a aplicacdo da k-ésima camada (|13, ~ [¢¥(kAT))) e Bi

é o parametro de controle da k-ésima camada (5, ~ S(kAT)).

Além disso, de forma andloga ao FQA padrdo, como (3 é necessario previamente para
construirmos o estado |1), utilizamos o estado da iteracdo anterior. Para intervalos de tempo
suficientemente pequenos, esse estado aproxima bem |v;), permitindo que definamos a lei de

realimentacdo como:

- 1 1
Br = —Ar—1 Fhiar) = — (Up—1| Hp |V—1) Fhir) (143)

Dessa forma, conseguimos adaptar o FQA para incorporar o reescalonamento do tempo.
A Figura 9 ilustra o funcionamento do TR-FQA. A estrutura dos operadores permanece idéntica
a do FQA, sem exigir modificacdes adicionais na implementacdo. Além disso, a nova lei de
feedback difere da original apenas por um fator 1/f(7) o que preserva sua forma funcional e
dispensa medicdes extras. Como a funcdo de reescalonamento depende dos pardmetros a e ¢y,
o desempenho do TR-FQA também é sensivel a esses valores, que devem ser escolhidos com

atencdo para garantir bons resultados.



9 Metodologia

Este trabalho foi conduzido em trés etapas principais: (i) estudo da influéncia das
simetrias na convergéncia do algoritmo FQA; (ii) desenvolvimento de estratégias para reducéo
da profundidade dos circuitos, com a implementacdo do LGA-FQA e LGA-FALQON; e (iii)
modificacdo da dindmica do algoritmo por meio de reescalonamento temporal, resultando no
TR-FQA e TR-FALQON.

Na etapa (i), a analise concentrou-se exclusivamente na preparac3o de estados quanticos
de sistemas fisicos, utilizando o modelo ANNNI como caso de teste, com o Hamiltoniano
problema definido pela Eq. (84). Os autoestados de spin de o, |1) e || ) foram mapeados para
os estados |0) e |1), respectivamente. O objetivo foi investigar como as simetrias do sistema
influenciam a convergéncia do FQA. Para isso, foram considerados diferentes estados iniciais, a

fim de explorar a influéncia dessa escolha sobre a convergéncia do algoritmo.

Nas etapas (ii) e (iii), os algoritmos foram avaliados tanto na preparacdo de estados
quanto na resolucao de problemas de otimizac3o. Para a preparacdo de estados fisicos, foi
novamente utilizado o modelo ANNNI, com o algoritmo FQA em suas versdes modificadas (LGA-
FQA e TR-FQA). Para os problemas de otimizacdo, foi adotado o problema MaxCut, utilizando
o algoritmo FALQON em suas versdes correspondentes (LGA-FALQON e TR-FALQON). O
Hamiltoniano problema para o MaxCut é dado pela Eq. (60).

Em todas as etapas, o Hamiltoniano de conducdo adotado foi:

L
Hy=Y o], (144)
j=1

e, nas etapas (ii) e (iii), o estado inicial foi mantido fixo como:

~

[%o) = H 5(10) +11)), (145)

onde L representa o niimero de qubits necessarios para codificar o problema: o nimero de

vértices no grafo (para o MaxCut) ou o nimero de sitios na cadeia (para o modelo ANNNI).

Nos casos em que o modelo ANNNI foi utilizado como caso teste, explorou-se o fato

de que seu Hamiltoniano pode ser reescrito como H, = H., — gH,4, onde

H.,,=- Z (JJZUJZ-H - /{0']2-0'5_1_2) (146)

representa os termos de interacdo de primeiro e segundo vizinhos. Com essa decomposicao, a

camada de evolugdo padrdo do algoritmo, originalmente dada por Uy(8)U,, foi implementada
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como:

UalBr = 9) Us. = e~ S0 cmidtee (147)

Essa reformulacdo permitiu reutilizar diretamente a rotina de aplicacao de Uy, bastando

ajustar o parametro de rotacdo [, para absorver o termo proporcional a g.

Todas as anélises foram realizadas por meio de simulacdes numéricas, com algoritmos
implementados em Python a partir de cédigo préprio. As simulacdes foram executadas no
Google Colab, ambiente de computacdo em nuvem com acesso gratuito a recursos de hardware.
O sistema utilizado foi o Ubuntu 22.04.4 LTS (Jammy Jellyfish), com Python 3.11.11 e o
framework PyTorch 2.5.1+cul24 e NumPy 2.0.2. O ambiente contava com um processador
Intel(R) Xeon(R) 2.20GHz, 12 GB de RAM, 108 GB de armazenamento e uma GPU Tesla T4
compativel com CUDA 12.4, empregada para acelerar as operacdes matriciais necessarias nas

simulacOes de sistemas de qubits grandes.

9.1 Influéncia das Simetrias no Desempenho do FQA

A influéncia das simetrias na convergéncia do FQA foi investigada com base no fato
de que o algoritmo depende da aplicacao de operadores de evolucdo temporal construidos
a partir de Hamiltonianos ndo comutantes. Quando o Hamiltoniano dependente do tempo,
H(t) = H, + B(t)Hg, preserva certas simetrias, ou seja, quando H, e H; compartilham as
mesmas simetrias, o estado do sistema permanece no setor correspondente ao estado inicial ao

longo de toda a execucdo do algoritmo.

Consequentemente, se o FQA for iniciado em um setor diferente daquele que contém
o estado fundamental de H,,, o algoritmo ndo serd capaz de alcan¢d-lo, pois as simetrias
preservadas restringem a evolucdo do sistema a transicoes dentro do mesmo setor. Esse
comportamento limita a capacidade do FQA de explorar completamente o espaco de Hilbert,
mas também permite direcionar o algoritmo para a preparacdo de estados excitados ao se

iniciar a evolucao em setores distintos do setor fundamental.

Para investigar esses efeitos, utilizamos o modelo ANNNI como Hamiltoniano problema,
H, = H4(k,g), como ja mencionado anteriormente, com simulagSes realizadas em cadeias
de L = 4 sitios. Foram considerados diferentes estados iniciais com simetrias especificas,
caracterizadas pelos nimeros quanticos de inversdo p;, translacdo pr e reflexdo pgr, conforme

descrito no Capitulo 6.

Essa analise foi realizada em colaboracdo com Guilherme Pexe e resultou na publicacao
do artigo (58) na Physical Review B, no qual utilizamos as simetrias do sistema para determinar
o diagrama de fases do modelo ANNNI.
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Inicialmente, analisamos a convergéncia do FQA ao se partir de vetores de base de

setores definidos, conforme:

|j7p17pT7pR>

onde j é um indice que percorre os vetores da base ortonormal do setor correspondente. Os

estados utilizados est&o listados em (96).

Também foram utilizados como estados iniciais os autoestados de —H,; com nlimeros

quanticos bem definidos, representados por:

|Xi7plapT7pR>

em que Y; denota o i-ésimo autoestado de menor energia de —H,.

Em uma etapa posterior, avaliamos a dindmica do FQA quando iniciado em uma

superposicao de estados pertencentes a setores distintos:

1, . .
W0> = ﬁ (‘]7p17pT7pR> + ‘]/7pll>p/T7p,R>)
permitindo explorar o impacto da quebra intencional de simetrias na convergéncia.

Por fim, examinamos a aplicacdo do WFQAE para a extracdo do espectro de um setor
especifico. Para isso, p + 1 circuitos foram inicializados com uma base ortonormal do setor

desejado:

¢60)> = |07p]7pT7pR>

(b{(]l)> = ‘17p17pT7pR>

((]p)> = ‘papI>pT7pR>

Essa abordagem busca investigar o comportamento do WFQAE em contextos nos
quais o espectro apresenta degenerescéncia, mas os estados degenerados estdo distribuidos em
diferentes setores de simetria. Ao restringir a analise a um Unico setor, espera-se que o algoritmo
possa isolar parte do espectro e recuperar autovalores distintos, contornando parcialmente sua

limitacdo frente a espectros degenerados.

9.2 Impacto do Agrupamento de Camadas

Nesta etapa, propOs-se uma técnica para agrupar camadas do algoritmo FQA, visando

reduzir a profundidade do circuito quantico sem comprometer significativamente a qualidade da
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solucdo. A estratégia consiste em reescrever a sequéncia de operadores de evolucdo usando uma
aproximacdo baseada na identidade de Baker-Campbell-Hausdorff, e foi denominada LGA-FQA
(Layer Grouping Approach for FQA), conforme descrito no Capitulo 7.

Foram consideradas duas variantes: LGA-FALQON-1, que utiliza apenas o termo linear

da expansao, e LGA-FALQON-2, que inclui o primeiro comutador entre os operadores.

As abordagens foram comparadas ao FALQON convencional para avaliar a capaci-
dade de preparar estados préximos ao étimo em problemas de otimizacdo. A andlise inicial
focou no problema MaxCut, utilizando um grafo ponderado 3-regular com 16 vértices gerado

aleatoriamente.

Os seguintes aspectos foram analisados:

Fidelidade entre os estados finais obtidos pelas trés abordagens;

» Robustez do agrupamento em relacao a variacao de At;

Impacto do nimero de camadas agrupadas (n) sobre o desempenho;

» Profundidade total dos circuitos produzidos por cada método.

Em uma segunda fase, avaliou-se a capacidade do LGA-FQA-1 e LGA-FQA-2 em
preparar o estado fundamental do modelo ANNNI em uma cadeia de 8 sitios, comparando os
resultados com os obtidos pelo FQA convencional. O foco esteve na fidelidade do estado final

e na reducdo da profundidade do circuito.

9.3 Efeito do Reescalonamento Temporal na Convergéncia do FQA

Nesta etapa, propomos a aplicacao do método TR-FQA, que adapta o algoritmo FQA
para incorporar um reescalonamento temporal na evolucdo do sistema. O objetivo do TR-FQA é
melhorar a convergéncia e a eficiéncia do FQA, ajustando dinamicamente a funcdo de controle

ao longo do processo de evolucdo, como detalhado no Capitulo 8.

Na primeira etapa, comparou-se o TR-FALQON com o FALQON convencional, consi-

derando os seguintes aspectos:

= A fidelidade dos estados finais obtidos pelo TR-FALQON em comparacdo com o FALQON

convencional;

= A robustez do TR-FALQON frente as variagdes nos parametros a e ¢y, que controlam o

comportamento do reescalonamento temporal,

» O impacto do reescalonamento temporal na profundidade do circuito e no tempo total

de evolucdo do sistema;
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» A capacidade do TR-FALQON de gerar estados cuja solucao do problema seja claramente

evidenciada.

Para essa analise, utilizamos o problema MaxCut, em um grafo ponderado 3-regular

com 16 vértices.

Em seguida, avaliou-se a capacidade do TR-FQA para preparar o estado fundamental
do modelo ANNNI, utilizando uma cadeia de 12 sitios. Os resultados obtidos pelo TR-FQA
foram comparados com os do FQA convencional, com énfase na fidelidade dos estados finais e

na eficiéncia do algoritmo.



10 Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir da aplicacao das metodologias
descritas no Capitulo 9. As analises foram organizadas em trés frentes principais: a influéncia das
simetrias do Hamiltoniano na convergéncia do FQA, a avaliacdo do impacto do agrupamento
de camadas na preparacdo de estados, e o estudo dos efeitos do reescalonamento temporal no
desempenho do algoritmo. Cada uma dessas frentes é discutida em seces dedicadas, com base

em simulacdes numéricas e métricas especificas que permitiram comparar diferentes estratégias

e variantes do FQA.

10.1 Efeitos das Simetrias na Convergéncia do FQA
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Figura 10 — Convergéncia do FQA a partir de diferentes estados iniciais pertencentes a setores
simétricos distintos no modelo ANNNI com 4 sitios. Cada painel corresponde a um
setor de simetria diferente, e a linha tracejada indica a menor energia permitida

dentro daquele setor
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A Figura 10 apresenta a evolucdo do valor esperado da energia ao longo das camadas
do FQA, considerando diferentes estados iniciais pertencentes ao mesmo setor simétrico. As
simulacGes foram realizadas para o modelo ANNNI com uma cadeia de 4 sitios, utilizando os
parametros Kk = 0,2, g = 0,6 e passo temporal At = 0,06. Cada painel corresponde a um

setor de simetria especifico, identificado por seus nimeros quanticos p;, pr € pr.

A linha tracejada em cada grafico representa o menor valor de energia dentro da-
quele setor, que pode ou ndo coincidir com o estado fundamental do sistema. Os resultados
demonstram que, ao iniciar a evolucao com diferentes estados dentro de um mesmo setor,
todos convergem para o mesmo nivel de energia, indicando que o FQA é capaz de explorar o

subespaco simétrico adequadamente. Por exemplo:

1. No painel (a), todos os estados iniciais convergem para o estado fundamental,
2. No painel (b), para o terceiro estado excitado;
3. No painel (c), para o quinto estado excitado;

4. No painel (d), para o primeiro estado excitado.

Apesar da convergéncia para o mesmo nivel de energia dentro de cada setor, observa-se
uma diferenca no nimero de camadas necessario para atingir a convergéncia, a depender da
escolha do estado inicial. Por exemplo, no setor (p; = 0,pr = 0, pr = 0), o estado |xo,0,0,0)
e o estado |0,0,0,0) alcancam rapidamente a energia minima do setor, com menos de 200

camadas, enquanto o estado |3,0,0,0) exige mais de 1250 camadas para convergir.

Esse comportamento evidencia dois pontos principais. o FQA preserva as simetrias do
estado inicial ao longo da evolucdo. Isso implica que o algoritmo nao é capaz de transitar entre
setores distintos. Portanto, iniciar o algoritmo com um estado que n3o pertenca ao setor do

estado alvo inviabiliza a preparacao desse estado.

Embora todos os estados do mesmo setor eventualmente convirjam para a mesma
energia minima acessivel, a taxa de convergéncia depende da escolha do estado inicial. Assim,
mesmo dentro de um setor, a eficiéncia do algoritmo pode ser otimizada por uma escolha mais

adequada do ponto de partida.

Na sequéncia, investigou-se como a presenca de componentes pertencentes a setores
de simetria diferentes no estado inicial afeta a convergéncia do FQA. Para isso, analisou-se
o comportamento da energia esperada ao longo da evolucao do algoritmo para trés tipos de
estados iniciais: (i) o estado fundamental de —H,, (i) um estado excitado pertencente ao
mesmo setor que o primeiro estado excitado de H,, e (iii) a superposicdo normalizada desses

dois estados.
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Figura 11 — Convergéncia do valor esperado da energia (H); durante a evolucdo pelo FQA
para trés estados iniciais distintos: o estado fundamental de —H,, o primeiro
estado excitado com simetria compativel com a do primeiro excitado de H,,, e
a superposicdo linear normalizada de ambos. As simulacdes foram feitas para o
modelo ANNNI com diferentes conjuntos de parametros « e g indicados em cada
painel, representando trés fases distintas do sistema.
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A Figura 11 apresenta os resultados dessa andlise para o modelo ANNNI com uma
cadeia de 4 sitios, utilizando passo de tempo fixo At = 0,03, nas seguintes configuracdes de

parametros:

= Painel (a): Kk =0,2, g = 0,6 — fase ferromagnética;
» Painel (b): Kk = 0,8, g = 0,3 — antifase;

= Painel (¢): k =0,5, g = 0,8 — fase paramagnética.

O estado fundamental de —H,; foi mantido fixo em todos os casos como |xo) =
|X0,0,0,0), definido na equagdo (145). Esse estado pertence ao mesmo bloco de simetria do
estado fundamental de /1, independentemente da fase considerada. Para cada configuragao,
selecionou-se um primeiro estado excitado de —H,; que compartilha as mesmas simetrias do
primeiro estado excitado de ), na respectiva fase. Esses estados sdo denotados genericamente

por |x1), e a superposicdo utilizada foi dada por:

faup) = j§ (Ix0) + x)) - (148)

Os resultados mostram que os estados iniciais |xo) € |x1) convergem, respectivamente,
para o estado fundamental e para o primeiro estado excitado de H,,, como esperado, validando a
preservacdo das simetrias na dindmica gerada pelo FQA. Ja a evolucdo a partir da superposicao
|9sup) apresenta uma energia final que corresponde, a média das energias dos dois estados
individuais. Esse comportamento é consistente com a linearidade do valor esperado da energia,
refletindo que, em cada componente, o algoritmo respeita o confinamento setores e conduz

cada parte da superposicao a energia minima de seu respectivo setor.

Esses resultados reforcam dois pontos importantes. Primeiro, ha preservacdo de simetrias:
a evolucdo gerada pelo FQA atua separadamente em cada componente da superposicdo,
respeitando as simetrias associadas a cada termo. Nao hd mistura entre os blocos, e cada
parte evolui independentemente dentro de seu setor. Segundo, hd uma consequéncia direta
para superposicOes: a energia final de uma superposicdo de estados pertencentes a setores
diferentes ndo corresponde, necessariamente, a um estado fisico relevante, pois o resultado
é apenas a média ponderada das energias finais de cada componente, sem colapso para um
estado puramente fundamental ou excitado. Assim, estados iniciais que misturam simetrias
podem resultar em preparacdes nao ideais se o objetivo for obter um estado puro com energia

bem definida.

Por fim, analisou-se a capacidade do WFQAE em obter autovalores do Hamiltoniano

dentro de setores especificos de simetria, para diferentes escolhas de setores iniciais.

A Figura 12 mostra a convergéncia do valor esperado da energia ao longo da evolucao

para diferentes estados iniciais do WFQAE. Em cada caso, os estados iniciais foram escolhidos
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Figura 12 — Convergéncia do valor esperado da energia ao longo da evolucdo do WFQAE
para diferentes estados iniciais, organizados por setores de simetria. Cada painel
refere-se a um setor distinto: (a) (ps,pr,pr) = (0,0,0), (b) (1,1), (c) (1,2),
e (d) (1,0,0). Em cada caso, os estados iniciais foram escolhidos da base do
respectivo setor, com pesos distintos atribuidos na lei de feedback. Observa-se
que cada trajetéria converge para um autovalor do Hamiltoniano dentro do bloco
correspondente ao setor de simetria, evidenciando a capacidade do WFQAE em
explorar eficientemente o espectro restrito a cada subespaco.

a partir da base correspondente ao setor de simetria, conforme definido em (96). Os pardmetros

utilizados foram k = 0,2, g = 0,6 e passo de tempo At = 0, 06.

No painel (a), os estados iniciais pertencem a base do setor (pr, pr, pr) = (0,0,0), o
qual possui quatro estados. Os pesos utilizados na lei de feedback para esses estados foram
0,1, 0,4, 0,7 e 1. J& nos painéis (b), (c) e (d), os estados iniciais pertencem a setores de
dimens3o 2, sendo: (b) (pr,pr) = (1,1), (¢) (pr,pr) = (1,2) e (d) (pr,pr,pr) = (1,0,0).
Para esses trés setores, foram utilizados dois estados por setor, com pesos w, = 0,1 e 1.

Em todos os casos, a lei de feedback foi multiplicada por um fator 1/4 com o objetivo
de evitar que o parametro 3 se tornasse excessivamente grande, o que poderia comprometer a

estabilidade da convergéncia.
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Os resultados da figura indicam que, em todos os setores analisados, o WFQAE foi
capaz de conduzir o valor esperado da energia de cada estado inicial a convergéncia para um
autovalor do Hamiltoniano H,, contido no bloco associado ao respectivo setor de simetria.
Nota-se ainda que os estados associados aos menores pesos na funcdo de feedback tenderam
a convergir para os autovalores mais altos do setor, enquanto os estados com pesos maiores
foram direcionados aos autovalores mais baixos, coerentemente com o papel atribuido a funcao

de custo.

Esses resultados demonstram que, ao particionar o espaco de Hilbert em subespacos
correspondentes a setores com simetrias bem definidas, e nos quais o espectro de H, ndo
apresenta degenerescéncias, é possivel aplicar o WFQAE para explorar o espectro completo
dentro de cada setor. Dessa forma, contorna-se uma das principais limitacdes do algoritmo,
que ¢ a dificuldade de lidar diretamente com autovalores degenerados, permitindo assim uma

extracdo controlada dos autovalores por meio da evolucdo independente em cada subespaco.

10.2 LGA-FQA e LGA-FALQON

Nesta secao, sao apresentados os estudos realizados com os algoritmos LGA-FQA e
LGA-FALQON. As analises foram divididas em duas etapas principais. A primeira investiga o
desempenho desses algoritmos na resolucdo de problemas de otimizacdo. A segunda avalia a
eficacia do LGA-FQA na preparacdo de estados quanticos, utilizando o modelo ANNNI como

caso de teste.

A principal métrica de avaliacdo adotada foi a convergéncia do valor esperado da energia
(H,)r ao longo das iteragcdes, em fungdo da profundidade acumulada do circuito, denotada
por dj. Para fins de comparacao, essa profundidade foi normalizada pela profundidade de
uma camada padrao do FQA, representada por d,. Com isso, analisou-se o desempenho dos
algoritmos em termos da profundidade relativa di/d,. E importante destacar que a camada
agrupada do LGA-FQA-1 foi considerada equivalente a uma camada padrdo (d,), enquanto a
camada do LGA-FQA-2, devido a inclusdo de termos de segunda ordem, foi considerada com

profundidade trés vezes maior (3d,), como explicado na se¢do 7.4.

Inicialmente, analisou-se o comportamento do LGA-FALQON para diferentes ordens
de aproximacdo (primeira e segunda ordem). As simulacBes foram realizadas sobre um grafo
3-regular ponderado com 16 vértices. Para fins de comparacao, o FALQON foi executado com
passo de tempo fixo At = 0,04, valor identificado como préximo do valor critico (At.) para

essa configuracao.

A Figura 13 compara o desempenho do FALQON com o LGA-FALQON, considerando
as aproximacoes de primeira e segunda ordem no agrupamento, referidas nos graficos como
1 (LGA-FQA-1) e 2 (LGA-FQA-2), respectivamente. As simulacdes do LGA-FALQON foram

realizadas com n = 10 camadas agrupadas e At = 0, 02.
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Figura 13 — Simulacées numéricas comparando o desempenho dos algoritmos LGA-FQA e
FQA. O painel (a) mostra a convergéncia da funcdo de custo J = (vi|H |¢k)
em fungdo da profundidade relativa do circuito, dj/d,, onde d, corresponde a
profundidade de uma camada padrdo do FQA. A linha tracejada indica a energia do
estado fundamental do Hamiltoniano H,. O painel (b) apresenta a probabilidade
de obtencdo de uma solucdo correta do problema para diferentes profundidades.

Observa-se que o LGA-FALQON, nas duas ordens de aproximacao, proporciona uma
queda mais rapida no valor esperado da energia (H,) em profundidades menores, quando
comparado ao FALQON. Esse efeito é mais evidente para o LGA-FQA-1, que apresenta uma
reduc3o inicial mais acentuada devido a menor profundidade de suas camadas. No entanto,
essa aproximacdo tende a estagnacdo a partir de uma certa profundidade, limitando a melhora
na qualidade da solucdo.

Por outro lado, o LGA-FQA-2, apesar de apresentar uma queda mais lenta com o
aumento das camadas, ndo sofre com estagnacdo no intervalo observado. Com o aumento da
profundidade do circuito, essa versdo ultrapassa o desempenho do LGA-FQA-1, superando-o a
partir de di/d, ~ 300.

O algoritmo FALQON, embora apresente uma convergéncia mais gradual, também n3o
sofre interrupcdes no decaimento da energia, mantendo uma reduc3do continua ao longo das
iteracGes. Ainda assim, o LGA-FALQON foi capaz de atingir bons resultados com profundidades

menores.

No painel (b) da Figura 13, observa-se que, com profundidade relativa d/d, ~ 210, o
LGA-FQA-1 ja apresentava uma probabilidade de sucesso superior a 50%, enquanto o LGA-

FQA-2 alcancava aproximadamente 40%. Nessa mesma profundidade, o FALQON permaneceu
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Figura 14 — Comparacio entre os algoritmos FQA e LGA-FQA para diferentes valores do passo
de tempo At, com n = 10 camadas agrupadas. Os painéis (a) e (c) apresentam
a convergéncia da funcdo de custo J = (¢ |H|¢x) em funcdo da profundidade
relativa do circuito dj/d,, enquanto os painéis (b) e (d) mostram a probabilidade
de se obter uma solug&o correta para diferentes profundidades. Os painéis (a) e (b)
referem-se ao LGA-FQA-1 (primeira ordem) e os painéis (c) e (d) ao LGA-FQA-2
(segunda ordem). A linha tracejada representa a energia do estado fundamental

de H,,.
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abaixo de 10%. Ja com dj/d, ~ 420, o LGA-FQA-2 superou o desempenho do LGA-FQA-1,
atingindo uma probabilidade de sucesso acima de 70%, enquanto o FALQON atingiu pouco
mais de 30%.

Esses resultados indicam que o LGA-FALQON ¢é capaz de evidenciar a solu¢do étima
com profundidade menor que o FALQON convencional, sendo especialmente eficaz em regimes

de baixa profundidade de circuito.

Em seguida, analisou-se o comportamento do LGA-FQA variando-se dois de seus

principais parametros: o nimero de camadas agrupadas n e o passo de tempo At.

A Figura 14 apresenta a comparacdo entre os algoritmos FQA e LGA-FQA para
diferentes valores de At, mantendo-se fixo o niimero de camadas agrupadas n = 10. Os painéis
(a) e (b) mostram os resultados para a versdo de primeira ordem (LGA-FQA-1), enquanto os

painéis (c) e (d) referem-se a versdo de segunda ordem (LGA-FQA-2).

Em ambos os casos, observa-se que valores maiores de At promovem uma convergéncia
mais rapida do valor esperado da energia em relacdo a profundidade do circuito. No entanto,
essa convergéncia acelerada tende a ser seguida por estagnacdo precoce. No LGA-FQA-1, por
exemplo, com At = 0,03, a estagnacdo ocorre antes da profundidade 100, com a probabilidade
de sucesso estabilizando em torno de 40%. Ja para At = 0,01, a queda da energia é mais lenta,
mas continua, superando 80% de probabilidade em profundidade 420. O caso intermediério,
At = 0,02, apresenta desempenho intermediario, com estagnacdo um pouco mais lenta e
probabilidade final entre 50% e 60%.

No LGA-FQA-2, a convergéncia é mais gradual, e a estagnacdo é menos evidente.
Apenas o caso com At = 0,03 apresentou sinais de saturacdo, por volta da profundidade 400,
com probabilidade préxima de 70%. Para At = 0,02, observou-se o melhor desempenho: n3o
houve estagnacao no intervalo analisado, e a probabilidade de sucesso em profundidade 420
ultrapassou 70%. J& com At = 0,01, o desempenho foi inferior ao do FQA padrdo, indicando

que passos de tempo muito pequenos ndo favorecem a versao de segunda ordem.

A Figura 15 ilustra como o desempenho do LGA-FQA é impactado pelo nimero de
camadas agrupadas n, mantendo-se fixo o passo de tempo em At = 0,02. O pardmetro n

controla o niimero de camadas do FQA agrupadas em uma Unica camada efetiva.

Nos painéis (a) e (b), referentes ao LGA-FQA-1, observa-se que n = 15 proporciona
uma convergéncia rapida nas primeiras profundidades, mas essa vantagem inicial é também
limitada por uma estagnacao precoce. Em contraste, valores menores de n, como n = 5,
mantém uma evolucao mais lenta porém sustentada, alcancando desempenhos superiores em
profundidades maiores. O caso intermediario, n = 10, apresenta um balanco entre esses dois

comportamentos.

Para o LGA-FQA-2 (painéis (c) e (d)), o impacto de n segue uma tendéncia semelhante,

embora mais suave. A evolucdo é mais gradual e a estagnacdo ocorre de forma menos abrupta.
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Figura 15 — Comparacdo entre os algoritmos FQA e LGA-FQA para diferentes nimeros de
camadas agrupadas, com passo de tempo fixo At = 0,02. Os painéis (a) e (c)
apresentam a convergéncia da funcdo de custo J = (u|H|¢y) em funcdo da
profundidade relativa do circuito dj/d,, enquanto os painéis (b) e (d) mostram a
probabilidade de se obter uma solucdo correta para diferentes profundidades. Os
painéis (a) e (b) referem-se ao LGA-FQA-1 (primeira ordem) e os painéis (c) e (d)
ao LGA-FQA-2 (segunda ordem). A linha tracejada representa a energia do estado

fundamental de H,,.
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Destaca-se que, com n = 10, essa versao supera o FQA original no intervalo analisado, enquanto
n = 5 resultou em desempenho inferior ao do FQA original, sugerindo que agrupamentos
muito pequenos podem limitar a eficacia da versdo de segunda ordem.. J& para n = 15, o
desempenho é comprometido pela estagnaciao, embora menos acentuada do que na versdo de

primeira ordem.

Ao comparar as duas versdes propostas, notam-se comportamentos distintos. O LGA-
FALQON-1 tende a apresentar quedas mais acentuadas nos valores esperados da energia logo
nas primeiras iteracoes, o que favorece uma identificacao mais rapida da solucdo. Entretanto, a
estagnacdo precoce é mais frequente, especialmente para At e n elevados. J4 o LGA-FALQON-2
apresenta convergéncia mais gradual e estavel, com desempenho superior em profundidades
mais elevadas. Contudo, esse comportamento mais regular é obtido ao custo de uma camada
agrupada trés vezes mais profunda que a do FALQON padrdo, o que pode n3o ser vantajoso

em relacdo ao FALQON padréo.

Dessa forma, o LGA-FALQON-1 é mais indicado em contextos onde se busca evidenciar
rapidamente a solucdo do problema com circuitos rasos, ainda que com menor probabilidade
final de sucesso. J4 o LGA-FALQON-2, por apresentar melhor desempenho em profundidades
maiores, pode ser mais adequado quando o objetivo é maximizar a qualidade da solucdo, desde
que o orcamento de profundidade permita acomodar suas camadas mais custosas. Em ambas
as versOes, a necessidade de utilizar valores de At menores que os empregados no FQA padrao
impde um aumento no nimero total de iteracGes para alcancar convergéncia, o que deve ser

considerado na avaliacdo do custo computacional total do algoritmo.

Por fim, avaliou-se a capacidade do LGA-FQA em preparar o estado fundamental do
modelo ANNNI. Para isso, foram realizadas simulacdes considerando uma cadeia com 8 sitios

e duas configuracdes distintas dos parametros x e g.

A Figura 16 mostra a convergéncia dos algoritmos FQA, LGA-FQA-1 e LGA-FQA-2 em
funcdo da profundidade relativa do circuito, para os dois conjuntos de parametros considerados.
Em ambos os casos, as duas versdoes do LGA-FQA conseguiram aproximar-se da energia do
estado fundamental do modelo ANNNI. No entanto, observaram-se diferencas no ritmo de

convergéncia entre as versoes.

Apesar de o LGA-FQA-2 poder utilizar um nimero maior de camadas agrupadas
(n = 20) e um passo de tempo menor (At = 0.0020), a convergéncia do LGA-FQA-1 foi mais
rapida na pratica. Com n = 15 e At = 0.0015, o LGA-FQA-1 alcancou valores préximos ao
minimo da funcdo de custo em uma profundidade entorno de 280. J4 o LGA-FQA-2, embora
também tenha se aproximado da energia do estado fundamental, o fez com uma profundidade

significativamente maior, acima de 500.

Esses resultados reforcam a tendéncia observada anteriormente: o LGA-FQA-1 tende a

ser mais eficiente na obtencao de solucdes aproximadas com profundidade reduzida, enquanto
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Figura 16 — Simulacdes numéricas comparando FQA e LGA-FQA aplicados ao modelo ANNNI,
com duas configuracdes de pardmetros para uma cadeia de 8 sitios: (a) Kk =
0.2,g =0.2e(b) Kk =0.8g = 0.2. As simulacdes com LGA-FQA utilizaram a
abordagem de agrupamento, com n e At indicados em cada painel. O FQA foi
simulado com At = 0.01. As linhas tracejadas representam a energia do estado
fundamental, enquanto as curvas mostram a convergéncia da funcdo de custo
J = (Vi|H|¥)) em fun¢do da profundidade relativa dj/d,,.

o LGA-FQA-2 apresenta convergéncia mais lenta, exigindo circuitos mais profundos para atingir

desempenho semelhante.

10.3 TR-FQA e TR-FALQON

Nesta secdo, sdo apresentados os estudos realizados com os algoritmos TR-FQA e
TR-FALQON. As anélises foram divididas em duas etapas principais. A primeira avalia o
desempenho dos algoritmos na resolucdo de problemas de otimizacdo. A segunda investiga a
eficacia do TR-FQA na preparacdo de estados quanticos, utilizando o modelo ANNNI como

caso de teste.

Inicialmente, analisou-se o comportamento do TR-FALQON sob diferentes funcoes de
reescalonamento temporal, bem como a influéncia dos parametros de contracdo a e tempo final
tf. As simulacdes foram conduzidas em um grafo 3-regular ponderado com 16 vértices. Tanto o
TR-FALQON quanto o FALQON foram executados com passo de tempo fixo At = A7 = 0,04,

valor préximo ao do passo de tempo critico.

A Figura 17 compara o desempenho do FALQON com o TR-FALQON utilizando duas
funcdes de reescalonamento temporal distintas: f;, definida na Eq. (133), e f, definida na
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Figura 17 — Comparacdo do desempenho do FALQON e TR-FALQON para diferentes funcdes
de reescalonamento temporal. O painel (a) exibe a convergéncia da fun¢do objetivo
(x| H|1)y) em fun¢do do nlimero de camadas k, com a linha tracejada indicando a
energia do estado fundamental. O painel (b) apresenta as probabilidades de obter
uma solucdo do problema em certas camadas.

Eq. (134). O TR-FALQON foi simulado com a = 2 e t; = 120. Observa-se que, para ambas
as funcdes, o TR-FALQON apresenta uma queda inicial mais acentuada no valor esperado da
energia (H,,), sendo essa queda ligeiramente mais pronunciada com a fungdo f>. Contudo, apds
essa reducdo inicial, a energia tende a se estabilizar, com a simulacao usando f, estagnando

em um valor um pouco mais alto do que aquele obtido com f;.

Em contraste, o FALQON exibe uma reducdo mais lenta e continua da energia, sem
apresentar estagnacao visivel no intervalo considerado. Ainda assim, mesmo com essa limitacao,
o TR-FALQON conseguiu evidenciar solucdes corretas com menos camadas. Com 200 camadas,
a probabilidade de sucesso com a funcdo f5 se aproximou de 60%, enquanto com f; superou
30%. No mesmo niimero de camadas, o FALQON permaneceu abaixo de 10%. Com 400
camadas, o desempenho do TR-FALQON com f; superou f5, alcancando uma probabilidade
superior a 80%, enquanto f, manteve desempenho elevado, com mais de 70%. O FALQON, por
sua vez, obteve probabilidade em torno de 30%. Esses resultados indicam que o TR-FALQON
pode acelerar a convergéncia para solucGes de interesse, destacando-se em regimes de baixa

profundidade.

Em seguida, investigou-se o impacto da variagao dos parametros a e t; no desempenho

do TR-FALQON ao manter A7 fixo em 0, 04, utilizando a funcdo de reescalonamento f;.

A Figura 20 mostra a influéncia do parametro a no desempenho do TR-FALQON,
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Figura 18 — Comparacao do desempenho do FALQON e TR-FALQON para diferentes valores do
parametro de controle de contracdo temporal a. O painel (a) exibe a convergéncia
da funcdo objetivo (1| H |1) em funcdo do ndmero de camadas k, com a linha
tracejada indicando a energia do estado fundamental. O painel (b) apresenta as
probabilidades de obter uma solucdo do problema em certas camadas.

comparando diferentes valores de a com o FALQON padrdo, com t; = 120. No TR-FALQON,
observa-se que valores maiores de a aceleram a queda inicial do valor esperado da energia,
promovendo uma convergéncia mais rapida nas camadas iniciais. No entanto, esse ganho inicial
vem acompanhado de uma estagnacao prematura, em que o algoritmo atinge um patamar
intermediario e ndo avanca significativamente em direcdo ao estado fundamental nas camadas

seguintes.

Além disso, a estagnacdo ocorre em valores mais altos de energia para valores maiores
de a, o que resulta em menores probabilidades de medir os estados que codificam a solucao
do problema. J4 o FALQON exibe uma reducao mais lenta, porém constante, exigindo mais

camadas para atingir probabilidades comparaveis.

Para a = 2, o TR-FALQON teve uma queda inicial menos acentuada que paraa =3 e
a = 4, mas superou ambos em desempenho final. Com 400 camadas, a probabilidade de obter
a solucdo ultrapassou 80%. Ja para a = 4, observou-se uma rapida reducdo da energia nas
primeiras 100 camadas, seguida de uma estagnacao; a probabilidade estabilizou em torno de

50% nas camadas 200 e 400, sem ganho adicional.

Esses resultados indicam que, mantendo A7 fixo, valores maiores de a aceleram a
convergéncia inicial, mas também aumentam a tendéncia de estagnacao. Um valor intermediario

de a pode oferecer melhor equilibrio entre velocidade de convergéncia e fidelidade da solucdo.
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Figura 19 — Comparacdo do desempenho do FALQON e TR-FALQON para diferentes valores
do tempo final ;. O painel (a) exibe a convergéncia da funcdo objetivo (¢x|H |1)y)
em funcdo do niimero de camadas k, com a linha tracejada indicando a energia
do estado fundamental. O painel (b) apresenta as probabilidades de obter uma
solucdo do problema em certas camadas.

A Figura 19 apresenta uma comparacao entre o FALQON e o TR-FALQON para
diferentes valores do tempo final t¢, com o parametro de contracdo temporal fixado em a = 2.
Os resultados mostram que o desempenho do TR-FALQON ¢é sensivelmente afetado pela
escolha de t;. Valores menores de ¢y promovem uma queda mais rapida do valor esperado da
energia nas camadas iniciais, porém também induzem uma estagnacdo precoce. Por outro lado,
valores maiores de ¢ resultam em uma queda inicial mais lenta, mas permitem uma progressao

mais continua em direcdo ao estado fundamental, evitando plat6s prematuros.

Para t; = 30, observou-se uma queda acentuada até aproximadamente 200 camadas,
seguida de estagnacdo. A probabilidade de obter a solucdo do problema era cerca de 60% nessa
regido, estabilizando em torno de 70% nas camadas 400 e 500. Com ¢; = 60, a estagnagdo
ocorreu mais tardiamente, por volta da camada 300, mas com maior fidelidade: a probabilidade
ultrapassou 80%. Ja para t; = 120, o decaimento foi mais lento nas camadas iniciais, porém a
curva ultrapassou as demais por volta da camada 500, atingindo maior fidelidade que os outros

dois casos.

Esses resultados indicam que o parametro ¢ controla o ritmo de evolucdo do algoritmo:
valores menores favorecem convergéncia rapida, mas podem limitar a aproximacao ao estado
fundamental devido a estagnacdo prematura. Em contrapartida, tempos finais mais longos

permitem uma convergéncia mais lenta, porém mais eficaz em profundidades maiores.
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Por fim, analisou-se a capacidade do TR-FQA de preparar o estado fundamental no
modelo ANNNI, considerando diferentes configuracdes de cadeia L e parametros x e g do

Hamiltoniano.

(a) (b)
5] L=8k=02,g=02 5] L=8k=08,g=02
_3] —— FQA _3. —— FQA
N TR-FQA TR-FQA
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Figura 20 — Simula¢Ges numéricas comparando FQA e TR-FQA aplicados ao modelo ANNNI,
para diferentes configuracdes de cadeia e valores de x e g. As simulacGes com
TR-FQA utilizaram a fungdo de reescalonamento fi, com os valores de a e ¢
indicados em cada painel. Para cadeias com L = 8 sitios, adotou-se At =
AT = 0.01, enquanto para L = 12 sitios, usou-se At = A7 = 0.005. As linhas
tracejadas indicam a energia do estado fundamental, enquanto as curvas mostram
a convergéncia da funcdo de custo J = (V;|H|V,) em funcdo do nimero de
camadas k.

A Figura 20 apresenta os resultados da aplicacdo dos algoritmos FQA e TR-FQA ao
modelo ANNNI, considerando cadeias de tamanhos distintos. Os dados indicam que, a medida
que o nimero de sitios aumenta, sdo necessarias mais camadas para atingir a convergéncia.

Ainda assim, o TR-FQA apresenta desempenho superior em relacdo ao FQA, alcancando valores
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mais préximos da energia do estado fundamental com menos camadas.

Dentre as configuracdes testadas, o protocolo com a = 3 apresentou melhor desempenho,
reduzindo a profundidade necessaria do circuito em mais de 500 camadas em comparacdo com
o FQA padrao. Os resultados também sugerem que, para manter a eficiéncia da convergéncia
em sistemas maiores ou com valores mais altos de a, é necessério ajustar o tempo final ¢

adequadamente.



11 Conclusao

Neste trabalho, foi investigado o algoritmo de Feedback Quéantico (FQA) em diferentes
contextos, incluindo a preparacao de estados fisicos e problemas de otimizacdo combinatéria.
A analise concentrou-se na convergéncia do algoritmo e na proposicao de estratégias para
aprimorar seu desempenho. As contribuicGes foram organizadas em trés frentes: o papel das
simetrias do Hamiltoniano, a reducao da profundidade dos circuitos via agrupamento de

camadas e o uso de reescalonamento temporal.

Na primeira frente, analisou-se o impacto das simetrias do Hamiltoniano sobre a evolucao
do FQA. Verificou-se que o algoritmo preserva as simetrias do estado inicial, impedindo a
transicao entre diferentes setores do espaco de Hilbert. Isso implica que a escolha do estado
inicial é determinante para a preparacdo do estado alvo. Em particular, superposicoes entre
vetores de diferentes setores evoluem de forma independente, sem acoplamento entre os blocos.
A estrutura de blocos também foi explorada como recurso, permitindo aplicar o WFQAE em
setores n3o degenerados para extrair autovalores de forma controlada e contornar limitacdes

associadas a degenerescéncia do espectro.

Na segunda frente, foi proposta a estratégia LGA-FQA para reduzir a profundidade
dos circuitos, por meio do agrupamento de camadas. As versdes LGA-FQA-1 e LGA-FQA-2
apresentaram comportamentos distintos. A primeira demonstrou convergéncia inicial mais
rapida, porém com maior tendéncia a estagnacao em regimes de alto niimero de camadas
agrupadas ou grandes incrementos temporais. Ja a segunda versao apresentou desempenho mais
estavel e consistente em profundidades elevadas, embora com custo maior de implementacao,

dado o aumento efetivo na profundidade das camadas agrupadas.

Na terceira frente, foi introduzido o algoritmo TR-FQA, baseado no reescalonamento
temporal da dindmica de feedback, incorporado a funcdo de controle do FQA para modificar
sua evolucdo ao longo do tempo. Os resultados indicaram que o TR-FQA apresentou uma
convergéncia mais rapida que o FQA convencional, especialmente nas iteracdes iniciais. No
entanto, observou-se estagnacao da convergéncia em alguns casos, principalmente para valores
pequenos de t; e altos de a, sendo esse efeito mais recorrente com a funcdo de reescalonamento
fo do que com f;. Ainda assim, o TR-FALQON demonstrou um desempenho satisfatério em
relacdo ao FALQON.

Aplicadas ao problema MaxCut, as abordagens LGA-FALQON e TR-FALQON demons-
traram potencial na evidéncia da solucdo com baixa profundidade de circuito, mesmo sem
necessariamente atingir o estado fundamental. J4 no caso do modelo ANNNI, as estratégias
propostas permitiram a preparacdo do estado fundamental com maior eficiéncia. Esses resulta-

dos reforcam a utilidade dos métodos tanto para problemas de otimizacdo combinatéria quanto



para a simulacdo de sistemas fisicos.

Em sintese, os resultados obtidos indicam que o FQA pode ser aprimorado por meio da
exploracdo das simetrias do sistema, do agrupamento de camadas e da adaptacdo da dindmica
temporal. Essas estratégias contribuem para mitigar limitacGes relacionadas a profundidade
dos circuitos e a degenerescéncia espectral, ampliando o escopo de aplicacdo do algoritmo.
No entanto, mesmo com as melhorias propostas, o FQA e suas variantes ainda demandam
circuitos com profundidades superiores as atualmente suportadas por dispositivos quanticos
da era NISQ, limitando sua aplicacdo pratica em hardware real. Ainda assim, os resultados
fornecem um direcionamento relevante para o desenvolvimento de versdes mais eficientes e,

futuramente, compativeis com a execucdo em plataformas ruidosas.
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Apéndices



APENDICE A - Férmula de Trotter

Considere a expansdo de Taylor da exponencial de um operador A:

o0 tp
=Y AP =1+tA+ ‘A2+ ,A?’ (149)
70p.

2! 3!

Nos interessa estudar a forma da exponencial de uma soma de dois operadores hermiti-

anos A e B, ou seja:

o(A+B)t

Primeiramente, analisamos o caso em que os operadores comutam, ou seja, [A, B] = 0.

Nesse cenario, vale a relacao:

eAteBt = Z *'Ap Z qu (150)
p=0 p q=0 q

Como APB? = B1AP, podemos aplicar o produto de Cauchy para séries:

p=0 k=0

Aplicando essa férmula:

At Bt ZZ Aktk)( BP~ ktpik)

pOkO k! (p—k)!

Z Zk' AkBp k

Note que o termo dentro da soma corresponde a expansdo binomial de (A + B)?, ou

(152)

seja:

D p |
PN 1k pp—k b: k k
A+ B)P = E A*BP E 714 BP~ 1
( - ) k=0 <k> k“(p k) ( 53)
Portanto:
aept =5 a4 By
oo P! (154)



Ou seja, quando A e B comutam, a exponencial da soma ¢é igual ao produto das

exponenciais.

Nos casos em que A e B ndo comutam, ou seja, [A, B] # 0, a Eq. (154) deixa de ser
valida. Nesses cendrios, recorremos férmula de Trotter (59, 60, 61), que permite expressar a
exponencial da soma de dois operadores ndo comutantes como o limite de um produto de

exponenciais individuais:

hm (eAt/neBt/n)n _ €(A+B)t (155)

n—0o0

Para demonstrar essa relacdo, consideramos inicialmente a expansido de Taylor até a

At/n e 6Bt/n

ordem 1/n dos termos e . Como t/n é pequeno, temos:

1
et =1 4 2,4 +0 (n2> (156)

Multiplicando as duas exponenciais:

t 1
eAt/neBt/n =1+ ﬁ(A + B) + 0O (712) (157)

Agora, elevamos a equacdo (157) a poténcia n:

(eAtimetin)" = (1 +(A+B)+0 ( )) (158)

Expandindo esse termo como uma série binomial, obtemos:

(eAt/”eBt/") —1+ Z < ) tA+ B +0 (;) (159)

Para simplificar o termo binomial, analisamos:

1 nn—1)---(n—k+1)
k! nk (160)

Substituindo isso de volta na expansdo:

t(A+ B)] (1+0<;))+0<7§2) (161)

w‘,ﬁ

(eAt/neBt/n)n — ZZ:



Tomando o limite de n — 0o, os termos de ordem 1/n e 1/n? desaparecem, e obtemos:

lim (eAt/”eBt/”)n =1+> ;l[t(A + B)]* lim <1 +0 (1>) + lim O (12>
n—00 i K n—00 n n—o0 n

- 1 162

=1+ /;:1: Sl B (162)

_ (A+B)t

Ou seja, recuperamos a exponencial da soma, mesmo no caso em que os operadores

ndao comutam, através de um limite apropriado.

Essa formula é a base da aproximacdo de Trotter de primeira ordem, que pode ser

escrita como:

(A+B)t o, AN BAL | () (At3) (163)

onde At = t/n é pequeno. Para valores finitos de n, esse produto n3o é exatamente igual a

exponencial da soma, mas fornece uma boa aproximacado quando At é suficientemente pequeno.

Além disso, uma aproximacao mais precisa pode ser obtida simetricamente, utilizando

a chamada aproximac¢do de segunda ordem (Suzuki):

(A+BIAL o JANY2 BALAAY2 | 0 (Aﬁ) (164)



APENDICE B - ldentidade de
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

A ldentidade de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) permite expressar o logaritmo do

produto de duas exponenciais de operadores A e B como uma dnica exponencial (62, 63):

In (eAeB) =7 (165)
ou, de forma equivalente:
eteB =¢? (166)

O operador Z é dado por uma série que envolve comutadores entre A e B:

Z=A+ B+ A B+ A A B+ (B, [BA] + (167)

Para obter essa forma explicita de Z, é necessario analisar a acao de operadores

conjugados, em particular e Be™. Para isso, define-se a funcio:

B(t) = e Be (168)
Derivando em relacado a t:
B\ d g
— AL ABe Al _ pAL R fo—At (169)

= 4[4, Ble ! = [A, B(t)]

Derivando uma segunda vez:

T 0= G180 = | 0] = 14, B0) (170)
De forma recursiva:
d"B d" B
T (1) = [A, ST (t)] (171)

Esse comportamento pode ser descrito pela aplicacdo iterada do operador adjunto ad 4,
definido por:



ad4(B) = [A, B] (172)

Logo, a derivada de ordem n de B(t) é

d"B
dtn

(1) = (ada)"(B) (173)

Expandindo B(t) em série de Taylor ao redor de t = 0, com B(0) = B:

=B+ Z adA (174)

Para t = 1, obtém-se:

=B+ Z adA (175)

De modo analogo, pode-se demonstrar que:

e 4Bet = B+ Z

" (ad.a)"(B) (176)

Para calcular a derivada de e*®) em relacdo ao tempo, comecamos pela definicio da
série de Taylor da exponencial:

d LA d( 2 3 )
1+ A A A’ + 1
dt gt + A+ —|—3 (177)

Aplicando a regra do produto para derivadas de poténcias de A(t), obtemos:

dA

e =A+ (A/A + AA") + ;(A’AA + AAA+ AAA) + ... (178)

Essa expressdo pode ser reescrita de forma compacta como:

d A(t) n Al Am
ZZ T +1)AAA (179)

n=0m=0

dA

!
com A ==

Por outro lado, consideramos a seguinte identidade envolvendo integrais:

! dA
/0 ds (7S (180)

Expandindo as exponenciais em séries de poténcias:



/01 ds (i (1_3)%”) A (i SmAm> (181)

| |
n=0 n: m=0 m:

Multiplicando termo a termo, temos:

o0 oo AHA/ATTL nom
- z S /0 ds (1 — 5)"s (182)

A integral pode ser resolvida usando a identidade:

1 n!m!
1—s)"s"ds = ———— 183
fy (= sysmds = E (183)
Substituindo:
1 dA
ds e(1=9)AZZ —  _ATA'A™ 184
/0 g8 HZ%WX:O n+m+1) (184)
Comparando as equacdes (179) e (184), obtemos:
d aw _ /1 (1—sadA 4
aC = ds e i (185)
Multiplicando ambos os lados da equacdo (185) a esquerda por e~4, temos:
nd
e~ A / ds e sAA/ sA
dt
- / ds (A’ + Z da)" (A’))
0
Capee : (186)
<A’3 + Z adA)”(A’)>
0
da)"(A")

Essa identidade serad atil para o desenvolvimento da férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff.

Queremos agora encontrar Z(t) tal que:
etheth = ¢Z1) (187)
Derivando ambos os lados:

eiBeta b pagmy _ 20 4 20 (188)



Calculando o lado esquerdo:

e—tBe—tAﬂ(etAetB) _ e—tBe—tA<A€tAetB + etABetB)

dt
— G_tBAGtB + B
n!

:A+B+§; (adp)"(A)

Ja o lado direito da equacdo (188) pode ser expandido usando (186):

d 1
—Z(t)i Z(t) — Z/ - Z/ Z L

Assumindo uma expans&o de Taylor para Z(t):

Z(t) = Zit + Zot> + Zst® + . ..

7' =71+ 27+ 3t2 75+ ...

Calculando o comutador [Z’, Z], temos:

[Z',Z) = [Z1 + 2t Zy + 3t Z3 + ..., Zat + Zot® + Zst® + .. ]

= t*[7,, Zo) + 2t*[Zy, Z1] + O(t%)
= —t*[Z1, Zo) + O(t%)

Substituindo tudo, temos:

2 t2

(189)

(190)

(191)

(192)

(193)

At B 1A, Bl + DB [B A + OF) = Zu + 22, + 302, — |7, 2] + O() (194)

Comparando os dois lados ordem a ordem:

Zi1=A+B
Zy = 1[A, B]
Z3 L([‘47 [A7B]]+[B7 [B7AH)

12

Portanto, obtemos a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff:

ee!® = exp [ tA+tB + ﬁ v
2 12

(A, B] + ([, [A, B]) + [B,[B, A]]) + ...

(195)

(196)



Particularmente, para t = 1:

eAeP = exp <A + B+ ;[A, B+ 112([/1, (A, B]] + [B,[B, A]]) + .. ) (197)
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