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RESUMO

Neste trabalho usamos a transformada de Fourier e alguns resultados abstratos

sobre operadores fechados para definir operador maximal e operador minimal asso-

ciados a um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes. Prova-

mos a sobrejetividade do operador maximal, o que equivale à existência de soluçőes

fracas de quadrado integrável num domínio limitado, para a equação diferencial cor-

respondente. Estudamos a noção comparação de operadores diferenciais segundo

Lars Hormander estabelecendo uma condição necessária e suficiente para comparar

dois operadores diferenciais. A título de aplicação mostramos como as desigualdades

de comparação entre operadores permitem definir traços, localmente de quadrado in-

tegrável em hiperplanos, para soluções de algumas equaçőes diferenciais parciais.

Palavras-chave: Operador Diferencial Parcial Linear. Transformada de Fourier. Com-
paração de Operadores. Traço em hiperplanos.



ABSTRACT

In this work we use the Fourier transform and some abstract results about closed

operators to define maximal operator and minimal operator associated with a linear partial

differential operator with constant coefficients. We prove the surjectivity of the maximal

operator, which is equivalent to the existence of weak integrable square solutions in a

bounded domain, for the corresponding differential equation. We study the notion of

comparison of differential operators according to Lars Hormander, establishing a necessary

and sufficient condition to compare two differential operators. As an application, we show

how the inequalities of comparison between operators allow us to define locally square

integrable traces on hyperplanes, for solutions of some partial differential equations.

Keywords: Linear Partial Differential Operator. Fourier Transform. Comparison of ope-
rators. Trace on hyperplane.
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I Considerações Iniciais

I.1 Introdução

Na segunda metade do século XX houve um grande desenvolvimento da teoria ge-

ral das equações diferenciais parciais lineares, em particular, as chamadas estimativas a

priori tiveram um papel proeminente. Um dos líderes desse campo de pesquisa foi Lars

Horrmander, ganhador da Medalha Fields em 1962 por suas contribuições ao estudo dos

operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes suaves. Em seu trabalho de 1955

[5], publicado no jornal Acta Mathematica, introduziu a noção de força (strength) de um

operador diferencial parcial à coeficientes constantes bem como a caracterizou em termos

do símbolo do operador. Seja Ω um domínio limitado em Rν , seja P pDq um operador

diferencial parcial à coeficientes constantes com símbolo P pξq e seja P pαqpDq o opera-

dor diferencial parcial cujo símbolo é BαP pξq, onde α � pα1, . . . , ανq é um multi-índice,

B � pB1, . . . , Bνq e D � p�iB1, . . . ,�iBνq. Em [5] foi obtida a estimativa���P pαqpDqu
���

L2
¤ C}P pDqu}L2 , u P C8

0 pΩq,

e mais geralmente, para dois operadores diferenciais com coeficientes constantes P pDq
e QpDq, foi estabelecido uma condição necessária e suficiente para a existência de uma

constante C � CpΩ, P,Qq ¡ 0 de modo que

}QpDqu}L2 ¤ C}P pDqu}L2 , u P C8
0 pΩq

(theorem 2.2, [5]). Estas estimativas, juntamente com argumentos de dualidade levam

a resultados de existência e regularidade de soluções para equações diferenciais parciais

lineares gerais (sem especificar o tipo: parabólica, hiperbólica ou elíptica).

Em [5] Hörmander também estuda condições para existência do traço QpDqu, da

solução de P pDqu � f P L2pΩq, como função de quadrado integrável em variedades afins

9
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de Rν que interceptam Ω. Este é o caso se valer uma estimativa do tipo»
ΩXΣ

|QpDqu|2dσ ¤ C
�}P pDqu}2

L2 � }u}2
L2

�
, u P C8

0 pΩq

onde Σ é variedade afim em Rν . De fato, se P pDqu � f P L2pΩq aplica-se a última

desigualdade em un P C8
0 pΩq, onde un Ñ u e P pDqun Ñ f em L2pΩq e obtém-se o traço

QpDqu P L2pΩ X Σq. O teorema 2.8 de [5] afirma que a condição necessária e suficiente

para que exista em L2pΩXΣq o traço QpDqu é que Qpξq{ rP pξq seja de quadrado integrável,

uniformemente em variedades afins Σ1, ortogonais à Σ
�

aqui, rP pξq2 � ¸
|α|¤m

���P pαqpξq
���2 	.

O teorema 2.9 de r5s trata o mesmo tema para variedades afins Σ de dimensāo ν � 1

(hiperplanos) e Qpξq � °Nk
BP pαqpξq
Bξk

em que N � pN1, . . . , Nνq é um vetor normal à Σ.

As demais seções deste primeiro capítulo apresenta a notação usada e uma coleção

de resultados que são de fundamental importância para o desenvolvimento dos capitulos

seguintes destacando-se o teorema I.4.5.

No segundo capítulo da presente dissertação introduzimos as noções de operadores

maximal e minimal de P pDq e provamos a existência de solução fraca para a equação

P pDqu � f com f P L2pΩq dada e Ω � Rν um domínio limitado.

No terceiro capítulo introduzimos a noção de comparação de operadores e estudamos

condições necessárias e suficientes para que um operador seja mais forte que outro.

Finalmente, no quarto capítulo estudamos condições necessárias e suficientes para que

a solução de P pDqu � f tenha traço do tipo QpDqu, como função de quadrado integrável

hiperplanos.

I.2 Notações básicas

Sejam N � t1, 2, 3, . . . u o conjunto dos números naturais (ou inteiros positivos), Z� �
N Y t0u o conjunto dos números inteiros não negativos, R o conjunto dos números reais

e C o conjunto dos números complexos. Dado ν P N, seja Rν o conjunto

Rν �: tpx1, . . . , xνq;xj P R, j � 1, . . . , νu.
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Os pontos de Rν são denotados x � px1, . . . , xνq, ξ � pξ1, . . . , ξνq, etc. O conjunto Rν

munido de adição e produto por escalar usuais é um espaço vetorial sobre R com produto

interno e norma dados por:

x � ξ �:
ν̧

j�1
xjξj e |x| �:

� ν̧

j�1
x2

j

	1{2

respectivamente.

Um multi-índice é uma ν�ulpa de números inteiros não negativos denotado por α �
pα1, . . . , ανq, β � pβ1, . . . , βνq etc. O conjunto de todos os multi-índices é denotado por

Zν
�.

Sejam α, β P Zν
� e x � px1, . . . , xνq P Rν . Definimos;

piq |α| �: α1 � � � � � αν ,

piiq α � β �: pα1 � β1, . . . , αν � βνq,
piiiq xα �: xα1

1 . . . xαν
ν ,

pivq α! �: α1! . . . αν !,

pvq α ¤ β se, e somente se, αj ¤ βj, j � 1, . . . , ν e

pviq
�
α

β



�: α!

β!pα � βq! , sempre que β ¤ α.

Como usual, denotaremos Bj � B
Bxj

a derivação em relação à variável xj, j � 1, . . . , ν.

Definimos Dj �: 1
i

B
Bxj

, onde i � ?�1, e também, B �: pB1, . . . , Bνq, D �: pD1, . . . , Dνq de

modo que, para α � pα1, . . . , ανq P Zν
� tem-se;

Bα �: Bα1
1 . . . . . . Bαν

v � B|α|
Bxα1

1 . . . ..Bxαν
ν

e

Dα �: Dα1
1 � � � �Dαν

ν �
�

1
i


|α| B|α|
Bxα1

1 � � � � � Bxαν
ν

,

ou seja, Dα � p�iq|α|Bα.

Seja Ω � Rν um conjunto aberto e não vazio e seja u uma função real (ou complexa)

definida e contínua em Ω. O suporte de u é definido por

supppuq �: tx P Ωzupxq � 0u,

onde a barra sobre o conjunto denota o fecho do conjunto na topologia usual de Rν .

Seja m P Z� um inteiro não negativo. Denotamos por CmpΩq o conjunto das funções

reais (ou complexas) definidas e continuamente diferenciáveis até a ordem m em Ω, isto
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é,

CmpΩq �: tu : Ω Ñ R pou Cq; Bα é contínua em Ω, α P Zν
�, |α| ¤ mu.

C0pΩq é o conjunto das funções contínuas em Ω.

Definimos também,

Cm
0 pΩq �: tu P CmpΩq; supppuq é compacto em Ωu

e

C8
0 pΩq �:

8£
m�0

Cm
0 pΩq.

Dados m P Z� e uma coleção finita de escalares taα P C;α P Zν
�, |α| ¤ mu em que

aα � 0, para algum α, |α| � m, o polinômio de grau m em ν variáveis e coeficientes aα é

a expressão

P pξq �
¸

|α|¤m

aαξ
α,

ou ainda,

P pξ1, . . . , ξνq �
¸

α1�����αν¤m
α1,...,ανPZ�

apα1,...,ανqξ
α1
1 . . . ξαν

ν .

Ao polinômio P pξq associamos os operadores diferenciais P pBq e P pDq dados por

P pBq �
¸

|α|¤m

aαBα, B �
� B
Bx1

, . . . ,
B
Bxν

	
(I.2.1)

e

P pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α, D �

�1
i

B
Bx1

, . . . ,
1
i

B
Bxν

	
(I.2.2)

respectivamente. Ambos operadores atuam em CmpΩq de modo que, para u P CmpΩq
tem-se

rP pBquspxq �
¸

|α|¤m

aα
B|α|u

Bxα1
1 . . . Bxαν

ν

pxq, x P Ω.

rP pDquspxq �
¸

|α|¤m

aαp�iq|α| B|α|u
Bxα1

1 . . . Bxαν
ν

pxq, x P Ω.

Os operadores P pBq e P pDq são operadores diferenciais parciais lineares de ordem m

à coeficientes constantes. Neste caso o polinômio P pξq é o símbolo de P pBq e P pDq.
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Proposição I.2.1 (Fórmula de Leibniz-Hörmander). Seja P pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α um ope-

rador diferencial parcial linear de ordem m à coeficientes constantes. Então para todas

u, v P CmpΩq tem-se

P pDqpuvq �
¸

|α|¤m

Dαu
1
α!P

pαqpDqv,

onde P pαqpξq � rBαP spξq � B|α|P
Bξα1

1 . . . Bξαν
ν

pξq.

Demonstração. Para qualquer α P Zν
� com |α| ¤ m, tem-se

Bαpuvq �
¸
β¤α

�
α

β



Bα�βuBβv,

o que sugere

P pDqpuvq �
¸

|α|¤m

aαD
αpuvq �

¸
|α|¤m

DαuQαpDqv, (I.2.3)

onde Qαpξq são polinômios a serem determinados.

Tomemos upxq � eix�ξ e vpxq � eix�η de modo que puvqpxq � eix�pξ�ηq e

rP pDqpuvqspxq � P pξ � ηqeix�pξ�ηq.

O desenvolvimento de Taylor para P pξq em torno do ponto η fornece

P pξ � ηq �
¸

|α|¤m

1
α!P

pαqpηqξα.

Voltando em I.2.3 obtemos¸
|α|¤m

1
α!P

αpηqξαeix�pξ�ηq �
¸

|α|¤m

ξαeix�ξQαpηqeix�η

de onde segue ¸
|α|¤m

ξα 1
α!P

pαqpηq �
¸

|α|¤m

ξαQαpηq.

Portanto, para cada α P Zν
� com |α| ¤ m, tem-se

Qαpηq � 1
α!P

pαqpηq.

Daí, para toda u, v P CmpΩq, tem-se

P pDqpuvq �
¸

|α|¤m

Dαu
1
α!P

pαqpDqv.

■
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I.3 O espaço de Schwartz e a transformada de Fourier

Uma função u P C8pRνq é rapidamente decrescente no infinito se para todo α, β P
Zν
� tem-se

}u}α,β �: sup
xPRν

|xαBβupxq|   8.

Denotamos por S ou S pRνq a coleção de todas as funções rapidamente decrescente

no infinito;

S pRνq � tu P C8pRνq; }u}α,β   8, @α, β P Zν
�u.

Claramente S � S pRνq é um espaço vetorial e } � }α,β é semi-norma em S . O espaço

S é chamado espaço de Schwartz. Em S defini-se uma métrica por

ρpu, vq �
¸
α,β

2�|α|�|β| }u� v}α,β

1� }u� v}α,β

e prova-se que [9];

piq pS , ρq é espaço métrico completo.

piiq C8
0 pRνq é denso em S .

piiiq Se F P C8pCk,Cq com F p0q � 0 então

pf1, . . . , fkq P S k Ñ F pf1, . . . , fkq.

define um mapeamento contínuo de S k em S .

pivq Se M P C8pRνq e para todo α P Zν
�, existe N P N, c ¡ 0 tal que |BαMpxq| ¤

Cp1� |x|Nq então f ÑMf é uma transformação linear limitada de S em S .

pvq Se em adição à pivq exste n P N, c ¡ 0 tal que |Mpxq| ¥ cp1�|x|q�n então f ÑMf

é bijetivo com inversa contínua.

Definição I.3.1. Para u P S , a transformada de Fourier de u é definida por

rFuspξq � pupξq �: 1
p2πqν{2

»
Rν

e�ix�ξupxqdx. l (I.3.1)

Se upxq � e�x2{2 P S , então pupξq � e�ξ2{2, ou seja, upxq � e�x2{2 é um ponto fixo de

F .
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Seja Dξ �
�1
i

B
Bξ1

, . . . ,
1
i

B
Bξν

	
. Temos

Dα
ξ pupξq � 1

p2πqν{2
»
Rν

Dα
ξ re�ix�ξupxqsdx

� 1
p2πqν{2

»
Rν

e�ix�ξrp�xqαupxqsdx

� rF p�xqαuspξq.

Ou seja, para todo u P S tem-se

Dα
ξ pu � F pp�xqαuq. (I.3.2)

Por outro lado, integrando por partes |α| vezes na definição de Fu obtemos

rF pDαuqspξq � 1
p2πqν{2

»
Rν

e�ix�ξDαupxqdx

� 1
p2πqν{2

»
Rν

p�Dqαe�ix�ξupxqdx

� ξαpupξq.
Ou seja, zDαupξq � ξαpupξq. (I.3.3)

Se P pDq é um operador diferencial parcial linear à coeficientes constantes dado em

I.2.2 temos {P pDqupξq � P pξqpupξq. (I.3.4)

Teorema I.3.2 (Inversão da Transformada de Fourier). A transformada de Fourier é

uma bijeção linear contínua de S em S com inversa contínua dada por

rF�1vspxq � qvpxq �: 1
p2πqν{2

»
Rν

eix�ξvpξqdξ. (I.3.5)

Demonstração. Ver [11] capítulo 1. ■

Como corolário do teorema I.3.2 seguem as relações

»
Rν

upξqpvpξqdξ � »
Rν

pupxqvpxqdx,»
Rν

upξqvpξqdξ �
»
Rν

pupxqpvpxqdξ,
zu � v � p2πqν{2pupv,
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pu � pv � p2πqν{2xuv,
para todas u, v P S . Aqui

pf � gqpxq �:
»
Rν

fpx� yqgpyqdy (I.3.6)

é o produto de convolução de f e g.

Denotando

xu, vyL2 �
»
Rν

upxqvpxqdx

o produto interno do espaço L2pRνq das funções de quadrado integráveis à Lebesgue temos

as identidades de Parseval

xu, vyL2 � xpu, pvyL2 , u, v P S (I.3.7)

}u}L2 � }pu}L2 , u P S . (I.3.8)

Como S é denso em L2pRνq, usando I.3.8 é fácil verificar que a transformada de

Fourier em S estende-se de forma única para o espaço L2pRνq.

Teorema I.3.3 (Plancherel). A transformada de Fourier F e sua inversa F�1 em S

estendem-se de maneira única a um operador unitário de L2pRνq em si próprio satisfazendo

FF�1 � F�1F � I

em que I representa o operador identidade em S .

Demonstração. Ver [9], capítulo 2. ■

I.4 Distribuições

Seja Ω � Rν um conjunto aberto e não vazio.

Definição I.4.1. Um funcional linear

u : C8
0 pΩq Ñ C

é uma distribuição em Ω se para cada conjunto compacto K � Ω existirem constantes

C ¥ 0 e n P Z� tais que

|upϕq| ¤ C
¸
|α|¤n

sup
xPΩ

|Bαϕpxq| (I.4.1)

para toda função ϕ P C8
0 pΩq com suppϕ � K. l
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Dada uma distribuição u denota-se xu, ϕy ao valor de u em ϕ, isto é, upϕq � xu, ϕy .
Seja f : Ω Ñ C uma função contínua. Defina Tf : C8

0 pΩq Ñ C por

Tf pϕq �
@
Tf , ϕ

D � »
Ω
fpxqϕpxqdx, ϕ P C8

0 pΩq.

Dado K � Ω compacto, se ϕ P C8
0 pΩq é tal que suppϕ � K então

| @Tf , ϕ
D | � ��� »

Ω
fpxqϕpxqdx

��� ¤ sup
xPΩ

|ϕ|
»

K

|f |dx.

Assim, tomando N � 0 e c � ³
K
|f |dx vemos que Tf é uma distribuição em Ω.

Teorema I.4.2. Um funcional linear u : C8
0 pΩq Ñ C é uma distribuição em Ω se, e

somente se,

lim
jÑ8

@
u, ϕj

D � 0

para toda sequência pϕjq8j�1 em C8
0 pΩq convergindo para zero no seguinte sentido: existe

um compacto K � Ω tal que suppϕj � K para todo j e pBαϕjq8j�1 converge uniformemente

a zero em Ω, para todo α P Zν
�.

Demonstração. Ver [7] p.31, th.2.1.4. ■

Prova-se que existe em C8
0 pΩq uma topologia (topologia do limite indutivo) em relação

à qual uma sequência pϕjq8j�1 em C8
0 pΩq converge para ϕ P C8

0 pΩq se, e somente se,

pϕj�ϕq8j�1 converge a zero no sentido da convergência mencionada no teorema I.4.2 (Veja

[13],ch.I,8). Denota-se DpΩq ao espaço C8
0 pΩq munido dessa noção de convergência e

denota-se D 1pΩq o espaço vetorial das distribuições em Ω.

Usando o teorema I.4.2 verifica-se que, se f é localmente integrável em Ω, isto é,

f P L1
locpΩq, então

Tf : C8
0 pΩq Ñ C

definida por @
Tf , ϕ

D � »
Ω
fpxqϕpxqdx, ϕ P C8

0 pΩq (I.4.2)

é uma distribuição em Ω. Mais ainda, em vista do Lema de Du Bois Raymond ([2],

Corollary 4.24) a aplicação

f Ñ Tf

é injetiva de L1
locpΩq em D 1pΩq. Tal injeção nos permite, por exemplo, identificar uma

função f P L2pΩq com a distribuição Tf . Denotando ainda por x, yL2 o produto interno de
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L2pΩq, neste caso, (I.4.2) se torna

@
Tf , ϕ

D � Af, ϕE
L2
, ϕ P C8

0 pΩq.

Assim, dado u P L2pΩq nos referiremos à ”distribuição u” como sendo a distribuição

Tu e escreveremos

xu, ϕy �
A
u, ϕ

E
L2
, ϕ P C8

0 pΩq. (I.4.3)

Identificaremos L2pΩq como um subconjunto de D 1pΩq;

L2pΩq � D 1pΩq.

Teorema I.4.3. Seja pujq8j�1 � D 1pΩq uma sequência tal que lim
jÑ8

@
uj, ϕ

D
existe para cada

ϕ P C8
0 pΩq. Definindo

xu, ϕy �: lim
jÑ8

@
uj, ϕ

D
, ϕ P C8

0 pΩq

tem-se u P D 1pΩq.

Demonstração. Ver [7], capítulo 2. ■

Em vista do teorema I.4.4 introduzimos a seguinte definição.

Definição I.4.4. Sejam pujq8j�1 � D 1pΩq uma sequência e u P D 1pΩq. Dizemos que a

sequência pujq8j�1 converge para u se

lim
jÑ8

@
uj, ϕ

D � xu, ϕy

para toda ϕ P C8
0 pΩq. l

Proposição I.4.5. Dados f P C8pΩq e u P D 1pΩq a aplicação de DpΩq em C dada por

ϕ ÞÑ xu, fϕy , ϕ P C8
0 pΩq

define uma distribuição em Ω a qual denomina-se multiplicação de f e u e denota-se por

fu.

Demonstração. Ver [8], capítulo 2. ■
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Agora seja u : Ω Ñ C tal que Bαu é contínua em Ω. Dada ϕ P C8
0 pΩq, a fórmula de

integração por partes nos permite escrever»
Ω
ϕBαudx � p�1q|α|

»
Ω
uBαϕdx

e »
Ω
ϕDαudx � p�1q|α|

»
Ω
uDαϕdx, (I.4.4)

pois a função teste se anula numa vizinhança da fronteira de Ω.

Fazendo ϕ � v em I.4.4 e observando que

p�1q|α|
»

Ω
uDαvdx �

»
Ω
uDαvdx

obtemos »
Ω
uDαvdx �

»
Ω
vDαudx, (I.4.5)

ou seja,

xDαu, vyL2 � xu,DαvyL2 , v P C8
0 pΩq. (I.4.6)

Proposição I.4.6. Sejam u P D 1pΩq e α P Zν
�. A aplicação de DpΩq em C definida por

ϕ ÞÑ p�1q|α| xu, Bαϕy , ϕ P C8
0 pΩq

é uma distribuição em Ω, a qual denotaremos por Bαu e a chamamos de α-derivada

distribucional de u, ou α�derivada da distribuição u.

Demonstração. Ver [8], capítulo 2. ■

Segue da definição de α�derivada da distribuição u que Dαu também é uma distri-

buição e

xDαu, ϕy � p�1q|α| xu,Dαϕy , ϕ P C8
0 pΩq

em concordância com I.4.4 quando as distribuições u e Dαu são dadas por funções local-

mente integráveis em Ω.

Seja P pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α o operador como em pI.2.2q. Se u P D 1pΩq então Dαu P

D 1pΩq, |α| ¤ m. Logo a combinação linear
¸

|α|¤m

aαD
αu também é uma distribuição em Ω

pois D 1pΩq é espaço vetorial. Assim a distribuição P pDqu é dada por

@
P pDqu, ϕD � ¸

|α|¤m

aα xDαu, ϕy , ϕ P C8
0 pΩq. (I.4.7)



Distribuições 20

Definição I.4.7. Sejam Ω � Rν um conjunto aberto, P pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α dado em (I.2.2)

e u, f P D 1pΩq. Dizemos que u é solução da equação P pDqu � f no sentido de distribuições

se @
P pDqu, ϕD � xf, ϕy , ϕ P C8

0 pΩq. l (I.4.8)

Definição I.4.8. Sejam u, f P L2pΩq. Dizemos que u é solução fraca da equação

P pDqu � f

se as distribuições P pDqu e f são iguais, isto é,@
P pDqu, ϕD � Af, ϕE

L2
, ϕ P C8

0 pΩq. l (I.4.9)

Definição I.4.9. Seja P pDq um operador diferencial linear de ordem m dado em (I.2.2).

O adjunto formal de P pDq é o operador diferencial dado por

P 1pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α. (I.4.10)

l

Seja ϕ P C8
0 pΩq e u P CmpΩq. Usando a identidade (I.4.5) temos»

Ω
ϕDαudx �

»
Ω
uDαϕdx.

Agora, vamos calcular
»

Ω
ϕP pDqudx.

»
Ω
ϕP pDqudx �

»
Ω
ϕ
� ¸
|α|¤m

aαD
αu
	
dx

�
¸

|α|¤m

aα

»
Ω
ϕDαudx

�
¸

|α|¤m

aα

»
Ω
uDαϕdx

�
»

Ω
u
¸

|α|¤m

aαDαϕdx

Portanto, »
Ω
ϕP pDqudx �

»
Ω
uP 1pDqϕdx, (I.4.11)

ou em termos de produto interno@
P pDqu, ϕD

L2 �
@
u, P 1pDqϕD

L2 (I.4.12)

para toda u P CmpΩq e ϕ P C8
0 pΩq.
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Proposição I.4.10. Sejam u P L2pΩq, f P L2pΩq. A função u é solução fraca de P pDqu �
f se, e somente se, vale

@
u, P 1pDqϕD

L2 � xf, ϕyL2 , para toda ϕ P C8
0 pΩq.

Demonstração. Sejam u P L2pΩq e ϕ P C8
0 pΩq. Um cálculo direto usando (I.4.7) e (I.4.3)

fornece

@
P pDqu, ϕD �¸ aα xDαu, ϕy

�
¸

aαp�1q|α| xu,Dαϕy
�
¸

aαp�1q|α|
A
u,Dαϕ

E
L2

�
A
u,
¸

aαp�1q|α|Dαϕ
E

L2
.

Observando que,

p�1q|α|Dαϕ � Dαϕ,

obtemos, @
P pDqu, ϕD � Au, P 1pDqϕ

E
L2
.

Daí, se u é solução fraca de P pDqu � f então temos;A
f, ϕ

E
L2
� xf, ϕy � @P pDqu, ϕD � Au, P 1pDqϕ

E
L2
.

Trocando ϕ por ϕ, segue que

@
u, P 1pDqϕD

L2 � xf, ϕyL2 , para toda ϕ P C8
0 pΩq.

Fazendo o caminho inverso segue a outra direção do resultado. ■

A identidade I.4.12 mostra que solução clássica de P pDqu � f é solução fraca desta

equação.

I.5 Alguns resultados de Análise Funcional

Nesta seção veremos alguns resultados clássicos da Análise Funcional que são funda-

mentais no estudo dos principais teoremas desta dissertação. Veja, por exemplo [2],[4],[10],[11],[12]

e [13].
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Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Sejam }.}X e }.}Y as normas de X e Y

respectivamente. O produto cartesiano X � Y é também um espaço vetorial normado

com a seguinte norma;

}x}X�Y �: p}x0}2
X � }x1}2

Y q1{2, x � px0, x1q P X � Y.

Seja DpT q um subespaço vetorial de X e seja

T : DpT q � X Ñ Y

um operador linear entre X e Y , com domínio DpT q. O gráfico de T , denotado por GT ,

é o subconjunto de X � Y dado por

GT �: tpx, Txq;x P DpT qu.

O gráfico de T é subespaço vetorial de X � Y e não possui elementos da forma p0, x1q
com x1 � 0. Um subespaço linear de X � Y que não contém elementos da forma p0, x1q,
com x1 � 0, é gráfico de um, e apenas um operador linear.

Definição I.5.1. Seja T : DpT q � X Ñ Y um operador linear de X em Y.

paq T é fechado se GT é fechado em X � Y.

pbq T é fechável se o fecho GT do gráfico de T é gráfico de algum operador linear entre X e

Y. Neste caso, o operador linear cujo o gráfico é GT é chamado de fecho de T e denotado

nesta dissertação por T�. l

Da definição (I.5.1) segue que

paq T : DpT q � X Ñ Y é fechado se, e somente se;

pxnq8n�1 � DpT q, tal que xn Ñ x e Txn Ñ y acarreta x P DpT q e y � Tx.

pbq T : DpT q � X Ñ Y é fechável se, e somente se;

pxnq8n�1 � DpT q, tal que xn Ñ 0 e Txn Ñ y acarreta y � 0.

pcq Se T : DpT q � X Ñ Y é fechável e T� é seu fecho, então:

DpT�q � tx P X| Dy P Y, Dpxnq8n�1 � DpT q tais que xn Ñ x e Txn Ñ yu.

e

T�x �: y � limTxn.
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O resultado a seguir é simples, porém muito importante.

Proposição I.5.2. Seja Ω � Rν um conjunto aberto. Seja

P pDq : DpP pDqq � L2pΩq Ñ L2pΩq

o operador linear de L2pΩq em L2pΩq com domínio DpP pDqq �: C8
0 pΩq e

P pDqu �
¸

|α|¤m

aαD
αu, u P C8

0 pΩq

sendo
¸

|α|¤m

aαD
α como em (I.2.2). Então P pDq é fechável.

Demonstração. Seja pψnq8n�1 uma sequência em C8
0 pΩq tal que ψn Ñ 0 em L2pΩq e

P pDqψn Ñ v em L2pΩq, para alguma v P L2pΩq. Seja φ P C8
0 arbitrária. Usando a

continuidade do produto interno, temos

xv, φyL2 � lim
@
P pDqψn, φ

D
L2

� lim
@
ψn, P

1pDqφD
L2

� @0, P 1pDqφD
L2

� 0.

Logo v � 0, e portanto P pDq é fechável. ■

Definição I.5.3. Sejam X e Y espaços vetoriais normados e T : DpT q � X Ñ Y um

operador linear entre X e Y . Dizemos que T é limitado se existe C ¡ 0 tal que

}Tx}Y ¤ C}x}X , x P DpT q.

Neste caso definimos a norma de T como

}T }L �: sup
xPDpT q

x�0

}Tx}Y

}x}X

. l

Quando DpT q � X, denota-se LpX, Y q o espaço de todos os operadores lineares li-

mitados entre X e Y . Neste caso, }.}L é norma em LpX, Y q e se Y é espaço de Banach,

LpX, Y q também o é. Se X � Y denota-se LpXq ao espaço LpX, Y q.
O espaço X 1 �: LpX,Cq p ou LpX,Rqq é o dual de X. Claramente X 1 é espaço de

Banach com norma }.}L e seus elementos são os funcionais lineares limitados em X.

A seguir apresentamos o clássico Teorema do Gráfico Fechado e na sequência um

teorema de suma importância nessa dissertação.
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Teorema I.5.4 (Teorema do Gráfico Fechado). Sejam X, Y espaços de Banach e

T : DpT q � X Ñ Y

um operador linear fechado com DpT q fechado em X. Então T é limitado.

Demonstração. Ver [2], capítulo 2. ■

Teorema I.5.5. Sejam X, Y e Z espaços de Banach, T1 : DpT1q � X Ñ Y e T2 : DpT2q �
X Ñ Z. Se T1 é fechado, T2 fechável e DpT1q � DpT2q, então existe C ¡ 0 tal que

}T2u}2
Z ¤ Cp}T1u}2

Y � }u}2
Xq,

para todo u P DpT1q.

Demonstração. Por hipótese, GT1 é fechado, assim GT1 é um espaço de Banach. Defina

Φ : GT1 ÝÑ Z

pu, T1uq ÞÝÑ T2u
.

Vejamos que Φ é fechada. Seja pun, T1unq8n�1 uma sequência convergente em GT1 e

T2un convergente em Z. Como T1 é fechado, existe u P DpT1q tal que un Ñ u em X e

T1un Ñ T1u em Y. Por hipótese, DpT1q � DpT2q, então u P DpT2q. Além disso, como T2 é

fechável e existindo o limite T2un temos T2un Ñ T2u. Logo, Φ é fechada e pelo Teorema

do Gráfico Fechado, Φ é limitada.

Assim, existe C1 ¡ 0 tal que

}Φpu, T1uq}Z ¤ C1}pu, T1uq}GT1
, ou seja, }T2u}2

Z ¤ C1p}T1u}2
Y � }u}2

Xq.

Tomando C � C2
1 , temos

}T2u}2
Z ¤ Cp}T1u}2

Y � }u}2
Xq,

para todo u P DpT1q. ■

Seja H um espaço de Hilbert complexo com produto interno e norma dados por

xx, yyH , x, y P H

}x}H �
b
xx, xyH x P H

respectivamente.
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Teorema I.5.6 (Teorema de Representação de Riesz). Seja H um espaço de Hilbert.

Para cada funcional linear limitado F : H Ñ C, existe um único elemento ω P H tal que

Fu � xu, ωyH , u P H

e

}F }LpH,Cq � }ω}H .

Demonstração. Ver [12], capítulo 1. ■

Um operador linear T : DpT q � H Ñ H é densamente definido se o fecho de DpT q
em H é todo o espaço H, isto é,

DpT q � H.

Note que o Teorema I.5.6 pode ter como hipótese F linear, limitado e densamente

definido.

Definição I.5.7. Seja T : DpT q � H Ñ H um operador linear densamente definido. Seja

DpT �q o conjunto dos vetores ψ P H para os quais existe η P H tal que

xTφ, ψyH � xφ, ηyH , φ P DpT q.

Para cada ψ P DpT �q definimos

T �ψ � η.

O operador T � assim definido é adjunto de T. l

Observe que o funcional linear φ Ñ xTφ, ψy é limitado e densamente definido em H,

logo, do Teorema de Representação de Riesz segue que η é único, e portanto T � é bem

definido.

Para todo φ P DpT q e ψ P DpT �q temos

xTφ, ψyH � xφ, T �ψyH .

Teorema I.5.8. Seja T : DpT q � H Ñ H um operador linear densamente definido num

espaço de Hilbert H. Então

paq T � é fechado.

pbq T é fechável se, e somente se, DpT �q é denso em H. Neste caso, temos

T� � T ��.
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pcq Se T é fechável, então

pT�q� � T �.

Demonstração. Ver [10], capítulo 8. ■

Encerramos este capítulo enunciando o Teorema de Hahn-Banach no formato em que

será usado posteriormente neste trabalho.

Teorema I.5.9 (Hahn-Banach). Sejam H espaço de Hilbert, S um subespaço vetorial de

H e T : S Ñ C um funcional linear limitado satisfazendo

|Tu| ¤ C}u}H , u P S.

Então existe um funcional linear limitado G : H Ñ C tal que

Gu � Tu, u P S

e

|Gv| ¤ C}v}H , v P H.

Demonstração. Ver [12], capítulo 1. ■



II Extensões de P pDq e existência de

solução fraca

II.1 Introdução

Neste capítulo definiremos os operadores maximal e minimal relativos a um operador

diferencial parcial linear com coeficientes constantes P pDq. Mostraremos que o operador

maximal é sobrejetivo. As referências usadas aqui são [5] e [12].

II.2 Extensões de P pDq

Seja Ω � Rν um conjunto aberto. Seja

P pDq : C8
0 pΩq � L2pΩq Ñ L2pΩq (II.2.1)

o operador linear de L2pΩq em L2pΩq com domínio DpP pDqq �: C8
0 pΩq e

P pDqu �
¸

|α|¤m

aαD
αu, u P C8

0 pΩq (II.2.2)

sendo
¸

|α|¤m

aαD
α dado em (I.2.2). Como vimos na proposição I.5.2, P pDq é fechável e

isso justifica a próxima definição.

Definição II.2.1 (Operador minimal). Seja P pDq o operador diferencial parcial linear

com coeficientes constantes definido por (II.2.1) e (II.2.2). O operador minimal de P pDq,
denotado por P0, é o fecho de P pDq : C8

0 pΩq � L2pΩq Ñ L2pΩq. l

Definição II.2.2 (Operador maximal). Sejam Ω um conjunto aberto de Rν e

P pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α

27
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como em (II.2.1). Seja

P 1pDq : C8
0 pΩq � L2pΩq Ñ L2pΩq (II.2.3)

o operador linear de L2pΩq em L2pΩq com domínio DpP 1pDqq � C8
0 pΩq e

P 1pDqu �
¸

|α|¤m

aαD
αu, u P C8

0 pΩq. (II.2.4)

Definimos o operador maximal de P pDq, denotado por P2, como sendo o adjunto do

operador minimal de P 1pDq, ou seja, P2 � pP 1
0q�. l

Em geral os operadores os operadores maximal e minimal associados à
°

|α|¤m aαD
α

são distintos. Todavia, quando Ω � Rν ou Ω é um domínio limitado e tem fronteira

continuamente diferenciável tem-se P0 � P2. Não discutiremos em detalhe este assunto

por não ser o objetivo maior desta dissertação, veja por exemplo, [6] e [3].

Proposição II.2.3. Seja P pDq um operador diferencial parcial com coeficientes constan-

tes. Então u P DpP2q e P2u � f se, e somente se, u é solução fraca de

P pDqu � f em Ω.

Demonstração. Seja u P DpP2q com P2u � f. Pela definição de P2 temos

@
u, P 1

0v
D

L2 �
@pP 1

0q�u, v
D

L2 � xf, vyL2 (II.2.5)

para toda v P DpP 1
0q. Em particular, se v � ϕ P C8

0 pΩq, a identidade (II.2.5) nos fornece

@
u, P 1

0ϕ
D

L2 � xf, ϕyL2

para toda ϕ P C8
0 pΩq.

Para ϕ P C8
0 pΩq temos P 1

0ϕ � P 1pDqϕ, logo

@
u, P 1pDqϕD

L2 � xf, ϕyL2 .

Pela proposição I.4.10 segue que u é solução fraca de P pDqu � f em Ω.

Agora, suponhamos que u é solução fraca de P pDqu � f em Ω. Também da proposição

I.4.10 segue que @
u, P 1pDqϕD

L2 � xf, ϕyL2

para toda ϕ P C8
0 pΩq.
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Seja v P DpP 1
0q. Então existe pvnq8n�1 � C8

0 pΩq tal que

vn Ñ v em L2 e P 1pDqvn Ñ P 1
0v em L2.

Assim, pondo ϕ � vn, temos

@
u, P 1pDqvn

D
L2 � xf, vnyL2 .

Agora, tomando limite em ambos os lados, segue que

@
u, P 1

0v
D

L2 � xf, vyL2 .

Mas, por definição de adjunto, temos

@pP 1
0q�u, v

D
L2 �

@
u, P 1

0v
D

L2 � xf, vyL2 .

Portanto, segue que u P DpP2q e P2u � f. ■

O lema a seguir é devido à Lars Hörmander e foi apresentado em [5]. A demonstração

aqui apresentada é baseada em [12].

Lema II.2.4 ([5], Lemma 2.7). Sejam k um inteiro fixado, 1 ¤ k ¤ ν, a P R e M ¡ 0.

Sejam Ω � Rν um domínio (aberto e conexo) contido na faixa tx P Rν ; |xk � a| ¤ M{2u,
P pDq um operador diferencial parcial linear de ordem m com coeficientes constantes e

símbolo P pξq. Sejam

P pkqpξq �: BPBξk

pξq

e

P pkkqpξq �: B
2P

Bξ2
k

pξq.

Então

}P pkqpDqϕ}L2 ¤ mM}P pDqϕ}L2 ,

para toda ϕ P C8
0 pΩq, onde P pkqpDq é o operador diferencial cujo símbolo é P pkqpξq.

Demonstração. Sem perda de generalidade, vamos supor que a � 0.

Antes de mostrarmos a desigualdade desejada, vamos mostrar a seguinte desigualdade

}P pkqpDqϕ}2
L2 ¤ }P pDqϕ}L2

�
M}P pkqϕ}L2 � }P pkkqpDqϕ}L2

	
.
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Seja ϕ P C8
0 pΩq. Pela fórmula de Leibniz-Hörmander, temos$''&''%

P pDqpxkϕq � xkP pDqϕ� iP pkqpDqϕ

pP 1qpkqpDqpxkϕq � xkpP 1qpkqpDqϕ� ipP 1qpkkqpDqϕ.

Além disso, note que

}xkP
pkqpDqϕ}L2 �

� »
Ω
|xkP

pkqpDqϕ|2dx
	1{2

¤
� »

Ω

����M2 	2
P pkqpDqϕ

���2dx	1{2
� M

2 }P pkqpDqϕ}L2 .

Agora vamos calcular }P pkqpDqϕ}2. Temos

}P pkqpDqϕ}2
L2 �

A
P pkqpDqϕ, P pkqpDqϕ

E
L2
�
B�1

i
pP pDqpxkq � xkP pDqϕq, P pkqpDqϕ

F
L2

� �1
i

A
P pDqpxkϕq, P pkqpDqϕ

E
L2
� 1
i

A
xkP pDqϕ, P pkqpDqϕ

E
L2

� �1
i

A
pP 1qpkqpDqϕ, P 1pDqϕ

E
L2
� 1
i

A
P pDqϕ, xkP

pkqpDqϕ
E

L2

� �1
i

A
xkpP 1qpkqpDqϕ� ipP 1qpkkqpDqϕ, P 1pDqϕ

E
L2
� 1
i

A
P pDqϕ, xkP

pkqpDqϕ
E

L2
.

Assim, usando desigualdade triangular e Cauchy-Scharwz, obtemos

}P pkqpDqϕ}2
L2 ¤

����1
i

A
xkpP 1qpkqpDqϕ� ipP 1qpkkqpDqϕ, P 1pDqϕ

E
L2
� 1
i

A
P pDqϕ, xkP

pkqpDqϕ
E

L2

���
�
����1
i

A
xkpP 1qpkqpDqϕ� ipP 1qpkkqpDqϕ, P 1pDqϕ

E
L2

���� ���1
i

A
P pDqϕ, xkP

pkqpDqϕ
E

L2

���
�
��� AxkpP 1qpkqpDqϕ� ipP 1qpkkqpDqϕ, P 1pDqϕ

E
L2

���� ��� AP pDqϕ, xkP
pkqpDqϕ

E
L2

���
¤ }P pDqϕ}L2

�
}xkpP 1qpkqpDqϕ� ipP 1qpkqpDqϕ}L2

�
� }P pDqϕ}L2}xkP

pkkqpDqϕ}L2

¤ }P pDqϕ}L2
�
M}P pkqpDqϕ}L2 � }P pkkqpDqϕ}L2

�
.

Logo,

}P pkqpDqϕ}2
L2 ¤ }P pDqϕ}L2

�
M}P pkqpDqϕ}L2 � }P pkkqpDqϕ}L2

	
.

Agora, vamos fazer indução na ordem de P pDq. Quando m � 1, então

P pkkqpξq � B2

Bξk

P pξq � 0.

Usando a desigualdade anterior, segue que

}P pkqpDqϕ}2
L2 ¤ }P pDqϕ}L2

�
M}P pkqpDqϕ}L2�}P pkkqpDqϕ}L2

	
� }P pDqϕ}L2M}P pkqpDqϕ}L2 .
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Assim,

}P pkqpDqϕ}L2 ¤M}P pDqϕ}L2 .

Agora, suponha que

}QpkqpDqϕ}L2 ¤ pm� 1qM}QpDqϕ}L2 ,

para todo operador QpDq de ordem menor ou igual a m� 1.

Sendo P pDq de ordem m então P pkq tem ordem menor ou igual a m� 1. Dessa forma

podemos aplicar a hipótese de indução em P pkqpDq.
Isto é,

}P pkkqpDqϕ}L2 ¤ pm� 1qM}P pkqpDqϕ}L2 .

Substituindo na desigualdade provada anteriormente, temos

}P pkqpDqϕ}2
L2 ¤ }P pDqϕ}L2

�
M}P pkqpDqϕ}L2 � }P pkkqpDqϕ}L2

	
¤ }P pDqϕ}L2

�
M}P pkqpDqϕ}L2 � pm� 1qM}P pkqpDqϕ}L2

	
� }P pDqϕ}L2mM}P pkqpDqϕ}L2 .

Portanto,

}P pkqpDqϕ}L2 ¤ mM}P pDqϕ}L2 .

■

Corolário II.2.5 ([5], Lemma 2.8). Seja Ω � Rν um domínio limitado tal que

Ω � tx P Rν ; |xk � ak| ¤Mk{2, k � 1 . . . , νu.

Então para todo multi-índice µ tem-se

}P pµqpDqϕ}L2 ¤ m!Mµ

pm� |µ|q!}P pDqϕ}L2 , ϕ P C8
0 pΩq

onde M � pM1, . . . ,Mνq e P pµqpξq � rBµP spξq � B|µ|P
Bξµ1

1 . . . Bξµν
ν
pξq.

Demonstração. Note que

P pµqpDqϕ � B|µ|
Bξµ1

1 . . . Bξµν
ν
P pDqϕ � B

Bξ1

� B|µ|�1

Bξµ1�1
1 . . . Bξµν

ν

P pDqϕ
	
.

Assim, pelo lema, segue que

}P pµqpDqϕ}L2 ¤M1pm� p|µ| � 1qq
��� B|µ|�1P pDqϕ
Bξµ1�1

1 . . . Bξµν
ν

���
L2
.

Prosseguindo esse raciocínio até eliminarmos todas as derivadas, segue o resultado. ■
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Teorema II.2.6 ([5], Theorem 2.1). Seja Ω � Rν um domínio limitado e P pDq um

operador diferencial linear com coeficientes constantes de ordem m. Então existe C �
CpΩ,mq ¡ 0 tal que

}ϕ}L2 ¤ C}P pDqϕ}L2 ,

para toda ϕ P C8
0 pΩq.

Demonstração. Tome µ multi-índice tal que P pµqpξq � k, constante. Daí, P pµqpDqϕ � kϕ

e pelo corolário,

}kϕ}L2 � }P pµqpDqϕ}L2 ¤ m!Mµ

pm� |µ|q!}P pDqϕ}L2 .

Basta tomarmos C � 1
|k|

m!Mµ

pm� |µ|q! . Assim, }ϕ}L2 ¤ C}P pDqϕ}L2 . ■

II.3 Existência de solução fraca

Teorema II.3.1 ([5], Lemma 1.7). Seja Ω � Rν um domínio limitado e f P L2pΩq. A

equação P pDqu � f tem solução fraca se, e somente se, existe C ¡ 0 tal que

| xf, ϕy |L2 ¤ C}P 1pDqϕ}L2 , ϕ P C8
0 pΩq.

Demonstração. Sejam f P L2pΩq e u P L2pΩq uma solução fraca de P pDqu � f. Temos

| xf, ϕyL2 | � | @u, P 1pDqϕD
L2 | ¤ }u}L2}P 1pDqϕ}L2 .

Ou seja, se existir solução fraca da equação P pDqu � f em Ω, então existe C ¡ 0 tal que

| xf, ϕyL2 | ¤ C}P 1pDqϕ}L2 .

Suponhamos que exista C ¡ 0 tal que

| xf, ϕyL2 | ¤ C}P 1pDqϕ}L2 , ϕ P C8
0 pΩq.

Seja W � tw P L2pΩq; Dϕ P C8
0 pΩq e P 1pDqϕ � wu. Verifica-se que W é um subespaço

vetorial de L2pΩq.
Definamos em W um funcional F dado por

F pwq � xϕ, fyL2 ,

onde ϕ P C8
0 pΩq é qualquer satisfazendo P 1pDqϕ � w.
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piq F está bem definida.

Sejam ϕ1, ϕ2 P C8
0 tais que P 1pDqϕ1 � w � P 1pDqϕ2. Logo,

| xf, ϕ1 � ϕ2yL2 | ¤ C}P 1pDqpϕ1 � ϕ2q}L2 � C}0}L2 � 0.

Isto é, xf, ϕ1yL2 � xf, ϕ2yL2 .

Assim, F não depende da escolha da solução de P 1pDqϕ � w.

piiq F é um funcional linear limitado

Sejam w1, w2 P C8
0 e λ P C. Tome ϕ1, ϕ2 P C8

0 pΩq tais que P 1pDqϕ1 � w1 e

P 1pDqλ � λw2.

Da linearidade de P 1pDq temos

P 1pDqpϕ1 � λϕ2q � w1 � λw2.

Ou seja,

F pw1 � λw2q � xϕ1 � λϕ2, fy � F pw1q � λF pw2q.

Além disso,

|F pwq| � | xϕ, fy | ¤ C}P 1pDq}L2 � C}w}L2 .

Portanto, F é um funcional limitado.

Pelo teorema I.5.9 (Hahn-Banach), podemos estender F como funcional limitado em

L2pΩq.
Continuaremos a denotar por F tal extensão. Agora, pelo teorema I.5.6 (Teorema de

Representação de Riesz), existe um único u P L2pΩq tal que

F pwq � xw, uyL2

com }u}L2 � }F }LpW,Cq ¤ C.

Afirmação: A função u é uma solução fraca de P pDqu � f.

De fato, se ϕ P C8
0 pΩq então P 1pDqϕ P W. Seja w � P 1pDqϕ.

Temos @
u, P 1pDqϕD

L2 � xu,wyL2 � F pwq � xf, ϕyL2 .

Portanto, xf, ϕyL2 �
@
u, P 1pDqϕD

L2 , para toda ϕ P C8
0 . ■
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Teorema II.3.2 ([12], Corollary 1-14). Sejam Ω � Rν domínio limitado, P pDq um

operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes, e f P L2 dada. Então a

equação diferencial parcial P pDqu � f admite solução fraca.

Demonstração. Por conta do teorema II.3.1, basta provarmos que existe C ¡ 0 tal que

| xf, ϕyL2 | ¤ C}P 1pDqϕ}L2 ,

para toda ϕ P C8
0 pΩq.

Como P 1pDqϕ �
¸

|α|¤m

aαD
αϕ é também um operador diferencial linear com coeficientes

constantes, então do teorema II.2.6 segue que existe C1 ¡ 0, C1 � C1pm,Ωq tal que

}ϕ}L2 ¤ C1}P 1pDqϕ}L2 .

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigualdade anterior, temos

| xf, ϕyL2 | ¤ }f}L2}ϕ}L2 ¤ }f}L2pC1}P 1pDqϕ}L2q � C}P 1pDqϕ}L2 .

Portanto,

| xf, ϕyL2 | ¤ C}P 1pDqϕ}L2 ,

onde C � C1}f}L2 . ■

O teorema II.3.2 mostra que o operador maximal de P pDq é sobrejetivo.



III Comparação de operadores

III.1 Introdução

Neste capitulo apresentaremos a noção de comparação entre operadores diferenciais

parciais lineares com coeficientes constantes introduzida por Lars Hörmander em [5]. Afim

de simplificar a escrita adotaremos as notações

}.} , x, y

para designar a norma e o produto interno de L2pΩq para qualquer domínio Ω � Rν ,

inclusive Ω � Rν .

III.2 Comparação de Operadores Diferenciais

Seja Ω � Rν um domínio e sejam

P pDq : C8
0 pΩq � L2pΩq Ñ L2pΩq

e

QpDq : C8
0 pΩq � L2pΩq Ñ L2pΩq

operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes. Sejam P0 e Q0 os

respectivos operadores minimais de P pDq e QpDq conforme a definição II.2.1.

Definição III.2.1. Dados os operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes

constantes P e Q, dizemos que P é mais forte que Q ou que Q é mais fraco que P se

DpP0q � DpQ0q.

Se P pDq é tanto mais fraco quanto mais forte que QpDq, isto é, DpP0q � DpQ0q,
vamos dizer que P e Q são igualmente fortes. l

35
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Lema III.2.2 ([5], Lemma 1.5). Sejam P pDq e QpDq operadores diferenciais parciais

lineares com coeficientes constantes. O operador P pDq é mais forte que QpDq se, e

somente se, existe C ¡ 0 tal que

}QpDqu}2 ¤ Cp}P pDqu}2 � }u}2q, u P C8
0 pΩq. (III.2.1)

Demonstração. Suponhamos que P pDq é mais forte que QpDq. Pelo teorema I.5.5 segue

que

}Q0u}2 ¤ Cp}P0u}2 � }u}2q, u P DpP0q. (III.2.2)

Em particular, quando u P C8
0 pΩq, vale

P0u � P pDqu

e

Q0u � QpDqu.

Logo existe C ¡ 0 tal que vale (III.2.1) para toda u P C8
0 pΩq.

Agora, suponhamos que exista C ¡ 0 tal que

}QpDqu}2 ¤ Cp}P pDqu}2 � }u}2q, u P C8
0 pΩq.

Seja u P DpP0q. Então existe punq8n�1 � C8
0 pΩq tal que un Ñ u e P pDqun Ñ P0u em

L2pΩq.
Logo,

}QpDqpun � umq}2 ¤ Cp}P pDqpun � umq}2 � }pun � umq}2q.

Como pP pDqunq8n�1 e punq8n�1 convergem em L2pΩq, então são de Cauchy, logo pQpDqunq8n�1

é de Cauchy em L2pΩq e portanto convergente em L2pΩq.
Neste caso, temos QpDqun Ñ Q0u em L2pΩq e como Q0 é um operador fechado, segue

que u P DpQ0q.
Portanto DpP0q � DpQ0q, isto é, P pDq é mais forte que QpDq. ■

Agora suponhamos que Ω é um domínio limitado. Sejam P pDq e QpDq operadores

diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes nas condições do lema III.2.2.

Então,

}QpDqu}2 ¤ Cp}P pDqu}2 � }u}2q, u P C8
0 pΩq.
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Mas como Ω é limitado, pelo teorema II.2.6, existe C1 ¡ 0 tal que

}u} ¤ C1}P pDqu}, para toda u P C8
0 pΩq.

Logo, existe uma constante rC ¡ 0 tal que

}QpDqu} ¤ rC}P pDqu}, u P C8
0 pΩq.

Fazendo contas análogas as do lema III.2.2, se existir uma constante C ¡ 0 tal que

}QpDqu} ¤ C}P pDqu}, u P C8
0 pΩq, (III.2.3)

então P pDq é mais forte que QpDq.

Exemplo III.1. Sejam Ω � Rν um domínio limitado, µ P Zν
�, P pDq um operador diferen-

cial parcial linear de ordem m com coeficientes constantes e P pµqpDq o operador diferencial

cujo símbolo é P pµqpξq. Como vimos no corolário II.2.5, existe C � CpP pDq,Ω,m, µq ¡ 0

tal que

}P pµqpDqu}2 ¤ C}P pDq}2, u P C8
0 pΩq.

Logo III.2.3 vale para QpDq � P pµqpDq.
Assim P pDq é mais forte que P pµqpDq. Isto é, P pDq é mais forte que todos os operadores

diferenciais cujos símbolos são derivadas do símbolo de P pDq. l

Dado um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes P pDq cujo

símbolo é P pξq �
¸

|α|¤m

aαξ
α, associamos ao operador P pDq (ou ao polinômio P pξq) a

função

P̃ pξq �
� ¸
|α|¤m

|P pαqpξq|2
	1{2

, ξ P Rν . (III.2.4)

O lema a seguir é elementar porém muito importante na demonstração do próximo teo-

rema.

Lema III.2.3. Sejam a1, . . . , an números complexos. Então��� ņ

i�1
ai

���2 � ņ

i,j�1
aiaj.

Demonstração.

|a1 � � � � � an|2 � pa1 � � � � � anqpa1 � � � � � anq
� pa1 � � � � � anqpa1 � � � � � anq

�
ņ

i,j�1
aiaj.
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Portanto, ��� ņ

i�1
ai

���2 � ņ

i,j�1
aiaj.

■

Doravante, a fim de simplificar os cálculos e a escrita, e conforme a necessidade,

usaremos a identificação »
Ω
�
»
Rν

(III.2.5)

sempre que o integrando tiver suporte compacto em Ω.

Teorema III.2.4 ([5], Theorem 2.2). Sejam Ω � Rν um domínio limitado, QpDq um

operador diferencial parcial linear de ordem m1 com coeficientes constantes e P pDq um

operador diferencial parcial linear de ordem m2 com coeficientes constantes. Sejam rP pξq
e rQpξq as funções definidas em III.2.4 associadas à P pDq e QpDq respectivamente. Uma

condição necessária e suficiente para que P pDq seja mais forte que QpDq em Ω é que

rQpξqrP pξq ¤ C,

para todo ξ P Rν e alguma constante C ¡ 0.

Demonstração. Suponha que P pDq é mais forte que QpDq.
Sejam ψ P C8

0 pΩq, com ψ � 0, e ξ P Rν . Defina upxq � ψpxqeipx�ξq.

Pela Fórmula de Leibniz-Hörmander dada na proposição I.2.1, temos

P pDqupxq � eipx�ξq
¸

|α|¤m2

P pαqpξqD
αψpxq
α!

e

QpDqupxq � eipx�ξq
¸

|β|¤m1

QpβqpξqD
βψpxq
β! .

Defina

ψαβ �:
@
Dαψ,Dβψ

D
L2

α!β! , α, β P Zν
�.

Como P pDq é mais forte que QpDq da desigualdade (III.2.3) segue que existe C1 ¡ 0

tal que

}QpDqu}2 ¤ C1}P pDqu}2, u P C8
0 pΩq,

isto é,

@
QpDqu,QpDquD

L2 ¤ C1
@
P pDqu, P pDquD

L2 , para toda u P C8
0 pΩq.
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Logo, C ¸
|α|¤m1

QpαqpξqD
αψpxq
α! ,

¸
|β|¤m1

QpβqpξqD
βψpxq
β!

G
L2

¤

¤ C1

C ¸
|α|¤m2

P pαqpξqD
αψpxq
α! ,

¸
|β|¤m2

P pβqpξqD
βψpxq
β!

G
L2

.

Assim, obtemos¸
|α|¤m1

¸
|β|¤m1

QαpξqQβpξqψαβ ¤ C1
¸

|α|¤m2

¸
|β|¤m2

PαpξqP βpξqψαβ. (III.2.6)

Seja m o máximo das ordens de P pDq e QpDq. Assim, podemos considerar ambas as

somas em (III.2.6) com o multi-índice de norma menor ou igual a m.

Seja t � ptαq uma sequência finita de números complexos tais que tα � tα1 , onde α1 é

uma permutação de α. Defina

Qptq �:
¸

|α|¤m

¸
|β|¤m

tαtβψαβ �
»
Rν

¸
|α|¤m

¸
|β|¤m

�tαDαψpxq
α!

	�tβDβψpxq
β!

	
dx.

Do lema III.2.3, e observando que tα � tα1 obtemos

¸
|α|¤m

¸
|β|¤m

�tαDαψ

α!

	�tβDβψ

β!

	
�
��� ¸
|α|¤m

�tαDαψ

α!

	���2.
Logo, podemos reescrever Qptq como

Qptq �
¸

|α|¤m

¸
|β|¤m

tαtβψαβ �
»
Rν

��� ¸
|α|¤m

�tαDαψpxq
α!

	���2dx � ��� ¸
|α|¤m

tαD
αψ

α!

���2.
Usando a identidade de Parseval (I.3.8) e que zDαψpξq � ξαψ̂pξq, obtemos

Qptq �
»
Rν

��� ¸
|α|¤m

tαξ
α

α!

���2|ψ̂pξq|2dξ.
Assim, Qptq � 0 se, e somente se,

¸
|α|¤m

tαξ
α

α! � 0. Mas esse polinômio é idêntico ao

polinômio nulo se, e somente se, tα � 0 e portanto t � 0. Logo, Qptq é uma forma positiva

definida. Consequentemente, existe C2 ¡ 0 tal que¸
|α|¤m

|tα|2 � |t|2 ¤ C2Qptq � C2
¸

|α|¤m

¸
|β|¤m

tαtβψαβ,

onde |t| denota a norma euclidiana da sequência finita t � ptαq.
Tomando tα � Qpαqpξq, tem-se
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¸
|α|¤m

|Qpαqpξq|2 ¤ C2
¸

|α|¤m

¸
|β|¤m

QpαqpξqQpβqpξqψαβ. (III.2.7)

Sejam M1 � max
|α|,|β|¤m

!}Dα}
α! ,

}Dβψ}
β!

)
e M2 o cardinal do conjunto tγ P Zν

�; |γ| ¤ mu.

Agora, vamos analisar a expressão:¸
|α|¤m

¸
|β|¤m

P pαqpξqP pβqpξqψαβ.

Temos¸
|α|¤m

¸
|β|¤m

P pαqpξqP pβqpξqψαβ �
C ¸

|α|¤m

P pαqpξqDαψ

α! ,
¸

|β|¤m

P pβqpξqDβψ

β!

G
L2

¤
��� ¸
|α|¤m

P pαqpξqDαψ

α!

������ ¸
|β|¤m

P pβqpξqDβψ

β!

���
�
� ¸
|α|¤m

|P pαqpξq|}D
αψ}2

α!

	� ¸
|β|¤m

|P pβqpξq|}D
βψ}2

β!

	
¤M2

1

� ¸
|α|¤m

|P pαqpξq|
	� ¸

|β|¤m

|P pβqpξq|
	
.

Aplicando a desigualdade Cauchy-Schwarz em
¸

|α|¤m

|P pαqpξq| e observando que
� ¸
|α|¤m

1
	1{2

�a
M2, obtemos� ¸

|α|¤m

|P pαqpξq|
	
¤
a
M2

� ¸
|α|¤m

|P pαqpξq|2
	1{2

�
a
M2 rP pξq.

Logo, ¸
|α|¤m

¸
|β|¤m

P pαqpξqP pβqpξqψαβ ¤ C3 rP pξq2, onde C3 �M2
1M2.

Daí, usando a desigualdade (III.2.7) obtemos

rQpξq2 � ¸
|α|¤m

|Qαpξq|2 ¤ C2
¸

|α|¤m

¸
|α|¤m

QαpξqQβpξqψαβ

¤ C1C2
¸

|α|¤m

¸
|β|¤m

P pαqpξqP pβqpξqψαβ

¤ C1C2C3 rP pξq2.
Portanto, rQpξq ¤ C rP pξq, ξ P Rν
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onde C � ?
C1C2C3.

Agora provemos a recíproca. Suponhamos que existe C1 ¡ 0 tal que

rQpξq ¤ C1 rP pξq, ξ P Rν .

Então,

|Qpξq|2 ¤ rQ2pξq ¤ C1 rP 2pξq.

Seja u P C8
0 pΩq, com u � 0. Lembrando que }.} � }.}L2 , a convenção (III.2.5) e usando

a identidade de Parseval, obtemos

}QpDqu}2 � }{QpDqu}2 � }Qpξqpu}2,

isto é, »
Rν

|QpDqu|2dx �
»
Rν

|Qpξq|2|pupξq|2dξ.
Assim,

}QpDqu}2 �
»
Rν

|QpDqu|2dx �
»
Rν

|Qpξq|2|pupξq|2dξ
¤ C1

»
Rν

| rP pξq|2|pupξq|2dξ � C1

»
Rν

¸
|P pαqpξq|2|pupξq|2dξ

� C1
¸»

Rν

|P pαqpξq|2|pupξq|2dξ � C1
¸»

Rν

|P pαqpDqu|2dx

� }P pαqpDqu}2.

Mas, conforme o corolário II.2.5, para todo multi-índice α existe Cα ¡ 0 tal que

}P pαqpDqu}2 ¤ Cα}P pDqu}2.

Tome C2 � max
|α|¤m

tCαu. Neste caso, }P pαqu}2 ¤ C2}P pDqu}2, para todo α P Zν
�.

Portanto,

}QpDqu} ¤ C}P pDqu}, para toda u P C8
0 pΩq

onde C � C1C2. ■

Lema III.2.5 ([5], Lemma 1.6). Seja Ω um domínio limitado de Rν . Sejam P pDq, QpDq
operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes tal que P pDq mais

forte que QpDq. São equivalentes

piq Para todo u P DpP0q, a distribuição Q0u é dada por uma função limitada.
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piiq Existe C � CpP pDq, QpDq,Ωq ¡ 0 tal que�
sup

Ω
|QpDqu|

	2
¤ C

�
}P pDqu}2 � }u}2

	
, u P C8

0 pΩq. (III.2.8)

Mais ainda, neste caso Q0u é uniformemente contínua a menos de um conjunto de

medida nula e tende a zero na fronteira, no seguinte sentido: para todo ε ¡ 0, existe K

compacto em Rν , K � Ω, tal que

|Q0upxq|   ε em Ω�K.

Demonstração. Suponha que piq é válido. Sejam

P0 : DpP0q � L2pΩq Ñ L2pΩq

e

Q0 : DpQ0q � L2pΩq Ñ L8pΩq

os operadores minimais dados na definição II.2.1 de P pDq e QpDq respectivamente. Como

P pDq é mais forte que QpDq, então DpP0q � DpQ0q. Além disso, os espaços DpP0q, L2pΩq
e L8pΩq são espaços de Banach. Aplicando o teorema I.5.5 temos�

sup
Ω
|Q0u|

	2
¤ C

�
}P0u}2 � }u}2

	
, u P DpP0q.

Como C8
0 pΩq � DpP0q segue (III.2.8).

Agora, suponha que existe C ¡ 0 tal que (III.2.8) seja satisfeita.

Seja u P DpP0q. Então existe uma sequência punq8n�1 � C8
0 pΩq tal que un Ñ u em

L2pΩq e P pDqun Ñ P0u em L2pΩq.
Aplicando (III.2.8) em um�un, segue que pQpDqunq é de Cauchy em L8pΩq. Portanto

existe w P L8pΩq tal que QpDqun Ñ w em L8pΩq.
Sabemos que |QpDqun � w| ¤ }QpDqun � w}8 quase sempre em Ω. Assim, para cada

n P N existe En � Ω mensurável, mpEnq � 0 e

|QpDqunpxq � wpxq| ¤ }QpDqun � w}8, x P Ω� En.

Agora, seja ε ¡ 0 dado arbitrariamente. Existe n0 P N tal que

n ¡ n0 ñ }QpDqun � w}8   ε.

O conjunto E � �En é mensurável e tem medida nula. Observando que

|QpDqunpxq � wpxq| ¤ }QpDqun � w}   ε,
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para todo x P Ω � E e todo n ¡ n0 segue que pQpDqunq8n�1 converge uniformemente

para w em Ω � E. Como QpDqun é uniformemente contínua para todo n, segue que w é

uniformemente contínua em Ω� E.

Como u P DpP0q � DpQ0q e Q0 é fechado então QpDqun Ñ Q0u em L2pΩq. Logo,

existe uma subsequência punk
q8k�1 tal que QpDqunk

Ñ Q0 quase sempre em Ω.

Assim, w � Q0u quase sempre em Ω. Como Ω é um domínio limitado, segue que Q0u

é uma função limitada em Ω� E.

Agora seja ε ¡ 0. Defina fpxq � |Q0upxq| para todo x P Ω�E. Logo fpxq é contínua.

Defina K � tx P Ω� E; |fpxq| ¥ εu.
Note que K � f�1prε,8qq e, f é contínua logo K é fechado. Sendo Ω limitado e

K � Ω, concluímos que K é compacto.

Portanto, |Q0upxq|   ε em Ω�K. ■

Teorema III.2.6 ([5], Theorem 2.6). Seja Ω um domínio limitado de Rν . Sejam P pDq, QpDq
operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes tal que P pDq mais

forte que QpDq. Então, se para todo u P DpP0q, QpDqu é contínua temos

»
Rν

|Qpξq|2rP pξq2 dξ   8. (III.2.9)

Reciprocamente, se (III.2.9) for satisfeita, então QpDqu é uniformemente contínua e tende

a zero na fronteira de Ω.

Demonstração. Seja ψpxq P C8
0 pΩq. Então, usando III.2.8 temos�

sup
Ω
|ψpxqQpDqupxq|

	2
�
�

sup
K
|ψpxqQpDqupxq|

	2
¤M

�
sup

K
|QpDqupxq|

	2

¤ C
�
}P pDqu}2 � }u}2

	
,

para toda u P C8
0 pΩq, onde K denota o suporte de ψ.

Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 P Ω e ψp0q � 1. Então,

|QpDqup0q| ¤ C
�
}P pDqu}2 � }u}2

	
para toda u P C8

0 pΩq.

Seja φ P S . Defina

vpxq � p2πq�ν{2
»
Rν

φpξqrP pξqeipx�ξqdξ.

Derivando sob o sinal da integral, obtemos

P pαqpDqvpxq � p2πq�ν{2
»
Rν

φpξqrP pξqP pαqpξqeipx,ξqdξ.
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Logo,

}P pαqpDqvpxq}2 �
»
Rν

|φpξq|2rP pξq2 |P pαqpξq|2dξ

¤
»
Rν

|φpξq|2dξ � }φ}2
L2 .

Fixe χpxq P C8
0 pΩq, tal que χ � 1 numa vizinhança da origem e tome upxq � χpxqvpxq.

Pela fórmula de Leibniz-Hörmander dada na proposição I.2.1, temos

P pDqpχvq �
¸

|β|¤m

P pβqpDqvD
pβqχ

β! .

Como χ P C8
0 pΩq, existe M ¡ 0 tal que

���Dβχ

β!

��� ¤M, para todo β P Zν
� com |β| ¤ m.

Daí,

}P pDqpχvq} ¤
¸

|β|¤m

}P pβqpDqv}
���Dβχ

β!

��� ¤M
¸

|β|¤m

}P pβqpDqv}

¤ C}φ}.

Como QpDqup0q � QpDqvp0q, segue que���p2πq�ν{2
»
Rν

QpξqrP pξqφpξqdξ
��� ¤ C̃}φ}.

Isso significa que o operador

T pφq � p2πq�ν{2
»
Rν

QpξqrP pξqφpξqdξ
é linear contínuo. Do Teorema de Representação de Riesz I.5.6, existe g P L2pΩq tal que

T pφq �
»
Rν

gpξqφpξqdξ.

Logo, »
Rν

�QpξqrP pξq � gpξq
	
φpξqdξ � 0, para toda φ P S .

Portanto, QpξqrP pξq � gpξq quase sempre e segue que (III.2.9) é satisfeita.

Suponhamos agora que

M �
»
Rν

|Qpξq|2rP pξq2 dξ   8.

Podemos escrever QpDqu da seguinte maneira

QpDqupxq � 1
p2πqν{2

»
Rν

{QpDqupxqpξqeipx�ξqdξ

� 1
p2πqν{2

»
Rν

Qpξqpupξqeipx�ξqdξ.
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Assim,

|QpDqupxq|2 �
��� 1
p2πqν{2

»
Rν

Qpξqpupξqeipx�ξqdξ
���2

�
��� 1
p2πqν{2

»
Rν

QpξqrP pξqpupξq rP pξqeipx�ξqdξ
���2

¤ 1
p2πqν{2

»
Rν

���QpξqrP pξq
���2dξ »

Rν

| rP pξqpupξq|2dξ.
Logo,

|QpDqupxq|2 ¤ 1
p2πqν{2

»
Rν

���QpξqrP pξq
���2dξ »

Rν

| rP pξqpupξq|2dξ. (III.2.10)

Agora note que

| rP pξqpupξq|2 � ¸
|α|¤m

|P pαqpξqpupξq|2 � ¸
|α|¤m

| {P pαqpDqupxqpξq|2.

Além disso, pela identidade de Parseval (I.3.8) temos»
Rν

| rP pξqpupξq|2dξ � ¸
|α|¤m

»
Rν

|P pαqpξqpupξq|2dξ � ¸
|α|¤m

»
Rν

| {P pαqpDqupxqpξq|2dξ

�
¸

|α|¤m

} {P pαqpDqu}2 �
¸

|α|¤m

}P pαqpDqu}2.

Logo, substituindo as observações anteriores em (III.2.10), obtemos

|QpDqupxq|2 ¤
¸

|α|¤m

}P pαqpDqu}2.

Mas, conforme o corolário II.2.5, para todo multi-índice α existe Cα ¡ 0 tal que

}P pαqpDqu}2 ¤ Cα}P pDqu}2.

Tome C1 � max
|α|¤m

tCαu. Neste caso, }P pαqu}2 ¤ C1}P pDqu}2, para todo α P Zν
�. Assim,

existe C � C1M ¡ 0 tal que

|QpDqupxq|2 ¤ C}P pDqu}, para toda u P C8
0 pΩq.

Daí,

psup
xPΩ

|QpDqupxq|q2 ¤ C}P pDqu}, para toda u P C8
0 pΩq.

As demais afirmações seguem do lema III.2.6. ■



IV Aplicações

IV.1 Introdução

Como aplicação da teoria desenvolvida até aqui, neste capítulo estudamos o traço de

QpDqu a variedades lineares de dimensão 1 ¤ µ ¤ ν�1, sempre que u P DpP0q sendo P0 o

operador minmal de P pDq �
¸

|α|¤m

aαD
α com coeficientes constantes e QpDq um operador

diferencial parcial linear mais fraco que P pDq num domínio limitado.

Como no capítulo III adotaremos as notações }.} , x, y para designar a norma e o

produto interno de L2pΩq para qualquer domínio Ω � Rν , inclusive Ω � Rν .

IV.2 Traço de QpDqu em variedades lineares

Em todo este capítulo Ω � Rν é um domínio limitado. Denotaremos Σ uma variedade

linear de dimensão µ, 1 ¤ µ ¤ ν � 1 em Rν e denotaremos dσ área (Lebesgue) em Σ.

Assumiremos que ΣXΩ � H. Usaremos
³

Σ dσ para designar integração em Σ sempre

que o integrando tiver suporte compacto em ΣX Ω.

Suponhamos que a desigualdade

»
Σ
|QpDqϕ|2dσ ¤ Cp}P pDqϕ}2 � }ϕ}2q, (IV.2.1)

é válida para toda função ϕ P C8
0 pΩq.

Seja w P DpP0q. Então existe pwnq8n�1 � C8
0 pΩq tal que wn Ñ w em L2pΩq e P pDqwn Ñ

P0w em L2pΩq. Fazendo ϕ � wn em (IV.2.1) segue queQpDqwn é uma sequência de cauchy

em L2pΣq e portanto convergente em L2pΣq.
Verifica-se facilmente que o limite lim

nÑ8
QpDqwn em L2pΩq não depende da sequência

pwnq8n�1 escolhida. Assim, podemos definir o traço (de quadrado integrável) de QpDqw

46
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em Σ como sendo tal limite, isto é,

QpDqw �: lim
nÑ8

QpDqwn em L2pΣq.

Dado Σ com dimensão µ, denotaremos por Σ1 qualquer variedade linear de dimensão

ν � µ ortogonal à Σ

Σ1 K Σ

e denotaremos dσ1 o elemento de área (Lebesgue) em Σ1.

Teorema IV.2.1 ([5], Theorem 2.8). Sejam P pDq e QpDq operadores diferenciais parciais

lineares com coeficientes constante tal que P pDq é mais forte que QpDq em Ω. Para toda

w P DpP0q, a função QpDqw tem traço de quadrado integrável em Σ se, e somente se, QrP
é uniformemente de quadrado integrável nas variedades Σ1,Σ1 K Σ, isto é;»

Σ1

���QpξqrP pξq
���2dσ1 ¤ C, (IV.2.2)

onde P̃ pξq �
� ¸
|α|¤m

|P pαqpξq|2
	1{2

, ξ P Rν e C ¡ 0 não depende da escolha da variedade

Σ1.

Demonstração. Podemos assumir que Σ é definida pela equação

xµ�1 � 0, . . . , xν � 0.

Suponha que toda w P DpP0q tem traço QpDqw de quadrado integrável em Σ, ou seja,

a desigualdade (IV.2.1) é válida. Como Ω é limitado, pelo teorema II.2.6, existe C1 ¡ 0

tal que

}ϕ} ¤ C1}P pDqϕ},

para toda ϕ P C8
0 pΩq. Logo,»

Σ
|QpDqϕ|2dσ ¤ C2}P pDqϕ}2, ϕ P C8

0 pΩq. (IV.2.3)

Seja φ P S . Fixemos ξ1, . . . , ξµ P R e defina

vpxq �
»

Σ1

φpξqrP pξqeipx�ξqdσ1

� eipξ1x1�����ξµxµq

»
Σ1

φpξqrP pξqeipξµ�1xµ�1�����ξνxνqdσ1
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onde

dσ1 � dξµ�1 . . . dξν .

Aplicando P pαqpDq em v temos

P pαqpDqvpx1, . . . , xνq �
»

Σ1

φpξqP
pαqpξqrP pξq eipx�ξqdσ1

� eipξ1x1�����ξµxµq

»
Σ1

φpξqP
pαqpξqrP pξq eipξµ�1xµ�1�����ξνxνqdσ1.

Por conveniência identificaremos Rν com Rµ
p1,...,µq � Rν�µ

pµ�1,...,νq colocando

px1, . . . , xνq � ppx1, . . . , xµq, pxµ�1, . . . , xνqq.

Observe que podemos tratar

eipξ1x1�����ξµxµq

»
Σ1

φpξqP
pαqpξqrP pξq eipξµ�1xµ�1�����ξνxνqdσ1

como a transformada de Fourier inversa F�1
pµ�1,...,νq nas variáveis xµ�1, . . . , xν uma vez que

φrP P S (a demonstração desse fato está no Apêndice). Observe que

eipξ1x1�����ξµxµq

»
Σ1

φpξqP
pαqpξqrP pξq eipξµ�1xµ�1�����ξνxνqdσ1 �

� F�1
pµ�1,...,νq

�
p2πqpν�µq{2φpξqP

pαqpξqrP pξq eipξ1x1�����ξµxµq
	
pxµ�1, . . . , xνq.

Assim,

Fpµ�1,...,νqpP pαqpDqvpx1, . . . , xνqqppξµ�1, . . . , ξµqq �

� Fpµ�1,...,νqpF�1
pµ�1,...,νq

�
p2πqpν�µq{2φpξqP

pαqpξqrP pξq eipξ1x1�����ξµxµq
	
pxµ�1, . . . , xνqq

� p2πqpν�µq{2eipξ1x1�����ξµxµqφpξqP
pαqpξqrP pξq .

Usando a identidade de Parseval (I.3.8) para a transformada de Fourier Fpµ�1,...,νq,

temos»
Rν�µ
pµ�1,...,νq

|P pαqpDqvpxq|2dxµ�1 . . . dxν �
»

Σ1

|Fpµ�1,...,νqpP pαqpDqvpxqqpξq|2dξµ�1 . . . dξν

�
»

Σ1

���p2πqpν�µq{2eipξ1x1�����ξµxµqφpξqP
pαqpξqrP pξq

���2dξµ�1 . . . dξν

� p2πqν�µ

»
Σ1

���φpξqP pαqpξqrP pξq
���2dξµ�1 . . . dξν .
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Observando que |P pαqpξq| ¤ rP pξq, segue que

»
Rν�µ
pµ�1,...,νq

|P pαqpDqvpxq|2dxµ�1 . . . dxν ¤ p2πqν�µ

»
Σ1

|φpξq|2dξµ�1 . . . dξν .

Portanto, como dσ1 � dξµ�1 . . . dξν , então»
Rν�µ
pµ�1,...,νq

|P pαqpDqvpxq|2dxµ�1 . . . dxν ¤ p2πqν�µ

»
Σ1

|φpξq|2dσ1. (IV.2.4)

Agora considere uma função ψ P C8
0 pΩq que não seja identicamente nula em Σ e ψ é

uma função apenas de x1, . . . , xµ em uma vizinhança de Σ. Tome

upxq � ψpxqvpxq, x P Rν .

Pela Fórmula de Leibniz-Hörmander dada na proposição I.2.1, obtemos

P pDqupxq � P pDqpψpxqvpxqq �
¸

|α|¤m

Dαψpxq
α! P pαqpDqvpxq.

Assim, denotando K o suporte de ψ, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o

teorema de Fubini, temos»
Rν

|P pDqupxq|2dx �
»

K

���� ¸
|α|¤m

Dαψpxq
α! P pαqpDqvpxq

���2dxµ�1 . . . dxν

	
dx1 . . . dxµ

¤
»

K

� ¸
|α|¤m

���Dαψpxq
α!

���2	� ¸
|α|¤m

���P pαqpDqvpxq
���2	dx1 . . . dxµdxµ�1 . . . dxν

¤M

»
K

¸
|α|¤m

���P pαqpDqvpxq
���2dx1 . . . dxν ,

isto é, »
Rν

|P pDqupxq|2dx ¤M

»
K

¸
|α|¤m

���P pαqpDqvpxq
���2dx1 . . . dxν . (IV.2.5)

Seja Σ1 a projeção ortogonal de K na variedade Σ e Σ2 a projeção ortogonal de K na

variedade Σ1. Logo, usando o teorema de Tonelli-Fubini temos»
K

¸
|α|¤m

|P pαqpDqvpxq|2dx1 . . . dxν �
¸

|α|¤m

»
Σ1

� »
Σ2

|P pαqpDqvpx1, . . . , xµ, xµ�1, . . . , xνq|2dxµ�1 . . . dxν

�
dx1 . . . dxµ.
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Daí, (IV.2.5) juntamente com (IV.2.4) fornece

»
Rν

|P pDqupxq|2dx ¤M
¸

|α|¤m

»
Σ1

� »
Σ2

|P pαqpDqvpxq|2dσ1
�
dσ

¤M
¸

|α|¤m

»
Σ1

� »
Rν�µ
pµ�1,...,νq

|P pαqpDqvpxq|2dσ1
�
dσ

¤M
¸

|α|¤m

»
Σ1

�
p2πqν�µ

»
Σ1

|φpξq|2dσ1
�
dσ

�M 1

»
Σ1

|φpξq|2
� »

Σ1

dσ
	
dσ1

¤ C3

»
Σ1

|φpξq|2dσ1.

Portanto, »
Rν

|P pDqupxq|2dx ¤ C3

»
Σ1

|φpξq|2dσ1. (IV.2.6)

Para qualquer x P Rν , aplicando QpαqpDq em v temos

QpαqpDqvpx1, . . . , xνq �
»

Σ1

φpξqrP pξqQpαqpDqeipx�ξqdσ1

�
»

Σ1

φpξqQ
pαqpξqrP pξq eipx�ξqdσ1

� eipξ1x1�����ξµxµq

»
Σ1

φpξqQ
pαqpξqrP pξq eipξµ�1xµ�1�����ξνxνqdσ1.

Na variedade linear Σ temos

Qpαqvpx1, . . . , xµ, 0, . . . , 0q � eipξ1x1�����ξµxµq

»
Σ1

φpξqQ
pαqpξqrP pξq dσ1.

Para x P Σ, a Fórmula de Leibniz-Hörmander dada na proposição I.2.1 nos fornece

QpDqupxq �
�̧ Dαψpxq

α! QpαqpDqvpxq,

onde
�̧

é uma soma apenas sobre as sequências de índices 1, . . . , µ, por conta da cons-

trução de ψ.

Tome

tα �
»

Σ1

φpξqQ
pαqpξqrP pξq dσ1.

Daí, um cálculo direto fornece»
Σ
|QpDqupxq|2dσ �

�̧

α

�̧

β

ψαβtαtβ,



Traço de QpDqu em variedades lineares 51

onde ψαβ � 1
α!β!

»
Σ
DαψDβψdσ.

Já vimos na demonstração do teorema III.2.4 que a forma quadrática
�̧

α

�̧

β

ψαβtαtβ é

positiva definida. Consequentemente existe C4 ¡ 0 tal que¸
|α|¤m

|tα|2 � |t|2 ¤ C4

�̧

|α|¤m

�̧

|β|¤m

tαtβψαβ,

onde |t| denota a norma euclidiana de t � ptαq. Como |t0|2 ¤ |t|2 temos

|t0|2 �
��� »

Σ1

QpξqrP pξqφpξqdσ1
���2 ¤ C4

�̧

|α|¤m

�̧

|β|¤m

tαtβψαβ � C4

»
Σ
|QpDqupxq|2dσ.

Além disso, usando as desigualdades (IV.2.3) e (IV.2.6) segue que��� »
Σ1

QpξqrP pξqφpξqdσ1
���2 ¤ C2C4

»
Rν

|P pDqupxq|2dx ¤ C2C3C4

»
Σ1

|φpξq|2dσ1,

e portanto, ��� »
Σ1

QpξqrP pξqφpξqdσ1
���2 ¤ C

»
Σ1

|φpξq|2dσ1

para toda φ P S e algum C ¡ 0. Isto nos diz que o funcional linear em S dado por

T pφq �
»

Σ1

QpξqrP pξqφpξqdσ1
é linear e contínuo. Do Teorema de Representação de Riesz I.5.6, existe g P L2pΣ1q tal

que

T pφq �
»

Σ1

gpξqφpξqdσ1.

Logo, »
Σ1

�QpξqrP pξq � gpξq
	
φpξqdσ1 � 0, para toda φ P S .

Portanto, QpξqrP pξq � gpξq quase sempre em Σ1 para toda variedade linear Σ1 ortogonal à

Σ e toda escolha ξ1, . . . , ξµ. Logo (IV.2.2) é satisfeita para alguma constante C ¡ 0 que

não depende de Σ1.

Agora vamos provar a recíproca. Suponhamos que»
Σ1

���QpξqrP pξq
���2dσ1   C.

Para toda u P C8
0 pΩq, podemos escrever QpDqu como

QpDqupxq �
»
Rν

Qpξqpupξqeipx�ξqdξ.
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Em Σ, temos

QpDqupx1, . . . , xµ, 0, . . . , 0q �
»
Rν

Qpξqpupξqeipx1ξ1�����xµξµqdξ.

Assim, a transformada de Fourier deQpDqupx1, . . . , xµ, 0, . . . , 0q como função de x1, . . . , xµ

é

p2πq�pν�µq{2
»

Σ1

Qpξqpupξqdξµ�1 . . . dξν .

Note que, usando Cauchy-Schwarz mais uma vez e a hipótese temos���p2πq�pν�µq{2
»

Σ1

Qpξqpupξqdξµ�1 . . . dξν

���2 � p2πq�pν�µq
��� »

Σ1

QpξqrP pξq rP pξqpupξqdξµ�1 . . . dξν

���2
¤ p2πq�pν�µq

»
Σ1

���QpξqrP pξq
���2dσ1 »

Σ1

��� rP pξqpupξq���2dξµ�1 . . . dξν

¤ C1

»
Σ1

��� rP pξqpupξq���2dξµ�1 . . . dξν .

Agora, pela identidade de Parseval (I.3.8), temos»
Σ
|QpDqupxq|2dσ � p2πq�pν�µq{2

»
Σ

� »
Σ1

���Qpξqpupξq���2dξµ�1 . . . dξν

	
dξ1 . . . dξµ

¤ C

»
Σ
p
»

Σ1

��� rP pξqpupξq���2dξµ�1 . . . dξνqdξ1 . . . dξµ

� C

»
Rν

��� rP pξqpupξq���2dξ � C
¸

|α|¤m

} {P pαqpDqu}2

� C
¸

|α|¤m

}P pαqpDqu}2

¤ C1

»
Rν

���P pDqupxq���2dx.
Portanto, »

Σ
|QpDqupxq|2dσ ¤ C1

»
Rν

���P pDqupxq���2dx.
■

Lema IV.2.2. Seja pptq é um polinômio de grau n na variável real t. Então» 8

�8

|p1ptq|2
|pptq|2 � |p1ptq|2dt ¤ 4n2.

Demonstração. Sejam t1, . . . , tn os zeros de p. Então,

pptq � anpt� t1q . . . pt� tnq.
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Daí,

lnppptqq � lnpanq �
ņ

k�1
lnpt� tkq.

Derivando, obtemos
p1ptq
pptq �

ņ

k�1

1
t� tk

.

Vamos dividir a reta em dois intervalos

I1 � tt P R||Rept� tkq| ¤ 1 para algum ku

e

I2 � R� I1.

Note que

I1 �
n¤

k�1
tt P R : t P pReptkq � 1,Reptkq � 1qu.

Assim,

mpI1q ¤
ņ

k�1
mppReptkq � 1,Reptkq � 1qq �

ņ

k�1
pReptkq � 1� Reptkq � 1q � 2n,

onde m denota a medida de Lebesgue na reta.

Como
|p1ptq|2

|pptq|2 � |p1ptq|2 ¤ 1,

temos

»
I1

|p1ptq|2
|pptq|2 � |p1ptq|2 ¤

»
I1

1 � mpI1q ¤ 2n ¤ 2n2.

Além disso, como |pptq|2 ¤ |pptq|2 � |p1ptq|2, temos

|p1ptq|2
|pptq|2 � |p1ptq|2 ¤

���p1ptq
pptq

���2 � � ņ

k�1

1
|t� tk|

	2

¤ p
ņ

k�1
1qp

ņ

k�1

1
|t� tk|2 q

� n
ņ

k�1

1
|t� tk|2

Note que |t� tk|2 ¥ |Rept� tkq|2.
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Logo,»
I2

|p1ptq|2
|pptq|2 � |p1ptq|2dt ¤

»
I2

���p1ptq
pptq dt

���2 ¤ n
ņ

k�1

»
|t�tk|¥1

1
|t� tk|2dt

¤ n
� »

|t�t1|¥1

1
|Reptq � t1|2dt� � � � �

»
|t�tn|¥1

1
|Reptq � tn|2dt

	
� n2

»
|t|¥1

1
t2
dt � 2n2.

Portanto, » 8

�8

|p1ptq|2
|pptq|2 � |p1ptq|2dt ¤ 4n2.

■

Quando a variedade linear tem dimensão ν � 1 ela é chamada hiperplano.

Teorema IV.2.3. Se Σ é um hiperplano com vetor normal N � pN1, . . . , Nνq, então

existe C � CpP,Ωq ¡ 0 tal que»
Σ
|P pαq

N pDqu|2dσ ¤ C

»
Rν

|P pDqu|2dx, u P C8
0 pΩq,

onde P pαq
N pξq �

ν̧

k�1
Nk

BP pαqpξq
Bξk

� N � ∇P pαqpξq e α P Zν
�. Isto é, para todo u P DpP0q,

podemos definir o traço de P pαq
N pDqu em Σ como função localmente de quadrado integrável.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponhamos }N} � 1.

Seja

pptq � P pαqpξ � tNq.

Assim,

p1ptq � P
pαq
N pξ � tNq � N �∇P pαqpξ � tNq.

Além disso, temos

rP pξ � tNq2 �
¸

|β|¤m

|P pβqpξ � tNq|2 ¥ |P pαqpξ � tNq|2 �
ν̧

k�1

���BP pαq

Bξk

pξ � tNq
���2

� |P pαqpξ � tNq|2 �
� ν̧

k�1
N2

k

	� ν̧

k�1

���BP pαq

Bξk

pξ � tNq
���2	

¥ |P pαqpξ � tNq|2 �
��� ν̧

k�1
Nk

BP pαq

Bξk

pξ � tNq
���2

� |pptq|2 � |p1ptq|2.
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Então, rP pξ � tNq2 �
¸

|β|¤m

|P pβqpξ � tNq|2 ¥ |pptq|2 � |p1ptq|2.

Logo, » 8

�8

���P pαq
NrP pξ � tNq

���2dt ¤ » 8

�8

|p1ptq|2
|p1ptq|2 � |pptq|2 ¤ 4n2.

Portanto, pelo teorema anterior com QpDq � P
pαq
N pDq segue que

»
Σ
|P pαq

N pDqu|2dσ ¤ C

»
Rν

|P pDqu|2dx, u P C8
0 pΩq.

■

Exemplo IV.1. Seja ν � n� 1, Rn�1 � tpx1, . . . , xn, tq ;xi P R, t P R, i � 1, . . . , nu com

n P N. Seja Σ um hiperplano em Rn�1 com vetor normal N � pN1, . . . , Nn, Ntq e seja

P pξq o polinômio dado por

P pξq � ξ2
t �

ņ

i�1
ξ2

i , ξ � pξ1, . . . , ξn, ξtq.

Neste caso, P pDq é dado por

P pDqu � ∆px1,...,xnqu�
B2u

Bt2 ,

conhecido como D’Alembertiano associado a equação da onda.

Seja Ω � Rn�1 um domínio limitado para o qual os operadores maximal e minimal

associados à P pDq são iguais.

Assuma que Ω X Σ � H. Para α � p0, . . . , 0q, o operador P pαq
N pDqu � PNpDq do

teorema IV.2.3 é dado por

PNpDq � 2
i

�
Nt

B
Bt �

ņ

i�1
Ni

B
Bxi

	
,

denominado operador derivada conormal associada ao operador P pDq e ao hiperplano Σ.

O teorema IV.2.3 nos garante que existe C � CpP,Ωq ¡ 0 tal que

»
Σ
|PNpDqu|2dσ ¤ C

»
Rν

|P pDqu|2dx, u P C8
0 pΩq.

Logo podemos definir o traço de quadrado integrável em ΣXΩ para a função PNpDqu
sempre que u P L2pΩq e P pDqu P L2pΩq.
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Observe que se o hiperplano Σ é paralelo ao eixo t, então Nt � 0. Logo,

PNpDq � �2
i

ņ

i�1
Ni

B
Bxi

� �2
i

B
BNp1,...,nq

,

onde B
BNp1,...,nq

é a derivada normal usual ao longo de Σ na direção normal à Σ (veja [1]).■
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V Apêndice

Lema V.0.1. Sejam

P pDq �
¸

aαD
α

como em I.2.2,

P̃ pξq �
� ¸
|α|¤m

|P pαqpξq|2
	1{2

e ϕ P S . Então
ϕpξqrP pξq P S .

Ideia da demonstração:

Queremos provar que

sup
���ξβBα

� ϕpξqrP pξq
	���   8, para todos α, β P Zν

�.

Suponhamos |α| � 1.

Neste caso, Bα � B
Bξj

, para algum j P Z�. Como

ϕpξqrP pξq rP pξq � ϕpξq,

temos
B
Bξj

� ϕpξqrP pξq rP pξq
	
� Bϕpξq

Bξj

.

Usando a regra do produto segue que

B
Bξj

� ϕpξqrP pξq
	 rP pξq � ϕrP pξq B rP pξqBξj

� Bϕpξq
Bξj

.

Agora note que
B rP pξq2
Bξj

� Bp rP pξq rP pξqq
Bξj

� 2 rP pξqB rP pξqBξj
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e daí,
B rP pξq
Bξj

� 1
2 rP pξq B rP pξq

2

Bξj

.

Substituindo na fórmula anterior, temos

B
Bξj

� ϕpξqrP pξq
	
� 1rP pξq BϕpξqBξj

� ϕpξqrP pξq2 B rP pξq
2

Bξj

.

Como podemos limitar
1rP pξq ¤ 1

c
,

ϕ está no espaço de Schwartz e rP pξq2 é um polinômio, segue que

sup
���ξβ B

Bξj

� ϕpξqrP pξq
	��� ¤ sup |ξ

β

c

Bϕpξq
Bξj

���� sup
���ξβ

c3 ϕpξq
B rP pξq2
Bξj

���   8.

Suponhamos agora que |α| � 2. Aqui temos dois casos a considerar. Podemos derivar

na mesma direção duas vezes ou em direções distintas.

Já temos que
B
Bξj

� ϕpξqrP pξq
	 rP pξq2 � Bϕpξq

Bξj

rP pξq � ϕpξqB
rP pξq
Bξj

.

Derivando novamente na mesma direção, obtemos

B2

Bξ2
j

� ϕpξqrP pξq
	
� B2ϕpξq

Bξ2
j

1rP pξq � ϕrP pξq2 B
2 rP pξq
Bξ2

j

� 1rP pξq2 B rP pξq
2

Bxj

B
Bξj

� ϕpξqrP pξq
	
.

Aqui só precisamos analisar o termo B2 rP pξq
Bξ2

j

.

Já tínhamos que

2 rP pξqB rP pξqBξj

� B rP pξq2
Bξj

.

Derivando e fazendo alguns substituições, obtemos

B2 rP pξq
Bξ2

j

� 1
2 rP pξq B

2 rP pξq2
Bξ2

j

� 1
4 rP pξq3

�B rP pξq2
Bξj

	2
.

Fazendo observações similares ao caso anterior, obtemos

sup
���ξβ B2

Bξ2
j

� ϕpξqrP pξq
	���   8.

Para o segundo caso, quando temos derivadas em direções diferentes, obtemos

rP pξq2 B2

BξiBξj

� ϕpξqrP pξq
	
� B2ϕpξq
BξiBξj

rP pξq � ϕpξqB
2 rP pξq
BξiBξj

� B rP pξq
Bξi

B
Bξj

� ϕpξqrP pξq
	
.
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De forma similar ao que fizemos antes, vamos obter

sup
���ξβ B2

BξiBξj

� ϕpξqrP pξq
	���   8.

Para |α| � 3, vamos fazer o caso mais geral em que as três direções são diferentes.

Temos a seguinte identidade

B3

BξlBξiBξj

� ϕpξqrP pξq
	 rP 2pξq � B rP pξq2

Bξl

B2

BξiBξj

� ϕpξqrP pξq
	
� B3ϕpξq
BξlBξiBξj

rP pξq � B rP pξq
Bξl

B2ϕpξq
BξiBξj

� Bϕ
Bξl

B2 rP
BξiBξj

� ϕ
B3 rP

BξlBξiBξj

� B2 rP
BξlBξi

B
Bξj

� ϕpξqrP pξq
	
� B rP 2

Bξi

B2

BξlBξj

� ϕpξqrP pξq
	

Nós precisamos análisar apenas o termo

B3 rP pξq
BξlBξiBξj

.

Já temos que

2 rP pξqB rP pξqBξj

� B rP pξq2
Bξj

e
B2 rP pξq
Bξ2

j

� 1
2 rP pξq B

2 rP pξq2
Bξ2

j

� 1
4 rP pξq3

�B rP pξq2
Bξj

	2
.

Além disso, derivando a primeira expressão mais duas vezes em direções diferentes,

vamos obter

2 rP pξq B3 rP pξq
BξlBξiBξj

� B3 rP pξq2
BξlBξiBξj

� 2B
rP pξq
Bξj

B2 rP pξq
BξlBξi

� 2B
rP pξq
Bξl

B2 rP pξq
BξiBξj

� 2B
rP pξq
Bξi

B2 rP pξq
BξlBξj

Segue do que já foi feito anteriormente que podemos colocar tal derivada em função

de rP pξq2 que é um polinômio e portanto estará em S .

Disso segue que

sup
���ξβ B2

BξlBξiBξj

� ϕpξqrP pξq
	���   8.

Para o caso geral, basta prosseguir com tal raciocínio e usar o princípio de indução.


