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RESUMO

Neste trabalho usamos a transformada de Fourier e alguns resultados abstratos
sobre operadores fechados para definir operador maximal e operador minimal asso-
ciados a um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes. Prova-
mos a sobrejetividade do operador maximal, o que equivale a existéncia de solucdes
fracas de quadrado integravel num dominio limitado, para a equagéo diferencial cor-
respondente. Estudamos a nogcdo comparacao de operadores diferenciais segundo
Lars Hormander estabelecendo uma condicdo necessaria e suficiente para comparar
dois operadores diferenciais. A titulo de aplicacado mostramos como as desigualdades
de comparacgao entre operadores permitem definir tragcos, localmente de quadrado in-

tegravel em hiperplanos, para solugdes de algumas equacdes diferenciais parciais.

Palavras-chave: Operador Diferencial Parcial Linear. Transformada de Fourier. Com-
paracao de Operadores. Trago em hiperplanos.



ABSTRACT

In this work we use the Fourier transform and some abstract results about closed
operators to define maximal operator and minimal operator associated with a linear partial
differential operator with constant coefficients. We prove the surjectivity of the maximal
operator, which is equivalent to the existence of weak integrable square solutions in a
bounded domain, for the corresponding differential equation. We study the notion of
comparison of differential operators according to Lars Hormander, establishing a necessary
and sufficient condition to compare two differential operators. As an application, we show
how the inequalities of comparison between operators allow us to define locally square

integrable traces on hyperplanes, for solutions of some partial differential equations.

Keywords: Linear Partial Differential Operator. Fourier Transform. Comparison of ope-
rators. Trace on hyperplane.
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I Consideracoes Iniciais

I.1 Introducao

Na segunda metade do século XX houve um grande desenvolvimento da teoria ge-
ral das equacOes diferenciais parciais lineares, em particular, as chamadas estimativas a
priori tiveram um papel proeminente. Um dos lideres desse campo de pesquisa foi Lars
Horrmander, ganhador da Medalha Fields em 1962 por suas contribuicoes ao estudo dos
operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes suaves. Em seu trabalho de 1955
[5], publicado no jornal Acta Mathematica, introduziu a nocao de forca (strength) de um
operador diferencial parcial a coeficientes constantes bem como a caracterizou em termos
do simbolo do operador. Seja 2 um dominio limitado em R”, seja P(D) um operador
diferencial parcial & coeficientes constantes com simbolo P(£) e seja P (D) o opera-
dor diferencial parcial cujo simbolo é 0*P(§), onde o = (aq,...,q,) é um multi-indice,

0= (01,...,0,) e D =(—idy,...,—i0d,). Em [5] foi obtida a estimativa
\POD)| | <CIP(Dulez, we CFQ),

e mais geralmente, para dois operadores diferenciais com coeficientes constantes P(D)
e Q(D), foi estabelecido uma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma

constante C' = C(Q2, P,Q) > 0 de modo que
|Q(D)ullr2 < CIP(D)ufr2,  ue CF(€)

(theorem 2.2, [5]). Estas estimativas, juntamente com argumentos de dualidade levam
a resultados de existéncia e regularidade de solugdes para equagoes diferenciais parciais
lineares gerais (sem especificar o tipo: parabdlica, hiperbdlica ou eliptica).

Em [5] Hormander também estuda condigdes para existéncia do trago Q(D)u, da

solugdao de P(D)u = f € L*(f2), como fungao de quadrado integrdvel em variedades afins

9
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de R” que interceptam €). Este é o caso se valer uma estimativa do tipo

L § Q(D)ulPdo < C (|P(D)ullzz + |ulf2), we CP(Q)

onde Y é variedade afim em R”. De fato, se P(D)u = f € L*(Q2) aplica-se a ultima,
desigualdade em u,, € CF(2), onde u,, — u e P(D)u, — f em L*(2) e obtém-se o trago
Q(D)u e L*(Q nX). O teorema 2.8 de [5] afirma que a condi¢io necesséria e suficiente
para que exista em L2(Q2AX) o traco Q(D)u é que Q(£)/P(€) seja de quadrado integréavel,
uniformemente em variedades afins ¥’ ortogonais a X (aqul P Z ‘P 0‘) ‘ )

|a|<m
O teorema 2.9 de [5] trata o mesmo tema para variedades afins ¥ de dimensao v — 1

(hiperplanos) e Q(&) = Y. N, &P (f)

As demais secoes deste prlmelro capitulo apresenta a notagao usada e uma colecao

em que N = (Ny,...,NN,) é um vetor normal a X.

de resultados que sao de fundamental importancia para o desenvolvimento dos capitulos

seguintes destacando-se o teorema 1.4.5.

No segundo capitulo da presente dissertacao introduzimos as nocoes de operadores

maximal e minimal de P(D) e provamos a existéncia de solucao fraca para a equagio

P(D)u = f com fe L*(Q) dada e Q = R” um dominio limitado.

No terceiro capitulo introduzimos a nogao de comparacao de operadores e estudamos

condicoes necessarias e suficientes para que um operador seja mais forte que outro.

Finalmente, no quarto capitulo estudamos condi¢des necessarias e suficientes para que
a solugdo de P(D)u = f tenha traco do tipo Q(D)u, como fungao de quadrado integravel

hiperplanos.

1.2 Notacoes basicas

Sejam N = {1,2,3,...} o conjunto dos nimeros naturais (ou inteiros positivos), Z, =
N U {0} o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos, R o conjunto dos nimeros reais

e C o conjunto dos niumeros complexos. Dado v € N, seja R” o conjunto

R” = {(z1,..., 2, );2; € R, j=1,... v}



Notacoes basicas 11

Os pontos de R” sdo denotados = = (x1,...,2,), £ = (&,...,&), etc. O conjunto R”
munido de adi¢ao e produto por escalar usuais é um espaco vetorial sobre R com produto

interno e norma dados por:

v v 1/2
x.gz:z%gj e |z| =: (Zw?)
j=1 j=1

respectivamente.

Um multi-indice ¢ uma r—ulpa de nimeros inteiros nao negativos denotado por o =

(o1,...,0), 8 = (B1,...,5,) etc. O conjunto de todos os multi-indices é denotado por
7.
Sejam «, B € Z e x = (x1,...,x,) € R”. Definimos;

) |a| oty

(i

(i) ax B = (a1 £ B1,...,0, £ 5,),

(1i1) x® =: 2t .. ad,

() o =t aq!. ..l

(v) o < 3 se, e somente se, o; < f;,7=1,...,ve

ol

(vi) <5> =: Blla—B)1 sempre que § < «

Como usual, denotaremos 0; = (97:] a derivacao em relacao a variavel x;,j =1,...,v.
Definimos D; = 152 onde i = v/—1, e também, 0 =: (01,...,9,),D =: (Dy,...,D,) de
modo que, para @ = (o, ..., q,) € Z" tem-se;

N N N olal
0% =101t 0," = Fr TR

o] ]
1 0
DY = D™ ....DY — [ =
1 v <Z> ax?la$3u7
ou seja, D* = (—i)lelo~.

Seja 2 < R” um conjunto aberto e nao vazio e seja u uma fungdo real (ou complexa)

definida e continua em 2. O suporte de u é definido por

supp(u) =: {z € u(a) # 0},

onde a barra sobre o conjunto denota o fecho do conjunto na topologia usual de R”.
Seja m € Z, um inteiro nao negativo. Denotamos por C"™(2) o conjunto das fungoes

reais (ou complexas) definidas e continuamente diferenciaveis até a ordem m em (2, isto
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C™(Q) = {u:Q— R (ouC);0" é continua em Q, € Z%, || < m}.

CY(2) é o conjunto das fungoes continuas em €.

Definimos também,

CJ () =: {u e C™(Q); supp(u) é compacto em Q}

CP(Q) = O Cm(Q).

Dados m € Zy e uma colecao finita de escalares {a, € C;a € Z%,|a| < m} em que
a, # 0, para algum «, |a| = m, o polindmio de grau m em v varidveis e coeficientes a, é

a expressao

P(f) = Z aa§a7

laj<m

ou ainda,

P, &)= D, Oapanfi’ -6

Ao polinémio P(§) associamos os operadores diferenciais P(0) e P(D) dados por

9 0
P@) = Y a.0%, 0= (8361833) (1.2.1)

laj<m

1 0 16)

P(D) = ) a.D", DZ(iaxl’“"z’axV

|a|<m

(1.2.2)

respectivamente. Ambos operadores atuam em C™(2) de modo que, para u € C™ ()

tem-se

ol
P@u]() = Y GQM(x),xE Q.

laly,
[P(D)u)(z) = > aa(—z’)a|a$a(a¢), req.

aq a o
P V5 it d
‘a|<m 1 v

Os operadores P(0) e P(D) sao operadores diferenciais parciais lineares de ordem m

a coeficientes constantes. Neste caso o polinomio P(&) é o simbolo de P(0) e P(D).
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Proposigao 1.2.1 (Férmula de Leibniz-Hérmander). Seja P(D) = Z ao, D um ope-
la|<m
rador diferencial parcial linear de ordem m a coeficientes constantes. Entao para todas

u,v e C™(Q) tem-se

ZDO‘ P(O‘ (D),

|a|<m

olelp

onde P (¢) = [0°P](€) = W(f)

Demonstragio. Para qualquer o € Z com |a| < m, tem-se
0% (uv) = Z (a) 0 Pud’v,
B<a 6

0 que sugere

Z ao D (uv) Z DuQ.(D)v, (1.2.3)

laj<m laj<m
onde @, (&) sdao polindmios a serem determinados.

Tomemos u(z) = ¢ e v(z) = € de modo que (uv)(z) = = EFM e

[P(D)(uwv)](z) = P(€ + n)e ¢,

O desenvolvimento de Taylor para P(£) em torno do ponto 7 fornece
1 « «
PE+m) = Y, —Pme
IE

Voltando em 1.2.3 obtemos

Z ;'Pa( goc iz (E+n) _ Z ga ZIEQ za:n

lajsm lal<m

de onde segue

> 5“ PO(n) = > £*Qaln)

|al<m |o|<m

Portanto, para cada o € Z* com |a| < m, tem-se

1

Qa(n) = — P (n).

Dai, para toda u,v € C™({2), tem-se

= > D P(O‘ (D).

|a|<m
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I.3 O espaco de Schwartz e a transformada de Fourier

Uma fungao u € C*(RY) é rapidamente decrescente no infinito se para todo a, 5 €
7" tem-se

lulla,s =: sup |2*0%u()| < oo.

zeRY

Denotamos por . ou .(R”) a colecao de todas as fungoes rapidamente decrescente

no infinito;

Z(R") = {ue C®R"); |ullap < 0,Va, B € Z }.
Claramente . = ./(R") é um espaco vetorial e | - ||o,5 ¢ semi-norma em .. O espago
& é chamado espaco de Schwartz. Em . defini-se uma métrica por

22 la|—|g] I — Ve, lu — v]ap

L+ Jlu—vfa,s

e prova-se que [9];
(1) (-, p) é espago métrico completo.
(17) C$(R”) é denso em .&.
(iii) Se F e C*®(CF,C) com F(0) = 0 entdo

(fla"'mfk) eyk _)F(flvafk)
define um mapeamento continuo de .#* em .7.
(iv) Se M € C*(R”) e para todo a € Z%, existe N € N,¢ > 0 tal que |0*M(z)| <
C(1 + |z|Y) entdo f — M f é uma transformacao linear limitada de . em ..
(v) Se em adigao a (iv) exste n € N, ¢ > 0 tal que |M(z)| = ¢(1+ |x|) ™ entdo f — M f

é bijetivo com inversa continua.

Definicao 1.3.1. Para u € ., a transformada de Fourier de u é definida por

[Fu](§) = u(§) = (273)”/2 JRV e u(x)dr. [ (L.3.1)

Se u(z) = e 2 € .Z, entdo U(£) = e €72, ou seja, u(z) = e **/2 é um ponto fixo de

F.
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_ 10 10
SeJaDg— <Za§1’7zagy .

Ou seja, para todo u € . tem-se

-

cu=F((—x)%). (I.3.2)

Por outro lado, integrando por partes |a| vezes na definigdo de .#u obtemos

F D" = o | e Dl
1 o —iz:
= Gy Jy(—D) e " Su(x)dr
= £°0(6).
Ou seja,
Deu(g) = €70(8). (1.3.3)

Se P(D) é um operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes dado em

1.2.2 temos

P(D)u(§) = P(&)u(s)- (1.3.4)

Teorema 1.3.2 (Inversao da Transformada de Fourier). A transformada de Fourier é

uma bijecao linear continua de . em . com inversa continua dada por

.7 1](z) = 0(x) =: (271'1)”/2 JV ey (€)de. (1.3.5)

Demonstragao. Ver [11] capitulo 1. |

Como corolario do teorema [.3.2 seguem as relagoes

| w@n©de - | apwis

RI/

|| wit@ae - | awnt

RI/

w+v = (2m)"*a0,
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0«0 = (2m)"*u,
para todas u,v € .. Aqui
(f=g)(@) = | [flz—y)gly)dy (L.3.6)
RV

é o produto de convolugao de f e g.

Denotando

e = | ule)@ds

v

o produto interno do espaco L*(R”) das funcdes de quadrado integréveis a Lebesgue temos

as identidades de Parseval

(u,v)2 = U 0)p2, u,v €S (1.3.7)

lulze = J[ullz2, we .. (1.3.8)

Como . é denso em L?(R¥), usando 1.3.8 é f4cil verificar que a transformada de

Fourier em . estende-se de forma tnica para o espaco L*(R").

Teorema 1.3.3 (Plancherel). A transformada de Fourier % e sua inversa %! em .%

estendem-se de maneira tinica a um operador unitério de L?(IR”) em si préprio satisfazendo
FF ' =F \F =1
em que [ representa o operador identidade em .#.

Demonstragao. Ver [9], capitulo 2. [ |

1.4 Distribuicoes

Seja €2 < R” um conjunto aberto e nao vazio.

Definicao 1.4.1. Um funcional linear

é uma distribuicdo em €2 se para cada conjunto compacto K < {2 existirem constantes
C >0eneZ. tais que

[u(@)| < C ), sup|a“o(x)] (1.4.1)

lal<n €2

para toda funcio ¢ € C°(Q2) com supp¢ < K. []
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Dada uma distribuigao u denota-se (u, ¢y ao valor de u em ¢, isto é, u(¢) = {u, ¢).

Seja f :  — C uma funcéo continua. Defina T : Ci°(2) — C por

75(0) = (Tr.0) = | f@)ola)in,o € O ().

Dado K < Q compacto, se ¢ € C°(£2) é tal que supp ¢ < K entao

20y = | | r)otis] < supiel | Iflds
Q €l K
Assim, tomando N =0e ¢ = SK | fldx vemos que Ty é uma distribuicao em €.

Teorema I.4.2. Um funcional linear u : C°(©2) — C é uma distribuicdo em € se, e

somente se,
I S =
Jim Cu, ;) =0
para toda sequéncia (¢;)52; em Cg°(2) convergindo para zero no seguinte sentido: existe

um compacto K < ) tal que supp ¢; = K para todo j e (0“¢;)7; converge uniformemente

a zero em {2, para todo o € Z.
Demonstrag¢do. Ver [7] p.31, th.2.1.4. |

Prova-se que existe em C¢°(€2) uma topologia (topologia do limite indutivo) em relagao
a qual uma sequéncia (¢;)52; em Cg°(Q2) converge para ¢ € Cg°(€2) se, e somente se,
(¢j — ¢)72, converge a zero no sentido da convergéncia mencionada no teorema 1.4.2 (Veja
[13],ch.I,8). Denota-se Z(2) ao espago C°(€2) munido dessa nogao de convergéncia e
denota-se 2'(Q2) o espago vetorial das distribui¢oes em €.

Usando o teorema 1.4.2 verifica-se que, se f é localmente integrdvel em (), isto é,
fe L} (), entao

Ty : CP(Q2) - C
definida por
(T}, ) = L f@)o(r)de, ¢ CP(Q) (142)

¢ uma distribuigdo em 2. Mais ainda, em vista do Lema de Du Bois Raymond ([2],
Corollary 4.24) a aplicagao
f—= 1T

é injetiva de L},.(Q) em 2'(Q2). Tal injegdo nos permite, por exemplo, identificar uma

funcdo f € L*(Q2) com a distribui¢do T. Denotando ainda por {, );» o produto interno de
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L?(92), neste caso, (1.4.2) se torna

Ty oy={$9) ,, oeCF(®).

Assim, dado u € L?(Q) nos referiremos a "distribuicao u” como sendo a distribuicao

T, e escreveremos

oy =(ud) . 9eCFQ). (1.4.3)
Identificaremos L?*(€2) como um subconjunto de 2'(Q);
L*(Q) < 2'(Q).

Teorema 1.4.3. Seja (u;)52, < 2'(2) uma sequéncia tal que lir& <uj, ¢> existe para cada
]—)
¢ € CF(Q). Definindo
.6y = lim Cuy, 0y, 6€ CF(Q)

tem-se u € 2'(Q).
Demonstragdo. Ver [7], capitulo 2. |
Em vista do teorema 1.4.4 introduzimos a seguinte definigao.

Definigdo I.4.4. Sejam (u;)7,; < 2'(2) uma sequéncia e u € 2'(2). Dizemos que a

sequéncia (u;)}2, converge para u se
jli_{g) (uj, ¢y = (u, ¢)
para toda ¢ € C°(Q2). [
Proposicgao 1.4.5. Dados f € C*(Q2) e ue 2'(Q) a aplicagao de Z(Q2) em C dada por
¢ —u, fo), ¢elF(Q)

define uma distribuicdo em €2 a qual denomina-se multiplicacio de f e u e denota-se por

fu.

Demonstragdo. Ver [8], capitulo 2. |
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Agora seja u : © — C tal que 0“u é continua em . Dada ¢ € C°(Q2), a férmula de

integracao por partes nos permite escrever

L ¢0“udz = (—1)! JQ ud® pdx

J ¢Dudx = (1)l f uDpdzx, (1.4.4)
Q

Q

pois a funcao teste se anula numa vizinhanca da fronteira de 2.

Fazendo ¢ = v em 1.4.4 e observando que

(—1)0"[ uDvdx = f uD*vdx
Q Q

obtemos
f uD*vdx = f vD%udz, (L.4.5)
Q Q
ou seja,
(D%, vy, = {u, D), veCr (). (1.4.6)

Proposicao 1.4.6. Sejam ue 2'(Q2) e a € Z". A aplicacdo de Z(2) em C definida por
¢ = (=1)" w00y, Pe PO

é uma distribuicdo em €2, a qual denotaremos por 0“u e a chamamos de «a-derivada

distribucional de u, ou a—derivada da distribuicao u.
Demonstragio. Ver [8], capitulo 2. |

Segue da definicado de a—derivada da distribuicao u que D%u também é uma distri-
buigao e
(Du,¢) = (=1) (u, D°¢), ¢ € CF°(Q)
em concordancia com 1.4.4 quando as distribui¢oes v e D%u sao dadas por fungoes local-

mente integraveis em ().

Seja P(D) = Z aqD* o operador como em (1.2.2). Se u € Z'(f2) entdo Du €
|laj<m
7'(Q), |a| < m. Logo a combinagao linear Z o, D%u também é uma distribuiciao em €2
la|<m

pois 2'(Q2) é espago vetorial. Assim a distribuicao P(D)u é dada por

(P(D)u,¢y = > aa(Du,¢), ¢eCP(Q). (1.4.7)

|| <m
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Definigao 1.4.7. Sejam 2 € R um conjunto aberto, P(D) = Z aoD* dado em (1.2.2)
|a|<m
eu, f € 2'(Q). Dizemos que u é solugao da equagio P(D)u = f no sentido de distribui¢oes

se
(P(Dyu, ¢y ={f.d), ¢€C(Q). O (1.4.8)
Definigao 1.4.8. Sejam u, f € L?(Q). Dizemos que u ¢ solu¢do fraca da equagio
P(D)u = f
se as distribuigdes P(D)u e f sdo iguais, isto é,
(PO, 6y ={1,3) |, 6eCFQ). O (14.9)

Definig¢ao 1.4.9. Seja P(D) um operador diferencial linear de ordem m dado em (1.2.2).
O adjunto formal de P(D) é o operador diferencial dado por

= > @D (1.4.10)

|al<m

[

Seja ¢ € CP(Q) e u e C™(Q). Usando a identidade (I1.4.5) temos

J oD*udr = J uD*¢dzx.
Q Q

Agora, vamos calcular J ¢P(D)udz.
Q

ngP udx—f¢ 3 4D )dx

|o]<m
Z aaf dD*udx
|a|<m
Z aaj uD*pdx
|a|<m
J Z aaDddr
Q |o]<m
Portanto,
f 3P(D)udz — f WP (D)odz, (1.4.11)
Q Q
ou em termos de produto interno
(P(D)u, 8, = (u, P(D)),. (14.12)

para toda ue C™(Q2) e p € CF ().
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Proposigao 1.4.10. Sejam u € L*(Q), f € L*(Q2). A fungdo u é solucio fraca de P(D)u =

f se, e somente se, vale

<u, P’(D)¢>L2 = {f, ¢y, para toda ¢ € C;°(Q).

Demonstragio. Sejam u € L*(Q) e ¢ € CP(Q2). Um célculo direto usando (1.4.7) e (1.4.3)

fornece

(P(D)u, ¢y = Y} aa(D"u, ¢)
- Z D (u, D)

TP,

- \alpa¢>

Observando que,

(-1)*D2¢ = D9,
obtemos,
(P(DYu, 6y = (u, P(D)$ ) |
Dai, se u é solucao fraca de P(D)u = f entao temos;
(£.8) ,={f.0) = (PD)u,6) = (u.P(D)3) .
Trocando ¢ por ¢, segue que
(u, P(D)¢), o = (f,$);2, para toda ¢ € CF(€).
Fazendo o caminho inverso segue a outra dire¢ao do resultado. |

A identidade 1.4.12 mostra que solucao classica de P(D)u = f é solugao fraca desta

equacao.

I.5 Alguns resultados de Analise Funcional

Nesta secao veremos alguns resultados classicos da Analise Funcional que sao funda-

mentais no estudo dos principais teoremas desta dissertagao. Veja, por exemplo [2],[4],[10],[11],[12]

e [13].
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Sejam X e Y espagos vetoriais normados. Sejam ||.|x e ||.|ly as normas de X e Y
respectivamente. O produto cartesiano X X Y é também um espaco vetorial normado

com a seguinte norma;

lelxxy =2 (lool% + |21[3)7%, 2 = (20,21) € X x Y.
Seja D(T') um subespaco vetorial de X e seja
T:DT)c X ->Y

um operador linear entre X e Y, com dominio D(T). O grdfico de T, denotado por Gr,

¢ o subconjunto de X x Y dado por
Gr =:{(x,Tx);x € D(T)}.

O gréfico de T' é subespago vetorial de X x Y e nao possui elementos da forma (0, x1)
com z; # 0. Um subespago linear de X x Y que nao contém elementos da forma (0, z;),

com x1 # 0, é grafico de um, e apenas um operador linear.

Definig¢ao 1.5.1. Seja T': D(T) € X — Y um operador linear de X em Y.
(a) T é fechado se Gp é fechado em X x Y.

(b) T é fechdvel se o fecho G do grafico de T é grafico de algum operador linear entre X e
Y. Neste caso, o operador linear cujo o grafico é G é chamado de fecho de T' e denotado

nesta dissertagao por T~. []
Da defini¢ao (1.5.1) segue que
(a) T: D(T) € X - Y é fechado se, e somente se;
(xn)_; < D(T), tal que x,, > x e Tz, — y acarreta x € D(T) e y = Tx.
(b) T: D(T) € X - Y é fechavel se, e somente se;
(xn)m_y < D(T), tal que x, — 0 e Tx, — y acarreta y = 0.
(¢) SeT: D(T) < X - Y é fechavel e T~ é seu fecho, entdo:

D(T7) ={zxe X|IyeY,Ia,)m_ < D(T) tais que =, > = e Tz, — y}.

T x=1y=1limTz,.
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O resultado a seguir ¢é simples, porém muito importante.

Proposicao 1.5.2. Seja 2 < R” um conjunto aberto. Seja
P(D): D(P(D)) c L*(Q) — L*(Q)
o operador linear de L*(Q2) em L?*(Q2) com dominio D(P(D)) =: CF(Q) e

P(D)u= Y auD%, ueCy(Q)

|al<m

sendo Z ao, D como em (1.2.2). Entao P(D) é fechavel.

|a|<m
Demonstragio. Seja (1,)®_; uma sequéncia em CP(2) tal que ¢, — 0 em L*(Q) e
P(D)Y,, — v em L*(), para alguma v € L*(Q). Seja ¢ € CP arbitraria. Usando a

continuidade do produto interno, temos

<U7 SO>L2 = lim <P(D)wn7 90>L2
= lim (¢, P'(D)),
=0, P'(D)¢),,
= 0.

Logo v = 0, e portanto P(D) é fechavel. [ |

Defini¢ao 1.5.3. Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T': D(T) € X — Y um

operador linear entre X e Y. Dizemos que T' ¢é limitado se existe C' > 0 tal que
|Tzy < Cle]x, = e D(T).

Neste caso definimos a norma de 1" como

Tx
|7z =: sup [Tzl
zeD(T) ||$||X
z#0

Quando D(T') = X, denota-se L(X,Y) o espaco de todos os operadores lineares li-
mitados entre X e Y. Neste caso, |.|z ¢ norma em L£(X,Y) e se Y ¢ espago de Banach,
L(X,Y) também o é. Se X =Y denota-se L(X) ao espago L(X,Y).

O espago X' =: L(X,C) (ou L(X,R)) é o dual de X. Claramente X’ é espaco de
Banach com norma ||.||z e seus elementos sdao os funcionais lineares limitados em X.

A seguir apresentamos o classico Teorema do Grafico Fechado e na sequéncia um

teorema de suma importancia nessa dissertacao.
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Teorema 1.5.4 (Teorema do Gréafico Fechado). Sejam X,Y espagos de Banach e
T:D(TYc X -Y
um operador linear fechado com D(T') fechado em X. Entao T' é limitado.

Demonstragdo. Ver [2], capitulo 2. |

Teorema 1.5.5. Sejam X, Y e Z espagos de Banach, T} : D(T1) c X - Y eTy: D(T3) <
X — Z. Se T; é fechado, Ty fechével e D(T}) < D(T3), entao existe C' > 0 tal que

|27 < C(1Thul + Jul),
para todo u € D(Ty).

Demonstragao. Por hipotese, G, é fechado, assim G, é um espago de Banach. Defina

o GT1 — 7

(u, Tyu) +— Thu

Vejamos que ¢ é fechada. Seja (u,, Tiu,)_, uma sequéncia convergente em Gr, e
Tyu,, convergente em Z. Como T; é fechado, existe u € D(T}) tal que u,, — u em X e
Tiu, — Tiu em Y. Por hipdtese, D(Ty) < D(T3), entdo u € D(T5). Além disso, como T; é
fechavel e existindo o limite Tou,, temos Thu,, — Thru. Logo, ® é fechada e pelo Teorema
do Gréfico Fechado, ® é limitada.

Assim, existe C7 > 0 tal que
|@(u, Tiw) |z < Ci|(u, Tvw) |Gy, » 0 seja, [ToulZ < CL(|Trully + [lul%)-

Tomando C' = C%, temos

|77 < C(Thuly + Jul),

para todo u € D(T}). |

Seja H um espago de Hilbert complexo com produto interno e norma dados por

(e, y)y, wyeH

|l =/ (r2)y weH

respectivamente.
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Teorema 1.5.6 (Teorema de Representacao de Riesz). Seja H um espago de Hilbert.

Para cada funcional linear limitado F' : H — C, existe um unico elemento w € H tal que

Fu={u,wy,, uweH

|1Fll ey = llwla-
Demonstragio. Ver [12], capitulo 1. [ |

Um operador linear 7' : D(T) ¢ H — H ¢é densamente definido se o fecho de D(T)
em H é todo o espaco H, isto é,

D(T) = H.

Note que o Teorema 1.5.6 pode ter como hipdtese F' linear, limitado e densamente

definido.

Definicao 1.5.7. Seja T : D(T') € H — H um operador linear densamente definido. Seja

D(T*) o conjunto dos vetores 1) € H para os quais existe n € H tal que

To,byy =L{p,my, e D).
Para cada 1 € D(T*) definimos
T =n.
O operador T* assim definido é adjunto de T. []

Observe que o funcional linear ¢ — (T'p, 1) é limitado e densamente definido em H,

logo, do Teorema de Representagao de Riesz segue que 7 ¢ tnico, e portanto 7™ ¢ bem
definido.
Para todo ¢ € D(T') e ¢ € D(T*) temos

<T907¢>H = <807T*1/’>H .

Teorema 1.5.8. Seja T': D(T) € H — H um operador linear densamente definido num

espaco de Hilbert H. Entao
(a) T* é fechado.

(b) T é fechavel se, e somente se, D(T*) é denso em H. Neste caso, temos

T =T
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(c) Se T é fechével, entdo

(T7)* =T*.
Demonstragio. Ver [10], capitulo 8. [ |

Encerramos este capitulo enunciando o Teorema de Hahn-Banach no formato em que

serd usado posteriormente neste trabalho.

Teorema 1.5.9 (Hahn-Banach). Sejam H espago de Hilbert, S um subespago vetorial de

HeT:S — C um funcional linear limitado satisfazendo
[Tul < Clu|n, wes.
Entao existe um funcional linear limitado G : H — C tal que

Gu=Tu, wueS

|Gv| < Clv|n, veH.

Demonstrag¢io. Ver [12], capitulo 1. [ |



IT Extensoes de P(D) e existéncia de

solucao fraca

II.1 Introducao

Neste capitulo definiremos os operadores maximal e minimal relativos a um operador
diferencial parcial linear com coeficientes constantes P(D). Mostraremos que o operador

maximal é sobrejetivo. As referéncias usadas aqui sao [5] e [12].

I1.2 Extensoes de P(D)

Seja €2 < R” um conjunto aberto. Seja
P(D): CF(Q) c L*() — L*(Q) (11.2.1)
o operador linear de L?(Q2) em L?*(Q2) com dominio D(P(D)) =: CF(Q) e

P(D)u= Y auD, ueCy(Q) (11.2.2)

la|sm

sendo Z ao,D* dado em (I.2.2). Como vimos na proposigao 1.5.2, P(D) é fechavel e
|a|<m
isso justifica a proxima definicao.

Definicao II.2.1 (Operador minimal). Seja P(D) o operador diferencial parcial linear
com coeficientes constantes definido por (I1.2.1) e (I1.2.2). O operador minimal de P(D),
denotado por Py, é o fecho de P(D) : C(Q) = L?(Q) — L*(). O

Definicao I1.2.2 (Operador maximal). Sejam {2 um conjunto aberto de R” e

P(D)= ) a,D"

|a|<m

27
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como em (I1.2.1). Seja

P'(D): CP(Q) < L*(Q) — L*(Q) (11.2.3)

o operador linear de L?(2) em L?*(Q2) com dominio D(P'(D)) = C(Q) e

P'(Dyu= ) @D, ueCy(Q). (11.2.4)

|o]<m

Definimos o operador mazimal de P(D), denotado por P,, como sendo o adjunto do

operador minimal de P'(D), ou seja, P, = (F})*. [

. . : . o
Em geral os operadores os operadores maximal e minimal associados a 2‘04 <m UaD

sao distintos. Todavia, quando €2 = R” ou 2 é um dominio limitado e tem fronteira

continuamente diferenciavel tem-se Py = P,. Nao discutiremos em detalhe este assunto

por ndo ser o objetivo maior desta dissertacao, veja por exemplo, [6] e [3].

Proposigao I1.2.3. Seja P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes constan-

tes. Entdo u € D(Py) e Pou = f se, e somente se, u é solugao fraca de
P(D)u = f em Q.
Demonstragio. Seja u € D(P;) com Pyu = f. Pela definicao de P, temos

<u’ P(;’U>L2 = <(Pé)*u, U>L2 = <f: U>L2 (1125)

para toda v € D(P}). Em particular, se v = ¢ € Ci°(Q2), a identidade (I1.2.5) nos fornece

<u7 P6¢>L2 = <f7 ¢>L2

para toda ¢ € C$°().
Para ¢ € C3°(Q2) temos Pj¢ = P'(D)¢, logo

(u, P'(D)§) , =<f d)pe-

Pela proposigao 1.4.10 segue que u é solugdo fraca de P(D)u = f em Q.
Agora, suponhamos que u é solugao fraca de P(D)u = f em €. Também da proposigao

[.4.10 segue que
(u, P(D)¢) ., = {f, 01

para toda ¢ € C(2).
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Seja v € D(F]). Entao existe (v,)>_; < CF(2) tal que
v, —vem L* e P'(D)v, — Pjv em L*.
Assim, pondo ¢ = v,,, temos

<u’ P,(D)U”>L2 = <fv Un>L2 .

Agora, tomando limite em ambos os lados, segue que

<u’ P(;U>L2 = <f> U>L2 :

Mas, por defini¢do de adjunto, temos

<(P['))*u,v>L2 = <u, P(’)U>L2 = {f,v)2.
Portanto, segue que u € D(P,) e Pou = f. |

O lema a seguir ¢ devido a Lars Hormander e foi apresentado em [5]. A demonstragao

aqui apresentada é baseada em [12].

Lema II.2.4 ([5], Lemma 2.7). Sejam k um inteiro fixado, 1 < k <v,ae Re M > 0.
Sejam 2 < R” um dominio (aberto e conexo) contido na faixa {x € R”; |z}, — a| < M/2},
P(D) um operador diferencial parcial linear de ordem m com coeficientes constantes e

simbolo P(§). Sejam
opP

PO = 22
.

PG = 2 ()
Entao

|PY(D)| 12 < mM|P(D)o|2,

para toda ¢ € C°(£2), onde P®*)(D) é o operador diferencial cujo simbolo ¢ P%*)(¢).

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, vamos supor que a = 0.

Antes de mostrarmos a desigualdade desejada, vamos mostrar a seguinte desigualdade

|POWD)BI: < |P(D)ol (MIPD6] 2 + [PEO (D)o 12).
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Seja ¢ € CP(Q2). Pela férmula de Leibniz-Hérmander, temos

P(D)(xr¢) = zxP(D)¢ —iP*) (D)o

(PYP(D)(zx¢) = 2 (P)P(D)¢ — i(P) (D).

Além disso, note que

/ M
P (D)ol = ( [ lmeP0)oar) < ([ () PO as)™ = H PO D01

Agora vamos calcular |P%*)(D)¢|?. Temos

IPODIolE = (PHD) PODI) |, =~ ZHPD)en) - 2xP(D)0), PO(D)6 )

L2

2 (PD) o), POD)S) + - (wP(D)s, PO(D)s)

“HPYOD)6, P(D)8) + = PD)6, 1 POD)S)
= = {a(P)YOD)g — P (D)o, P (D)6 |+~ { P(D)o, 24 PO(D))

i 2’

Assim, usando desigualdade triangular e Cauchy-Scharwz, obtemos

PO D)l <[5 (alPYO D)o = (PN (D)o, P(D)o) | + 1 (PO PP(D)O)

= [ PO (D)6~ i(PYH (D)o, (D)) | +]5 (P(DY6 0 PO(D)s)

1

= | {aPY D (D)o — i(P) (D)o, P' (D)) |+ |{ P(D)s,xePP(D)6 )

N

|PD) ]2 [l (PYO (D)6 — i(P) D)oz | + |P(D)6] | PHO(D)o
< | P(D)o| 2 [M| PV (D)g| 2 + | P (D)2 ].
Logo,
IPO(D)OI. < |P(D)6]u (MIPD (D)l sz + [P (D)2
Agora, vamos fazer indugao na ordem de P(D). Quando m = 1, entéo

Zp(e) -0,

PU9(E) = ¢

Usando a desigualdade anterior, segue que

IPO(D)6I2: < | P(D)Slwz (MIPD(D)g] 2+ PH)(D)l2 ) = |P(D)]r M| P® (D)1,
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Assim,
|PY(D)|2 < M| P(D)g 12
Agora, suponha que

|Q®(D)é|rz < (m — 1)M|Q(D)9] 12,

para todo operador Q(D) de ordem menor ou igual a m — 1.

Sendo P(D) de ordem m entdo P*) tem ordem menor ou igual a m — 1. Dessa forma
podemos aplicar a hipétese de inducao em P*) (D).

Isto é,

|PEO(D)] 2 < (m = )M PE(D)g] 2.

Substituindo na desigualdade provada anteriormente, temos
|POD)6]3 < [P(D)6]z (MIPP D)z + | P (D)o 2
< [P(D)¢l2 (MIPOD)] sz + (m — )MIPO (D)o 2

= | P(D)|2mM|PP(D)é| .

Portanto,

|PE(D)¢| 12 < mM|P(D)g) 12

Corolario I1.2.5 ([5], Lemma 2.8). Seja 2 < R” um dominio limitado tal que
Qc{relR oy —ap] < My/2,k=1...,v}.

Entao para todo multi-indice p tem-se
m!MH
(m — |u)!

onde M = (M, ..., M,) e PW(&) = [0"P](¢) =

|P*(D)g]12 < |P(D)]lr2, ¢ e CP ()

ol p
g o

Demonstracao. Note que

olul 0 olul—1
PW(D)Yp = ——— P(D P(D)¢).
( )¢ agilzl . aé‘yu )¢ é— (ag“l 1 . agy,, ( )¢)
Assim, pelo lema, segue que
olml 'p(D
|PU(D)gl12 < My(m — (lul - bwl 5%

Prosseguindo esse raciocinio até eliminarmos todas as derivadas, segue o resultado. H
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Teorema I1.2.6 ([5], Theorem 2.1). Seja < R” um dominio limitado e P(D) um
operador diferencial linear com coeficientes constantes de ordem m. Entao existe C' =
C(2,m) > 0 tal que

[9ll2 < CIP(D)o] 2,
para toda ¢ € C(€2).
Demonstragio. Tome p multi-indice tal que P* (&) = k, constante. Dai, P*(D)¢ = k¢

e pelo corolario,

m!MH
kd|r2 = [|PW(D)d| 2 < ————|P(D)|| 2.
|k > = [P (D)oL (= |u|)!H (D)o .
1 IMH
Basta tomarmos C' = —— ;- Assim, [¢]z2 < C||P(D)¢] 2. ]
|| (m = |p])!

I1.3 Existéncia de solucao fraca

Teorema I1.3.1 ([5], Lemma 1.7). Seja 2 ¢ R” um dominio limitado e f € L?(Q2). A

equagdo P(D)u = f tem solugdo fraca se, e somente se, existe C' > 0 tal que

[<f, o) |2 < CIP(D)| 2, &€ CF ().

Demonstragio. Sejam f € L?(Q) e u € L*()) uma solugao fraca de P(D)u = f. Temos

[Fodppz| = [ {u, P'(D)) s | < Jull 2] P'(D) g 2.

Ou seja, se existir solugao fraca da equagdo P(D)u = f em (2, entdo existe C' > 0 tal que

|{f, &2 | < C|P' (D).

Suponhamos que exista C' > 0 tal que

<, )12 | < CIP (D)2, ¢ € O ().

Seja W = {w € L*();3¢ € CF(Q) e P'(D)¢ = w}. Verifica-se que W é um subespago
vetorial de L?(Q).

Definamos em W um funcional F' dado por

F(w) = <¢7 f>L2 ’

onde ¢ € C(R2) é qualquer satisfazendo P'(D)¢ = w.
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(1) F estda bem definida.

Sejam ¢1, g2 € CF° tais que P'(D)¢py = w = P'(D)¢ps. Logo,

(61— bz | < CIP(D)1 — 6252 = Clolse =0,
Isto é, <f, ¢1>L2 = <f7 ¢2>L2 :

Assim, F' nao depende da escolha da solugao de P'(D)¢ = w.

(i7) F é um funcional linear limitado

Sejam wy,wy € C e X € C. Tome ¢1,¢9 € CP(Q) tais que P'(D)p; = w; e
P'(D)A = Aws.

Da linearidade de P'(D) temos

P’(D)(gbl + )\gbg) = wy + )\UJQ.

Ou seja,

F(wy 4+ Mwy) = {p1 + Ao, [y = F(wy) + AF(wy).

Além disso,

|F(w)| = [£¢, [)| < C|P(D)] 12 = Cllw]z2.
Portanto, F' é um funcional limitado.
Pelo teorema 1.5.9 (Hahn-Banach), podemos estender F' como funcional limitado em
L*(Q).
Continuaremos a denotar por F' tal extensao. Agora, pelo teorema 1.5.6 (Teorema de

Representagao de Riesz), existe um tnico u € L*() tal que
F(w) = (w,u)p

com [[ufz2 = [Fllcowe) < C.
Afirmagao: A fungdo u é uma solucao fraca de P(D)u = f.
De fato, se ¢ € C°(Q2) entao P'(D)¢p € W. Seja w = P'(D)¢.
Temos
(u, P'(D)¢),, = (u,wype = Fw) = {f, )0
Portanto, {f, ¢);. = <u, P’(D)¢>L2 , para toda ¢ € C°. [ |
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Teorema I1.3.2 ([12], Corollary 1-14). Sejam 2 < R” dominio limitado, P(D) um
operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes, e f € L? dada. Entao a

equagao diferencial parcial P(D)u = f admite solugao fraca.

Demonstragao. Por conta do teorema I1.3.1, basta provarmos que existe C' > 0 tal que

|<fs &2 | < CIP(D) 12,

para toda ¢ € C(2).

Como P'(D)¢ = Z o D¢ é também um operador diferencial linear com coeficientes
|a|<m
constantes, entao do teorema I1.2.6 segue que existe C; > 0,Cy = C1(m, Q) tal que

|6]22 < CL|P'(D)¢ 2.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigualdade anterior, temos

[<Fs 0| < I flezl@le < [ f 2 (CLlP (D)@l 12) = C[ P (D)@ L2

Portanto,
[<f, 02 | < CP (D) 12,

onde C' = C|f| Lz [

O teorema I1.3.2 mostra que o operador maximal de P(D) é sobrejetivo.



III Comparacao de operadores

II1.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos a no¢ao de comparagao entre operadores diferenciais
parciais lineares com coeficientes constantes introduzida por Lars Hormander em [5]. Afim

de simplificar a escrita adotaremos as notacoes

[Ny

para designar a norma e o produto interno de L?*(Q) para qualquer dominio Q < R”,

inclusive 2 = R”.

I1I.2 Comparacao de Operadores Diferenciais

Seja 2 < R” um dominio e sejam

P(D): Cy(Q) = L*(Q) — L*(Q)

Q(D) : C5°(Q) = L*(Q) — L*()

operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes. Sejam Fy e (Jy 0S

respectivos operadores minimais de P(D) e Q(D) conforme a definigao I1.2.1.

Definigcao III.2.1. Dados os operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes

constantes P e (), dizemos que P é mais forte que ) ou que @ é mais fraco que P se

D(FPy) = D(Qo)-

Se P(D) é tanto mais fraco quanto mais forte que Q(D), isto é, D(Py) = D(Qo),

vamos dizer que P e () sao igualmente fortes. []

35
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Lema II1.2.2 ([5], Lemma 1.5). Sejam P(D) e Q(D) operadores diferenciais parciais
lineares com coeficientes constantes. O operador P(D) é mais forte que Q(D) se, e

somente se, existe C' > 0 tal que
|QDYul* < C(IPD)ul* + [ul*), we Cg (). (IL.2.1)

Demonstrag¢io. Suponhamos que P(D) é mais forte que Q(D). Pelo teorema 1.5.5 segue
que

1Qoul? < C(|Poul? + |u]?), we D(P). (I11.2.2)

Em particular, quando u € Ci°(Q2), vale

Pyu = P(D)u

Qou = Q(D)u.

Logo existe C' > 0 tal que vale (II1.2.1) para toda u € Ci°(2).

Agora, suponhamos que exista C' > 0 tal que
|QDYul* < C(IPD)ul* + [ul*),  we Cg ().

Seja u € D(P). Entao existe (u,)%; < C(2) tal que u, — u e P(D)u, — Pyu em
L*(Q).
Logo,
1QD) (tn — wm) > < CUPD) (= ) [* + | (s — wn)[*).

Como (P(D)uy,)®_; e (u,)®_; convergem em L?(§2), entdo sao de Cauchy, logo (Q(D)u,)®_,
é de Cauchy em L?(2) e portanto convergente em L*().

Neste caso, temos Q(D)u,, — Qou em L*() e como Q, ¢ um operador fechado, segue
que u € D(Qo).

Portanto D(FPy) < D(Qy), isto é, P(D) é mais forte que Q(D). |

Agora suponhamos que €2 é um dominio limitado. Sejam P(D) e Q(D) operadores
diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes nas condi¢oes do lema II1.2.2.
Entao,

|RQD)ul® < C(IP(DYul* + |ul?), e CF(Q).
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Mas como €2 é limitado, pelo teorema I1.2.6, existe C'; > 0 tal que
|ul| < C1|P(D)ul, para toda u e C5°(£2).
Logo, existe uma constante C >0 tal que
|QD)ull < C|P(D)ull, ue CF(€).
Fazendo contas andlogas as do lema I11.2.2, se existir uma constante C' > 0 tal que
|QD)ull < C|P(D)ul, ue CF(S), (I1.2.3)
entdo P(D) é mais forte que Q(D).
Exemplo III.1. Sejam 2 = R” um dominio limitado, 1z € Z% , P(D) um operador diferen-
cial parcial linear de ordem m com coeficientes constantes e P (D) o operador diferencial
cujo simbolo é P (¢). Como vimos no corolario 11.2.5, existe C' = C(P(D),Q,m, i) > 0
tal que
|PY(Dyul? < CIP(D)?, ue C5F(Q).
Logo I11.2.3 vale para Q(D) = P#)(D).

Assim P(D) é mais forte que P*) (D). Isto é, P(D) é mais forte que todos os operadores

diferenciais cujos simbolos sdo derivadas do simbolo de P(D). [

Dado um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes P(D) cujo

simbolo é P(§) = Z a.&”, associamos ao operador P(D) (ou ao polindémio P(£)) a
|a|<m
funcao

- (T 1PoeP)” cern (I1.2.4)

|a|<m

O lema a seguir ¢é elementar porém muito importante na demonstragdo do proximo teo-

rema.
Lema II1.2.3. Sejam ay, ..., a, nimeros complexos. Entao
Saf - 3% o
=1 3,7=1
Demonstracao.

lag + -+ ap) = (a1 + -+ a,)(ar + -+ ay)

:(a1+...+an)(afl+...+afn)
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Portanto,

Doravante, a fim de simplificar os calculos e a escrita, e conforme a necessidade,

L = f (I11.2.5)

sempre que o integrando tiver suporte compacto em (2.

usaremos a identificagao

Teorema II1.2.4 ([5], Theorem 2.2). Sejam 2 < R” um dominio limitado, Q(D) um
operador diferencial parcial linear de ordem m; com coeficientes constantes e P(D) um
operador diferencial parcial linear de ordem my com coeficientes constantes. Sejam ]3(5 )
e Q(€) as fungdes definidas em I11.2.4 associadas & P(D) e Q(D) respectivamente. Uma

condigdo necesséria e suficiente para que P(D) seja mais forte que Q(D) em € é que

(€
(€

para todo £ € R” e alguma constante C' > 0.

LB

<C,

e

Demonstrag¢io. Suponha que P(D) é mais forte que Q(D).
Sejam ¢ € CP(S2), com 1 # 0, e £ € R¥. Defina u(z) = 1 (z)e’@9.

Pela Férmula de Leibniz-Hérmander dada na proposicao 1.2.1, temos

_ i€ a DY (x)
PO =0 3 PO
e
Q(D)u(z) = @ w;m QD (&) Dﬁg!(a:).
Defina . ;
Como P(D) ¢ mais forte que Q(D) da desigualdade (II1.2.3) segue que existe C; > 0
tal que
|QD)ul* < CL|P(Dyul?,  ue CF(Q),
isto é,

{(Q(D)u,Q(D)uy, , < C; {(P(D)u, P(D)uy,,, para toda u e C(Q).
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Logo,

< PRGNy Q(B)(S)Dﬁgl(x)> <

laf<m1 |Bl<ma
<01< > PO D% Z PO)(¢ ()> .
lo sma \,8\<m2 2
Assim, obtemos
DD QMO <Cr Y. DL PUEPI(E) g (I11.2.6)
|lal<ma |Bl<ma Ia\<m2 |Bl<ma

Seja m o méximo das ordens de P(D) e Q(D). Assim, podemos considerar ambas as
somas em (II1.2.6) com o multi-indice de norma menor ou igual a m.

Seja t = (t,) uma sequéncia finita de niimeros complexos tais que t, = t,, onde o' é
uma permutagao de «. Defina

= Y Y Lt _J D“w( ))(tﬁDZ:/’(z))dx

laj<m [B]<m laj<m |ﬂ\<m

Do lema III.2.3, e observando que t,, = t, obtemos

S 3 (DY) -] 5 (2

laj<m |B]<m |laj<m

)

Logo, podemos reescrever Q(t) como

= > D] ttﬁ%ﬁ—f

laj<m [B]<m lal<m

al

(80 - | 5 2

Usando a identidade de Parseval (1.3.8) e que @(5) — £4)(€), obtemos
tal®
an-| | %

Assim, Q(t) = 0 se, e somente se, Z

< 9P

laf<m

tal”
|

= (. Mas esse polindmio ¢é idéntico ao
lal<m
polindémio nulo se, e somente se, t, = 0 e portanto ¢ = 0. Logo, Q(t) é uma forma positiva

definida. Consequentemente, existe Cy > 0 tal que
D’ =P < CQ() =Co Y D talgthag,
laj<m lal<m [B]<m

onde [t| denota a norma euclidiana da sequéncia finita ¢t = (t,).

Tomando ¢, = Q¥ (£), tem-se
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Y QU< Y Y QU (m.2.7)
ja[<m laj<m |8[<m
De|| |D?
Sejam M; = ‘ |H|16a|x {| ‘ ”, | 5'w} e M, o cardinal do conjunto {y € Z%;|y| < m}.
al,|flsm (o} .

Agora, vamos analisar a expressao:

D D, POAYPO©)ag.

laj<m |5]<m

Temos
SN POGPO(E) s = S L D% 5 P(B)(E?D%>
al<m|f<m jal<m i, ! p
a B (£)DP
P waxlsz\

( LRI |I’¢h)< I ()|D/¢k)

a<m \ﬁ|<m
<2( 3 1P (X 1P9e)).
|a|<m |Bl<m

Aplicando a desigualdade Cauchy-Schwarz em 2 | P(@)(€)| e observando que

\/ﬁg, obtemos
(3 1P9©1) < Van( X 1PO@P) " = VinP(e)

|o|<m la|<m

laf<m

Logo,
> > POPEE)as < C5P(€), onde Cy = MM,

laj<m [Bl<sm

Dai, usando a desigualdade (I11.2.7) obtemos

= Y IQOP<C D D QUOQP(E)tas

lo]<m la|<m |a|<m

<CiCy ), D7 POEPE(E)tag

|a|<m |B|<m

< C1C,C5P(€)?.

Portanto,

Q(€) < CP(¢), ¢eR”

ja<m

(21"
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onde C' = 010203.

Agora provemos a reciproca. Suponhamos que existe C; > 0 tal que

O(€) < C1PE), ¢eR”.
Entao,
QO < Q&) < CLP(€).

Seja u € CP (), com u # 0. Lembrando que ||.| = |.|z2, a convencao (I11.2.5) e usando

a identidade de Parseval, obtemos

—

|Q(D)ul” = [Q(D)ul* = Q&)
isto é,
| 1e@yrar = | ja@riae P
Assim,
loDyl? = [ 1Qyufds = | QP f©Pd
<Oy | |P©Pae))?de = ¢ P& Plae)Pd
<a [ IP@PE©OPE = [ RIPQPa©RE
=C P Pla(e)Pde = C P)(D)ul*d
S| IPO@FEORE =S | IPD)uds
= | P*(D)ul?.
Mas, conforme o corolario I1.2.5, para todo multi-indice « existe C, > 0 tal que
|P(D)ul® < Cal P(D)ul?.

Tome Cy = ‘IITaX{Oa}. Neste caso, |P™ul? < Co| P(D)ul?, para todo o € Z..
alsm
Portanto,

|QD)ul| < C|[P(D)ul, para toda u e CF°(€2)
onde C' = (5. [ |
Lema II1.2.5 ([5], Lemma 1.6). Seja €2 um dominio limitado de R”. Sejam P(D), Q(D)

operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes tal que P(D) mais

forte que Q(D). Sao equivalentes

(1) Para todo u € D(F), a distribuigdo Qou é dada por uma func¢ao limitada.



Comparacao de Operadores Diferenciais 42

(i1) Existe C' = C(P(D),Q(D),) > 0 tal que
(sup QDY) < (1P + [u?). we CP(@). (TI1.2.8)

Mais ainda, neste caso QQou é uniformemente continua a menos de um conjunto de
medida nula e tende a zero na fronteira, no seguinte sentido: para todo € > 0, existe K

compacto em R”, K < €, tal que
|Qou(z)| <eem Q— K.
Demonstra¢io. Suponha que (i) é vélido. Sejam

Py: D(Ry) < L*(Q) — L*(Q)

Qo : D(Qo) = L*(Q2) — L™(Q)

os operadores minimais dados na defini¢ao I11.2.1 de P(D) e Q(D) respectivamente. Como
P(D) é mais forte que Q(D), entao D(Py) = D(Qo). Além disso, os espacos D(F), L*()

e L*(£2) sdo espagos de Banach. Aplicando o teorema 1.5.5 temos
2
(supl@oul) < C(JPul? + Jul?). ue D).

Como C{°(2) € D(Fp) segue (I11.2.8).

Agora, suponha que existe C' > 0 tal que (I11.2.8) seja satisfeita.

Seja u € D(F). Entdo existe uma sequéncia (u,)*_; < C(2) tal que u, — u em
L*(Q) e P(D)u, — Pyu em L*(Q).

Aplicando (I11.2.8) em w,, — u,,, segue que (Q(D)u,) é de Cauchy em L*(Q2). Portanto
existe w € L*(Q) tal que Q(D)u,, — w em L*().

Sabemos que |Q(D)u, —w| < |Q(D)u, — w|s quase sempre em 2. Assim, para cada

n € N existe £, < Q mensuravel, m(E,) =0 e
|QD)un () — w(w)] < |Q(D)un — wlew, w€Q—E,.
Agora, seja € > 0 dado arbitrariamente. Existe ng € N tal que
n>ng= |Q(D)u, —w|e, < e.
O conjunto F =[] E,, é mensurédvel e tem medida nula. Observando que

QD)un(z) —w(x)] < |Q(D)un —w| <,
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para todo x € Q2 — E e todo n > ng segue que (Q(D)u,)X_, converge uniformemente
para w em ) — E. Como Q(D)u,, é uniformemente continua para todo n, segue que w é
uniformemente continua em 2 — FE.

Como u € D(Py) © D(Qo) e Qo ¢é fechado entao Q(D)u,, — Qou em L*($). Logo,
existe uma subsequéncia (uy,, )7, tal que Q(D)u,, — Qo quase sempre em €.

Assim, w = Qou quase sempre em 2. Como 2 é um dominio limitado, segue que Qou
é uma funcao limitada em Q — F.

Agora seja € > 0. Defina f(z) = |Qou(z)| para todo x € Q — E. Logo f(zx) é continua.

Defina K = {x € Q — E;|f(x)| = &}.

Note que K = f~([e,0)) e, f ¢é continua logo K é fechado. Sendo 2 limitado e
K < Q, concluimos que K é compacto.

Portanto, |Qou(x)| <& em Q — K. |

Teorema II1.2.6 ([5], Theorem 2.6). Seja ©2 um dominio limitado de R”. Sejam P (D), Q(D)
operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes tal que P(D) mais

forte que Q(D). Entao, se para todo u € D(F), Q(D)u é continua temos

J V 'ggfdg <o (T11.2.9)

Reciprocamente, se (I111.2.9) for satisfeita, entao Q(D)u é uniformemente continua e tende

a zero na fronteira de €.

Demonstragio. Seja (x) € CF(2). Entao, usando I11.2.8 temos
(sup (@) Q(DYu()) = (sup @) QDu())” < M(sup lQDux)])
Q K K
< C(IP(Dyul? + ul?).

para toda u € C°(€2), onde K denota o suporte de .

Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 € © e ¢(0) = 1. Entéo,
|Q(D)u(0)| < C(||P(D)U||2 + ||uH2) para toda u € Cy°(12).

Seja p € .. Defina

v(x) = (27r)_”/2 J ) g((gei(”@df.

Derivando sob o sinal da integral, obtemos

PO(DY(w) = (2n) " [ ]ﬁ((gﬂ@(g)e“m@da
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Logo,

PO = [ P o P

| lotpde = pot-

Fixe x(z) € CF (), tal que y = 1 numa vizinhanga da origem e tome u(x) = x(z)v(x).

N

Pela férmula de Leibniz-Hormander dada na proposicao 1.2.1, temos
D® X

= ), PO

18l<m

D?
Como x € C°(R2), existe M > 0 tal que H

5'X‘ < M, para todo 8 € Z" com || < m
Dali,

IPD)0w)l < ¥ 1PO(D mwﬁﬂ MY PO

|1Bl<m |Bl<m

< Clgl.

Como Q(D)u(0) = Q(D)v(0), segue que

—v/2 Q(S) d C«
n) " | 56 9] < Cliel
Isso significa que o operador
T(p) = (2m) o PO f)90(5) 3

é linear continuo. Do Teorema de Representagdo de Riesz 1.5.6, existe g € L*(Q) tal que

7(0) = | sle)o(e)de

Logo,
JV (gég - g(f))gp({’)df = 0, para toda ¢ € .7.
Portanto, gég = g(&) quase sempre e segue que (II1.2.9) é satisfeita.

Suponhamos agora que

[ e,
(N

Podemos escrever Q(D)u da seguinte maneira

1 —

Q(D)u(z)(&)e'"dg

QD)) = G |
1

= e ), QOB e,
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Assim,
‘\ W )., QO =g
1 Q) ~ o 3501 e
‘(zﬂ)u/af ﬁ(g)U(@P(é)e( 5)dﬁ‘
(27rl)v/2 JRV }28 ‘2‘15 o |P(&)a(¢)[*d¢
Logo,
QD@ < (27T1)V/2 JRV %Eg\ d€ JRV [PE)aE)[Pde. (111.2.10)

Agora note que

POa©P =3 1PO©aE)P =3 [PODu)E)P.

lor|<m la|<m

Além disso, pela identidade de Parseval (1.3.8) temos

| 1p@a©rae= 3 | 1Po©a©rs = Y | PO P

|a|<m |aj<m
= 3 [PODuf* = Y, [PO(D)ul
|a|<m |a|<m

Logo, substituindo as observagoes anteriores em (I11.2.10), obtemos
|Q( < D) IPD)ul’.
lal<m

Mas, conforme o corolario I1.2.5, para todo multi-indice « existe C', > 0 tal que
|PO(Dyul* < Col P(D)ul?.

Tome Cy = max {Cy}. Neste caso, |P@y|> < Cy|P(D)ul?, para todo o € ZY. Assim,

laf<m

existe C' = C1M > 0 tal que
|Q(D)u(9(:)|2 < C||P(D)u|, para toda u € Cy°(Q).

Dali,
(sup |Q(D)u(z)|)? < C|P(D)ul|, para toda u € Cg°(£2).

e

As demais afirmacgoes seguem do lema II1.2.6. n



IV Aplicacoes

IV.1 Introducao

Como aplicagao da teoria desenvolvida até aqui, neste capitulo estudamos o traco de
Q(D)u a variedades lineares de dimensdo 1 < < v—1, sempre que u € D(Fy) sendo Py o

operador minmal de P(D) = Z a, D* com coeficientes constantes e (D) um operador
|o|<m
diferencial parcial linear mais fraco que P(D) num dominio limitado.

Como no capitulo III adotaremos as notagoes |.| , {,) para designar a norma e o

produto interno de L?(2) para qualquer dominio 2 = R”, inclusive Q = R”.

IV.2 Traco de Q(D)u em variedades lineares

Em todo este capitulo 2 < R” é um dominio limitado. Denotaremos ¥ uma variedade
linear de dimensao p,1 < p < v —1em R” e denotaremos do érea (Lebesgue) em .

Assumiremos que X N 2 # ¢F. Usaremos Sz do para designar integracao em X sempre
que o integrando tiver suporte compacto em X N €.

Suponhamos que a desigualdade

L Q(D)¢l*do < C(|P(D)g]* + [16]%), (IV.2.1)

¢ valida para toda funcao ¢ € C;°(2).

Sejaw € D(P). Entao existe (w,)®_; < C(Q) tal que w, — wem L*(Q) e P(D)w, —
Pyw em L*(2). Fazendo ¢ = w, em (IV.2.1) segue que Q(D)w, ¢ uma sequéncia de cauchy
em L?(X) e portanto convergente em L*(X).

Verifica-se facilmente que o limite lim Q(D)w,, em L?*(2) nao depende da sequéncia

(wy)®_; escolhida. Assim, podemos definir o trago (de quadrado integravel) de Q(D)w

46
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em X como sendo tal limite, isto é,

Q(D)w =: lim Q(D)w, em L*(%).

n—eo

Dado ¥ com dimensao pu, denotaremos por ¥’ qualquer variedade linear de dimensao
v — i ortogonal a X

)P
e denotaremos do’ o elemento de érea (Lebesgue) em Y.

Teorema IV.2.1 ([5], Theorem 2.8). Sejam P(D) e Q(D) operadores diferenciais parciais
lineares com coeficientes constante tal que P(D) é mais forte que Q(D) em (2. Para toda

w e D(F), a fungao Q(D)w tem trago de quadrado integravel em X se, e somente se, 5

¢ uniformemente de quadrado integravel nas variedades ¥/, X' 1 ¥, isto ¢é;

f Q&)

< ‘ do' < C, (IV.2.2)
P(¢)
: @) ¢ e r 3 i
onde P(&) = ( Z | P (&) ) ,£ € R” e C > 0 nao depende da escolha da variedade

la|<m

Y.
Demonstracio. Podemos assumir que Y é definida pela equacao
xu+1 :0’...,;61, :O

Suponha que toda w € D(Fy) tem traco Q(D)w de quadrado integrével em X, ou seja,
a desigualdade (IV.2.1) é valida. Como §2 é limitado, pelo teorema I1.2.6, existe C; > 0

tal que
l¢ll < C1[P(D)],

para toda ¢ € C§°(€2). Logo,

L QD)oo < Co|P(D)OI, 6 e CE(Q). (1v.2.3)

Seja p € 7. Fixemos &;,...,&, € R e defina

o) = [ 28 e o
0= R

_ e, f PE) ittt gy
x P(§)
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onde

do' = d,.1 ... d&,.

Aplicando P (D) em v temos

« P(a)(g) i(x- !
PO (DY(xy, ... ,x,) = f , (&) ) @ de
- ei(€1x1+"'+§u$u)f 5)%ei(gu+lxu+l+"'+fu1'u)do./'
2’ P(¢)
Por conveniéncia identificaremos R” com thl 77777 0 X Rl(’l:fl .... ,y colocando
(1,...,2) = ((z1, ., 20), (Tps1, - T)).

Observe que podemos tratar

ei(flwl FeetEpmy) f (P(f) Pia) (f) ei(fu-%—lxu-%—l +"'+£V1V)d0-'
E’ P(¢)

.....

jg € . (a demonstragao desse fato estd no Apéndice). Observe que

ei(£1$1+-“+§uxu) f @(5) P(Na) (5) ei(5u+1$u+1+“-+€u%)da’ —

5 P(¢)
Pl ,
= Pt (<2w><”“>/2so<g>jf%%@el@w"*fﬂm) CHTN )

Cg.(u—i-l ..... I/)(P( )(D)U(l’h .- 7xu))((§u+17 75,“4)) =
— v— P(a)(f) ) T T
= i) (Foha y)((%)( “)/290(5)15(5)6 Gzt “))(%H,---,%))
= (27r)(V—u)/2ei(£1r1+~-~+§Mzu)<’0(§) P(Na) (5)
P(¢)
Usando a identidade de Parseval (1.3.8) para a transformada de Fourier F, 1. .,
temos
f PODY@)Pdausr . dey = | 1 F i) PO DY) EOP s,
(p+1,..., v)
A Pl (€)2
~ [ [ememreen st O e e,
J ' B 1
Pl)(&) 2
= ) | o st s,
TP T
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~

Observando que | P (€)| < P(€), segue que

J |P(a) (D)U(l’)|2dl’u+1 Ce di[f,/ < (271')'/7“ |§0(5)|2d£u+1 Ce dfu
RYH >

(n+1,...,v)

Portanto, como do’ = d§,,41 ... d¢,, entao

J . |PY(DYu(x)Pda,s ... dr, < (210)" 7" | |p(€)|2do’. (IV.2.4)
IRl(’p,+l ,,,,, v) g

Agora considere uma funcdo ¢ € C°(€2) que nao seja identicamente nula em ¥ e ¢ é

uma fungao apenas de z1, ..., 2, em uma vizinhanca de X. Tome
u(z) = Y(z)v(xr), xeR"
Pela Férmula de Leibniz-Hormander dada na proposicao 1.2.1, obtemos

P(D)u(z) = PO (@) = Y 228 o Dyu(e).

|a|<m

Assim, denotando K o suporte de v, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o

teorema de Fubini, temos

JV|P( Ju(z)?dz = J (‘ 2 (a)(D) (x )‘Qdazuﬂ...d:c,,)d:cl...d:cﬂ

laf<m
D¥p(z) 2 o 2
gJK(IaZJm‘ a! ‘ )(|a§m‘P( )(D)U(x)‘ )dml'“dm”dxwrl“'dxl’
<M ‘P@ (x)rdxl...dxy,
K jal<m
isto é,
f [P(D)ulx)Pde <M | ) ‘P (D ‘ ) de ... da, (IV.2.5)
K Jal<m

Seja X1 a projecao ortogonal de K na variedade X e Y5 a projecao ortogonal de K na

variedade Y. Logo, usando o teorema de Tonelli-Fubini temos

J Z |PY) (DY (x)[*da; . . J J |PO D)oy, ., T Ty 1) |2 AT -
K b))

lol<m |o]<m

d.’ﬂl..

dx,,]

Sz,



Trago de Q(D)u em variedades lineares 50

Dal, (IV.2.5) juntamente com (IV.2.4) fornece

[ 1pouras<ar 3 [ [ ipemoyorar]as

jaf<m
<m Y J [ J P (D)o() Pdo | dor
|aj<m 21 Rf,u_rl ..... v)

<ur 3 | fen | e jao

|al<m
=t [ Je(©P( |, do)ao
b3 1
<0y | lo()Pdo
E/

Portanto,

| PP < ¢ eI (IV.2.6)

Para qualquer z € R, aplicando Q(® (D) em v temos

a P(€) A@)y 1y i(ee) 11
QO (DYo(ar, ..., 1) = f P o) (D)eit=9 gy
' P(§)
(a) ,
_ J (,O(f) QN (5) el(mf)do_l
> P(§)
— e’i(fll’1+"'+fu£u) J s0(5) Qia) (5) 6i<€#+1x#+1+“.+€yxu)dal.
/ P(¢)
Na variedade linear Y temos
QWv(xy,...,2,,0,...,0) = b1t +iuu) J 0(&) = do’.
' P
Para x € ¥, a Formula de Leibniz-Hérmander dada na proposicao 1.2.1 nos fornece
S DY(2) a
Q(D)u(z) = Z TQ( )(D)U(:U)a
onde Z ¢ uma soma apenas sobre as sequéncias de indices 1,..., u, por conta da cons-
trucao de 1.
Tome

_ QW) .
toa—J,S@(g) ﬁ(f) do’.

Dai, um calculo direto fornece

| QD) ds = 13 vastuts.
> a B
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onde a5 = f D% DBydo.

ol 6'
* *
Ja vimos na demonstracao do teorema II1.2.4 que a forma quadratica ZZ Yoptals €

a B
positiva definida. Consequentemente existe Cy > 0 tal que

* *
D P =<y D) Y tafstas,
la|<m laj<m |Bl<m

onde |t| denota a norma euclidiana de ¢ = (¢,). Como |to|* < |¢]* temos

2 = ‘L gggigp(f)dojg Z Z talgthas = C‘*J Q(D)u(x)|do.

g jal<m |3]<m

Além disso, usando as desigualdades (IV.2.3) e (IV.2.6) segue que

2
‘ Q) a0l < ey J |P(D)u(z)|Pde < CoCsCy | |0(6) 2o,
> P(g) v SV
e portanto,
Q) /| 2
~—=p(&)do’| <C w(&)|"do
), 5 7@ e
para toda ¢ € ¥ e algum C > 0. Isto nos diz que o funcional linear em . dado por
Q(E) :
T(p) = | = wl&)do
> P(§)
é linear e continuo. Do Teorema de Representacio de Riesz 1.5.6, existe g € L*(¥') tal
que
7(0) = |_s(©el©)do
Logo,
J (N(g) - g(f)) ©(§)do’ = 0, para toda ¢ € ..
' NP(E)
Portanto, g(é) = g(&) quase sempre em Y’ para toda variedade linear ¥ ortogonal &

¥ e toda escolha &, ...,&,. Logo (IV.2.2) é satisfeita para alguma constante C' > 0 que
nao depende de Y.

Agora vamos provar a reciproca. Suponhamos que

L g(f)

Para toda u € C°(2), podemos escrever Q(D)u como

QD)u(x) = | QOO Ide.
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Em X, temos

Q(D)u(xy,...,1,,0,...,0) = Q(E)a(€)ei@rtrt—+autu) g

Rl/

Assim, a transformada de Fourier de Q(D)u(xy, ..., z,,0,...,0) como funcdo de zy, ..., x,

(@m0 | QUG - d
Note que, usando Cauchy-Schwarz mais uma vez e a hipétese temos

Q) 5

2 2

— (2m)70~ “\ P(OE)dErn .. de,

o
15(5)‘ f

ﬁ(é)@(ﬁ)‘ZdéuH . de,.

(2m) 2 | Qe dEn - d

P(g)a(g)rdg#+1 L dg,

< (27T)7

<a

Agora, pela identidade de Parseval (1.3.8), temos

| 1Dyt = (amy o f (f,
Cf L/ ‘dguﬂ (de,)de, .. dE,,

~

—c| [Poae[a-c Y [PoDuP
’ jof<m

Q)| gy - 46 ) dea . de,

=C Y IPOD)?

|al<m

caf
| 1yut@par <. |

P(D)u(x)rdx.

Portanto,
‘2

P(D)u(zx)| du.

Lema IV.2.2. Seja p(t) é um polindémio de grau n na variavel real ¢. Entao

0 /t 2
[ VOF g
—oo [P + [P (1))

Demonstracio. Sejam tq,...,t, os zeros de p. Entao,

p(t) = a,(t —t1)...(t —tn).
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Dai,
In(p(t)) = In(a,) + > In(t — t;)
k=1
Derivando, obtemos
P(t) _ Z": 1
p(t)  SHt—ty

Vamos dividir a reta em dois intervalos

I, = {t € R||Re(t — t;)| < 1 para algum k}

I, =R—-1.

Note que
I = | J{teR:te (Re(t) — 1,Re(ty) + 1)}.
k=1

Assim,

Z (Re(tg) — 1, Re(tg) + 1)) ZRetk + 1 —Re(ty) + 1) = 2n,
k=1 k=1

onde m denota a medida de Lebesgue na reta.

Como
por |
@1 + )P

temos

' (&)
n PP+ )P

Além disso, como |p(t)]* < [p(t)]* + [p'(t)|?, temos

' (t)]? POPR (1?2
Ip(t)|2 + [P ()] p(t)‘ - (,;llt—tkI)
o2
\(;1)(;|t_tk|2)
no
:n’;“_tw

Note que |t — t]* = |Re(t — t&)|*

< f 1=m(L)<2n < on?.
I
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Logo,

! 2 ! 2 n 1
[0l thsf p(t)dt‘ <n2f S -
@) + [P ()] 1, | p(t) = Jjt-tuiz1 [t — ]
k=1
1 1
<n diet [
<J|1;—t1|>1 | Re(t) — t1]? [t—tn|>1 | Re(t) — tn[? )

1
= nQJ —th =22
=11

0 It 2
[ WO s
oo [P(O)* + 1/ (2)]

Portanto,

Quando a variedade linear tem dimensao v — 1 ela é chamada hiperplano.

Teorema IV.2.3. Se ¥ é um hiperplano com vetor normal N = (Ny,...,N,), entdo
existe C' = C'(P,2) > 0 tal que

f PO(DYulde < C | 1P(D)uldz, ue C2(Q),

RIJ

Y, 0P
onde P](Va)(f) = Z Nka&(f) = N-VP@(¢) e a € Z4. Isto é, para todo u € D(R),
k/.f

podemos definir o traco de P](Va) (D)u em ¥ como fungao localmente de quadrado integrével.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponhamos || N|| = 1.
Seja
plt) = P&+ EN).

Assim,

p(t) = P+ IN) = N - VP@(E +tN).

Além disso, temos

PE+tN)? = Y [PO(E+tN)]? = |P(E+EN)?

18]<m
_ PO 4 NP+ (Z”:ng)(i ‘652:>(§+t1\7)‘2)

v OP(@) 2
> |POE NP+ Y N : (§+tN)‘

= @) + 1P O
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Entao,

PE+iN? = Y [POE+ NP = @) + 10 ().

|Bl<m

© P(Oc) 9 e ()2
J ‘#(ngtN)‘ dt <f , |p2( ) S < 4n’.
ol P o [P + ()]

Portanto, pelo teorema anterior com Q(D) = P](Va)(D) segue que

Logo,

v

f P\ (D)ul*do < C J |P(D)ul?dz, ue CP(Q).
2

|
Exemplo IV.1. Sejav =n+1, R"™ = {(z,...,2,,t) ;z; e Rt e Ri=1,...,n} com

n € N. Seja ¥ um hiperplano em R"™! com vetor normal N = (Ny,...,N,, N;) e seja

P(&) o polinémio dado por
PE) =& -8, €=(&,....&.&)
i—1

Neste caso, P(D) ¢ dado por

conhecido como D’Alembertiano associado a equacao da onda.

Seja 2 < R™"! um dominio limitado para o qual os operadores maximal e minimal
associados & P(D) sdo iguais.

Assuma que Q N Y # . Para a = (0,...,0), o operador P\(D)u = Py(D) do
teorema 1V.2.3 é dado por

2 0 " 0
PN(D) = g(Nt% - ;Nié‘xi)’

denominado operador derivada conormal associada ao operador P(D) e ao hiperplano X.

O teorema IV.2.3 nos garante que existe C' = C(P,2) > 0 tal que

J \Py(DyuPdo < C | |P(Dyuftde, ue C2().
b)) R¥>

Logo podemos definir o trago de quadrado integravel em X N Q) para a funcao Py (D)u

sempre que u € L*(Q) e P(D)u e L*(Q).
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Observe que se o hiperplano Y é paralelo ao eixo t, entao N; = 0. Logo,

—2 ¢ o -2 0
Py(D)= =-N'N L =2 :
(D) i ; ox; i ONq,..n)
onde ———— é a derivada normal usual ao longo de ¥ na dire¢do normal & 33 (veja [1]).1H
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V Apéndice

Lema V.0.1. Sejam

como em 1.2.2,

e ¢ €.7. Entao

Ideia da demonstracao:

Queremos provar que

sup ‘5550‘ (}ff(?))‘ < oo, para todos «, B € Z.

Suponhamos |a| = 1.

Neste caso, 0% = a?, para algum j € Z,. Como
o) »
—=P(§) = ,
Bl =0l
temos

0 ((6) 5.\ 966
6@-(15@)%)) 0

Usando a regra do produto segue que

0 (4D 4 2 0P(E) _ 04(¢)

% \P(¢) P& % %

Agora note que R L R
oP(&)* _ APE)P() _ o3P ()

T TR
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e dai,

oPE) _ 1 aPE)’

~

0&; 2P(¢) 05

Substituindo na férmula anterior, temos

o (¢(§)>: L (E) _ 0(&) 2P’
P

GNP PO % PP
Como podemos limitar
Sl
pPE) ¢
¢ esta no espacgo de Schwartz e f’(é )2 é um polindmio, segue que
o B9 8 2
wole' s ()| < son S T e S0 T | <o

Suponhamos agora que |a| = 2. Aqui temos dois casos a considerar. Podemos derivar
na mesma direcdo duas vezes ou em diregoes distintas.

Ja temos que

aP(¢)
o

O (9N o2 008 50y
%(%)P(O =2, P(&) — ¢(§)

Derivando novamente na mesma dire¢ao, obtemos

az(qb(&)):a%(&) L o PP _ 1 oPE? o (cb(i))'

AGA\P)) oG Pl P o P 0w 0GP
Aqui s6 precisamos analisar o termo 62&]2(5).
J& tinhamos que N ! N
5 0P(E) _ or(§)’
2PE) og 0

Derivando e fazendo alguns substitui¢oes, obtemos

PPE) _ 1 @PE? 1 (6?@2)2
06 2P G  4PEPN 9 /0

Fazendo observagoes similares ao caso anterior, obtemos

‘5Bag2< (é)))‘ =

Para o segundo caso, quando temos derivadas em direc¢oes diferentes, obtemos

Bley? 0? (j;(f)) _ 8%(5)]3(5) _d)(@@?P(&) 0P o (jé(f))

06:06; \B(e)) ~ 0g0¢; 0605 & 05 \P(g)/
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De forma similar ao que fizemos antes, vamos obter

> (ol
m(ﬁ((g)))\m

Para |o| = 3, vamos fazer o caso mais geral em que as trés diregoes sao diferentes.

sup

Temos a seguinte identidade

o (@3@) oP()? & (f@)): *p() ]3(5)+613<£>62¢<£>
0810808 \ P(€) & 080 \P(€) 08,080 0§ 0&0¢;
o 3P
" ogoece,  Paeceds
P 5(?(5))_5132 & (cg(é))
08,08 05; \ P(£) 08 0§05; \ P(¢)

)Pe) +

Nos precisamos analisar apenas o termo

*P(€)
06,108,085
Ja temos que

~ 0P 0P ()2
2p( L) - )

*PE) _ 1 P*PE? 1 (613@)2)2
06 2P(¢) 0§  4P(e)3\ 0§ /-
Além disso, derivando a primeira expressao mais duas vezes em diregoes diferentes,
vamos obter
2Be) SPE) _ PPE?0PQ)EPE) 0P© PP 0P P
0§08;0¢;  0§0&;0; 08 0§0&; 0§ 0&0€; & 080§

Segue do que ja foi feito anteriormente que podemos colocar tal derivada em func¢ao

de ]3(6)2 que é um polindmio e portanto estard em .&.

Disso segue que

0? o(§)
0,0€:0¢; ( 15(5)> ‘ =

Para o caso geral, basta prosseguir com tal raciocinio e usar o principio de inducao.

e



