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���� ����������� ������� �� �����$���� � (�
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����������� �� ������ ���&� 
�� *���+��� �� ������� ,����� ��� 
�������������

�������%��� � �����
����� ������� ������ �� &����� -� �� ���������) ��� 
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��� ���� ����.

����� (�� ���� �� 6�������� ���
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��, ������ �� )+��'����' �� -���	 �� '�	-�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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���0 ��	��	 �	 �����1���	 �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

���� .�	-� �	 2�'��	 ���0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

���� .�	-� !�	�	� �� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

���� ����	�� �� 3�'��� 2�����	�� �+����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���
 ������ �� �������
�� �	 -	��	 �� �+����� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���% ���  ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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���� 2	��	 �� �+���� �� �� �����9��� �� :	�	'�;	* �	  �!	��	� � � � � � � �0
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 �������


• �+ �������� 
�
 �*����
 �������


• �+ �������� 
�
 �*����
 ��������


• �+ �������� 
�
 �*����
 ����


• �+ �������� 
�
 �*����
 ��������


,����� -�.+ /�������
 ��������
�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

-0



��������� ��

����� �� �	�
����� a, b, c, ...
 ��������� ��� {a, b, c, ...} � � �������� ���
��� ���
����� �	�
������ ����

 ���
���� ���� �������� �� A
 ��
�� ��� A = {a, b, c, ...}� �
������� x ∈ A
 ���� �
 x �������� � A
 �������� ��� x � �
 �	�
���� �� �������� A�

�� 
��� ���	���
 ��
�� x �∈ A
 ���� ����������� ��� x ��� �������� � A
 �� ����
 ���

x ��� � �
 �	�
���� �� �������� A�

 ������� ��
�� ������� ���� ��� ��������� x
 �	�
���� �� �������� A
 ��
 {x}

�������� ���� !���� �	�
���� � x�

"���	
����
 �#��
�� �
 �������� �������� �� �
 �������� #����� X
 ������������

�
� �������� �� �
� ����������� P 
 ��� ��$ �������� � �
 �	�
���� ���	���� �� ����

����� X� � ����������� P ����� �
 �������� A
 ��� � �
� ����� �� �
 ���	
�����


�� X� ����



A = {x ∈ X; x ��$� �� ����������� P}

��������	

%� {x ∈ �|0 < x � 2} = {1, 2}

&� {x ∈ �|x
2
∈ �} = {...,−4,−2, 0, 2, 4, ...}

�� {x ∈ �|x2 = 1} = {−1, 1}

'� {x ∈ �|x �∈ �} (�

 � �
������ ���	����� �
�
� 
� �������
� ����� 	
�����
 �)

�� {x ∈ �|x2 = −1} (�� ������ �������
 �
 	
�����
 �
����� � ��
�������� P �

�����
� ��� ���� � �� 	
�����
 ����
 
� ∅)

���� ��������� ��� ����� ������
 ������ ���� �	�
���� �� �
 �������� ��
#�
 �

�	�
���� �� ����� � *����*����� +� ���� �	�
���� �� �
 �������� A ��
#�
 � �	�
����

�� �
 �������� B
 ��$�
�� ��� A ���� 	
����
 �
 B (A ⊂ B)
 	��� ���� �#���
��

A = B
 �������
�� ��� A ⊂ B � B ⊂ A (A = B ⇐⇒ A ⊂ B � B ⊂ A)�

� ���� ��	���� ����� ��������� ����
���
�� �� ��	���� �� ��	���


 �� ���	 �,���-�


�� �� ��������� ������������.

�������� . ���� ���� �������� A
 ��
��� ��� A ⊂ A/

������������	� . �� A ⊂ B � B ⊂ A
 ����� A = B/

 ��������� . �� A ⊂ B � B ⊂ C
 ����� A ⊂ C�

+� A ⊂ X
 ��$�
�� ��� A � �
 ���	
�����
 �� X
 ����
 ����� A � B ��#���������

�� X
 � ���

 �� A � B ��
#�
 � �
 ��#�������� �� X � ��� �����
����� ��
�.



��������� ��

A ∪B = {x ∈ X|x ∈ A �� x ∈ B}�

�� �	
�� �����
 �	�	�������
 � ���������	 ��
 ��������
 A 	 B ���

A ∩B = {x ∈ X|x ∈ A 	 x ∈ B}


���	 �
 	�	�	���
 �� �������� A ∩B �	��	��	�
 
�������	��	��	
 ��
 ��������
 A 	

B�

��� A ∪B ��� A ∩B

������ ���� ����� 	 ���	�
	��� �	 ��������
�
����	
 �����
��� �	�� ����
��

�	 ������	� �������� X
 ���	��
 	������ �� �������� ������� ��� ����
 �
 
	�



����������

 � ���� �	��������
 
	�����	 
�� ������ �	 X 	 ��������
 ��� P(X)�

 

��
 ���� � �������� X = {x ∈ �|x2 = 1}
 �	��
 ��	

P(X) = {∅, {−1}, {1}, {−1, 1}}�

�� ����	 	 ���������	 	���	 ��������

 	����!��
 �
 
	�����	
 ������	���	
�

• A ∪ ∅ = A ���� ������	� A ⊂ X "∅ # � �������� ������$%

• A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C ���� ����
��	� A
 B
 C ⊂ X "	

���	��
	$%

• A ∪B = B ∪ A ���� ����
��	� A
 B ⊂ X "�����	��
	$%

• A ∪ A = A ���� ������	� A ⊂ X%

• A ∪X = X ���� ������	� A ⊂ X%

• A ∪B = B ⇐⇒ A ⊂ B ���� ����
��	� A
 B ⊂ X%

• A ∩ ∅ = ∅ ���� ������	� A ⊂ X %

• A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C ���� ����
��	� A
 B
 C ⊂ X%

• A ∩B = B ∩ A ���� ����
��	� A
 B ⊂ X%



��������� ��

• A ∩B = A ⇐⇒ A ⊂ B ���� ����	��
� A� B ⊂ X�

• A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ���� ����	��
� A� B� C ⊂ X�

• A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ���� ����	��
� A� B� C ⊂ X�


��� ���� 	���������� A ⊂ X� �
��	 ��
 �XA � � �����
�
���� �
 A ��� �
�����

� X ���


�XA = {x ∈ X|x �∈ A}


��
��	 �������� ������ � ������� AC ���� �
	����� � �����
�
���� �
 �� 	���

�������� ������ � �������� X 
	���
� ���������� ���� ��� 
�
����� X � � ��������

��	 � �
��	 �
��	 !X = �"#

$���	 A 
 B ���	 	����������	 �
 �� �������� X� � ��������� 
���
 A 
 B �

�
����� ���

A− B = {x ∈ X|x ∈ A 
 x �∈ B} = A ∩BC

��� AC ��� A−B

%����� �#�& '����
�
���� 
 ��(
�
��� 
���
 ��������	#
����	
 �����
��� �	�� ����
��

)		��� ���� A 
 B 	����������	 �
 �� �������� X� �
��	 �	 	
�����
	 ������
���
	


�����
��� �����
�
����
	 
 ��(
�
���	&

• ∅C = X 
 XC = ∅�

• (AC)C = A�

• A ∩ AC = ∅ 
 A ∪ AC = X�

• (A ∩B)C = AC ∪BC 
 (A ∪B)C = AC ∩BC �

• A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (A ∩ C)�

• *
 A 
 B 	�� 	����������	 �
 X ���	 ��
 A ⊂ B� 
���� �BA = AC ∩B#



������� ��

������	
���� �� ���
����� A 	 B� 	����	 � ������� ����	
���� �	 A ��
 B �A×B��

��
�� 	�	�	���� ��� �� ��
	� �
�	����� �a, b�� ��� a ∈ A 	 b ∈ B� �����

A× B = {(a, b)|a ∈ A 	 b ∈ B}

���	 ��	 (a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c 	 b = d�

��� �	
���� ������� �� ���
���� A �� ���
���� B � ������	
 ������
���� �	 A×B�

���� �

�R � 
	����� ����
�� �	 A 	� B�⇐⇒ R ⊂ A× B

 	��	 ����� ��������� (x, y) ∈ R ���� xRy�

��� �����	


�������� 	
�
�
 f ⊂ A × B � ��� ������� �� ��
������ �	 A 	� B �	� ��
� ����

x ∈ A� 	����	 �� !���� y ∈ B �	 ���	�
� ��	 xfy�

f : A −→ B � � ������� ��
����	��	 �����"��� ��
� ��� #������ ���	 A � �$�%

���� �	 ������� �	 f � B � � ������������� 	 y � � ����	� �	 x ��
 f � & ���
���� ���

���'	�� � �$����� ����	� �	 f 	 
	�
	�	����� ��
 Im(f) = {f(x)|x ∈ A}� ���%�	
y = f(x)� ��	 ��'��(�� ��	 (x, y) ∈ f � �� ��'�
 �	 xfy�

�������� 	
�
�
 ��� ��������� f : A −→ B � ���	���� �	� ��
� ������	
 x, y ∈ A�

�	��� x �= y =⇒ f(x) �= f(y) �� �	 #�
�� 	���)��	��	 f(x) = f(y) =⇒ x = y�

*�'�
� ��+, -�������� ��
	��
��
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

������ ���	������ ������	�� 
	�	 	
���	���� ��� 	������ �	����� ����������



������� ��

�������� 	
�
	
 ��� ����	�
�� f : A −→ B 
 ����������� ��� Im(f) = B� ���� 
�

���� ���� y ∈ B ������ x ∈ A� ��� ��� f(x) = y�

������ ���� ����	�
�� ������������
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

�������� 	
�
�
 ��� ����	�
�� f : A −→ B 
 �	������ �� ��� ���� �� ����� ������

� ������ � ������������

������ ��!� ����	�
�� ���������
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

�������� 	
�


 "��� ����	�
#�� f : A −→ B � g : A −→ B ��� ����� 	
��	� ��� �

���� �� ��� f(x) = g(x)� ���� ���� x ∈ A�

�������� 	
�
�
 $��� A �� ���	� �� �� �� �� 	� �� �� X� � ����	�
�� j : A −→ X�

��% ��� ��� j(x) = x� ���� ���� x ∈ A� 	&���'�� 	�
����� �� A �� X� (��� A = X

����� � ���	
���� 	����	
�� ����
� 	� &�	��� 	��� 	����	���� �� X� � ��	��� ���

��X � ������ ��X : X −→ X � ��X(x) = x� ���� ���� x ∈ X�



������� ��

�������� 	
�
�
 ����� ���� ��	
���
�� f : A −→ B � g : B −→ C� � ���������

��	��
�� �� f � g � � ��	
����� g ◦ f : A −→ C� ���� ��� (g ◦ f)(x) = g(f(x))� ����

���� x ∈ A�

�
���� ���� ��	
����� ���������
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

�������� 	
�


 ���� ��� ��	
����� f : A −→ B� �� ��
��
� g : B −→ A� ��	 ���

g ◦ f =
�A � f ◦ g =
�B� ����� g � � ����� ��
��
� �� f � ��� ������� ����	 � f−1� �


�!���� ��
��
�" � ���" #�
�� ��� � ������� ��� � ��	
����� $�� %
&������

�������� 	
�
�
 ����� �� ���&����� A, I �= ∅� ��� ��	
����� f : I −→ P(A) ��� �

���� i ∈ I �����
� �� ��%���&���� f(i) ∈ P(A)� � � ����� �� ��	���� �� 
����������


�� A � 
��
���� ��� (Xi)i∈I � ���� Xi = f(i)�

�������� 	
�
��
 '�&� (Xi)i∈I ��� $��(	
� �� ��%���&����� �� A� ��)��*�� � �����⋃
i∈I

Xi = {x ∈ A|��
��� i ∈ I � x ∈ Xi}� ���
� �� �	������ �� A ���" ����� ��
�� ���

� ������� ��� ���" �� �	��� ��� ���&����� �� $��(	
� ����
�������

�������� 	
�
��
 '�&� (Xi)i∈I ��� $��(	
� �� ��%���&����� �� A� ��)��*�� � ������


����
⋂
i∈I

Xi = {x ∈ A|x ∈ Xi� ���� ���	���� i ∈ I}� +��� �� �	������ �� A ��������

� 
��������� ��� � ������� ��� �������� � ����� �� ���&����� �� $��(	
� ����
�������

�������� 	
�
��
 ���� �� ���&���� X �= ∅� �
,���� ��� ��� $����� f : X −→ � �

��	����� �� ��
��
� k > 0� k ∈ �� ��	 ��� |f(x)| < k� ���� ���	���� x ∈ X� -��
�������

� ���&���� ��� $���
�� 	
�
����� �� X �� � ��� β(X;�)�



������ ��	�
��� ��

� � ��

��� ������ 	
���
�� ����
 �

�������� 	
	
�
 �� ������ ����	
�� ���	� � � �� ��	
�	�� W ��
�� � ���� �����

���	���� ���� ���� �� ���������� � ��
��

• ����� u, v ∈ W � ����� (u, v) 
−→ u+ v 
��
����

• ����� α ∈ � � u ∈ W � ����� (α, u) 
−→ αu 
����
��
����� ��	 ������	���

� ���� �� ����� �� ��� ����������� �� �����	��� ������������� ∀ u, v, w ∈ W � ∀ α� β ∈ �


� u+ (v + w) = (u+ v) + w



� u+ v = v + u




� ������ 0 ∈ W �� ���� ��� 0 + u = u


�� ���� ���� u ∈ W � ������ (−u) ∈ W �� ���� ��� u+ (−u) = 0

�� (αβ)u = α(βu)

�
� (α + β)u = αu+ βu

�

� α(u+ v) = αu+ αv

�


� 1u = u

����� ��� W � �� ����� �
����	�� �� �������  ������ � ��� �� �����	��� �� ��

������ �������� ��� �!������ �� ����	��"

�������� 	
	
�
 ��	�� �� �� ������ �������� W ��
�� � � ��� #�	��� ‖‖: W −→
�� ��� ������� ���� ����� u ∈ W � �� 	$���� ���� 	�� 	�������� �� ���� ���� ∀
u, v ∈ W � ∀ α ∈ �� �����

n1� ‖ u ‖≥ 0 � ‖ u ‖= 0 ⇐⇒ u = 0

n2� ‖ αu ‖= |α| ‖ u ‖

n3� ‖ u+ v ‖≤‖ u ‖ + ‖ v ‖

�� ��������	 
� 	������	 
������ ��	 
����
� 
� 	�
�� 
	� �������	� 
	 ����	 	� �	�����	�



������ ��	�
��� ��

� � ��

�������� 	
	
	
 �������	 ������ ����	
�� ��
 �	����� 
���	�� � 
� 	����
 �	�
����

W �
���
 �	 
�� �
���
 〈, 〉 : W×W −→ �� �
	 ���
��� ���� ��� 
��	���
 �	 �	�
�	�

(u, v) ∈ W ×W � 
� ���	�
 �	��� �������
 �
� 〈u, v〉 	 ������
 �	����� 
���	�� ��

u ��	 v� �	 �
�
 �
	� ∀ u, u1, u2, w ∈ W 	 ∀ α ∈ �� �	�
�

p1� 〈αu, v〉 = α〈u, v〉

p2� 〈u, v〉 = 〈v, u〉

p3� 〈u1 + u2, v〉 = 〈u1, v〉+ 〈u2, v〉

p4� 〈u, u〉 ≥ 0 	 〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0

���
������ 	
	
�
 �
 �
 ������ ����	
�� ��
 �	����� 
���	��� �������� � ��	
� ��

�
 ����	 u ∈ W � ��
� � ������ ‖‖: W ×W −→ � ���� ��	 ‖ u ‖= √〈u, u〉�

��������	
��� �����
 � �	�����
 �	 �
���� �
���	�
� �
	 � �
���
 ���� �
�

‖ u ‖= √〈u, u〉 �������� �
��� �� ��
���	���	� ∀ u, v ∈ W 	 ∀ α ∈ �� �	 ���
 

n1� ‖ u ‖= 0 ⇐⇒
√

〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ 〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 ���� ����
��� �� �	�����


���	��

n2� ‖ αu ‖=
√

〈αu, αu〉 =
√

α〈u, αu〉 =
√

α〈αu, u〉 =
√

α2〈u, u〉 = |α|
√
〈u, u〉 =

= |α| ‖ u ‖

n3� ‖ u+ v ‖≤‖ u ‖ + ‖ v ‖

!
�	 �
	 ‖ u+v ‖2= (
√
〈u+ v, u+ v〉)2 = 〈u+v, u+v〉 = 〈u, u+v〉+〈v, u+v〉 =

= 〈u+ v, u〉+ 〈u+ v, v〉 = 〈u, u〉+ 〈v, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, v〉 =‖ u ‖2 +2〈u, v〉+ ‖ v ‖2≤

≤‖ u ‖2 +2|〈u, v〉|+ ‖ v ‖2≤‖ u ‖2 +2 ‖ u ‖‖ v ‖ + ‖ v ‖2≤ (‖ u ‖ + ‖ v ‖)2

��������
� � �	��"
�����	 �	 ��
��#�$��%���� 
��	 |〈u, v〉| ≤‖ u ‖‖ v ‖� ���� �
��

���� �
	 � �	��"
�����	 ‖ u+ v ‖≤‖ u ‖ + ‖ v ‖ & �	����	����



� ������� �	
��
��

� �������� �� �	
���	 
������	 ��� ����������� �
 ����� 
�� ������� �������� 	��

�	���� 
��
��� � �������� �� 
��
�������	 ��
�������	�  �� 
�� 	�� !��� ��!�
 ��

�	���� �� �	
���	 ��
�������	 
��	 �"	�����	#

��� �����	
�

�������� 	
�
�
 $
 ������ ��	
��� � �
 
�� (M, d) ���
��� 
�� �
 ���%����

M �= ∅ � �
� ������ d : M ×M −→ ��  �� �		���� � ���� 
�� �� 
����	 x, y ∈ M

�
 �&
��� ���� d(x, y)� ���
��� �� 
�	
��� �� ���	����� �� 
���� x �� 
���� y� ��

��� 
���  ��'

�# d(x, y) > 0 	� x �= y� ∀ x, y ∈ M (

)# d(x, x) = 0� ∀ x ∈ M (

*# d(x, y) = d(y, x)� ∀ x, y ∈ M +��
������,(

-# d(x, z) � d(x, y) + d(y, z), ∀ x, y, z ∈ M +������������ ����������,#

.� d′ � ����� ������ 	���	������� �	 
�	
�	 ������/�	� �	 �	
���	 
������	 (M, d)

� (M, d′) 	�� ��	�����	#

� �	
��� 
������ 
��	 ��������� � � ������ ����������# 0 
������ ���������� �����

� ��	�1���� ����� ���	 
����	 ��
� � ��

��
���� �� 	��
���� �� ����  �� �	 �������#

���
��� 	
�
�
 0 
�	
��� ����
�	� ���� 
�� (A, d)� ���� d(x, y) = 0 
��� x = y �

d(x, y) = 1 	� x �= y� ∀ x, y ∈ A

��������	
��� $	���� � �������� �� �	
��� 
������� 
�	���
�	  �� � ������

d 	���	��� ����	 �	 
��
�������	# 2� ����'

�# .�%�
 x, y ∈ A� ��
 x �= y� ���� d(x, y) = 1 > 0#

-*



�������� ��

�� ����� x, y ∈ A	 
�� x = y	 ��
� d(x, x) = d(x, y) = 0�

�� ����� x, y ∈ A	 ���� x = y ����� d(x, x) = 0 � ���� x �= y ����� d(x, y) = 1 =

d(y, x)�

�� ����� x, y, z ∈ A	 ����

i) x = y = z ����� d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) =⇒ 0 ≤ 0 + 0�

ii) x = y � x �= z ����� d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) =⇒ 1 ≤ 0 + 1�

iii) x �= y � x = z ����� d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) =⇒ 0 ≤ 1 + 1�

vi) x �= y �= z ����� d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) =⇒ 1 ≤ 1 + 1�

��������	 � ������ d � ��� �����
� ����� A � � ��� (A, d) � �� ������ �����
��

������� �	
	�	 � ����	 �� ����	 � 
������� � ��� ������� ����� � � � ����� ���� ��!

�������� �� ������ �����
�� � ����"�
�� d : �×� −→ �+ ����� ���� ������ x, y ∈ �
� ���� ��� d(x, y) = |x− y|�

��������	
��� #����� � ��$����� �� ������ �����
�	 ��������� %�� � ������

d(x, y) = |x− y| �������& ����� �� ������������� '� ����(

)� �� x > y ⇒ x− y > 0	 ��
� d(x, y) = |x− y| = (x− y) > 0�

�� x < y ⇒ x−y < 0 ⇒ y−x > 0	 ��
� d(x, y) = |x−y| = −(x−y) = y−x > 0�

�����	 d(x, y) > 0 �� x �= y	 ∀ x, y ∈ ��

�� d(x, x) = |x− x| = |0| = 0	 ∀ x ∈ ��

�� d(x, y) = |x− y| = |(−1)(y − x)| = |(−1)||y − x| = 1|y − x| = |y − x| =
= d(y, x), ∀ x, y ∈ ��

�� d(x, z) = |x− z| = |x+ (−y + y)− z| = |(x− y) + (y − z)| ≤ |x− y|+ |y − z| =
= d(x, y) + d(y, z), ∀ x, y, z ∈ ��

��������	 � ������ d � ��� �����
� ����� � � � ��� (�, d) � �� ������ �����
��



�������� ��

������ �	
� ��
������ ����� ���
 �����
 �� �	
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

������� �	
	�	 � ������ ���	
�
��� �n � � �
���� �� �����
�� n� ��� � ��
������

�
��� ������� 
����
�	 ���	
�
����� ����

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2�

∀ x, y, z ∈ �n � ������� �� ����
�� ���	
�
���	

��������	
���  
���� � ��!����� �� �
���� �������� ��
�����
 "�� � #�����

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 
���
#�$ ����
 �
 �����������
	

�� #���� %�&�� x = (x1, x2, ..., xn)� y = (y1, y2, ..., yn) � z = (z1, z2, ..., zn) ��'


�����
 ��(���)���
 �� �n


	 %� x �= y� ���� d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 > 0� ���
 (xi − yi)
2 > 0	

*	 d(x, x) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − xi)2 =

√√√√ n∑
i=1

(0)2 = 0� ∀ x ∈ �n	

+	 d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 =

√√√√ n∑
i=1

((−1)(yi − xi))2 =

√√√√ n∑
i=1

(−1)2(yi − xi)2 =

=

√√√√ n∑
i=1

(yi − xi)2 = d(y, x), ∀ x, y ∈ �n	

�	 ,���
 "�� ��
���� "�� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀ x, y, z ∈ �n� �� 
�&�� "��√√√√ n∑
i=1

(xi − zi)2 ≤
√√√√ n∑

i=1

(xi − yi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(yi − zi)2	

-��� �

� ��.���
 ����� ai = xi − yi � bi = yi − zi, (i = 1, 2, ..., n)� ����



�������� ��

√√√√ n∑
i=1

(ai + bi)2 ≤
√√√√ n∑

i=1

a2i +

√√√√ n∑
i=1

b2i

������	
 �
 ���	
�	
 ���
� 
� ��	
�

n∑
i=1

(ai + bi)
2 ≤

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

a2i

⎞
⎠

2

+ 2

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

a2i

⎞
⎠

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

b2i

⎞
⎠+

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

b2i

⎞
⎠

2

=⇒

=⇒
n∑

i=1

a2i +
n∑

i=1

b2i + 2
n∑

i=1

aibi ≤
n∑

i=1

a2i +
n∑

i=1

b2i + 2

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

a2i

⎞
⎠

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

b2i

⎞
⎠ =⇒

=⇒
(

n∑
i=1

aibi

)
≤

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

a2i

⎞
⎠

⎛
⎝
√√√√ n∑

i=1

b2i

⎞
⎠

�������� ����	��
� �� ����
��� �	��� �� ����� �����	�� �(
n∑

i=1

aibi

)2

≤
(

n∑
i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)

� ��
������� ����� ���
���� � ������
��� ���� ������������ �� 	��
��
�
�������

��

��
� � ������ d � �	� 	�

��� ���
� �n � � ��
 (�n, d) � �	 ������ 	�

����

��������	
�
� 
� ����
����
���� �� �n
� ����	 x1, x2, ..., xn � y1, y2, ..., yn

��	�
�� 
���� ��������
� ��
��

n∑
i=1

| xiyi | ≤
(

n∑
i=1

x2
i

) 1
2
(

n∑
i=1

y2i

) 1
2

������������� ��
� ��������
 ����
�� �� r, s ∈ �� � ������������ (r− s)2 � 0 �

��
�����
� � ��	� (r− s)2 = r2 − 2rs+ s2� 
�	�� r2 − 2rs+ s2 � 0 =⇒ 2rs � r2 + s2�

 �	���� p =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n � q =
√

y21 + · · ·+ y2n � ��
�����
� � 
������

2
|xi|
p

|yi|
q

�
(
xi

p

)2

+

(
yi
q

)2

��
� �������
 i = (1, · · · , n)� ��	���� �	 
������ �� !����� i 
�
�	��

2

pq

n∑
i=1

|xiyi| � 1 + 1

�����

n∑
i=1

|xiyi| � pq =⇒
n∑

i=1

|xiyi| �
√
x2
1 + · · ·+ x2

n

√
y21 + · · ·+ y2n =⇒

=⇒
n∑

i=1

| xiyi | ≤
(

n∑
i=1

x2
i

) 1
2
(

n∑
i=1

y2i

) 1
2



�������� ��

������	 	
�� ��
� 	
����
� �	����
���� ����� �n 
 �
���

• d1(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| �������� �� 	
���

• d2(x, y) = max{|x1 − y1|, · · · , |xn − yn|} �������� �
 �����
�

���������� 	
�
�
 
���� d� d1 � d2 �	 �������	 �������	 �
 ������� �� ����

�������� x, y ∈ �n ���
	 � 	������� ������


d2(x, y) ≤ d(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ nd2(x, y)

	���
��
����� �
�
 �	 ����� r(1 ≤ r ≤ n) ��	�� d2(x, y) = |xr − yr|� �����

���

d2(x, y) = |xr − yr| =
√

(xr − yr)2 ≤ d(x, y)

�
�
 i, j = 1, · · · , n ��	��

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 ≤

≤
√

|x1 − y1|2 + · · ·+ |xn − yn|2 + 2
∑
i<j

|xi − yi||xj − yj| =

=
√
(|x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn|)2 = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| = d1(x, y)

� ������� |xr − yr| = max{|x1 − y1| + · · · + |xn − yn|}� ����� |xi − yi| ≤ |xr − yr|�
����

d1(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| ≤ n|xr − yr| = nd2(x, y)

����
���� 
 ���
��� d2(x, y) ≤ d(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ nd2(x, y) 
 ����
����
 � �����

�
�� �� �	�� ��� 
� 	
����
� ��� �����
�������

�
����� 	
�
	
 ! 	��	���
� �������� �������� � ���� �
�� �	 ���
�� 	
����� X�

���� ������"���� A ⊂ X 
 �	 ���
�� 	
������ ���� ��������
	�� 
 ��������� dA �� d 


A×A� ���� 
 ����#���
 ����� �� ���	����� �� A 
 
 	��	
 ����#���
 ��� ���� �����$
	

��	� ���	����� �� X� %���
 &��	
� (A, dA) 
 �	 ������
�� 	
����� �� (X, d)�

	���
��
����� ��"
 (X, d) �	 ���
�� 	
����� � A ⊂ X� '���	� �
�
 ∀ x, y, z ∈
A� ��	�� ��� x, y, z ∈ X� (�	� X 
 �	 ���
�� 	
����� � ���
	�� ��
��� ����� ��

���	����� �� A 
 	��	
 ����#���
 ��� ���� �����$
	 ��	� ���	����� �� X� ����� ���

���
� 
� ��������
��� ��� �
�
����� 
	 �	 ���
�� 	
����� �
���&���
� �	 X �
	�
	

�
��	 �
�
 A� ����
��� dA 
 �	
 	
����
 ���� ��
 �� d � (A, dA) 
 �	 ������
��

	
����� �� (X, d)�



�������� ��

������� �	
	�	 �� ������ ����	
�� ��	
��� 	��� � �� ��	
�� 
�����
� ����� � ���
��

�� ��
 ����
� �� ���
� �� W � �� ��	
�� 
�����
� ����
��� ����� d : W ×W −→ �

�
�
 	�� d(u, v) =‖ u− v ‖ � ��
�
�
 
��	
�� 
����
�� ���� ��	
� �
�
 ����� W �

��������	
��� ��
��� 
 �������� �� ��	
�� �������� ��������� ��� 
 ������

d(u, v) =‖ u− v ‖ �
����
� ���
� 
� 	��	����
���� ∀ u, v, w ∈ W � �� �
�� 

!� "� u �= v� ��#� d(u, v) =‖ u− v ‖> 0� 	��� 
 ����
 � �� �$���� ��
� ��� ��#
%

��
�� "� u = v� ��#� d(u, v) =‖ u− v ‖=‖ 0 ‖= 0 ����� ����
��� �� ��	
��

&� d(u, u) =‖ u− u ‖=‖ 0 ‖= 0

'� d(u, v) =‖ u− v ‖=‖ (−1)(v − u) ‖= |(−1)| ‖ v − u ‖= 1 ‖ v − u ‖=‖ v − u ‖=
= d(v, u)

�� d(u, w) =‖ u− w ‖=‖ u+ (−v + v)− w ‖=‖ (u− v) + (v − w) ‖≤
≤‖ u− v ‖ + ‖ v − w ‖= d(u, v) + d(v, w) ����� ����
��� �� ��	
��

(���
���� 
 ������ d � ��
 ������
 �������
 	��
 ����
 �
�
 ����� W � � 	
�

(W, d) � �� ��	
�� ��������

������� �	
	�	 �� ������ ����	
�� ��
 �	����� 
���	��� ��� ��
 ����
 ������


	�� d : W ×W −→ �� �
� ��� d(u, v) =‖ u− v ‖� � �� ��	
�� ��������

��������	
��� �� �
��� ���� ��	
�� 
�����
� ��� 	������ ������� � �� ��	
��


�����
� ����
��� �� �������� ��������
�� �� 
������ � � �� ��	
�� 
�����
� ���%

�
�� � �� ��	
�� ��������

������� �	
	
	 ) �������� ��� ������� 	��
� �


����� β(X;�) � ������ ����	
��

��	
���� �� 	
�
 ��
������ f, g ∈ β(X;�) � ��
����� α ∈ �� ���������

i) (f + g)(x) = f(x) + g(x)� ∀ x ∈ X

ii) (αf)(x) = αf(x)� ∀ x ∈ X

iii) ‖ f ‖= sup{|f(x)| : x ∈ X}

�� ��������� �	� 
 ��
���



β(X; )

d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ X}

β(X; )

‖ f ‖= sup{|f(x)| : x ∈ X}

‖ f ‖= sup{|f(x)| : x ∈ X} = 0 ⇐⇒ |f(x)| = 0 ∀ x ∈ X ⇐⇒ f(x) = 0 ∀
x ∈ X ⇐⇒ f = 0

‖ αf ‖= sup{|αf(x)| : x ∈ X} = sup{|α||f(x)| : x ∈ X} = |α| sup{|f(x)| : x ∈
X} = |α| ‖ f ‖ ∀ α ∈ ∀ f ∈ β(X; )

f, g ∈ β(X; ) ∀ x ∈ X |(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤
≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ sup{|f(x)| : x ∈ X}+ sup{|g(x)| : x ∈ X}
sup{|f(x) + g(x)| : x ∈ X} ≤ sup{|f(x)| : x ∈ X}+ sup{|g(x)| : x ∈ X} ⇐⇒
⇐⇒‖ f + g ‖≤‖ f ‖ + ‖ g ‖

d β(X; )

(β, d)



�������� ��

������� �	
	�	 � �������� ��	 
����
	 �
��	 ��������	 C [a, b] �
�����	 ��� ���
��

���� 

����� [a, b]� ��� [a, b] ∈ �� � 	� 
��
�� �
����
� ����
�� ����
 �� �
 �
�


�	
���	
� f, g ∈ C [a, b] 
 �	
��	
� α ∈ �� �
�������

i) (f + g)(x) = f(x) + g(x)� ∀ x ∈ X

ii) (αf)(x) = αf(x)� ∀ x ∈ X

iii) ‖ f ‖=
∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx

������ �
�
��� �	
 C [a, b] � 	� 
��
�� ������� ���	���� �
�
 ����
 �
�
 ���

d(f, g) =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx� ∀ f, g ∈ C [a, b]

��������	
��� ��� �
�
��� � 
����� �
 �	���
� 
 � �	�������
��� ��� 	� 
��
�
�

�	
 ���
� �
����
�� �
��� �	
 C [a, b] � 	� 
��
�� �
����
� ����
 � ���� 	� 
��
��

�
����
� ����
�� � 	� 
��
�� �������� �
����
�
��� �	
 ‖ f ‖=
∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx �

	�
 ����
 ����
 
��
 
��
�� !
 �
��"

# ‖ f ‖= 0 ⇐⇒ |f(x)| = 0� ∀ x ∈ [a, b] $���� |f(x)| �
��
 	�
 �	���� ����%�	
&

⇐⇒ f(x) = 0� ∀ x ∈ [a, b] ⇐⇒ f = 0

' ‖ αf ‖=
∫ b

a

|αf(x)|dx =

∫ b

a

|α||f(x)|dx = |α|
∫ b

a

|f(x)|dx = |α| ‖ f ‖� ∀ α ∈ ��

∀ f ∈ C [a, b]

( ‖ f+g ‖=
∫ b

a

|(f+g)(x)|dx =

∫ b

a

|f(x)+g(x)|dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx+
∫ b

a

|g(x)|dx =

=‖ f ‖ + ‖ g ‖

)���
���� 
 �	���� d � 	�
 ������
 ���	���
 �
�
 ����
 �
�
 ����
 C [a, b] 
 �

�
� (C , d) � 	� 
��
�� ������� 



f g

A M p ∈ M

p A d(p, A) = inf{d(p, a)|a ∈ A}
d(p, A) m

i) a ∈ A m ≤ d(p, a)

ii) r > 0 a ∈ A d(p, a) < m+ r

p (M, d) r > 0

p r B(p, r)

B(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) < r}

M p r

p (M, d) r > 0

p r D(p, r)

D(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) ≤ r}

M p r



p (M, d) r > 0

p r S(p, r)

S(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) = r}

M p r

D(p, r) = B(p, r) ∪ S(p, r)

(M, d) p ∈ M

r > 0 B(p, r) = {p}

(M, d)

p ∈ M r > 0

0 < r ≤ 1

B(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) < r} = {p}
D(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) ≤ r} = M

S(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) = r} = M − {p}

1 < r

B(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) < r} = M

D(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) ≤ r} = M

S(p, r) = {x ∈ M | d(x, p) = r} = ∅

p ∈
r > 0

B(p, r) = {x ∈ | d(x, p) < r} ⇐⇒ |x− p| < r ⇐⇒ −r < x− p < r ⇐⇒
⇐⇒ p−r < x < p+r B(p, r) (p−r, p+r)



D(p, r) = {x ∈ | d(x, p) ≤ r} ⇐⇒ |x− p| ≤ r ⇐⇒ −r ≤ x− p ≤ r ⇐⇒
⇐⇒ p−r ≤ x ≤ p+r D(p, r) [p−r, p+r]

S(p, r) = {x ∈ | d(x, p) = r} ⇐⇒ |x − p| = r S(p, r)

p− r p+ r

2 p ∈ 2 r > 0

a) d((x1, x2), (y1, y2)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

B(p, r) = {(x1, x2) ∈ 2 | d((x1, x2), (p1, p2)) < r} ⇐⇒
⇐⇒ √

(x1 − p1)2 + (x2 − p2)2 < r ⇐⇒ (x1 − p1)
2 + (x2 − p2)

2 < r2

p = (p1, p2) r

2 d



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

�� D(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d((x1, x2), (p1, p2)) ≤ r} ⇐⇒
⇐⇒ √

(x1 − p1)2 + (x2 − p2)2 ≤ r ⇐⇒ (x1 − p1)
2 + (x2 − p2)

2 ≤ r2

� �� ������� �	 
	��
� p = (p1, p2) 	 
��� r�

����
� ���� ���� �	
���� �� ���
� �� �2 ������ � ���
�
� d�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

�� S(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d((x1, x2), (p1, p2)) = r} ⇐⇒
⇐⇒ √

(x1 − p1)2 + (x2 − p2)2 = r ⇐⇒ (x1 − p1)
2 + (x2 − p2)

2 = r2

� ��� ������	
������ �	 
	��
� p = (p1, p2) 	 
��� r�

����
� ���� ���	
� �� �2 ������ � ���
�
� d�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

b) ������ � �	
��
� d1((x1, x2), (p1, p2)) = |x1 − p1|+ |x2 − p2|

�� B(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d1((x1, x2), (p1, p2)) < r} ⇐⇒
⇐⇒ |x1 − p1| + |x2 − p2| < r 	 � ��
����� �� �� �������� ����
�� �� 
��
��

p = (p1, p2) � ��������� �� 
��������
� 2r ��������� ��� ����� 
�����������

������ ����� ���� ����
� �� �2 ������ � �	
��
� d1�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

�� D(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d1((x1, x2), (p1, p2)) ≤ r} ⇐⇒
⇐⇒ |x1 − p1| + |x2 − p2| ≤ r 	 � �������� �� 
��
�� p = (p1, p2) � ��������� ��


��������
� 2r ��������� ��� ����� 
�����������

������ ����� ���� ��
���� �� ���
� �� �2 ������ � �	
��
� d1�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

���� �� �	���



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

�� S(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d1((x1, x2), (p1, p2)) = r} ⇐⇒
⇐⇒ |x1−p1|+ |x2−p2| = r ��� �� �	
���� �
 
� �������� �
 �
��	� p = (p1, p2)


 ��������� �
 ����	��
��� 2r ��	��
��� ��� 
���� ���	�
������

���
	� ����� ���
	� �� �2 
����� � ���	��� d1�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

c) 
����� � ���	��� d2((x1, x2), (p1, p2)) = max{|x1 − p1|; |x2 − p2|}

�� B(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d1((x1, x2), (p1, p2)) < r} ⇐⇒
⇐⇒ max{|x1 − p1|; |x2 − p2|} < r � � ���
	��	 �
 
� �������� �
 �
��	� p =

(p1, p2)� �
��� ����� �
� ����	��
��� 2r 
 ��� ��	��
��� ��� 
���� ���	�
������

���
	� �����  ��� �!
	�� �� �2 
����� � ���	��� d2�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

�� D(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d1((x1, x2), (p1, p2)) ≤ r} ⇐⇒
⇐⇒ max{|x1 − p1|; |x2 − p2|} ≤ r � �� �������� �	 
	��
� p = (p1, p2)� 
����

����� �	� 
���
��	��� 2r 	 ��� ��
��	��� ��� 	���� 
��
�	������

����
� ����� ���� �	
���� �� ���
� �� �2 ������ � ���
�
� d2�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

 � S(p, r) = {(x1, x2) ∈ �2 | d1((x1, x2), (p1, p2)) = r} ⇐⇒
⇐⇒ max{|x1 − p1|; |x2 − p2|} = r ��� �� �
	���� �	 �� �������� �	 
	��
�

p = (p1, p2)� 
���� ����� �	� 
���
��	��� 2r 	 ��� ��
��	��� ��� 	���� 
��
�	��!

����

����
� ����� "��	
� �� �2 ������ � ���
�
� d2�
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

������� �	
	�	 �� ������ ��� �	
���� C [a, b] ��
 
������ �� �	���
�� � ��	
��

d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [a, b]} � �
� 
������ ����� ���� ��	��	��� ����� �
�

���� ������ B(h, r) ����� ����
� � ���
��� ����� ��	
��� ����� ������� �����	��
 �

������ �� ���	� �
  �� a ≤ x ≤ b� �������
�	�� �	��� �� ������� h+ r � h− r�

!����� "�#$% &��� ������ 	� C [a, b] ���	�� � 
������ �� �����
��
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

����  �� �� f ∈ B(h, r)� �	��� sup{|f(x) − h(x)| : x ∈ [a, b]} < r� ���� ��
��

|f(x) − h(x)| < r� ∀ x ∈ [a, b]� '�� ����� ����� �� f ∈ C [a, b] � �
� ��	
�� ����

������ ���� ������(��� 	� ������ a ≤ x ≤ b� �	��� �� ������� h + r � h − r� �	���

|f(x) − h(x)| < r ���� ���� x ∈ [a, b]� � �� ��	��	������ ��� ��	
��� ��	���������

��
��  �� sup{|f(x) − h(x)| : x ∈ [a, b]} < r� ����
 f ∈ B(h, r)� '����	��� 	�� ����

�����
���� � ��	
�� ��
 ��� ������ 	� ������ ���	�����

'���  �� f �����	
� � ���� ���)��� D(h, r)� � �������  �� sup{|f(x) − h(x)| : x ∈
[a, b]} ≤ r� ����
 |f(x)− h(x)| ≤ r� ∀ x ∈ [a, b]� '�� �
� ����
�� f ∈ S(h, r)�  ��	��

sup{|f(x)− h(x)| : x ∈ [a, b]} = r � ��	�� ��	��
�	�� |f(x)− h(x)| = r� ∀ x ∈ [a, b]�

!����� "�#*% &��� ���)��� 	� C [a, b] ���	�� � 
������ �� �����
��
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

���������� 	
�
�
 ����� �� ������ a 	 b
 ��������� 	���	 ��
 �
� 	����� �������

���������� M 
 �	 r + s ≤ d(a, b)
 ∀ r, s > 0
 �� ����� ��	���� B(a, r) 	 B(b, s) ���

����������

	
�����
����� ������	 
�� ��
��	 x ∈ B(a, r) ∩ B(b, s)� ���� d(x, a) < r �

d(x, b) < s� ���	 ���
��	��	�� ��
	����	�� ����� 
�� d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) <

< r + s ≤ d(a, b)� � 
�� � 	�������

�
���	 ����� ���	� 	����	� �
� ���	��
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�


���������
 !� ���"�� ���� X �� �� ���	#� ����
"� � �
�� ��������� �� ��
�$

�
� �� �%���� r ≥ 0� r ∈ �� �	� 
�� d(x, y) ≤ r� ∀ x, y ∈ X� & ����� ������

�%����� � "�	�	�� �� ����	��� �� "�� ���� X � ���������	�� ��� δ(X)� '��
�

δ(X) = sup{d(x, y) | x, y ∈ X}� �� X �(� � )	*
� � δ(∅) = 0�

����� �����	
���

 ��
	��
 ��
 ����
 ��
���


+���
���	��� ���	� �����
"	� B(p, r) �� �� ���	#� ����
"� 	��
��,�
� (M, d) ����$

��� ����	"	� 	� ����
���� �����
��	����

����������� �
 ����� B(p, r) 	 B(p, s)
 �	 r ≤ s
 	���� B(p, r) ⊂ B(p, s)�

-� .	��� �� x ∈ B(p, r)� ���(� d(x, p) < r� +��� r ≤ s ����� d(x, p) < s� ����

x ∈ B(p, s)�

����������� �
 ����� q ∈ B(p, r)
 	���� 	����	 s > 0 ��� �
	 B(q, s) ⊂ B(q, r)�

-� .	��� �� 	 x ∈ B(q, s)� /���� d(x, p) < d(x, q) + d(q, p) �	�	��
�	 ���	 ��$

�
��	��	�� ��
	����	�� /��	��� s = r − d(q, p) � "��� d(x, q) < s� ����� 
��

d(x, q) < r − d(q, p) =⇒ d(x, p) < r − d(q, p) + d(q, p) =⇒ d(x, p) < r =⇒ x ∈ B(p, r)�

����	��� B(q, s) ⊂ B(q, r)�



����� ����	��
 ����� ���
���� � ������� ��

������ 	
��
 B(q, s) ⊂ B(q, r)

������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

����������� 	
 ����� B(p, r) � B(q, s) ����	 
�� �
	��
��	� �� t ∈ B(p, r)∩B(q, s)�

�
��� ��
	�� λ > 0� ��� ��� B(t, λ) ⊂ B(p, r) ∩B(q, s)�

�� ����� ���� ����������� P1 ������� λ1, λ2 ∈ �
∗
+� ��� ��� B(t, λ1) ⊂ B(p, r)

� B(t, λ2) ⊂ B(q, s)
 ������� λ = min{λ1, λ2}� ����� ��� B(t, λ) ⊂ B(p, r) �

B(t, λ) ⊂ B(q, s)
 �������� B(t, λ) ⊂ B(p, r) ∩B(q, s)


����������� �
 ����� p � q� ��� p �= q� ��
	 ��
��	 �� �� �	���� ����
�� M � ��

d(p, q) = r ⇒ B
(
p,

r

2

)
∩B

(
q,

r

2

)
= ∅�

�� ����� ������� ��� ������ x ∈ B
(
p,

r

2

)
∩ B

(
q,

r

2

)
� ����� ��� x ∈ B

(
p,

r

2

)
�

x ∈ B
(
q,

r

2

)
� ����� d(x, p) <

r

2
� d(x, q) <

r

2

 ���� ������������ ����������� �����

��� r = d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) <
r

2
+

r

2
= r� � ��� � �������


����������� �
 ����	 �	 ����	 B(p, r) � B(q, s)� 	� r + s ≤ d(p, q)� �
��� B(p, r) ∩
B(q, s) = ∅�

 ����!� ��� ������ �� ����� x ∈ B(p, r)∩B(q, s)
 "��� d(x, p) < r � d(x, q) < s


���� ������������ ����������� ����� ��� d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) < r + s ≤ d(p, q)� �

��� � �������




��������� ��	 
	����	 �
�����	 ��

����������� 	
 � �������	 �� 
�� �	
� B(p, r) � ���	� 	
 ��
�
 � 2r� 	
 �����

δ(B(p, r)) ≤ 2r�

�� ����	 
���� x, y ∈ B(p, r)
 ���� ��
��������� ����������	 ����
 ��� d(x, y) ≤
≤ d(x, p) + d(p, y) < r + r = 2r	 �

�� sup{d(x, y) | x, y ∈ B(p, r)} ≤ 2r	 �
�� �	

δ(B(p, r)) ≤ 2r


������ �
��� δ(B(p, r)) ≤ 2r

������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

��� �������	
 ��� 
��
��� ����	���

���
���� �
�
�
 ���� M �� �
���� ����� �
 !� 
�" ������� A ⊂ M 
� ��# �����		


� ���� ���� p ∈ A	 �$�
�� �� �%���� ���� r > 0	 ��� ��� B(p, r) ⊂ A


��������	
��� �� ����	 ����
 ��� 
� A �= ∅ � ��  ������� �"����	 ���� ��� �

��� ���&� �� "���
 �"����

 ' 
� A � ��� ���&� �� "���
 �"����
	 A � ��  �������

�"����
 ������� A = ∪Bi	 ����  ��� Bi � ��� "��� �"����	 ���&� ���� p ∈ A	 �$�
��

j ��� ��� p ∈ Bj
 (������� �
 �����������
 �� "���
 �"����
	 �$�
�� s > 0	 ��� ���

B(p, s) ⊂ Bj =⇒ B(p, s) ⊂ A


���������� �
�
�
 ���� A � �	
���	 �	� �����	� �� 
� �����	 ������	 (M, d)� ����	�

i) ∅,M ∈ A

ii) A,B ∈ A =⇒ A ∩B ∈ A

iii) �� Ai � 
�� ����
�� �� �	��
��	� �����	� �� M � ���	 �� ���� Ai ∈ A � ����	

∪Ai ∈ A �



��������� ��	 
	����	 �
�����	 ��

��������	
���

i) ∅ � �� ���	
�� 
��� 
�	 ��� ���
�	 
��
�� ��� 
��� ���
	�	��	 � �������� ��

���	
�� ����� p ∈ M � 
��� ���� ���	
� B(p, r) ⊂ M �

ii) ���� p ∈ A∩B� ���� ����
�� r > 0 � s > 0 
��� ��� B(p, r) ⊂ A � B(p, s) ⊂ B�

��
���� r ≤ s� 
���� 
	�
	������� ��� ����� ���	
�� 
���� ��� B(p, r) ⊂ B(p, s)�

iii) ���� p ∈ ∪Ai� ���� ����
� j 
�� ��� p ∈ Aj� ��	� ��	
� r > 0� 
���� ��� Aj �

�� ���	
�� ������� ����� � 	������ B(p, r) ⊂ Aj� ��	
��
� B(p, r) ⊂ Ai�

���������� 	
�
�
 ����� d � d′ ����	
�� ��
	�������� �� 
� ������ ����	
� M � ��

A � � 
������ ��� 
���
���� ������ �� (M, d) � A ′ � � 
������ ��� 
���
���� ������ ��

(M, d′)� ����� A = A ′�

��������	
���  ������	� A ∈ A � p ∈ A� ���� ����
� r > 0 
�� ��� Bd(p, r) ⊂ A�

 ��� d � d′ ��� ��
	���� ���������
��� ����
� s > 0 �� ���� ��� Bd′(p, s) ⊂ Bd(p, r)�

����� ��� Bd′(p, s) ⊂ A =⇒ A ∈ A ′ =⇒ A ⊂ A ′� !� ���� ��"����� 
������

B ∈ A ′ � q ∈ B� ���� ����
� s′ > 0 
�� ��� Bd′(q, s
′) ⊂ B�  ��� d � d′ ���

��
	���� ���������
��� ����
� r′ > 0 �� ���� ��� Bd(q, r
′) ⊂ Bd′(q, s

′)� ����� ���

Bd(q, r
′) ⊂ B =⇒ B ∈ A =⇒ A ′ ⊂ A � ��	
��
�� 
���� ��� A = A ′ � 
���#��

�������	 ��� ��
	���� ���������
�� ��
�	����� � ����� ��
	�
�	� 
�
��$�����


������� 	
�
�
 %� �� ��
��� ��
	��� (M, d)� �� A ⊂ M � ��&���� ��� �� 
��
�

p ∈ A � ����� 	����	�� �� ������
� A �� ����
� r > 0 
�� ��� B(p, r) ⊂ A� ' ������
�

��� 
��
�� ��
�	��	�� � A � �(����� 	����	�� �� A � ����
��� 
�	
◦
A� )�
� ���

◦
A⊂ A�

���������� 	
�
�
 A ⊂ M � ������ ��� � ������� ��� A =
◦
A� 	��� �� �� ����� �� ������

�� A ��� 	����	�����

��������	
��� !� *�
�� ���� p ∈ A� ���� A =
◦
A� p ∈ ◦

A� ����� ����
� r > 0 
��

��� B(p, r) ⊂ A � A � ���	
�� !� ���� ��"����� �� A � ���	
�� 
�	� 
��� q ∈ A�

����
� s > 0 
�� ��� B(q, s) ⊂ A � ���� 
���� �� 
��
�� �� A ��� ��
�	��	��� ���� A =
◦
A�


������� 	
�
�
 %� �� ��
��� ��
	��� (M, d)� ��&���� ��� �� ���������
� F ⊂ M

� ��
���� ��� � �����
� ��� F c � ���	
��



��������� ��	 
	����	 �
�����	 ��

���������� 	
�
	
 ���� F � �����	� 
� ������
�� �����
�� 
� �� ������ ��
���� M �

��
	��

i) ∅,M ∈ F

ii) H,F ∈ F =⇒ H ∪ F ∈ F

iii) �� Fi � ��� ������� 
� ������
�� �����
�� 
� M � ��
	� ∩Fi ∈ F �

��������	
���

i) ∅,M ∈ F ������ ∅c = M � M c = ∅ ���	�
��� 
 ������� ��� 
���	�� �� M �A ��

ii) ���� H,F ∈ F � ���� Hc � F c ��� 
���	�� � ��
�����
	���
	� Hc ∩ F c =

(H ∪ F )c � 
���	�� ���	

	�� ��� ���
����� 	���� ��� H ∪ F � ����
���

iii) ���� �
�
 Fi � ����
��� ���� �
�
 F c
i � 
���	� � 
���� ∪F c

i = (∩Fi)
c 	
����

� 
���	�� ���	

	�� ��� ���
����� 	���� ��� ∩Fi � ����
���

�
������ 	
�
	
  �!
 A �� �����
!�
	� �� �� ���
�� ��	���� M � "� ��
	�

p ∈ M � ��
�
�� ���
� �
����
� 
� ��
!�
	� A ��� �
�
 	��� r > 0� #
�� 
 ���
$

��� B(p, r)∩A �= ∅� % ��
!�
	� ��� ��
	�� 
����
	�� 
� �����
!�
	� A � ��
���

��

����� �� A � �������
	
�� ��� A� &���� ��� A ⊂ A�

���������� 	
�
�
 ��
� �� ������ ��
���� (M, d)� 
���� ��� ���� 
�
� A ⊂ M ����

� �����	� (A)c =

◦
�

Ac�

��������	
��� &������ p ∈ (A)c� ���� p �∈ A� 
���� �'��	� r > 0 	
� ���

B(p, r) ∩ A = ∅ =⇒ B(p, r) ⊂ Ac =⇒ p ∈
◦
�

Ac� (� ���� 

)����� 	��

�� q ∈
◦
�

Ac�

���� �'��	� s > 0 	
� ��� B(q, s) ⊂ Ac =⇒ B(q, s) ∩ A = ∅ =⇒ p �∈ A =⇒ p ∈ (A)c�

���	

	� (A)c =

◦
�

Ac�

��������� 	
�
�
 F ⊂ M � �����
� ��� � �����
� ��� F = F �

��������	
��� (� �
	�� �� F � ����
��� ���� F c � 
���	� � ��
�����
	���
	�
◦
�

F c= F c ⇐⇒ (F )c = F c �� ���	

	� F = F � (� ����� ����� �� F = F � �
	��

(F )c = F c ⇐⇒
◦
�

F c= F c� ���� F c � 
���	� � ���	

	� F � ����
���

���������� 	
�
�
 ���� �� ������ ��
���� (M, d)� �� p ∈ M � A ⊂ M � ��
	� p ∈ A

��� � �����
� ��� d(p, A) = 0�



��������� ��	 
	����	 �
�����	 ��

��������	
��� �� p ∈ A� ����	 
��� �	
	 r > 0� ���	� B(p, r) ∩ A �= ∅� �	�	

������ a ∈ A� ��� ��� d(p, a) < r� ���	 �������� ��� d(p, A) = inf{d(p, a)|a ∈ A} = 0�


	�� ���	 �	������	� �	���
	 d(p, A) = r > 0� ����	 r = d(p, A) ≤ d(p, a) < r� 	 ��� �

�����
	�

��	��� �	���
	 r > 0� ���	� 
��� ��
����� ��� d(p, A) = inf{d(p, a)|a ∈ A} = 0�

����� ������ a ∈ A ��� ��� 0 ≤ d(p, a) < r� ����� ��� a ∈ B(p, r) =⇒ B(p, r) ∩ A �= ∅
� 
	�����	 p ∈ A�

�������� 	
�
�
 �� M,N ��	 ��
� 	� ������	�� ��� �
���� �	 f : M −→ N � ���!

��
� ������� �����	��
� ����
	� 
��� ��������� x, y ∈ M ���	� d(f(x), f(y)) =

d(x, y)� "�#��	� ����	 ��� � �
���� �	 f 
�����$� 
���%������

�
�������� ��&�'� (�� ������	 ��	������� f : M −→ N � ���
�� ��)��	��� 
	�� 
���

��������� x, y ∈ M � ���	� f(x) = f(y) =⇒ d(x, y) = d(f(x), f(y)) = 0 =⇒ x = y�

� ��� ������	 ��	������� �	���)���$� ������	� 
� �����	���� *��	� ���
� ��� �

�	�
	��� 
� 
��� ��	������� � � ��$���� 
� ��� ��	������ ������ ��	 ��	��������



� ������� ����	
��
��

��� �������	
�

�������� 	
�
�
 �� ������ 	���
��
�� � �� ��� (X,T )� ���� X � �� ������	� � T
� ��� ��
���� ������� �� X ��	
�������� �� ����
�	�� �����
�������

�� ∅ � X ���	����� � T�

�� �� A1, · · · , An ∈ T ��	�� A1 ∩ · · · ∩ An ∈ T� �� ����� � 
�	������� ��
	� � ���

 ��
� �� �
����	�� T � �� �
����	� �� (X,T )�

!� "��� ��� ���#

� ��$
	�%�
� (Aλ)λ∈L ��� Aλ ∈ T ���� ���� λ ∈ L� 	��&��⋃
λ∈L

Aλ ∈ T� �� ����� � ��
�� �� '��
'��� �
����	� �� T � �� �
����	� �� T�

(��	� ���� �
����� '�� T � ��� 	���
��
� ��$�� X �� '�� X ��	% ���
�� �� 	�&

��
��
� T � '�� X � � �����	� �� ������ 	���
��
�� (X,T )� )� �
����	�� �� X ���

�*������ �� ���	�� �� �������

+������ �� ������	� X = {a, b, c}� �,
�	�� ��
	�� 	���
��
�� ����# �
� ��$�� X

���� ���	�� � -
���� .���

-
���� .��� +���
��
�� ��$�� X�
������ ��	
��
� ����� �� ���

/.



���������� ��

���� ���� 	
�	���� 
� �	
��� ���� 
�� ���� ������� �� �����
��
��� �� X � ���

������
	� �

�	
��� ���� ������� �� �����
��
��� �� X ��� 
�� � ��� ������
	��
������ ��	
��
� ����� �� ���

�������� 	
�
�
 ���� ������ ����	�� M ���� ��� ��
�	������� �� ���� 
�������

���� �� ������ ����� 
	��� 
� ���� � ������� T � !������ ����� �����
��
��� �������

�� M �

�������� 	
�


 "�� ������
	� T �� X �� �	# ���������	 ���
�� �$	��� ��� ����	��

�� X �� ������� % ���� �� ������� ��� �����
��� �� T�

�������� 	
�
�
 &��� ����	��� d1 � d2 ����� �� ��
��
�� M ��� �
����	�
��� ��� �

����
�� ��� ���� ������	
�� � ����� ������
	� �� M �

������� 	
�
�
 ����	���� ��������� '��� X �= ∅ �� ��
��
�� ��������� ( �������

T = P(X) �� ����� �� �����
��
��� �� X � ��� ������
	� ����� X� ��
)��	�� ����

����	���� ��������� *������� �����
��
�� �� X � ������ 
� ������
	� &	������ � ��+

��� ��� (X,P(X)) � ����	#,-��� �
�� P(X) � �$�����
�� � ������� ��� ������� ��

(X, d) � d � � ����	�� #���+���

������� 	
�
�
 ����	���� �������� �
�������� �� ���������� '��� X �= ∅ �� ��
��
��

��������� ( ������� T = {∅, X} � ��� ������
	� ����� X� ��
)��	�� ���� ������
	�

�� �	��� .� ��
��
��� ∅ � X ��� �� /
	��� ������� �� X 
� ������
	� �� �	���

������� 	
�


 '� X = {a, b, c, d}� � ������� T = {∅, X, {a}, {a, b}, {a, b, c}} ���	�!�#

����� �� ��
�	�0�� �� ��1
	��� �� ������ ����� 
	���

������� 	
�
�
 ����	���� ����	 �� ����� ��
�	������� � ��
��
�� � ��� 
/�����

���	�� ( ������� T ���� ���� T = {A ⊂ �; ∀ a ∈ A, ∃ ε > 0 ��� (a−ε, a + ε) ⊂ A}
� ��� ������
	� ����� �� ��
)��	�� ���� � ����	���� ����	 �� ����� .� ������� ��

�� 
� ������
	� "����� ��� �� �����
��
��� A ⊂ � ��	� ��� ����� �� ���� ��
��� ���

��
���� �� 	
���-���� ������� 	
��	����
�� ��
�	��� �� A�



���������� ��

������� �	
	�	 ���� X �� 	
�����
 
���
�
� � 	
����
 T = {∅} ∪ {A ⊂ X|Ac �

��
�
} � ��� �
�
�
�
� �
��� X 	������ ��������� ��	
����

��������	
��� �� ���
�

�� ∅ � X ������	�� � T 

!� ���� A1, · · · , An ∈ T� �
�


n⋃
i=1

Ai ∈ T�

"
�


(
n⋃

i=1

Ai

)c

=
n⋂

i=1

Ac
i � Ac

i � ��
�
� �
�
 � 
��������
 � ��
���

#
�����


n⋂
i=1

Ai ������	� � T 

$� ���� ��� ���%�
� ���
��&�
� (Aλ)λ∈L 	
� Aλ ∈ T ���� 	��� λ ∈ L� ���'��⋃
λ∈L

Aλ ∈ T� 
� ����� � ��
�
 �� (���(��� �������
 �� T � �� �������
 �� T� �

�

⋂
λ∈L

Aλ ∈ T � 	
�


(⋂
λ∈L

Aλ

)c

=
⋃
λ∈L

Ac
λ � Ac

λ � ��
�
� �
�
 � ��
�
 � ��
���

���
���� �	
	�	 ����� T � T ′ ���� �
�
�
�
�� �
��� 
 ����
 	
�����
 X� �
���
�

(�� T � ���� 	
� �
 (�� T ′ (����
 T ⊃ T ′� 
� ����� (����
 �
�
 �����
 ������
 T ′ �
�

��	�����
������ �����
 ������
 T� �
 ����
 �
�
� T � �

�� 	
� �
 (�� T ′ (����


T ⊂ T ′� 
��
 �� (����
 ���
 A ⊂ X� A ∈ T =⇒ A ∈ T ′� )
�� (��� �
�� �
�
�
�
�

T �� X � ���
� ��� �
 (�� � �
�
�
�
� �
�	���� � ��
� ��� �
 (�� � �
�
�
�
� 	�*�
	��

���
���� �	
	�	 ����� X � Y �����
� �
�
�*�
	
�� +�� ���
	���
 f : X −→ Y ��

�
, ��
��� (����
� ���� 	��� �����
 A ⊂ X� f(A) � �����
 �� Y �

���
���� �	
	�	 ���� X �� �����
 �
�
�*�
	
� �
,��
� (�� F ⊂ X � �
����� (����


��� 	
���������� X − F � �����
�

���
���� �	
	�	 +� �����
 �
�
�*�
	
 X 	����'�� �� 
����� �
 �������� (����
�

���� 	��� ��� �� �
��
� �
��
��
� x, y ∈ X� �-
���� �����
� A,B ⊂ X ��
� (�� x ∈ A�

y ∈ B � A ∩B = ∅�



���������� ��

������ 	
�� 
����� x �= y �� �� ������ �� ��������

������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

�������� 	
�
�
 ���� X �� ������ ���������� ��� � ��������� T
 �� Y ⊂ X� ��� �

� ��������� ��	
��	� �� Y ! ��"���� ��� TY = {Y ∩ U | U ∈ X}
 #���� $�� Y ! ��

�

������ �� X


�������� 	
�
�

 ���� X �� ��������� ��%���� $�� ��� ����� � B �� ��&���������

�� X ! ��� 
��� ���� 
�� ��������� �� X ��� � ������� ���

i) 
��� ���� x ∈ X� �'���� ���� ����� �� �������� B ∈ B ��� $�� x ∈ B(

ii) �� B1, B2 ∈ B � x ∈ B1 ∩B2� ��� � �'���� B3 ∈ B ��� $�� x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2


�������� 	
�
��
 ���� ��� ����� � B �� �&����� �� X $�� ��������� ��� 
��� ����


�� ��������� �� X
 )�"��*�� � ��������� T ����	� ��� B �� ���� $��

TB = {A ⊂ X| ∀ x ∈ A, ∃ B ∈ B ��� x ∈ B ⊂ A}.

������� 	
�
�
 ���� B � ����� � �� �&����� �� ����� �� ����+�� ���������� �� �����


,��� ������ � ������ 	
-� B �����.�% �� ������+�� ���� ��� &���


������ 	
-� /&����� �� ����+�� ���������� �� �����

������ ��	
��	�	 
��	 	����	�



��������� �	�
���
� ��

������� �	
	�	 ���� B � ��	�
�� �� �
����� �� ����� �� ������� �������	���� �� �	���

��� ������� 	���� ����	�	�� �� ���� ��� ���������� ���� ������ � ������ ���� B
������� �� �����
��� ���� ��� 
���� !��� ��� � �������
�� �� ��������� ���� ���������

�� 
��� " �� �� �� �������� �� 
��� �� � �������� #� ���

������ ���$ %
����� �� ������� �������	���� �� �	����
������ ��	
��	�	 
��	 	����	�

��� �������	
 ���
	����

% �������� �� &���	���� ��������� ����� �� �����	� �
�� �� �������
�� �� �
�����

��� ����� ��� �
����� ����#"� �� �"������ �� �������� � ��	��� ���� ��� �����	�� �

&���� � ����� �� '(
���� � ������ � ��" ����� � ������� �� )	����

��
����� �	�	
	 *���� �� ����
� ����	+���� (X,T )� �� �������� Y �= ∅ � ���

���
�� ��
������#� f : X −→ Y � �� ���� ���

Tf = {V ⊂ Y |f−1(V ) ∈ T }

" ��� ��������� �	�
����� �� Y ���� ��� ��� f �

��
����� �	�	�	 *���� �� ����
�� ����	+����� (X,T ) � (X, TY )� ��� ���
�� ��
��,

����#� f : X −→ Y ��� ���� � ����	���� ��������� " �-����� ��� �
�����
���� ��

TX = TY �

��
����� �	�	�	 *���� �� ����
� ����	+���� (X,T Y )� ∼ ��� ��	�
�� �� ����#�	.����

�� X ���� Y = X/ ∼ � � �����
�� ���/���� π : X −→ Y � ��� 	�#� x � ��� �	���� [x]�

�� ���� ��� � ��� (X/ ∼,T X/∼,π) " � ������ �	�
����� �� X ��� ∼�
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�����
� � ��������� ��

��������	
 ������ � �	
��
�
 �������� π : X −→ Y � 
� ����� π : X −→ X/ ∼� ���
��� ��� Y = X/ ∼� � ������� �
	 x −→ π(x) := [x]� 
��� [x] = {x′ ∈ X|x ∼ x′} � �

������ �� ������������ �� x ���� 	���
�
 ∼�

��� �����	
�� �	
	������ � ��
���	��

�������� 	
�
�
  ��� �� ��!�
����"
 S �� �� ����

 "
�
�#$��
 X� %��
� ���

�� �
�"
 x ∈ S � �� �

�
 �
����
� �� S� �����
 �&��"� �� �!�	"
 A �� X "�� ���

x ∈ A ⊂ S�

��������	
 ��'��� ()����
� �� �
����
� �� S �
 �
����"
 int(S) *
	���
 �
	 "
�
�


� �
�"
� ��"�	�
	�� �� S�

�������� 	
�


  ��� �� ����

 "
�
�#$��
 X� +� �
����"
 V � ��� ����
��
��

�� �� �
�"
 x ∈ S �����
 x ∈ int(V )� ,
$
� "��
� ��� V �
�"�� �� �!�	"
 ���

�
�"�� 
 �
�"
 x�

�������� 	
�
�
  ��� �� ��!�
����"
 S �� �� ����

 "
�
�#$��
 X� - �
����"


fr.(S) *
	���
 �
	 "
�
� 
� �
�"
� x ∈ X� "��� ��� "
�� � �����)��
� �� x �
�"��

�
�"
� �� S � �
 �
�������"�	 X − S� � �)����
 �� ��

������

��������	
 ��'��� .�	� ��� x ∈ fr.(S) � �	����
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	 �� S �

��� �
 ��"�	�
	 �� X−S� /� �� ����

 ��"	��
 M � x ∈ fr.(S) ��� � �
���"� ��� ��	�

���� ε > 0� �&��"� �� �
�"
 s ∈ fr.(S) � �� �
�"
 t ∈ M − S� "��� ��� d(s, x) < ε �
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 (X,T ) � ��"
 ����
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 �����
 �&��"� �� ��	

�� �!�	"
� G � H� ��!
� ��
 ����
�� "��� ��� G ∩H = ∅ � G ∪H = X� 
� ����� G �

H *
	��� ��� ��	"�
�
 ��
 "	����� �� X�
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� 
��� �
�
 x ∈ X� ���
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 �� X�
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��
 �


����	
 (X,T ) � ���
 ������ �� ��
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  �!�
�� ���� ��� G ∪ H = X� "
�� ��� ∅ � X ��
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 G = �−{a1, · · · , ap} �H = �−{b1, · · · , bq}�
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 G ∩H = �− {a1, · · · , ap, b1, · · · , bq} �= ∅�
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������
�

 �� �*�
�� ε > 0	 �
���
 ���

������
� �


������ δ > 0	 
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	 ��� ��������� 	���� f : M → N �� �� ������ ������� M ���

������ ������� N � �� ����� d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y)� ∀ x, y ∈ M � � ��������


��������	
��� ���� a ∈ M �� ����� �������� ��M � ����� ���� ε > 0� �������

δ = ε� ����� ��� d(x, a) < δ =⇒ d(f(x), f(a)) ≤ d(x, a) < δ = ε
  ������� f �

�������� �� ����� a
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� f : M → N �� �� ������ ������� M ���

������ ������� N � ���� f(x) = c ∈ N � ∀ x ∈ M �&� ���������


������� �	
	�	 '� �����$�� ������������ �� ����������� �� ����������� �� ������$��

i : X −→ M � ���� X � �� ��%������ �� M � ��� i(x) = x� ∀ x ∈ X � �� �����$��

jx : N −→ x×N ⊂ M ×N � ��� jx(y) = (x, y) �&� ���������
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	 '� (���$�� ����� dA : M −→ �� ��� dA(x) = d(x,A)� ���� A � ��

��%�������� �� �� ������ ������� M � �� ���������� ���� da : M −→ �� a ∈ M � ���

da(x) = d(x, a)� �&� ���������


������� �	
	�	 ' �������&� ���)���� π : Sn −→ P n� �� ��(��� ����*��� n+������������

��%�� � ������ �������,� P n � ��������
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 ����� f : X → Y ��� ����+

���&� �� �� ������ �����#���� X ��� ������ �����#���� Y 
 -�.���� ��� f � ���������

�� � ����
� ���
��� �� �������� ��%�������� �%���� �� Y � �� ��%�������� �%����

�� X� �� ����� ���� ���� �%���� A′ ∈ Y � f−1(A′) � �� �%���� �� X
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 ������	 
�� f : X → Y � �������� �� ����� a ∈ X 	�
 ���� ����

������ B ⊂ Y 
 ��� f(a) ∈ B
 ���	��� �� ������ A ⊂ X
 ��� a ∈ A
 ��� 
�� f(A) ⊂ B�
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����� ��� ���������� ����� A � B �	����	 �������	 � TA �

TB �	 ���������	 ������	 ����	 �������	 �� A � B� � ������ f : A → B � ���� ���

���� ��!����� �����"���� 	�
 � 	������ 	�
 ��� � ���� ��� ���� ��!����� ��������

�������� 	
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 ���� f : X → Y ��� ������� ����� ���	 �	����	 �����"����	 X �

Y � ������	 
�� f � �� ������������ 	�
 � 	������ 	�
 f � 	�� ������ ��#��	�

f−1 : X → Y 	�� ���� ���	� $���	 �		��
 
�� ���	 �	����	 �����"����	 	�� �%�����	

�� ����������� 	� ���	��� �� %�������!	�� ����� ���	�

���������� &�'��� (�� �	������� f : X → Y � �� %�������!	��
 ���	 f−1 : Y → X

������ � ��� �	�������� $���	 ����� 
�� �	 ����	���)�	 x −→ x + a � %��������	�

mλ : x −→ λx
 ��� λ �= 0
 �� �� �	���� �������
 	�� %�������!	��	�
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 (� ��#������� �����"���� � ��� ����������� P �������� 	���� �	

��������	 �� �� �������� A
 ��� 
�� ���� X ∈ A
 ����	 
�� P (X) � #��������� 	�


� 	������ 	�
 P (Y ) � #��������� ���� ���� Y ∈ A %��������� � X
 �� 	���
 � ���

����������� ������#� � �� ������ 
�� ��� ���� 
����� ��� ��		� ��� !����	 ����	���*
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 ����� X � Y �	����	 �����"����	
 ������	 
�� ���	 ����)�	 ���*

� ���	 f, g : X −→ Y 	�� �����������
 � �	���#���	 f � g
 	� ���	��� ��� ������

���� ��� H : X × [0, 1] −→ Y ��� 
�� H(x, 0) = f(x) � H(x, 1) = g(x)�

���������� &�'�+� ,���*	� ���	�� �� %�������� H ���� ��� ������� �� ����)�	

ht(x) = H(x, t)
 t ∈ [0, 1] ��� 
�� h0 = f � h1 = g� �� �		�������	 � 	������ ���-�����

�� H(x, 0) = f(x) � H(x, 1) = g(x) �� �����
 ������	 
�� � ������ H ��	���#� ���

���������� ���� ��� �� f �� g�
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 ����� X �� �	���� �����"���� � �	 �����	 a, b ∈ X
 ������	 
�� ���	

�����%�	 �� X �� a ���� b
 ����	 ��� α, β : [0, 1] −→ X
 	�� ����������� 	� ���	���

��� ������ ���� ��� H : [0, 1] × [0, 1] −→ X ��� 
�� H(s, 0) = α(s)
 H(s, 1) = β(s)


H(0, t) = a � H(1, t) = b
 ��� s, t ∈ [0, 1]�

���������� &�'�&� . �
��#������ ����� 
�� ���	 �����%�	 	�� %����"����	 	� ��		� *

��� � ��	�� �����������
 ���	 ��		� ��	� H(0, t) = a � H(1, t) = b �����	����� �	

�����������	 ��	 �����%�	 ����	 ��� H(s, 0) = α(s) � H(s, 1) = β(s)�
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��� ������� �� ��������� �� �������� ���� �������� �������� ��� ���� �� p ��� �
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��� π1(X, p)
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T 2 [0, 1]× [0, 1]

[0, 1]× [0, 1]

[0, 1]× [0, 1]

P 2

B2 [0, 1]× [0, 1]

(0, y) ∼ (1, y) (x, 0) ∼ (1 − x, 1)

P 2 [0, 1]× [0, 1]



[0, 1] × [0, 1]

[0, 1]× [0, 1]
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