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Resumo

Os métodos envolvendo simetria tém grande importancia para o estudo das equagoes
diferenciais decorrentes de dreas como a matematica, fisica, engenharia entre muitas outras.
A existéncia de simetrias em equacoes diferenciais pode gerar transformacoes em variaveis
dependentes e independentes que podem facilitar a integracao. Em especial, Sophus Lie
desenvolveu no século XIX uma forma de extracao de simetrias que podem ser usadas
efetivamente para revelar as integrais primeiras, ou seja, as constantes de movimento, que
muitas vezes podem estar escondidas. Estes invariantes podem em algumas situagoes ser
identificados pelo teorema de Noether ou a partir de manipulagoes das proprias equagoes
com transformacoes de Lie. Assim, nesta tese foi proposto utilizar as simetrias de Lie
para aplicacdo em problemas da dinamica de sistemas mecanicos. As simetrias de Lie
sao aplicadas em dois problemas classicos, primeiro em um péndulo oscilando em um aro
rotativo e em seguida em um piao simétrico com movimento de precessao estacionaria com
um ponto fixo. No primeiro problema foi realizada uma reducao de ordem para solugao por
quadraturas da equagao de movimento. Ja no segundo foram mostradas as relagoes entre
os invariantes e as leis de conservacao extraidas das simetrias de Lie. Uma outra analise
foi realizada através da teoria de referencial mével, mostrando a possibilidade de outras
aplicagoes das simetrias de Lie. Uma das aplicacoes desta teoria, também é a reducao
de ordem das equacgoes diferenciais resultantes. Com isso os referenciais moveis foram
calculados para os problemas do péndulo oscilando em um aro rotativo, piao simétrico e
apresentando uma aplicacdo em um problema de vinculo nao-holonomo. A partir disto foi
possivel reduzir a ordem das equagoes e obter a solucao analitica das mesmas. Com isto,
esta tese buscou mostrar a aplicagao das simetrias de Lie em problemas de dinamica de
sistemas mecanicos através de uma linguagem acessivel e que motive a outros engenheiros

a se interessarem pelo tema.

Palavras-chave: Simetrias de Lie. Teorema de Noether. Dinamica de sistemas mecanicos.

Fungoes elipticas de Jacobi. Moving frames.



Abstract

The methods involving symmetry are of great importance for the study of the differential
equations arising from areas such as mathematics, physics, engineering among many others.
The existence of symmetries in differential equations can generate transformations in
dependent and independent variables that may be easier to integrate. In particular, Sophus
Lie developed in the nineteenth century a form of extraction of symmetries that can be
used effectively to reveal the first integrals, that is, the motion constants, which can often
be hidden. These invariants can in some situations be identified by the Noether theorem
or from manipulations of the equations themselves with Lie transformations. Thus, in this
thesis it was proposed to use the Lie symmetries for application in problems of the dynamics
of mechanical systems. The Lie symmetries are applied in two classic problems, first in
a bead on a rotating wire hoop and then in a symmetric top with stationary precession
with a fixed point. In the first problem, a reduction of order of the equation of motion was
performed by quadratures. In the second one, the relations between the invariants and
the conservation laws extracted from the Lie symmetries were shown. Another analysis
was performed through the theory of moving frames, showing the possibility of other
applications of Lie symmetries. One of the applications of this theory is also the order
reduction of the resulting differential equations. Thus, moving frames were calculated
for the bead on a rotating wire hoop, symmetric top and showing an application in a
nonholonomic problem. From this it was possible to reduce the order of the equations
and to obtain the analytical solution of the same ones. So, this thesis sought to show the
application of Lie symmetries in problems of dynamics of mechanical systems through an

accessible language and that motivate other engineers to take an interest in the subject.

Keywords: Lie symmetries. Noether theorem. Dynamics of mechanical systems. Jacobi

elliptic functions. Moving frames.
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1 Introducao

Muitos problemas encontrados em ciéncia podem ser descritos por equagoes dife-
renciais que precisam ser resolvidas ou aproximadas por métodos analiticos ou numéricos
de integracao (ROYCHOWDHURY, 2001; SCHUNCK et al., 2012; AKBULUT; TASCAN,
2017). Com isto, em meados do século XIX, o noruegués Sophus Lie apresentou uma
engenhosa alternativa visando solucionar equacoes diferenciais usando simetrias que podem
se associar com invariantes ou quantidades conservadas (OLVER, 2007; ARRIGO, 2015).
A grande contribuicao original de Lie foi avancar na compreensao da natureza do conceito
de simetria e, assim, ajudar a preparar o cenario para os avancos fundamentais da fisica
e da matematica que viriam a ocorrer no século XX. Como resultado do trabalho de
Lie, diversos métodos de integragao para a resolucao de classes especiais de equacoes
diferenciais foram desenvolvidos ou unificados de forma elegante. Importante destacar que
antes do trabalho de Lie, os métodos conhecidos para solucao de equacoes diferenciais
eram extremamente dispersos e especificos com pouco ou quase nenhuma generalidade ou

unificagao de conceitos.

Uma simetria de um sistema de equagoes diferenciais é um conjunto de transforma-
¢oes que mapeiam qualquer solugao para outra solucao do sistema, mantendo-a invariante
(BOYKO; POPOVYCH; SHAPOVAL, 2013; CAI; FU; GUO, 2017). Tais transforma-
¢oes sao grupos que dependem de parametros continuos e consistem em transformacoes
pontuais, também conhecidas como simetrias pontuais, atuando no espaco do sistema
de variaveis dependentes e independentes, bem como em todas as derivadas envolvendo
as variaveis dependentes (CANTWELL, 2002). Exemplos elementares de grupos de Lie
incluem as translagoes, rotagoes e escalonamento que podem ser feitos corriqueiramente em
algumas equagoes diferenciais. Porém, outras simetrias nao triviais também sao possiveis

de existirem.

J4& no inicio do século XX, a matemética Emmy Noether forneceu a conexao entre
grupos de simetrias de Lie de um sistema de equacoes diferenciais e leis de conservacao
(CANDOTTT; PALMIERI; VITALE, 1972; LUTZKY, 1979; KOSMANN-SCHWARZBACH,
2011). O teorema de Noether diz respeito & invariancia de um problema variacional' sob a
acao de um grupo de Lie com um nimero finito de geradores infinitesimais independentes,
que é a situacdo tipica na mecanica classica e na relatividade especial (ESTEVEZ et al.,

2016). Neste teorema, Emmy Noether formulou com completa generalidade a correspon-

1 As equacdes da mecanica cléssica e relativistica e da fisica sdo obtidas exigindo que uma integral de

acao associada a uma lagrangiana que descreva o sistema, seja extrema. Tais equagoes sao chamadas
equagoes variacionais ou equacoes de Euler-Lagrange. Pode-se dizer que elas derivam de um principio
variacional, também chamado de principio de agao. Elas expressam a anulacao da derivada variacional,
também denominada derivada de Euler-Lagrange ou diferencial de Euler-Lagrange da lagrangiana.
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déncia entre as simetrias de um problema variacional e as leis de conservagao para as
equagoes variacionais associadas (MARTINS; TORRES, 2010; JIA; WU; MEI, 2016). As
relacoes entre simetria e invariancia sao fundamentais na fisica e aparecem em todas as
areas a partir de principios de conservacao (FU; CHEN, 2004). Um caso particular, é a
obtencao de leis de conservacao a partir da aplicacao do Teorema de Noether? em sistemas
de equagoes diferenciais variacionais descritos por uma lagrangiana (MARTINS, 1999;
KOSMANN-SCHWARZBACH, 2011; FENG et al., 2017). Em um tnico artigo, Noether
publicou suas descobertas envolvendo a relagao crucial entre simetrias e constantes se

conservando, bem como o impacto de simetrias nas equagoes de movimento.

Varios autores mostram que algumas classes de equacoes diferenciais geradoras
de simetria de Lie também sao simetrias de Noether, ou seja, estao associadas com a
propriedade bem conhecida envolvendo os principios de conservacao de energia, conservagao
de momento linear e conserva¢ao de momento angular (FREIRE; SILVA; TORRISI, 2013;
FREIRE; SILVA, 2013; ZHAIL; ZHANG, 2017). Sabe-se que uma simetria de Lie também
é uma simetria de Noether se hd a conservacao da acao integral (FU; CHEN, 2003).
No entanto, existem casos em que uma simetria de Noether nao é uma simetria de Lie

(YUEYU, 1994). Os contra-exemplos mais comuns sdo dados por grupos de transformagao

de escala (OLVER, 1986).

Assim, o conhecimento de grupos de transformacoes de Lie de um sistema de
equagoes diferenciais pode ser usado, por um lado, para reduzir a ordem ou, em alguns
casos, reduzir as proprias equagoes diferenciais, tanto ordinarias quanto parciais, para uma
quadratura® (CARUSO, 2008; MOUCHET, 2016). Outra possivel aplica¢io das simetrias
de Lie, é na teoria de referencial mével (moving frames), podendo-se produzir novos
algoritmos para resolver problemas de simetria basica e equivaléncia de polinomios que
formam o alicerce da teoria invariante cléssica. Este método pode fornecer uma maneira
sistematica para a construcao de aproximacoes de preservacao de simetria de invariantes
diferenciais por invariantes diferenciais conjuntos e invariantes conjuntos em problemas de

mecanica e dinamica de sistemas mecanicos.

1.1 Contribuicoes

Esta tese busca contribuir com os seguintes aspectos:

e Popularizar o estudo e a utilizacao das simetrias de Lie na comunidade cientifica

brasileira através de uma abordagem clara e objetiva.

O trabalho magistral de Emmy Noether, (NOETHER, 1918), completa 100 anos em 2018.
Por quadratura se entende uma integral com resultado inverso conhecido por func¢des elementares ou
especiais, por exemplo fungoes elipticas de Jacobi.

3
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e Realizar reducao de ordem para solucao por quadraturas de equacgoes de movimento.
Este resultado foi publicado em Basquerotto, Righetto e Silva (2018b).

e Mostrar relagoes entre invariantes e leis de conservacao extraidas de simetrias de Lie.
Como resultado desta parte da tese se destaca o artigo publicado em Basquerotto,
Righetto e Silva (2018a).

e Aplicar a teoria de referencial mével na obtencao de simetrias de Lie para a solucgao
de problemas envolvendo dinamica de sistemas mecanicos, em especial em problemas
com vinculos nao-holonomos. Estes resultados estao sendo preparados para submissao

para o periédico Acta Mechanica.

1.2 Objetivo

Aplicar as simetrias de Lie em problemas de dinamica de sistemas mecanicos para
reducao da ordem de EDOs, obtencao de solugoes analiticas e de leis de conservagao e
na teoria de referencial mével para obtencao de referencial mével e reducao de ordem de

EDOs em problemas da dinamica de sistemas mecanicos.

1.3 Organizacao do trabalho

Este trabalho estd organizado nos seguintes capitulos:

e Capitulo 1 - Introdugao: Apresentagao da motivacao, contribuicoes e objetivos

da presente tese.

e Capitulo 2 - Aplicagoes das Simetrias de Lie: Revisao bésica da literatura
mostrando o surgimento e aplicacao das simetrias em diversas classes de problemas

de mecanica descritos por equacoes diferenciais.

e Capitulo 3 - Fundamentacao Teodrica em Simetrias de Lie: Descricao do
embasamento teodrico utilizado neste trabalho, apresentando as defini¢oes basicas
na teoria de grupos, em especial dos grupos continuos e as simetrias de Lie, além
de focar nas caracteristicas das transformacoes infinitesimais que podem ser feitas
para se aplicar e encontrar invariantes, permitindo reducao de ordem, linearizagao
ou mesmo separacao de variaveis com solucao completa de equacoes diferenciais por

quadraturas.

e Capitulo 4 - As simetrias de Lie em Problemas de Dinamica: Ilustra a
aplicacao das simetrias de Lie para solucao de dois problemas classicos da dinamica
de sistemas mecanicos: um péndulo oscilando em um aro rotativo e um piao simétrico

em movimento de precessao estacionaria.
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Capitulo 5 - As Simetrias de Lie na Teoria de referencial mével: Apresenta
a teoria de algebra e grupos de Lie e seu uso na teoria de referencial moével. Uma das
grandes aplicagoes desta teoria envolve a reducao de ordem e obtencgao de solugoes
analiticas de EDOs. Trés exemplos sao ilustrados neste capitulo incluindo entre eles

um problema em vinculo nao-holénomo.

Capitulo 6 - Consideragoes Finais: Este capitulo apresenta as conclusoes finais

sobre a presente tese com propostas para desenvolvimento de trabalhos futuros.

Além disto, dois apéndices sao apresentados versando sobre os tépicos complemen-

Apéndice A - Conceitos sobre grupos e algebra de Lie: Este apéndice visa
trazer uma introducao sobre conceitos de grupos e dlgebra de Lie. Algumas ideias de

grupos, grupos discretos e continuos sao apresentadas neste apéndice.

Apéndice B - Funcgoes elipticas de Jacobi: Este apéndice é um complemento
do Capitulo 4 a fim de fornecer ao leitor nao familiarizado uma melhor compreensao

sobre a aplicacao das funcoes elipticas de Jacobi.

Apéndice C - Cdédigos do Maple: Apresenta os codigos utilizados nos exemplos
resolvidos nesta tese para calculo das simetrias de Lie, reducao de ordem e integracao

das equagoes através das fungoes elipticas de Jacobi.
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2 Aplicacoes das Simetrias de Lie

Este capitulo apresenta uma revisao sucinta da literatura sobre a definicao e a
utilidade das simetrias de Lie. Primeiramente é feita uma apresentagao sobre o que sao as
simetrias de Lie e quais sao as principais propriedades e aplicacoes. Posteriormente sao
apresentados e discutidos diferentes exemplos de uso em areas das mais diversas possiveis,
como dinamica de fluidos, transferéncia de calor e massa, mecanica dos solidos, reducao de
ordem de equacoes diferenciais, além de usos recentes na teoria de referencial mével. Por

fim, as consideragoes finais sao sumarizadas ao final do capitulo.

2.1 Simetrias de Lie

Quando se tem o primeiro contato com equagoes diferenciais em cursos introdutorios,
sao apresentadas as mais variadas técnicas especiais designadas para resolver certos tipos
de equacoes particulares, tais como: as separaveis, as homogéneas e as exatas, sendo que a
maioria das técnicas parecem ter pouca ou nenhuma ligagao ou estrutura légica (OLVER,
1986; ERDMANN; WILDON, 2006). Isto motivou a descoberta do noruegués Marius
Sophus Lie, no final do século XIX, de que todos os procedimentos gerais de integracao,
se baseiam na invariancia de equacoes diferenciais sob um grupo continuo de simetrias *
(LIE, 1881; LIE; SCHEFFERS, 1891). O conceito de simetria estd ligado a um tipo de
invariancia com uma propriedade de que algo nao muda sob um conjunto de transformacoes

(PLEITEZ, 1979; LIVIO, 2006).

Esta observacao ao mesmo tempo unificou e expandiu significativamente as técnicas
de integracao disponiveis naquele tempo, e inspirou Lie a dedicar o restante de sua carreira
ao desenvolvimento e aplicacao de sua monumental teoria envolvendo grupo continuos
(OLVER, 1992). Estes grupos, hoje conhecidos como grupos de Lie, tiveram um impacto
profundo em todas as areas da matemadtica, tanto pura como aplicada, assim como nas
areas de fisica, engenharia e outras dreas correlatas (BLUMAN, 1990; BAUMANN, 2000;
CARUSO, 2008).

2.2 Aplicacoes

Uma vez determinado o grupo de simetrias de Lie de um sistema de equagoes
diferenciais, um ntimero grande de aplicagoes se torna possivel (BLUMAN; KUMEI, 1989).
Para comecar, pode-se usar diretamente as simetrias de Lie para a construgao de novas
solugbes das equagoes originais (HOSKINS; BLUMAN;, 2016). Outra opgao, ¢ utilizar os

L o conceito de grupo continuo de simetria, é apresentado no préximo capitulo.
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grupos de simetria para a reducao de ordem das equacoes diferenciais de ordem elevada
(MAHOMED; LEACH, 1990). Muitas vezes hd uma boa razao fisica ou matematica para
preferir essas equacgoes com o maior grau de simetria possivel, pois assim, pode-se retirar e
analisar o maior nimero de informacao possivel sem necessariamente ter que integrar a
equacao diferencial em estudo (BLUMAN; ANCO, 2008). Outra abordagem é determinar
quais tipos de equagoes diferenciais admitem um grupo de simetrias, podendo-se assim
obter leis de conservagdo (BOCHAROV; SHCHIK; VINOGRADOV, 1999; CAI; FU; GUO,
2017; FENG et al., 2017).

As aplicacoes das simetrias de Lie podem ser feitas tanto em equagoes diferenciais
ordinarias (EDOs), quanto em equagoes diferenciais parciais (EDPs) (ESTEVEZ et al.,
2016). No caso das equagoes diferenciais ordindrias, a invariancia sob um grupo de sime-
trias implica que pode-se reduzir a ordem da equagao para grau um, ou seja, para uma
quadratura (BOYKO; POPOVYCH; SHAPOVAL, 2013; CAMPOAMOR-STURSBERG,
2016a; CAMPOAMOR-STURSBERG, 2016b). Se a EDO ou o sistema de EDOs forem
derivados de um principio variacional, tais como as equagoes de Euler-Lagrange, ou um
sistema hamiltoniano, a capacidade de redugao de ordem pode ser dobrada (FU; CHEN,
2004; CANTWELL, 2002). Por exemplo, uma EDO de terceira ordem pode ser reduzida
para uma EDO de primeira ordem (HOSKINS; BLUMAN, 2016).

Ja para as EDPs ou sistemas de EDPs, os grupos de simetria sao geralmente
utilizados para ajudar na determinacao de uma familia ou solucao geral da equagao (NAZ;
MAHOMED; MASON;, 2008). As aplicagoes das simetrias de Lie incluem diversos campos
como: dinamica dos fluidos, transferéncia de calor, mecanica dos sélidos, mecanica quantica,
relatividade, controle, redugao de ordem, referencial mével, entre outros (MEIL, 2000; ROSA;
BRUZON; GANDARIAS, 2015). Segundo autores como Hamermesh (1962) e Marsden e
Ratiu (2010) é impossivel estimar toda a contribuigdo de Lie para a ciéncia moderna e a

matemaética.

2.2.1 Dinamica de fluidos

As descobertas de Lie levaram algum tempo para serem aceitas e estudadas pela
comunidade cientifica. O assunto inteiro ficou inativo durante quase meio século até que G.
Birkhoff chamou a aten¢ao para algumas aplicacoes inexploradas dos grupos de Lie para as
equagoes diferenciais da mecanica de fluidos (OLVER, 1986). Posteriormente, Ovsiannikov
comegou um programa sistematico de aplicacao, com éxito, desses métodos em uma ampla
gama de problemas envolvendo fluidos. Nos 1ltimos cinquenta anos houve uma verdadeira
explosao de atividades de pesquisa neste campo, tanto nas aplicacoes para sistemas fisicos
concretos, quanto nas extensoes do escopo e da profundidade da propria teoria envolvida
na dinamica de fluidos (OLVER, 1986; BLUMAN; KUMEI, 1989; BAUMANN, 2000).
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Holm (1976) estudou a dinamica de fluidos usando principios de simetria. Uma
técnica de dlgebra de invariancia que foi originalmente desenvolvida por Lie, foi usada
em seu trabalho para investigar a dinamica de fluidos nao ideais na aproximagao via

Navier-Stokes.

As equacoes para descricao de camada limite laminar tridimensionais instaveis
de um modelo geral de fluidos nao-newtonianos foram tratadas por Yiiriisoy e Pakdemrl
(1997). Neste modelo, as tensoes de cisalhamento foram assumidas como fungoes arbitrarias
de gradientes de velocidade. Usando a andlise do Grupo de Lie, os geradores infinitesimais
aceitos pelas equacoes foram calculados para estes casos de tensao de cisalhamento arbitraria.
A extensao da algebra de Lie, para o caso de fluidos newtonianos, também foi apresentada.
Foi considerado um problema de valor de limite geral que modela o fluxo sobre uma
superficie mével com aspiracao ou injecao. As restricoes impostas pelas condigoes de
fronteira nos geradores foram calculadas. A andlise do Grupo de Lie foi aplicada as

equacoes resultantes e as reducoes finais dos sistemas diferenciais comuns foram obtidas.

Hillgarter (2008) apresentou um exemplo da andlise de simetria de uma equagao de
energia de fluxo de tubulagao especial. Neste trabalho foi possivel obter varias solucoes
da equagao que descreve esta dinamica e observou-se a importancia das simetrias de Lie
para determinacao de critérios de valor de contorno para equagoes de energia de fluxo em

tubulagoes especiais.

Ja Razafindralandy, Hamdouni e Sayed (2012) mostraram que os grupos de simetria
de Lie das equacoes Navier-Stokes nao isotérmicas podem ser usados para desenvolver
modelos de turbuléncia de preservacao da fisica para o tensor de tensao e o fluxo de calor. As
propriedades tedricas dos modelos foram investigadas. Em particular, sua compatibilidade
com as leis de escala do fluxo foi comprovada. Os autores mostraram também que a
abordagem de simetria pode levar a um método bem mais construtivo para obtencao de
um modelo de turbuléncia. A forma do modelo e os invariantes nao classicos apareceram

naturalmente sem qualquer outra suposicao, além da utilizacao das simetrias de Lie.

O problema das estatisticas de turbuléncia descritas pela hierarquia Lundgren-
Monin-Novikov (LMN) de equagoes integro-diferenciais foi estudado em termos de pro-
priedades dos grupos de Lie por Wactawczyk, Grebenev e Oberlack (2017). Para isso, foi
realizada uma anélise através dos grupos de Lie de uma cadeia de LMN truncada apresen-
tando as duas primeiras equagoes em um conjunto infinito de equagoes integro-diferenciais
para as funcoes de densidade de probabilidade envolvendo varios pontos da velocidade.
Um conjunto completo de transformagoes pontuais foi obtido para as fun¢oes de densidade
de probabilidade de um ponto conjuntamente com as variaveis independentes: espago
amostral de velocidade, espaco e tempo. Desta forma foi possivel se encontrar as solugoes

exatas das equagoes envolvidas.
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No geral, apesar de todo o potencial de aplicacao das simetrias de Lie na dinamica
de fluidos, as aplicagoes em engenharia ainda sao timidas, talvez por nao ser um assunto
ainda tanto difundido em literatura mais basica ou usado de forma mais corriqueira no
ensino da dinamica dos fluidos. Acredita-se que uma popularizacao na comunidade de
engenharia podera acontecer nos proximos anos a medida que mais engenheiros tenham

contato com esta teoria.

2.2.2 Transferéncia de calor

Oron e Rosenau (1986) apresentaram a aplicagdo das simetrias de Lie para deduzir
as simetrias classicas da equacao do calor nao linear, a equacao da difusao-convecgao
e as equagoes da onda nao linear. Determinadas as simetrias, pode-se utilizé-las para
procurar uma transformacao nao-local de uma determinada equagao diferencial de modo
que as novas equacoes obtidas tivessem simetrias diferentes, podendo-se, assim, resolver os

problemas em questao.

Uma anélise dos grupos de simetrias de Lie de um sistema acoplado das equagoes
de calor de Burgers, inicialmente introduzidas em um estudo de solugoes de similaridade
nao classicas da equacgao de calor foi realizada por Webb (1990). Através do calculo das
simetrias de Lie do sistema, foi mostrado que a analise da estrutura de prolongamento do
sistema produz a transformagao Lie-Backlund. Esta transformagao pode ser expressa como
um mapa de solugoes das duas equacoes de calor linear acopladas ou, alternativamente,

como um mapa de solucao na equacao de Burgers.

As simetrias cldssicas e nao-classicas da equagao de calor nao linear descrita por
U = Uz, + f(u) foram consideradas por Clarkson e Mansfield (1994). O método das
caracteristicas de Grobner foi usado tanto para encontrar as condigoes em f(u) sob as
quais existem simetrias diferentes das simetrias triviais de translacao espacial e temporal
quanto para resolver as equagoes determinantes para os infinitesimais. Uma lista com as
possiveis reducoes de simetria foi apresentada, incluindo algumas novas redugoes para a
equacao de calor linear assim como uma lista de solucoes exatas da equacao de calor nao

linear.

Budd e Collins (1998) consideraram o problema de Cauchy para a equagao de
difusdo nao-linear, u' = (u™u,), que é definida em um dominio infinito. A EDP e uma
lei de conservacao sao invariantes para um grupo de Lie. Usando esses invariantes como
variaveis de similaridade, o problema foi reduzido a uma ODE de segunda ordem e, em

seguida, integrada para dar as bem conhecidas solucoes de similaridade.

Dando continuidade ao trabalho de Budd e Collins (1998), Dorodnitsyn e Kozlov
(2003) apresentaram o conjunto de equagoes a diferengas invariantes e malhas que preservam

as simetrias do grupo de Lie da equagao u; = (K (u)u,), + Q(u), sendo u o campo de
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temperaturas, K(u) o coeficiente de transferéncia de calor e Q(u) a fonte. Todos os
casos especiais de K (u) e Q(u) que estendem o grupo de simetria admitido pela equagao
diferencial foram considerados. Com isso, foi possivel reduzir a ordem e integrar a equacao

diferencial.

O trabalho de Cimpoiasu e Constantinescu (2008) generalizou os resultados obtidos
da equacao de fluxo 2D de Ricci. Os autores investigaram uma forma geral da equagao de
calor nao-linear 2D e apontaram todos os casos possiveis em que as simetrias de Lie, as

quantidades invariantes associadas e as solugoes de similaridade pudessem aparecer.

Moitsheki e Harley (2011) estudaram a transferéncia transitéria de calor através
de uma aleta longitudinal, de varios perfis. Os coeficientes de condutividade térmica e
transferéncia de calor foram considerados como dependentes da temperatura. A equacao
diferencial parcial resultante encontrada era altamente nao linear. Métodos cléssicos de
simetria de Lie foram empregados e algumas reducoes de ordem foram realizadas e pode-
se resolver de forma numérica a equacao. Com isso, foi possivel estudar os efeitos de
parametros realistas da aleta, assim como o parametro da aleta termogeométrica e o

expoente do coeficiente de transferéncia de calor na distribuicao da temperatura.

Stepanova (2015) mostrou como se obter as formas de difusividade térmica desco-
nhecida, difusao e coeficientes de difusao térmica podem ser encontradas através de grupos
de Lie. As simetrias das equagoes governantes foram calculadas e uma solugao exata foi
obtida.

2.2.3 Problemas em mecanica dos solidos

No contexto da mecanica dos sélidos, as simetrias de Lie foram aplicadas para
resolver as equacoes dos problemas de forma analitica, formular leis de conservacgao e
relacoes de invariancia, analisar a cinematica dos mecanismos, entre outras aplicagoes. A
seguir, sao apresentados alguns problemas de grande interesse em mecanica dos sélidos

tais como: mecanica do continuo, teoria de vigas, elasticidade e dinamica.

O grupo completo de simetrias do oscilador harmoénico unidimensional foi inves-
tigado por Lutzky (1978). Verificou-se que um subgrupo de cinco parametros deixou
invariante a agao, produzindo cinco quantidades conservadas, sendo que apenas duas delas
eram funcionalmente independentes. Essas duas quantidades conservadas determinam as
solugoes e correspondem a um subgrupo Abeliano de dois parametros. O autor também
mostrou que, se uma quantidade conservada correspondesse a um grupo de simetria pelo
teorema de Noether, o grupo transformava qualquer solugao em outra solugao possuindo o

mesmo valor da quantidade conservada.

Um exemplo interessante é o caso do oscilador harmonico, como visto no trabalho

de Gordon (1986). Ao se obter uma simetria de translacao temporal, pode-se observar que
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a energia do sistema estava se conservando e através da simetria de rotacao, o momento

angular também se conservava.

A invariancia das equagoes de viga de Euler-Bernoulli, de Timoshenko e de
Marguerre-von Karman foi abordada no trabalho de Vassilev e Djondjorov (1999). Neste
trabalho, os autores determinaram, primeiramente as simetrias de Lie para cada equacao de
viga e posteriormente aplicaram o teorema de Noether para determinacao das quantidades
se conservando. Com isso, foi possivel realizar algumas transformacoes nas equacoes, sempre

mantendo-as invariantes, e obter as respectivas solugoes.

Mei (2000) mostrou a possibilidade de se encontrar uma quantidade conservada
correspondente a partir de uma simetria de Lie conhecida e o problema inverso de encontrar
a correspondente simetria de Lie a partir de uma integral primeira conhecida. J& o trabalho
de Jing-Li et al. (2003) concentrou-se no estudo das simetrias de Lie e de quantidades
conservadas de sistemas dinamicos nao holonomos controlaveis. Com base na transformacao
infinitesimal, as equacoes determinantes simétricas de Lie e as equacgoes restritivas foram

determinadas.

Ozer (2003) aplicou as simetrias de Lie para determinar as soluces analiticas das
equacoes de Navier para a elasticidade. Primeiramente, a ordem da equacao diferencial
parcial foi reduzida para grau um, obtendo-se assim, um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias. Com a solucao das equacoes diferenciais ordindrias, pode-se determinar a
solucao analitica das equacoes de Navier. Foi notavel que as simetrias de Lie tinham

vantagens importantes para resolver problemas em engenharia de estruturas.

Soh (2008) apresentou em seu trabalho a solu¢do completa para o problema de
equivaléncia para a equacao de Euler-Bernoulli usando a andlise de simetria de Lie.
Cada simetria de quociente de algebra de Lie determinou uma classe de equivaléncia das
equagoes de Euler-Bernoulli. Salvo o caso genérico correspondente a densidade de massa
linear e flexao, pode-se caracterizar os elementos de cada classe fornecendo um conjunto

determinado de equacoes diferenciais satisfeitas por parametros fisicos.

Bocko, Nohajova e Harcarik (2012) apresentaram todos os geradores de simetrias
de Lie e as possiveis transformacoes que podem ser realizadas em equagoes de vigas e
placas. Com base nesses geradores infinitesimais, os grupos de Lie correspondentes foram
gerados e outras propriedades das equagoes puderam ser reveladas tais como invariancia

sob parametros continuos de simetria.

A classificacao das simetrias de Lie das equagoes de onda nao-lineares com dissipacao
fornecem um caso genérico e oito casos especiais tendo sido apresentadas por Franco (2015).
Neste artigo, o autor mostrou que em sete dos oito casos estudados, a agao das simetrias de
Lie poderia ser globalizada através de representacoes induzidas de uma familia de grupos

de Lie soluveis.
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A equagao de onda de menor dimensao foi discutida por He (2015). A equagao foi
reduzida a equagao potencial de Korteweg—de Vries (KdV). Ao usar a andlise de simetria de
Lie, todos os campos vetoriais geométricos da equacao foram obtidos e foram apresentadas
reducoes de simetria. Foram obtidas algumas novas solucoes de ondas nao-lineares, que
envolvem fungoes arbitrarias diferenciaveis, expressas pelas funcoes elipticas de Jacobi,

funcoes elipticas de Weierstrass, funcao hiperbdlica e fungao trigonométrica.

No trabalho de Al-Omari, Zaman e Azad (2017) mostrou-se as simetrias de Lie
e suas transformacoes de grupos de Lie para uma classe de sistemas de equacoes de
Timoshenko. A classe considerada é a classe de sistemas Timoshenko nao-lineares de
equacoes diferenciais parciais. Um sistema 6timo de sub-algebras unidimensionais da
algebra de Lie correspondente foi derivado. Todas as possiveis variaveis invariantes do
sistema ideal foram obtidas. Com a aplicacao das simetrias de Lie, foi possivel transformar
as EDPs em sistemas correspondentes de equagoes diferenciais ordinarias para resolucao

das equagoes.

J4 no préprio grupo da UNESP, o bolsista FAPESP?, Afonso Willian Nunes, estuda
como usar as simetrias de Lie para calcular reacoes de apoio, energia de deformacao e
deflexao em pontos especificos de vigas. O trabalho serd apresentado no X Congresso
Nacional de Engenharia Mecanica - CONEM (NUNES et al., 2018). Este trabalho buscou
determinar as simetrias de Lie e invariantes associados com o problema de viga de Euler-
Bernoulli. A partir dos resultados obtidos com a teoria de Lie pode-se confirmar a presenca
das quantidades fisicas se conservando, os invariantes, e verificar que o remapeamento da
solucao em novas variaveis facilitou a resolucao da equacao da linha elastica, como no caso

do quarto gerador de simetria.

2.2.4 Reducao de ordem

O estudo das solugoes invariantes de grupo da equacao de Schrodinger nao linear
generalizada (GNLSE) foi apresentado por Gagnon et al. (1989). Os autores mostraram
que oito tipos de subgrupos do grupo de simetria de Lie conduziam através de reducao
de ordem, para equacoes diferenciais ordindarias reais de terceira ordem, dando tanto a
fase quanto o valor absoluto da solucao. O método de Lie foi generalizado para equacoes
diferenciais ordindrias no trabalho de Quispel e Sahadevan (1993). Os autores provaram
que a ordem das equacoes diferenciais pode ser reduzida em uma, desde que a equacao em
consideracao possuisse uma simetria de Lie. Além disso, os autores também apresentaram

uma condicao suficiente para a reducao da ordem da equacao por dois.

A reducao das equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares por uma combinacao

de integrais primeiras e simetrias de Lie foi investigada por Abraham-Shrauner (2002). As

2 http://bv.fapesp.br/pt/bolsas/170127 /aplicacoes-das-simetrias-de-lie-na-teoria-de-vigas/
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equacoes diferenciais e as primeiras integrais foram expressas em termos dos invariantes
das simetrias do grupo de Lie. Com isso foi possivel reduzir a ordem das equagoes em

estudo e obter, assim, a solucao exata das equagoes diferenciais.

A teoria das reducoes duplas de equacoes diferenciais parciais com duas variaveis
independentes que admitem uma simetria de Lie e um invariante vetorial conservado sob
a simetria, foram apresentados por Sjoberg (2009). A teoria foi aplicada a uma equagao
diferencial parcial nao-linear de terceira ordem que descrevia a filtracao de um liquido
visco-elastico com relaxamento através de um meio poroso. O autor mostrou, que através
da reducao de ordem da EDP, foi possivel obter um sistema de EDOs, facilitando-se assim,

a obtencao das solugoes das mesmas.

Oliveri (2010) mostrou que a anélise de simetrias de Lie das equagoes diferenci-
ais fornece uma estrutura poderosa e fundamental para a exploracao de procedimentos
sistematicos que conduzam a integracao por quadratura (ou pelo menos a redugao da
ordem) de equagdes diferenciais ordindrias. Outra abordagem realizada pelo autor foi com
relagao a determinagao de solugoes invariantes de problemas de valor inicial e de limite, a
derivacao das leis de conservagao e a construcao de ligacoes claras e logicas entre diferentes
equacoes diferenciais que se tornam equivalentes para a resolucao dos mais variados tipos

de problemas fisicos e matematicos.

Ao usar métodos de simetria de Lie, Giingor e Torres (2017) identificaram uma
classe de equagoes diferenciais nao lineares de segunda ordem comuns que sao invariantes
sob pelo menos um grupo de simetria da equagao de Ermakov-Pinney. Neste contexto, a
regra de superposi¢ao nao linear para a equacao de Kummer-Schwarz de segunda ordem
foi redescoberta. A invariancia sob o grupo de simetria unidimensional também foi usada
para obter as integrais primeiras (invariantes de Ermakov-Lewis). Sob esta condicao, a
equagao foi reduzida a uma equacao autonoma equivalente por meio de uma transformacgao

canonica, e as solucoes das equagoes foram obtidas.

Baleanu et al. (2018) realizaram a anélise das simetrias de Lie para redugao de
ordem, solucao exata e obtencao de leis de conservacao para a equagao fracionaria no tempo
de Caudrey-Dodd-Gibbon-Sawada-Kotera (CDGSK) com derivagao de Riemann-Liouville.
A CDGSK fracionada no tempo foi reduzida a uma equagao diferencial ordinaria nao
linear da ordem fraciondria. Com isso, novas solugoes exatas para a CDGDK fracionada
no tempo foram obtidas. As solugoes foram inéditas e nao foram obtidas anteriormente
por outros autores. As solucoes adquiridas incluiam solugoes hiperbdlicas, trigonométricas

e racionais.
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2.2.5 Referencial movel

A ideia inicial de se trabalhar com referencial mével comegou com o problema de
equivaléncia que tratava em analisar quando duas superficies podiam ser mapeadas uma
para a outra, sob uma transformacao de coordenadas de um tipo especifico. Acontece que
existem muitos problemas que podem ser formulados dessa maneira. Um é o problema de
classificagao das equacoes diferenciais. Se hd uma equagao diferencial para resolver e um
banco de dados de equagoes resolvidas, é sensato perguntar se existe uma transformagao
de coordenadas que conduza esta equacao a uma das solugoes ja conhecidas. Visualizando
as equacoes diferenciais como superficies, pode-se aplicar a teoria de referencial mével. A
seguir sao apresentados alguns trabalhos mostrando a combinacao das simetrias de Lie

com a teoria de referencial mével.

Olver (2000) mostrou que o prolongamento de um grupo de transformagao forma
o fundamento geométrico subjacente a teoria de Lie de grupos de simetria de equacoes
diferenciais, a teoria de invariantes diferenciais e a teoria de Cartan sobre referencial movel.
Os desenvolvimentos na teoria de referencial mével exigiram uma compreensao detalhada
da geometria dos grupos de transformagao prolongados. Neste trabalho, o autor comeca
com uma revisao basica de referencial mével e, em seguida, concentra-se no estudo de
orbitas de grupo prolongadas regulares e singulares. Os destaques incluem uma versao
corrigida do teorema de estabilizagao basico, uma discussao de pontos totalmente singulares
e caracterizacoes geométricas e algébricas de subvariedades totalmente singulares, que sao
aqueles que nao admitem referencial mével. Além de algumas aplicacoes para o método de
referencial mével, o artigo inclui um lema Wronskian generalizado para funcgoes vetoriais e

métodos para a solugao das equagoes determinantes de Lie.

Olver e Pohjanpelto (2008) propuseram uma nova e construtiva teoria denominada
de referencial mével para agoes de pseudo-grupo de Lie. Através da teoria desenvolvida
pelos autores, foi possivel fornecer um meio efetivo para determinar sistemas completos
de invariantes diferenciais e formas diferenciais invariantes, classificando suas relagoes de
recorréncia e resolvendo problemas de equivaléncia e simetria decorrentes de uma ampla

gama de aplicagoes.

Uma nova abordagem para a construcao de referencial movel que permitia tornar
invariante o esquema de diferengas finitas, foi desenvolvida por Chhay e Hamdouni (2010).
Esta abordagem levava em consideracao a ordem de precisao e garantia das propriedades
numeéricas de esquemas invariantes que superavam os de esquemas classicos. Os beneficios
obtidos com este processo foram ilustrados com a equacgao de Burgers. A vantagem do
presente método encontrado pelos autores é a garantia de boas propriedades numéricas

além da preservagao do grupo de simetria da equagao continua.

Siminos e Cvitanovi¢ (2011) apresentaram dois métodos continuos de reducao de
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simetria para reduzir fluxos de dissipacao de alta dimensao para mapas de retorno locais.
Na abordagem de base polinomial de Hilbert, a dinamica equivariante foi reescrita em
termos de coordenadas invariantes. No método de referencial mével, o espago de estados
foi cortado localmente de tal forma que cada orbita de grupo de pontos equivalentes de
simetria foi representada por um tnico ponto. Em qualquer das abordagens, os calculos
numeéricos puderam ser realizados na representacao do espago de estado original, e as
solugoes foram entao projetadas no espago de estados reduzido de simetria. Os dois métodos
foram ilustrados na reducao do sistema Lorenz complexo com um fluxo dissipativo em
cinco dimensoes com simetria rotacional. Para os autores, embora a abordagem de base
polinomial de Hilbert nao era inviavel para fluxos de alta dimensao, a reducao de simetria
pelo método de referencial mével oferecia boas ferramentas para utilizacao nestes tipos de

problemas.

Dando continuidade ao avangos do trabalho de Olver e Pohjanpelto (2008), Gongal-
ves e Mansfield (2012) explicaram a estrutura matematica tanto do sistema Euler-Lagrange
quanto do conjunto de leis de conservacao, em termos de invariantes diferenciais da agao
de um grupo de Lie e referencial mével. Os autores demonstraram que através do conheci-
mento desta estrutura, permitiu-se que as equacoes de Euler-Lagrange fossem integradas

com relativa facilidade.

2.3 Consideracoes finais

A partir desta curta compilacao de algumas aplicacoes das simetrias de Lie, pode-se

observar a grande faixa de utilizacao envolvendo essencialmente os topicos:

e Construir novas solugoes para equagoes originais;
e Reduzir a ordem de equagoes diferenciais;

e Obter leis de conservagao.

Pela revisao da literatura, observa-se que ha diversas aplicagoes das simetrias
de Lie em diferentes areas. A area que inicialmente teve mais atencao e até hoje ha
muitos trabalhos relacionados no assunto ainda é a de mecanica de fluidos. Apesar disto,
ainda se observa pouca aplicacao industrial disto nestes problemas envolvendo fluidos,
pois essencialmente, o tépico é tratado pela comunidade de pesquisadores da area de
matematica. Portanto, ainda existe lacuna para aplicagoes e uso mais pratico e corriqueiro

nesta teoria na solugao de problemas praticos da dinamica dos fluidos, por exemplo.

No geral, verifica-se que nos diversos casos em que as equacoes nao podem ser
resolvidas facilmente, através da aplicacao das simetrias de Lie, pode-se reduzir a ordem e

em alguns casos até mesmo obter a solu¢ao analitica da equagao. Outro aspecto muito
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importante é a conciliacao das simetrias de Lie para extracao de leis de conservacao que
muitas vezes nao estao claras. Isto pode ser feito adequadamente com o Teorema de
Noether.
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3 Fundamentacao Teodrica em Simetrias de Lie

A meta deste capitulo é fornecer ao leitor uma introducao sobre a teoria de Lie,
motivando o seu uso para aplicagoes na analise e solucao de equacoes diferenciais. Também
sao apresentadas as principais defini¢oes e conceitos sobre transformacoes e geradores
infinitesimais e ainda a obtengao de simetrias em equagoes diferenciais ordinérias (EDOs),
assim como as técnicas para reducao de ordem em equagoes diferenciais. O Apéndice A
traz uma introducao sobre grupos e algebra de Lie que pode auxiliar o leitor na leitura

deste capitulo.

3.1 Transformacao infinitesimal

Assumindo que uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem possa ser
descrita na seguinte forma (GORDON, 1986; MOSHINSKY; SMIRNOV, 1996):

F(t,q,4.4) =0 (1)

sendo ¢ = ¢(t) fungoes desconhecidas!, ¢ a varidvel independente, o ponto acima as
derivadas temporais e F pode ser uma funcao para representar uma equagao diferencial ou
um sistema de equacgoes diferenciais. Solucoes simples para algumas destas equacoes sao
altamente conhecidas. Porém, algumas transformagcoes podem ser aplicadas para manter
a equacao invariante e facilitar ainda mais a sua possivel integragao. O primeiro passo é

encontrar geradores infinitesimais que produzem estas transformacoes.

3.2 Geradores infinitesimais

Esta secao busca apresentar os fundamentos bésicos envolvidos na extracao de
simetrias de Lie a partir de sistemas de equagoes diferenciais. O assunto aqui abordado é
amplamente disponivel em excelentes livros textos como Olver (1986), Bluman e Kumei

(1989) assim como em Baumann (2000).

De forma geral, assumindo uma variavel genérica ¢ = ¢(t), um grupo de transfor-
macao envolvendo as variaveis dependente ¢ e independente t com um parametro continuo
e € R pode ser feito para obter novas variaveis ¢ e g a partir de (OLVER, 1986; BLUMAN;
KUMEI, 1989; BAUMANN, 2000):

t=alt,q,¢), q=p(t, q,¢€) (2)

Lembrando que pode-se assumir qualquer variavel para ¢

1
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sendo « e p funcoes analiticas? que, normalmente, sao desconhecidas e que realizam estas
transformacoes. Pode-se expandir ¢ e ¢ usando séries de MacLaurin em torno de ¢ através

de:

Oa

9a o
Oe

, g=q+e ( ) (3)
5—>0) (98 e—0

desde que € — 0 represente a identidade do grupo. Definindo novas funcoes infinitesimais

t%t+5(

descritas por:

Oa

0
€(t7Q>:§ a

C mlte = @

e—0 e—0

pode-se reescrever as expressoes da eq. (3) como:
t~t+el(t q), g~ q+eng(t.q) (5)

Contudo, além das mudancas nas variaveis t e ¢, extensoes para as derivadas de

alta ordem ¢ e ¢ devem ser obtidas, conhecidas como prolongamentos de ordem superior.

3.3 Prolongamento das transformacoes e seus geradores

Uma vez que as transformacoes com os geradores infinitesimais serao feitas em uma
equagao diferencial, é necessario se prolongar as transformacoes nas respectivas derivadas
(LIE; SCHEFFERS, 1891; LIE, 1881; BLUMAN, 1990; MAHOMED; LEACH, 1990). A

aproximacao de ¢ fica sendo:

§=— (6)
sendo dq = dq + edn, e dt = dt + ed§. Dividindo estes termos por dt:

dqg . dt
o = G +eDi(ny), p7ie 1 +¢eDy(€)

sendo D; o operador derivada total, definido por:

sabe-se que ¢ — 0 e com o auxilio da regra do binomial:

qﬂ—w ~ {q + eDin,)} {1 - eDi(©)} = .

G — GeDi(€) + Dy (1) — €2 Di(ng) De(€) ~ G + e

Por funcao analitica entende-se fungoes que podem ser expandidas em séries.
3 1+ =1+xe+ 287 e% +... (DINGLE, 1973).

q_:

2
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como pode-se observar, na pentiltima passagem hd uma simplificacao, ja que ¢ ~ 0

consequentemente condiz que €2 = 0. O termo 1) pode ser entdo escrito como:

0 0 0 0
B (t0.6) = Dulm) — i) = G+ (= T )= 5 (0 )

que ¢é o prolongamento de primeira ordem.

Em sistemas de equagoes diferenciais com termos de alta ordem, deve-se estender
essa ideia para todas as varidveis. Com isso, pode-se escrever ¢ através do campo vetorial

T . . ) :
v={& mn,} ecatravés do mesmo procedimento realizado anteriormente:

_di _Di(i+epY) i+eD (BY)
Tdt T Dt+ef)  1+eD (&) (10)

{(j+5Dt (5(1))} {1 — D, (g)} ~ (j+8ﬁ(2)

sendo:

50t q,,) = Di (3V) — Du () = L0 + (2 O _ %) i+

ot? otdq  Ot? (11)
AT Y S Y S (VNP PR P
0q? Otdq 0q? dq 8t dq

o prolongamento de segunda ordem (BLUMAN; KUMEI, 1989). De forma geral um
prolongamento de ordem k é dado por (BLUMAN; KUMEI, 1989):

k
.. (k— J+1) .
6(k)(t7Q7Q7q7 s 7q E (Dt)]é' (]‘2)

J:1

sendo k=1,2,3,....

3.4 Teorema de Lie

Apés calcular o prolongamento das transformagoes e com o conhecimento das
fungdes ¢ e 1, formando o campo vetorial v = {¢ nq}T, um gerador infinitesimal de
simetria pode ser obtido a partir de (MARSDEN; RATIU, 2010):

RS 0 9
SN R

e aplicando o operador de segunda ordem U” para estas variaveis obtém-se (MCWEENY,
2002):

n_ (1) 2

(14)
Com isso, a condicao de Lie pode ser definida como::

U"+X)F=0 (15)
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sendo F a equacao diferencial ou um sistema de equacoes diferenciais em estudo.

O critério infinitesimal de invariancia envolve t, q e as derivadas de ¢ com respeito
a t, assim como as variaveis § e 7,. Depois de eliminar toda a dependéncia das derivadas
envolvendo ¢, pode-se equacionar os coeficientes das derivadas parciais remanescentes de ¢
a zero. Com isso, pode-se ter como resultado um grande nimero de equacgoes diferenciais
parciais para determinar estas funcgoes. Estas equacoes sao conhecidas como equacoes
determinantes para um grupo de simetrias de um determinado sistema (OLVER, 1986). A
obtengao das solucoes destas equagoes determinantes pode ser muitas vezes trabalhosa e
pode ser feita através da utilizacao de alguns pacotes de manipulagao simbdlica, como o
wxMaxima, Mathematica (Sym (DIMAS; TSOUBELIS, 2004) e/ou MathLie (BAUMANN,
2000)), Maple (DETools e¢/ou PDETools), entre outros. O Apéndice C apresenta os codigos

utilizados nesta tese para o calculo das simetrias de Lie usando o Maple.

3.5 Reducao de ordem utilizando os pontos de simetria na forma

caracteristica

Uma das aplicagoes mais notorias da teoria de grupos de Lie é o problema de integrar
equacoes diferenciais ordinarias. A observacao fundamental de Lie é que o conhecimento de
um grupo de simetrias de um sistema de equacoes diferenciais ordindrias permite integrar
o sistema por quadraturas e assim deduzir a solu¢ao geral (OLVER, 1992). Seja uma EDO
de segunda ordem, F(t,q, g, ), pode-se mostrar que esta equacao é invariante sobre um
grupo de transformacoes, e com isso, pode ser integrada por uma quadratura. Uma vez
encontrado o grupo de simetrias, existem varios métodos que podem ser aplicados para
integrar a equagcao diferencial (OLVER, 1986).

Pode-se introduzir novas coordenadas na forma {g(¢,q), t(¢,q)} supondo que X
é um campo vetorial e nao-nulo na origem. A mudanca de variaveis é feita através dos
métodos para encontrar simetrias de grupo, apresentados anteriormente. Isto implica que
X pode ser transformado a partir da forma 9/t fornecendo, assim, g e ¢ satisfazendo as

seguintes equagoes parciais lineares (OLVER, 1986):

0q aq
X(q) =€+t =0
ot dq
! (16)
Xi(t) = €t+nat 1
ot dq

Para facilitar o entendimento, os passos para o calculo dos geradores infinitesimais

podem ser descritos na forma de um fluxograma, como visto na fig. (1).
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Figura 1 — Fluxograma representativo de como obter os geradores infinitesimais de forma
geral para uma EDO.

Modelagem de EDOs na forma Geradores infinitesimais
F—0 de simetria X

! !

Obtencgao de novas varidveis
através de transformacoes

Aplicagao da condicdo de Lie *

(X+U)F=0 canonicas
Solugao do sistema de Redugao de ordem da
equagoes determinantes equacao diferencial

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

3.6 Exemplo de aplicacao em uma equacao diferencial ordinaria

Esta secao apresenta um exemplo de aplicacao do teorema de Lie para determinar
os geradores infinitesimais de simetria de uma equacao diferencial ordinaria. Para isso,
utiliza-se em exemplo bem simples envolvendo um oscilador harmonico sem amortecimento.
Este sistema pode ser descrito por uma equagao diferencial ordindria dada por (GORDON,
1986; MOSHINSKY; SMIRNOV, 1996):

F(g.4.4) =G+ w?q=0 (17)

sendo ¢ = ¢(t) o deslocamento, t o tempo, o ponto acima representa derivada temporal,

w? = k/m a frequéncia natural nao amortecida sendo k a rigidez e m a massa.

Uma solucao simples para a equacgao de movimento deste sistema ja é amplamente
conhecida. No entanto, algumas transformacoes podem ser aplicadas para manter este

sistema invariante e facilitar a integracao como mostrado nas segoes seguintes.

3.6.1 Geradores infinitesimais do oscilador harmonico
Substituindo a eq. (17) na eq. (15), pode-se obter as seguintes equagoes:
W'+ ) (i+wPq) =0 (18)

aplicando o operador de simetria:

9 it 42w+ 809 w2y + 809 64 wra) —
naq(q+wQ)+§8t(q+wq)+ﬂ aq(q—i‘WQ)‘i‘ﬂ aq(Q‘i‘WQ)—O (19)
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sendo 1) descrito pela eq. (9) e 3 dado pela eq. (11). Com isso, a eq. (19) se torna:
nw? + {4+ &} + 8% =0 (20)

lembrando que: § = —w?q — § = —w?q§ entdo —Ew?q + Ew?¢ = 0. Substituindo f?

0% s, (P U APCITAY
——(q)+( (ata 8t2+30—qwq>q

2
dq 0¢? 8158 (21)
+ —@—1—2% w’q + nw® + 77:0
dq ot ot?
e igualando a zero seus coeficientes, pode-se obter o seguinte sistema de equagoes determi-
nantes:
¢
i 0 (22)
0%n 0%¢
1 _9 0 23
0q? otdq (23)
Pn 0% 9 5
- > 43> =0 24
atog o " “ag” (24)
on 05 9
! 2 =0 25
aqouq+ atwq+nw +8t2 (25)

Resolvendo as eqs. (22)-(25), pode-se obter ao todo os oito geradores de simetria

de Lie admitidos pelo oscilador harmonico descrito pela eq. (17), como visto na tab. (1).
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Tabela 1 — Geradores infinitesimais do oscilador harmonico.

§ "
0
X = — 1
1= 5 0
0
! 0
X3 = Sin(wt)a—q 0 sin(wt)
Xy = cos(wt)g 0 cos(wt)
4= 24
X5 = sin(u}t)2 + ¢*w cos(u}t)2 sin(wt) 2w cos(wt)
X = cos(cut)2 — *w sin(wt)2 cos(wt)  —q*wsin(wt)
6 —d ot q g q q
X — _cos(2wt) 0 gsin2wt) 9 cos(2wt) g sin(2wt)
T w? Ot w ot w? w
sin(2wt) 0 —qcos(2wt) 0 sin(2wt) —qcos(2wt)
s = — 2 97 9 2 -
w ot w dq w w

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

3.6.2 Reducao de ordem

0
Considerando o gerador infinitesimal X} = —, sendo que £ = 1 e n = 0. Para se
reduzir a ordem da equacao de movimento, eq. (17), deve-se escolher novas variaveis que
satisfacam a eq. (16). Com isso, as novas varidveis devem ser § = ¢ e t = t. Estendendo

para as derivadas, tem-se:

= 7?:—_:—; (26)

t
-5+ w?q=0 (27)

Uma nova projecao pode ser feita, entao T = teT = f, fazendo com que a eq. (27) fique

sendo descrita como:

T _
s +w?7=0 (28)
Resolvendo equacao anterior obtém-se:
1
Y - (29)

VvV -w?@+C
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sendo C uma constante de integracao. Retornando as coordenadas anteriores a partir da
eq. (26):

|

1

- d
t=—=—r—— 30
di ~ J—giC (30)
entao:
f= dq (31)

Resolvendo a quadratura da eq. (31), tem-se:

P- G (32)
_ .

Retornando as coordenadas originais:

arctan | ————
t =

VA7 1 C

33
vz )
Isolando a varidvel ¢ na eq. (33), obtém-se a solugao da eq. (17):
2
\/<tan (t w2> + 1) C tan (t\/aﬂ)
q(t) = (34)

(tan (t\/ﬁf + 1) w

Como pode-se observar, através da utilizacao das simetrias de Lie, pode-se reduzir
a ordem da equacao de movimento a uma quadratura. A solucao para a equacao do
oscilador harmonico nao é tnica, pois é uma equacao diferencial linear e atende o axioma
da superposicao, além de nao ter particularizado nenhum valor inicial. Além do gerador
infinitesimal &, ha mais sete opcoes para se realizar a reducao de ordem da equacao
diferencial. A solucao para esta quadratura foi feita através da utilizagao de funcgoes
circulares. No entanto, existem algumas quadraturas que nao podem ser resolvidas por
estas fungoes. Com isto, se faz necessario o uso das funcoes elipticas, como por exemplo,
as fungoes elipticas de Jacobi. O Apéndice B apresenta uma introdugao sobre fungoes
circulares e funcoes elipticas. Deve-se destacar que nesta situacao o gerador escolhido
forneceu uma solucao bem mais complexa do que a solucao obtida de forma cléssica
em cursos introdutorios de equagoes diferenciais, matematica aplicada ou vibragoes. No
entanto, destaca-se que uma das grandes aplicagoes das simetrias de Lie envolve resolver

equacoes diferenciais nao lineares através de métodos analiticos.



33

3.7 Consideracoes finais

Os topicos abordados neste capitulo revisam os conceitos basicos relacionados
a teoria de grupos e a aplicacao do teorema de Lie para a determinacao de geradores
infinitesimais de equacoes diferenciais. Esse teorema pode ser aplicado sistematicamente
para unificar e estender técnicas, com finalidades bem conhecidas, para determinacao de
solugoes explicitas de equagoes diferenciais em sistemas integraveis, especialmente para
equagoes diferenciais nao-lineares. Foi apresentado o conceito de simetria a parametro
continuo e como determinar os geradores infinitesimais que realizam transformagoes nas
EDOs que as mantenham invariantes. Para ilustrar a utilizagao das simetrias de Lie, um
exemplo classico foi resolvido. As simetrias de Lie foram calculadas para a equacao de
movimento do oscilador harmonico. Através de um dos 8 geradores de simetrias, a ordem da

equagao foi reduzida a uma quadratura, e obteve-se a solucao para o oscilador harmonico.
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4 As simetrias de Lie em Problemas da Dinamica

Este capitulo tem como meta apresentar a aplicacao das simetrias de Lie em
problemas classicos encontrados em dinamica de sistemas mecanicos. O primeiro exemplo
apresenta um péndulo oscilando em um aro rotativo. Inicialmente sao calculadas as
simetrias de Lie e posteriormente faz-se a reducao de ordem para a obtencao da solugao
analitica da equagao diferencial através das funcgoes elipticas de Jacobi. J& o segundo
exemplo, busca determinar as simetrias de Lie associadas com as equacoes diferenciais
ordindrias que descrevem o movimento de um piao axisimétrico em movimento de precessao
estacionaria e aplica-las ao teorema de Noether para obtencao das constantes de movimento.
Neste exemplo, mostra-se que as simetrias de Lie também sao simetrias de Noether.
Provada a origem da conservacao de energia e dos momentos angulares, através das leis
de conservacao extraidas da aplicacao do Teorema de Noether com as Simetrias de Lie,
pode-se determinar a solucao analitica das equagoes do movimento através da solucao por
quadraturas usando funcoes elipticas de Jacobi. Os problemas aqui apresentados, foram
publicados em Basquerotto, Righetto e Silva (2018b) e Basquerotto, Righetto e Silva

(2018a), respectivamente.

4.1 Peéndulo oscilando em um aro rotativo

A fig. 2 apresenta uma massa pontual m deslizando livremente sem atrito em um
aro de raio ¢, que por sua vez, gira com velocidade angular constante w em um campo
gravitacional também constante, com aceleracao g. Com isto, este péndulo se move em uma
superficie de uma esfera de raio ¢. A base referencial usada é descrita pelos eixos {z,y, z}
solidédrio ao giro do aro circular. A coordenada generalizada usada para caracterizar o

movimento é dada por 6 que é medida a partir do eixo z negativo.

Para estas condigoes, a energia cinética, T, do péndulo é dada por:

L oo
T = 2m€ <9 + w’sin 0) (35)

e a energia potencial, V, é descrita como:

V =mgl (1 — cosb) (36)
sendo que foi escolhido o ponto de energia potencial de referéncia nula em 6 = 0 (ver fig.
(2)). Com isto, a lagrangiana £ =T — V é definida por:

1 .
L= §m€2 (92 + w? sin® 9) + mgl cos ) — mgl (37)
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Figura 2 — Péndulo oscilando em um aro rotativo.

Az
Lo

O0=rm—>V=2mg/

Aro
[ BT N e I A0=r1/25V=mgl
______________________________ .4..\
gl Y
T

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange para a coordenada generalizada § (GOLDSTEIN,
1965; LEMOS, 2007):

oL d (0L
(%) o (38)

obtém-se a equacao de movimento:

0 + (%—uﬂcos@) sinf = 0 (39)

sendo 0(t) o angulo de posi¢ao variando no tempo ¢, o ponto superior representando derivada
temporal, w é a velocidade angular constante do aro, g é a aceleracao da gravidade e £ é o

raio do aro.

A solucao analitica desta equacao de movimento ja é conhecida, através da utilizacao
de outros métodos, tais como pela solugao geral das equacoes de Euler-Lagrange (BAKER;
BILL, 2012). No entanto, vérias outras transformagoes podem ser aplicadas para manter
a equagao invariante e com isso, resolve-la de outra maneira, se ela for integravel. O
procedimento proposto por Lie é um procedimento poderoso para integrar equacoes
diferenciais. Primeiramente, como verificado no capitulo anterior, é necessario encontrar
um gerador infinitesimal para todas as variaveis da equacgao diferencial. Apds isso, os
prolongamentos sao calculados para descrever os termos das derivadas de ordem superior.
Ao aplicar o teorema de Lie, pode-se obter as equacoes determinantes e ao resolvé-las
pode-se encontrar os geradores de simetrias (LUTZKY, 1979; OLVER, 1986; BLUMAN;
KUMEI, 1989; BAUMANN, 2000; BAGDERINA, 2014).
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4.1.1 As simetrias de Lie de um péndulo oscilando em um aro

rotativo

Reescrevendo a eq. (39), na seguinte forma:

.7-“(15,9,9,9) = 0+ <Z —w cos@) sinf) =0

e aplicando na condi¢ao de Lie dada pela eq. (15) obtém-se:

oF  OF 1y OF 2) OF
U+ x)F 5 T+ )= 4+ =0
( )F=¢ Uy g¢ % B® %

(41)

O critério de invariancia infinitesimal, descrito pela eq. (41), envolve ¢ e 6, e as

derivadas de 6 com respeito a ¢, assim como £ e n e suas derivadas parciais com respeito a ¢

e 0. Apos eliminar todas as dependéncias das derivadas envolvendo 6, pode-se equacionar os

coeficientes remanescentes das derivadas parciais de 6, a zero. Isto gera um grande niimero

de equagoes diferenciais parciais que sao utilizadas para a determinacao das fungoes £ e n,

desconhecidas a priori, formando as ja definidas equagoes determinantes (OLVER, 1986).

Apés aplicar a condigao de Lie, eq. (41), na eq. (39) pode-se obter as seguintes

equacoes determinantes:

% _

002

0%n ¢
002 28881& =0

0& 0%n 025 B
3sm€(z—w cos@) 20 +286’6t FTo

2sin9% (% — w? COSG) —sin 6 (% — W2 cos&) %_
n (—w2 sin? §— (% — w?cos 9) cos (9) -+ % =0

(42)

As equagoes de (42) até (45) podem ser simplificadas e pode-se obter as seguintes

exXpressoes:

n=>0

(46)

(47)
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23
=0 48

o0 (48)

Por fim, resolvendo as equagdes de (46) até (48) obtém-se o seguinte gerador

infinitesimal de simetria:

_9
ot

Entao, as fungoes infinitesimais sao dadas simplesmente por:

X

E=1 e n=0

que corresponde a uma operagao de translacao temporal, que é o invariante classico
que mostra a conservacao de energia, desde que nao se assume dissipa¢ao neste modelo
(OLVER, 1990). Deve-se notar que neste exemplo apenas um gerador é obtido e, portanto,
uma tUnica integral primeira. Como o sistema possui apenas um grau de liberdade, 6(t),
isto indica que o sistema é completamente integravel. Nota-se que em algumas equagoes
de movimento é possivel ter mais de um gerador de simetria, por exemplo, no oscilador

harmoénico mostrado no Capitulo 3 (WULFMAN; WYBOURNE, 1976; GORDON, 1986).

4.1.2 Reducao de ordem

Para satisfazer a condicdo da eq. (16), deve-se escolher § = 6 e £ = t. Expandindo

esta condicao para as derivadas t e i_, obtém-se:

.dE1 - dt g
I=—==17= t=—==—— 49
w6 do 63 (49)

Com isto, as novas coordenadas sao utilizadas para reescrever a equacao de movi-

mento, eq. (39):

t g 2 0\ «in 4 —
—t;—3+(z—w COSQ) sinf =0 (50)

Uma nova projecao pode ser feita, entao T = teT=tea eq. (50) fica:

T N
_ﬁ+ (% — w?cos (9) sinf =0 (51)

Resolvendo a eq. (51):

B Vw202 sin? 0 + 2g( cos 04-C(2

T ——= —
w2l sin“ 0 + 2g cos O + C/

(52)

sendo C uma constante de integragao. Retornando as coordenadas anteriores a partir da
eq. (49):

i d_f B Vw202 sin? 0 4 2g( cos 0 + CL2
df w2lsin® 6 + 2g cos H+CY

(53)
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entao:

_ df
t= — — (54)
\/w2 sin? 6 + 2% cos 8+C

A eq. (54) nao pode ser resolvida através da utilizagao de fungoes trigonométricas,

pois nao é possivel achar a primitiva. Para resolver esta integral é necessario a utilizagao
de integrais elipticas de Jacobi (BAKER; BILL, 2012; LEMOS, 2017). O Apéndice B
apresenta uma discussao sucinta sobre as funcoes elipticas de Jacobi e sua utilizacao. A
solugdo da eq. (54) ¢ feita através da utilizacdo de um programa de manipula¢ao simbdlica.

O Apendice C, apresenta os comandos e alguns pacotes utilizados para resolver a mesma.

Sendo assim, a eq. (54) pode ser resolvida, utilizando, com a devida atengao, o

argumento (u, k) na transformacao, com isto:

0(t) = 2arctan {\/Edn [%wt\/ | play/ ¢ ; b] } (55)

1 —cos@ 1+ cos —2cosb
sendo a = , b
1+ cosf 1 —cosf + 2cosb

A equagao (55) representa a solucao analitica do angulo de deslocamento do péndulo

ep=C—1=%2cosb.

em um aro rotativo com velocidade angular constante w e é a mesma solucao obtida no
trabalho de Baker e Bill (2012). Este problema especifico é similar ao exemplo apresentado
nesta tese, no entanto em Baker e Bill (2012) nao foram utilizadas as simetrias de Lie para
tal fim.

4.2 Piao Axisimétrico com um ponto fixo

A fig. (3) mostra um pido axisimétrico com massa m que estd fixo em O com
acao de um campo gravitacional constante g. Para se parametrizar o movimento do piao
no espago utiliza-se uma sequéncia de trés rotagoes consecutivas em torno de trés eixos
diferentes, utilizando os angulos de Euler. Primeiramente, toma-se como referéncia o
sistema inercial, .#, o eixo (X, Y, Z) e base {%,j, l%} fixa em O. A primeira rotacao é
em torno do eixo Z = z; com velocidade angular 1/1 com um angulo ¢ no sistema movel
com (z1, y1, 21) e base {il,jl, /%1} O segundo giro é feito em torno de x; = x5 no sentido
positivo, com velocidade angular 6 e com um angulo 0 no sistema mével com (z3, Yo, 22) €

base {ig, 72, k’g}. Por fim, é feita a 1ltima rotacao em torno de z5 = 2 com uma velocidade

angular ¢ e um angulo ¢ no sistema mével com (z, y, ) e base {%3,53, 12;3} O centro de
massa do piao é representado pelo ponto A e a distancia do ponto O até este ponto ao
longo do eixo z é ¢ (LEMOS, 2007; GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2011).
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Figura 3 — Piao axisimétrico com um ponto fixo

T1= 22

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

A partir da fig. (3) é possivel descrever a velocidade angular do pido, g,w, no
sistema Bs coincidente com os eixos de simetria (SANTOS, 2001):

BoW =5, \j:’ +32 @ —|—32 (i) = 952 + ¢ sin 952 + <¢ + ZZ'JCOS 0) ]%2 (56)
sendo Bz\i’ o vetor velocidade angular de precessao, 32(;) o vetor velocidade angular de

nutagao e 32<i> o vetor velocidade angular de rotagao prépria do piao, todos representados
na base By. A lagrangiana é dada por (LEMOS, 2007):

L=T-V (57)
sendo T a energia cinética:
1
T =g5.w lopw (58)
e Ip o tensor de inércia do piao de massa m calculado com relacao ao ponto O:
I., 0 O
lo={0 I, 0
0 I,
sendo I,,, I,

e I,, os momentos de inércia de massa com relacao aos eixos xs, ¥z € 23,

respectivamente. Considerando que o piao é simétrico tem-se que I, = I,,, = I, e entao:
0

Io 0

S O N~
O N~ O

I,
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Uma vez calculada a velocidade angular do piao, a energia cinética, 7, fica descrita como:

Ll fa L aa 1 o 2
T = 2[ («9 + * sin 9> + 2Iz2 (¢+¢cos€> (59)
e a energia potencial, V:
YV = mgl cos 0 (60)
Com isto:
(i as 1 S 2
L= 2[ (8 + 1" sin (9) + 2[Z2 (¢+¢cos€> mgl cos 0 (61)

Assim, com o uso das equagoes de Euler-Lagrange, sao obtidas as equacoes de

movimento do piao:
1 <9 — )? Sin90059> +1, <¢2 sin @ cos 0 + qﬁ@bsin@) —mglsinf =0
1 <1LSH19+2¢9C089) —1.,0 <¢cos€+¢> =0 (62)
I, <95+1ﬁcos€ — 1/}ésin8> =0

Assumindo que as velocidades angulares 1 e ¢ sao constantes, pode-se modificar

a eq. (62) e obter as equagoes de movimento para o pido para a condi¢do particular

considerada:
1 <9 —q? sin&cos&) + 1, <¢2 sin 0 cos 8 + ¢n) sin&) —mglsinf =0
I <2¢0 Ccos 6’) — 1,0 (1/1 cosf + qb) =0 (63)

I, (@D@ sin 9) =0

As equagoes de movimento obtidas sao equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares
(LAWDEN, 2013). Para facilitar o cdlculo das simetrias de Lie, ¢ interessante escrever
essas equacgoes na forma F;(t,0, ¢, 1, 0, ., 9) =0, com 7 = 1,2,3. Com isso, as equagoes
de movimento ficam:

Fi=1 <9 —q? sin@cos@) + 1, (1/12 sinf cos 6 + q%sin@) —mglsinf =0
Fo=1 <2¢6’ COS@) — 1,0 <7,/J cosf + ¢> =0 (64)
Fs=1, <¢9 sin 9) =0

E importante salientar que é possivel obter as simetrias de Lie considerando que
o piao nao possui velocidades angulares constantes. Nota-se também que as variaveis ¢
e ¢ nao aparecem explicitamente na lagrangiana sendo, portanto, variaveis ciclicas. A
existéncia de uma variavel ciclica indica que os momentos generalizados correspondentes
sao constantes (MONTEIRO, 2006). Ao se determinar as simetrias de Lie, encontram-se
exatamente geradores infinitesimais correspondentes a essas mesmas variaveis que quando
aplicados ao teorema de Noether revelam também os mesmos invariantes, como sera

mostrado a seguir.
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4.2.1 Aplicacao das simetrias de Lie nas equagoes do piao

Aplicando a condicao de Lie, dada pela eq. (15), no sistema de eqs. (64), é possivel

obter as seguintes equacoes determinantes: %?ZZ) =0, 8872} =0, 887775 v 0, 8677; =0, %ZZ) =0,
My oy oy 23 23 2 o8
=0 =0 =0, —=0, =0, =0, = =0 = 0. Resolvendo est

equagoes ¢ possivel encontrar os seguintes geradores infinitesimais para a equagao (64)
listados na tabela (2).

Tabela 2 — Geradores infinitesimais do piao.

£ g
2@:% 1 0
2@:% 0 1
X?’:a% 0 1

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

O gerador infinitesimal X; esta correlacionado com a translacao temporal e corres-
ponde ao invariante associado a conservacao de energia, desde que nao haja dissipagao. O
segundo e o terceiro gerador infinitesimal correspondem a rotacao nos eixos onde se medem
os angulos ¥ e ¢ que estao diretamente ligados a conservagao dos momentos angulares
associados as variaveis ¢ e ¢. Para demonstrar e verificar essas constantes, os geradores
infinitesimais determinados pelas simetrias de Lie, podem ser aplicados ao teorema de
Noether.

4.3 Teorema de Noether

O teorema que mostra a correspondéncia entre as simetrias variacionais comuns
e as leis de conservacao dos sistemas de equacoes de Euler-Lagrange, foi enunciado por
Emmy Noether no inicio do século XX. Uma vez que admitimos simetrias de um sistema,
o teorema de Noether fornece uma correspondéncia um-para-um entre simetrias variadas
e leis de conservacao (OLVER, 1986; MARTINS, 1999). Ou seja, para cada simetria
encontrada em um sistema de equacoes diferenciais ha uma quantidade se conservando. A
busca por existéncia de simetrias na natureza tem como principal resultado a obtencao de
invariantes. Nos casos onde se conhece a lagrangiana L e as fungoes da transformagao & e
14, @ aplicacao do teorema de Noether é como se fosse um revelador de quantidades A se
conservando (MEI, 2000; BRIZARD, 2009).
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A quantidade se conservando a partir de uma transformagao de simetria pode ser
determinada pelo teorema de Noether a partir de (MARTINS, 1999):

A= gj (¢ — ny) — L& = Constante (65)

de forma generalizada com n coordenadas como é o caso do piao, implica no seguinte

invariante (NOETHER, 1918; LEMOS, 1993):

Ai = Z (& —m) — LG = g (A) =0 (66)

O resultado generaliza e unifica de uma forma que é possivel ter a visualizacao
geométrica dos principios de conservagao de energia, momento linear e momento angular.
Com isso, aplicando os geradores infinitesimais encontrados pelas simetrias de Lie no
teorema de Noether, descrito pela eq. (66), pode-se encontrar as constantes de movimento

associadas. Para o primeiro gerador infinitesimal X, sendo € =1 e 1y = 0 tem-se:

oL B 1 - 9 . 9 1 . . 2
A = Py (95 ng)—LE = A = 5] (9 + 9" sin 9>+§IZ2 <¢+¢COSQ> +mgl cosf (67)

que é uma constante de movimento que esta relacionada diretamente com a energia total
do sistema, que neste caso fica sendo a energia cinética 7 mais a energia potencial V, nao
) )

havendo dissipacao de energia.

Considerando agora os geradores infinitesimais A, sendo § =0 e ny, =1 e X5 sendo

§ =0 eng =1, tem-se, respectivamente:

Ay = w(ng ny) — LE = Ay = Ipsin® 6 + I, cos b <gb + 1) cos 0) (68)

Az = ¥ (qbf ne) — LE = As = L, <¢ + ) cos 9) (69)

mostrando assim que as quantidades A e A3 estao diretamente relacionadas com os
momentos angulares se conservando para a coordenada associada a 1) e com o momento

também se conservando para a coordenada associada a ¢, respectivamente.

4.4 Reducgao de ordem e solugao analitica da equagao do movi-

mento do piao

A partir das simetrias de Lie encontradas, pode-se reduzir a ordem do sistema de

equagoes de movimento. Por ja estarem na forma canonica, serao utilizados primeiramente

1 Alguns livros de mecanica cldssica tem demonstragdes deste resultado tais como Goldstein (1965) e/ou

Arnold (2013).
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os geradores infinitesimais X5 e X3. Com isso, pode-se transformar a partir de uma mudanca
de variavel, sendo 1 = X e ¢ = ( que para precessao estacionaria, sao constantes. Assim, a

equagao (64) pode ser reescrita como:
1 <9 —\? Siﬂ@COS@) +1, ()\2 sin @ cos 6 + Q)\Sine) —mglsinf =0
I <2)\9 cos 9) —L,0(Acosf+¢) =0 (70)
I, ()\9 sin 9) —0

Para a reducao de ordem de 6, deve-se utilizar o gerador infinitesimal X; exigindo
algumas manipulagoes que podem ser facilitadas por programas de manipulacao simbdlica,

como o Maple, Mathematica ou wrMaxima. No apéndice C se detalham estas manipulagoes.

Supondo que X é um campo vetorial que nao se anula nos pontos de origem,
pode-se introduzir novas coordenadas {t(t,6,(, \), 01(¢,0,(,)), 02(t,0,¢,N), 05(t,0,(,0\)}.
A mudanca de variaveis é feita usando os métodos para encontrar invariantes de grupo.
Isto implica que X pode ser transformada na seguinte forma 9/0% fornecendo assim £, 6,
0y e 05 que satisfacam as seguintes condicoes (OLVER, 1986):

ot ot ot ot

Xi(t) =&= — — — =0

_ o0, 90, 00, 00,
X1(0,) =&— — — — =0

W0 =& F gy gy T

00, 00, 00, 00,
= & — —_— —_— - — 0

fat +7708(9 +77wa)\ +7]¢a<:

_ 003 003 003 003
X1(03) = &— — — — =1

X1 (6)

a partir dessa condicdo, pode-se dizer que t =6, §; =\, 0, = ( e 05 = t. Deve-se estender

as mudangas de coordenadas para as derivadas de primeira ordem, entao: 51 = -, 52 = g
6 0

- ]_ = 6
e 3 = —. Para as derivadas de segunda ordem: 05 = — Reescrevendo a equagao (70)

nas novas coordenadas e ja realizando os cédlculos e simplificagoes necessarios chega-se a:
1 ;2 ;2 . 9T 1 - - a 2 _
5[ (93 + 07 sin t) + EIZQ (92 + 64 cos t) + mglcost = Cy
10, sin® T + I, cos 5(52 + 0, cos t) =Cy (72)
I, (52 + 51 cos f) =C5
sendo Cy, Cs e C3 constantes. Pode-se observar que estas equacoes sao constantes e também
sao iguais as constantes de movimento obtidas anteriormente pelo teorema de Noether
para este piao. Isso mostra que as simetrias de Lie também sao simetrias de Noether neste

exemplo, como ja era esperado, pois o piao é um sistema lagrangiano com equagoes de

movimento extraidas a partir de um principio variacional. Por fim, pode-se determinar
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as expressoes para 0, 1 e ¢. Para nao perder a generalidade, utiliza-se aqui para estes

calculos, os invariantes obtidos pelo teorema de Noether.

A partir da constante de movimento A3, pode-se obter:

éz#—&cos@ (73)

Utilizando a constante A,, obtém-se:

I sin® 6 + I, cosf (#) = A, (74)
22
entao:
. Ay — Aszcosf
= 75
4 Isin?4 (75)
Introduzindo novas constantes, pode-se reescrever a constante A; na seguinte forma:
A2
I . 3
A=A o, (76)
de onde pode-se deduzir:
1 .
Al = 5192 + S(0) (77)
sendo:
_ 9)>
S(p) = A= AssO) L oso

21 sin? @
o potencial efetivo. Realizando uma separagao de varidveis na equagao (77), pode-se obter:
)2 2 /
P == (A - S(0)) (78)
assim:

. 92 ,
0 = \/; (A} = S(0)) (79)

levando por fim a seguinte expressao:

2, (80)

do
/ VA =s@) VI

Nao é possivel expressar a solucao desta integral em termos de fungoes elementares.

Para a solugao destas quadraturas podem ser usadas as integrais elipticas de Jacobi. Em
um artigo recente publicado, Lemos (2017) apresentou a importancia de se utilizar as

funcoes elipticas de Jacobi na representacao deste tipo de quadratura. Muitos trabalhos
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e livros deixaram de abordar o uso das funcoes elipticas, no entanto, existem muitos
problemas interessantes de mecanica que podem ser resolvidos em termos destas fungoes
(LEMOS, 2017). O passo a passo de como se calcular uma integral utilizando as fungdes
elipticas de Jacobi podem ser encontrados em trabalhos como o de Pina (2017) e Lemos
(2017). Com 6 determinado, pode-se encontrar os outros angulos de Euler associados ao

movimento do piao.

Com a consideragao do argumento (u, k) na transformacao obtém-se finalmente a

solugao analitica para as equagoes de movimento do piao axisimétrico, descritas por:

0(t) = sgn(a +b) | V1 — ¢ dn(u, k) sin(Q) + (d — ¢)en(u, k)sn(u, k) cos(§2) (81)

P(t) = —v1—cdn(u, k) cos(2) + (d — ¢)en(u, k)sn(u, k) sin(£2) (82)

o(t) = c+ (d — c)sn’(u, k) (83)
Ay, Ay cost by en(u, k) L
sendo a = T b= 7 0= —an(u, B = Q= s, k)dn(u, k) e sgn a funcao sign:

—1se a+b<0
sgn(a+b)=¢0 se a+b=0
1 se a+b>0

Como visto anteriormente, para se parametrizar a velocidade angular instantanea
de um corpo rigido foram utilizados os angulos de Euler. No entanto, problemas como
singularidade podem aparecer quando se faz o uso de métodos numéricos para integracao
das equacgoes de movimento. Com a utilizacao das simetrias de Lie obteve-se a solucao

analitica das equacoes que descrevem o movimento do piao.

4.5 Consideracoes finais

O presente capitulo apresentou exemplos praticos de como usar as simetrias de
Lie para obtencao de invariantes e solugao de equacoes de movimento de interesse na
dinamica de sistemas mecanicos. O primeiro exemplo envolveu um péndulo oscilando em
um aro rotativo. Foram propostas formas alternativas para reduzir a ordem da equacao de
movimento original para simplificar a integracao das novas equacoes usando o teorema
de Lie. As simetrias de Lie obtidas foram usadas de forma efetiva para execucao desta
parte. Os grupos de simetria de equacoes diferenciais ou problemas variacionais formam
grupos de transformagao locais que atuam de maneira geométrica no espago da variavel
independente e dependente. Através das simetrias de Lie, sendo que a ordem foi facilmente

reduzida e foi possivel obter as primeiras integrais que foram resolvidas usando algumas
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classes de funcgoes especiais, como as fungoes elipticas de Jacobi. O método apresentado
aqui pode ser estendido a diferentes tipos de equacoes de movimento para descricao de

sistemas dinamicos.

Ja o segundo exemplo apresentou a aplicagao da teoria de Lie para a descricao
do movimento de um piao em ponto fixo. A partir das simetrias de Lie extraidas das
equagoes determinantes foi possivel relaciona-las diretamente com os teoremas classicos de
conservagao. Uma comparacao com as constantes de movimento extraidas pelo Teorema de
Noether também é feita neste sentido. A partir disto, utilizou-se as simetrias de Lie para
gerar as transformagoes visando a solugao analitica completa das equagoes de movimento

do piao em precessao estaciondria, empregando para isto as fungoes elipticas de Jacobi.
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5 As Simetrias de Lie na Teoria de Referencial Mo-

vel

Este capitulo mostra como combinar e aplicar as simetrias de Lie para obtencgao
dos correspondentes referencial movel de cada acao de um grupo de simetria em problemas

da dinamica de sistemas mecanicos.

Dado um grupo de transformagoes de Lie com dimensao finita atuando em uma
variedade, sempre existird uma agao conhecida como ac¢do prolongada de grupo (OLVER,
2003). Esta acao representa a base fundamental da teoria de Lie envolvendo grupos de
simetria em equacoes diferenciais. Estes invariantes diferenciais aparecem como constantes
da agao do prolongamento de um grupo (OLVER, 2007). Elie Cartan estendeu isto no
século XX envolvendo a geometria da acao deste grupo, fundamentando a chamada teoria
de referencial mével. Com esta teoria, diversas aplicagoes sao possiveis e relatadas na
literatura, como simetrias de problemas variacionais (GONCALVES; MANSFIELD, 2012),
problemas de bifurcacao equivalentes (GOLUBITSKY; STEWART; SCHAEFFER, 1988),
leis de conservacao e formas diferenciais invariantes (OLVER, 1995), solugoes invariantes
em grupo (OLVER, 1986; OLVER; POHJANPELTO, 2009), etc.

5.1 Aspectos basicos na teoria de referencial moével

Seja G um grupo de Lie r-dimensional agindo diferenciavelmente em uma variedade,
M, m-dimensional. Na teoria classica de Cartan, G é um grupo de natureza geométrica, por
exemplo, um grupo euclidiano. No entanto, um grupo de Lie no cenario de referencial mével
é um grupo de acao de Lie. Um referencial movel é definido como uma transformacao
G-equivariante p: M — G. H4 dois tipos principais de equivariancia'! (OLVER, 2000;
OLVER, 2012):

g-p(z referencial mével a direita
p(g-z)z{ = (51)

p-g! referencial mével & esquerda

sendo g um elemento do grupo e z € M. Todos os referenciais moéveis classicos sao
equivariantes a esquerda, mas, em muitos casos, as versoes a direita podem ser bem mais
faceis de se calcular. Do ponto de vista formal, a diferenca envolve o fato de que ha
vérias maneiras de definir um mapa (transformagao) equivariante. Do ponto de vista da

construgao, o motivo pelo qual um referencial movel a direita é mais facil de construir é

! Em matematica, a equivaridncia é uma forma de simetria para funcées de um espaco simétrico para

outro. Uma funcao é dita ser uma transformagao equivariante quando seu dominio e contradominio sao
atuados pelo mesmo grupo de simetria e quando a fungao se desloca com a acao do grupo. Ou seja, aplicar
uma transformagao de simetria e, em seguida, calcular a fungao produz o mesmo resultado que o calculo
da funcéo e depois a aplicagdo da transformacdo (MARGULIS, 1991).
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porque resolver as equagoes de normalizacao para os parametros do grupo leva diretamente
a um referencial movel a direita. A partir dai, pode-se inverter as equacoes para obter um
referencial mével a esquerda (OLVER, 2015).

Segundo Mansfield (2010), um referencial mével existe em uma vizinhanca de um
ponto z € M se e somente se G age livrtemente? e regularmente® perto de z. A construcao
pratica de um referencial mével baseia-se no método de normalizacao de Cartan que exige
a escolha de uma secdo transversal (local) para as 6rbitas do grupo. A fig. (4) ilustra,

geometricamente, a construgao de um referencial mével (OLVER, 2003).

Figura 4 — Construgao geométrica do referencial movel.

K K

g - IOdireita ( Z) g - pesquerda ( Z)

k

(a) Referencial mével a direita. (b) Referencial mével a esquerda.
Fonte: Adaptado de Olver (2012).

Seja G agindo regularmente na variedade M, m-dimensional e com orbitas de
dimensao s. Com isto tem-se que uma uma se¢ao transversal é uma subvariedade (m —
s)-dimensional de uma subvariedade K C M de modo que K intersecta cada orbita
transversalmente, no maximo uma vez. As mais importantes sao as segoes transversais de

coordenadas:
K={z1=c¢1, 2z, = s}

obtidas ao se igualar as s primeiras coordenadas a constantes (MANSFIELD, 2010; OLVER,
2012). Qualquer segao transversal pode ser localmente convertida em uma se¢ao transversal
de coordenadas por uma escolha adequada de coordenadas locais. Os elementos k € K
da secao transversal podem ser vistos como formas canonicas para pontos arbitrarios de

z € M, e suas coordenadas fornecem os moduli invariantes para a acao em grupo. Como K

O tnico elemento de grupo g € G que redireciona um ponto z € M é a identidade (OLVER, 2000).
A acdo de um grupo é regular se todas as érbitas tém a mesma dimensdo e cruzam graficos de
coordenadas suficientemente pequenas apenas uma vez (OLVER, 2000).

3
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tem dimensao m — s, precisamente m — s dessas fungoes invariantes serao funcionalmente

independentes e, portanto, fornecerao um sistema gerador de invariantes.

5.2 Acgao

Dado um grupo local de Lie é necessario que se entenda o que é a acao de um
grupo, isto é, suas apresentacoes como um grupo de transformagoes de algum espaco dado
(OLVER, 1986). As agdes mais simples sdo agoes lineares, e a teoria dessas agoes é a mesma
que a teoria das representacoes do grupo. Se M for um espaco vetorial, uma representacao

do grupo G é um mapa R : G — GL(M) tal que (OLVER, 1986)

R(gh) = R(g)R(h) (85)

Diz-se que um grupo G age no espaco M se hd um mapa

a:GxM—M (86)
satisfazendo

a(g2, alg, 2)) = a(g291, 2) (87)
ou

a(gz, (g1, 2)) = (9192, 2) (88)

Agoes obedecendo a eq. (87) sao conhecidas como agoes a esquerda enquanto as
agoes que obedecem a eq. (88) sdo conhecidas como agoes a direita, como visto na segao
anterior. As acoes de um grupo de Lie, podem ser determinadas através da aplicagao dos
geradores infinitesimais de simetria obtidos pelas equagoes utilizadas para se determinar

os geradores infinitesimais, conforme a eq. (13).

Nem todas as agoes de grupo sao de interesse. Para definir um referencial mével é
preciso que a acao seja livre e regular, pelo menos na vizinhanca do espago onde se quer
obter o referencial. Infelizmente, a maioria das agoes nao é livre e regular, mas muitas
vezes podem ser estendidas de varias formas para que elas se tornem livres e regulares, pelo
menos para partes interessantes do espago estendido. Em particular, isso é verdade para
acoes de prolongamento, desde que a acao inicial seja localmente efetiva em subconjuntos
(OLVER, 1986; MANSFIELD, 2010).

Deixando G agir livremente e regularmente em M, e deixando K C M ser uma
secao transversal regular, pode-se pegar um ponto z € M, dizendo que g = p(z) pode ser

o elemento de grupo exclusivo que mapeie z para a secao transversal, isto quer dizer que:

g-z=p(2)-2€e K (89)
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Entao, p: M — G serd um referencial movel para a acao do grupo.

Dadas as coordenadas locais z = (21, -+ , zp,) em M, tomando w(g, z) = g - z como
sendo as formulas explicitas para as transformacoes do grupo. O referencial mével a direita
g = p(z) associado com a segao transversal K é obtido através da solugao das equagoes de

normalizagao (OLVER, 1986):
wig.2) = G (50)
sendo C; uma constante e w(g, z) fungoes a valores reais.
Um exemplo envolve, a seguinte acao padrao:
y=wxcost —usinf, v=xsinf+ ucosb

do grupo de rotagao G = SO(2) em M = R?. As érbitas sao os circulos centrados na

origem e na proépria origem. Escolhendo a se¢ao transversal como sendo:
K={u=0,z>0}

e resolvendo a equagao de normalizagao:
v=2xsinf +wucosf =0

leva a obtencao do seguinte referencial mével:

6 = — arctan <E>

X

5.3 Acao de um grupo infinitesimal

Seja G um grupo local de transformacgoes agindo em uma variedade M via g-x =
=(g,z). H4 uma agao infinitesimal correspondente da algebra de Lie ¢ de M em G. Se o
gerador de simetria X’ € g, pode-se definir A(X') como sendo o campo vetorial em M no
qual o fluxo coincide com a agdo do subgrupo exp(eX) de G em M, exp é definido como o
mapa exponencial § — G e pode ser obtido através de € = 1 no subgrupo gerado por X’
(BECK, 1994). Isto quer dizer que para z € M:

_4d
de

x

A(X)

E(exp(eX), x) (91)

e=0
Lie mostrou que existem precisamente trés algebras de Lie de dimensoes finitas de

campos vetoriais na linha real M = R. Sao estas:

0
a) A algebra gerada por 8_: Esta gera uma acao de R em M como um grupo a um
x

parametro de translagao x — x + €.
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b) A &lgebra gerada por — e x—: O segundo campo vetorial gera o grupo de

ox or’

dilatagao x +— Ax. A acao correspondente em R é o grupo z — ax + .

0 0 0

E r— e x?=—: O terceiro campo vetorial gera o grupo

Ox ox L5
x ax
de inversao x — —— | £ |< —. A agao correspondente é o grupo de = +—

1 —ex x v+ 9

c) A &lgebra gerada por

5.4 Invariancia

Se p é um referencial mével & direita, entao hd uma quantidade 1(z) = p(z) - z que
é chamada de um invariante da a¢do de um grupo (MANSFIELD, 2010). Para a acao a

esquerda tem-se que:

(g-2)=plg-2)-(g-2)=(plg-2)9)-z=(p(2)g 'g) -2 =p(z) - 2 =(2)

ja para a agao a direita:

plg-2)-(g-2)=(gp(g-2)) 2= (997 'p(2)) - 2 = p(z) - 2

O mapa z +— I(z) = p(2) - z é chamado de mapa de invariantiza¢ao (STROGATZ, 2018).

Nas proximas segoes apresentam-se alguns problemas ilustrativos do uso das sime-

trias de Lie para o calculo de referencial mével.

5.5 Referencial mével de um péndulo simples

A fig. (5) mostra um péndulo simples com massa m que estd fixo em O com a agao
de um campo gravitacional g. O comprimento da haste do péndulo é ¢. A coordenada

generalizada usada para caracterizar o movimento é dada por 6.

Figura 5 — Péndulo simples.

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

A equagao de movimento que descreve a dinamica do péndulo simples é dada por:

é—i—%sin@zo (92)
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O primeiro passo é determinar as simetrias de Lie para a eq. (92) através da

aplicacao do teorema de Lie, eq. (15). Com isso, obtém-se o seguinte gerador infinitesimal

de simetria: 5% sendo que £ =1 e n = 0. Consequentemente, a agao deste grupo de Lie é
dada por:
t=t+e, =240 (93)

Considerando a seguinte acao transversal:
K={t=0,t>0}
e resolvendo a equagao de normalizagao:
t=t+e=0
pode-se obter o seguinte referencial mével a direita:
t=—c¢

Como a acao que deu origem a este referencial mével é proveniente de um gerador
infinitesimal de translagao temporal, o referencial mével obtido nada mais é que uma

relacao com o tempo.

5.6 Utilizacao de referencial mével para reducao da ordem da

equacao do péndulo oscilando em um aro rotativo

Pode-se ver que uma acao de grupo em um espaco M induz uma acao em curvas em
M e uma acao prolongada em suas tangentes e derivadas de ordem superior. Considerando
agora o conjunto de curvas solugdo para uma EDO, F(t,0, 0.0, .. ) =0, se G é um grupo
de simetrias de F, entao ha uma acao no conjunto de curvas solucao. O grupo de simetrias
de uma EDO leva a obtengao de solugoes por quadraturas (MANSFIELD, 2010).

Tomando como exemplo o problema do péndulo oscilando em um aro rotativo,
abordado no Capitulo 4, que possui uma simetria de translacao temporal X = g a acao
de grupo determinada pela simetria de translagao temporal é o grupo de um parametro

dada por:

S
I
>

t=t+e,

Seguindo com o processo de invariatizagao, os invariantes diferenciais para o
primeiro prolongamento, eq. (9), e segundo prolongamento, eq. (11), da agdo de G sao,

respectivamente, 6 e 6. Segundo o coroldrio 2.54 de Olver (1986) supondo que G é um
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grupo de transformagoes agindo em M, pode-se considerar que y =7 (¢,0) e w = ¢ (t, 0, 9)

sao um grupo completo de invariantes da primeira prolongacao de G. Entao as derivadas:
p, W, dv/dy,...

fornecem um grupo completo de invariantes independentes. A partir disso pode-se dizer
que v =6, w =6 e dv/dy = 6/6. Substituindo isto na eq. (39), pode-se obter:

d
md—]: + (% — w? cos t)) siny =0 (94)

resolvendo a eq. (94), obtém-se:

M= \/w2 sin?y + 2% cosy+C (95)

comomw=0en= 0, pode-se reescrever a eq. (95) como:

. df g
= —_— = 2 qj 2 —_
6 o \/w sin” 0 + 2€ cos 0+C (96)

obtendo-se a seguinte quadratura:

t— 4 (97)

\/w2 sin? 6 + 2% cos s6+C

A integracao desta quadratura pode ser realizada com os mesmos procedimentos

realizados no Capitulo 4. Com isto, pode-se obter:

0(t) = 2arctan {\/Edn [%wt\/ |play/ ¢ ; b] } (98)

1 —cosf 14+ cosf —2cosb
sendo a = , b
1+ cos@ 1—cosf+2cosf

Pode-se observar que através da aplicacao das simetrias de Lie na teoria de referen-

ep=C—1=+2cosb.

cial movel para redugao de ordem, obtém-se a mesma quadratura que foi obtida apenas

utilizando as simetrias de Lie.

5.7 Utilizacao de referencial mével para redugao da ordem da

equacao do piao axisimétrico

Tomando como exemplo agora o problema do piao simétrico, abordado no Capitulo
4, o qual possui uma simetria de translagao temporal X; = % e duas de rotagao Xy = % e
X3 = a%' A acao de grupo determinada pela simetria de translacao temporal é o grupo de

um parametro dada por:

syl
I
>

t=t+e,
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ja para as simetrias de rotacao:

t, Yp=1+e
t, p=¢+e

Considerando a seguinte acao transversal:

o+
I

Sl
I

K={t=0,9=0,6=0,t>0,0>0,1>0,¢>0}
e resolvendo a equagao de normalizacao pode-se obter os seguintes referencial mével:

t=—¢ ¢p=—c p=—¢

A partir do processo de invariantizacao, pode-se dizer quet =0, p =\, 3 =Cew =t.

Deve-se estender as mudancas de coordenadas para as derivadas de primeira ordem, entao:

H = é., &= g em= 1 Para as derivadas de segunda ordem: » = —%. Reescrevendo a
equagao (70) nas novas coordenadas e ja realizando os cédlculos e simplificagoes necessarios
chega-se a:

1. .0 5. 4 1 o 2

5[ (0° + §*sin®r) + §IZ2 (3+Dcost)” +mglcost =Cy

Iysin® ¢ + I, cost(3 +veost) = Cy (99)

I, (3+bcost) =Cs
sendo Cq, Cy e C3 constantes.
Interessante ressaltar e avaliar que até mesmo por meio do método de referencial

movel as equacoes reduzidas também sao simetrias de Noether, conforme mostrado no

Capitulo 4. A partir da constante de movimento Cs, pode-se obter:

g—IC—i—t}cosz, (100)
Utilizando a constante Cs, obtém-se:
Iysin® ¢ + I, cost (%) =Cy (101)
entao: 2
= %;’Qf“ (102)

Seguindo os mesmos passos realizados no Capitulo 4, chega-se por fim a seguinte

expressao:

dr 2
/— — fn)
V(€1 —S(1)

Como pode-se observar, a integral é a mesma que foi obtida no capitulo anterior. A

(103)

partir daqui, utiliza-se das mesmas ferramentas apresentadas anteriormente para a solucao

da mesma.
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5.8 Utilizacao de referencial mével em um problema de vinculos

nao-holénomos

O exemplo aqui ilustrado é o mesmo considerado no trabalho de Swaczyna (2011),
no entanto neste trabalho nao foram consideradas as simetrias de Lie e nem o método de
referencial mével. Considera-se um cachorro perseguindo um homem se movendo no plano.
O homem inicia 0 movimento na origem 0 de um sistema de coordenadas (z,y) e se move
ao longo do eixo y com velocidade constante c. O cachorro inicia no mesmo momento a
partir do ponto (xg, %o), o > 0, yo # 0 e corre de tal maneira, que sua velocidade em cada
momento é dada pela linha que liga sua posicao instantanea e a posicao instantanea do

homem. A fig. (6) apresenta como ¢é dada esta relacao.

Figura 6 — Trajetéria do homem e do cachorro

Fonte: Swaczyna (2011).

A 1-forma laringiana deste problema é dada por:
1
L=gm (&* +9%) dt (104)

e define um sistema mecanico de primeira ordem dado por o no sistema R x R? — R

representado em 2-forma:
a=di,+F =—mw' Adi —mw? ANdy + F (105)

sendo m a massa do cachorro, w! = dr — #dt, w? = dy — 9t sao as 1-formas de contato e I’

¢é qualquer 2-contato 2-forma. Este sistema mecanico estd relacionado a forma dinamica:

E = —midx N dt —mgydy N dt (106)

A restricao é dada pelo requisito de que em cada momento seja conhecida a direcao
do movimento do cao. O coeficiente angular da trajetoria do cachorro pode ser descrito
por:

dy
i 1
. G(t,x,y) (107)
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ou entao pode ser dado na seguinte forma:
G(tz,y)i-y=0 (108)

que é uma restricao nao-holonoma nas componentes de velocidade. O coeficiente angular
da trajetéria em um tempo ¢ e em um ponto (z,y) pode ser reescrito ainda na seguinte

forma:

Gty =217

z#0 (109)

Consequentemente, a restrigdo nao-holonoma, eq. (108), pode ser reescrita na
seguinte forma:

— et
1= (110)

Y=
T

O sistema de restrigao, a relacionado com o sistema mecanico, a e com a restricao

dada pela eq. (110) é a classe de equivaléncia 2-forma dado por:

ag = Ajw' Adt + Bjw' Adi + F + ¢ (111)
sendo:
mei (y — ct)
Al = p
e
(y —ct)?
Bil = —m (1 + T

e F uma forga do tipo 2-contato 2-forma e ¢(9) é uma restrigao 2-forma definida em uma
subvariedade Q.

A equacao do movimento reduzida do sistema de restricao é dada por:

[mc(y—ct)j:_m <x2+(y—ct)2> x] 0 (1)

T T

A equacao que descreve esta dinamica é obtida através da solucao das equagoes
Chetaev do movimento, as quais possuem a seguinte formas:
=G (z,y,t
(z,y,t) (113)

*

y=—p
sendo que o simbolo p* = p/m denota um multiplicador de Lagrange reduzido e G é uma

fungao dada pela eq. (109). Agora, multiplicando a primeira equagao por z e a segunda

por y e somando estas equagoes, pode-se obter:

d

& |3m @+ )] =i Gpi - (114)
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Desde que a equagao de restrigao, eq. (108), seja vélida, é possivel obter a seguinte
equacao:

i + * = v* = constante (115)

que é a equacao que descreve a velocidade do cachorro e que é constante. A eq. (107),

permite determinar a trajetéria do cachorro em uma forma explicita. Sabe-se que:

L dy  dydx ,

_W_ar _ 116

Yot T dwar (116)
e substituindo a eq. (109) na eq. (107) pode-se obter:

d —ct
Doy=t—2 o ay=y—o
dx x

Derivando esta equacao com relacao a x:

dt c

i A 117

xy e T Y (117)

Levando em consideracao que o movimento acontece no primeiro quadrante, pode-se
ter as seguintes relagoes: © > 0, £ < 0 e y” > 0. Substituindo a identidade, eq. (116), na
eq. (115), obtém-se:

P(1+@)7) =0 > —i=—— (118)
1+ (y)

Finalmente, comparando esta equac¢ao com a eq. (117), pode-se obter a equagao
diferencial para a curva que descreve a relagao do cachorro com o homem:

!

Y _cl

_ (119)
1+ @) 7
Reescrevendo a eq. (119), na seguinte forma:
/"

1
f(%%?/ay”) = y— - E_ =0 (120)

1 + (y,)? VT

e aplicando na condigao de Lie dada pela eq. (15) obtém-se:
oOF oOF OF OF

U+ x -l el mn=zr (2) =0 121
Ui+ X)F =g g+ B g+ 0055 (121)

Apbs aplicar a condigao de Lie, eq. (121), na eq. (120) pode-se obter as seguintes

equacoes determinantes:

on
g _ 122
5~V (122)
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on &

dy = 0 (123)
o £

or x 0 12y
0&

5 0 (125)

Resolvendo as equagoes de (122) até (125) obtém-se os seguintes geradores infinite-

simais de simetria listados na tab. (3).

Tabela 3 — Geradores infinitesimais do cachorro.

£ n
0
X = — 0 1
Y7 or
0 0
Xy =o0— —
2 x8x+y8y vy

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

Tomando o gerador infinitesimal A’}, a acao para este grupo de simetria é dada por:

I =z, y=y+e (126)

Considerando a seguinte acao transversal:
K ={y=0,y >0}
e resolvendo a equagao de normalizacao:
y=y+e=0
pode-se obter o seguinte referencial movel:

y=—¢

Seguindo com o processo de invariatizagao pode-se considerar que vy = x, v = ¥,
' =y en” =y”. Substituindo isto na eq. (119), pode-se obter:
'’ cl
— - (127)
1+ w)*> P
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Uma nova projecao pode ser feita, entao T =n' e T/ =", fazendo com que a eq. (127)
fique sendo descrita como:

i cy/14+ () (128)

vy
Resolvendo a equacao anterior obtém-se:
1
T = sinh (M) (129)
v
sendo C uma constante de integragao. Retornando as coordenadas originais:
d 1
y' = %Y — sinh (—H(I)c i CC) (130)
dz v
entao:
1 C
Y= sinh (M) dx (131)
v

Resolvendo a quadratura da eq. (131), tem-se:

1 vxx%e% 1 VX
== - |\ _ |- 132
y() 2( v+1 ) 2 ((v—l)xiei) (132)

que ¢é a forma explicita final da curva de busca desejada entre o cachorro e o homem.

5.9 Consideracoes finais

O presente capitulo apresentou a aplicacao das simetrias de Lie na teoria de
referencial mével, revisando os conceitos basicos relacionados a esta teoria e a aplicacao
desta para reducao da ordem de equagoes diferenciais. Foram apresentados conceitos de
acao, acao de um grupo infinitesimal e invariancia para a construgao do referencial mével.
Como se viu na revisao da literatura ha varios tipos de aplicagoes desta teoria. Através
do contexto geral desta tese utilizou-se a teoria de referencial mével para reducao da
ordem da equacao que descreve o movimento do péndulo oscilando em um aro rotativo e o
piao simétrico. O resultado obtido foi 0 mesmo que o obtido no Capitulo 4, mostrando-se
assim, uma aplicacao das simetrias de Lie na teoria de referencial mével. Outro exemplo
considerando vinculos nao-holonomos foi considerado e a equacao que descreve o grafico

da curva de movimento de um cachorro com relacao ao homem foi determinada.

Pode-se listar algumas consideragoes do que sao referencial mével:

e Um referencial mével cldssico é um conjunto de vetores que formam uma base
ortogonal para o espaco tangente de uma variedade que contém o seu conjunto de
interesse. Por exemplo, uma curva v C R3 tem trés vetores anexados a cada ponto

na curva que formam uma base para o espaco tangente de R3.
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e A versao de Olver do referencial mével nao é a mesma que o conceito acima. A razao
pela qual a versao de Olver é mais abstrata é porque sua defini¢ao original permite
que o método seja aplicado em mais situagoes e seus algoritmos dao uma maneira

muito direta de determinar invariantes diferenciais.

e A definicao de Olver permite calcular os invariantes diferenciais de uma maneira
muito mais direta. Isto gira em torno da observacao de que um invariante é constante
ao longo de orbitas e, portanto, qualquer invariante é completamente determinado
por seus valores em Orbitas distintas. Uma secao transversal é uma subvariedade de
dimensao adequada que intercepta as érbitas transversalmente. Isto significa que um

invariante diferencial é determinado pelo seu valor em uma secao transversal.
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6 Consideracoes Finais

As principais conclusoes alcancadas neste trabalho sao apresentadas neste capitulo,

assim como algumas sugestoes de possiveis trabalhos futuros.

6.1 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados como as simetrias de Lie podem ser usadas
para a solucao de equacoes de movimento de interesse na analise de sistemas mecanicos. A
formulacao para o calculo das simetrias de Lie e a aplicacao em problemas de dinamica de
sistemas mecanicos foram apresentadas nos capitulos 3 e 4 respectivamente. Por sua vez
a aplicacao da teoria de invariantes via o método de referencial movel foi exemplificado
no capitulo 5 incluindo como as simetrias de Lie podem ser generalizadas e aplicadas em

diferentes problemas.

Considerando os resultados obtidos podem ser ponderados os seguintes aspectos:

e Através do método desenvolvido por Lie diversos métodos de integracao para a
resolucao de classes especiais de equacoes diferenciais foram unificados. A contribuicao
de Lie foi avancar a compreensao da natureza da simetria e, assim, ele ajudou a
preparar o cendrio para os avancos fundamentais da fisica e da matematica obtidos

atualmente.

e A aplicagao das simetrias de Lie em problemas da dinamica de sistemas mecanicos
se mostra de grande importancia. A partir da aplicacao do teorema de Lie nas
equacoes de movimento testadas no presente trabalho foram obtidos geradores
infinitesimais com propriedades geométricas importantes que caracterizam véarias
informagoes dos modelos em estudo. Através da analise geométrica dos geradores
infinitesimais verificou-se que existiam geradores de simetrias correspondentes a

translagao temporal, translagao espacial e rotagao.

e A partir dos geradores de simetria foi possivel reduzir a ordem das equacoes diferen-
ciais para quadraturas. A partir da solucao destas quadraturas pelas funcoes elipticas

de Jacobi, chegou-se as solucoes analiticas das equagoes.

e A correspondéncia entre simetrias de Lie e leis de conservacao foi exemplificada a
partir do teorema de Noether. Como se viu no problema do piao simétrico, o gerador
de simetria correspondente a translacao temporal estava associado a conservacao de
energia e os geradores de simetria correspondentes a rotacao estavam associados a

conservacao de momento angular.
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e A aplicacao das simetrias de Lie na teoria de referencial mével pode ser realizada
para diversas aplicacoes. A reducao de ordem e a obtencao da solucao analitica para
os problemas do péndulo oscilando em um aro rotativo, piao simétrico e vinculo
nao-holonomo foi feita através de referencial mével e obteve-se a mesma solucao que

foi obtida através da aplicacao das simetrias de Lie.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Analisando este trabalho, é possivel definir alguns topicos de pesquisa futuras para

melhorar os resultados atuais e também explorar novas aplicagoes:

e Anadlise de problemas descritos por equacoes diferenciais parciais encontrados na

area da dinamica de sistemas dinamicos.

e Combinacao da teoria de referencial mével com a teoria de controle para aplicacoes.
Atualmente, os métodos de controle em sistemas continuos partem primeiro da
discretizacao das equacoes diferenciais parciais usando métodos de aproximacao,
como a formulagao de elementos finitos. Apos isto, controladores sao projetados.
A ideia de referencial mével combinado com simetrias de Lie pode ser aplicada
para propor controladores diretamente no modelo continuo descrito por EDPs, sem

necessidade de discretizagao a priori.

e Outras aplicagoes significativas da teoria de referencial moével incluem o célculo de
grupos de simetria e classificagdo de EDPs (MANSFIELD, 2001; MOROZOV, 2002);
geometria e dinamica de curvas e superficies em espacos homogéneos, com aplicagoes
para sistemas integraveis (BEFFA, 2003; BEFFA, 2006; BEFFA, 2008; MORO-
ZOV, 2002); construgao de métodos para reconhecimento de objetos em imagens
2D e 3D (FENG; KOGAN; KRIM, 2008); solugao de problemas de correspondéncia
objeto-imagem para curvas sob proje¢oes (BURDIS; KOGAN;, 2012; BURDIS, 2013;
KOGAN; OLVER, 2015); recuperagao de estrutura de objetos tridimensionais de
movimento (BAZIN; BOUTIN, 2002), reconhecimento de estrutura de DNA (SHA-
KIBAN; LLOYD et al., 2004); distingao de tumores malignos e benignos no combate
ao cancer de mama, assim como melanomas e nao melanomas (GRIM; SHAKIBAN,
2015), etc.

e A propagacao de ondas em estruturas descontinuas ou com padrao que se repete
(periddicas) tem tido bastante aplicagoes em redugao de vibragoes (KAPANIA;
RACITI, 1989; THOMPSON;, 2008; SPADONI; RUZZENE; CUNEFARE, 2009). No
geral a estrutura periédica com simetrias, em especial do tipo radial, tem permitido
aplicar uma infinidade de métodos para redugao de ordem de modelos numéricos

usados para aproximacao. Deve se destacar que isto é muito bem vindo, pois no



63

geral estes modelos tem matrizes de rigidez e inércia bem dispersas e grandes para se
atingir faixas altas de frequéncias. Um ponto observado na literatura é que existe uma
caréncia de se propor a reducao da ordem das equagoes diferenciais que descrevem a
propagacao de ondas das estruturas antes de realizar a aproximagao numérica por, por
exemplo, método dos elementos espectrais ou método dos elementos finitos; ou seja;
realizar uma reducao da ordem das equacoes com simetrias de Lie. A proposta seria
obter geradores de simetria mais generalizados, nao apenas os de carater geométrico,
e obter a redugao da ordem para extragao das integrais primeira, para somente depois
disto realizar a discretizagao para solucao numérica. Acredita-se que a capacidade
de reducao da ordem dos modelos pode ser bem mais acentuada por generalizar
o conceito de simetria das préprias equacoes de propagacao das ondas. Os testes
inicias usando a equacao da onda em estruturas unidimensionais ja estao em estudo
no grupo de pesquisa na FEIS/UNESP e devera ser tema de uma futura tese de

doutorado.
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APENDICE A — Conceitos sobre grupos e algebra
de Lie

A.1 Definicao de grupo

Seja um conjunto G consistindo dos elementos a, b e ¢ para uma dada operagao *, este
pode ser chamado de grupo desde que satisfaga as seguintes propriedades (OLVER, 1986;
BLUMAN; KUMEI, 1989; MIRMAN, 1995; BAUMANN, 2000; BASSALO; CATTANI,
2008; OLVER,; POHJANPELTO, 2009):

1 Fechamento: V a,b € G, o resultado de a x b também serd um elemento de G.
2 Associatividade: V a,b,c € G

(axb)*xc=ax(bx*c)

3 Elemento neutro: H4 um elemento e em G que para todo a € G

exa=axe=a

4 Elemento inverso: Correspondendo a cada a € G, hd um elemento o’ em G, de tal

modo que:
/ /
axa =a xa=e
E importante notar que, em geral, os elementos de um grupo nao comutam entre si.
Um grupo para o qual todos os elementos comutam entre si é chamado de grupo abeliano.

Para ilustragao, considerando um grupo G = {—1;1} e * uma operacao definida em G,

pode-se mostrar a verificacao de cada axioma da definicao apresentada anteriormente:

1 Fechamento:
Ix1=1, 1x(=1)=-1, (=1)=x*(-1)=1
2 Associatividade:
{Ix(=1)}x1=1x{(-1)x1} =—1
3 Elemento neutro:

1x1=1, —-1x1=-1



4 Elemento inverso:

x(1 ) =e=1
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sendo assim, este conjunto G forma um grupo. Muitas vezes os grupos podem ser represen-

tados por tabelas de multiplicagao como visto na tab. 4.

Tabela 4 — Tabela de multiplicacao.

* -1
1 e | -1
-1 -1 e

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

Para uma ilustragao geométrica, toma-se como exemplo o triangulo equildtero

mostrado na fig. (7), onde pode-se observar que o mesmo também forma um grupo, pois,

usando a seguinte notagcao:

e (123): representa a identidade;

R4 (321): representa a rotacdo em torno de A;

Rp (213): representa a rotagao em torno de B;

Re (132): representa a rotacao em torno de C;

R, (312): representa a rotacao horéria;

R_ (231): representa a rotacao anti-horaria.

observa-se que todos os axiomas anteriores também sao atendidos.



Figura 7 — Simetrias no triangulo equilétero.
| {C A | A
1 3 1 3 JA 2 2 1
3 2 1
1‘ 2 jA 1 QA 3

A

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

7

Através da tabela de multiplicacao, tab. 5, é possivel constatar que as operacoes de

simetria formam um grupo.

Tabela 5 — Tabela de multiplicacao para o triangulo equilatero.

¢ = (123) | (312) | (231) | (132) | (321) | (213)

¢ = (123) ¢ (312) | (231) | (132) | (321) | (213)

(312) (312) | (231) | e | (321) ] (213) | (132)

(231) (213) e | (312) | (213) | (132) | (321)

(132) (132) | (213) | 321) | e | (231) | (312)

(321) (321) | (132) | (213) | (312) | e | (231)
(213) (213) | (321) | (132) | (231) | (312) | e

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

As simetrias deste triangulo podem ser classificadas como um grupo discreto (ou

finito) pois tem um ndimero finito de elementos. Dependendo da operagao, o triangulo deixa
de ser simétrico (HAMERMESH, 1962; MCWEENY, 2002; BASSALO; CATTANI, 2008).

Por exemplo, se o triangulo for rotacionado em 15°, ele nao apresenta mais a propriedade

de simetria no mesmo sistema de referéncia. Neste sentido, naturalmente tem-se a ideia de

simetria de grupo discreto e de grupo continuo, como sera definido na sec¢ao seguinte.

A.2 Grupos a parametros continuos

Os grupos que foram exemplificados até agora foram finitos e a maioria dos teoremas

centrais para estes grupos e suas representagoes basearam-se na realizacao de somas

envolvendo os elementos do grupo. Mas a nocao de transformacgoes de simetria que se

baseiam em parametros continuos também ocorre naturalmente em diversas aplicacoes
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fisicas. Assim, nesta secao apresenta-se a definicao de grupo continuo e alguns exemplos

de aplicagao.

Um grupo cujos os elementos sao caraterizados por um certo niimero de parametros

continuos chama-se de grupo continuo. Por exemplo:

Gla) = e

(2mni)

sendo a um parametro real cujo intervalo de variacao é 0 < a < 27, pois e =1, com

n inteiro ou nulo, é um elemento de um grupo de um parametro.

Um exemplo simples para mostrar isto consiste de um aro de raio r conforme a
fig. (8). Sabe-se que a distancia da origem até o ponto A é dada pelo vetor posicao rp4 e
que roa=xi + yJ, sendo 22 + y2 = r2 A rotacdo do aro é determinada por um parametro

controlador, f. A matriz de rotagao (7y) neste caso forma um grupo continuo.

Figura 8 — Rotacao de um aro no espago.

N\
|
8

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

O aro pode ser rotacionado para infinitos valores de 6 que ele ainda continua sendo
simétrico. As matrizes de rotagao constituem uma representacdo muito importante de
grupos continuos e sao usualmente utilizadas em problemas envolvendo a dinamica de
sistemas mecanicos. As operagoes de rotagao do ponto A(z,y) para um novo ponto (x1,y;)

podem ser obtidas através de:

zy| | cos(f) sin(0)| |z
| |—=sin(@) cos()] |y
T

Para mostrar que a matriz de rotacao, Ty, forma um grupo, pode-se observar que:
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Associatividade: Ty - (To2 - Tos) = (To1 - To2) - Tos

[ cos(6h) sin(6y)| | cos(fy +63) sin(fy + 93)-
|—sin(61) cos(61)| | —sin(fz +03) cos(f2 + 03)

cos(f3)  sin(63)
—sin(f3) cos(f3)

[ cos(0y + 63)  sin(0; + 02)
| —sin(0; +62) cos(01 + 62)

COS((91 + 92 —f- 03) Sin(Ql + 92 + 93)
|~ sin(91 + 92 + 93) COS(@l + 92 + ‘93)

Elemento neutro: 7Tp-e¢ =T,

[ cos(0) sin(@)] [1 O] _ [COS(G) sin(@)]
—sin(f) cos(@)| [0 1 —sin(f) cos(0)

Elemento inverso: 7, ' - T,/ =T

sendo Z a matriz identidade.

Pode-se entender simetria como um mapeamento de um objeto matematico em si
mesmo ou em outro objeto preservando alguma propriedade ou métrica. As simetrias mais
simples de se observar sao as discretas de objetos geométricos, como visto anteriormente
no exemplo do triangulo equildtero da fig. (7). Assim, pode-se observar que o aro é
invariante para um grupo continuo de simetrias (HAMERMESH, 1962; MCWEENY, 2002;
BASSALO; CATTANTI, 2008).

Os grupos de Lie sao casos de grupos com parametros continuos. Com eles, é possivel
determinar quantas transformacoes de simetria podem existir em uma equacao diferencial,
por exemplo. Um grupo de Lie de transformacoes admitidas por uma equacao diferencial
corresponde a um mapeamento de cada uma de suas solugoes para outras solucoes da mesma
equacao diferencial. H4 um ntmero infinito de maneiras de representar tal mapeamento,
permitindo uma mudanca arbitraria nas variaveis independentes e dependentes. Esse ponto
de vista ¢é essencial quando se estende o algoritmo de Lie para aplicagoes em célculo
numérico e ao uso de transformacoes locais de ordem superior admitidas por equagoes
diferenciais, bem como quando se reduz os fatores de integracao de EDOs de ordem superior
para EDOs de primeira ordem (ARNOLD, 1966; ANDERSON; DAVISON, 1974; OLVER,
1986; BASSALO; CATTANI, 2008; BAGDERINA, 2014).
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APENDICE B - Funcoes elipticas de Jacobi

Este apéndice apresenta uma introducao sobre as funcgoes elipticas de Jacobi.
Inicialmente conceitos e defini¢oes sobre fungoes circulares sao recordados e na sequéncia
apresenta-se um histérico e motivacao na definicao das fungoes elipticas, em especial as
da classe de Jacobi que sao as que se tem interesse neste trabalho. Este apéndice é uma
compilacao tendo como base as referéncias Jacobi (1829), Casey (1893), Zucker (1965),
Lockwood (1967), Dumont (1981), Byrd e Friedman (2013)

B.1 Funcoes circulares

As fungoes circulares sao o objeto fundamental da trigonometria circular e sdao
importantes devido a sua periodicidade. Quando se diz fungoes circulares é natural se
pensar em um circulo, sendo que o circulo unitario representa a chave para se compreender
fungoes singulares (ZUCKER, 1965). Em termos de coordenada geométrica o circulo
unitario se refere ao circulo centrado na origem com raio igual a 1, como apresentado na
fig. (9). Em outras palavras, entende-se por circulo unitério o circulo cuja equagao é dada

por x2 + 1% = 1.

Figura 9 — Circulo unitario.

Y
A
P (z,y)
N
i
Vv T
» U |
S (1,0)

Fonte: Elaboragao prépria do autor.

Seja 7 um numero qualquer pertencente ao grupo dos nuimeros reais, R, e o
considerando como comprimento de arco, iniciando em S (1,0). Para 7 positivo, o movimento

¢ dado no sentido anti-horario e para 7 negativo, o movimento é dado no sentido horario.
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O ponto P ¢ fixado para mostrar onde termina o comprimento de 7. Com isso, pode-se
definir fungoes circulares comuns (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965; GRADSHTEYN;
RYZHIK, 2014):
. Y 1 1 T
sinT =y, cosT=2x, tanT=>, cSCT=—secT=—, cotT=—
z Yy T Yy
O comprimento de arco do circulo unitario pode ser definido através de (ZUCKER,
1965):

[ Vi [ ¢ i (o) ae- [ \/ () - (31

/T 1+ :BZ d /T de arcsi
\/ ——dxr = ———— =—arcsinT
0 1—:E2 0 \/1—1’2

Como pode-se observar, para funcgoes circulares, é possivel integrar a equacao
de forma direta utilizando as funcgoes ja conhecidas. A préxima secao apresenta alguns
conceitos sobre elipses e comprimento de arco de elipses que foram a motivacao de Jacobi

para o estudo de funcoes elipticas.

B.2 Elipse

Uma elipse pode ser definida como sendo uma curva em um plano que envolve dois
pontos focais, de modo que a soma das distancias para os dois pontos focais é constante
para cada ponto da curva, como mostrado na fig. (10). Os parametros de forma a e b sdo

chamados de semi-eixo maior e semi-eixo menor, respectivamente e F' o foco.

Figura 10 — Elipse.

Yy
A

Fonte: Elaboragao prépria do autor.
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Para um ponto arbitrério (z,y) a distancia ao foco (¢, 0) é dada por 1/ (z — ¢)* + 42

e a distancia para o foco (-¢,0) é dada por \/(z + ¢)* + 2. Assim, o ponto (z,) estd na

elipse se a seguinte condigao for cumprida (LOCKWOOD, 1967; CASEY, 1893):

Vie—e)+2+/(z+e)’+12=2a (B.2)

levando o primeiro termo para o lado direito e elevando ao quadrado ambos os lados,

obtém-se:
(x+c)+y* =4a®> —da/(r —c)2+ 2+ (x —c)* +9° (B.3)
e isolando a raiz quadrada:
\/m:—i (2* + 2zc+ & +y* — 4d® — 2 + 2zc — & — ) (B.4)
entao:
(x—c)?+y2=a— 2:1: (B.5)

elevando mais uma vez ao quadrado os dois lados, para remover a raiz quadrada:

2

v —2zc+ A +y* =a® — 2cr + C—2x2 (B.6)
a
agrupando os termos que acompanham z:
2 _ 2
20 — € 2_ 2 2
- +y =a"—c (B.7)

que pode ser reescrita como:

2 2
LYy (B.8)

a? a2 — c2

definindo uma nova constante:

b=a®— ¢ (B.9)
portanto:

22 P

— + 7= 1 (B.10)

sendo que z e y sao considerados geralmente como variaveis e a e b parametros. A decisao
sobre quais argumentos devem ser assumidos como variaveis e quais devem ser considerados
como parametros pode ser baseada no tipo de aplicacao a ser feito. No entanto, a natureza
de uma funcao matematica pode mudar de acordo com a escolha feita. Por exemplo, a
equagao acima, dada pela eq. (B.10), é quadratica em x e y, mas se a e b sdo considerados

como variaveis, a equacao resultante fica:

b2$2 +a2y2 — a2b2
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sendo quartica em a e b. Na teoria das integrais elipticas, o parametro é denotado m e é
definido como sendo:
m = k?
sendo k o médulo eliptico (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965).

Considerando uma elipse de equacao:
22+ kP =1 (B.11)

o comprimento de arco de uma elipse no primeiro quadrante fica (ABRAMOWITZ;
STEGUN, 1965):

\/1+'2d—/ )d_/,/

/ o \/ 1—1’2 ' FToa (B.12)
/\/k2 k2—1x2d

VE 1— a2 v

Como pode-se observar, nao ha uma redugao obvia para integrais elementares. Isso

leva a chamar essa integral de uma integral eliptica. Muitos mateméaticos estudaram o
efeito de mudancas de varidaveis para transformar de uma forma para outra de forma a ser
possivel a integrar esta quadratura. Os problemas imediatos de calcular o comprimento
do arco ou a avaliagao de integrais foram iniciados por Abel e Jacobi em 1827, de forma
independente. Assim, integrais deste tipo ficaram conhecidas como integrais elipticas de
Jacobi (JACOBI, 1829).

B.3 Funcoes elipticas

As funcoes elipticas dependem de uma varidvel complexa u e de um parametro
real k, como mostrado anteriormente, e que satisfaca a condicao: 0 < k < 1. O mddulo
complementar é dado por k' = \/m satisfazendo neste caso a condicao: 1 < k' <0.
As fungdes elipticas sn(u, k), en(u, k), dn(u, k) ou simplesmente sn u, cn u, dn u, podem

por fim serem definidas por (DUMONT, 1981; BYRD; FRIEDMAN, 2013)
! dr

sn dr
U = = =
/o VA =72) (1= k7)) Jenu /(1 —172) (k2 + k272)
1

(B.13)

i =) (2 = 1)

Os valores destas integrais dependem dos contornos de integragao utilizados sendo
que isto é refletido nas propriedades de periodicidade das fungoes elipticas (SPANIER;
OLDHAM, 1987). Para k — 0, tem-se:

sn(u, k) =sinwu, cn(u, k) =cosu, dn(u,k)=
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e para k — 1, obtém-se:

sn(u, k) = tanhu, cn(u, k) =sechu, dn(u,k)=sechu

A partir das defini¢oes trigonométricas, pode-se obter algumas identidades para as

funcoes elipticas:

snu + cn’u = 1 (B.14)
dn®u + k*sn’u = 1 (B.15)
en®u + (1 — k*)sn’u = dn’u (B.16)

As integrais elipticas obtidas no Capitulo 4 sdo integrais elipticas do primeiro tipo.
Uma integral eliptica do primeiro tipo pode ser definida como (BYRD; FRIEDMAN;, 2013;
LAWDEN, 2013)
sinI’ do

u=F (T, k)= (B.17
0 1 — k2sin% 40 )

sendo I' = amu. Levando em consideracao que
t =sinf

entao
dt = cos 6df

Considerando que sin? @ + cos? 6 = 1, entdo:

dt
Vi-E

A eq. (B.17) pode ser reescrita como:

do =

sinT" dt
Bk = | NS (B.18)

com isso, a solucao desta integral, pode ser realizada através das funcgoes elipticas de

Jacobi, ja definidas anteriormente.
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APENDICE C - Cédigos do Maple

Conforme relatado anteriormente, muitas manipulacoes exaustivas precisam ser

feitas para solucionar as equagoes determinantes e realizar transformagoes de coordenadas

para reducao de ordem e solugao das equagoes de movimento. Assim, neste apéndice se

apresentam todos os codigos desenvolvidos no Maple usados nestas manipulagoes. Usou-se

aqui o software oficial com a licenca do Departamento de Matemaética da University of

Minnesota (USA).

C.1 Principais comandos

Para facilitar o entendimento do leitor, a seguir sao listados, em forma de tabela,

os principais comandos, bibliotecas e suas descrigoes utilizados nesta tese. Todas essas

bibliotecas e comandos ja sao pertencentes ao Maple. Para uma maior descri¢ao, recomenda-

se consultar o web site do produto: <https://www.maplesoft.com/support/help/>.

Tabela 6 — Bibliotecas e comandos do Maple.

Biblioteca Comando  Descricao
1. canoni 1. O comando canoni tenta encontrar um conjunto
de transformacoes das coordenadas originais as co-
ordenadas canonicas conhecendo os coeficientes do
gerador de simetria (infinitesimais) de um grupo de
DETools Lie.
2. gensys 2. O comando gensys retorna o sistema EDPs deter-
minantes relacionado as suas simetrias.
3. symgen 3. O comando symgen procura os geradores infinite-
simais ¢ e 7 de um grupo de Lie.
1. FromJet 1, 2. Os comandos ToJet e FromJet reescrevem as
Differential Algebra 2. ToJet eXpr~ess€)es matfeméticas usando a notagao de jato e
funcao, respectivamente.
1. Total- 1. O comando TotalDiff calcula a derivada total de
JetCaleulus Diff uma expressao.
1. Determi- 1. O comando DeterminingPDE calcula as EDPs
PDETools ningPDE determinantes de EDPs ou de um sistema de EDs.
2. Infinite- 2. O comando Infinitesimals determina os geradores
simals infinitesimais de EDPs ou de um sistema de EDs.

Fonte: Elaboragao prépria do autor.
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C.2 C(Cobdigos do oscilador harmoénico

# 1 - Definir as bibliotecas que serao utilizadas
with(DEtools, symgen, canoni)
[ symgen, canoni |

# 2 - Entrada da equacao diferencial
2
eq = diff(q(t),t,t) + o -q(t) =0
2
d 2
— a(t) +® q(t) =0

dt”

# 3 - Célculo dos geradores infinitemais
infinitesimals := symgen(eq, way = all)

[_&:17 _n :O]a [_33:0; _n :q]7 [_&.:207 _n :Sin((l)t)], [_2‘;:07 _n

2
( ) ) é; 0, n_el/w_t’[_EJ:L_T‘:Sin(O‘)t)]?[_ézla_n

. 2
cos(wt) “n=qj, [ E=sin(wt)q, NM=wq COS(O)’D)],[_E_,

= sin(Q(Dt), n= cos(20)t) (x)q], [_é’; = cos((x)t) q, N= —(x)q2 sin((ot) ],

[ E=cos(2mt), M= -sin(20t) oq]
# 4 - Escolha do gerador infinitesimal 1
infinitesimall :=[ =1, m =0]

[_[&=1,_n=0]

# 5- Determinagao das varidveis candnicas para reducao de ordem

tr := factor(canoni(infinitesimall, q(t), bar _t(bar q)))
{bar q=q(t),bar t(bar q) =t}

]
.1

restart
#6 - Reducao de ordem e solulcao da equacao diferencial
with(DEtools) : with(DifferentialGeometry) : with(JetCalculus) :
with (Differential Algebra :- Tools, ToJet, FromJet )
[ ToJet, FromJet |
DGsetup([t], [q], E, 2)

frame name: E

2
ode:=q[1,1]+® q[ ] =0
2
0) q[]+ql,l=0

eqoriginal := FromJet (ode, q(t))
2
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bar q:=q[ ];bar_t:=t;
q
t
TotalDiff(bar t,t)
TotalDiff(bar ¢, t) )
1

9
TotalDiff(dot bar t,t)
TotalDiff(bar q,t)
q

dot bar t:= simplify(

ddot bar t:= simplify(

1,1

)

3
ql

sol := simplify (solve([bar _q0 =bar_q,bar t0 =bar_t,dot bar_ t0
=dot_bar_t,ddot_bar t0=ddot_bar_ t],[t,q[ ],q[1],q[1,1]]))
[ 1 _ddot_bar_t0 H

neweq = isolate(simplify (subs(sol[ 1], ode) ), ddot _bar_t0)
2
ddot bar t0O = bar g0 dot_baqr_tO3

redeq = subs([ddot_bar t0 = diff(Upsilon(bar_q0),bar q0), dot bar_t0
= Upsilon(bar q0) ], neweq)

t=bar t0,q

= bar 0, q1 =

»q
[] dot bar t0 L1 dot_bar_t03

2 3
4 Y(bar q0) =® bar q0Y(bar q0)
dbar q0
dsolve(redeq)
Y(bar q0) = 1 ,Y(bar q0) = - !
2 2
—bar_q02(0 + C1 /—bar_q02® + C1

1

neweq2 = Y(bar q0) =

2 2
-bar 0 o + C1
Y(bar q0) = L

2
—bar_q02 o + C1
eqant := subs([Y(bar _q0) =t1,bar _q0 = q1], neweq?2)

tl = 1

: / o ql’+ Cl

integrate 1 ,ql

2 2
-0 ql + C1




2
(0] 1
arctan[ 4

2 2
-0 ql + C1

Jo

1
arctan © q
/—w2 12+ C1
t1 = 4q _

2
N, 1
arctan[ ® g J
2 2
- 1 1
t1 / oql + C
/_2
®
J ’ 1
arctan © 9

2 2
-0 ql + C1

/?

eqfinal := isolate| t1 = ,ql

ql = /(tan tl +1j C1 tan tl
(mmm )
Vil /&) 41) 1l /&
Lm( &) +1)a
/(tan(t1F)2+1) ¢t tan(t1 /o )

eqfinal2 := ql =

ql =

() +1) o

coord orig :=subs([ql =q(t), t1 =t], eqfinal2)

q(t) = /(tan(t/?fntl) 501 tan(t/?)
(s /) +1) 0

38
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C.3 C(Cdbdigos do péndulo oscilando em um aro rotativo

#1 — Declarar as bibiliotecas a serem utilizadas
with(DETools) : (DETools, symgen, canoni, odeadvisor) :
#2 — Determinar a equacao diferencial de movimento
ode := diff(theta(t), t, t) + (% — (02-cos(theta(t) )) -sin(theta(t)) =0
e
a2 g 2 .
— 0(t) + |2 —w cos(0(t)) | sin(6(¢)) =0
dt £
#3 — Determinar as equacoes determinantes
gensys(ode, [xi = xi(t, theta), eta = eta(t, theta) |)

0 & .

? Y )

(t,O)],S(%—(DQCOS(O)) (— (4

00

o) Jsin(o) 2| n(ee) | = Setno) |2 T eeo)] (§

00 0t ot

00

~ o cos(6) ] sin(0) (% ~ o cos(0) | (ﬁ n(t,e)) sin(6) —n (1 0) (

o sin(9)2— (% —w cos(e)) cos(@)) + % n(t9)

#4 - Reduzir e simplificar as equacoes determinantes
casesplit ([ gensys(ode, [xi = xi(t, theta), eta = eta(t, theta)])])

[n(te) :0,%5_.(@6) :0,%5;(@9) = 0| &where [ ]

#5 — Determinar os geradores infinitesimais
symgen(ode, theta(t), way = 2)

[ §=1,_n=0]
infinitesimal2 :=[ =0, n=1]
[_5 =0, _n= 1]

tr := factor(canoni(infinitesimal2, theta(t), bar t(bar theta)))
{bar theta=t, bar t(bar theta) =0(t)}
restart
#6 — Reducao de ordem e integracao das equagoes
with(DEtools) : with(DifferentialGeometry) : with(JetCalculus) :
with (Differential Algebra : - Tools, ToJet, FromJet )
[ ToJet, FromJet]

DGsetup([t], [theta], E, 2)
frame name: E



ell

2
0 +(ﬁ—w 0 ) 6 ) =0
yi g T cos(0p) ) sin(0p))
eqoriginal := FromJet(ode, theta(t))

ode := theta[1,1] + (i —(og-cos(theta[ ])) -sin(theta[ ]) =0

2
?9(1&) + (% —(,OQCOS(G(t))) sin(0(t)) =0

bar theta :=t; bar t := theta| |[;
t

0
[]

TotalDiff(bar t,t)
TotalDiff(bar theta, t)

0
1

TotalDiff(dot bar t,t)
TotalDiff(bar theta, t)

0
1,1

sol := simplify (solve([bar _thetaQ = bar_theta, bar _t0 =bar_t, bar_t10
=dot bar t,bar t20=ddot bar t], [t, theta[ |, theta[1], theta[1,1]])
1 _ bar_t20 ”

t =bar t0,0 = bar thetal, 91 =, 61 = .
[] bar_th ) bar_th

dot bar t:= simplify(

ddot bar t:= simplify(

neweq = isolate(simplify (subs(sol[ 1], ode) ), bar_t20)
2
bar_th3 ( -2 ® cos(bar_thetal) + g) sin(bar_theta0)
Q

redeq = subs([bar t20 = diff(Upsilon(bar theta0), bar theta0), bar t10
= Upsilon(bar_theta0) |, neweq)

d Y(bar theta0)
dbar_thetal -

bar t20 =

3 2
_ Y(bar_ theta0) (—Q ® cos(bar theta0) + g) sin(bar_theta0)
- Q

dsolve(redeq)
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)

2
/ (sin(bar_theta0)2 ® 2+ 2cos(bar_theta0) g+ _Cl) Q

Y(bar theta0) = -
sin(bar_theta0) @ 2 +2cos(bar theta0) g+2 Cl1

Y(bar theta0) =

Y



2
/ (sin(bar_thetaO)2 ® 2+ 2cos(bar_thetal) g+ ¢ _Cl) Q

2
sin(bar_thetaO)2 ® 2+ 2cos(bar_theta0) g+2 Cl1
neweq = Y(bar_theta0)

1
B 2
sin(bar_thetaO)z(D + QCOS(barithetaO) £+ 1
e
Y(bar_theta0) = — 21 —
sin(bar _thetal) o + cos( arE etal) g + C1
neweq2 := subs( [ Y(bar_theta0) = bart, bar _theta0 = bartheta |, neweq)
bart = - 21 —
sin(bartheta)” @ + cos( a;"t cta) g + C1
: 1
neweqd := integrate ,
2
[0 silrl(bauf’l:hetav)2 + 2cos(bartheta) g + C1

Q
bartheta

2 2
(%((Q cos(bartheta)2 o —0w —2 Cl1

12

— 2 cos(bartheta) g) (cos(bau"theta)2 — 1) ) J (52 0)2

4 2 2
+/s22w +9% Clo +g —g)

2 4 2
(Qco —\/3220) + 92 Clo —I—g2 —|—g) (cos(bartheta) — 1)

2 4 2
(Qco —I—/on) + 2 Clo —|—g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

91
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(cos(bartheta)
+1)
2 4 2
2 cos(bartheta) 2 ® —/Q2m + 2 Clo —|—g2 —g

2 4 2
(Q(D —/522(0 + 2 Clo —|—g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

2 4 2
cos(bartheta) 2 +\/Q2(,0 + 2 Clo +g2 —g

EllipticF

2 4 2
(SZ(D +/Q2(D + 2 Clo +g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

2 4 2
(Q(o —/92(0 +¢? Clo —I—g2 —I—g) (cos(bartheta) — 1)

)

2 4 2
(QO) +/Q2(D + 2 Clo —I—g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

2 4 2 2
(((Qw —I—/QQ(ﬂ +Q2_Clw —|—g2 —I—g) (Qoo

4 2 2 4 2
+/5220) +¢° Clo +g —g))/((m —/sz?m +¢* Clo +¢

_g) (520)2—/5220)44-92C10)2+g2—|—g)))1/2]] (sz

4 2
—/sz + Clo +g —|—g)

[ 21 ((cos(bartheta) —1) (cos(bartheta,)
2
o

2 4 2
+1) (cos(bartheta) Lw —/Q20) + 92 Clo —I—gQ

2 4 2
—g) (cos(bartheta) L ® —|-\/5220) +¢* Clo —I—g2 —g)))



1/2

sin(bartheta,)

2
2
/—0) COS(bartheta)2_|_ 2cos(ba§12“theta) g Lm —{—QQ 1

neweq4 := bart = neweq3
bart

2 2
(%((Q cos(bartheta)2 o —fo —¢ CI1

12

— 2 cos(bartheta) g) (Cos(bartheta)2 — 1) ) ) (Q (02

4 2
—|—/Q20) +Q2_Clo) —I—g2 —g)

2 4 2
(Q(x) —/920) + 2 Clo —I—g2 —l—g) (cos(bartheta) — 1)

2 4 2
(Q(D —I—/QQ(’) + ¢ Clo —I—g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

(cos(bartheta,)
+1)
2 4 2
2 cos(bartheta) 2 ® —/Q2(x) + 92 Clo —|—g2 —g

2 4 2
(Q(o —\/522(0 + 2 Clo —I—g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

93



94

2 4 2
cos(bartheta) 2 +\/Q2(,0 + 92 Clo +g2 —g

EllipticF
2 4 2
(SZ(D +/Q2(D + g2 Clo +g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

2 4 2
(Q(o —/92(0 +¢? Clo —I—g2 —I—g) (cos(bartheta) — 1)

’

2 4 2
(QO) +/Q2(D + 2 Clo —I—g2 —g) (cos(bartheta) + 1)

2 4 2 2
(((Qw —I—/5220) +Q2_Clw —|—g2 —I—g) (Qoo

4 2 2 4 2
+/sz2m +¢° Clo +g —g))/((m —/sz?m +¢* Clo +¢

_g) (520)2—/5220)44-92C10)2+g2—|—g)))1/2]] (sz

4 2
—/sz +® Clo +g —|—g)

[ 21 ((cos(bartheta) —1) (cos(bartheta,)
2
o

2 4 2
+1) (cos(bartheta) Lo —/Q20) + 92 Clo +g2

2 4 2
—g) (cos(bartheta) L ® —|-\/5220) +¢* Clo —I—g2 —g)))

12

sin(bartheta,)

2
2
/-0) COS(bartheta)2+ 2cos(ba;‘theta) g Qm +QQ C1

redeq = subs( [ bart = t, bartheta = theta], neweq4)

t = 2/ (QCOS(G)2®2—Q®2—Q_CE—QCOS(G) g) (003(6)2—1> (sz




4 2
R0t o tg —g)

(QOJQ—/QQ(D4+Q2 _Cl(x)2+g2 —I-g) (cos(0) —1)

(00’ + [P0 +2 _c1a +& —a) (cos(0) +1)

(cos(6)

+1)

2 COS(G)Q(D2_\/Q20)4+92_010)2+g2 —g

(Q 0)2—/522(1)4+Q2 _Clo)2+g2 —g) (cos(0) +1)

cos(0) Qco2+/522co4+522_(]10)2—|—g2 —g

EllipticF

(QO)2+/Q2034+Q2_010)2+g2 —g) (cos(0) +1)

(9®2—/Q2w4+92_01w2+g2 —I—g) (cos(8) —1)

(Q(D2+/Q20)4+Q2_C10)2+g2 —g) (cos(0) +1)

Y

(BN v IR0

4 2 2 4 2
+/92m +¢® Clo +¢ —g))/((m —/92m +¢ Clo +g

—g) (QO)Z—/Q2OJ4+Q2Clw2+g2—|—g)J)l/2]J =

/e e Clei+g +g)

2

[ ;QQ ((COS(G) —1) (COS(O) —I—l) (COS(G) LW
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4 2 2 4 2 2
—/Q%) +Q2_Cl(0 —I—g2 —g) (COS(G)Q(,O +/Q2w —|—Q2_Clw +g
1/2

—g))) sin(e)/—a)2cos(6)2_|_ 2cos(0) g Lo +2_Cl

Q Q

#7 — Isolar a varidvel theta(t).
isolate( redeg, theta)

1 —COS(G)

0(t) = 2-arctan| sqrt
( 1+ cos(0)

] -dn- %-(D-t-sqrt(madule((} —1+

—2cos<e>>-sqrt[%j],

1+ cos(0)

1—cos(0) B 1+ cos(0)-2cos(0)
14 cos(0) 1—cos(0) +2cos(0)
1—cos(0)

1+ cos(@)

sqrt

C.4 Coddigos do piao simétrico

with(PDEtools, DeterminingPDE, declare, diff table, casesplit,
InfinitesimalGenerator, Infinitesimals, SymmetryTest ), with( DETools) :
with( DETools, odeadvisor)
[ odeadvisor]
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eq = {1 (diff(theta(t), t, t) — diff(psi(t), t)>-sin(theta(t)) -cos(theta(t)) )
+IzQ-<diff(psi(t), t)2-sin(theta(t))-cos(theta(t)) + diff(phi(t), t)
-diff(psi(t),t)-sin(theta(t))) —m-g-ell-sin(theta(t)) =0,1*(2

*diff(psi( ), t) *diff(theta(t), t) *cos(theta(t))) — Iz2 *diff(theta(t), t)
*(diff(psi(t), t) cos(theta(t)) + diff(phi(t),t)) = 0, Iz2* (diff(psi(t), t)
*diff(theta(t), t) *sin(theta(t))) = 0}

[IZQ( ( )sm ) =0, 21( L w(t)j (% G(t)) cos(8(t))
12 (% G(t)) [(i\u(t)) cos(8(t)) +%¢(t)) 0,1 [j—; o(t)

_ (i w(t) )2Sin(e(t)) cos(0(t)) ]

sin(0(t)) cos(0(t))

)
[t >j o] sm(eu))] —mg0sin(6(1)) =0]
DeterminingPDE(eq) ) 5

D o0 _o 0 _
{aq) 0, (5.0 v.0) =0 o 0, (6:0.9:0) =0~ 0 (t.6,v.6) =0,

0 _qn 0 _q 0 —
o ¢(t,¢,w,9) 0, v _nw(t,d),w,e) 0, oy _nw(t,¢,\v,9) 0,
0 _q 0 _n 0 _
Pl (t,¢,\|f,6) =0, ae o (t,d),w,e) =0, % & (6,0,y,8) =0.
a 9 0 9 —
aW_ﬁ(tqnv@)—O _E(t,0,y,0) = 06_&(t¢\v9) 0, _m(t,
q)aWa ):0}
Infinitesimals(eq)

[_E.:t(t7 q)7 v, e) - 1a _nq)(ta q)a v, e) - 07 _T]W(t, q)7 v, e) - 07 _ne(ta (l)a v, 9)
=0],| _E(t:0,¥,6) =0, _n(t:0,y.0) =0, 7 (t,0,y,8) =1, _n(t,¢,
v, e) - O]a [_gt(tv q)a Y, e) - 07 _qu)(t, q)a v, e) - 17 _nw(tu q)) v, e) - 07
_ne(t7¢7\|jve) :O]



Al = %.1. (diff(theta(t), t)2 + diff(psi(t), t)2-sin(theta(t))2> + %-Iz2

- (diff(phi(t), t) + diff(psi(t), t)-cos(theta(t)) )2 + m-g-ell-cos(theta(t))

2

%1[(%9(@) +(§t

[jtw( ))cos(

A2 :=1-diff(psi(t) t)
+d1ff(p81( ),t)-c
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2
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2
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1 d
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)|+ w0 ] (o)’
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1
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[ 122 (i o(t) + (i W(t)j cos(e(t))) [I ( dt

iw(t)) sin(6(t))
dt

t)

2

ow)

98
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dsolve(EQ)
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d d d d
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dsolve(EQ2)
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2
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2
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