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"Este ¢ um pequeno passo para o homem, mas um gigantesco salto para a humanidade."
— Neil Armstrong



RESUMO

A implementacao das novas diretrizes trazidas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
no Brasil provocou uma mudanca de paradigma acerca da abordagem dos contetidos de
matematica em sala de aula, trazendo habilidades e competéncias a serem trabalhadas no
ambiente escolar além dos conteudos. De modo a cumprir as exigéncias do curriculo, o presente
trabalho usufruiu da sequéncia didatica de Fedathi para propor atividades voltadas para alunos
do ensino médio, visando abordar os contetidos de matrizes e grafos, aliados a problemas de
otimizagdo. Com 1isso, busca-se proporcionar uma nova perspectiva de aprendizagem,
explorando conteudos ndo usualmente vistos no ensino basico.

Palavras-chave: Ensino. Matrizes. Grafos. Otimizagao.



ABSTRACT

The implementation of the new guidelines brought about by the National Common Curricular
Base (BNCC) in Brazil has provoked a paradigm shift regarding the approach to mathematics
content in the classroom, bringing skills and competencies to be worked on in the school
environment beyond the content itself. In order to meet curricular requirements, this work used
Fedathi's didactic sequence to propose activities aimed at high school students, focusing on
matrices and graphs combined with optimization problems. The goal is to provide a new
learning perspective, exploring content not usually seen in basic education.

Keywords: Teaching. Matrices. Graphs. Optimization.
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1 INTRODUCAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), conforme Brasil (2018), implementou, em
2019, diretrizes que impactaram significativamente na grade curricular das disciplinas do ensino
médio que, tradicionalmente, seguiam as exigéncias dos Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs), estabelecidas pelo Brasil (1998). Dentre as mudangas, pode-se mencionar a énfase no
desenvolvimento de habilidades e competéncias visando a contribuigdo para a aprendizagem do
aluno. Com isso, Branco e Zanatta (2021) fazem algumas reflexdes sobre as principais mudangas
significativas, trazendo indagacdes sobre os impactos gerados na educacdo brasileira com as
alteracoes curriculares.

Na disciplina de matematica, os conteudos que antes eram abordados mediante conceitos
técnicos e aplicagdes deixaram de ser tratados de maneira isolada. Essa transformacao ocorreu
gracas a Lei n® 13.415/2017 (Brasil, 2017), que instituiu o Novo Ensino Médio ao alterar a Lei
de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB) (Brasil, 1996). Essa lei, ao permitir a
integracdo e a flexibilidade curricular, alinha o ensino a abordagens integradas ao objeto de
aprendizagem, conforme propde a BNCC. Sendo assim, observa-se que as habilidades exigidas
contemporaneamente nas salas de aula envolvem uma matematica que contribui para que o aluno
exerca um papel ativo na construcdo do seu conhecimento, promovendo autonomia € o
pensamento critico no seu processo (Brasil, 2018).

Nesse sentido, os contetidos de matrizes ndo sdo abordados explicitamente nas
habilidades e competéncias especificas da area de matematica e suas tecnologias para o ensino
médio, embora possam ser contemplados e integrados a outros conteudos matematicos.

Logo, visando promover o papel ativo do aluno em sala de aula e, consequentemente,
impulsionar sua aprendizagem, a Competéncia Geral 2 da Base Nacional Comum Curricular

(BNCC) estabelece que o estudante deve:

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investigagdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginag@o e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver problemas e criar
solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas
(Brasil, 2018, p. 9).
Isso significa que a organizacao do curriculo ndo restringe as possibilidades de ensino-
aprendizagem. Muito pelo contrario, ela preza por uma aprendizagem significativa ao aluno e

pela flexibilidade curricular, incentivando o desenvolvimento de outras aprendizagens
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relacionadas a matematica.

Diante disso, este Trabalho de Conclusdao de Curso (TCC) visa colaborar para o ensino-
aprendizagem de matrizes, desenvolvendo aplicacdes praticas de situagdes-problema através das
nog¢des da teoria de grafos e aplicagdes na area da otimizagao matematica.

Os grafos podem ser compreendidos como estruturas matematicas que representam
relagdes entre nds, permitindo ter uma analise que auxilia na compreensdo, concretizagdo e
solucdo de um determinado problema. O seu uso pratico envolve esquematizar situacdes
complexas para criar representagdes que possam orientar a alcangar um objetivo como problemas
de transporte, logistica, rede de computadores, entre outros.

A éarea da otimizagdo matematica contempla uma variedade de situagdes em que o
objetivo principal €é encontrar as solu¢des otimizadas para resolver o problema. Dentre os
problemas existentes, o foco desse trabalho ¢ abordar situagdes-problema, envolvendo o
problema do caminho minimo e o prolema de mistura.

O problema do caminho minimo consiste em determinar o menor caminho entre um par
de nés de um grafo que representa o sistema. Por exemplo, considere a entrega de uma
mercadoria do deposito de uma fabrica até o endereco do cliente. Qual o menor caminho a
percorrer? (Arenales et al., 2015). Sendo assim, para a aplicacao desse problema classico de
otimizagdo, a teoria de grafos desempenhou um papel fundamental neste trabalho. O seu
desenvolvimento fundamentou-se em trabalhar com as nogdes de grafos para a representagao e
classificagdo matricial. Consequentemente, propor perguntas norteadoras para registrar as
conclusdes mediante as analises da matriz.

Enquanto o problema de mistura, apesar de ndao usar nogdes de grafos, aparece
comumente em problemas de otimizagcdo que envolve combinar diferentes materiais para a
geracdo de um novo, onde focou na identificagdo de um problema cuja resolu¢do implica em
utilizar a operagdo de matrizes.

Ademais, a sequéncia didatica de Fedathi, conforme apresentada em Sousa et al. (2013),
foi essencial para o desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem de matematica em
sala de aula, composto por etapas. Essa sequéncia abre possibilidades de o professor mediar o
processo de construg¢ao do conhecimento que o aluno se envolve.

Em suma, o presente trabalho pretende apresentar aos professores e alunos do ensino

médio situacdes-problema de contextos reais, envolvendo nogdes de grafos e problemas de
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otimiza¢do, de modo a utilizd-las para compreender e realizar andlises da estrutura de
representacdo matricial além de sua classificacdo, bem como realizagdo de operagdes entre

matrizes, seguindo a sequéncia didatica de Fedathi e respeitando o curriculo da BNCC.

1.1 Objetivos

Propor, desenvolver teoricamente e analisar potencialidades de atividades didaticas para
o ensino de matrizes no ensino médio, utilizando problemas de otimizagdo e nog¢des introdutorias
de grafos, organizadas segundo a sequéncia didatica de Fedathi e alinhadas as competéncias da
BNCC. Buscou-se, especificamente, explorar matrizes como ferramenta de representacdo e
leitura de dados; introduzir representagdes matriciais de grafos; desenvolver situagdes-problema
envolvendo o problema de caminho minimo e o problema da mistura; promover investigacao,
formulacdo de modelos e formalizagdo matematica conforme as etapas da sequéncia Fedathi;
estimular habilidades previstas na BNCC relacionadas a resolugao de problemas e analise critica;
e fornecer ao professor um conjunto estruturado de orientacdes e possibilidades para a mediacao

pedagogica dessas propostas.

1.2 Metodologia de pesquisa

Segundo Severino (2013), a constru¢ao do conhecimento ¢ uma ferramenta fundamental
para o ensino e a aprendizagem, uma vez que o aprofundamento epistemologico gera
consequéncias benéficas na absor¢do e assimilagdo do componente estudado, assim como a
ampliacdo do dominio pelo processo que o envolve. Sendo assim, a aprendizagem se torna
significativa, deixando de se limitar a representacdo dos objetos para focar em sua construgao.
As nogdes apresentadas pelo autor acerca do momento experimental e momento matematico, na
qual explicita a fase indutiva e dedutiva dos momentos, respetivamente, remete uma reflexao
quanto ao tipo de raciocinio que ¢ exercida mediante ao contexto estabelecido.

Goldenberg (2004, p. 11) ressalta que a Metodologia Cientifica ¢ muito mais do que
algumas regras de como fazer uma pesquisa. Ela auxilia a refletir e propicia um "novo" olhar
sobre o mundo: um olhar cientifico, curioso, indagador e criativo. A metodologia de pesquisa,
inicialmente, depende do problema a ser considerado. Sendo assim, pode-se observar que o
desenvolvimento da pesquisa tratou primariamente de considerar um objeto de estudo a ser

pesquisado, determinando as estratégias na abordagem de metodologias que desempenharam
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uma melhor eficiéncia para a realizagdo deste trabalho.

Tendo isso em vista, as no¢des de adaptacdo de metodologias de pesquisas podem seguir
perspectivas distintas. A pesquisa qualitativa pode ser entendida como aquela que possui uma
abordagem aprofundada e minuciosa de um determinado objeto de estudo, compreendendo,
analisando e interpretando as minuciosidades presentes, aspetos de ciéncias sociais. Por outro
lado, a pesquisa quantitativa tem uma abordagem na representagdo de dados numéricos para fins
como mensurabilidade, relacionado as ciéncias naturais. Logo, elas impactam no rumo como as
pesquisas se desenvolverdo, adotando vertentes e posicionamentos conforme as suas pretensoes
e objetivos, incorporando as caracteristicas de uma e/ou de outra.

Apesar de propostas diferentes, ambas as pesquisas sdo de cardter colaborativo,
entregando resultados mediante ao critério e objetivo estabelecido. Além do mais, a adogao de
uma abordagem de carater qualitativa permite que ela seja explorada ao analisar o trabalho na
dimensao pedagdgica, visto que as singularidades e subjetividades que permeiam a educacao
demandam metodologias que explorem a qualidade e significados por trds dos fendmenos que
ocorrem no processo de ensino-aprendizagem, caso que nao seria possivel se fosse utilizada
somente a abordagem quantitativa. Entretanto, o tratamento de abordagens quantitativa tem suas
vantagens ao coletar e reunir os dados para a possibilidade de fazer generalizagdes no ambito de
ensino.

Portanto, por meio da revisdo bibliografica na metodologia de pesquisa qualitativa,

realizou-se uma analise aprofundada para o desenvolvimento deste trabalho.
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2 MATRIZES

Neste capitulo, apresenta-se a formalizagdo do contetido de matrizes, organizado em
introducdo, defini¢des, propriedades, operacdo de soma, multiplicagio por um escalar e
multiplicagdo de matrizes. As matrizes sdo estruturas matematicas essenciais para organizar e
analisar dados por meio de tabelas, comumente utilizadas na teoria de grafos para a aplicagdo na
area de otimizagdo. Sua relevancia se baseia na capacidade de oferecer representagdes visuais e
algébricas eficientes de diferentes contextos.

Elas podem auxiliar na realizacdo de analises de dados referentes a dois elementos,
permitindo estabelecer relagdes entre grandezas mensuraveis, tais como custos, distancias ou até
mesmo ao tempo. Enquanto na teoria de grafos as matrizes sdo vistas através da representagao
das relacdes de conexdes entre um par de nos, na otimizagdo elas podem aparecer para compor
um modelo matematico para a resolucdo e realizagdo de testes computacionais.

Tendo isso em vista, as diversas defini¢des de matrizes podem ser atribuidas quanto a
sua generalizagdo, de forma que mantenha a sua essencialidade. A fundamentagdo tedrica deste
capitulo de matrizes utilizou como base as obras de Steinbruch e Winterle (1987) e Callioli,

Domingues e Costa (2013).

Defini¢ao 1: Considere m e n pertencente ao conjunto dos naturais ndo nulos. A matriz M, €

uma tabela formada por m linhas e n colunas em que mxn € a ordem da matriz. Além disso, a;;

¢ o elemento que esta na linha i e na coluna j dessa matriz.

i1 Q2 0 Qqp

| @21 Azt Qzpn
Amxn_ : :

Am1 Am2  *° Qmn

43 3) em que m = 2 (linhas) e n = 3 (colunas).

Exemplo 1: Ayy3 = (1 0 7

Definicio 2: Seja M,,,(R) = {A = (ai f)mxn tal que q;; € ]R} o conjunto de todas as matrizes

de numeros reais de ordem m X n.
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Definicdo 3: Dado m=n, A = (aij)né chamada matriz quadrada de ordem n, também

representada por A,,. Logo, conforme a Defini¢do 2, M,,(R) ¢é o conjunto de todas as matrizes

quadradas de nimeros reais de ordem n.

1 0 3
Exemplo 2: B3y3 = <0 -2 1 ) ¢ uma matriz quadrada de ordem 3.
5 1/2 V3

2.1 Representacao/notacio de matrizes
Para a representacao de matrizes, a notagdo pode ser escrita da seguinte forma:
A= (aij)mxn'l =1,2,..mej=1,2,..,n
sendo a;; o elemento localizado na linha i € na coluna j da matriz.
2.2 Tipos de matrizes

Uma matriz pode ser classificada de acordo com alguns critérios estabelecidos, como a
regularidade que os valores de seus elementos aparecem, a quantidade de linhas e colunas, a
simetria, entre outros. Sendo assim, abaixo estdo algumas classificacdes de matrizes,

acompanhadas de exemplos.

Matriz nula: Quando se tem a;; = 0, Vi, j.

Exemplo 3: 0 = € My, (R).

oSO O O
SO O O

Matriz coluna: Quando a matriz possui uma unica coluna, ou seja, n = 1.
-1

Exemplo 4: C = ( 0) € Msy 1 (R).
4

Matriz linha: Quando a matriz possui uma Unica linha, ou seja, m = 1.
Exemplo5:L =2 -2 3) € M;y3(R).

Matriz quadrada: Quando a quantidade de linhas ¢ igual a quantidade de colunas, ou seja,
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quando m = n. A diagonal principal ¢ formada pelos elementos que t€ém i = j e a diagonal

secundaria ¢ formada pelos elementos que ttm i +j =n + 1.

1 2 3
Exemplo6:A=(4 5 6 |€ Mzx3(R).
7 8 9

Matriz diagonal: Quando temos a matriz quadrada A = (ai j)nem que a;; =0sei # j.

1 0 O
Exemplo7:A=(0 -2 0]€ M3(R).
0 0 5

Matriz identidade: Quando temos a matriz diagonal em que a;; = 1sei = j.

1 0 O
Exemplo8:I; =(0 1 0|€ M;(R).
0 0 1

Matriz triangular superior: Quando temos a matriz quadrada A = (al- j)nem que a;; = 0se
> j.

1 1 1
Exemplo 9: A = (0 -2 ﬁ) € M5(R).
0 O 5

Matriz triangular inferior: Quando temos a matriz quadrada A = (ai j)nem que a;; =0 se
i< j.

1 0 O
Exemplo 10: A=(2 -2 0]€ M;(R).
3 -1 5

Defnicdo 4: Sejad = (aij)mxn’ chama-se a matriz transposta de Af, de modo que A’ =

(bij)nxm tal que b;; = a;;, Vi, j.

7

Exemplo 11: Se A,«3 = (\/%

[S2 B e]

), entdo a transposta de A ¢ dada por:

1 3
Aéxz =10 5
-8 7
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Defini¢ao 5: Uma matriz quadrada A = (aij)n ¢ dita simétrica se a;; = a;;, ou seja, se A = At

1 0 1
Exemplo 12:4=(0 -2 2|
1 V2 0
Definicdo 6: Uma matriz quadrada A = (al— j)né dita anti-simetrica se a;; = —a;;, ou seja, se
A= —Al
0 O 1
Exemplo13: A= 0 0 —v2|.
-1 V2 0

Definicao 7: Duas matrizes A = (a;; eB=(b;; sdo iguais, ou seja, de mesmo tipo,
U/ mxn U/ mxn >

se temos que a;; = b;;, Vi, j.

2.3 Operaciao com matrizes

Adigdo: Dadas duas matrizes de mesma dimensio (ordem) A = (q; j)mxne B = (b j)mxn ,a

matriz soma ¢ dada por A+ B = (Cij)mxntal que ¢;j =a;j+ b;j, ou seja, A+B =

(al-j + bl]) Vl, ]

mxn’

5 1
Exemplo 14: Sejam A = < 11 ) e B= ( -2 ), entdo A + B ¢ dada por:
3/5 -1/5

541 6
A+B=<11—2>:<9>
3/5-1/5 2/5

Multiplicacdo de matriz por escalar: Dados A€ER e A = (al- f)mxn’ o produto entre eles

resulta em uma nova matriz dada por A4 = (bij)mxn tal que b;; = A - a;;,0u seja, A4 =
(/1 . aij)m)(’n’ VI., j-

1 0 3

Exemplo 15: Sed =—-2¢ A = (2 1 1

), entdo —2A4 ¢ dada por:

18



—-2-1 —-2-0 —2-3)2(—2 0 —6)

_2‘4:(—2-2 2-(-1) -2-1)7\4 2 2

Multiplicaciio de matrizes: Dadas as matrizes A = (q; j)mxne B = (bjk)nxp’ o produto A - B

¢ amatriz C = (Cj)mxp sendo c;0 elemento da linha i da coluna k (Figura 1).

n
C Cite = @iy~ by + @iz~ Doy oo+ Ain * Dt | e €350 = Za"f by
j=1

Elemento da
linhaiecolunak

@11 @iz - Gin biy ... | byg| - bip €11 - Cik - C%p

a;l aiz: a:in| . bz:_l bz;c' b?p = Cil. v |Cig| e a;p

an;l amz: a:frm bnl bnk bnp le' ka: Cr;'tp
Amxn anp mep

Figura 1: Procedimento para o calculo dos elementos da matriz produto.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Observe que para a multiplicacdo fica definida somente se o numero de colunas da

primeira matriz for igual ao nimero de linhas da segunda matriz.

7 0
Exemplo 16: SejamAz(1 2 3)eB= 8 —4 |. Entdo, A - B ¢ dada por:
4 5 6
9 -1
7 14 21
a-g=(>) :;é)eB-A=<—8 4 0)
5 13 21

2.4 Propriedade das operacées com matrizes

1) Propriedades da adi¢ao: Sejam A, B,C € M«
a) Associativa: A+ (B+C)=(A+B)+C.
b) Comutativa: A+ B = B + A.

c) Elemento neutro: Existe a matriz nula O, tal que A + 0 = A.

d) Elemento oposto: Dada uma matriz A, existe a matriz oposta —A = —1 - A tal que A +
(—A) = 0. Logo, a operagao diferenga A — B é definida como a soma de A com a oposta
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de B, ouseja, A— B = A+ (—B).
2) Propriedades da multiplicacio por escalar: Sejam A,B € M,,x, ¢ a, A € R.
a) Associativa: 1(ad) = (Aa)A = a(24).
b) Distributiva: (¢ + 1)A = aA+ 1A e A(A+ B) = 1A + AB.

c) Elemento neutro: existe 1 € Rtal que 1- A4 = A.

3) Propriedades da multiplicacdo de matrizes: Sejam A, B e C matrizes € A um numero real,
desde que as operagdes entre A4, B, C e I estejam em definidas.

a) Associativa: A-(B-C)=(A"B)-C.
b) Distributiva: A-(B+C)=A-B+A-C.

¢) Elemento neutro: Dada A, existe a matriz identidade I,, tal que A - [ = A ou I,,, tal que
[-A=A

d) Produto porescalar: A-(A*B) = (1-A)-B=A-(1-B).

4) Propriedades da matriz transposta:

a) (A+ B)t = A" + Bt, para Aun € Brxen-

b) (A1A)t = 1A%, para A, e A € R.

¢) (A-B)t =B A, para Apxn € Baxp.

d) (AYt = A, para A, xn.

e) Se A é matriz quadrada de ordem n, entdo X = A + A® ¢ simétrica.

f) Se A e B sdo matrizes simétricas, entdo A + B ¢é simétrica.

Assim, compreendida a estrutura formal das matrizes que inclui suas definigdes,

classificagdes, operacdes e propriedades elementares, o proximo passo consiste em explorar os
cendrios existentes para a sua aplicagdo. Esta ferramenta algébrica ¢ fundamental para a

representar sistemas complexos de relagdes, servindo como uma linguagem matematica

essencial para a teoria de grafos e a resolugdo de problemas de otimizagao.
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3 GRAFOS

Inicialmente, vale mencionar que os grafos ndo sao contetidos que integram formalmente
o curriculo do ensino médio. Apesar disso, sua contribuicdo com setores da matematica
possibilita incorporacao nas aulas. Essa inclusdo ¢ importante para promover a significagao do
conhecimento, expandindo a visdo tradicional e superando o paradigma de que a matematica se
resume apenas a realizagdo de calculos. Dito isso, a propria modelagem matematica ¢é
fundamental. Como a maquina ndo consegue lidar com o grafo em sua forma visual, ela precisa
de uma representagao que possa ser lida. O modelo pega a estrutura do grafo e a transforma em
uma linguagem matematica organizada em codigos, o que permite ao computador processar os
dados e encontrar a solugdo para o problema.

A justificativa de abordagem desse tipo de teoria se caracteriza pelo fato de trazer uma
ferramenta pratica e real aos alunos do ensino médio para que possam desfrutar de sua autonomia
e do pensamento critico para solucionar problemas logisticos.

Além do mais, significando ainda mais esse trabalho, ressalto que os contetidos
matematicos ndo foram desconsiderados, muito pelo contrario, tiveram seus respectivos
envolvimentos, acrescidos dos conteudos que estdo disponiveis na teoria de grafos para
problemas de otimiza¢ao em redes.

Um dos problemas classicos mais conhecidos resolvido pelo matematico Leonhard Euler
(1707-1783) em 1736 ¢ o das Pontes de Konigsberg. Conforme descrito em Fonte (2014), ¢
apresentada que a cidade de Konigsberg, atual Kaliningrado, na Russia, enfrentava um grande
enigma a ser desvendado. Em um rio conhecido como rio Pregel, junto a cidade, havia duas ilhas
interligadas entre si por uma ponte. As outras seis pontes realizavam a ligacao das ilhas com as

duas margens do rio (Figura 2).

Figura 2: As Sete Pontes de Konigsberg.
Fonte: Fonte (2014, p. 3).
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Dessa forma, a ideia envolve determinar se ha a possibilidade de passear pela cidade,
considerando que passe exatamente pelas sete pontes uma Uinica vez e retornar ao inicio.

A maneira brilhante como Euler propds a interpretacdo dessa charada, envolve a
utilizagdo de nogdes de grafos para que por meio dela fosse possivel imaginar se o enigma

poderia ter ou ndo a possibilidade de ser desvendado (Figura 3).

C

Figura 3: As Sete Pontes de Konigsberg — Grafos.
Fonte: Fonte (2014, p. 4).

Nesse sentido, a ideia desse trabalho se baseia em interpretar uma situacao-problema
que trabalhe esse viés de interpretagcdo para que possam pensar em resolver o problema.
Dentro da area de otimizagao em redes, muitos problemas envolvendo ideias de logistica
utilizam as nogdes de grafos para resolvé-las.
Um grafo G(V, A) ¢ uma estrutura, composta por dois conjuntos V e A tal que V € um
conjunto finito ndo-vazio ¢ A ¢ um conjunto de pares ndo-ordenados de elementos de

V. Os elementos de V sdo chamados de vértices e |V| = n é a ordem do grafo comn
vértices. Os elementos de A sdo chamados de arestas (Lozano, 2007, p. 3-4).

Os grafos podem ser compreendidos como estruturas matematicas que representam
relagdes ou ligagdes (arestas) entre nos (vértices) (Figura 4). Essa modelagem permite atribuir

sentidos especificos ao objeto de andlise, auxiliando na compreensao, concretizagao e solucao

de um determinado problema.
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V={12234,5§58,7}
A={(1.2),(1.8).(2.3), (2,5), (3.4), (3.6), (5.6) }

(4]

Figura 4: Exemplos de representagdes de um grafo G(V, A).
Fonte: Lozano (2007, p. 4).

Diferentes autores, tais como Arenales et al. (2015), utilizam notagdes diferentes para os
grafos, todavia, todos mantém a esséncia apesar da diferencga de representagdo. Ademais, dentro
da teoria de grafos, Lozano (2007) menciona as representagdes matriciais que podem ser
envolvidas nesse contexto, exercendo fungdes de aspecto computacional. Dentre as matrizes
mencionadas, ¢ mencionada a matriz de adjacéncia e matriz de incidéncia.

Ao supor um grafo G(V, A) que tenha n vértices e m arestas, a matriz de adjacéncia pode
ser interpretada como uma matriz quadrada nxn, onde seus elementos (a;;) sdo determinados da
seguinte forma: o elemento ¢ 1 se houver uma aresta ligando o par de nds correspondente que
pertence ao conjunto A, e ¢ 0 caso contrario (figura 5).

Tem-se que Myq; = (ai j) ¢ uma matriz adjacente de ordem n X n em que:

a”_{l < 3(1,j)eA
70 o 3(,j)eEA

Matriz de Adjacéncia Grafo G

00 1 1 0 0
01 0 1 0 0 4

00 01 01 & 5

Figura 5: Matriz de adjacéncia do grafo G.
Fonte: Lozano (2007, p. 15).
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Por outra perspectiva, tem-se a matriz de incidéncia, que pode ser interpretada como uma
matriz de ordem nxm, onde seus elementos (b; ;) sdo determinados da seguinte forma: o elemento
¢ 1 se a aresta j incide no vértice i, e € 0 caso contrario (Figura 6).

Tem-se que My, = (bl- j) ¢ uma matriz incidente de ordem nxm em que:

b — {1, se a aresta j incide no vértice i
e 0, caso contrario

MMatriz de Incidéncia Grafo G

Figura 6: Matriz de incidéncia do grafo G.
Fonte: Lozano (2007, p. 16).

Note que na matriz, cada linha estd associada a um n6 do grafo e cada coluna a uma
aresta. De maneira geral, as arestas orientadas (arcos) sdo aquelas que representam as vias tnicas,
ou seja, sentido Unico. J4 as arestas ndo orientadas, representam uma via de mao dupla. Logo,
um grafo pode ser considerado como orientado ou ndo orientado, dependendo do contexto que ¢
inserido. Em situagdes em que os grafos sdo orientados, ou seja, digrafos, deve ser distinguido

quando uma aresta incide em um vértice (Figura 7). Tem-se que:

1, se a aresta j diverge do vértice i
bijj =1-1, se a aresta j converge para o vértice i
0, caso contrario
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Matriz de Incidéncia Grafo G

o o o -1

Figura 7: Matriz de incidéncia de um grafo orientado.
Fonte: Lozano (2007, p. 16).

Note novamente que na matriz, as linhas sdo representadas por vértices do grafo e cada
uma das arestas incidentes ou divergentes sdo representadas por uma coluna.

Portanto, as abordagens referentes as matrizes serdo de extrema importancia para
compreender o seu papel de visualizacdao alinhada a interpretacdo dos dados que constitui em
sua estrutura. Dessa forma, as nogdes dessa teoria, apesar de ir além dos conteidos em sala de

aula, predominam para as representacdes € operagdes matriciais serem trabalhadas.

3.1 Problema do caminho minimo

O problema do caminho minimo ¢ um problema classico da area de otimizacdo que
desempenha o papel de desenvolver estratégias, cujo objetivo estd em minimizar o valor de uma
determinada grandeza, seja a distancia, o tempo ou os custos. Conforme afirma Arenales et al.
(2015), trata-se de um dos problemas mais simples em grafos, consistindo em determinar o
caminho minimo entre dois dos seus nos. Este problema aparece com frequéncia em aplicagdes
praticas, tanto diretamente quanto como em subproblemas de outros mais dificeis.

Diferentes algoritnos computacionais sao propostos para resolver o problema do caminho
minimo. Dentre eles, destaca-se o algoritmo de Dijkstra, apresentado em Arenales ef al. (2015),
que permite calcular o menor caminho no grafo, a partir de um n6 origem para os demais nos.
Neste contexto, o conteido de matrizes desempenha um papel fundamental na organizag¢do dos
dados do problema.

Para detalhar o algoritmo de Dijkstra, considere um grafo com n vértices. Sem perda de
generalidade, suponha que se deseja encontrar o caminho minimo do vértice 1 ao vértice n. Tal

algoritmo utiliza um procedimento iterativo, determinando, na itera¢do 1, o né mais proximo do
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n6 1; na segunda iteragdo, o segundo n6 mais proximo do nd 1, e assim sucessivamente, até que

em alguma itera¢do o nd n seja atingido (Figura 8).

Algoritmo de Dijkstra

Dados:

G (N, E): grafoem que N = {1, 2, ..., n}

1 : no inicial do caminho

n : no final do caminho

(i, j)  : comprimento do arco (i, j) € E (hipdtese: ¢(i, j) =2 0)
Saida:

dd(n) : menor distincia do no 1 ao nd n

[ : caminho minimo entre o nd 1 e o ndn

Fasso I: Inicio

R=1{1} : inlcialmente o nd 1 é rotulado
NR =12, ...,n} :o0sdemais nos nio sio rotulados
d(l) =0 s a distincia do nd 1 ao nd 1 é zero
p(l)y=0 cond 1 é o nd inicial
Paraie NR,
dii) = + o= : a distincia do nd 1 aos nos nio rotulados é + e

piy=n+1 :ondiniotem predecessor (observe que nio existe non + 1 no grafo)
a=1 :ilomo nd meluido em R

Fasso 2: Para todo i € NR, determine d(i) = minimo {d(z), d(a) + c(a, 1)} e faca p(i) = a, caso
d(i) = dia)+ ela, 1).

Se d(i) = + eo para todo i € NR, entio pare {nio existe caminho de 1 a qualquer um dos
nos em N }.

Se nio, determine k € NR tal que d(k) = minimo {d(i), i € NR}. Exclua o nék de NR
(1sto €, NR «— NR — {k}) e inclua-o em R (isto é, R « R |J{k})efacaa = k.

fasso 3: Se a = n, entio recupere o caminho minimo € a partir dos valores armazenados em
p(.), miciando por k, = p(n), em seguida, &, = p(k ), at€ que o no 1 seja atingido. Se nao
(isto é, a # n), retorne ao Passo 2.

Figura 8: Algoritmo de Dijkstra.
Fonte: Arenales ef al. (2015, p. 308-309).

Vale ressaltar que, mesmo se tratando de problemas que necessitam ser resolvidos com
o auxilio computacional, isso ndo impede que o aluno desenvolva as atividades propostas. Davis
(1997) reforca o potencial de se utilizar de tal artificio para poder se adaptar a situacdes praticas,

uma vez que o fator determinante esta na tomada de decisdo do usudrio a ter de lidar com as
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escolhas certas que o encaminham para a solugao.

No Capitulo 5, uma das atividades propostas trata-se do problema do caminho minimo.
Como fechamento desta atividade, propde-se que o algoritmo de Dijkstra seja aplicacado com
os alunos, visualizando passo a passo no grafo, seja em sala de aula ou como uma atividade

extracurricular.

27



4 SEQUENCIAS DIDATICAS

Uma sequéncia didatica pode ser entendida como um conjunto de atividades ordenadas,
estruturadas e articuladas para a realiza¢do de certos objetivos educacionais, que tenha um
principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos (Zabala, 1998, p. 18).
Nesse sentido, a adog@o de uma sequéncia didatica ¢ uma alternativa valida para os professores
que pretendem realizar uma pratica pedagogica eficiente em sala de aula, dispondo de uma
metodologia previamente organizada.

Segundo Vertuan, Borssoi e Almeida (2013), a intencionalidade ¢ uma condi¢do
importante para a aprendizagem, nao sendo influenciada apenas por aspectos cognitivos, mas
também por fatores motivacionais e por caracteristicas do ambiente de ensino e aprendizagem.

Cada etapa que compde uma sequéncia didatica deve estar clara, uma vez que, o desvio
de orientagdes estabelecidas pode implicar em desestruturagdo e confusdes na aprendizagem
significativa do aluno. Uma boa estruturacao possibilita o envolvimento de diferentes areas do
conhecimento, ou seja, uma maior integracdo das disciplinas. Segundo Brito et al. (2024),
entende-se a interdisciplinaridade como uma estratégia pedagogica que articula varias
disciplinas, promovendo a integracdo para que se atinja o objetivo de novos conhecimentos.

O presente trabalho optou por adotar a sequéncia didatica de Fedathi, apresentada em
Sousa et al. (2013), ja que ¢ uma sequéncia voltado ao ensino-aprendizagem de matematica,
elaborada pelo professor Herminio Borges Neto, seu principal objetivo € guiar os professores a
colocar os alunos na posi¢ao de um matematico, incentivando a investigagdo e a resolugdo de
problemas. Desse modo, a aprendizagem estd diretamente relacionada a construg¢do do proprio

conhecimento, sujeita a mediagcdo apenas quando necessaria.

4.1 A Sequéncia Didatica de Fedathi

De acordo com Sousa et al. (2013), a proposta da sequéncia didatica de Fedathi ¢
colaborar para o desenvolvimento do processo de aprendizagem de matematica do aluno, de

forma que o ensino de matematica possa gerar autonomia através do trabalho de investigacgao.

[...] a Sequéncia Fedathi propde que ao deparar um problema novo, o aluno deve
reproduzir os passos que um matematico realiza quando se debruga sobre seus ensaios:
aborda os dados da questdo, experimenta varios caminhos que possam levar a solugao,
analisa possiveis erros, busca conhecimentos para constituir a solugdo, testa os
resultados para saber se errou e onde errou, corrige-se ¢ monta um modelo (Sousa et
al., 2013, p. 18).
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Logo, para o desenvolvimento dessa sequéncia didatica, a importancia do professor se
faz presente, cuja finalidade é proporcionar condi¢des suficientes para que o aluno se aproprie
do conhecimento desenvolvido para solucionar o problema, bem como fazer o papel de
mediador. A participagdo ativa do aluno deve ser incentivada, ja que durante a busca pela

solugdo, ird se deparar com momentos desafiadores que exigira do seu potencial.

Professor

Problema Producdo do aluno

N

Aluno

5

|| Conhecimento

Figura 9: Relacdo professor-aluno-saber na Sequéncia de Fedathi.
Fonte: Borges Neto et al. (2001, p. 6).

A estrutura de interagdo entre professor e aluno na sequéncia didatica de Fedathi ¢
detalhada por Sousa et al. (2013), que apresenta o esquema e as fases que constituem o sistema

(Figura 9).

[...] o ensino ¢ iniciado pelo professor que devera selecionar um problema relacionado
ao conhecimento que pretende ensinar, podendo também ser comegado por uma
situagdo proposta pelo aluno (1); a seguir o professor devera apresentar o problema aos
alunos por intermédio de uma linguagem adequada (2); com o problema apresentado,
os alunos irdo explora-lo na busca de uma solucao (3); a solucdo encontrada devera ser
analisada pelo professor junto ao grupo (4). Os passos 3 e 4 acontecerdo correspondem
ao debate acerca da solugdo, visando a formulagdo do saber pelo aluno (5). Esse
momento corresponde a mediagdo entre o professor-saber-aluno (Sousa et al., 2013,

p.19).

O desenvolvimento da sequéncia didatica de Fedathi passa por quatro etapas: tomada de
posi¢do, maturacao, solugdo e prova. Cada etapa possui sua respectiva fungao e colaboragado para

para o processo de ensino-aprendizagem de matematica (Figura 10).

1) Tomada de posicdo: Apresentagdo do problema

Nesta etapa, o professor sera responsavel pela apresentagao do problema aos alunos,

utilizando uma linguagem adequada e de maneira que a situagdo-problema antecipe o objetivo
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de aprendizagem. Nesse momento, cabe ao professor certificar que os seus alunos
compreenderam a dindmica do problema proposto, além de verificar se possuem repertorio
matematico suficiente para iniciar a resolugdo do problema.

O professor assume, entdo, a funcao de orientador, oferecendo o suporte necessario e
buscando compreender os processos desenvolvidos pelos alunos, propondo o que Sousa et al.
(2013) vai indicar como “interagdo multilateral”, abordado em Bordanave (1983), devendo

refletir, ouvir, indagar e até levantar hipoteses entre os alunos.

—

T
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n / Salucle Situagio-
3 A Problema X
A . T

" ?

E / Sol:‘.h \\

-~
Situagdo - Problema
Generahzavel

Situagio
Problema Z

r——
N Situagoes-
Problemas

| —

QPO =nQe

Figura 10: Desenvolvimento da Sequéncia Fedathi.
Fonte: Sousa ef al. (2013, p. 34).

2) Maturagdo: Compreensao e identificacdo das varidveis envolvidas no problema

Com o problema apresentado, os alunos irdo explora-lo na busca de uma solucdo. Trata-
se de um momento de exploragdo e problematizagdo em que as intervencdes do professor sdo
essenciais para orientar o avango da investigacao pelo conhecimento, por parte dos alunos. Os
questionamentos e indagagdes incitam a utilizagdo do raciocinio logico dos alunos para
prosseguir com suas hipdteses e tentativas por um caminho que os levem a solugao.

Cabe ao professor observar as nuances diante dos aspectos que estdo envolvendo os
alunos, como suas interagdes, formulacdes de conjecturas, uso do raciocinio ldgico e os seus

respectivos progressos.

3) Solucdo: Representacdo e organizagdo de esquemas/modelos que visem a solugdo do
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problema

Este momento ¢ destinado ao aluno para apresentar modelos que indicam o avango de
suas hipoteses, seja através da linguagem matematica ou por meio de desenhos e graficos. As
interacoes entre os alunos ¢ mais que valida para o processo de confeccionar os caminhos que
cada um desenvolveu, buscando validar seus modelos para o problema. O professor interage
estimulando os alunos a refletirem, discutirem e avaliarem os acertos, bem como os erros, como
discutido em Sousa et al. (2013), denominada “interacdo bilateral”.

Em seguida, os alunos irdo identificar o modelo correto para a ocasido, juntamente ao
professor, que vai auxiliar no esclarecimento do novo conhecimento. Além disso, a verificacao
e a discussdo dos resultados sdo importantes para validar o modelo proposto, contribuindo para
a consolida¢do da situagdo-problema desenvolvida pelos alunos ao significar um novo

conhecimento.

4) Prova: Apresentacao e formalizagdo do modelo matematico a ser ensinado

A solucdo encontrada devera ser analisada pelo professor junto ao grupo. Esta etapa
consiste no fechamento do debate acerca da solu¢do, visando a formulacao do saber pelo aluno.
Aqui, o professor deve debater com os alunos sobre o que foi realizado at¢é o momento e
apresentar a solucdo correta, dando énfase ao contetido programatico planejado, a partir do novo

conteudo abordado.

Apbs as discussdes realizadas a respeito das solu¢des dos alunos, o professor devera
apresentar o novo conhecimento como meio pratico e otimizado para conduzir a
resposta do problema. Nessa fase, a didatica do professor sera determinante para
aquisi¢ao do conhecimento por parte dos alunos, pois, além de ter que manter a atencao
e motivagdo do grupo, o professor precisara fazer uma conexdo entre os modelos
apresentados ¢ o modelo matematico cientifico a ser apreendido; devera introduzir o
novo saber mediante sua notagdo simbodlica em linguagem matematica, juntamente com
as novas regras inerentes a esse conhecimento. E nessa etapa final que o novo saber
devera ser compreendido e assimilado pelo aluno, levando-o a perceber que, com base
neste, sera possivel deduzir outros modelos simples e especificos. E importante que o
aluno perceba a importancia de se trabalhar com modelos gerais, pois estes irdo
instrumentar-lhe para a resolu¢do de outros problemas e situagdes, contribuindo
também para o desenvolvimento de seu raciocinio l6gico-dedutivo, tipo de pensamento
desejado e necessario para resolver, de maneira eficiente e ldogica, problemas
matematicos do dia a dia, além de ser o tipo de raciocinio relevante para o
desenvolvimento cientifico (Sousa et al., 2013, p.33).

Para finalizar, sugere-se que os alunos realizem uma avaliacdo para confirmar a
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aprendizagem dos conhecimentos transmitidos, por meio de outras situagdes-problema. A
avaliacdo ¢ determinada pelo professor que deve analisar se a aprendizagem dos alunos
correspondeu aos objetivos de constru¢do do conhecimento e autonomia previstos pela sequéncia

didatica.

4.2 Aspectos que diferenciam o ensino tradicional da sequéncia didatica de Fedathi

As propostas trazidas tendem a estarem alinhadas a uma proposta de competéncias
estipuladas na BNCC (Brasil, 2018) € nao nos PCNs (Brasil, 1998), devendo se atentar aos riscos
existentes que podem desviar do eixo principal da metodologia abordada. Assim, a sequéncia
didatica de Fedathi desafia e gera uma reacdo ao ensino tradicional, estimulando uma pratica
pedagogica que valoriza o processo de descoberta e o pensamento matematico em sua esséncia,
ao invés de somente apresentar de forma expositiva os conhecimentos matematicos. Em outras
palavras, uma postura mediadora do professor e de construcao do conhecimento pelos alunos.

De acordo com Sousa et al. (2013), o ensino tradicional constitui-se por um ensino
limitado e que nao abrange a todos os alunos, sendo estabelecido a partir de uma comunicacao

unilateral, onde os alunos sdo passivos (Figura 11).

Ensino Tradicional

Tomada de
Posicdo

Figura 11: Etapas de desenvolvimento do Ensino Tradicional.

Fonte: Sousa et al (2013, p. 36).

Em decorréncia disso, os alunos ndo possuem contribuigdes e participagdes reais em seu
desenvolvimento de aprendizagem. Isso implica que todos os processos de aprendizagem que
envolvem o aluno na sequéncia de Fedathi sdo desconsiderados, tais como formulagdo de

conjecturas e o carater investigativo que rege todo o desenvolvimento da abordagem (Figura 12).
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SEQUENCIA FEDATHI

Maturacio H Solucio

Tomada de
Posicao

Figura 12: Etapas de desenvolvimento da sequéncia de Fedathi.

Fonte: Sousa et al. (2013, p. 40).

Nesse contexto, Almeida e Silva (2010) destacam a perspectiva socio-critica para a
analise da relagdo entre os modelos matematicos e a sociedade, investigando o papel dos modelos
para a interpretacao das situacdes cotidianas, como elas podem afetar a realidade e quais vieses
a sociedade pode ter no momento de se desenvolver tais modelos, ou seja, analisando de maneira
critica a propria natureza dos modelos matematicos.

Em Castro et al. (2020), a analise das novas competéncias e habilidades da BNCC (Brasil,
2018) para matematica gera grandes desafios aos professores. E importante mencionar que o
curriculo até parece possuir boas inten¢des para o ambiente escolar em trazer uma visdo critica
e propositiva, mas alguns aspectos entram em conflito com a formagao docente, que necessita
realizar uma modificagdo de suas praticas pedagogicas para se adaptar ao curriculo, dificultando
sua implementacdo adequada e demandando mais do que ¢ possivel de realizar em gestdo. A
pratica docente, quando bem planejada e executada, tem o potencial de superar essas exigéncias,
visto que o trabalho com praticas pedagdgicas demandadas pela BNCC (Brasil, 2018) pode
amenizar as dificuldades e lacunas do processo de ensino-aprendizagem. Entretanto, vale
considerar os desafios existentes que dificultam a implementagdo. Sendo assim, apesar de uma
ideia até promissora, a realidade ndo deve ser desprezada quanto a possibilidade de realizagdo.

O Capitulo 5 propde sugestdes de atividades para serem trabalhadas em sala de aula,

visando abordar o contetido de matrizes, a partir da sequéncia didatica de Fedathi.
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5 PROPOSTAS PARA O ENSINO DE MATRIZES

As propostas trazidas neste capitulo consistem em duas situagdes-problema que podem
ser desenvolvidas com alunos do ensino médio, através da sequéncia didatica de Fedathi. Sao
considerados dois problemas classicos de otimizacdao: o problema de caminho minimo ¢ o
problema da mistura. O problema de caminho minimo envolve a aprendizagem do conceito de
grafos, além de possibilitar a introducdo de matrizes a partir de uma situacdo real. A
multiplicacdo de matrizes ¢ considerada na abordagem de um problema da mistura. Ressalta-se
que tais objetivos tém relagdo com as competéncias trazidas da BNCC.

Sendo assim, os alunos serdo convidados a ficarem imersos nas situagdes-problema para
gradativamente conseguirem executar as etapas sequenciais do problema. Os alunos terdo a
liberdade para realizar questionamentos com o professor € com os colegas a fim de desenvolver
e encontrar uma solucao para o problema.

As propostas envolvidas sugerem contetido ndo usualmente vistos em sala de aula, como
¢ o caso de grafos e a area de otimizagdo, permitindo ter uma experiéncia ainda mais aprofundada
para o conhecimento de outros contetidos existentes para além dos ja conhecidos no curriculo.
Essa oportunidade pretende, em outras palavras, servir para ampliar o saber matematico do
aluno, ndo restringindo apenas a um conhecimento unico e isolado, mas integrado, gragas a

interdisciplinaridade, possibilitando a criagdo de novos conhecimentos.

5.1 Distribuicao de materiais hospitalares (problema de caminho minimo)

Para a realizacdo desta atividade, inicialmente, sugere-se que os alunos se organizem em
grupos de, por exemplo, quatro pessoas. Cada grupo ao redor de uma mesa com espaco suficiente

para um computador ou notebook, papel, lapis, borracha e régua.

Situacio-problema:

Uma distribuidora de materiais hospitalares, instalada em Sao José do Rio Preto (SJRP),
realiza entregas em diversas cidades do Estado de Sao Paulo. No mapa, esta em destaque a cidade
de SJRP, origem da rota de entrega, e as cidades destinos, sendo elas: Bauru (BA), Marilia (MA),
Ourinhos (OU), Piracicaba (PIRA), Ribeirdao Preto (RP), Sao Carlos (SC) e Sorocaba (SO)
(Figura 13).
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Figura 13: Cidade origem (S0 José do Rio Preto) e as cidades destinos da rota de entrega.

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do Google My Maps (2025).

A Tabela 1 apresenta as distancias entre as cidades destacadas no mapa (Figura 13),
considerando os trajetos que usualmente sdo utilizados pela distribuidora. Como sugestdo, o
levantamento de tais distancias pode ser realizado pelos proprios alunos em uma aula anterior,

propiciando a interdisciplinaridade.

Tabela 1: Distancias (em km) dos trajetos entre as cidades, utilizados pela distribuidora.

Cidades | SJRP | BA MA OU | PIRA | RP SC SO
SJRP 198 189 186 207
BA 198 106 125 193 215 151 245
MA 189 106 94 359
ou 125 94 283
PIRA 193 100 100
RP 186 215 102
SC 207 151 100 102
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SO -—- 245 359 283 100 --- - -

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Apobs a exposicao da situagdo-problema, o professor pode apresentar aos alunos os

questionamentos a seguir, solicitando que desenvolvam discussdes e conjecturas em seus grupos,

de forma que possam adotar perspectivas e possiveis estratégias para a elaboracdo de uma

possivel solugdo.

a)

b)

Inicialmente, destacar as oito cidades no mapa da Figura 13, bem como os caminhos
permitidos entre elas, considerando as informac¢oes da Tabela 1, gerando uma
figura/esquema. Em seguida, reproduzir a figura/esquema em uma pagina limpa, anotando
os nomes das cidades e as distancias entre elas.

Qual a menor distancia percorrida, saindo de Sdo José do Rio Preto, para realizar uma
entrega em Piracicaba? E para realizar uma entrega em QOurinhos?

Enumere os trajetos e suas respectivas distancias, saindo de Sdo José do Rio Preto, para
realizar uma entrega em Sorocaba. A seguir, apresente o trajeto de distancia minima.
Determine o trajeto de menor distdancia de Sdo José do Rio Preto até cada uma das sete
cidades destacadas.

Partindo de Sdo José do Rio Preto, apresente rotas de entrega nas sete cidades
consideradas, passando por cada cidade uma unica vez e retornando a cidade de origem.

A seguir, verifique qual a rota de menor distancia.

O carater de investigagdo matematica deve aparecer neste momento, de modo que exerca

o ato do exercicio da curiosidade intelectual, investigagcdo, elaboragdo e teste de hipoteses,

analise critica e criacdo de solugdes. Para os autores Ponte, Brocardo e Oliveira (2006), as

atividades como formular perguntas, conceber, testar e aperfeicoar conjecturas, demonstrar

resultados, revisar provas e comunicar descobertas aos pares, ou seja, o conjunto de

procedimentos que os matemdaticos empregam para construir novos conhecimentos, esta ao

alcance dos estudantes em sala de aula. Ainda mais, Allevato e Onuchic (2009), Dante (2011) e

Polya (1995) reforgam que, apds a apresentacao do problema, ¢ importante que os alunos possam

analisar, elaborar planos e tentar resolver o problema proposto.
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Solugdo do problema proposto:

a) Inicialmente, destacar as oito cidades no mapa da Figura 13, bem como os caminhos
permitidos entre elas, considerando as informa¢oes da Tabela 1, gerando uma
figura/esquema. Em seguida, reproduzir a figura/esquema em uma pagina limpa, anotando

os nomes das cidades e as distancias entre elas.

Para isso, os alunos devem ter acesso ao mapa do estado de SP, impresso e/ou no
computador. Espera-se que os alunos construam, intuitivamente, a figura/esquema por meio de
grafos, sem conhecer ainda tal conceito, se aproximando do que estd apresentado (Figuras 14 e
15). O professor deve auxiliar os grupos somente quando necessario. No entanto, garantir que 0s
alunos estejam caminhando de acordo com o planejado ¢ crucial para um bom desenvolvimento
da sequéncia didatica, visto que o professor deve dar condi¢des para as discussdes € 0s
encaminhamentos.

Apos cada grupo apresentar a sua figura/esquema, discussdes devem ser realizadas acerca
das diferencas ou similaridades obtidas nesta etapa do processo de solugdo do problema. Em
seguida, o professor pode fazer o fechamento, introduzindo o conceito de grafo: o esquema
ilustrado ¢ denominado grafo (Figura 15), formado por um conjunto N de vértices (ou nos), que
representam as cidades, e um conjunto E de arestas, que sdo os segmentos que conectam cada

par de cidades.
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Figura 14: Esquema conectando as oito cidades consideradas na entrega dos materiais.

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do Google My Maps (2025).

PIRA

100

SO

Figura 15: Grafo ndo orientado contendo as cidades como nos e os trajetos permitidos entre
elas representados por arestas contendo as distancias (km).

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Sugere-se que o professor discuta com os alunos sobre diferentes situacdes reais que
podem ser representadas por meio de grafos. Destacar que o esquema para representar esta
situagdo-problema consiste em um grafo ndo orientado, pois as rodovias que conectam as
cidades sao de mao dupla. Além disso, a cada aresta estd associado um valor, que representa a
distancia entre cada par de cidades.

Em seguida, sugere-se que o professor inicie a abordagem de matrizes a partir da Tabela
1. Uma matriz consiste em uma maneira organizada de armazenar informagdes, por exemplo,
as distancias entre os pares de cidades. Cada linha e cada coluna esta associada a uma cidade,
formando uma matriz quadrada, em que o ntimero de linhas ¢ igual ao niimero de colunas.

Considere um numero associado a cada cidade, da seguinte forma: Sdo José do Rio Preto (1),
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Bauru (2), Marilia (3), Ourinhos (4), Piracicaba (5), Ribeirdo Preto (6), Sdo Carlos (7), e
Sorocaba (8).
A matriz C armazena as distancias (em km) entre cada par de cidades, desde que exista

um caminho direto entre as cidades, que seja utilizado pela distribuidora.

0 198 189 o oo 186 207 o
198 0 106 125 193 215 151 245
189 106 0 94 oo 0 o 359
o 125 94 0 o o0 o 283
© 193 o o0 0 o 100 100
186 215 oo 0 0 0 102 oo

207 151 o o 100 102 O 0

oo 245 359 283 100 o o 0

Cada elemento da matriz C pode ser representado pelo termo geral ¢;;, sendo i o indice

que indica a linha e j o indice que indica a coluna em que ele estd. Por exemplo, cg, = 215
representa a distancia do caminho direto entre Ribeirdo Preto e Bauru, sem passar em outra
cidade que faz parte da rota de entrega da distribuidora. Observe que o termo cg3 nao recebeu
um valor numérico. O simbolo oo indica que ndo hd caminho direto entre Ribeirdo Preto e
Marilia, sendo necessario passar por outra cidade da rota de entrega. Vale mencionar que, na
area da matematica aplicada e computacional, esse simbolo (o) representa um valor numérico
arbitrariamente grande. Isso ¢ necessdrio, pois o problema a ser resolvido envolve a
minimiza¢do de distancia e otimizagdo. Logo, o professor deve deixar claro quanto ao seu uso,
especificando que ele aparece para indicar quando ndo ha um caminho direto entre uma cidade
e outra.

Os elementos 11, C3, .- ., Cgg compdem a diagonal principal da matriz. No caso, todos
sdo iguais a zero pois indicam a distancia de uma cidade a ela mesma. Além disso, essa matriz
quadrada ¢ simétrica, pois a distancia de Ribeirdo Preto a Bauru, por exemplo, ¢ igual a distancia
de Bauru a Ribeirdo Preto, ou seja, cg, = C,6. Outras defini¢des e propriedades relacionadas a

matrizes podem ser introduzidas pelo professor, desde que planejadas antecipadamente.
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Importante destacar que, nesta situagdo-problema, a matriz poderia, também, armazenar
o tempo de viagem entre cada par de cidades. Ou ainda, o custo de viagem, considerando os
pedagios. Nesta atividade, as questdes serdo organizadas e respondidas, considerando as

distancias entre as cidades.

Matriz de adjacéncias de um grafo:

Uma maneira importante de representar um grafo, que pode ser utilizada em outras
situagdes, € através da matriz de adjacéncias A = (a;;), em que cada linha i e cada coluna j esta
associada a um no do grafo, que representa uma cidade. O elemento a;; recebe o valor 1 se existe
aresta entre o nd i € o no j, e recebe o valor 0, caso contrario.

Assim, a matriz de adjacéncias A = (a;;) associado ao grafo (Figura 15) ¢ dada por:

0110 0 1 10
1 01 1 1111
1101 0 0 01
A=01100001
0 1.0 00 011
110 0 0 0 1 O
110 0 1 1 0O
01111000

Observe que, conhecendo a matriz de adjacéncias, € possivel construir o grafo que
representa a situagcdo-problema, incluindo arestas entre cada par de cidades que tem o elemento

na matriz igual a 1.
b) Qual a menor distancia percorrida, saindo de Sao José do Rio Preto, para realizar uma
entrega em Piracicaba? E para realizar uma entrega em Ourinhos?

Neste momento, o professor pode langar alguns questionamentos em relagdo a distancia
percorrida entre duas cidades. Pedir para verificarem pelo mapa e, posteriormente, utilizando a

matriz C, que contém as distancias entre os pares de cidades.

Sdo José do Rio Preto — Sao Carlos — Piracicaba

Distancia: ¢4 + Cg4 = Cg7 + Ca6 = 207 + 100 = 307km.

Sdo José do Rio Preto — Marilia — Ourinhos

Distancia: ¢, + €34 = Co7 + €43 = 189 + 94 = 283km.

40



c¢) Enumere os trajetos e suas respectivas distancias, saindo de Sdo José do Rio Preto, para

realizar uma entrega em Sorocaba. A seguir, apresente o trajeto de distancia minima.

Sdo José do Rio Preto — Marilia — Ourinhos — Sorocaba

Distancia: 189 + 94 + 283 = 566km

Sdo José do Rio Preto — Marilia — Sorocaba

Distancia: 189 + 359 = 548km

Sdo José do Rio Preto — Marilia — Bauru — Sorocaba
Distancia: 189 + 106 + 245 = 540km.
Sdo José do Rio Preto — Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba

Distancia: 207 + 100 + 100 = 407km.

Sdo José do Rio Preto — Bauru — Sorocaba

Distancia: 198 + 245 = 443km.

Ao comparar as distancias dos trajetos considerados, constata-se que o trajeto de distancia

minima, de S@o José do Rio Preto até Sorocaba ¢ dado por:

Sdo José do Rio Preto — Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba

Distancia: 207 + 100 + 100 = 407km.

Outros trajetos podem ser considerados, mas possuem distancias maiores que o0s

anteriores, podendo ser descartados. Por exemplo:

Sdo José do Rio Preto — Bauru — Piracicaba — Sorocaba

Sdo José do Rio Preto — Ribeirdo Preto — Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba

Neste momento, o professor pode introduzir o conceito de desigualdade triangular,

utilizando os dois trajetos anteriores para exemplificar.

No trajeto “Sao José do Rio Preto — Bauru — Piracicaba — Sorocaba’’, o caminho
“Bauru — Piracicaba — Sorocaba’’ tem distdncia maior do que ir de Bauru diretamente para
Sorocaba (Figura 16 (a)). O mesmo ocorre no trajeto “Sao José do Rio Preto — Ribeirdo Preto

— Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba’’ (Figura 16 (b)).
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SJRP

SO SO

(a) (b)
Figura 16: Desigualdade triangular considerando as distancias entre trés cidades da rota.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Aplicacdo do algoritmo de Dijkstra para determinar o caminho de distincia minima do vértice

1 (Sao José do Rio Preto) até o vértice 8 (Sorocaba):

A proposta a seguir consiste em aplicar o algoritmo de Dijkstra para determinar o
caminho de distancia minima entre as cidades de Sdo José do Rio Preto e Sorocaba, confirmando
a solucdo obtida anteriormente, por inspecdo no grafo e na matriz de distdncias associadas ao
problema.

Considere a seguinte numeragao para os nos do grafo (Figura 15), gerando um grafo
equivalente (Figura 17): Sdo José do Rio Preto (1), Bauru (2), Marilia (3), Ourinhos (4),
Piracicaba (5), Ribeirao Preto (6), Sdo Carlos (7), e Sorocaba (8). A matriz C ¢ apresentada
novamente, substituindo-se os valores da diagonal principal, que sdo iguais a zero, pelo simbolo
o, que representa um valor alto, bem maior que todos os valores da matriz. Isso ¢ necessario
pois o problema a ser resolvido ¢ um problema de minimiza¢ao da distancia percorrida. Neste
momento, importante explicar aos alunos que isso evita do algoritmo escolher ir, por exemplo,
de Bauru para Bauru, cuja distancia € igual a zero. Lembrando que outras posi¢des da matriz que
também receberam o oo, significando que ndo hd caminho direto entre as duas respectivas
cidades. Por exemplo, no grafo (Figura 17), ndo ha aresta entre os nds 4 e 5 significando que a
rota nao vai diretamente de Ourinhos para Piracibaba, sendo necessario passar por outra cidade
da lista. Entdo, ao atribuir um valor alto para a aresta (4, 5), evita-se que ela seja escolhida na

solugao.
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0 198 189 o o 186 207 o
198 0 106 125 193 215 151 245
189 106 0 94 oo 0 o 359
o 125 94 0 o0 o o 283
o 193 o 0 0 oo 100 100
186 215 oo 0 o 0 102 oo
207 151 oo o 100 102 O 00
oo 245 359 283 100 o o0 0

Figura 17: Grafo cujos nds representam as cidades e os comprimentos das arestas representam
as distancias entre elas.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

No algoritmo de Dijkstra, R € o conjunto dos nés rotulados que representa o caminho
minimo definitivo que foi determinado a partir do n6 de origem. Diferentemente do NR, que ¢ o
conjunto dos nds nao rotulados, em que esses nos estdo sob andlise a cada iteracdo, buscando-se
determinar os menores caminhos minimos a partir da origem para que, em seguida, sejam

classificados como rotulados e passem a pertencerem a R.

Sejam:
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N = {1,2,...,8} o conjunto de vértices do grafo;

R o conjunto dos vértices rotulados ¢ NR o conjunto dos vértices ndo rotulados;

1 o vértice inicial e 8 o vértice final do caminho;

c;j a distancia entre os vértices i € j, ou seja, 0 comprimento da aresta (i, j) do grafo;
d(n) a menor distdncia do n6 1 ao nd n;

p(k) o vértice anterior ao vértice k no caminho, utilizado para recuperar o caminho mais
curto até o vértice k;

CM ¢ o conjunto de arestas que define o caminho minimo entre o vértice 1 e o vértice 8.

Passo 1:

R = {1} : inicialmente, o n6 1 ¢ rotulado.

NR = {2,...,8} : os demais nds ndo sdo rotulados.

d(1) = 0 : adistancia dond 1 ao nd 1 € zero.

p(1) = 0 : pois 1 € o0 no inicial.

A distancia do nd inicial 1 até os n6 ndo rotulados sera considerada +oo:
d(2)=d(3)=d#4)=d(5)=d(6) =d(7) =d(8) = +o.

Nos nao rotulados ndo possuem predecessor. Entao definimos como predecessor um n6 que
ndo pertence ao grafo, ouseja,on6 8+ 1 =9:

p(2) =p3) =p) =p() =p6) =p(7) =p(8) =9.

a = 1 : ultimo n6 incluido no conjunto dos rotulados R.

Passo 2: Calcular para os nds nao rotulados:

d(2) =min{d(2),d(1) + c12} = min{+,0 + 198} = 198 ¢ p(2) = 1.

d(3) = min{d(3),d(1) + c13} = min{+00,0+ 189} = 189 e p(3) = 1.

d(4) = min{d(4),d(1) + c14} = min{+00,0 + 00} = +0 e p(4) = 9.

d(5) = min {d(5),d(1) + ¢15} = min{+0o0,0 + 00} = 400 e p(5) = 9.

d(6) = min {d(6),d(1) + c1¢} = min{+o0,0 + 186} = 186 ¢ p(6) = 1.

d(7) = min{d(7),d(1) + c17} = min{+00,0 + 207} = 207 e p(7) = L

d(8) = min {d(8),d(1) + c1g} = min{+00,0 + 00} = min{+oo, +00} = +00 ¢ p(8) = 9.
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Observe que d(6) = 186 ¢ a menor distancia entre as calculadas para os nds nao rotulados
(Figura 18). Entdo, o nd 6 entra para o conjunto dos nos rotulados.

R ={1,6}, NR ={2,3,4,5,7,8}ea = 6.

1

Figura 18: Nos rotulados 1 e 6. Caminho minimo do n6 1 ao n6 6.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
Passo 3: O n6 8 nao foi rotulado. Entdo, voltar para o passo 2.

Passo 2: Calcular para os nds nao rotulados:

d(2) =min{d(2),d(6) + c¢2} = min{198,186 + 215} = 198 ¢ p(2) = 1.

d(3) =min{d(3),d(6) + c¢3} = min{189,186 + o0} = 189 e p(3) = 1.

d(4) = min{d(4),d(6) + c¢4} = min{+00,186 + 0} = +0 ¢ p(4) = 9.

d(5) = min{d(5),d(6) + c¢5} = min{+00,186 + 0} = +o0 e p(5) = 9.

d(7) = min{d(7),d(6) + c¢7} = min{207,186 + 102} = 207 e p(7) = 1.

d(8) = min {d(8),d(6) + c¢g} = min{+00,186 + 0} = +o0 e p(8) = 9.

Observe que d(3) = 189 ¢é a menor distancia entre as calculadas para os nés nao rotulados

(Figura 19). Entdo, o n6 3 entra para o conjunto dos nos rotulados.

R =1{1,63}, NR=1{2,4,578}ea = 3.
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Figura 19: No6s rotulados 1, 6 e 3. Caminho minimo do n6 1 ao né 3.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Passo 3: O n6 8 nao foi rotulado. Entdo, voltar para o passo 2.

Passo 2:

d(2) = min{d(2),d(3) + c3} = min{198,189 + 106} = 198 e p(2) = 1.

d(4) = min{d(4),d(3) + c34} = min{+00,189 + 94} = 283 e p(4) =3

d(5) = min {d(5),d(3) + c35} = min{+0,189 + o0} = +0 e p(5) = 9.

d(7) =min{d(7),d(3) + c37} = min{207,189 + o0} = 207 e p(7) = L.

d(8) = min {d(8),d(3) + c3g} = min{+00,189 + 359} =548 ¢ p(8) = 3.

Observe que d(2) = 198 ¢ a menor distancia entre as calculadas para os nds nao rotulados
(Figura 20). O n6 2 entra para o grupo dos nos rotulados. Assim, R = {1,6,3,2}, NR =
{4,5,7,8}ea = 2.

46



Figura 20: Nos rotulados 1, 6, 3 e 2. Caminho minimo do né 1 ao n6 2.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Passo 3: O n6 8 ndo foi rotulado. Entdo, voltar para o passo 2.

Passo 2:

d(4) = min{d(4),d(2) + cp4} = min{283,198 + 125} = 283 ¢ p(4) =3

d(5) = min {d(5),d(2) + c,5} = min{+o0,198 + 193} =391 e p(5) = 2.

d(7) =min{d(7),d(2) + c7} = min{207,198 + 151} = 207 e p(7) = 1.

d(8) = min {d(8),d(2) + c,g} = min{548,198 + 245} = 443 e p(8) = 2.

Observe que d(7) = 207 ¢ a menor distancia entre as calculadas para os nés nao rotulados
(Figura 21). O n6 7 entra para o grupo dos noés rotulados. Assim, R = {1,6,3,2,7}, NR =
{4,5,8}ea=7.
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Figura 21: No6s rotulados 1, 6, 3, 2 e 7. Caminho minimo doné 1 ao n6 7.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Passo 3: O no6 8 ndo foi rotulado. Entdo, voltar para o passo 2.

Passo 2:

d(4) = min{d(4),d(7) + c74} = min{283,207 + o0} = 283 ¢ p(4) =3
d(5) = min {d(5),d(7) + c;5} = min{391,207 + 100} = 307 e p(5) = 7.
d(8) = min{d(8),d(7) + c;5} = min{443,207 + oo} = 443 e p(8) = 2.

Observe que d(4) = 283 ¢ a menor distancia entre as calculadas para os nds ndo rotulados

(Figura 22). O n6 4 enta para o conjunto dos nés rotulados. R = {1,6,3,2,7,4}, NR = {5, 8}

ea=4.

48



Figura 22: No6s rotulados 1, 6, 3, 2, 7 ¢ 4. Caminho minimo do né 1 ao n6 4.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
Passo 3: O n6 8 nio foi rotulado. Entdo, voltar para o passo 2.

Passo 2:

d(5) = min {d(5), d(4) + c,5} = min{307, 283 + oo} = 307 e p(5) = 7.
d(8) = min {d(8), d(4) + c,g} = min{443,283 + 283} = 443 ¢ p(8) = 2.

Observe que d(5) = 307 ¢ a menor distancia entre as calculadas para os nds ndo rotulados

(Figura 23). O no6 5 entra para o conjunto dos nos rotulados. R = {1,6,3,2,7,4,5}, NR = { 8}

ea=>5.
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Figura 23: Nos rotulados 1, 6, 3, 2, 7, 4 ¢ 5. Caminho minimo do nd 1 ao no 5.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Passo 3: O n6 8 ndo foi rotulado. Entdo, voltar para o passo 2.

Passo 2:

d(8) = min {d(8),d(5) + csg} = min{443,307 + 100} = 407 e p(8) = 5.

Observe que d(8) = 407 ¢ a menor distancia entre as calculadas para os nds ndo rotulados

(Figura 24). O n6 8 entra para o conjunto dos nds rotulados. R = {1,6,3,2,7,4,5,8}, NR = { }

ea = 8.

50



Figura 24: Nos rotulados 1, 6, 3, 2, 7, 4, 5 e 8. Caminho minimo do n6 1 ao n6 8.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Passo 3: O n6 8 foi rotulado. Entdo, recuperamos o caminho minimo fazendo:
r(8) =5, p()=7 p(7) =1
O caminho minimo do né 1 ao n6 8 ¢ dado por: C = {(1,7),(7,5),(5,8)}.

Isso significa que, saindo de Sdo José do Rio Preto, para fazer uma entrega em Sorocaba

de modo que a distancia percorrida seja minima, a melhor rota ¢:

Sao José do Rio Preto —» Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba

Distancia: 207 + 100 + 100 = 407km.

Aqui, finalizamos a aplicacdo do algoritmo de Dijkstra, confirmando o caminho minimo

e a distancia minima obtidos por inspe¢ao no grafo e na matriz associada ao problema.
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d) Determine o caminho de menor distancia de Sdo José do Rio Preto até cada uma das sete

cidades destacadas.

O professor solicita que os alunos fagam o levantamento por inspecao, analisando o grafo
e a matriz de distancias associados ao problema. Espera-se que os grupos apresentem os

seguintes caminhos:

Sdo José do Rio Preto — Sao Carlos— Piracicaba

Distancia: 207 + 100 = 307km

Sdo José do Rio Preto — Marilia — Ourinhos

Distancia: 189 + 94 = 283km

Sdo José do Rio Preto — Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba

Distancia: 207 + 100 + 100 = 407km

Sdo José do Rio Preto — Marilia

Distancia: 189km

Sdo José do Rio Preto — Bauru

Distancia: 198km

Sdo José do Rio Preto — Ribeirdo Preto

Distancia: 186km

Sdo José do Rio Preto — Sdo Carlos

Distancia: 207km

Observe que determinar o menor caminho de Sao José do Rio Preto até as demais cidades
consiste em aplicar o algoritmo de Dijkstra sete vezes, um vez para cada caminho minimo

solicitado.

e) Partindo de Sdo José do Rio Preto, apresente rotas de entrega nas sete cidades
consideradas, passando por cada cidade uma unica vez e retornando a cidade de origem.

A seguir, verifique qual a rota de menor distdancia.

Diferentes rotas podem ser construidas por inspe¢ao, descartando aquelas que apresentam
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distancia percorrida maiores que as anteriores. Algumas delas estdo detalhadas a seguir.

Rota 1:
SJRP — Bauru — Marilia — Ourinhos — Sorocaba — Piracicaba — Sdo Carlos — R. Preto — SJRP

Distancia percorrida: 198 + 106 + 94 + 283 + 100 + 100 + 102 + 186 = 1169km

Rota 2:
SJRP — Marilia — Ourinhos — Bauru — Sorocaba — Piracicaba — S. Carlos — R. Preto — SJRP

Distancia percorrida: 189 + 94 + 125 + 245 + 100 + 100 + 102 + 186 = 1141km

Rota 3:
SJRP — R. Preto — Bauru — Marilia — Ourinhos — Sorocaba — Piracicaba — Sao Carlos — SJRP

Distancia percorrida: 186 + 215 + 106 + 94 + 283 + 100 + 100 + 207 = 1169km

Rota 4:
SJRP — R. Preto — Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba — Bauru — Ourinhos — Marilia — SJRP

Distancia percorrida: 186 + 102 + 100 + 100 + 245 + 125 + 94 + 189 = 1141km

Rota 5:

SJRP — Bauru — R. Preto — Sao Carlos — Piracicaba — Sorocaba — Ourinhos — Marilia — SJRP

Distancia percorrida: 198 + 215 + 102 + 100 + 100 + 283 + 94 + 189 = 1281km

Espera-se que os alunos percebam que determinar a melhor rota, nas condig¢des
colocadas, pode ndo ser uma tarefa simples, consistindo em um problema mais dificil quando
comparado ao problema determinar o caminho minimo entre duas cidades. Para a solugdo de
problemas reais, de grande porte, algoritmos computacionais estdo disponiveis para o calculo,
no entanto, o tempo e esforco computacional pode ser elevado, o que sugere métodos para obter
uma solucao aproximada.

Comparando as cinco rotas contruidas, percebe-se que as rotas 2 e 4 apresentam a menor
distancia percorrida, sendo igual a 1141km em ambos os casos. Tais rotas sdo denominadas
solugdes simétricas. A escolha entre elas pode ser feita considerando outros fatores, por exemplo,

custos com pedagios.

5.2 Problema da racao

Adaptada de Arenales et al. (2015), esta atividade foi pensada com o objetivo de trabalhar
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com os alunos a operagao de multiplicagdo de matrizes, buscando dar significado ao processo de
calculo envolvido. O problema da ra¢do ¢ um caso particular um de problema de otimizacao

classico, conhecido como problema da mistura, com aplica¢des em diferentes contextos.

Situacio-problema:

Uma industria de ragdes deve produzir um tipo de ragdo para um determinado animal.
Essa ragdo ¢ produzida a partir da mistura de farinhas de trés ingredientes basicos: 0sso, soja e
resto de peixe. Cada um desses trés ingredientes contém diferentes quantidades de dois nutrientes
necessarios a uma dieta nutricional balanceada: proteina e calcio. A Tabela 2 indica a fracao
(porcentagem) de cada nutriente em cada ingrediente. Por exemplo, a farinha de osso ¢
constituida por 20% de proteina e 60% de calcio. Os ingredientes sdo constituidos por outros
nutrientes, mas que nao sdo importantes para o problema em questdo.

O nutricionista especifica as necessidades minimas desses nutrientes em 10kg de ragao.
A racdo deve ser composta de pelo menos 30% de proteina e 50% de célcio. O custo por 1kg de

0ss0, soja e restos de peixe ¢ R$1,20, R$2,30 e R$1,50, respectivamente.

Tabela 2: Fragdo (porcentagem) de cada nutriente em cada ingrediente.

Osso Soja Peixe
Proteina 20 50 40
Calcio 60 40 40

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Pede-se:
a) Utilizando 4kg de osso, 3kg de soja e 3kg de restos de peixe, qual a quantidade de
proteina e calcio em 10kg da ragdo obtida?
b) Em que quantidades os ingredientes devem ser misturados de modo a produzir uma
ragdo que satisfaga as condi¢oes nutricionais?
¢) Em que quantidades os ingredientes devem ser misturados de modo a produzir uma

ra¢do que satisfaca as condigoes nutricionais com o minimo custo?
Solugao do problema proposto:

As informagdes da Tabela 2 podem ser organizadas em uma matriz A, relacionando uma
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linha a cada nutriente e uma coluna a cada ingrediente:

=6 04 04k

O professor pode retomar o conceito de porcentagem com os alunos, apresentando a
matriz A com seus elementos na forma decimal. Por exemplo, 20% = 20/100 = 0,2.

De maneira semelhante, os custos dos ingredientes podem ser organizados em uma matriz
linha:

C=(1,20 230 1,50).

a) Utilizando 4kg de osso, 3kg de soja e 3kg de restos de peixe, qual a quantidade de proteina

e cdlcio em 10kg da rag¢do obtida?

As quantidades utilizadas dos ingredientes podem ser organizadas em uma matriz coluna:

)

Assim, a quantidade de cada nutriente na ragdo pode ser obtida a partir dos seguintes
calculos:

Proteina: 0,2 x4+4+05x3+04%x3=08+15+1,2=3,5.

Célcio: 06x4+04x3+04x3=24+12+12=4_8.

Considerando que os alunos ja conhecem os conceitos iniciais sobre matrizes, o professor
pode conduzi-los a perceber que os calculos anteriores envolvem os elementos das matrizes A e
B. Assim, ¢ possivel apresentar o processo para a multiplicacdo de tais matrizes, de acordo com
o apresentado no Capitulo 2.
wo= (02 05 I(E) - Q2T (01 Y- ()

Quantidade de proteina (produto dos elementos da primeira linha de A pelos elementos
da primeira coluna de B):

08+ 15+ 12 =235,
Quantidade de calcio (produto dos elementos da segunda linha de A pelos elementos da

primeira coluna de B):
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24+12+12=48.

Ou seja, a mistura dos ingredientes gerou 10kg de ragcdo que contém 3,5kg de proteina e
4,8kg de calcio. Este resultado atende a necessidade minima de 3kg de proteina, mas nao atende

a necessidade minima de 5kg de calcio. Portanto, ndo ¢ uma solugdo aceitavel para o problema.

b) Em que quantidades os ingredientes devem ser misturados de modo a produzir uma ragdo

que satisfaca as condi¢oes nutricionais?

A partir do item (a), podemos fazer uma alteragdo na quantidade de cada ingrediente,

5
obtendo a matriz B’ = <3> Assim, para o calculo das quantidades de proteina e calcio, fazemos
2

a multiplicacdo de matrizes:
5
, (0,2 05 04 _(1+15+408\ (33
48" =(ys 04 04) (3) =(3112108) = (50)
Quantidade de proteina (produto da primeira linha de A pela coluna de B):
1+15+0,8=3,3.

Quantidade de célcio (produto da segunda linha de A pela coluna de B):
3+1,24+08=5.

Ou seja, a mistura dos ingredientes gerou 10kg de racao que contém 3,3kg de proteina e
Skg de célcio, atendendo as necessidades minimas dos nutrientes.
Portanto, uma solugdo aceitavel para o problema ¢ utilizar 5kg de osso, 3kg de soja e 2kg

de peixe. O custo total dos 10kg de racao pode ser obtido pela multiplicagdo de matrizes:

5
C-B'=(120 230 1,50) <3> = 6,00 + 6,90 + 3,00 = 15,90.
2

Observe que outras solugdes aceitaveis (na verdade, infinitas) podem ser apresentadas.

c¢) Em que quantidades os ingredientes devem ser misturados de modo a produzir uma ragdo

que satisfaca as condi¢oes nutricionais com o minimo custo?

Neste caso, busca-se por uma solugdo aceitavel (que atenda as necessidades minimas de
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nutrientes) e que, além disso, tenha o menor custo possivel, o que ndo consiste em uma tarefa
facil. Na verdade, o objetivo deste item ¢ fazer com que os alunos percebam a dificuldade em
encontrar esta solucdo, que ¢ denominada “solucao 6tima” do problema. Algumas tentativas
podem ser realizadas pelos alunos, que podem enumerar algumas solugdes aceitaveis, calcular o
custo de cada uma e fazer uma comparagao.

A solugdo 6tima para este problema consiste em utilizar Skg de osso e Skg de peixe, com

custo total igual a R$13,50.

A titulo de curiosidade, a modelagem matematica do problema da mistura ¢ composta
por expressdoes matematicas lineares. Como uma extensdo desta atividade, a modelagem
matematica pode ser trabalhada, por exemplo, de forma extracurricular, dependendo do interesse
dos alunos e da realidade da escola. O modelo matematico para o problema da ragdo proposto

nesta secao esta apresentado no Anexo 1.

57



6 DISCUSSAO DE DADOS

A andlise das atividades propostas evidencia que a abordagem de matrizes e grafos,
quando articulada a problemas de otimizagao, cria um ambiente fecundo para a constru¢do de
significados matematicos pelos estudantes do ensino médio. Embora o conteido de matrizes nao
conste formalmente na BNCC, mas ¢ parte dos curriculos escolares no campo da algebra
indicada na BNCC, sua introducdo mediada por situagdes-problema como logistica de
distribui¢do, caminhos minimos € mistura de nutrientes, permite aproximar os alunos de praticas
contemporaneas da matematica aplicada, favorecendo a compreensao de relagdes, estruturas e
tomadas de decisao.

Do ponto de vista conceitual, os dados construidos ao longo das atividades, como as
matrizes de distancias, as matrizes de adjacéncia, o esquema das cidades, o grafo (Figura 15) e
os calculos relacionados as rotas, mostram que os estudantes podem mobilizar, de forma
integrada, conhecimentos de célculo, organizacdo tabular, leitura de diagramas e andlise
combinatoria simples. Isso reforga a ideia de Zabala (1998) de que as sequéncias didaticas
permitem a articulagdo de contetidos conceituais, procedimentais e atitudinais dentro de um
mesmo eixo de investigagao.

A implementacdo da sequéncia didética de Fedathi é projetada para ocorrer ao longo de
trés a quatro aulas, com o objetivo de ser introduzida em um momento anterior a apresentagao
formal do contetido de matrizes aos alunos. Essa estratégia justifica o estudo posterior do
conteudo, mostrando, a partir das nogdes intuitivas de grafos em um problema de otimizagao, a
construcdo de esquemas ao inspecionar tabelas cujos valores sdo essenciais para resolver o
problema. Enquanto para o problema da mistura, a ideia ¢ que, apos a consolidag¢ao do conteudo
introdutorio de matrizes, o tema possa ser avancado para tratar a operacdo de multiplicacdo com
matrizes. O formato de trabalho ideal ¢ a atividade em grupo, essencial para fomentar discussoes,
conjecturas e o compartilhamento de estratégias entre os alunos.

Nesse cenario, o foco esta no papel ativo dos alunos, que sao desafiados a construir o seu
proprio conhecimento. O professor, por sua vez, assume o papel de mediador, intervindo apenas
para orientar o aluno a atingir o objetivo quando necessario, seguindo rigorosamente as etapas
da sequéncia de Fedathi para a aprendizagem de matrizes, grafos e otimizagao.

Dentre os ganhos pedagdgicos, a interdisciplinaridade se estabelece com a geografia, pois

o aluno precisa entender as conexoes entre as cidades no mapa para identificar os caminhos
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diretos no contexto em questdo para andlise. Além disso, a conexao com o mundo do trabalho ¢é
direta, pois a matematica se torna fundamental para otimizar processos, como ¢ o caso especifico
da distribui¢ao de materiais hospitalares e o problema da ragdo, que aparecem como situagoes-
problemas.

Outro ganho fundamental ¢ a ampliagdo das possibilidades de representacao simbolica
de dados contextuais, que auxilia diretamente na operagdo e andlise do problema. Essa
abordagem integrada articula, de forma pratica, o aporte de Zabala (1998) quanto a organizacao,
a Sequéncia Fedathi que estrutura a acdo e as bases da investigacdo matematica e resolugdo de
problemas com um fundamento investigativo.

No contexto da sequéncia de Fedathi, cada etapa oferece pistas importantes para a
discussdo. Na fase de tomada de posi¢do, os dados iniciais, mapa, tabela de distancias e situacao-
problema, funcionam como elementos de mobilizagdo cognitiva, permitindo que o aluno leia o
cenario e formule suas primeiras conjecturas.

A fase de maturagdo aparece como central, pois € nela que as produgdes dos estudantes
(esquemas, rascunhos de trajetos, primeiras tentativas de matriz) revelam ndo apenas
compreensdo dos dados, mas também estratégias de exploracdo do problema, em consonancia
com autores da investigacdo matematica e resolucdo de problemas.

A fase de solucdo, em que os alunos sistematizam a matriz, discutem sua simetria e
interpretam o papel da diagonal principal, j4 mostra uma aprendizagem que transcende a
manipulacdo algoritmica e se aproxima da reflexdo em matematica. A elaboragdo do grafo e sua
relagdo com as matrizes apresentadas destaca um entendimento mais sofisticado de modelagem
e representacao.

A etapa de avaliagdo, organizada pelo professor, permite consolidar os dados obtidos:
validar trajetos minimos, discutir alternativas, comparar estratégias dos grupos e formalizar a
interpretagdo dos elementos matriciais. Vé-se ai como a Fedathi promove deslocamento do
ensino tradicional, dando ao aluno lugar de investigador e ao professor o papel de mediador,
como enfatizado por Sousa et al. (2013).

No conjunto, os dados analisados apontam que o trabalho com problemas de otimizagao
se mostra adequado para: conectar matematica e realidade, permitindo que o aluno compreenda
decisdes logisticas reais; favorecer o desenvolvimento de competéncias da BNCC, como

investigacao, formulagdo de hipoteses, analise critica e tomada de decisao; ampliar o repertorio
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matematico, introduzindo conceitos pouco explorados no curriculo regular; fortalecer a
autonomia intelectual, uma vez que os alunos precisam justificar trajetdrias, validar resultados e
comparar alternativas; estimular o raciocinio légico-dedutivo, especialmente ao relacionar
representacoes graficas, tabelas e matrizes.

Desse modo, a discussdo dos dados mostra que o uso articulado dos conceitos de grafos
e matrizes, no contexto da otimizacdo e dentro de uma sequéncia didatica investigativa, tem
potencial para transformar a experiéncia de aprendizagem matematica, aproximando-a da

natureza viva, aplicada e estrutural da disciplina.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Apods a conclusdo desta pesquisa, foi possivel perceber as diferentes perspectivas de
aplicagdes de um contexto real e pratico, que pretende proporcionar uma aprendizagem
significativa ao aluno para o conteido de matrizes e grafos, aliado a area de otimizagdo
matematica. Diante disso, a expansdo do ensino de matemadtica prevendo aspectos ndo
usualmente integrados ao curriculo permite que atividades desse viés sejam elaborados,
garantindo a coeréncia com o objetivo que o professor almeja e espera alcancar de seus alunos
em sala de aula, contemplando o ensino-aprendizagem eficaz.

Os desafios envolvendo o ensino-aprendizagem de matematica em sala de aula trazem
consigo a responsabilidade para concretizar uma mudanga de postura dos professores e alunos,
na execu¢do concreta de uma conducdo de aula focada nos objetivos necessarios e uma
aprendizagem focada no autodesenvolvimento do conhecimento significativo, respectivamente.

Ao dispor da proposta trazida, a partir de uma situacdo-problema envolvente, por
exemplo, ela possibilita uma utilizacdo de diferentes abordagens de ensino de matematica
trabalhadas de forma integrada, promovendo o despertar de um conjunto de competéncias
importantes para os alunos. Uma aplicagdo bem-sucedida de propostas metodologicas que
possuem intencionalidade pedagdgica permite instigar o aluno a desenvolver disciplina,
independentemente da motivagdo, para solucionar problemas complexos.

Ademais, a sequéncia didatica de Fedathi foi fundamental para o processo de mediacao
por parte do professor e o aluno como construtor do préprio conhecimento. A sua colaboragdo
interferiu diretamente em como a proposta foi pensada em uma aplicagdo para o contexto em
sala de aula, guiando e conduzindo a aula, de forma que o professor pudesse cumprir, além das
competéncias exigidas pela BNCC, a integragdo de contetidos matematicos com situagdes
existentes da realidade.

E totalmente possivel e coerente articular os referenciais de Zabala (1998), a sequéncia
didatica de Fedathi em Sousa et al. (2013), a investigacdo matemdtica em Ponte, Brocardo e
Oliveira (2006) e a resolucao de problemas em Allevato e Onuchic (2009), Dante (2011) e Polya
(1995), pois todos convergem no objetivo de colocar o estudante no centro do processo
investigativo.

As sequéncias didaticas em Zabala (1998) oferecem uma organizagao para a progressao

das tarefas pedagogicas e a Sequéncia Fedathi de Sousa et al. (2013) ¢ a estrutura que coloca em
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pratica o processo, enfatizando a mediacdo intencional, o tempo pedagogico e a construgdo
independente do conhecimento, enquanto a investigacdo matematica e a resolugdo de problemas
sustentam o principio epistemologico de que a aprendizagem ocorre por meio de situagdes
desafiadoras.

Sendo assim, trazer propostas e abordagens conhecendo o problema ou a caréncia que
deseja sanar ¢ fundamental para que possa envolver a participagdo ativa do aluno no
desenvolvimento e constru¢ao do seu proprio conhecimento, proporcionando com maior clareza

0 objetivo para uma determinada aprendizagem.
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ANEXO 1

Modelagem matematica do problema da racio proposto na Secao 5.2

Sejam:
x: quantidade (em kg) de farinha de osso utilizada na racao;
y: quantidade (em kg) de farinha de soja utilizada na racao;

z: quantidade (em kg) de farinha de peixe utilizada na ragao.

O custo total para a produgao de 10kg da racao pode ser expresso por uma fungao que

depende de x, y e z:
flx,y,z) =1,2x + 2,3y + 1,5z.
Inequagdes para garantir as necessidades minimas de proteina e célcio na ragao:
0,2x + 0,5y + 0,4z = 3,
0,6x + 0,4y + 0,4z = 5.
A soma dos ingredientes deve resultar em 10kg da ragcdo (mistura):

x+y+z=10.

A quantidade de cada ingrediente (em kg) deve ser um niimero real ndo negativo:

x>0,y>0,z>0.

Modelo matematico:
Minimizar f(x,y,z) = 1,2x + 2,3y + 1,5z.
sujeito a:
0,2x+0,5y+04z >3
0,6x+0,4y+04z=>5
x+y+z=10

x>0,y>0,z>0

Modelo matemético na forma padrao:
Minimizar f(x,y,z) = 1,2x + 2,3y + 1,5z.
sujeito a:
0,2x+ 0,5y +04z—t =3
06x+04y+04z—w=>5
x+xy+z=10

65



x=20y=20z=20t=0w=0
sendo t e w variaveis de excesso, que representam a quantidade além das necessidades minimas

de proteina e calcio, respectivamente, contidas na ragao preparada.
Forma matricial para o modelo matematico na forma padrao:

x

02 05 04-1 O ( \‘ 3
y

06 04 04 0 -1 z |=|5

1 1 1 0 0 \t / 10
w

Maiores detalhes sobre o problema da mistura, bem com diferentes aplicagdes, podem

ser encontrados em Arenales et al. (2015).
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