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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma condicao algébrica suficiente para determinar o
comportamento nao cadtico de sistemas diferenciais polinomiais definidos em R?. Usando
essa condicao, apresentamos um resultado parcial para uma conjectura sobre a nao ca-
oticidade de sistemas diferenciais polinomiais quadraticos definidos em R? com matriz
jacobiana simétrica. Além disso, utilizando o mesmo resultado, estabelecemos condigoes
para que certas classes de equagoes diferenciais ordindrias da forma ' = f(z,%, ), co-
nhecidas como jerk equations, e certas classes de sistemas do tipo Lorenz, nao apresentem
comportamento cadtico.

Por fim, investigamos o comportamento qualitativo de sistemas diferenciais polino-
miais quadrdticos definidos em R? que apresentam quédricas do tipo G, = z*+y? — 22 +p,
com p € [—1,1], como superficies algébricas invariantes, incluindo o estudo do comporta-

mento no infinito utilizando compactificacao de Poincaré.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, Comportamentos cadtico e nao cadtico, Superficies

algébricas invariantes.



Abstract

In this work, we present a sufficient algebraic condition to determine the nonchaotic
behavior of polynomial differential systems defined in R3. Using this condition, we present
a partial positive answer for a conjecture concerning the nonchaotic behavior of quadratic
differential systems in R? with a symmetric Jacobian matrix. Furthermore, using the same
result, we establish conditions for certain classes of ordinary differential equations of the
form @ = f(x, 2, ), called jerk equations, and certain classes of Lorenz-Like systems do
not present chaotic behavior.

Finally, we investigate the qualitative behavior of quadratic polynomial differential
systems in R® which present the quadrics G, = z* 4+ y* — 22 + p, with p € [—1,1] as
invariant algebraic surfaces, including the study of their behavior at infinity, via Poincaré

compactification.

Keywords: Dynamical Systems, Chaotic and Nonchaotic Behavior, Invariant Algebraic

Surface.
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Capitulo 1

Introducao

Seja Rz, y, z] o anel dos polinémios nas varidveis x,y, z, com coeficientes em R.
Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem (ou sistema

diferencial) polinomial em R? definido por

&= P(z,y,z2),
y = Q(xaya Z)a (11)
2=R(z,y,2),

onde P,Q, R € Rz,y, z] e o ponto denota a derivada das varidveis z,y e z em relacao a
variavel independente t, geralmente chamada de tempo. Podemos associar naturalmente
ao sistema diferencial (1.1]) o campo vetorial em R?® dado por

0 0 0
X((L’7y, Z) = P(Jf,y, Z) % +Q(x7y7z)a_y +R($,y,2) & (12)

Definimos m = max {grau (P), grau (Q) , grau (R)} como sendo o grau do sistema
([1.1) (ou do campo vetorial (L.2))).

Sistemas diferenciais do tipo sao frequentemente estudados. Além do ponto
de vista matematico, ha aplicagoes em diversas areas do conhecimento, uma vez que mui-
tos fenomenos fisicos, bioldgicos, quimicos e provenientes das engenharias, dentre outros,
podem ser modelados matematicamente por sistemas de equacoes diferenciais polinomi-
ais. Determinar solucoes para tais sistemas é uma tarefa bastante complexa, no entanto,
o estudo qualitativo dos sistemas diferenciais pode nos ajudar a entender suas solugoes.
De fato, as solugoes dos sistemas diferenciais de grau m = 1, ou seja, sistemas diferenci-

ais lineares, sao bem compreendidas, pois sao completamente determinadas utilizando-se
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ferramentas da Algebra Linear. Porém, para m > 2 ainda ha inimeros problemas em
aberto, devido ao comportamento complexo das solugoes. Com efeito, quando estuda-
mos o espaco de fase de sistemas diferencias em R3 é comum o aparecimento de pontos
singulares, érbitas periddicas, 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas e estas, por sua vez,
podem gerar o que chamamos de comportamento cadtico das solucoes, com a ocorréncia
de orbitas quasiperiddicas, atratores estranhos, atratores cadticos entre outros fenémenos.

Uma ferramenta importante que ajuda a compreender o comportamento dinamico
das solucoes de sistemas diferenciais polinomiais da forma sao as chamadas Su-

perficies Algébricas Invariantes, que definimos a seguir.

Definicao 1.1. Seja f € Kz, y, z] um polinémio ndao localmente constante, onde K pode
ser R ou C. A superficie f(x,y,z) =0 € uma superficie algébrica invariante do sistema

(1.1) se existir um polinomio K € K[z, y, 2] tal que

:a_fp+a_f +g

X (/) ox dy 0z

R=KFf.
O polinomio K ¢ chamado de cofator da superficie algébrica invariante f = 0.

Se f = 0 é uma superficie algébrica invariante e f é um polindmio irredutivel,
entao dizemos que f = 0 é uma superficie algébrica invariante irredutivel. Por outro lado,
se o sistema diferencial tem grau n, entao o grau do cofator K é no maximo n — 1.

Em geral, encontrar superficies algébricas invariantes para sistemas diferenciais
polinomiais como é uma tarefa algébrica complexa. Apesar de nem todos os sistemas
diferenciais apresentarem superficie algébrica invariante, os que possuem tais superficies
gozam de duas propriedades interessantes. A primeira é a decomposicao do espago de
fase em regioes invariantes, e a segunda é a possivel reducao da dimensao do espacgo de
fase do sistema diferencial. Essas duas propriedades ajudam na andlise da dinamica do
sistema, uma vez que a partir delas é mais facil determinar o comportamento do fluxo do
sistema diferencial . Um sistema diferencial pode ainda ter mais de uma superficie
algébrica invariante, neste caso podemos formar uma nova superficie usando as superficies
j& conhecidas, como veremos posteriormente no Capitulo[2}, e como é enunciado no teorema
abaixo, para o caso de duas superficies algébricas invariantes (uma prova desse resultado

pode ser encontrada em [16]).

Teorema 1.1. Assuma que f e g sao polinomios relativamente primos no anel R [z, vy, z].

Entao, f =0 e g = 0 sao superficies algébricas invariantes do sistema diferencial (|1.1))
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com cofatores Ky e K,, respectivamente se, e somente se, fg = 0 é uma superficie

algébrica invariante do sistema diferencial (1.1) com cofator Ky = Ky + K.

Dentre os trabalhos relacionados ao uso de superficies algébricas invariantes no
estudo do sistema , podemos citar [31], B2, 33, 34], onde os autores fazem uso da
divisao do espaco de fase em regides invariantes e da reducao da dimensao do sistema
diferencial, por meio da restricao das equagoes as superficies encontradas, para estudar
o comportamento qualitativo dos conhecidos sistemas de Rikitake, Rabinovich, Lorenz e
Chen, respectivamente.

Outra forma de trabalhar com sistemas diferenciais que possuem superficies algébricas
invariantes é analisar o nimero maximo de superficies algébricas invariantes que um sis-
tema diferencial pode ter, como feito em [39]. Em [38], os autores determinam a forma
normal de sistemas diferenciais que apresentam hiperficies como superficies algébricas
invariantes, usando as ideias introduzidas em [17] por Galiullin, que consistem em deter-
minar sistemas diferenciais que satisfazem certas condigoes pré-estabelecidas, o que foi
chamado de problema inverso de equagoes diferenciais ordindrias. Nesta linha de pes-
quisa, em [35] os autores obtém as formas normais de sistemas diferenciais polinomiais
em R? que apresentam quédricas como superficies algébricas invariantes.

Recentemente, em [45] mostramos que é possivel usar superficies algébricas invari-
antes no estudo de sistemas diferenciais nao cadticos, apresentando uma classe de sistemas
diferenciais polinomiais quadraticos que possuem matriz jacobiana simétrica e nao exibem
comportamento cadtico. A presente tese segue nesta linha de pesquisa.

Mais precisamente, neste trabalho utilizamos superficies algébricas invariantes para
estabelecer classes de sistemas diferenciais polinomiais quadraticos, ou seja, sistemas (1.1
com m = 2, que sao nao caoticos e para estudar o comportamento qualitativo dos mesmos
em R3. O trabalho estd estruturado da seguinte forma.

No Capitulo [2] sem pretender nos alongarmos muito e nem esgotar o assunto, mas
trazendo as referéncias pertinentes, fazemos uma breve introducao historica sobre siste-
mas diferenciais continuos cadticos e nao cadticos, focando mais a atencao nestes 1ltimos,
apresentando alguns dos resultados recentes existentes na literatura. Em seguida, damos
condigoes para um sistema diferencial nao apresentar comportamento caético. Mais es-
pecificamente, utilizando superficies algébricas invariantes, enunciamos e provamos uma

condigao suficiente (mas nao necessario) que garante que um sistema diferencial polinomial
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em R? nao apresenta comportamento caético (Teorema 2.3 do Capitulo 2). Em seguida,
utilizando essa mesma condigao, damos uma resposta parcial para uma conjectura de
Zeraoulia e Sprott, apresentada em [67], na qual os autores propdem que sistemas diferen-
ciais polinomiais quadréticos tridimensionais continuos com matriz jacobiana simétrica,

que sao da forma

T = ag + a1 v + ay + asz + a2 + asy® + ag2® + arxy + agrz + agyz,
J = bo + asx + boy + b3z + La? + bsy® + bez* + 2a5xy + agrz + beyz, (1.3)
Z=co+ azr+ b3y + c3z + “—;xz + %ng + cg2? + agay + 2a6x2 + 2bgy 2,

nao apresentam comportamento cadtico. Trata-se de um problema bastante complexo,
dado o grande nimero de coeficientes (ou parametros) envolvidos no sistema diferencial
(1.3). Provamos que a conjectura é verdadeira para uma classe ampla desses sistemas,
desde que os coeficientes satisfagam certas condigdes (ver Teorema 2.4 no Capitulo 2).
Ainda no Capitulo [2| utilizando o mesmo resultado, estudamos as chamadas jerk

equations, que sao equacoes diferenciais ordinéarias de terceira ordem do tipo
T =j(x, 1), (1.4)

muito estudadas em problemas provenientes da Fisica e das Engenharias, ja que a terceira
derivada pode ser vista como a derivada da aceleracao, ver por exemplo [46], 56, [60] 66].
Equagoes do tipo jerk sao equivalentes, via a mudanga de variaveis © = y,y = 2,2 =

j(x,y, z) ao sistema diferencial (jerk system)

r=Y,
Y=z (1.5)
Z2=j(z,y,2).

No caso em que j(z,y, z) é um polinomio nas varaveis z, y, z, tal sistema é da forma .
Observamos também que sistemas cadticos conhecidos na literatura, como os sistemas
de Lorenz e Rossler, podem ser escritos como jerk systems, conforme [19 20] [70], daf
também a importancia de estudarmos comportamentos cadticos e nao caoticos desses
tipos de sistemas. No Capitulo 2], apresentamos uma classe bastante geral de jerk systems
que nao apresentam comportamento cadtico (Teorema 2.5) e, com base nesse resultado,

obtemos classes de jerk equations quadréticas com 2 e 4 termos (equivalentes a jerk systems
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com 4 e 6 termos, respectivamente) que ndo exibem comportamento cadtico, estendendo
os resultados apresentados em [43], [70} [72], com provas mais simples, baseadas no nosso
Teorema 2.3. Por fim, damos condigoes para que o jerk system estudado por Wei e co-
autores em [74] ndo apresente comportamento cadtico, complementando os resultados ali
apresentados.

Posteriormente, no Capitulo [3] investigamos sistemas do tipo

T =aar+ by + c1z + dizy,
Y = aox + boy + oz + doxz, (1.6)
z = azr + b3y + c3z + d3yz,

onde os parametros a;, b;, ¢, di € R com i = 1,...,3, conhecidos como Lorenz-
like systems, pois, sob certas condigcoes nos parametros, obtemos, a partir de , 0s
sistemas cadticos de Lorenz [41], Rabinovich [32], Chen [34], entre outros, seguindo daf
sua denominacao. Utilizando a condicao suficiente para nao caoticidade, apresentado
no Capitulo , determinamos condig¢oes sobre os parametros para que o sistema
nao apresente comportamento caético. Por fim, apresentamos condicoes para o sistema
diferencial apresentado em [2], que é um caso particular com simetrias do sistema mais
geral , ter um cone como superficie algébrica invariante e, consequentemente, nao
apresentar comportamento cadtico.

Finalmente, no Capitulo , fundamentado em [35], estudamos as classes de sistemas
diferenciais quadraticos que apresentam um hiperboloide de uma folha, um hiperboloide de
duas folhas e um cone como superficies algébricas invariantes, ou seja, sistemas diferenciais
da forma [35]

&= GpA(z,y,2) —2yD (x,y,2) — 22E (z,y, 2),
y=G,B(z,y,2)+2xD (z,y,2) + 22F (z,y, 2), (1.7)

2 =G,C(x,y,2) — 22E (z,y,2) + 2yF (2,9, 2)
onde A, B,C,D, E,F sao polinomios de grau m < 1 e G, = 2? + y*> — 22 + p, com
p € [-1,1], sendo que G, = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema ([1.7]).
Fazemos um estudo qualitativo do sistema , com o qual obtemos condicoes para que
este sistema apresente paralelos e meridianos invariantes e, consequentemente, uma classe
de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas sobre a quadrica G, = 0. Determinamos também

condicoes para a existéncia de orbitas peridédicas sobre esta quadrica, observando porém
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que nao existem ciclos limites. Por fim, estudamos o sistema na bola de Poincaré,
via compactificacao, para determinar seu comportamento global, incluindo o retrato de
fase no infinito (representado pela esfera de Poincaré S* C R?).

No Capitulo 5| apresentamos algumas consideragoes e comentarios sobre o trabalho

desenvolvido, finalizando assim o texto.
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Capitulo 2

Comportamento nao caoético de

sistemas diferenciais em R’

2.1 Sistemas caoticos

Neste capitulo, investigaremos condi¢oes para que um sistema diferencial polino-

mial do tipo

&= P(x,y,2),
y = Q(IE,Z/, Z)’ (21)
Z=R(x,y,2),

onde P, @, R € R|x,y, z|, ndo apresente comportamento cadtico. Para tanto, inicialmente
faremos um breve histérico sobre como surgiram e evoluiram os hoje chamados sistemas
diferenciais cadticos e daremos uma definicao desses objetos matematicos.

Os primeiros vestigios de caos (ou de comportamento cadtico) de solugdes de sis-
temas de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem nao lineares sao atribuidos
a Henri Poincaré [51]. Tal conceito surgiu nos estudos sobre a estabilidade do sistema
solar, no final do século XIX, quando Poincaré estudava o conhecido problema dos trés
corpos, que consiste na interagao gravitacional de trés corpos celestes, como por exemplo o
sistema Terra—Sol-Lua. Apesar de sua natureza deterministica, proveniente das equacoes
da Mecanica, Poincaré observou que pequenas perturbacoes no sistema poderiam levar
a resultados inesperados, gerando assim um fenomeno irregular e imprevisivel. Posteri-

ormente, muitos outros trabalhos relacionados a estabilidade e comportamento cadtico
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de sistemas diferenciais foram desenvolvidos, envolvendo circuitos elétricos, teoria do con-
trole e problemas de engenharia, no comego do século XX, principalmente na escola russa,
onde podemos citar os trabalhos de Birkhoff, Krylov, Pontryagin, Andronov, Lyapunov,
Kolmogorov, e também na Europa, com os trabalhos de Cartwright e Littlewood sobre a
equagao de van der Pol, entre outros (ver os livros [3], [4, [I1], que apresentam interessantes
descrigoes sobre a Histéria dos sistemas dinamicos e o caos).

Contudo foi somente em 1963, com o trabalho de E. Lorenz [41] sobre fen6menos
atmosféricos, que o estudo sobre sistemas cadticos passou a ter um grande destaque e a
despertar o interesse da sociedade cientifica. Lorenz observou que, para os valores dos
parametros s = 10,b = % e r = 28, as solugdes do sistema diferencial (conhecido como

Sistema de Lorenz)

r=s(y—ux),
y=rr—y—rz, (2.2)
z = —bz + xy,

apresentam comportamento irregular e imprevisivel, detectando numericamente a existéncia
de um conjunto atrator no espago de fase bem diferente do que se conhecia até entao (ver
Figura , hoje conhecido como atrator de Lorenz. De fato, com o advento dos com-
putadores, Lorenz observou a partir de simulagoes numéricas, que as solucoes do sistema
apresentam sensibilidade com relacao as condic¢oes iniciais, mesma caracteristica

observada por Poincaré cerca de oitenta anos antes, para o problema dos trés corpos.

z(t)

Figura 2.1: Atrator de Lorenz.

O trabalho pioneiro de Lorenz, associado aos trabalhos de Hénon e Heiles [26] e
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Chirikov e outros [14], mostrando que sistemas diferencias definidos em espagos com di-
mensao baixa poderiam apresentar comportamento imprevisivel, chamaram a atencao da
comunidade fisica para a dinamica cadtica. Apds esses trabalhos, evidéncias claras de
caos em fenomenos naturais, tal como a turbuléncia, podem ser encontradas nos escri-
tos de Ruelle, Takens e Newhouse [47, 53]. Também, alguns experimentos relativos ao
comportamento cadtico na convencao de Rayleigh-Bérnard, desenvolvidos por Libchaber,
Swinney, Gollub e Giglio, entre outros, confirmaram os resultados teoricos, reforcando
assim o interesse dos fisicos em sistemas diferenciais nao lineares. Podemos dizer que o
progresso no estudo de sistemas dinamicos cadticos e sua relagao com fenéomenos naturais
teve muitas contribuicoes de matematicos e fisicos renomados no final dos anos 60, dentre
os quais podemos citar Bowen, Feigenbaum, Ruelle, Sinai, Arnold e Smale, entre outros
[4]. Porém, o termo “caos” s6 foi utilizado para identificar tais sistemas diferenciais a
partir de 1975, com o trabalho de Li e Yorke [29].

Atualmente, s@o conhecidos iniimeros sistemas diferenciais que apresentam com-
portamento caético, dentre os mais conhecidos podemos citar Lorenz [41], Rossler [52],
Rabinovich [32], Chen-Ueta [12], entre outros. Entretanto, mesmo ap6s anos de estudo,
ainda nao existe uma defini¢cao tnica e universal de caos ou de sistemas cadticos que se
adéque a todos os problemas (ou a todos os sistemas dinamicos), isto acontece devido a es-
trutura topoldgica complexa das solucoes de sistemas que apresentam tal comportamento.
Devido a isto, varios trabalhos desenvolvidos nos tultimos anos tem buscado apresentar
uma definicao universal, que se adéque a todos os sistemas diferenciais cadticos. Nesse
sentido, Brown e Chua mencionam em [7], que existem pelo menos 9 definigoes utiliza-
das para definir “caos”, que aparecem na literatura. Tais autores afirmam, ainda, que a
relacao entre essas definigoes ¢ que em todas elas a rapida perda de informacao com o
passar do tempo e a sensibilidade com relacao as condicoes iniciais estao presentes. O
assunto é tratado por esses autores na série de artigos [7, [§, 9].

Por outro lado, Sander e Yorke afirmam em [55] que

“De fato, o caos nao pode ser adequadamente definido usando somente uma
unica definicao matemadtica, nao porque o caos € um conceito simples, mas
porque o caos tem inumeras manifestacoes em diferentes situacoes. ... Para
uma definicao ser util, a determinacao de caos depende do ponto de vista do

inwvestigador. Deve ser formulada em termos da informacao que estd disponivel
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para o cientista em questao.”

Uma das definicoes mais conhecidas e utilizada para sistemas diferenciais continuos
caéticos é devida a Devaney (ver por exemplo [75]). Para enuncia-l4, formalizaremos
alguns conceitos. Assumimos aqui que A C R? seja um conjunto compacto e invariante

pelo fluxo ¢ do sistema diferencial (2.1)), ou seja, ¢ (A) C A, Vt € R.

Definigao 2.1. O fluzo ¢, () gerado pelo sistema diferencial (2.1) € dito ter dependéncia
sensivel em relacdao as condigoes iniciais em A se existe ¢ > 0 tal que, para qualquer x € A

e qualquer vizinhanc¢a U de x, existe y € U et > 0 tal que |¢y (x) — ¢y (y) | > €, onde
Go(x) =7 edo(y) =y.

Basicamente, dizer que um sistema tem dependéncia sensivel em relacao as condigoes
iniciais, ou simplesmente ter dependéncia sensivel, é dizer que pequenas mudangas nas
condicoes iniciais do sistema podem levar a resultados inesperados, ou seja, mudancas

significativas das solugoes, em um tempo futuro.

Defini¢ao 2.2. Seja ¢ (z) o fluro gerado pelo sistema diferencial (2.1)). Um conjunto
fechado invariante A € dito ser topologicamente transitivo pelo fluzo ¢; se, para quaisquer

dois abertos U,V C A, existe t € R tal que ¢, (U) NV £ .

Geometricamente, um sistema diferencial ser topologicamente transitivo significa
que, dados dois pontos quaisquer em A existe uma Orbita do sistema que passa tao
proxima quanto se queira desses pontos. Por fim, enunciamos a definicao de sistemas

cadticos segundo Devaney (ver [75]).

Definicao 2.3. Seja A C R® um conjunto compacto e invariante pelo fluxo do sistema

diferencial (2.1)). Dizemos que A € cadtico se as sequintes condigdes sdo satisfeitas:

(1) ¢ (x) tem dependéncia sensivel em relag¢ao as condigoes iniciais em A;
(ii) ¢ (z) € topologicamente transitivo em A, e;
(1ii) as orbitas periddicas de ¢y (x) sdo densas em A.

Dizemos que um sistema diferencial continuo em R3 é cadtico se ele apresenta um
conjunto cadtico, segundo a defini¢ao acima. Por exemplo, para s = 10,0 = % er =28,0

sistema de Lorenz apresenta o atrator mostrado na Figura[2.2] que é um conjunto caético.



Capitulo 2. Comportamento nao caético de sistemas diferenciais em R3 21

Varios trabalhos foram desenvolvidos com o objetivo de se provar este resultado, dentre
os quais citamos o livro [58] e as referéncias nele contidas. Em [5] os autores mostram
a densidade das érbitas periddicas do sistema de Lorenz, para os valores de parametros
mencionados.

Como a verificacao das condicoes na Definicao [2.3|nao é tarefa facil, na maioria das
vezes, para se caracterizar o comportamento cadtico de um dado sistema, sao utilizados
métodos numéricos, como o calculo de expoentes de Lyapunov, dimensao dos atratores
cadticos (dimensao de Kaplan-Yorke) ou a construgao de diagramas de bifurcacao, com os
quais se busca, por exemplo, detectar cascatas de duplicagao de periodo, que constituem
uma das rotas para o comportamento cadtico das solugoes.

Utilizando estas ferramentas, muitos sistemas diferenciais foram considerados caéticos
na literatura, tanto sistemas estudados do ponto de vista tedrico quanto provenientes de
modelos matematicos de fendmenos naturais fisicos, quimicos ou das engenharias.

Por outro lado, o problema dual, ou seja, dado um sistema diferencial em R? da
forma (2.1 (ou sistemas mais gerais de equagoes diferenciais ordindrias), determinar sob
que condigoes esse sistema nao apresenta comportamento cadtico, foi bem menos estudado

na literatura. Trataremos desse topico na préxima secao.

2.2 Sistemas nao caoticos

Ja é conhecido da literatura que sistemas diferenciais planares continuos nao apre-
sentam comportamento cadtico, devido ao Teorema de Poincaré-Bendixson, que recorda-

mos aqui. Considere o sistema diferencial planar
(2.3)

onde f, g sao fungoes de classe C™ com r > 1 e (x,y) € R?. Vale o seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja M C R? uma regido compacta
e positivamente invariante do sistema diferencial (2.3) contendo um nimero finito de
pontos singulares. Seja p € M e considere o conjunto w-limite de p denotado por w(p).

Entao, uma das sequintes possibilidades ocorre:

(i) w(p) € um ponto singular;



Capitulo 2. Comportamento nao caético de sistemas diferenciais em R3 22

(ii) w(p) € uma orbita fechada;

(11i) w(p) consiste em um numero finito de pontos singulares py, ..., p, e drbitas requlares

v com oY) = p; ew(y) = pj.

Omitiremos a demonstracao do Teorema que pode ser encontrada em [49].
E claro que o mesmo resultado vale para conjuntos a-limite das érbitas de um sistema
diferencial planar. O Teorema de Poincaré-Bendixson é muito importante na teoria de
sistema dinamicos, pois dd uma caracterizacao definitiva do comportamento assintético
das solugoes de sistemas diferenciais planares, ou seja, quando t — oo ou t — —o0.
Existem ainda versoes do Teorema para sistemas nao planares, definidos na esfera S2,
ou em uma variedade diferenciavel de dimensao dois mais geral, como pode-se ver em
[49]. Na Figura ilustramos possiveis conjuntos w-limite das solucoes de um sistema

diferencial planar.

Figura 2.2: Alguns possiveis conjuntos w-limite de 6rbitas de sistemas diferenciais planares.

w(p) = {¢} (um ponto singular); w(p) = {7} (um ciclo limite); w(p) = {I'} (um gréfico).

Desse modo, o interesse em se determinar condigoes para que um sistema diferencial
continuo seja cadtico (ou nao cadtico) se torna interessante em espagos de fase de dimensao
maior ou igual a trésﬂ Como os sistemas lineares em R? nao podem ser cadticos, pois
suas solucoes podem ser completamente determinadas usando ferramentas da Algebra

Linear, o primeiro caso interessante de se estudar é o dos sistemas diferenciais polinomiais

'Em [10] os autores mostram que sistemas diferenciais descontinuos (ou suaves por partes) no plano
podem apresentar comportamento cadtico, o que é um resultado bastante interessante. Porém, aqui nao

trataremos deste caso, pois estamos interessados apenas em sistemas suaves.
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quadréticos em R3, isto ¢, os sistemas da forma:
T =ag+ a1x + ay + azz + asx? + a5y2 + a622 + a7xy + agrz + agyz,
¥ = by + bz + byy + b3z + byx? + bsy? + bg2? + bray + bgrz + beyz, (2.4)

Z=co+ T+ oy + 3z + cyx® + sy + c62% + crwy + sz + coyz,
onde a;, b;, c;, com i =0,...,9 sao coeficientes reais, ou parametros.

Enquanto sistemas diferenciais quadraticos que apresentam comportamento cadtico
foram muito estudados nos tltimos 50 anos, como abordado na secao anterior, a deter-
minacao de critérios ou condigoes (necessarios e/ou suficientes) para nao-caoticidade do
sistema foi bem menos abordada na literatura. De fato, dentre os trabalhos existen-
tes podemos citar os desenvolvidos por Heidel e Zhang. Em [68] tais autores provaram
que todos os sistemas diferenciais quadraticos tridimensionais dissipativos com um total
de quatro termos do lado direito nao apresentam comportamento caodtico. Posterior-
mente, em [22] os mesmos autores estenderam este resultado para os sistemas diferenciais
quadraticos conservativos, mostrando que todos os sistemas com total de quatro termos

nao apresentam comportamento cadtico, com excecao do sistema quadratico

que aparentemente também nao apresenta tal comportamento. Apesar de haver argu-
mentos numéricos que justifiquem tal afirmacgao, nenhuma prova analitica foi apresentada
até o momento, apesar da aparente simplicidade deste sistema.

Mais recentemente, Heidel e Zhang [23] obtiveram certo progresso no estudo do
comportamento nao cadtico de sistemas diferenciais polinomiais e racionais, provando um
teorema mais geral, que da condicoes suficientes para que as solugoes sejam nao cadticas.
Utilizaram tal resultado para estudar em [23] todos os possiveis sistemas diferenciais
quadraticos conservativos com cinco termos do lado direito sendo apenas um nao linear
(chamados sistemas conservativos tipo 5-1), mostrando analiticamente que todos, exceto
5 desses sistemas, sao nao caodticos. Seguindo a mesma estratégia, eles melhoraram tal
resultado e estudaram em [69] todos os possiveis sistemas diferenciais quadréticos dissi-
pativos com cinco termos do lado direito sendo apenas um nao linear (chamados sistemas
dissipativos tipo 5-1), mostrando que todos, exceto 21 deles, sdo nao cadticos.

Posteriormente, trabalhando na mesma linha de caracterizar os sistemas nao cadticos

em R3 foi mostrado em [43, [70] que todas as equacoes de terceira ordem da forma
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Z = f(z,%,%), chamadas de jerk equations, onde f é um polinémio quadratico com
no maximo dois termos, sdo nao cadticas (tais equagoes sao equivalentes a uma sub-
classe dos sistemas diferencias mais gerais dados por via a mudanca de variaveis
T =y, y = z). Outros resultados relativos ao comportamento nao caético de sistemas
diferenciais quadréticos podem ser encontrados em [71], [72]. Além disso, alguns problemas
em aberto relativos ao comportamento nao cadtico de sistemas diferenciais quadraticos
e de grau mais elevado, definidos em R?, foram apresentados e discutidos no livro [24],
publicado recentemente.

Ainda nesta linha de pesquisa, em [45] enunciamos e demonstramos uma condigao
suficiente para a nao-caoticidade de sistemas diferenciais polinomiais em R? (de qualquer
grau), utilizando superficies algébricas invariantes e invariantes de Darboux. Com base
em tal resultado, que é um dos mais importantes desta tese, classificamos uma classe
grande de sistemas diferenciais quadraticos nao cadticos com matriz jacobiana simétrica,
que sera apresentada mais adiante.

Como se trata de um resultado fundamental desta tese, que é utilizado para pro-
var varios dos resultados aqui apresentados, na proxima se¢ao enunciamos e provamos o

critério mencionado acima, tecendo também alguns comentarios pertinentes.

2.3 Condicao suficiente para nao caoticidade

Antes de enunciarmos a condi¢ao anunciada, precisamos de algumas defini¢oes e
resultados preliminares, relativos a Teoria de Integrabilidade de Darboux, que sao utili-
zados para prova-lo. Uma explanacao abrangente sobre tal teoria pode ser encontrada
em [106], 30, 40]. Como estamos interessados em sistemas do tipo , enunciaremos aqui
os resultados especificamente para este sistema, embora eles sejam validos em casos bem

mais gerais (sistemas diferenciais polinomiais de qualquer grau, definidos em R™.)

Definigao 2.4 (Integral Primeira). Seja U um subconjunto aberto de R3. Se existe uma
fun¢ao andlitica nao localmente constante H : U — R, que € constante sobre as curvas
solugoes (x(t),y(t), z2(t)) do sistema diferencial contidas em U, entdo H é chamada
uma Integral Primeira de X em U. Claramente H € uma integral primeira do sistema
diferencial se, e somente se, X(H) =0 em U, isto €,

dH O0H oH o0H
XH) = =g, P+ 5,0+ 5. 1 =0
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sobre as drbitas de X contidas em U, onde X = (P,Q, R) é o campo vetorial associado

ao sistema (2.1)).

Observe que uma superficie algébrica invariante, cuja definicao apresentamos no
Capitulo |1}, é uma integral primeira polinomial do sistema diferencial (2.1]) se o cofator

dessa superficie ¢ K = 0.

Definicao 2.5 (Invariante). Um Invariante do sistema diferencial (2.1) em um subcon-
junto aberto U de R® é uma funcdo andlitica nao localmente constante I nas varidveis

z,y,z et tal que I € constante sobre as curvas solugoes (x(t),y(t), z(t)) do sistema dife-

rencial (2.1) contidas em U, isto é

i oI o1 dl, dl

_P+a_yQ+&R+E_O

dt ~ oz
sobre as orbitas de X contidas em U.

Um invariante I pode ser visto como uma integral primeira do sistema ([2.1]) que

depende do tempo t.

Definicao 2.6 (Fator Exponencial). Sejam g,h € Kz,y, 2] \ {0} e assuma que g e h
sejam polinomios relativamente primos no anel K[z, y, z], ou que h = 1, onde K pode
ser R ou C. Entdo a fung¢io F = exp(g/h) é chamada de Fator Exponencial do sistema

diferencial (2.1) se para algum polinomio L € Kz, y, z] temos

OF OF OF
X(F)= 0_xP+ a—y@+ ER = LF.

Analogamente a superficie algébrica invariante, se o sistema tem grau n, entao
o grau do cofator L do fator exponencial é no maximo n — 1. Ainda, se L = 0 entao, F' é
uma integral primeira exponencial do sistema diferencial .

Dizemos que um invariante I de X é um Invariante de Darbouz se ele pode ser
escrito da forma

I(z,y,2z,t) = fi™. .. prpFl‘“ o Fyfae (2.5)

onde f; = 0 sao superficies algébricas invariantes de X parai = 1,...,p e os F} sao fatores
exponenciais de X para j =1,...,¢; A\j,t; € Ce s € R\ {0}. Mais precisamente, vale o

seguinte resultado
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Teorema 2.2. Suponha que o sistema diferencial polinomial (2.1) de grau m admita p
superficies algébricas invariantes irredutiveis f; = 0 com cofatores K;, parai =1,....p e
q fatores exponenciais F; com cofatores L; para j = 1,...,q. Entdo, existem oy, 3; € R

nao todos nulos tais que
p q
D ailit ) BiL;= s,
i=1 j=1

para algum s € R\ {0}, se, e somente se, a funcao real I = f‘l...f;”Flﬂl...FqueSt € um

invariante de Darboux do sistema diferencial (2.1).

Podemos construir invariantes de Darboux apenas utilizando superficies algébricas

invariantes, como é enunciado na proposicao a seguir.

Proposicao 2.1. Se f(x,y,z) = 0 € uma superficie algébrica invariante de (2.1)) com
cofator constante K = k € R\ {0}, entdo I = f (x,y,2) e é um invariante de Darbouz

do sistema diferencial (2.1)).

Demonstragao. Seja ¢(t) = (x(t),y(t), 2(t)) uma solugdo do sistema diferencial ([2.1)).

Entao, temos que

d d

SI00) = 2 [F6) e =

= [P+ BT R — ko) =

— kF(6)e ™ — kf(6(8)e = 0.

kt

Logo, segue da definicao que I = f (z,y,z)e " é um invariante de Darboux do sistema

ED. =

Estamos agora em condicoes de enunciar e provar o principal resultado desta secao.
Resultados similares a este podem ser encontrados por exemplo em [34, 37, 44], porém a
abordagem e algumas modificagoes que trazemos neste trabalho sao inéditas.

Observemos inicialmente que neste trabalho estamos considerando como cadticos
os sistemas que apresentam um conjunto cadtico (conforme a Defini¢do [2.3)), que é um
conjunto compacto e invariante, portanto um conjunto limitado em R?. Assim, solucoes
que tendem para infinito em tempo finito nao apresentam comportamento cadtico. Deste
modo, no que segue consideraremos somente solugoes completas (isto é, solugoes definidas
em R), de maneira que podemos estudar seus conjuntos « e w-limite. O objetivo é
mostrar que, sob certas condigoes, estas solugoes ou tendem para infinito ou tendem para

um conjunto que nao pode ser cadtico, quando t — Foo.
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Teorema 2.3 (Condigao Suficiente para Nao Caoticidade). Seja X o campo de vetores
associado ao sistema diferencial . Se X tem uma superficie algébrica invariante
f =0 com cofator constante K =k € R\ {0}, entdo os conjuntos a e w-limite da drbita
o, (1) = (x(t),y(t),2(t)) com ¢,(0) = p € R3, estao contidos em {f =0} US?, onde S?
representa 0s pontos no infinito de R®*. Em particular, X ndo apresenta comportamento

cadtico.

Demonstracao. Seja ¢,(t) uma 6rbita do sistema tal que ¢, (0) =p e R¥e f =0
uma superficie algébrica invariante desse sistema. Se p € {f = 0}, isto é f(p) = 0, entao
a(p),w(p) C {f =0}, pela invariancia de f = 0. Se p é um ponto singular de X, isto é
X(p) = 0, entdo ¢,(t) = p, Vt € R, logo

0= (X(p),Vf(p))=kf(p), com k#0,

donde segue que f(p) = 0 e, consequentemente p € {f = 0}. Portanto, a(p),w(p) C {f =
0}. Considere agora p € R? um ponto regular do campo de vetores X com p ¢ {f = 0}.
Como foi provado na Proposicao [2.1], se K é um cofator constante da superficie algébrica
f =0, afuncao

I (':C7 y? Z) = f ('CC’ y? Z) eikt

¢ um invariante de Darboux para o sistema ([2.1). Portanto, temos dois casos a considerar:
(i) Se k > 0, entdao a(p) C {f =0} e w(p) C S% (ii) Se k < 0, entdo a(p) C S* e
w(p) € {f =0}. Vamos demonstrar o caso (i), a demonstracao do caso (ii) é analoga.

Pela definicao de invariante de Darboux temos que

d d k]
S16,(1) = 5 [F(@p(0)e™] =0,

donde temos f (¢, (t)) e " = c ou f (¢, (t)) = ce com c € R e k > 0, para todo t € R.
Entao, considerando a sequéncia {t,} com t, — —oo, pela continuidade de f e ¢ temos
f(q) =0 onde ¢ =lim¢, (t,). Logo, ¢ € {f =0} e, consequentemente « (p) C {f = 0}.
Suponha agora que p ¢ {f =0} e ¢ € w(p). Entao, existe uma sequéncia {t,} com
t, — +oo tal que lim ¢, (t,) = ¢. Suponha que q € R3, isto é, ¢ ¢ um ponto finito em
R? (ou seja, pertence a algum conjunto compacto Q C R?). Como f(¢,(t)) = ce para
todo t € R, temos f(¢,(t,)) = ce*. Tomando o limite ¢, — +00, segue da continuidade
de f que f(q) = oo, que é uma contradi¢ao, pois ¢ € R* é um ponto finito e f é um

polinomio. Consequentemente, ¢ € S* e, portanto, w (p) C S?, onde S? representa os
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pontos do infinito de R3. Como f = 0 é uma superficie em R? e os conjuntos o e w-limite
da érbita de X por p estao contidas em f = 0 ou vao para infinito, segue que as solucoes

do campo vetorial X nao podem exibir comportamento cadtico. O

Observamos que o Teorema [2.3| contradiz a definicao de sistema diferencial caético
de Devaney, no ponto em que nao é possivel haver érbitas periddicas densas em um sistema
diferencial que apresenta uma superficie algébrica invariante com cofator constante, uma
vez que, neste caso, o espaco de fase é dividido em regioes invariantes e os conjuntos «
e w-limite estao no infinito ou estao contidos em f = 0, que é uma superficie algébrica
bi-dimensional. Por outro lado, a transitividade topoldgica também nao é possivel para
um sistema que satisfaz as hipdteses do Teorema [2.3] pois, o espago de fase do sistema é
decomposto em duas regides invariantes. Poder-se-ia argumentar também que basta um
sistema diferencial em R? possuir uma superficie algébrica invariante para que as solucoes
nao apresentem comportamento cadtico. Porém esta afirmacao nao é verdadeira. De
fato, em [27] os autores apresentam exemplos de sistemas diferenciais quadraticos em R?
com superficies algébricas invariantes formadas por pontos singulares e que apresentam
comportamento caético. Dessa forma, a hipétese do cofator ser constante é fundamental
no Teorema . De fato, em [27], os cofatores das superficies formadas por pontos
singulares sao polinémios (ndo constantes).

Outra observacao importante é que, se um sistema diferencial tem duas superficies
algébricas invariantes com cofatores constantes reais quaisquer, podemos determinar novas
superficies algébricas invariantes para esses sistemas diferenciais. De fato, sejam f; =0 e
fo = 0 superficies algébricas invariantes com cofatores k; € R e ky € R, respectivamente.
Entao, pela bilinearidade do produto interno e pela linearidade do gradiente, podemos
afirmar que f; + fo = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema diferencial com

cofator ki, desde que possamos tomar k; = ky. Com efeito,

(X, fitfa) = (X, V(fit+fo)) = (X, V)X, Vo) = ki fitkafo = ki fitki fo = ki (fit f2)-

Este fato pode ser facilmente generalizado para n superficies algébricas invariantes.
Vimos também, no Capitulo 1, que se f = 0 e g = 0 sao superficies algébricas

invariantes do sistema diferencial com cofatores Ky e K, respectivamente, entao

fg = 0 é uma superficie algébrica invariante deste sistema diferencial com cofator Ky, =

K; + K,. Assim, se K; e K, sao constantes, entao fg = 0 é uma superficies algébrica
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invariante do sistema com cofator constante. Neste caso, os conjuntos a e w-limite
das solugoes ficam contidos em f = 0, em g = 0 ou estao no infinito. De qualquer forma,
vale a condicao estabelecida no Teorema [2.3]

Usaremos o Teorema [2.3] no decorrer do texto a condi¢ao suficiente do Teorema
para a determinacao de certas classes de sistemas diferenciais polinomiais quadraticos
definidos em R? que ndo apresentam comportamento cadtico. Trabalhamos na linha
do que tem sido apresentado na literatura sobre o assunto. Utilizando essa condigao,
conseguimos determinar classes mais gerais de sistemas nao cadticos do que tem sido

apresentado nos artigos mencionados anteriormente.

2.4 Sistemas com matriz jacobiana simétrica

O estudo de sistemas diferenciais cadticos e nao caodticos, particularmente os qua-
draticos, esta diretamente relacionado ao problema de encontrar sistemas cadticos “sim-
ples” (ou os “mais simples” possivel). Observe, por exemplo que os sistemas de Lorenz [41]
e Rossler [52], j4 mencionados anteriormente, os quais apresentam comportamento caético
para certos valores dos parametros, sao quadraticos e possuem sete termos do lado direito,
sendo que o primeiro possui dois termos nao lineares e, o segundo, apenas um. Nesse sen-
tido, diz-se que o sistema de Rossler é “mais simples” que o de Lorenz. Varios estudos
nesta direcao de se obter sistemas diferenciais cadticos simples foram desenvolvidos por
J. C. Sprott, que estudou diversas classes de sistemas quadraticos com cinco e seis termos
do lado direito. De fato, em [59] o autor encontrou vdrios casos de sistemas quadraticos
cadticos com seis termos, sendo apenas um nao linear, e com cinco termos, sendo dois nao
lineares. Posteriormente, em [61], [62] foram encontrados exemplos de sistemas quadraticos
cadticos com cinco termos, sendo apenas um nao linear, que estao relacionados com os
sistemas quadraticos do tipo 5-1 estudados por Heidel e Zhang. Outros esforgos no sentido
de se determinar um sistema quadrético tri-dimensional cadtico mais simples podem ser
encontrados em [42, 60, 63]. Tais estudos deram origem ao livro Elegant Chaos: Algebrai-
cally Simple Chaotic Flows, de J. C. Sprott [64], que apresenta uma cole¢ao de sistemas
diferenciais aparentemente simples, mas que apresentam comportamento cadtico.

Neste contexto, a seguinte conjectura foi apresentada por Zeraoulia e Sprott [67]:
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“Sistemas diferenciais polinomiais tri-dimensionais quadraticos continuos
com matriz jacobiana simétrica nao podem exibir comportamento

caotico.”

Os autores afirmam que a conjectura acima foi baseada em evidéncias numéricas.
Para isto, escolheram aleatoriamente, em um sistema diferencial quadratico geral com
matriz jacobiana simétrica (que possui 19 coeficientes ou parametros - veja a frente), 10°
(ou seja, um bilhao) de combinagoes dos valores dos parametros e trés condigoes iniciais,
e calcularam os expoentes de Lyapunov (que dao uma medida de caos) para estes casos.
Verificaram que a grande maioria das solucoes sao ilimitadas e para um pequeno conjunto
dos sistemas considerados (da ordem de um por cento) as solugoes tendem para um ponto
de equilibrio. Em nenhum dos casos estudados foi encontrado sequer um expoente de
Lyapunov positivo, com um ntimero de casas significantes (maior que 0,001). Porém,
uma prova analitica para esta conjectura, que é bastante dificil dado o grande nimero de
parametros existente em tal sistema diferencial, ainda nao foi apresentada.

Nesta tese, apresentamos uma classe (grande) de sistemas diferenciais quadraticos
com matriz jacobiana simétrica que nao apresentam comportamento cadtico, dando uma
resposta parcial positiva a conjectura acima.

Um sistema diferencial quadratico que apresenta matriz jacobiana simétrica pode

ser escrito da seguinte forma:
T = ag+ a17 + agy + azz + ayx? + asy? + agz? + arry + agxrz + agyz,
Y = bo + asx + boy + bsz + La® + bsy® + bez® + 2asxy + agrz + boyz, (2.6)

i =co+ azx + bsy + c32 + LB + By? + c62% + agry + 2a622 + 2bgy>.

Neste caso o sistema depende de dezenove coeficientes (ou parametros) reais, a;, b;, ¢;, €

sua matriz jacobiana ¢ dada por:

a1 + 2a47 + ary + agz az + arx + 2a5y + agz as + agx + agy + 2agz

J(x,y,2) = | as+ arx + 2a5y + agz ba + 2bsy + 2asx + bgz b3 + agx + boy + 2bgz
a3 + agx + agy + 2agz b3 + agx + boy + 2bgz c3 + 2cz + 2agx + 2bgy
(2.7)

Podemos associar ao sistema diferencial (2.6) o campo de vetores

0 0 0
X (.T,y,Z) = Pl (.’E,y,Z) 87.% + Ql (.’L’,y,Z) aiy + Rl (.’B,y,Z) &? (28)
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onde P;, Q1 e Ry s@o os polinomios do lado direito do sistema diferencial . Denotaremos por
x? J (R?) o conjunto de todos os sistemas diferenciais polinomiais quadréticos continuos definidos
em R? com matriz jacobiana simétrica, ou seja, sistemas do tipo (2.6]).

Observamos que todos os autovalores da matriz Jacobiana sao reais, devido a si-
metria dessa matriz. Segue dai que o sistema diferencial nao pode apresentar caos do
tipo Shilnikov [75], devido a néo existéncia de érbitas homoclinicas a pontos singulares do tipo
sela-foco.

Vale o seguinte resultado.

Teorema 2.4. Todos os sistemas diferenciais polinomiais em X? J(R?’), cujos coeficientes satis-

fazem as condigoes

m3(k) [bsma (k) — 3bgmg (k)] + m3 (k) [3bsma (k) — cgms (k)]

"o m (k) |
a . b5m2 (k‘) — %bgmg (k)
5 - my (k) )
o~ bema(k) — cems (k)
6 my (k?) )
a . 2b5m% (k) + 2b6m§ (k) - 2b9m2 (k) ms (k‘)
T m (k) |
ae — bgm% (k) + 206771% (k‘) — 4bgmo (k) ms3 (/ﬂ)
C m3 (k) |
v — —2bgmg (k) + bgma (k)
9 my (k) ’
_ my (k)
cy = k + ma (k),

mi (k) = agbs — agby + ask,

mgo (k) = a1bs — agas — bsk,

ms (k) = aibs —ark — a3 — bok + k2,

my (k) = aib? — 2asasbs + a3bs — a3k — b3k,
com mq (k) ,m3 (k) # 0, ndo podem exibir comportamento cadtico.

Demonstragdo. Seja X o campo de vetores ([2.8]) associado ao sistema diferencial polinomial
(2.6) e tome os parametros a;, i = 4,...,9 e c3 (ver Apéndice satisfazendo as condicoes

dadas na hipétese do Teorema Considere entao a fungao

f(2,y,2) = ap + a1z + agy + azz, (2.9)
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com

_ _ —ma (k) _ my (k)
a1 = 1, g = —— a3 = my (k), (2.10)

. @ ms (k) Co — M2 (k) bo
W=7t ma (k) k ’

onde my(k), ma(k),ms(k) sdo as expressoes dadas nas hipéteses do Teorema Fazendo os
célculos com essas escolhas de parametros temos que f(z,y,z) = 0 é uma superficie algébrica

invariante (de fato, um plano invariante) do sistema diferencial (2.6)), ou seja, prova-se que
(X,f) = <X,Vf> =K,

com cofator constante K = k € R\ {0}. Entao, pelo Teorema segue que o sistema diferencial
(2.6) nao apresenta comportamento cadtico, uma vez que os conjuntos « e w-limite de cada 6rbita
¢p (t) com ¢,(0) =p € R3, estao contidas no plano f = 0 ou em S?, onde S? representa os pontos

do espaco R? no infinito. O
O seguinte resultado segue imediatamente do Teorema [2.4

Corolario 2.1. Seja X o campo de vetores (2.8) associado ao sistema diferencial (2.6)). Consi-
dere que os coeficientes do campo satisfazem as condi¢oes dadas no Teorema[2] Se ap =k =0

ma (0) by — mg3 (0) co
mi (0) ’

apg =

entao

f(z,y,2) = aqz + ay + asz,

€ uma integral primeira para o sistema (2.6)), onde a1, 2 e az sao dados em (A.3)). Neste caso,

o espago de fase do sistema € folheado pelos planos invariantes f(x,y,z) = ¢, com c € R.

Outra consequéncia imediata do Teorema [2.4] é a determinagao de classes de sistema

diferenciais ndo cadticos que sao conservativos ou dissipativos.

Definicao 2.7. Considere o campo vetorial associado ao sistema diferencial (2.1)). Chamamos
de Divergéncia de X a sequinte funcdo

or 0 OR
dZ’U(X):ax—FaZ?‘FaZ, V(:U,y,z)ER3.

Dizemos que o sistema diferencial polinomial (2.1) € conservativo, se div(X) = 0. E ¢é dito
dissipativo, se div(X) < 0, V (x,y,z) € R3.

Geometricamente, dizer que um sistema diferencial é conservativo significa dizer que o
volume de qualquer regiao do retrato de fase nao é alterado pelo fluxo do campo com o passar
do tempo. Analogamente, um sistema diferencial é dissipativo se o volume de qualquer regiao

do retrato de fase diminui com o tempo, tendendo a zero quando ¢ — oc.
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Corolario 2.2. Considere o sistema diferencial polinomial (2.6)) sob as condi¢oes do Teorema

e adote 0s sequintes parametros

asas + bsk be (a% -l-b%)
= L

by b2

2¢6 (a% + b%)

al =
2 9
b3

com agbs # 0. Considere o polinémio
n (k‘) = as (CL% + bg) + asbs (b2 + 2]43) .
Entao, temos os sequintes resultados:

(1) sen(k) <0 eaxbz >0, ousen(k) >0 eazbs <0, entdo o sistema diferencial polinomial

(2.6) € dissipativo e nao cadtico;

(ii) sen(k) =0 e azbs # 0, entdo o sistema diferencial polinomial (2.6 é conservativo e nao

cadtico.

Demonstragao. Considere o plano f (z,y,2) = ap + a1z + agy + agz, onde

aob3 — a2y a9

- -1 -0 __22
Qg b3k , Qa1 , Q9 , Q3 b37

com k # 0. A partir de cdlculos andlogos aos da prova do Teorema , obtemos que f(z,y,2) =0
¢ uma superficie algébrica invariante para o sistema , com cofator k € R. Segue do Teorema
que o sistema diferencial nao apresenta comportamento cadtico. E é facil verificar que,
nas condic¢oes do corolario, a divergéncia do sistema é dado por

div(X) = e

demonstrando assim as afirmagoes (i) e (ii). O

Podemos ver que o Teorema [2.4] gera uma grande classe de sistema diferenciais polino-

miais que nao apresenta comportamento cadtico, dentre esses apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. Considere o sistema diferencial polinomial

& = (6a—0b)x?+ (20 —b) 2% + 2axy + 2 (b — 4a) xz — 2ayz + 3z + y,
v = a(x?+2%) —2axz+x+2y+ 2, (2.11)
2 = (b—4a)z?+bz® —2azxy +2(2a — b) vz + 2ayz +y + 3z.

O sistema diferencial (2.11)) estd nas hipdteses do Teorema tomando-se ag = ag = by = by =
bg =cp=0,a1 =3,a9 =1,y =2,b3 =1,bg = a,cg =bek=1. E’fdcz'l ver que este sistema

tem matriz jacobiana simétrica e que o plano r—2y+z = 0 € uma superficie algébrica invariante
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deste sistema com cofator k = 1. Consequentemente, o sistema diferencial (2.11]) nao apresenta
comportamento cadtico, para todo a,b € R. Na figura (2.3)), ilustramos o comportamento deste

sistema para os valores dos parametros a = % e b=2, sobre o plano invariante.

e T T
e G R

T

Figura 2.3: Retrato de fase do sistema (2.1I) com a =1 e b= 2,

sobre o plano invariante x — 2y + z = 0.

2.5 Jerk equations

Na linha de caracterizar sistemas diferenciais ndo cadticos em R3, investigaremos agora
uma classe importante de equagoes diferenciais ordindrias de terceira ordem (ja mencionadas na

Introdugao), chamadas jerk equations, dadas por
T =j(z,x,%), (2.12)

onde o ponto denota a derivada com respeito a variavel independente ¢, e j € uma funcao de classe
C",r > 1 (usualmente chamada de fungao jerk). Estas equagoes tem sido muito abordadas na
literatura em geral, devido a sua importancia tedrica intrinseca e as suas aplicagoes em diversos
problemas fisicos.

Adotando a mudanca de coordenadas & = y, § = z, a equagao ¢é transformada em

um sistema diferencial tridimensional, chamado jerk system, da forma

j =2, (2.13)
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que é equilvalente a uma subclasse de sistemas diferenciais do tipo ([2.1]), e pode ser naturalmente

associado ao campo de vetores

0 0 0
X —r — =4 =, 2.14
(z,y,2) =x 5 T Y 9y + J(w,y,Z)az (2.14)

Do ponto de vista fisico, a derivada de terceira ordem em uma jerk equation é vista como
a derivada da aceleracao em relacdo ao tempo ¢, entao, hd um grande interesse no estudo de
equagoes como (2.12)) (ou equivalentemente, do sistema diferencial ) Podemos encontrar
aplicagoes deste tipo de sistema em robdtica, transporte, mecanica dos fluidos, entre outros.
Nesta linha, ainda h&d poucos trabalhos na literatura sobre jerk equations que nao apresentam
comportamento cadtico. Um dos primeiros estudos sobre jerk equations associados a oscilagoes
nao lineares aparece no trabalho de Moore e Spiegel [46]. Trabalhos mais recentes sobre a
dindmica cadtica de jerk equations podem ser vistos em Gouesbet [19 20], Pham [50], Sayed
[56], Sprott [60] e Vaidyanathan [66].

Por outro lado, com relagao ao estudo sobre jerk equations nao cadticas podemos citar
os trabalhos j4 mencionados de Heidel e Zhang [22] 68, [70], além de Malasoma [43] e Yang [72].

O sistema diferencial é obviamente polinomial se j(x,y,z) é um polindmio nas
varidveis x, y, z com coeficientes em R. Neste caso, o grau do sistema diferencial éo
grau de j. Tal sistema é chamado de quadratico se o grau de j é 2, cibico se o grau de j é 3,
quéartico se o grau de j é 4, e assim por diante.

O préximo resultado classifica classes de jerk equations de qualquer grau que nao apre-

sentam comportamento cadtico.

Teorema 2.5. Seja X o campo de vetores (2.14) associado ao sistema diferencial (2.13[). Con-
sidere F' € R[z,y] e k € R\ {0}, onde R[x,y] representa o anel dos polindmios nas varidveis

x,y com coeficientes em R. Se a funcio jerk j : R> — R € da forma

0 0
j =kF —y—F k— —F 2.15
() =K (2.9) =g F o)+ 2 (K= 5P @) ) (2.15)
entdo o sistema diferencial (2.13) nao apresenta comportamento cadtico.

Demonstragdo. Considere f : R® — R dada por f (x,y,2) = F (x,y) + 2. Afirmamos que f =0
é uma superficie algébrica invariante do sistema diferencial (2.13)), onde j (z,y,z) é a fungao

dada por (2.15). De fato, temos que

oF oF
(X, Vf) =(X,Vf) :y%‘i'zafy +j(z,y,2) = kF + kz = kf.

Segue dai que f = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema diferencial (2.13]) com
cofator k € R. Logo, pelo Teorema temos que o sistema diferencial (2.13)), nas condigoes da
funcao jerk (2.15]), ndo exibe comportamento cadtico. O
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Observamos que as jerk equations que satisfazem o Teorema admitem superficies
algébricas invariantes da forma F' (z,y) + z = 0, ou seja z = —F(z,y), que sao graficos da
funca@o polinomial F'(x,y). Assim, podemos dizer que, quando o grau de F ¢ 2, essas superficies
sao difeomorfas ao paraboloide hiperbdlico ou eliptico ou ao cilindro parabdlico. O Teorema [2.5
ainda garante que o grau maximo da poténcia da varidvel z é 1, ou seja, classificamos aqui jerk
equations que nao apresentam termos do tipo z™ com n > 1. Observamos ainda que se k =0, a
funcdo f : R? — R apresentada no teorema é uma integral primeira do sistema diferencial .
Por outro lado, se tomarmos a funcao jerk j como sendo quadratica, obtemos as correspondentes

integrais primeiras, como vemos no préximo teorema.

Teorema 2.6. Considere as sequintes jerk equations

T = —L;QQZQ + a1j32 + ala:ji — a2a3x + CLQ.C'U + agi + ayq, (2-16)

T = a1a32? + a13? — 2a1a97F — agazx + azd + asd + ag. (2.17)

As equagoes (2.16) e (2.17) admitem integrais primeiras polinomiais e consequentemente ndao

apresentam comportamento caotico.
Demonstragdo. Considere as seguintes funcdes fi, fo : R — R dadas por:

fi(z,y,2) = 14 2%+ 2 —2a5yz + asa1 2y + arazzy®

22 —azy®z

—2a1xyz + asasx’ + a5a3y3 — 2a4x2 — asx
+Z—§x4 + (2a4as — al) zy + (2a1a4 + asas) v%y — asy (2.18)
+%§y4 —ayz + (af + B2) 2*y? + (2a1a5 + azay) zy?

+(af =) a® + (af = F) v,

_ 2.3 .3 _2_ 3 2 2 .2 2.2
fa(z,y,2) = 3Zasa12” — Sa1y° + 2a1a27y” — 2050127y — aza3r”+

(2.19)
(a% — ag) y? + 22 + 2a0a3xy — 2a2yz — 2a0y + 2apasz + ¢,

com ¢ € R. As funcoes fi(z,y,2) e fa(z,y, z), dadas por (2.18) e (2.19), sdo integrais primeiras

do campo de vetores X associadas as jerk equations (2.16]) e (2.17)), respectivamente, uma vez

que

(X, fi) = (X, Vfi) =0,

para ¢ = 1,2. Entao, o espago de fase dessas equacoes é folheado pelas superficies algébricas

invariantes fi(x,y,z) = c1 e fa(z,y,2) = c2, com c1,c9 € R. O
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Como observado anteriormente, alguns autores classificam sistemas diferenciais polino-
miais nao cadticos de acordo com o niimero de termos do lado direito da equacao. Os sistemas
diferenciais com 4 e 5 termos foram bem estudados, como podemos ver em [22], [23], [43], [68],
[69]. Foi provado, por exemplo, que sistemas diferenciais em R3 com 4 termos ndo exibem com-
portamento cadtico (veja [43]). Também, como ji mencionado, sistemas diferenciais polinomiais
conservativos ou dissipativos com 5 termos ja foram estudados por Heidel e Zhang em [23], [69)].
Nessa linha de estudo, usando o resultado obtido no Teorema [2.5] podemos obter uma grande
classe de sistemas diferenciais polinomiais com 6 termos nao caoticos. Para isto, considere o

seguinte polindmio quadratico
F (z,y) = ao + a1z + azy + asx® + asy” + asy.
A partir deste polindmio geramos a seguinte funcao jerk conforme a equagao ([2.15))

j(z,y,2) = kagx® + (kag — as) y? + (kas — 2a3) 2y — aszz — 2a4yz+

(2.20)
kaix + (kag — a1)y + (k — a2) z + apk.
que d& origem a seguinte jerk equation
T = kasz® + (kag — as) 2% + (kas — 2a3) 13 — azwd — 20435+ (2.21)
kaix + (kaz — a1) & + (k — a2) & + apk, ‘
ou, equivalentemente, ao sistema jerk
r= 1Y,
= 2
Y (2.22)

2= kasz® + (kay — a5) y? + (kas — 2a3) vy — aswz — 2a4y2+
kaiz + (kag —a1) y + (k — a2) z + aok.

O sistema admite a funcdo, f : R* — R dada por f(x,y,2) = ag + a12 + aoy + azz? +
asy® + aszy + z, como superficie algébrica invariante, e portanto nio exibe comportamento
cadtico. Lembramos que jerk equations sao equivalentes a sistemas diferenciais tridimensionais
da forma

jj:y7 y:Z7 Z:j(:U?y?Z)?

entao a equagao jerk ¥ = j(z,&,%) com 4 termos do lado direito gera um sistema diferencial

em R3 com 6 termos.

Exemplo 2.2. Usando a equacgdo (2.21) obtemos as classes de jerk equations com 6 termos,
nao cadticos apresentadas na Tabela 2.1]
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Tabela 2.1: Classes de jerk equations nao cadticas com 6 termos

Parametros

Jerk equations nao cadticas

a0:a3:a520,a2:k

¥ = kayi® — 20458 + karz + (K2 — a1) &

a0:a3:a5:O,a1:ka2

T = kayi? — 20453 + k2agx + (k — ag) i

a3:a5:0,a2:kz,a1 :ka2

T = ]{Ia4.f2 — 2a4afc£ + k3x + aok

CLQZCLl:CLg:O

T = kayd? — 2a4@% + kagd + (k — ag) &

a1 =az=as=0,a0 =k

T = /m4jc2 — 2(14@‘@' + k‘GQ.f + aok

T = /{CL4I"2 — 2@4.TIZ’ + ka + aok’

T = /-ca4j;2 — 2@4.1".%‘ + kazi' + aok

ap=a3=a4 =0,a1 =kaz,a2 =k | ¥ = —asi®+ kasxd — aszd + k3z
ag=a1=ay=a3=a4 =0 | T =—asi?+ kaszd — asxi + ki
ap=a1=a3=a4=0,a0=Fk | T = —a5i®+ kasxi — asx® + k*%

a0:a1:a3:0,a2:k,a5:k:a4

T = kPayrd — kagwd — 20437 + k>3

ag — as :0,a1 :k‘ag,az :k,a5 :k:a4

T = k2asxd — kagxd — 2a45% + k32

apg =a1 = ag = az = 0, as = ka4 T = k:2a4a:j: — ]{5(141,‘&:‘ — 2(1412‘&1‘ + k%
k= apg = ap = az = 0 T = —a5.’i’2 — a5x§§ — 2(14{]}1’ — agji
k=ay=as=a3=0 T = —asi? — asxd — 204%F — a1 &

— — 0 _ k _ E k k:3 9.
ap = a1 =U,a2 = k,a3 = S 04,05 = Kag | T = a4:(: — aqxd — 2042 + k7T
— 0 — k _ k _ k2 kf k}3 3
ap =U,a1 = Kaz,a2 = K,a3 = 504,05 = Ka4 T = a4x — a4xd — 2042 + k°x
k2 k3
ap = a1 = ag = 0,a3 = S ag,a5 = kay T = a4$ — a4xT — 204TT + kT

ao:a4:a5:0,a2:k

T = ka3x2 — 2a3xx + kajx + (k2 — al) T

aO:a4:a5:O,a1:ka2

a4:a5:0,a1:ka2,a2:k

T = kagx? — 2as3xd + K3z + apk

aO:a1:a4:a5:0

T = kazx® — 2a3xd + kaod + (k — ag) &

a1:a4:a5:0,a2:k

T = kagx? — 2as3xd + k2& + aok

a1:a2:a4:a5:0

T = ,ICCL3$2 - 2a3:m'3 + kx + agk

k 2 . .
ap = a4 = 0,a1 = kag,az = k,a3 = 5as T = %a5x2 — asi? — aszd + K3z
an — . _ _ 0 _ E k)2
0=0a4=a1 =az=U,a3 = 5as T = a5:1: — asd? — aszd + ki
k 2
ap = a4 = ay = 0,a2 = k,a3 = 5a; m:ka5:c2—a5:c — aswd + k’%
k=ay=a1=a2=0 T = —a5i? — 20328 — asxi — 2a40F
k=ay=a5=0| T = —2a30% — 2a43% — a13 — aoi

T = —a5i? — asxd — a1k — aoF
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e utilizando a equagdo (2.16|) obtemos a Tabela cuja jerk equation € nao cadtica.

Tabela 2.2: Classes de jerk equations nao cadticas com 6 termos

Parametros Jerk equations nao cadticas

az =0 T = CL1.i?2 + a1x2 4+ a3 + aq.

Observe que, olhando para o quesito varidveis, temos um total de 209 jerk equations
diferentes de grau 2 que podem ser formadas. Logo, apresentamos 31 dessas jerk equations
com relagdo ao comportamento nao céotico, ou seja, aproximadamente 15 por cento do total.
Ainda, temos que todas as superficies algébricas invariantes apresentadas no Exemplo sao
difeomorfos a paraboloides hiperbdlicos ou elipiticos e cilindros parabdlicos, uma vez que, essas
equagoes satisfazem a expressao .

No préximo exemplo, usando o Teorema obtivemos de forma bastante simples algu-
mas das jerk equations nao cadticas obtidas por Malasoma em [43], que sao jerk equations com

4 termos.

Exemplo 2.3. Adotando a equagao (2.21) obtemos a Tabela

Tabela 2.3: Classes de jerk equations nao cadticas com 4 termos

Parametros Jerk equations nao cadticas
k=a=a2=a3=a4=0,a5=—-1 | % =3%+2i
k:a1:a3:a520,a3:—%,a2:—1 T =xt+2
k:a2:a4:a520,a3:—%,a1:—1 T =xr+x
k=ami=a=a=0a3=a4=—3 | % =uzxi+ii
k=a1=a3=a5=0,a4=—%,azz—1 T =zxz+T
k:a2:a3:a5:(),a4:—%,a1:—1 T=xi+1

Considerando a equagdo (2.16) obtemos a Tabela[2.4]

Tabela 2.4: Classes de jerk equations nao cadticas com 4 termos

Parametros Jerk equations nao cadticas

k=ay=a3=a4=0,a1 =1 'f:;kz_}_xj

Por fim, considerando a equagdo (2.16)) obtemos a Tabela



Capitulo 2. Comportamento nao caético de sistemas diferenciais em R3 40

Tabela 2.5: Classes de jerk equations nao cadticas com 4 termos

Parametros Jerk equations nao cadticas

k=ay=ax=0,a1 =a3 =1 T =424

k=ay=a3=0,a1 =1 T =32+ ag

No exemplo seguinte, associamos classes de jerk equations encontradas por Heidel, Zhang

e Le Borne em [70], com a classe determinada no Teorema

Exemplo 2.4. Em [70], os autores trabalham com algumas classes de jerk equations nao

cacticas. Dentre elas temos:

(i) bii + bod + bgz? + byd? + bswd + xi — 1 =0,
(i3) b1d + bod + bgx?® + i — 1 =0,

(iii) by + box® + 2 — zi& = 0.

A jerk equation (iii) pode ser encontrada nas jerk equations jd listadas no Exemplo . Jd para
as outras equagoes recorremos a jerk equation (2.21) na qual, para jerk equation (i) tomamos

a sequinte escolha de parametros a1 = aq = 0,a3 = %,ag = %,a5 =—1,c= —% e para a jerk

equation (ii) tomamos a1 = a4 = a5 = 0,a9 = —2bs + by, a3 = —%, k= —2b3,c= ﬁ.

Exemplo 2.5. Em [7]], 0s autores discutem a ocorréncia de caos em certos sistemas jerk em R3,
devido a existéncia de orbitas homoclinicas e heteroclinicas, combinacoes de orbitas homoclinicas
e heteroclinicas, e sem orbitas homoclinicas ou heteroclinicas. O estudo mencionado € realizado

através da andlise do sequinte sistema jerk

=z, (2.23)
% = by + baz + bga® + byy® + bszy + bez 2,

onde by, ba, b3, by, b5, b6 € R. Afim de complementar os resultados obtidos em [7])], obtivemos
condicoes sobre os parametros para que o sistema diferencial ndo apresente comporta-
mento cactico. Para isto, consideremos a sequinte escolha de parametros na equacdo jerk :
a1 = ag = ag = 0. Entao, tomando by = kag,bs = (k —az),b3 = —kas, by = bg = —az,b5 =

(kas — 2a3) no sistema diferencial (2.23)) e a fun¢ao

f(z,y,2) = a32® + aszy + a2y + z, (2.24)
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temos que a superficie f(x,y,z) = 0 € uma superficie algébrica invariante para o sistema
com cofator constante k. Nas figuras sao mostradas a superficie algébrica invariante
f(z,y,2) =0, onde f é dada por , e algumas solugoes do sistema com parametros
as = l,a3 = —%,a5 =-—-1k=2cay =1,a3 = %,a5 = —1,k = —2, que estdo contidos na

superficie f = 0.

Figura 2.4: Tlustragao de alguns possiveis retratos de fase do exemplo ([2.23).

Com os resultados anteriores, podemos classificar as jerk equations dos Teoremas [2.5] e

[2.6] como sistemas conservativos ou dissipativos.

Exemplo 2.6. Considere os sistemas jerk associados as equacdes jerk (2.16), (2.17) e (2.21)).

FEntao, temos que:
(a) a equagio (2.16) € conservativa se a; = az =0 e dissipativa se a; =0, e a3 < 0;
(b) a equagao (2.17) € conservativa se az = 0 e dissipativa se ay < 0;

(c) a equacao (2.21) € conservativa se F (x,y) = ky + q(x), onde ¢ € R [x].



Capitulo 3

Sistemas Lorenz-like e sistemas com

quadricas invariantes

Neste capitulo, estudaremos o comportamento nao cadtico de uma classe de sistemas
diferenciais quadraticos em R3 conhecida como sistemas tipo Lorenz (ou Lorenz like systems),
dada por

T =a1x + by +crz + d1yz,
Y = asx + boy + coz + doxz, (3.1)

z = asx + b3y + c3z + dszy,
onde os parametros a;, b;, ¢;, d; € R com ¢ = 1,2,3. Este tipo de sistema diferencial é
constantemente citado em trabalhos sobre sistemas diferenciais cadticos, uma vez que a partir
dele podemos gerar varios outros sistemas famosos que apresentam comportamento cadtico, tais
como os sistemas de Rabinovich [32], Chen-Ueta [12], entre outros, além do préprio sistema de
Lorenz [41], bastando para isso escolher adequadamente os parametros a;, b;, ¢;, d;.
Assim, como os outros sistemas diferenciais vistos anteriormente, podemos associar na-

turalmente ao sistema (3.1]) o campo de vetores

0 0 0
X(xaywz) = P(ZL’,y,Z) % —I—Q(x,y,z) 873/ —I—R(:U,y,z) & (32)

Usaremos durante este capitulo, o que chamamos de quadricas invariantes. Suponha que
f(z,y,2) = 0 seja uma superficie algébrica invariante do sistema diferencial (3.1)), onde f é um
polinémio de grau 2. Neste caso, dizemos que a superficie f = 0 é uma quddrica.

Estas superficies sao classificadas como quadricas nao-degeneradas (elipsoide ou esfera,
cilindro, paraboloide, hiperboloides de uma e duas folhas, cone) e quadricas degeneradas (dois
planos reais paralelos, dois planos complexos paralelos, um plano real duplo, dois planos reais

interceptando-se numa reta e um ponto real).



Capitulo 3. Sistemas Lorenz-like e sistemas com quadricas invariantes 43

Determinamos aqui condigoes para que o sistema ((3.1)) apresente uma quédrica invariante

com cofator constante e, consequentemente, nao apresente comportamento cadético.

3.1 Sistemas Lorenz-like

A seguir, obtemos algumas classes de sistemas diferenciais polinomiais da forma , ou
seja, sistemas do tipo Lorenz-like, para os quais podemos determinar funcoes f; : R — R com
1 =1,...,7 que sao superficies algébricas invariantes para essas classes de sistemas diferenciais,
com cofator constante. Deste modo, as classes determinadas nesta se¢do nao apresentam com-

portamento caético. Entao, considere o sistema diferencial (3.1) com a escolha de parametros:

e Para os parametros:

b k (2(12042 — kal) b (2@2&5 + dgag) b 1 docvy
a1 = = — Q= - = — = —Mmi1.C1 = —
1 2 27 3 2@3 s V1 2@4 » U3 9 1,¢1 2@4 )
d d d
dlz_ 20[5702: 2a17c3:k7d1:_ 20[57
Y 2044 QY

obtemos o sistema diferencial, para agay # 0

k (2a2a5+d3a3) _ daao _ d2a5

L= 5T — 200 4T 20 F T T P
J=ax+ Ly + ”?Oil z+ dayxz, (3.3)
Z= 77(2@(;3;%1)56 + Smyy + kz + dszy,

(2a2a1 05 + dzoaz + kagay)
Q304

onde, mj = e agas # 0. O sistema diferencial (3.3 admite
fi (2,9, 2) = aax + agy + asz + auz® + asy?

como superficie algébrica invariante, com cofator k£ € R.

e Para os parametros:

k k2 docuak? docsk
ag=by=bi=———,a=—_"5—c=—
2 4a2 8a2a1 4(12@1
2 .
ed = ‘ffa% , obtemos o sistema, onde kasag # 0

k. k2 doaik®  dok?

=3 4a2y 8@%042 4a% Yz

. k doka

Y = asx + Y — 432(1;2 + dQ.IZ, (3.4)

z = asx + b3y + c3z + d3zxy,
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para o qual
201 a’or

a
fa(w,y,2) =2 i T+ ay—4 2 2 + agy?

é uma superficie algébrica invariante de (3.4]), com cofator k € R\ {0}.

e Para os parametros:

k aszag kO[Q k:a3 k
ap=by=c3=,a3=— ;b1 =mo, by = ——,c1 =mg,co= —,c3=
2 (6 %) a3 2012 2
e di = mq, obtemos o sistema diferencial para asasay # 0

T = %1‘ + moy + m3z + my1yz,
. k k
= ——afg?’x +35y+ —23‘;’2: + dazz, (3.5)
- kay k d
z=azr + "=y + 52 +dzry,

(d2a3—dsa3) (2azas—dzas) 2azazas —daad . : .
onde, m; = Q4T My = Q3T g My = g O sistema diferencial
(3.5) admite

2
2 2 Q305 o
f3 (LIZ‘,y,Z) = oy + a3z + aux” + asy” — o2 z
2
como superficie algébrica invariante, com cofator k € R.
e Para os parametros:
k (1518 ) k asag b30¢3 k (dQOéQ + d3a3)
a1:—,b1:— ,b2:*,01:— ,02:—7,63:*,611:——,
2 a1 2 a1 a9 2 (65}

obtemos o sistema onde ajas # 0

. d d
T = %x_ agazy_ a3a3z_ ( 202+ 3053)
o o aq

Yz,
| — k byag
Y =agx + 3y — "2z + dauz,
z=uasxr + b3y + gz + dszy,

para o qual

Ja (.’L‘, Y, Z) = 0411,‘2 + Oé2y2 + 04322

é uma superficie algébrica invariante do sistema (3.6)), com cofator k € R.

e Para os parametros:

k: azoy d30¢2
a1203=§,b1=b3=0761=—a ,dlz—a ;
1 1

obtemos o sistema onde a; # 0
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. __ k.. azas,, _ dsag
T =gr— 42z — Byz,

U = as® + boy + coz + doxz, (3.7)

Z = asx + %z + dsxy,

para o qual

f5 (:L‘a Y, Z) = Oéll'2 + 01222

¢ uma superficie algébrica invariante do sistema (3.7)), com cofator k € R.

e Por fim, para os parametros:

asos (2azas — dsag) 2a3a5 — daan
alfb2—03—0,a2:— ,bl: 3—7b3:_a1—
a9 209004 20004
(2a3a6 + dQOéQ) 2asas + d3og
c1 = — 2 =Q—
201 2000004
ed = _%, obtemos o sistema para asay # 0

. (2azas—dsaz)  (2azagtdaas)  (deas+dzas)

T = ag 200004 Y 2004 z a1 Yz,

| — _ asa3 2azas5+dzag

Y= By o SRR, 4 doxz, (3.8)

2azas—dszas
20204

Z=a3r —m y + dszy,

onde

fo (7,9, 2) = a1@ + agy + azz + auz® + azy® + agz’

é uma integral primeira do sistema diferencial (3.8]).
Como os cofatores das superficies algébricas invariantes acima sao constantes, podemos

enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Os sistemas diferenciais polinomiais (3.3))-(3.7) nao apresentam comporta-
mento cadtico. Por outro lado, os sistemas diferenciais (3.3)), (3.5)-(3.7) admitem integral pri-
meira se k = 0. Por fim, o sistema diferencial polinomial (3.8) admite uma integral primeira e

nao apresenta comportamento caotico.

Um fato interessante de se observar é que o sistema diferencial (3.1) s6 admite um
plano como superficie algébrica invariante se d; = dy = d3 = 0, ou seja, se for linear. Abaixo

classificamos quais desses sistemas diferenciais sao conservativos ou dissipativos.

Proposicao 3.2. Considere os sistemas (3.3)), (3.4)), (3.5), (3.6), (3.7) e , entdo o0s sequin-

tes resultados sequem:
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(i) O sistema (3.3)) € dissipativo se k < 0 e conservativo se k = 0, e consequentemente s¢

serd conservativo se fi = 0 for uma integral primeira do sistema.
(17) O sistema (3.4) € dissipativo se k < —cg e conservativo se k = —cs.

(7i1) O sistema (3.5)) € dissipativo se k < 0 e conservativo se k = 0, e consequentemente sé

serd conservativo se f3 =0 for uma integral primeira do sistema.

(iv) O sistema (3.6) € dissipativo se k < 0 e conservativo se k = 0, e consequentemente s

serd conservativo se fy = 0 for uma integral primeira do sistema.
(v) O sistema (3.7)) € dissipativo se k < —by e conservativo se k = —ba.
(vi) O sistema (3.8]) é sempre conservativo.

Uma questao que pode ser colocada é como obter mais parametros livres nos sistemas
f para nao ocorréncia de comportamento cadtico das solugoes. Podemos obter mais
variaveis livres nestes sistemas, porém a partir do momento que modificamos os parametros de
um sistema, também modificamos os parametros das superficies relacionadas, pois as superficies
algébricas invariantes sao obtidas a partir dos sistemas diferenciais. Por exemplo, tomando a

o

mudanga r1 = ax,y; = [y, 21 = pz e t1 = 0t, temos que & = gajl,y = %y’l eZ= ;z’l. A partir

dai podemos, por exemplo, gerar o seguinte sistema diferencial derivado do sistema ([3.6)):

T = hiz — %y + hoz + hg%my,

Y = hax + h1y + hsz + hzzz, (3.9)

2= hrx + hgy — %z—l—hﬁyz,

onde myp = hghg — h5h6,m2 = h5h7 e ms = h3h4hg, com hi € R, 1=1...8¢e mg,h5 75 0. Note

que, f:R? = R dada por

h}th8 y2 - h7l’2,
5

f (CL’,y,Z) = h222 -

é uma superficie algébrica invariante do sistema diferencial , com cofator K5 = 2h;. Perceba
que mesmo com a mudanga de varidvel o sistema diferencial ainda apresenta o mesmo
padrao de superficie invariante.

Os sistemas diferenciais f obtidos acima podem ser adaptados para gerar sis-
temas diferenciais conhecidos na literatura, que apresentam (para certos parametros) compor-
tamento cadtico. Vamos explorar alguns deles a seguir, que sao estudados em muitos artigos e

livros, veja por exemplo [32], [33], [34] e suas referéncias.



Capitulo 3. Sistemas Lorenz-like e sistemas com quadricas invariantes 47

Sistema de Rabinovich

Um sistema estudado na literatura e que é do tipo Lorenz é o sistema de Rabinovich (ver

[32]), dado por
T =hy —viz+yz,

Y = hx — voy — zz, (3.10)

z = —v3z +xy.
com h,v,v2,v3 € R. O sistema apresenta comportamento cadtico para os parametros
v; = 4,3 = v3 =1 e h = 6,75 como podemos ver em [32]. Utilizando os sistemas diferen-
ciais da Proposicao obtemos os seguintes casos em que o sistema de Rabinovich apresenta
uma superficie algébrica invariante com cofator constante e, consequentemente, nao apresenta

comportamento cadtico:

(a) Considere o sistema diferencial (3.3) com a seguinte escolha de parametros a; = ag =
—%,dg =—-1,dg3=1,a3=1,a4 =1 e a5 = —1, logo, obtemos o sistema
i= ikr—y+yz,
y= o+ zky—az, (3.11)

z= kz+uxy,

que é um sistema diferencial do tipo (3.10)) e apresenta 2% + y? — z = 0 como superficie

algébrica invariante, com cofator constante k.

(b) Considere o sistema diferencial (3.6) com a seguinte escolha de parametros az = b3 =
0,do =—1,d3=1,a01 = —1, a2 =1 e ag = 2, obtemos assim o seguinte sistema,
T = %kx + a2y + yz,
y= asxx+zky—az, (3.12)

z= %kz%—xy,

Neste caso, o sistema apresenta —22 + y? + 222 = 0 como superficie algébrica invariante, com

cofator constante k. Alguns possiveis retratos de fase sobre essas superficies sdo mostrados nas

Figuras e



Capitulo 3. Sistemas Lorenz-like e sistemas com quadricas invariantes 48

Figura 3.2: Rabinovich caso (b).

Sistema de Chen-Ueta

Como uma subclasse do sistema diferencial (3.1)) obtemos o conhecido sistema de Chen-
Ueta (ver [34]), dado por

& =aly—x),
y=(c—a)x—cy—xz, (3.13)

Z=—bz+ xy,
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com a,b,c € R. O sistema apresenta comportamento cadtico quando adotamos os
parametros ¢ = 35,b = 3 e ¢ = 28 como podemos ver em [I2]. Pelo Teorema temos
0s seguintes casos nos quais o sistema diferencial de Chen-Ueta nao apresenta comportamento
caotico.

Considere o sistema (3.3)) com a seguinte escolha de parametros as = k,ds = 1,d3 =

—1,co=0,01 =as =a5 =0,a3 = —k,aq = 1, logo obtemos o sistema
2= kz—uay,

que apresenta z2 — kz = 0 como superficie algébrica invariante, com cofator constante k € R.

Um possivel retrato de fase deste sistema sobre a superficie é mostrado na Figura [3.3

Figura 3.3: Chen-Ueta.

Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz ja foi abordado no Capitulo [2l Tomando as condi¢bes abaixo este

nao apresenta comportamento cadtico, segundo o Teorema (3.1

(a) Considere o sistema (3.3) com a seguinte escolha de parametros a1 = ag = a5 = 0,a3 =
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k,ag=1,do = —1,ds =1,k = —2, entao obtemos o sistema
= y-—u,
y= @r-y-zz (3.15)
z= —2z+4zy.

Este sistema apresenta apresenta o cilindro parabélico z2—2z = 0 como superficie algébrica

invariante com cofator £k = —2 e ainda é do tipo (2.2]).

(b) Considere o sistema (3.6) com a seguinte escolha de parametros a3 = 0,b3 = 0,d2 =

—1l,d3=1,00 =-1,a0 =3 = ?127 k = —2, com as # 0, entao geramos o sistema
T= y—x,
Y= aT—Y— Tz, (3.16)
z= —z+4uxy.

Este sistema apresenta o cone —x? + é (y2 + 22) = 0 como superficie algébrica invariante

com cofator k € R. Alguns possiveis retratos de fase sobre essas superficies sdo mostrados

nas Figuras 3.4 e 3.5

Figura 3.4: Lorenz caso (a) Figura 3.5: Lorenz caso (b)

Na préxima secao estudamos um sistema diferencial simétrico onde, sob certas condigoes,
este apresenta comportamento cadtico. Afim de contribuir com tal trabalho, adotamos condigoes

para que tal sistema diferencial nao apresente comportamento cadtico.



Capitulo 3. Sistemas Lorenz-like e sistemas com quadricas invariantes 51

3.1.1 Sistemas com simetria D,

Em [2] os autores estudam o seguinte sistema diferencial derivado do sistema ([3.1)):

T =a1x+yz,
§ = boy + a2, (3.17)
Z = c3z — Y.

Tal sistema apresenta varios tipos de simetria, conforme apresentado em [2]. No referido traba-
lho, os autores mostram que o sistema apresenta comportamento cadtico, dependendo da
escolha dos parametros a1, by e c3. Os autores mostram que V (z,y, 2) = 22 + 32 + 222 é uma
funcao de Lyapunov para o sistema diferencial , e que se a; > 0 e by = 0 (respectivamente
a1 = 0eby > 0) afuncio Hy, (z,y,2) = 22422 (respectivamente a funcio Hy, (7,5, 2) = y>+22)
¢ um invariante de Darboux para este sistema diferencial com cofator 2. O invariante H,,
pode ser visto como uma superficie algébrica invariante obtida através do sistema diferencial
, tomando a seguinte escolha de parametros as = a3 = ¢ = 0,7 = ag = 1,doy = 1
e d3 = —1, porém com o cofator £ € R. Analogamente, o invariante Hj,, pode também ser
visto como uma superficie algébrica invariante a partir de uma mudanca de varidvel no sistema
diferencial . Mostremos que o sistema admite um cone como superficie algébrica
invariante. Para isto, considere o sistema diferencial com a seguinte escolha de parametros
as = a3 = by = 0,dy = 1,d3 = —1,a1 = —1,a9 = 2,3 = 1. Desta forma, o sistema
apresenta o cone —z? + 2y? + 22 = 0 como superficie algébrica invariante com cofator k € R, o
que completa e generaliza o resultado apresentado em [2]. Neste caso, o sistema pode ser escrito
como
T = %:c +yz,

y = %y + xz, (318)

. _ k
Z=g5z—xy,
que nao apresenta comportamento cadtico. Um esbogo do retrato de fase desse sistema é apre-

sentado na Figura [3.6
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Figura 3.6: Retrato de fase do sistema diferen-

cial (3.18).

3.2 Sistemas diferenciais com quadricas invariantes

Como j4 foi mencionado neste texto, em [35] os autores apresentam as formas normais de
sistemas diferenciais polinomiais em R3, que apresentam quédricas como superficies algébricas
invariantes, dentre as quais podemos destacar: o paraboloide hiperbdlico (y? — 22 —z = 0) e
paraboloide eliptico (y%+2%2—x = 0), o cilindro parabélico (22—x = 0) e o cone (22 +y>—22 = 0).
De fato, de acordo com [35], considerando A, B,C,D,E,F,S € Rlz,y, z], temos que a forma

normal do sistema diferencial que apresenta um paraboloide hiperbdlico invariante é dada por
T = (y2 — 22— x) A(z,y,z) —2yD (x,y,z) — 2zE (2,9, 2) ,
y=(y*—2*—2) B(z,y,2) + 22F (z,y,2) — D (2,9, 2), (3.19)
Z= (y2 — 22 —:L‘)C(a:,y,z) + 2yF (z,y,2) + FE (z,y,2) .
Note que o cofator da superficie algébrica invariante do sistema é

KPH (CC,y,Z) = 2yB (l‘,y, Z) —22C (ﬂl‘,y,Z) —A (l‘,y,Z) .

No mesmo texto, vemos que a forma normal de um sistema diferencial que apresenta um para-
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boloide eliptico invariante é dada por
T = (y2 + 22 —x) A(z,y,2z) —2yD (z,y,2) + 22E (x,y, 2) ,
y=(y*+2*—2)B(z,y,2) — 22F (z,y,2) — D (z,y,2), (3.20)
i=(y*+ 22 —2)C(z,y,2) + 2yF (z,y,2) + E (2,9, 2).
O cofator da superficie algébrica invariante, neste caso, é
Kpg (z,y,2) =2yB (z,y,2) + 22C (z,y,2) — A(z,y, 2) .

A forma normal do sistema diferencial que apresenta um cilindro parabdlico como su-

perficie algébrica invariante é dada por
T = (22 73:) A(z,y,2) 4+ 22E (z,y, 2),
y=>5(xy,2), (3.21)
i=(22—12)C(2,y,2)+ E(2,y,2).

O cofator dessa superficie invariante é

Kpc (iL‘,y,Z) =22C (xayv Z) - A(.’L’,y, Z) .

E, por fim, a forma normal de um sistema diferencial polinomial que apresenta um cone
como superficie algébrica invariante é dado por
T = (CBQ + 9% — 22) A(z,y,2) —2yD (z,y,2) — 2zF (z,y,2) + xS (x,y, 2) ,
y=(2*+y?—2%) B(z,y,2) + 22D (z,y, 2) + 22F (z,y,2) + yS (z,y,2), (3.22)
2= (22 +y* - 22) C(2,y,2) — 20E (z,y, 2) + 2yF (z,y,2) + 25 (z,y,2),
sendo que o cofator dessa superficie é

Kc (x,y,2) =2(xA(x,y,2) + yB (x,y,2) — 2C (2,y,2) + S (x,y,2)) .

Podemos associar os sistemas Lorenz-like, estudados na segdo anterior, com as formas
normais acima. De fato, podemos obter também, a partir dessas formas normais, os sistemas
Lorenz-like nao cadticos obtidos na secao anterior. Para isto, precisamos dos seguintes resultados.

De acordo com o Teorema 2.3, provado no Capitulo 2, uma condigao suficiente para que

cada um desses sistemas diferenciais nao apresente comportamento cadtico é:
A(z,y,2) = k+2yB(z,y,2) — 22C (z,y, 2)

no caso do sistema (3.19)),

A(r,y,2) =k +2yB (v,y,2) + 220 (z,y, 2)
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no caso do sistema diferencial ,
A(x,y,z) =k —22C(x,y, 2),
no caso do sistema e, por fim, para o sistema diferencial temos
S(z,y,z) =k — (zA(z,y,2) +yB(x,y,z) — 2C (x,y, 2)),

onde estamos considerando sempre k € R. Adotando esses polindmios segue que os cofatores dos

sistemas (3.19)), (3.20)), (3.21]) e (3.22) serdo sempre constantes.

Note ainda que, em alguns dos casos em que temos sistemas diferenciais com quadricas
invariantes, estudados em [35], nada podemos dizer sobre o seu comportamento nao cadtico,
uma vez que nao se pode obter condigoes sobre os cofatores para que sejam constantes, como

sao os casos dos hiperboloides de uma e duas folhas.

Assim, podemos concluir que se algum sistema diferencial do tipo (3.19)), (3.20), (3.21))

e (3.22) satisfaz as condigbes impostas acima esse sistema diferencial ndo apresentard compor-
tamento cadtico segundo o Teorema [2.3] Podemos sintetizar a discussao acima no seguinte

resultado.

Proposicao 3.3. Considere os sistemas diferenciais (3.19)), (3.20)), (3.21)) e (3.22) satisfazendo:

A(z,y,z) =k+2yB (z,y,2) — 22C (x,y, 2),

A(z,y,2) =k +2yB (z,y,2) +22C (2,9, 2),

A($7yaz) =k —2C (JZ‘,y,Z)

S(CE,y,Z) =k— (CEA(IL’,y,Z) +yB (LU,y,Z) —z2C (.T,y,Z)),

respectivamente. Entao, esses sistemas diferenciais ndo apresentam comportamento cadtico.
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Capitulo 4

Quadricas invariantes do tipo

Gp=a’+1y°>—224p

Neste capitulo, estudaremos o comportamento qualitativo de sistemas diferenciais polino-
miais que apresentam um cone, um hiperboldide de uma folha ou de duas folhas como quadricas
invariantes, ou seja, sistemas diferenciais que apresentem quadricas dadas pela imagem inversa
g1 (0) da funcdo g : R* — R, dada por g(z,y,2) = 22 + 4% — 22 + p, com p € [-1,1]. Es-
tamos interessados em estudar o comportamento do fluxo de tais sistemas diferenciais quando
mudamos o seu espago de fase, ou seja, quando variamos o parametro p no intervalo de [—1,1].
Denotaremos essas quadricas por G, = g7 1(0) = 22+ y?> — 22 + p = 0. Perceba que quando
p € [—1,0) temos um hiperboloide de uma folha, se p = 0 um cone e se p € (0, 1] um hiperboloide

de duas folhas.

4.1 Estudo qualitativo

Em [35], os autores fornecem todas as formas normais de sistemas diferenciais polino-
miais de grau arbitrario com uma quadrica como superficie algébrica invariante, em particular,
o sistemas diferenciais que apresentam Hiperboloides de uma e duas folhas como superficies

algébricas invariantes sao do tipo

& =GpA(x,y,2) —2yD (x,y,2) —22E (x,y,2),
y=GpB(x,y,2) + 22D (z,y, 2) + 22F (z,y, 2) (4.1)

z= GPC (I’,y, Z) —2zF (xayv Z) + 2yF (%97 Z) )
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onde A, B,C,D,E,F € R[z,y,2] e Gy =2*+y*—22+p =0, com p € [-1,0) ou p € (0,1]. Por
outro lado, os sistemas diferenciais que apresentam um cone como superficie algébrica invariante

sao da forma

T = GOA ($7y7 Z) - 2yD (.T,y,Z) —2zE ($7y72) + xS (.T,y,Z),
y = GOB (:anaz) +2xD (x?yv Z) +2zF (SL‘,y,Z) + yS (Q;ay? Z) ) (42)

2=GoC (z,y,z) — 2zFE (x,y,z) + 2yF (z,y,2) + 25 (z,9, 2) ,
onde A, B,C,D,E,F,S € R[z,y,z] e Go = 2% + y> — 22 = 0, com p = 0.
Note que a diferencga entre os sistemas diferenciais e é o polinémio S (z,y, 2).
Sabemos que o sistema diferencial nao admite invariante de Darboux, porém o sistema

(4.2) admite esse invariante sob a condigdo que mencionamos na proposicao abaixo.

Proposicao 4.1. O sistema diferencial (4.1)) nao admite invariante de Darbouzx, enquanto o sis-
tema diferencial (4.2]) admite invariante de Darboux se, e somente se, S (x,y,z) é um polinémio

com termo constante nao nulo.

Este resultado pode ser encontrado em [35].

Logo, a fim de determinar um sistema diferencial que tenha simultaneamente as trés
superficies invariantes tomamos o polinomio S (x,y, z) = 0. Assim, o sistema diferencial
coincide com o sistema diferencial , ou seja, o sistema diferencial apresenta as trés
superficies (cone, hiperboldide de uma e duas folhas) como superficies algébricas invariantes de-
pendendo do valor de p. Como estamos interessados em estudar o caso quadratico, consideramos

A=a€ceR,B=beR,C=ceRe
D (z,y,z) = do + dix + doy + dsz,

E(x,y,z) =eg+ e1x + ey + €32,
F(z,y,2) = fo+ fiz + foy + f32,

onde d;,e;, fi € R, para ¢ = 1,2,3. Podemos escrever o sistema diferencial (4.1) da seguinte

forma:
& = Gpa — 2y (do + dix + doy + d3z) — 2z (eg + €12 + eay + €32),

Y= pr + 2x (d() + dix + doy + dgz) + 2z (fo + fiz + foy + f32,’) , (4.3)
z= Gpc — 2z (60 +e1x + ey + 632) + 2y (f() + fl.’E + f2y + fgz) .

Naturalmente, podemos associar ao sistema (4.3) o campo de vetores:

0 0 0
X(CE,y,Z) = P($,y72) % +Q($7yvz) aiy +R(.’L’,y,2) @7 (44)
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onde P, @, R sdo os polinémios do lado direito do sistema (4.3). O grau deste campo de vetores

¢ no maximo 2.

Teorema 4.1. A quddrica G), = 0 € uma superficie algébrica invariante para o sistema diferen-

cial (4.3) para todo p € [—1,1].

Demonstracao. De fato, temos que

oG oG oG
X(Gp) = ﬁxpP+ apr+ aZpR:2(xa+yb—zc)Gp.
Logo, tomando o cofator K = 2(za + yb — zc), temos o resultado desejado. O

Como as superficies G, = 0 nao admitem um cofator constante, nao podemos dizer se
o sistema diferencial (4.3)) exibe ou nao comportamento cadtico, pois nao podemos aplicar o
método dos capitulos anteriores. Um resultado imediato, relacionado a essas superficies é em

relacdo a quando elas sdo integrais primeiras do sistema (|4.3]).

Corolario 4.1. O sistema diferencial (4.3) admite a funcdo G, como integral primeira se, e

somente se, a = b=c=0.

Por outro lado, adotando z = ++/22 + y2 + p obtemos o seguinte sistema diferencial em

R?, que corresponde a restricao de (4.3]) as superficies algébricas invariantes G, =0:

x':—2y(d0+d1x+d2yid3\/x2+y2+p)i2 $2+y2+p(60+61$+62y:|:63\/m),

(4.5)

§ =22 (do + i+ day + dy /2% + 2 +p) £ 272 + 2 +p (fo+ i+ fay + fs/2? + 7 ).

Por comodidade indicaremos 4=+/x2 +y2 +p = z;t, logo teremos ++/22 + 42 + 1 = z{ no caso
do hiperboloide de duas folhas, +1/22 4+ y2 = 2 no caso do cone e /22 +¢2 — 1 = 2%, no

caso do hiperboloide de uma folha. Chamaremos o sistema diferencial de sistema diferencial
restrito a superfice G. Indicaremos esse sistema por X|g,. Note que no caso do hiperboloide
de uma folha o sistema diferencial tem domfnio 2 + y* > 1.

Iremos agora enunciar e demonstrar alguns resultados relacionados aos sistemas diferen-
ciais , uma vez que sao sistemas que estao sobre a superficie, e assim, podemos aplicar

alguns resultados referentes a teoria de sistemas dinamicos em R2.

Teorema 4.2. Considere o sistema diferencial . Entao, para os sequintes parametros este
sistema diferencial admite uma integral primeira:

(i) do=d1 =dy =eg=e1=e3=0 ed3=TFe,

(it) do =di =dy = fo=f1=f3=0eds=Ffo,
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(m) €)= €1 = f(] = fQ = 0, f1 = €2, d1 = 2f3 € d2 = 263.
No caso (i) o sistema é Hamiltoniano e sua fun¢io Hamiltoniana H : R? — R ¢ dada
por:

H (z,y) = —dy (ac2 + y2) — % 3 (ds + e2) — 2z, (fax + e3y) . (4.6)

Demonstragao. No caso (i) temos que, para z;r (andlogo para z, ), o sistema se reduz a

@ =0, (4.7)
y=2x(—eaz)) + 22 (fo+ fiz+ foy + f32]).
Assim, H (z,y) = = é uma integral primeira do caso (i). Analogamente, H (z,y) = y é uma

integral primeira do caso (ii). J4 para (iii) basta ver que o sistema diferencial

&= =2y (do — 2fsw + 2e3y + 2d3z) ) + 22 (eay +e32,)) (4.8)

Y =2z (do — 2fsx + 2e3y + 2d3zp+) + 22;{ (621‘ + fgz;“) ,

OH OH

tem divergéncia igual a 0. Logo, © = 5 ey = o Assim, calculando as integrais em relagao
Y x

a z e y obtemos a expressao (|4.6)). O

No decorrer do texto, encontraremos muitos sistemas diferenciais que apresentam pontos
singulares nao hiperbolicos. Um método que ajuda a de