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Financiadora: Capes.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Messias.
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São José do Rio Preto, 25 de abril de 2019.



Aos meus pais



Agradecimentos
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A meu pai Donisete, minha mãe Sueli e meu irmão Guilherme pela força e o

incentivo nos momentos dif́ıceis.

Um agradecimento especial ao Prof. Dr. Marcelo Messias que foi de vital im-
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também pelo companheirismo em todos os momentos.

O presente trabalho foi realizado com o apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento

de Pessoal de Nı́vel Superior-Brasil (CAPES)-Código de Financiamento 001, à qual agradeço.
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma condição algébrica suficiente para determinar o

comportamento não caótico de sistemas diferenciais polinomiais definidos em R3. Usando

essa condição, apresentamos um resultado parcial para uma conjectura sobre a não ca-

oticidade de sistemas diferenciais polinomiais quadráticos definidos em R3 com matriz

jacobiana simétrica. Além disso, utilizando o mesmo resultado, estabelecemos condições

para que certas classes de equações diferenciais ordinárias da forma
...
x = f(x, ẋ, ẍ), co-

nhecidas como jerk equations, e certas classes de sistemas do tipo Lorenz, não apresentem

comportamento caótico.

Por fim, investigamos o comportamento qualitativo de sistemas diferenciais polino-

miais quadráticos definidos em R3 que apresentam quádricas do tipo Gp = x2+y2−z2+p,

com p ∈ [−1, 1] , como superf́ıcies algébricas invariantes, incluindo o estudo do comporta-

mento no infinito utilizando compactificação de Poincaré.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos, Comportamentos caótico e não caótico, Superf́ıcies

algébricas invariantes.



Abstract

In this work, we present a sufficient algebraic condition to determine the nonchaotic

behavior of polynomial differential systems defined in R3. Using this condition, we present

a partial positive answer for a conjecture concerning the nonchaotic behavior of quadratic

differential systems in R3 with a symmetric Jacobian matrix. Furthermore, using the same

result, we establish conditions for certain classes of ordinary differential equations of the

form
...
x = f(x, ẋ, ẍ), called jerk equations, and certain classes of Lorenz-Like systems do

not present chaotic behavior.

Finally, we investigate the qualitative behavior of quadratic polynomial differential

systems in R3 which present the quadrics Gp = x2 + y2 − z2 + p, with p ∈ [−1, 1] as

invariant algebraic surfaces, including the study of their behavior at infinity, via Poincaré

compactification.

Keywords: Dynamical Systems, Chaotic and Nonchaotic Behavior, Invariant Algebraic

Surface.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Seja R[x, y, z] o anel dos polinômios nas variáveis x, y, z, com coeficientes em R.

Considere o sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem (ou sistema

diferencial) polinomial em R3 definido por

ẋ = P (x, y, z) ,

ẏ = Q (x, y, z) , (1.1)

ż = R (x, y, z) ,

onde P,Q,R ∈ R [x, y, z] e o ponto denota a derivada das variáveis x, y e z em relação a

variável independente t, geralmente chamada de tempo. Podemos associar naturalmente

ao sistema diferencial (1.1) o campo vetorial em R3 dado por

X (x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+Q (x, y, z)

∂

∂y
+R (x, y, z)

∂

∂z
. (1.2)

Definimos m = max {grau (P ) , grau (Q) , grau (R)} como sendo o grau do sistema

(1.1) (ou do campo vetorial (1.2)).

Sistemas diferenciais do tipo (1.1) são frequentemente estudados. Além do ponto

de vista matemático, há aplicações em diversas áreas do conhecimento, uma vez que mui-

tos fenômenos f́ısicos, biológicos, qúımicos e provenientes das engenharias, dentre outros,

podem ser modelados matematicamente por sistemas de equações diferenciais polinomi-

ais. Determinar soluções para tais sistemas é uma tarefa bastante complexa, no entanto,

o estudo qualitativo dos sistemas diferenciais pode nos ajudar a entender suas soluções.

De fato, as soluções dos sistemas diferenciais de grau m = 1, ou seja, sistemas diferenci-

ais lineares, são bem compreendidas, pois são completamente determinadas utilizando-se
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ferramentas da Álgebra Linear. Porém, para m ≥ 2 ainda há inúmeros problemas em

aberto, devido ao comportamento complexo das soluções. Com efeito, quando estuda-

mos o espaço de fase de sistemas diferencias em R3 é comum o aparecimento de pontos

singulares, órbitas periódicas, órbitas homocĺınicas e heterocĺınicas e estas, por sua vez,

podem gerar o que chamamos de comportamento caótico das soluções, com a ocorrência

de órbitas quasiperiódicas, atratores estranhos, atratores caóticos entre outros fenômenos.

Uma ferramenta importante que ajuda a compreender o comportamento dinâmico

das soluções de sistemas diferenciais polinomiais da forma (1.1) são as chamadas Su-

perf́ıcies Algébricas Invariantes, que definimos a seguir.

Definição 1.1. Seja f ∈ K[x, y, z] um polinômio não localmente constante, onde K pode

ser R ou C. A superf́ıcie f(x, y, z) = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema

(1.1) se existir um polinômio K ∈ K[x, y, z] tal que

X(f) =
∂f

∂x
P +

∂f

∂y
Q+

∂f

∂z
R = Kf.

O polinômio K é chamado de cofator da superf́ıcie algébrica invariante f = 0.

Se f = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante e f é um polinômio irredut́ıvel,

então dizemos que f = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante irredut́ıvel. Por outro lado,

se o sistema diferencial (1.1) tem grau n, então o grau do cofator K é no máximo n− 1.

Em geral, encontrar superf́ıcies algébricas invariantes para sistemas diferenciais

polinomiais como (1.1) é uma tarefa algébrica complexa. Apesar de nem todos os sistemas

diferenciais apresentarem superf́ıcie algébrica invariante, os que possuem tais superf́ıcies

gozam de duas propriedades interessantes. A primeira é a decomposição do espaço de

fase em regiões invariantes, e a segunda é a posśıvel redução da dimensão do espaço de

fase do sistema diferencial. Essas duas propriedades ajudam na análise da dinâmica do

sistema, uma vez que a partir delas é mais fácil determinar o comportamento do fluxo do

sistema diferencial (1.1). Um sistema diferencial pode ainda ter mais de uma superf́ıcie

algébrica invariante, neste caso podemos formar uma nova superf́ıcie usando as superf́ıcies

já conhecidas, como veremos posteriormente no Caṕıtulo 2, e como é enunciado no teorema

abaixo, para o caso de duas superf́ıcies algébricas invariantes (uma prova desse resultado

pode ser encontrada em [16]).

Teorema 1.1. Assuma que f e g são polinômios relativamente primos no anel R [x, y, z].

Então, f = 0 e g = 0 são superf́ıcies algébricas invariantes do sistema diferencial (1.1)
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com cofatores Kf e Kg, respectivamente se, e somente se, fg = 0 é uma superf́ıcie

algébrica invariante do sistema diferencial (1.1) com cofator Kfg = Kf +Kg.

Dentre os trabalhos relacionados ao uso de superf́ıcies algébricas invariantes no

estudo do sistema (1.1), podemos citar [31, 32, 33, 34], onde os autores fazem uso da

divisão do espaço de fase em regiões invariantes e da redução da dimensão do sistema

diferencial, por meio da restrição das equações às superf́ıcies encontradas, para estudar

o comportamento qualitativo dos conhecidos sistemas de Rikitake, Rabinovich, Lorenz e

Chen, respectivamente.

Outra forma de trabalhar com sistemas diferenciais que possuem superf́ıcies algébricas

invariantes é analisar o número máximo de superf́ıcies algébricas invariantes que um sis-

tema diferencial pode ter, como feito em [39]. Em [38], os autores determinam a forma

normal de sistemas diferenciais que apresentam hiperf́ıcies como superf́ıcies algébricas

invariantes, usando as ideias introduzidas em [17] por Galiullin, que consistem em deter-

minar sistemas diferenciais que satisfazem certas condições pré-estabelecidas, o que foi

chamado de problema inverso de equações diferenciais ordinárias. Nesta linha de pes-

quisa, em [35] os autores obtém as formas normais de sistemas diferenciais polinomiais

em R3 que apresentam quádricas como superf́ıcies algébricas invariantes.

Recentemente, em [45] mostramos que é posśıvel usar superf́ıcies algébricas invari-

antes no estudo de sistemas diferenciais não caóticos, apresentando uma classe de sistemas

diferenciais polinomiais quadráticos que possuem matriz jacobiana simétrica e não exibem

comportamento caótico. A presente tese segue nesta linha de pesquisa.

Mais precisamente, neste trabalho utilizamos superf́ıcies algébricas invariantes para

estabelecer classes de sistemas diferenciais polinomiais quadráticos, ou seja, sistemas (1.1)

com m = 2, que são não caóticos e para estudar o comportamento qualitativo dos mesmos

em R3. O trabalho está estruturado da seguinte forma.

No Caṕıtulo 2, sem pretender nos alongarmos muito e nem esgotar o assunto, mas

trazendo as referências pertinentes, fazemos uma breve introdução histórica sobre siste-

mas diferenciais cont́ınuos caóticos e não caóticos, focando mais a atenção nestes últimos,

apresentando alguns dos resultados recentes existentes na literatura. Em seguida, damos

condições para um sistema diferencial não apresentar comportamento caótico. Mais es-

pecificamente, utilizando superf́ıcies algébricas invariantes, enunciamos e provamos uma

condição suficiente (mas não necessário) que garante que um sistema diferencial polinomial
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em R3 não apresenta comportamento caótico (Teorema 2.3 do Caṕıtulo 2). Em seguida,

utilizando essa mesma condição, damos uma resposta parcial para uma conjectura de

Zeraoulia e Sprott, apresentada em [67], na qual os autores propõem que sistemas diferen-

ciais polinomiais quadráticos tridimensionais cont́ınuos com matriz jacobiana simétrica,

que são da forma

ẋ = a0 + a1x+ a2y + a3z + a4x
2 + a5y

2 + a6z
2 + a7xy + a8xz + a9yz,

ẏ = b0 + a2x+ b2y + b3z + a7
2
x2 + b5y

2 + b6z
2 + 2a5xy + a9xz + b9yz,

ż = c0 + a3x+ b3y + c3z + a8
2
x2 + b9

2
y2 + c6z

2 + a9xy + 2a6xz + 2b6yz,

(1.3)

não apresentam comportamento caótico. Trata-se de um problema bastante complexo,

dado o grande número de coeficientes (ou parâmetros) envolvidos no sistema diferencial

(1.3). Provamos que a conjectura é verdadeira para uma classe ampla desses sistemas,

desde que os coeficientes satisfaçam certas condições (ver Teorema 2.4 no Caṕıtulo 2).

Ainda no Caṕıtulo 2, utilizando o mesmo resultado, estudamos as chamadas jerk

equations, que são equações diferenciais ordinárias de terceira ordem do tipo

...
x = j (x, ẋ, ẍ) , (1.4)

muito estudadas em problemas provenientes da F́ısica e das Engenharias, já que a terceira

derivada pode ser vista como a derivada da aceleração, ver por exemplo [46, 56, 60, 66].

Equações do tipo jerk são equivalentes, via a mudança de variáveis ẋ = y, ẏ = z, ż =

j(x, y, z) ao sistema diferencial (jerk system)

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = j (x, y, z) .

(1.5)

No caso em que j(x, y, z) é um polinômio nas varáveis x, y, z, tal sistema é da forma (1.1).

Observamos também que sistemas caóticos conhecidos na literatura, como os sistemas

de Lorenz e Rössler, podem ser escritos como jerk systems, conforme [19, 20, 70], dáı

também a importância de estudarmos comportamentos caóticos e não caóticos desses

tipos de sistemas. No Caṕıtulo 2, apresentamos uma classe bastante geral de jerk systems

que não apresentam comportamento caótico (Teorema 2.5) e, com base nesse resultado,

obtemos classes de jerk equations quadráticas com 2 e 4 termos (equivalentes a jerk systems
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com 4 e 6 termos, respectivamente) que não exibem comportamento caótico, estendendo

os resultados apresentados em [43, 70, 72], com provas mais simples, baseadas no nosso

Teorema 2.3. Por fim, damos condições para que o jerk system estudado por Wei e co-

autores em [74] não apresente comportamento caótico, complementando os resultados ali

apresentados.

Posteriormente, no Caṕıtulo 3, investigamos sistemas do tipo

ẋ = a1x+ b1y + c1z + d1xy,

ẏ = a2x+ b2y + c2z + d2xz,

ż = a3x+ b3y + c3z + d3yz,

(1.6)

onde os parâmetros ai, bi, ci, di ∈ R com i = 1, . . . , 3, conhecidos como Lorenz-

like systems, pois, sob certas condições nos parâmetros, obtemos, a partir de (1.6), os

sistemas caóticos de Lorenz [41], Rabinovich [32], Chen [34], entre outros, seguindo dáı

sua denominação. Utilizando a condição suficiente para não caoticidade, apresentado

no Caṕıtulo 2, determinamos condições sobre os parâmetros para que o sistema (1.6)

não apresente comportamento caótico. Por fim, apresentamos condições para o sistema

diferencial apresentado em [2], que é um caso particular com simetrias do sistema mais

geral (1.6), ter um cone como superf́ıcie algébrica invariante e, consequentemente, não

apresentar comportamento caótico.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, fundamentado em [35], estudamos as classes de sistemas

diferenciais quadráticos que apresentam um hiperboloide de uma folha, um hiperboloide de

duas folhas e um cone como superf́ıcies algébricas invariantes, ou seja, sistemas diferenciais

da forma [35]

ẋ = GpA (x, y, z)− 2yD (x, y, z)− 2zE (x, y, z) ,

ẏ = GpB (x, y, z) + 2xD (x, y, z) + 2zF (x, y, z) ,

ż = GpC (x, y, z)− 2xE (x, y, z) + 2yF (x, y, z) ,

(1.7)

onde A,B,C,D,E, F são polinômios de grau m ≤ 1 e Gp = x2 + y2 − z2 + p, com

p ∈ [−1, 1] , sendo que Gp = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (1.7).

Fazemos um estudo qualitativo do sistema (1.7), com o qual obtemos condições para que

este sistema apresente paralelos e meridianos invariantes e, consequentemente, uma classe

de órbitas homocĺınicas e heterocĺınicas sobre a quádrica Gp = 0. Determinamos também

condições para a existência de órbitas periódicas sobre esta quádrica, observando porém
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que não existem ciclos limites. Por fim, estudamos o sistema (1.7) na bola de Poincaré,

via compactificação, para determinar seu comportamento global, incluindo o retrato de

fase no infinito (representado pela esfera de Poincaré S2 ⊂ R3).

No Caṕıtulo 5, apresentamos algumas considerações e comentários sobre o trabalho

desenvolvido, finalizando assim o texto.
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Caṕıtulo 2

Comportamento não caótico de

sistemas diferenciais em R3

2.1 Sistemas caóticos

Neste caṕıtulo, investigaremos condições para que um sistema diferencial polino-

mial do tipo

ẋ = P (x, y, z) ,

ẏ = Q (x, y, z) , (2.1)

ż = R (x, y, z) ,

onde P,Q,R ∈ R[x, y, z], não apresente comportamento caótico. Para tanto, inicialmente

faremos um breve histórico sobre como surgiram e evolúıram os hoje chamados sistemas

diferenciais caóticos e daremos uma definição desses objetos matemáticos.

Os primeiros vest́ıgios de caos (ou de comportamento caótico) de soluções de sis-

temas de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem não lineares são atribúıdos

a Henri Poincaré [51]. Tal conceito surgiu nos estudos sobre a estabilidade do sistema

solar, no final do século XIX, quando Poincaré estudava o conhecido problema dos três

corpos, que consiste na interação gravitacional de três corpos celestes, como por exemplo o

sistema Terra–Sol–Lua. Apesar de sua natureza determińıstica, proveniente das equações

da Mecânica, Poincaré observou que pequenas perturbações no sistema poderiam levar

a resultados inesperados, gerando assim um fenômeno irregular e imprev́ısivel. Posteri-

ormente, muitos outros trabalhos relacionados a estabilidade e comportamento caótico
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de sistemas diferenciais foram desenvolvidos, envolvendo circuitos elétricos, teoria do con-

trole e problemas de engenharia, no começo do século XX, principalmente na escola russa,

onde podemos citar os trabalhos de Birkhoff, Krylov, Pontryagin, Andronov, Lyapunov,

Kolmogorov, e também na Europa, com os trabalhos de Cartwright e Littlewood sobre a

equação de van der Pol, entre outros (ver os livros [3, 4, 11], que apresentam interessantes

descrições sobre a História dos sistemas dinâmicos e o caos).

Contudo foi somente em 1963, com o trabalho de E. Lorenz [41] sobre fenômenos

atmosféricos, que o estudo sobre sistemas caóticos passou a ter um grande destaque e a

despertar o interesse da sociedade cientif́ıca. Lorenz observou que, para os valores dos

parâmetros s = 10, b = 8
3

e r = 28, as soluções do sistema diferencial (conhecido como

Sistema de Lorenz)

ẋ = s (y − x) ,

ẏ = rx− y − xz,

ż = −bz + xy,

(2.2)

apresentam comportamento irregular e impreviśıvel, detectando numericamente a existência

de um conjunto atrator no espaço de fase bem diferente do que se conhecia até então (ver

Figura 2.1), hoje conhecido como atrator de Lorenz. De fato, com o advento dos com-

putadores, Lorenz observou a partir de simulações numéricas, que as soluções do sistema

(2.2) apresentam sensibilidade com relação às condições iniciais, mesma caracteŕıstica

observada por Poincaré cerca de oitenta anos antes, para o problema dos três corpos.

–15
–10

–5
0

5
10

15
x(t)

–20
–10

0
10

20

y(t)

0

10

20

30

40

z(t)

Figura 2.1: Atrator de Lorenz.

O trabalho pioneiro de Lorenz, associado aos trabalhos de Hénon e Heiles [26] e
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Chirikov e outros [14], mostrando que sistemas diferencias definidos em espaços com di-

mensão baixa poderiam apresentar comportamento impreviśıvel, chamaram a atenção da

comunidade f́ısica para a dinâmica caótica. Após esses trabalhos, evidências claras de

caos em fenômenos naturais, tal como a turbulência, podem ser encontradas nos escri-

tos de Ruelle, Takens e Newhouse [47, 53]. Também, alguns experimentos relativos ao

comportamento caótico na convenção de Rayleigh-Bérnard, desenvolvidos por Libchaber,

Swinney, Gollub e Giglio, entre outros, confirmaram os resultados teóricos, reforçando

assim o interesse dos f́ısicos em sistemas diferenciais não lineares. Podemos dizer que o

progresso no estudo de sistemas dinâmicos caóticos e sua relação com fenômenos naturais

teve muitas contribuições de matemáticos e f́ısicos renomados no final dos anos 60, dentre

os quais podemos citar Bowen, Feigenbaum, Ruelle, Sinai, Arnold e Smale, entre outros

[4]. Porém, o termo “caos” só foi utilizado para identificar tais sistemas diferenciais a

partir de 1975, com o trabalho de Li e Yorke [29].

Atualmente, são conhecidos inúmeros sistemas diferenciais que apresentam com-

portamento caótico, dentre os mais conhecidos podemos citar Lorenz [41], Rossler [52],

Rabinovich [32], Chen-Ueta [12], entre outros. Entretanto, mesmo após anos de estudo,

ainda não existe uma definição única e universal de caos ou de sistemas caóticos que se

adéque a todos os problemas (ou a todos os sistemas dinâmicos), isto acontece devido a es-

trutura topológica complexa das soluções de sistemas que apresentam tal comportamento.

Devido a isto, vários trabalhos desenvolvidos nos últimos anos tem buscado apresentar

uma definição universal, que se adéque a todos os sistemas diferenciais caóticos. Nesse

sentido, Brown e Chua mencionam em [7], que existem pelo menos 9 definições utiliza-

das para definir “caos”, que aparecem na literatura. Tais autores afirmam, ainda, que a

relação entre essas definições é que em todas elas a rápida perda de informação com o

passar do tempo e a sensibilidade com relação as condições iniciais estão presentes. O

assunto é tratado por esses autores na série de artigos [7, 8, 9].

Por outro lado, Sander e Yorke afirmam em [55] que

“De fato, o caos não pode ser adequadamente definido usando somente uma

única definição matemática, não porque o caos é um conceito simples, mas

porque o caos tem inúmeras manifestações em diferentes situações. ... Para

uma definição ser útil, a determinação de caos depende do ponto de vista do

investigador. Deve ser formulada em termos da informação que está dispońıvel
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para o cientista em questão.”

Uma das definições mais conhecidas e utilizada para sistemas diferenciais cont́ınuos

caóticos é devida a Devaney (ver por exemplo [75]). Para enuncia-lá, formalizaremos

alguns conceitos. Assumimos aqui que Λ ⊂ R3 seja um conjunto compacto e invariante

pelo fluxo φ do sistema diferencial (2.1), ou seja, φt (Λ) ⊂ Λ, ∀t ∈ R.

Definição 2.1. O fluxo φt (x) gerado pelo sistema diferencial (2.1) é dito ter dependência

senśıvel em relação às condições iniciais em Λ se existe ε > 0 tal que, para qualquer x ∈ Λ

e qualquer vizinhança U de x, existe y ∈ U e t > 0 tal que |φt (x) − φt (y) | > ε, onde

φ0 (x) = x e φ0 (y) = y.

Basicamente, dizer que um sistema tem dependência senśıvel em relação às condições

iniciais, ou simplesmente ter dependência senśıvel, é dizer que pequenas mudanças nas

condições iniciais do sistema podem levar a resultados inesperados, ou seja, mudanças

significativas das soluções, em um tempo futuro.

Definição 2.2. Seja φt (x) o fluxo gerado pelo sistema diferencial (2.1). Um conjunto

fechado invariante ∆ é dito ser topologicamente transitivo pelo fluxo φt se, para quaisquer

dois abertos U, V ⊂ ∆, existe t ∈ R tal que φt (U) ∩ V 6= ∅.

Geometricamente, um sistema diferencial ser topologicamente transitivo significa

que, dados dois pontos quaisquer em ∆ existe uma órbita do sistema que passa tão

próxima quanto se queira desses pontos. Por fim, enunciamos a definição de sistemas

caóticos segundo Devaney (ver [75]).

Definição 2.3. Seja Λ ⊂ R3 um conjunto compacto e invariante pelo fluxo do sistema

diferencial (2.1). Dizemos que Λ é caótico se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) φt (x) tem dependência senśıvel em relação as condições iniciais em Λ;

(ii) φt (x) é topologicamente transitivo em Λ, e;

(iii) as órbitas periódicas de φt (x) são densas em Λ.

Dizemos que um sistema diferencial cont́ınuo em R3 é caótico se ele apresenta um

conjunto caótico, segundo a definição acima. Por exemplo, para s = 10, b = 8
3

e r = 28, o

sistema de Lorenz apresenta o atrator mostrado na Figura 2.2, que é um conjunto caótico.
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Vários trabalhos foram desenvolvidos com o objetivo de se provar este resultado, dentre

os quais citamos o livro [58] e as referências nele contidas. Em [5] os autores mostram

a densidade das órbitas periódicas do sistema de Lorenz, para os valores de parâmetros

mencionados.

Como a verificação das condições na Definição 2.3 não é tarefa fácil, na maioria das

vezes, para se caracterizar o comportamento caótico de um dado sistema, são utilizados

métodos numéricos, como o cálculo de expoentes de Lyapunov, dimensão dos atratores

caóticos (dimensão de Kaplan-Yorke) ou a construção de diagramas de bifurcação, com os

quais se busca, por exemplo, detectar cascatas de duplicação de peŕıodo, que constituem

uma das rotas para o comportamento caótico das soluções.

Utilizando estas ferramentas, muitos sistemas diferenciais foram considerados caóticos

na literatura, tanto sistemas estudados do ponto de vista teórico quanto provenientes de

modelos matemáticos de fenômenos naturais f́ısicos, qúımicos ou das engenharias.

Por outro lado, o problema dual, ou seja, dado um sistema diferencial em R3 da

forma (2.1) (ou sistemas mais gerais de equações diferenciais ordinárias), determinar sob

que condições esse sistema não apresenta comportamento caótico, foi bem menos estudado

na literatura. Trataremos desse tópico na próxima seção.

2.2 Sistemas não caóticos

Já é conhecido da literatura que sistemas diferenciais planares cont́ınuos não apre-

sentam comportamento caótico, devido ao Teorema de Poincaré-Bendixson, que recorda-

mos aqui. Considere o sistema diferencial planar

ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),
(2.3)

onde f, g são funções de classe Cr com r ≥ 1 e (x, y) ∈ R2. Vale o seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja M ⊆ R2 uma região compacta

e positivamente invariante do sistema diferencial (2.3) contendo um número finito de

pontos singulares. Seja p ∈ M e considere o conjunto ω-limite de p denotado por ω(p).

Então, uma das seguintes possibilidades ocorre:

(i) ω(p) é um ponto singular;
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(ii) ω(p) é uma órbita fechada;

(iii) ω(p) consiste em um número finito de pontos singulares p1, . . . , pn e órbitas regulares

γ com α(γ) = pi e ω(γ) = pj.

Omitiremos a demonstração do Teorema 2.1, que pode ser encontrada em [49].

É claro que o mesmo resultado vale para conjuntos α-limite das órbitas de um sistema

diferencial planar. O Teorema de Poincaré-Bendixson é muito importante na teoria de

sistema dinâmicos, pois dá uma caracterização definitiva do comportamento assintótico

das soluções de sistemas diferenciais planares, ou seja, quando t → ∞ ou t → −∞.

Existem ainda versões do Teorema 2.1 para sistemas não planares, definidos na esfera S2,

ou em uma variedade diferenciável de dimensão dois mais geral, como pode-se ver em

[49]. Na Figura 2.2 ilustramos posśıveis conjuntos ω-limite das soluções de um sistema

diferencial planar.

Figura 2.2: Alguns posśıveis conjuntos ω-limite de órbitas de sistemas diferenciais planares.

ω(p) = {q} (um ponto singular); ω(p) = {γ} (um ciclo limite); ω(p) = {Γ} (um gráfico).

Desse modo, o interesse em se determinar condições para que um sistema diferencial

cont́ınuo seja caótico (ou não caótico) se torna interessante em espaços de fase de dimensão

maior ou igual a três1. Como os sistemas lineares em R3 não podem ser caóticos, pois

suas soluções podem ser completamente determinadas usando ferramentas da Álgebra

Linear, o primeiro caso interessante de se estudar é o dos sistemas diferenciais polinomiais

1Em [10] os autores mostram que sistemas diferenciais descont́ınuos (ou suaves por partes) no plano

podem apresentar comportamento caótico, o que é um resultado bastante interessante. Porém, aqui não

trataremos deste caso, pois estamos interessados apenas em sistemas suaves.
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quadráticos em R3, isto é, os sistemas da forma:

ẋ = a0 + a1x+ a2y + a3z + a4x
2 + a5y

2 + a6z
2 + a7xy + a8xz + a9yz,

ẏ = b0 + b1x+ b2y + b3z + b4x
2 + b5y

2 + b6z
2 + b7xy + b8xz + b9yz,

ż = c0 + c1x+ c2y + c3z + c4x
2 + c5y

2 + c6z
2 + c7xy + c8xz + c9yz,

(2.4)

onde ai, bi, ci, com i = 0, . . . , 9 são coeficientes reais, ou parâmetros.

Enquanto sistemas diferenciais quadráticos que apresentam comportamento caótico

foram muito estudados nos últimos 50 anos, como abordado na seção anterior, a deter-

minação de critérios ou condições (necessários e/ou suficientes) para não-caoticidade do

sistema (2.4) foi bem menos abordada na literatura. De fato, dentre os trabalhos existen-

tes podemos citar os desenvolvidos por Heidel e Zhang. Em [68] tais autores provaram

que todos os sistemas diferenciais quadráticos tridimensionais dissipativos com um total

de quatro termos do lado direito não apresentam comportamento caótico. Posterior-

mente, em [22] os mesmos autores estenderam este resultado para os sistemas diferenciais

quadráticos conservativos, mostrando que todos os sistemas com total de quatro termos

não apresentam comportamento caótico, com exceção do sistema quadrático

ẋ = y2 − z2, ẏ = x, ż = y,

que aparentemente também não apresenta tal comportamento. Apesar de haver argu-

mentos numéricos que justifiquem tal afirmação, nenhuma prova anaĺıtica foi apresentada

até o momento, apesar da aparente simplicidade deste sistema.

Mais recentemente, Heidel e Zhang [23] obtiveram certo progresso no estudo do

comportamento não caótico de sistemas diferenciais polinomiais e racionais, provando um

teorema mais geral, que dá condições suficientes para que as soluções sejam não caóticas.

Utilizaram tal resultado para estudar em [23] todos os posśıveis sistemas diferenciais

quadráticos conservativos com cinco termos do lado direito sendo apenas um não linear

(chamados sistemas conservativos tipo 5-1), mostrando analiticamente que todos, exceto

5 desses sistemas, são não caóticos. Seguindo a mesma estratégia, eles melhoraram tal

resultado e estudaram em [69] todos os posśıveis sistemas diferenciais quadráticos dissi-

pativos com cinco termos do lado direito sendo apenas um não linear (chamados sistemas

dissipativos tipo 5-1), mostrando que todos, exceto 21 deles, são não caóticos.

Posteriormente, trabalhando na mesma linha de caracterizar os sistemas não caóticos

em R3, foi mostrado em [43, 70] que todas as equações de terceira ordem da forma
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...
z = f(z, ż, z̈), chamadas de jerk equations, onde f é um polinômio quadrático com

no máximo dois termos, são não caóticas (tais equações são equivalentes a uma sub-

classe dos sistemas diferencias mais gerais dados por (2.4) via a mudança de variáveis

ẋ = y, ẏ = z). Outros resultados relativos ao comportamento não caótico de sistemas

diferenciais quadráticos podem ser encontrados em [71, 72]. Além disso, alguns problemas

em aberto relativos ao comportamento não caótico de sistemas diferenciais quadráticos

e de grau mais elevado, definidos em R3, foram apresentados e discutidos no livro [24],

publicado recentemente.

Ainda nesta linha de pesquisa, em [45] enunciamos e demonstramos uma condição

suficiente para a não-caoticidade de sistemas diferenciais polinomiais em R3 (de qualquer

grau), utilizando superf́ıcies algébricas invariantes e invariantes de Darboux. Com base

em tal resultado, que é um dos mais importantes desta tese, classificamos uma classe

grande de sistemas diferenciais quadráticos não caóticos com matriz jacobiana simétrica,

que será apresentada mais adiante.

Como se trata de um resultado fundamental desta tese, que é utilizado para pro-

var vários dos resultados aqui apresentados, na próxima seção enunciamos e provamos o

critério mencionado acima, tecendo também alguns comentários pertinentes.

2.3 Condição suficiente para não caoticidade

Antes de enunciarmos a condição anunciada, precisamos de algumas definições e

resultados preliminares, relativos à Teoria de Integrabilidade de Darboux, que são utili-

zados para prová-lo. Uma explanação abrangente sobre tal teoria pode ser encontrada

em [16, 30, 40]. Como estamos interessados em sistemas do tipo (2.1), enunciaremos aqui

os resultados especificamente para este sistema, embora eles sejam válidos em casos bem

mais gerais (sistemas diferenciais polinomiais de qualquer grau, definidos em Rn.)

Definição 2.4 (Integral Primeira). Seja U um subconjunto aberto de R3. Se existe uma

função análitica não localmente constante H : U → R, que é constante sobre as curvas

soluções (x(t), y(t), z(t)) do sistema diferencial (2.1) contidas em U , então H é chamada

uma Integral Primeira de X em U . Claramente H é uma integral primeira do sistema

diferencial (2.1) se, e somente se, X(H) ≡ 0 em U , isto é,

X(H) =
dH

dt
=
∂H

∂x
P +

∂H

∂y
Q+

∂H

∂z
R = 0
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sobre as órbitas de X contidas em U , onde X = (P,Q,R) é o campo vetorial associado

ao sistema (2.1).

Observe que uma superf́ıcie algébrica invariante, cuja definição apresentamos no

Caṕıtulo 1, é uma integral primeira polinomial do sistema diferencial (2.1) se o cofator

dessa superf́ıcie é K ≡ 0.

Definição 2.5 (Invariante). Um Invariante do sistema diferencial (2.1) em um subcon-

junto aberto U de R3 é uma função análitica não localmente constante I nas variáveis

x, y, z e t tal que I é constante sobre as curvas soluções (x(t), y(t), z(t)) do sistema dife-

rencial (2.1) contidas em U , isto é

dI

dt
=
∂I

∂x
P +

∂I

∂y
Q+

∂I

∂z
R +

∂I

∂t
= 0

sobre as órbitas de X contidas em U .

Um invariante I pode ser visto como uma integral primeira do sistema (2.1) que

depende do tempo t.

Definição 2.6 (Fator Exponencial). Sejam g, h ∈ K[x, y, z] \ {0} e assuma que g e h

sejam polinômios relativamente primos no anel K[x, y, z], ou que h = 1, onde K pode

ser R ou C. Então a função F = exp(g/h) é chamada de Fator Exponencial do sistema

diferencial (2.1) se para algum polinômio L ∈ K[x, y, z] temos

X(F ) =
∂F

∂x
P +

∂F

∂y
Q+

∂F

∂z
R = LF.

Analogamente à superf́ıcie algébrica invariante, se o sistema (2.1) tem grau n, então

o grau do cofator L do fator exponencial é no máximo n− 1. Ainda, se L = 0 então, F é

uma integral primeira exponencial do sistema diferencial (2.1).

Dizemos que um invariante I de X é um Invariante de Darboux se ele pode ser

escrito da forma

I(x, y, z, t) = f1
λ1 . . . fp

λpF1
µ1 . . . Fq

µqest, (2.5)

onde fi = 0 são superf́ıcies algébricas invariantes de X para i = 1, . . . , p e os Fj são fatores

exponenciais de X para j = 1, . . . , q; λi, µj ∈ C e s ∈ R \ {0}. Mais precisamente, vale o

seguinte resultado
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Teorema 2.2. Suponha que o sistema diferencial polinomial (2.1) de grau m admita p

superf́ıcies algébricas invariantes irredut́ıveis fi = 0 com cofatores Ki, para i = 1, ..., p e

q fatores exponenciais Fj com cofatores Lj para j = 1, ..., q. Então, existem αi, βj ∈ R

não todos nulos tais que
p∑
i=1

αiKi +

q∑
j=1

βjLj = −s,

para algum s ∈ R \ {0}, se, e somente se, a função real I = fα1
1 ...f

αp
p F β1

1 ...F
βq
q est é um

invariante de Darboux do sistema diferencial (2.1).

Podemos construir invariantes de Darboux apenas utilizando superf́ıcies algébricas

invariantes, como é enunciado na proposição a seguir.

Proposição 2.1. Se f (x, y, z) = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante de (2.1) com

cofator constante K = k ∈ R \ {0}, então I = f (x, y, z) e−kt é um invariante de Darboux

do sistema diferencial (2.1).

Demonstração. Seja φ(t) = (x(t), y(t), z(t)) uma solução do sistema diferencial (2.1).

Então, temos que

d

dt
I(φ(t)) =

d

dt

[
f(φ(t)) e−kt

]
=

=
[
∂f
∂x
P + ∂f

∂y
Q+ ∂f

∂z
R
]
e−kt − kf(φ(t))e−kt =

= kf(φ(t))e−kt − kf(φ(t))e−kt = 0.

Logo, segue da definição que I = f (x, y, z) e−kt é um invariante de Darboux do sistema

(2.1).

Estamos agora em condições de enunciar e provar o principal resultado desta seção.

Resultados similares a este podem ser encontrados por exemplo em [34, 37, 44], porém a

abordagem e algumas modificações que trazemos neste trabalho são inéditas.

Observemos inicialmente que neste trabalho estamos considerando como caóticos

os sistemas que apresentam um conjunto caótico (conforme a Definição 2.3), que é um

conjunto compacto e invariante, portanto um conjunto limitado em R3. Assim, soluções

que tendem para infinito em tempo finito não apresentam comportamento caótico. Deste

modo, no que segue consideraremos somente soluções completas (isto é, soluções definidas

em R), de maneira que podemos estudar seus conjuntos α e ω-limite. O objetivo é

mostrar que, sob certas condições, estas soluções ou tendem para infinito ou tendem para

um conjunto que não pode ser caótico, quando t→ ±∞.
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Teorema 2.3 (Condição Suficiente para Não Caoticidade). Seja X o campo de vetores

associado ao sistema diferencial (2.1). Se X tem uma superf́ıcie algébrica invariante

f = 0 com cofator constante K = k ∈ R \ {0}, então os conjuntos α e ω-limite da órbita

φp (t) = (x (t) , y (t) , z (t)) com φp(0) = p ∈ R3, estão contidos em {f = 0} ∪ S2, onde S2

representa os pontos no infinito de R3. Em particular, X não apresenta comportamento

caótico.

Demonstração. Seja φp(t) uma órbita do sistema (2.1) tal que φp (0) = p ∈ R3 e f = 0

uma superf́ıcie algébrica invariante desse sistema. Se p ∈ {f = 0}, isto é f(p) = 0, então

α (p) , ω (p) ⊂ {f = 0}, pela invariância de f = 0. Se p é um ponto singular de X, isto é

X(p) = 0, então φp(t) = p, ∀t ∈ R, logo

0 = 〈X(p),∇f(p)〉 = kf(p), com k 6= 0,

donde segue que f(p) = 0 e, consequentemente p ∈ {f = 0}. Portanto, α(p), ω(p) ⊂ {f =

0}. Considere agora p ∈ R3 um ponto regular do campo de vetores X com p /∈ {f = 0}.

Como foi provado na Proposição 2.1, se K é um cofator constante da superf́ıcie algébrica

f = 0, a função

I (x, y, z) = f (x, y, z) e−kt

é um invariante de Darboux para o sistema (2.1). Portanto, temos dois casos a considerar:

(i) Se k > 0, então α (p) ⊂ {f = 0} e ω (p) ⊂ S2; (ii) Se k < 0, então α (p) ⊂ S2 e

ω (p) ⊂ {f = 0}. Vamos demonstrar o caso (i), a demonstração do caso (ii) é análoga.

Pela definição de invariante de Darboux temos que

d

dt
I(φp(t)) =

d

dt

[
f(φp(t))e

−kt] = 0,

donde temos f (φp (t)) e−kt = c ou f (φp (t)) = cekt com c ∈ R e k > 0, para todo t ∈ R.

Então, considerando a sequência {tn} com tn → −∞, pela continuidade de f e φ temos

f (q) = 0 onde q = limφp (tn). Logo, q ∈ {f = 0} e, consequentemente α (p) ⊂ {f = 0}.

Suponha agora que p /∈ {f = 0} e q ∈ ω (p). Então, existe uma sequência {tn} com

tn → +∞ tal que limφp (tn) = q. Suponha que q ∈ R3, isto é, q é um ponto finito em

R3 (ou seja, pertence a algum conjunto compacto Ω ⊂ R3). Como f(φp(t)) = cekt para

todo t ∈ R, temos f(φp(tn)) = cektn . Tomando o limite tn → +∞, segue da continuidade

de f que f (q) = ∞, que é uma contradição, pois q ∈ R3 é um ponto finito e f é um

polinômio. Consequentemente, q ∈ S2 e, portanto, ω (p) ⊂ S2, onde S2 representa os
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pontos do infinito de R3. Como f = 0 é uma superf́ıcie em R3 e os conjuntos α e ω-limite

da órbita de X por p estão contidas em f = 0 ou vão para infinito, segue que as soluções

do campo vetorial X não podem exibir comportamento caótico.

Observamos que o Teorema 2.3 contradiz a definição de sistema diferencial caótico

de Devaney, no ponto em que não é posśıvel haver órbitas periódicas densas em um sistema

diferencial que apresenta uma superf́ıcie algébrica invariante com cofator constante, uma

vez que, neste caso, o espaço de fase é dividido em regiões invariantes e os conjuntos α

e ω-limite estão no infinito ou estão contidos em f = 0, que é uma superf́ıcie algébrica

bi-dimensional. Por outro lado, a transitividade topológica também não é posśıvel para

um sistema que satisfaz as hipóteses do Teorema 2.3, pois, o espaço de fase do sistema é

decomposto em duas regiões invariantes. Poder-se-ia argumentar também que basta um

sistema diferencial em R3 possuir uma superf́ıcie algébrica invariante para que as soluções

não apresentem comportamento caótico. Porém esta afirmação não é verdadeira. De

fato, em [27] os autores apresentam exemplos de sistemas diferenciais quadráticos em R3

com superf́ıcies algébricas invariantes formadas por pontos singulares e que apresentam

comportamento caótico. Dessa forma, a hipótese do cofator ser constante é fundamental

no Teorema 2.3. De fato, em [27], os cofatores das superf́ıcies formadas por pontos

singulares são polinômios (não constantes).

Outra observação importante é que, se um sistema diferencial tem duas superf́ıcies

algébricas invariantes com cofatores constantes reais quaisquer, podemos determinar novas

superf́ıcies algébricas invariantes para esses sistemas diferenciais. De fato, sejam f1 = 0 e

f2 = 0 superf́ıcies algébricas invariantes com cofatores k1 ∈ R e k2 ∈ R, respectivamente.

Então, pela bilinearidade do produto interno e pela linearidade do gradiente, podemos

afirmar que f1 + f2 = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema diferencial com

cofator k1, desde que possamos tomar k1 = k2. Com efeito,

(X, f1+f2) = 〈X,∇(f1+f2)〉 = 〈X,∇f1〉+〈X,∇f2〉 = k1f1+k2f2 = k1f1+k1f2 = k1(f1+f2).

Este fato pode ser facilmente generalizado para n superf́ıcies algébricas invariantes.

Vimos também, no Caṕıtulo 1, que se f = 0 e g = 0 são superf́ıcies algébricas

invariantes do sistema diferencial (2.1) com cofatores Kf e Kg, respectivamente, então

fg = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante deste sistema diferencial com cofator Kfg =

Kf + Kg. Assim, se Kf e Kg são constantes, então fg = 0 é uma superf́ıcies algébrica
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invariante do sistema (2.1) com cofator constante. Neste caso, os conjuntos α e ω-limite

das soluções ficam contidos em f = 0, em g = 0 ou estão no infinito. De qualquer forma,

vale a condição estabelecida no Teorema 2.3.

Usaremos o Teorema 2.3 no decorrer do texto a condição suficiente do Teorema

2.3 para a determinação de certas classes de sistemas diferenciais polinomiais quadráticos

definidos em R3 que não apresentam comportamento caótico. Trabalhamos na linha

do que tem sido apresentado na literatura sobre o assunto. Utilizando essa condição,

conseguimos determinar classes mais gerais de sistemas não caóticos do que tem sido

apresentado nos artigos mencionados anteriormente.

2.4 Sistemas com matriz jacobiana simétrica

O estudo de sistemas diferenciais caóticos e não caóticos, particularmente os qua-

dráticos, está diretamente relacionado ao problema de encontrar sistemas caóticos “sim-

ples” (ou os “mais simples” posśıvel). Observe, por exemplo que os sistemas de Lorenz [41]

e Rössler [52], já mencionados anteriormente, os quais apresentam comportamento caótico

para certos valores dos parâmetros, são quadráticos e possuem sete termos do lado direito,

sendo que o primeiro possui dois termos não lineares e, o segundo, apenas um. Nesse sen-

tido, diz-se que o sistema de Rössler é “mais simples” que o de Lorenz. Vários estudos

nesta direção de se obter sistemas diferenciais caóticos simples foram desenvolvidos por

J. C. Sprott, que estudou diversas classes de sistemas quadráticos com cinco e seis termos

do lado direito. De fato, em [59] o autor encontrou vários casos de sistemas quadráticos

caóticos com seis termos, sendo apenas um não linear, e com cinco termos, sendo dois não

lineares. Posteriormente, em [61, 62] foram encontrados exemplos de sistemas quadráticos

caóticos com cinco termos, sendo apenas um não linear, que estão relacionados com os

sistemas quadráticos do tipo 5-1 estudados por Heidel e Zhang. Outros esforços no sentido

de se determinar um sistema quadrático tri-dimensional caótico mais simples podem ser

encontrados em [42, 60, 63]. Tais estudos deram origem ao livro Elegant Chaos: Algebrai-

cally Simple Chaotic Flows, de J. C. Sprott [64], que apresenta uma coleção de sistemas

diferenciais aparentemente simples, mas que apresentam comportamento caótico.

Neste contexto, a seguinte conjectura foi apresentada por Zeraoulia e Sprott [67]:



Caṕıtulo 2. Comportamento não caótico de sistemas diferenciais em R3 30

“Sistemas diferenciais polinomiais tri-dimensionais quadráticos cont́ınuos

com matriz jacobiana simétrica não podem exibir comportamento

caótico.”

Os autores afirmam que a conjectura acima foi baseada em evidências numéricas.

Para isto, escolheram aleatoriamente, em um sistema diferencial quadrático geral com

matriz jacobiana simétrica (que possui 19 coeficientes ou parâmetros - veja a frente), 109

(ou seja, um bilhão) de combinações dos valores dos parâmetros e três condições iniciais,

e calcularam os expoentes de Lyapunov (que dão uma medida de caos) para estes casos.

Verificaram que a grande maioria das soluções são ilimitadas e para um pequeno conjunto

dos sistemas considerados (da ordem de um por cento) as soluções tendem para um ponto

de equiĺıbrio. Em nenhum dos casos estudados foi encontrado sequer um expoente de

Lyapunov positivo, com um número de casas significantes (maior que 0,001). Porém,

uma prova anaĺıtica para esta conjectura, que é bastante dif́ıcil dado o grande número de

parâmetros existente em tal sistema diferencial, ainda não foi apresentada.

Nesta tese, apresentamos uma classe (grande) de sistemas diferenciais quadráticos

com matriz jacobiana simétrica que não apresentam comportamento caótico, dando uma

resposta parcial positiva à conjectura acima.

Um sistema diferencial quadrático que apresenta matriz jacobiana simétrica pode

ser escrito da seguinte forma:

ẋ = a0 + a1x+ a2y + a3z + a4x
2 + a5y

2 + a6z
2 + a7xy + a8xz + a9yz,

ẏ = b0 + a2x+ b2y + b3z + a7
2
x2 + b5y

2 + b6z
2 + 2a5xy + a9xz + b9yz,

ż = c0 + a3x+ b3y + c3z + a8
2
x2 + b9

2
y2 + c6z

2 + a9xy + 2a6xz + 2b6yz.

(2.6)

Neste caso o sistema depende de dezenove coeficientes (ou parâmetros) reais, ai, bi, ci, e

sua matriz jacobiana é dada por:

J(x, y, z) =


a1 + 2a4x+ a7y + a8z a2 + a7x+ 2a5y + a9z a3 + a8x+ a9y + 2a6z

a2 + a7x+ 2a5y + a9z b2 + 2b5y + 2a5x+ b9z b3 + a9x+ b9y + 2b6z

a3 + a8x+ a9y + 2a6z b3 + a9x+ b9y + 2b6z c3 + 2c6z + 2a6x+ 2b6y

 .

(2.7)

Podemos associar ao sistema diferencial (2.6) o campo de vetores

X (x, y, z) = P1 (x, y, z)
∂

∂x
+Q1 (x, y, z)

∂

∂y
+R1 (x, y, z)

∂

∂z
, (2.8)
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onde P1, Q1 e R1 são os polinômios do lado direito do sistema diferencial (2.6). Denotaremos por

χ2
sJ(R3) o conjunto de todos os sistemas diferenciais polinomiais quadráticos cont́ınuos definidos

em R3 com matriz jacobiana simétrica, ou seja, sistemas do tipo (2.6).

Observamos que todos os autovalores da matriz Jacobiana (2.7) são reais, devido à si-

metria dessa matriz. Segue dáı que o sistema diferencial (2.6) não pode apresentar caos do

tipo Shilnikov [75], devido a não existência de órbitas homocĺınicas a pontos singulares do tipo

sela-foco.

Vale o seguinte resultado.

Teorema 2.4. Todos os sistemas diferenciais polinomiais em χ2
sJ(R3), cujos coeficientes satis-

fazem as condições

a4 =
m2

2(k)
[
b5m2 (k)− 3

2b9m3 (k)
]

+m2
3 (k) [3b6m2 (k)− c6m3 (k)]

m3
1 (k)

,

a5 =
b5m2 (k)− 1

2b9m3 (k)

m1 (k)
,

a6 =
b6m2 (k)− c6m3 (k)

m1 (k)
,

a7 =
2b5m

2
2 (k) + 2b6m

2
3 (k)− 2b9m2 (k)m3 (k)

m2
1 (k)

,

a8 =
b9m

2
2 (k) + 2c6m

2
3 (k)− 4b6m2 (k)m3 (k)

m2
1 (k)

,

a9 =
−2b6m3 (k) + b9m2 (k)

m1 (k)
,

c3 = k +
m4 (k)

m3 (k)
,

onde a0, a1, a2, a3, b0, b2, b3, b5, b6, b9, c0, c6 ∈ R, k ∈ R \ {0} e

m1 (k) = a2b3 − a3b2 + a3k,

m2 (k) = a1b3 − a2a3 − b3k,

m3 (k) = a1b2 − a1k − a22 − b2k + k2,

m4 (k) = a1b
2
3 − 2a2a3b3 + a23b2 − a23k − b23k,

com m1 (k) ,m3 (k) 6= 0, não podem exibir comportamento caótico.

Demonstração. Seja X o campo de vetores (2.8) associado ao sistema diferencial polinomial

(2.6) e tome os parâmetros ai, i = 4, . . . , 9 e c3 (ver Apêndice A) satisfazendo as condições

dadas na hipótese do Teorema 2.4. Considere então a função

f (x, y, z) = α0 + α1x+ α2y + α3z, (2.9)
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com

α0 =
a0
k

+
m3 (k) c0 −m2 (k) b0

m1 (k) k
, α1 = 1, α2 =

−m2 (k)

m1 (k)
, α3 =

m3 (k)

m1 (k)
, (2.10)

onde m1(k),m2(k),m3(k) são as expressões dadas nas hipóteses do Teorema 2.4. Fazendo os

cálculos com essas escolhas de parâmetros temos que f(x, y, z) = 0 é uma superf́ıcie algébrica

invariante (de fato, um plano invariante) do sistema diferencial (2.6), ou seja, prova-se que

(X, f) = 〈X,∇f〉 = Kf,

com cofator constante K = k ∈ R\{0}. Então, pelo Teorema 2.3, segue que o sistema diferencial

(2.6) não apresenta comportamento caótico, uma vez que os conjuntos α e ω-limite de cada órbita

φp (t) com φp(0) = p ∈ R3, estão contidas no plano f = 0 ou em S2, onde S2 representa os pontos

do espaço R3 no infinito.

O seguinte resultado segue imediatamente do Teorema 2.4.

Corolário 2.1. Seja X o campo de vetores (2.8) associado ao sistema diferencial (2.6). Consi-

dere que os coeficientes do campo satisfazem as condições dadas no Teorema 2.4. Se α0 = k = 0

e

a0 =
m2 (0) b0 −m3 (0) c0

m1 (0)
,

então

f (x, y, z) = α1x+ α2y + α3z,

é uma integral primeira para o sistema (2.6), onde α1, α2 e α3 são dados em (A.3). Neste caso,

o espaço de fase do sistema é folheado pelos planos invariantes f(x, y, z) = c, com c ∈ R.

Outra consequência imediata do Teorema 2.4 é a determinação de classes de sistema

diferenciais não caóticos que são conservativos ou dissipativos.

Definição 2.7. Considere o campo vetorial associado ao sistema diferencial (2.1). Chamamos

de Divergência de X a seguinte função

div(X) =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
, ∀ (x, y, z) ∈ R3.

Dizemos que o sistema diferencial polinomial (2.1) é conservativo, se div(X) = 0. E é dito

dissipativo, se div(X) < 0, ∀ (x, y, z) ∈ R3.

Geometricamente, dizer que um sistema diferencial é conservativo significa dizer que o

volume de qualquer região do retrato de fase não é alterado pelo fluxo do campo com o passar

do tempo. Analogamente, um sistema diferencial é dissipativo se o volume de qualquer região

do retrato de fase diminui com o tempo, tendendo a zero quando t→∞.
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Corolário 2.2. Considere o sistema diferencial polinomial (2.6) sob as condições do Teorema

2.4, e adote os seguintes parâmetros

a1 =
a2a3 + b3k

b3
, b5 = −

b6
(
a22 + b23

)
b23

, b9 = −
2c6
(
a22 + b23

)
b23

,

com a2b3 6= 0. Considere o polinômio

n (k) = a3
(
a22 + b23

)
+ a2b3 (b2 + 2k) .

Então, temos os seguintes resultados:

(i) se n (k) < 0 e a2b3 > 0, ou se n (k) > 0 e a2b3 < 0, então o sistema diferencial polinomial

(2.6) é dissipativo e não caótico;

(ii) se n(k) = 0 e a2b3 6= 0, então o sistema diferencial polinomial (2.6) é conservativo e não

caótico.

Demonstração. Considere o plano f (x, y, z) = α0 + α1x+ α2y + α3z, onde

α0 =
a0b3 − a2c0

b3k
, α1 = 1, α2 = 0, α3 = −a2

b3
,

com k 6= 0. A partir de cálculos análogos aos da prova do Teorema 2.4, obtemos que f(x, y, z) = 0

é uma superf́ıcie algébrica invariante para o sistema (2.6), com cofator k ∈ R. Segue do Teorema

2.3, que o sistema diferencial (2.6) não apresenta comportamento caótico. E é fácil verificar que,

nas condições do corolário, a divergência do sistema (2.6) é dado por

div(X) =
n (k)

a2b3
,

demonstrando assim as afirmações (i) e (ii).

Podemos ver que o Teorema 2.4 gera uma grande classe de sistema diferenciais polino-

miais que não apresenta comportamento caótico, dentre esses apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. Considere o sistema diferencial polinomial

ẋ = (6a− b)x2 + (2a− b) z2 + 2axy + 2 (b− 4a)xz − 2ayz + 3x+ y,

ẏ = a(x2 + z2)− 2axz + x+ 2y + z,

ż = (b− 4a)x2 + bz2 − 2axy + 2 (2a− b)xz + 2ayz + y + 3z.

(2.11)

O sistema diferencial (2.11) está nas hipóteses do Teorema 2.4 tomando-se a0 = a3 = b0 = b5 =

b9 = c0 = 0, a1 = 3, a2 = 1, b2 = 2, b3 = 1, b6 = a, c6 = b e k = 1. É fácil ver que este sistema

tem matriz jacobiana simétrica e que o plano x−2y+z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante
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deste sistema com cofator k = 1. Consequentemente, o sistema diferencial (2.11) não apresenta

comportamento caótico, para todo a, b ∈ R. Na figura (2.3), ilustramos o comportamento deste

sistema para os valores dos parâmetros a = 1
2 e b = 2, sobre o plano invariante.

Figura 2.3: Retrato de fase do sistema (2.11) com a = 1
2 e b = 2,

sobre o plano invariante x− 2y + z = 0.

2.5 Jerk equations

Na linha de caracterizar sistemas diferenciais não caóticos em R3, investigaremos agora

uma classe importante de equações diferenciais ordinárias de terceira ordem (já mencionadas na

Introdução), chamadas jerk equations, dadas por

...
x = j (x, ẋ, ẍ) , (2.12)

onde o ponto denota a derivada com respeito a variável independente t, e j é uma função de classe

Cr, r ≥ 1 (usualmente chamada de função jerk). Estas equações tem sido muito abordadas na

literatura em geral, devido à sua importância teórica intŕınseca e às suas aplicações em diversos

problemas f́ısicos.

Adotando a mudança de coordenadas ẋ = y, ẏ = z, a equação (2.12) é transformada em

um sistema diferencial tridimensional, chamado jerk system, da forma

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = j (x, y, z) ,

(2.13)
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que é equilvalente a uma subclasse de sistemas diferenciais do tipo (2.1), e pode ser naturalmente

associado ao campo de vetores

X (x, y, z) = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ j(x, y, z)

∂

∂z
. (2.14)

Do ponto de vista f́ısico, a derivada de terceira ordem em uma jerk equation é vista como

a derivada da aceleração em relação ao tempo t, então, há um grande interesse no estudo de

equações como (2.12) (ou equivalentemente, do sistema diferencial (2.13)). Podemos encontrar

aplicações deste tipo de sistema em robótica, transporte, mecânica dos fluidos, entre outros.

Nesta linha, ainda há poucos trabalhos na literatura sobre jerk equations que não apresentam

comportamento caótico. Um dos primeiros estudos sobre jerk equations associados a oscilações

não lineares aparece no trabalho de Moore e Spiegel [46]. Trabalhos mais recentes sobre a

dinâmica caótica de jerk equations podem ser vistos em Gouesbet [19, 20], Pham [50], Sayed

[56], Sprott [60] e Vaidyanathan [66].

Por outro lado, com relação ao estudo sobre jerk equations não caóticas podemos citar

os trabalhos já mencionados de Heidel e Zhang [22, 68, 70], além de Malasoma [43] e Yang [72].

O sistema diferencial (2.13) é obviamente polinomial se j(x, y, z) é um polinômio nas

variáveis x, y, z com coeficientes em R. Neste caso, o grau do sistema diferencial (2.13) é o

grau de j. Tal sistema é chamado de quadrático se o grau de j é 2, cúbico se o grau de j é 3,

quártico se o grau de j é 4, e assim por diante.

O próximo resultado classifica classes de jerk equations de qualquer grau que não apre-

sentam comportamento caótico.

Teorema 2.5. Seja X o campo de vetores (2.14) associado ao sistema diferencial (2.13). Con-

sidere F ∈ R [x, y] e k ∈ R \ {0}, onde R [x, y] representa o anel dos polinômios nas variáveis

x, y com coeficientes em R. Se a função jerk j : R3 → R é da forma

j (x, y, z) = kF (x, y)− y ∂
∂x
F (x, y) + z

(
k − ∂

∂y
F (x, y)

)
, (2.15)

então o sistema diferencial (2.13) não apresenta comportamento caótico.

Demonstração. Considere f : R3 → R dada por f (x, y, z) = F (x, y) + z. Afirmamos que f = 0

é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema diferencial (2.13), onde j (x, y, z) é a função

dada por (2.15). De fato, temos que

(X,∇f) = 〈X,∇f〉 = y
∂F

∂x
+ z

∂F

∂y
+ j (x, y, z) = kF + kz = kf.

Segue dáı que f = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema diferencial (2.13) com

cofator k ∈ R. Logo, pelo Teorema 2.3 temos que o sistema diferencial (2.13), nas condições da

função jerk (2.15), não exibe comportamento caótico.
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Observamos que as jerk equations que satisfazem o Teorema 2.5 admitem superf́ıcies

algébricas invariantes da forma F (x, y) + z = 0, ou seja z = −F (x, y), que são gráficos da

função polinomial F (x, y). Assim, podemos dizer que, quando o grau de F é 2, essas superf́ıcies

são difeomorfas ao paraboloide hiperbólico ou eĺıptico ou ao cilindro parabólico. O Teorema 2.5

ainda garante que o grau máximo da potência da variável z é 1, ou seja, classificamos aqui jerk

equations que não apresentam termos do tipo zn com n > 1. Observamos ainda que se k = 0, a

função f : R3 → R apresentada no teorema é uma integral primeira do sistema diferencial (2.13).

Por outro lado, se tomarmos a função jerk j como sendo quadrática, obtemos as correspondentes

integrais primeiras, como vemos no próximo teorema.

Teorema 2.6. Considere as seguintes jerk equations

...
x = −a1a2

2 x2 + a1ẋ
2 + a1xẍ− a2a3x+ a2ẋ+ a3ẍ+ a4, (2.16)

...
x = a1a

2
2x

2 + a1ẋ
2 − 2a1a2xẋ− a2a3x+ a3ẋ+ a2ẍ+ a0. (2.17)

As equações (2.16) e (2.17) admitem integrais primeiras polinomiais e consequentemente não

apresentam comportamento caótico.

Demonstração. Considere as seguintes funções f1, f2 : R3 → R dadas por:

f1 (x, y, z) = 1 + z2 + z − 2a5yz + a2a1x
3y + a1a3xy

3

−2a1xyz + a4a2x
3 + a5a3y

3 − 2a4xz − a2x2z − a3y2z

+
a22
4 x

4 + (2a4a5 − a1)xy + (2a1a4 + a2a5)x
2y − a5y

+
a23
4 y

4 − a4x+
(
a21 + a2a3

2

)
x2y2 + (2a1a5 + a3a4)xy

2

+
(
a24 − a2

2

)
x2 +

(
a25 − a3

2

)
y2,

(2.18)

f2 (x, y, z) = 2
3a

3
2a1x

3 − 2
3a1y

3 + 2a1a2xy
2 − 2a22a1x

2y − a22a3x2+(
a22 − a3

)
y2 + z2 + 2a2a3xy − 2a2yz − 2a0y + 2a0a2x+ c,

(2.19)

com c ∈ R. As funções f1(x, y, z) e f2(x, y, z), dadas por (2.18) e (2.19), são integrais primeiras

do campo de vetores X associadas as jerk equations (2.16) e (2.17), respectivamente, uma vez

que

(X, fi) = 〈X,∇fi〉 = 0,

para i = 1, 2. Então, o espaço de fase dessas equações é folheado pelas superf́ıcies algébricas

invariantes f1(x, y, z) = c1 e f2(x, y, z) = c2, com c1, c2 ∈ R.
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Como observado anteriormente, alguns autores classificam sistemas diferenciais polino-

miais não caóticos de acordo com o número de termos do lado direito da equação. Os sistemas

diferenciais com 4 e 5 termos foram bem estudados, como podemos ver em [22], [23], [43], [68],

[69]. Foi provado, por exemplo, que sistemas diferenciais em R3 com 4 termos não exibem com-

portamento caótico (veja [43]). Também, como já mencionado, sistemas diferenciais polinomiais

conservativos ou dissipativos com 5 termos já foram estudados por Heidel e Zhang em [23], [69].

Nessa linha de estudo, usando o resultado obtido no Teorema 2.5, podemos obter uma grande

classe de sistemas diferenciais polinomiais com 6 termos não caóticos. Para isto, considere o

seguinte polinômio quadrático

F (x, y) = a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4y

2 + a5xy.

A partir deste polinômio geramos a seguinte função jerk conforme a equação (2.15)

j (x, y, z) = ka3x
2 + (ka4 − a5) y2 + (ka5 − 2a3)xy − a5xz − 2a4yz+

ka1x+ (ka2 − a1) y + (k − a2) z + a0k.
(2.20)

que dá origem à seguinte jerk equation

...
x = ka3x

2 + (ka4 − a5) ẋ2 + (ka5 − 2a3)xẋ− a5xẍ− 2a4ẋẍ+

ka1x+ (ka2 − a1) ẋ+ (k − a2) ẍ+ a0k,
(2.21)

ou, equivalentemente, ao sistema jerk

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = ka3x
2 + (ka4 − a5) y2 + (ka5 − 2a3)xy − a5xz − 2a4yz+

ka1x+ (ka2 − a1) y + (k − a2) z + a0k.

(2.22)

O sistema (2.22) admite a função, f : R3 → R dada por f (x, y, z) = a0 + a1x + a2y + a3x
2 +

a4y
2 + a5xy + z, como superf́ıcie algébrica invariante, e portanto não exibe comportamento

caótico. Lembramos que jerk equations são equivalentes a sistemas diferenciais tridimensionais

da forma

ẋ = y, ẏ = z, ż = j(x, y, z),

então a equação jerk
...
x = j (x, ẋ, ẍ) com 4 termos do lado direito gera um sistema diferencial

em R3 com 6 termos.

Exemplo 2.2. Usando a equação (2.21) obtemos as classes de jerk equations com 6 termos,

não caóticos apresentadas na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Classes de jerk equations não caóticas com 6 termos

Parâmetros Jerk equations não caóticas

a0 = a3 = a5 = 0, a2 = k ...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ ka1x+
(
k2 − a1

)
ẋ

a0 = a3 = a5 = 0, a1 = ka2
...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ k2a2x+ (k − a2) ẍ

a3 = a5 = 0, a2 = k, a1 = ka2
...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ k3x+ a0k

a0 = a1 = a3 = 0 ...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ ka2ẋ+ (k − a2) ẍ

a1 = a3 = a5 = 0, a2 = k ...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ ka2ẋ+ a0k

a1 = a2 = a3 = a5 = 0 ...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ kẍ+ a0k

a1 = a3 = a5 = 0, a2 = k ...
x = ka4ẋ

2 − 2a4ẋẍ+ ka2ẋ+ a0k

a0 = a3 = a4 = 0, a1 = ka2, a2 = k ...
x = −a5ẋ2 + ka5xẋ− a5xẍ+ k3x

a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = 0 ...
x = −a5ẋ2 + ka5xẋ− a5xẍ+ kẍ

a0 = a1 = a3 = a4 = 0, a2 = k ...
x = −a5ẋ2 + ka5xẋ− a5xẍ+ k2ẋ

a0 = a1 = a3 = 0, a2 = k, a5 = ka4
...
x = k2a4xẋ− ka4xẍ− 2a4ẋẍ+ k2ẋ

a0 = a3 = 0, a1 = ka2, a2 = k, a5 = ka4
...
x = k2a4xẋ− ka4xẍ− 2a4ẋẍ+ k3x

a0 = a1 = a2 = a3 = 0, a5 = ka4
...
x = k2a4xẋ− ka4xẍ− 2a4ẋẍ+ kẍ

k = a0 = a1 = a3 = 0 ...
x = −a5ẋ2 − a5xẍ− 2a4ẋẍ− a2ẍ

k = a0 = a2 = a3 = 0 ...
x = −a5ẋ2 − a5xẍ− 2a4ẋẍ− a1ẋ

a0 = a1 = 0, a2 = k, a3 = k2

2 a4, a5 = ka4
...
x = k3

2 a4x
2 − a4xẍ− 2a4ẋẍ+ k2ẋ

a0 = 0, a1 = ka2, a2 = k, a3 = k2

2 a4, a5 = ka4
...
x = k3

2 a4x
2 − a4xẍ− 2a4ẋẍ+ k3x

a0 = a1 = a2 = 0, a3 = k2

2 a4, a5 = ka4
...
x = k3

2 a4x
2 − a4xẍ− 2a4ẋẍ+ kẍ

a0 = a4 = a5 = 0, a2 = k ...
x = ka3x

2 − 2a3xẋ+ ka1x+
(
k2 − a1

)
ẋ

a0 = a4 = a5 = 0, a1 = ka2
...
x = ka3x

2 − 2a3xẋ+ k2a2x+ (k − a2) ẍ

a4 = a5 = 0, a1 = ka2, a2 = k ...
x = ka3x

2 − 2a3xẋ+ k3x+ a0k

a0 = a1 = a4 = a5 = 0 ...
x = ka3x

2 − 2a3xẋ+ ka2ẋ+ (k − a2) ẍ

a1 = a4 = a5 = 0, a2 = k ...
x = ka3x

2 − 2a3xẋ+ k2ẋ+ a0k

a1 = a2 = a4 = a5 = 0 ...
x = ka3x

2 − 2a3xẋ+ kẍ+ a0k

a0 = a4 = 0, a1 = ka2, a2 = k, a3 = k
2a5

...
x = k2

2 a5x
2 − a5ẋ2 − a5xẍ+ k3x

a0 = a4 = a1 = a2 = 0, a3 = k
2a5

...
x = k2

2 a5x
2 − a5ẋ2 − a5xẍ+ kẍ

a0 = a4 = a1 = 0, a2 = k, a3 = k
2a5

...
x = k2

2 a5x
2 − a5ẋ2 − a5xẍ+ k2ẋ

k = a0 = a1 = a2 = 0 ...
x = −a5ẋ2 − 2a3xẋ− a5xẍ− 2a4ẋẍ

k = a0 = a5 = 0 ...
x = −2a3xẋ− 2a4ẋẍ− a1ẋ− a2ẍ

k = a0 = a3 = a4 = 0 ...
x = −a5ẋ2 − a5xẍ− a1ẋ− a2ẍ
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e utilizando a equação (2.16) obtemos a Tabela 2.2, cuja jerk equation é não caótica.

Tabela 2.2: Classes de jerk equations não caóticas com 6 termos

Parâmetros Jerk equations não caóticas

a2 = 0 ...
x = a1ẋ

2 + a1xẍ+ a3ẍ+ a4.

Observe que, olhando para o quesito variáveis, temos um total de 209 jerk equations

diferentes de grau 2 que podem ser formadas. Logo, apresentamos 31 dessas jerk equations

com relação ao comportamento não cáotico, ou seja, aproximadamente 15 por cento do total.

Ainda, temos que todas as superf́ıcies algébricas invariantes apresentadas no Exemplo 2.2 são

difeomorfos a paraboloides hiperbólicos ou eĺıpiticos e cilindros parabólicos, uma vez que, essas

equações satisfazem a expressão (2.21).

No próximo exemplo, usando o Teorema 2.5, obtivemos de forma bastante simples algu-

mas das jerk equations não caóticas obtidas por Malasoma em [43], que são jerk equations com

4 termos.

Exemplo 2.3. Adotando a equação (2.21) obtemos a Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Classes de jerk equations não caóticas com 4 termos

Parâmetros Jerk equations não caóticas

k = a1 = a2 = a3 = a4 = 0, a5 = −1 ...
x = ẋ2 + xẍ

k = a1 = a3 = a5 = 0, a3 = −1
2 , a2 = −1 ...

x = xẋ+ ẍ

k = a2 = a4 = a5 = 0, a3 = −1
2 , a1 = −1 ...

x = xẋ+ ẋ

k = a1 = a2 = a5 = 0, a3 = a4 = −1
2

...
x = xẋ+ ẋẍ

k = a1 = a3 = a5 = 0, a4 = −1
2 , a2 = −1 ...

x = xẋ+ ẋ

k = a2 = a3 = a5 = 0, a4 = −1
2 , a1 = −1 ...

x = xẋ+ ẋ

Considerando a equação (2.16) obtemos a Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Classes de jerk equations não caóticas com 4 termos

Parâmetros Jerk equations não caóticas

k = a2 = a3 = a4 = 0, a1 = 1 ...
x = ẋ2 + xẋ

Por fim, considerando a equação (2.16) obtemos a Tabela 2.5.
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Tabela 2.5: Classes de jerk equations não caóticas com 4 termos

Parâmetros Jerk equations não caóticas

k = a0 = a2 = 0, a1 = a3 = 1 ...
x = ẋ2 + ẋ

k = a2 = a3 = 0, a1 = 1 ...
x = ẋ2 + a0

No exemplo seguinte, associamos classes de jerk equations encontradas por Heidel, Zhang

e Le Borne em [70], com a classe determinada no Teorema 2.5.

Exemplo 2.4. Em [70], os autores trabalham com algumas classes de jerk equations não

caóticas. Dentre elas temos:

(i) b1ẍ+ b2ẋ+ b3x
2 + b4ẋ

2 + b5xẋ+ xẍ− 1 = 0,

(ii) b1ẍ+ b2ẋ+ b3x
2 + xẋ− 1 = 0,

(iii) b1ẋ+ b2x
2 + ẋ2 − xẍ = 0.

A jerk equation (iii) pode ser encontrada nas jerk equations já listadas no Exemplo 2.2. Já para

as outras equações recorremos a jerk equation (2.21) na qual, para jerk equation (i) tomamos

a seguinte escolha de parâmetros a1 = a4 = 0, a2 = b2
k , a3 = b3

k , a5 = −1, c = − 1
k e para a jerk

equation (ii) tomamos a1 = a4 = a5 = 0, a2 = −2b3 + b1, a3 = −1
2 , k = −2b3, c = 1

2b3
.

Exemplo 2.5. Em [74], os autores discutem a ocorrência de caos em certos sistemas jerk em R3,

devido a existência de órbitas homocĺınicas e heterocĺınicas, combinações de órbitas homocĺınicas

e heterocĺınicas, e sem órbitas homocĺınicas ou heterocĺınicas. O estudo mencionado é realizado

através da análise do seguinte sistema jerk

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = b1y + b2z + b3x
2 + b4y

2 + b5xy + b6xz,

(2.23)

onde b1, b2, b3, b4, b5, b6 ∈ R. Afim de complementar os resultados obtidos em [74], obtivemos

condições sobre os parâmetros para que o sistema diferencial (2.23) não apresente comporta-

mento caótico. Para isto, consideremos a seguinte escolha de parâmetros na equação jerk (2.21):

a1 = a4 = a0 = 0. Então, tomando b1 = ka2, b2 = (k − a2) , b3 = −ka3, b4 = b6 = −a5, b5 =

(ka5 − 2a3) no sistema diferencial (2.23) e a função

f (x, y, z) = a3x
2 + a5xy + a2y + z, (2.24)
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temos que a superf́ıcie f (x, y, z) = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante para o sistema

(2.23) com cofator constante k. Nas figuras 2.4 são mostradas a superf́ıcie algébrica invariante

f(x, y, z) = 0, onde f é dada por (2.24), e algumas soluções do sistema (2.23) com parâmetros

a2 = 1, a3 = −3
2 , a5 = −1, k = 2 e a2 = 1, a3 = 1

2 , a5 = −1, k = −2, que estão contidos na

superf́ıcie f = 0.

Figura 2.4: Ilustração de alguns posśıveis retratos de fase do exemplo (2.23).

Com os resultados anteriores, podemos classificar as jerk equations dos Teoremas 2.5 e

2.6 como sistemas conservativos ou dissipativos.

Exemplo 2.6. Considere os sistemas jerk associados as equações jerk (2.16), (2.17) e (2.21).

Então, temos que:

(a) a equação (2.16) é conservativa se a1 = a3 = 0 e dissipativa se a1 = 0, e a3 < 0;

(b) a equação (2.17) é conservativa se a2 = 0 e dissipativa se a2 < 0;

(c) a equação (2.21) é conservativa se F (x, y) = ky + q (x), onde q ∈ R [x].



Caṕıtulo 3

Sistemas Lorenz-like e sistemas com

quádricas invariantes

Neste caṕıtulo, estudaremos o comportamento não caótico de uma classe de sistemas

diferenciais quadráticos em R3 conhecida como sistemas tipo Lorenz (ou Lorenz like systems),

dada por

ẋ = a1x+ b1y + c1z + d1yz,

ẏ = a2x+ b2y + c2z + d2xz,

ż = a3x+ b3y + c3z + d3xy,

(3.1)

onde os parâmetros ai, bi, ci, di ∈ R com i = 1, 2, 3. Este tipo de sistema diferencial é

constantemente citado em trabalhos sobre sistemas diferenciais caóticos, uma vez que a partir

dele podemos gerar vários outros sistemas famosos que apresentam comportamento caótico, tais

como os sistemas de Rabinovich [32], Chen-Ueta [12], entre outros, além do próprio sistema de

Lorenz [41], bastando para isso escolher adequadamente os parâmetros ai, bi, ci, di.

Assim, como os outros sistemas diferenciais vistos anteriormente, podemos associar na-

turalmente ao sistema (3.1) o campo de vetores

X (x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+Q (x, y, z)

∂

∂y
+R (x, y, z)

∂

∂z
. (3.2)

Usaremos durante este caṕıtulo, o que chamamos de quádricas invariantes. Suponha que

f(x, y, z) = 0 seja uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema diferencial (3.1), onde f é um

polinômio de grau 2. Neste caso, dizemos que a superf́ıcie f = 0 é uma quádrica.

Estas superf́ıcies são classificadas como quádricas não-degeneradas (elipsoide ou esfera,

cilindro, paraboloide, hiperboloides de uma e duas folhas, cone) e quádricas degeneradas (dois

planos reais paralelos, dois planos complexos paralelos, um plano real duplo, dois planos reais

interceptando-se numa reta e um ponto real).
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Determinamos aqui condições para que o sistema (3.1) apresente uma quádrica invariante

com cofator constante e, consequentemente, não apresente comportamento caótico.

3.1 Sistemas Lorenz-like

A seguir, obtemos algumas classes de sistemas diferenciais polinomiais da forma (3.1), ou

seja, sistemas do tipo Lorenz-like, para os quais podemos determinar funções fi : R3 → R com

i = 1, . . . , 7 que são superf́ıcies algébricas invariantes para essas classes de sistemas diferenciais,

com cofator constante. Deste modo, as classes determinadas nesta seção não apresentam com-

portamento caótico. Então, considere o sistema diferencial (3.1) com a escolha de parâmetros:

• Para os parâmetros:

a1 = b2 =
k

2
, a3 = −(2a2α2 − kα1)

2α3
, b1 = −(2a2α5 + d3α3)

2α4
, b3 =

1

2
m1, c1 = −d2α2

2α4
,

d1 = −d2α5

α4
, c2 =

d2α1

2α4
, c3 = k, d1 = −d2α5

α4
,

obtemos o sistema diferencial, para α3α4 6= 0

ẋ = k
2x−

(2a2α5+d3α3)
2α4

y − d2α2
2α4

z − d2α5
α4

yz,

ẏ = a2x+ k
2y + d2α1

2α4
z + d2xz,

ż = − (2a2α2−kα1)
2α3

x+ 1
2m1y + kz + d3xy,

(3.3)

onde, m1 =
(2a2α1α5 + d3α1α3 + kα2α4)

α3α4
e α4α3 6= 0. O sistema diferencial (3.3) admite

f1 (x, y, z) = α1x+ α2y + α3z + α4x
2 + α5y

2

como superf́ıcie algébrica invariante, com cofator k ∈ R.

• Para os parâmetros:

a1 = b2 =
k

2
, b1 =

k2

4a2
, c1 =

d2α2k
2

8a22α1
, c2 = −d2α2k

4a2α1

e d1 = d2k2

4a22
, obtemos o sistema, onde ka2α2 6= 0

ẋ = k
2x−

k2

4a2
y − d2α1k2

8a22α2
z − d2k2

4a22
yz,

ẏ = a2x+ k
2y −

d2kα1
4a2α2

z + d2xz,

ż = a3x+ b3y + c3z + d3xy,

(3.4)
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para o qual

f2 (x, y, z) = 2
a2α1

k
x+ α1y − 4

a2α2

k2
x2 + α2y

2

é uma superf́ıcie algébrica invariante de (3.4), com cofator k ∈ R \ {0}.

• Para os parâmetros:

a1 = b2 = c3 =
k

2
, a2 = −a3α3

α2
, b1 = m2, b3 =

kα2

α3
, c1 = m3, c2 =

kα3

2α2
, c3 =

k

2

e d1 = m1, obtemos o sistema diferencial para α2α3α4 6= 0

ẋ = k
2x+m2y +m3z +m1yz,

ẏ = −a3α3
α2

x+ k
2y + kα3

2α2
z + d2xz,

ż = a3x+ kα2
α3
y + k

2z + d3xy,

(3.5)

onde, m1 = −α4
(d2α2

2−d3α2
3)

α2
2α4

,m2 = α3
(2a3α5−d3α2)

2α2α4
,m3 =

2a3α2
3α5−d2α3

2

2α2
2α4

. O sistema diferencial

(3.5) admite

f3 (x, y, z) = α2y + α3z + α4x
2 + α5y

2 − α2
3α5

α2
2

z2

como superf́ıcie algébrica invariante, com cofator k ∈ R.

• Para os parâmetros:

a1 =
k

2
, b1 = −a2α2

α1
, b2 =

k

2
, c1 = −a3α3

α1
, c2 = −b3α3

α2
, c3 =

k

2
, d1 = −(d2α2 + d3α3)

α1
,

obtemos o sistema onde α1α2 6= 0

ẋ = k
2x−

a2α2
α1

y − a3α3
α1

z − (d2α2+d3α3)
α1

yz,

ẏ = a2x+ k
2y −

b3α3
α2

z + d2xz,

ż = a3x+ b3y + k
2z + d3xy,

(3.6)

para o qual

f4 (x, y, z) = α1x
2 + α2y

2 + α3z
2

é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.6), com cofator k ∈ R.

• Para os parâmetros:

a1 = c3 =
k

2
, b1 = b3 = 0, c1 = −a3α2

α1
, d1 = −d3α2

α1
,

obtemos o sistema onde α1 6= 0
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ẋ = k
2x−

a3α2
α1

z − d3α2
α1

yz,

ẏ = a2x+ b2y + c2z + d2xz,

ż = a3x+ k
2z + d3xy,

(3.7)

para o qual

f5 (x, y, z) = α1x
2 + α2z

2

é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.7), com cofator k ∈ R.

• Por fim, para os parâmetros:

a1 = b2 = c3 = 0, a2 = −a3α3

α2
, b1 = α3

(2a3α5 − d3α2)

2α2α4
, b3 = −α1

2a3α5 − d3α2

2α2α4
,

c1 = −(2a3α6 + d2α2)

2α4
, c2 = α1

2a3α5 + d3α2

2α2α4

e d1 = − (d2α2+d3α3)
α1

, obtemos o sistema para α2α4 6= 0

ẋ = α3
(2a3α5−d3α2)

2α2α4
y − (2a3α6+d2α2)

2α4
z − (d2α2+d3α3)

α1
yz,

ẏ = −a3α3
α2

x+ α1
2a3α5+d3α2

2α2α4
z + d2xz,

ż = a3x− α1
2a3α5−d3α2

2α2α4
y + d3xy,

(3.8)

onde

f6 (x, y, z) = α1x+ α2y + α3z + α4x
2 + α5y

2 + α6z
2

é uma integral primeira do sistema diferencial (3.8).

Como os cofatores das superf́ıcies algébricas invariantes acima são constantes, podemos

enunciar o seguinte resultado.

Proposição 3.1. Os sistemas diferenciais polinomiais (3.3)-(3.7) não apresentam comporta-

mento caótico. Por outro lado, os sistemas diferenciais (3.3), (3.5)-(3.7) admitem integral pri-

meira se k = 0. Por fim, o sistema diferencial polinomial (3.8) admite uma integral primeira e

não apresenta comportamento caótico.

Um fato interessante de se observar é que o sistema diferencial (3.1) só admite um

plano como superf́ıcie algébrica invariante se d1 = d2 = d3 = 0, ou seja, se for linear. Abaixo

classificamos quais desses sistemas diferenciais são conservativos ou dissipativos.

Proposição 3.2. Considere os sistemas (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8), então os seguin-

tes resultados seguem:
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(i) O sistema (3.3) é dissipativo se k < 0 e conservativo se k = 0, e consequentemente só

será conservativo se f1 = 0 for uma integral primeira do sistema.

(ii) O sistema (3.4) é dissipativo se k < −c3 e conservativo se k = −c3.

(iii) O sistema (3.5) é dissipativo se k < 0 e conservativo se k = 0, e consequentemente só

será conservativo se f3 = 0 for uma integral primeira do sistema.

(iv) O sistema (3.6) é dissipativo se k < 0 e conservativo se k = 0, e consequentemente só

será conservativo se f4 = 0 for uma integral primeira do sistema.

(v) O sistema (3.7) é dissipativo se k < −b2 e conservativo se k = −b2.

(vi) O sistema (3.8) é sempre conservativo.

Uma questão que pode ser colocada é como obter mais parâmetros livres nos sistemas

(3.3)–(3.8) para não ocorrência de comportamento caótico das soluções. Podemos obter mais

variáveis livres nestes sistemas, porém a partir do momento que modificamos os parâmetros de

um sistema, também modificamos os parâmetros das superf́ıcies relacionadas, pois as superf́ıcies

algébricas invariantes são obtidas a partir dos sistemas diferenciais. Por exemplo, tomando a

mudança x1 = αx, y1 = βy, z1 = ρz e t1 = δt, temos que ẋ = δ
α ẋ1, ẏ = δ

β ẏ1 e ż = δ
ρ ż1. A partir

dáı podemos, por exemplo, gerar o seguinte sistema diferencial derivado do sistema (3.6):

ẋ = h1x− m3
m2
y + h2z + h2

m1
m2
xy,

ẏ = h4x+ h1y + h5z + h3xz,

ż = h7x+ h8y − h1
2 z + h6yz,

(3.9)

onde m1 = h3h8 − h5h6,m2 = h5h7 e m3 = h3h4h8, com hi ∈ R, i = 1 . . . 8 e m2, h5 6= 0. Note

que, f : R3 → R dada por

f (x, y, z) = h2z
2 − h2h8

h5
y2 − h7x2,

é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema diferencial (3.9), com cofator K5 = 2h1. Perceba

que mesmo com a mudança de variável o sistema diferencial (3.6) ainda apresenta o mesmo

padrão de superf́ıcie invariante.

Os sistemas diferenciais (3.3)–(3.8) obtidos acima podem ser adaptados para gerar sis-

temas diferenciais conhecidos na literatura, que apresentam (para certos parâmetros) compor-

tamento caótico. Vamos explorar alguns deles a seguir, que são estudados em muitos artigos e

livros, veja por exemplo [32], [33], [34] e suas referências.
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Sistema de Rabinovich

Um sistema estudado na literatura e que é do tipo Lorenz é o sistema de Rabinovich (ver

[32]), dado por

ẋ = hy − v1x+ yz,

ẏ = hx− v2y − xz,

ż = −v3z + xy.

(3.10)

com h, v1, v2, v3 ∈ R. O sistema (3.10) apresenta comportamento caótico para os parâmetros

v1 = 4, v2 = v3 = 1 e h = 6, 75 como podemos ver em [32]. Utilizando os sistemas diferen-

ciais da Proposição 3.1 obtemos os seguintes casos em que o sistema de Rabinovich apresenta

uma superf́ıcie algébrica invariante com cofator constante e, consequentemente, não apresenta

comportamento caótico:

(a) Considere o sistema diferencial (3.3) com a seguinte escolha de parâmetros α1 = α2 =

−1
2 , d2 = −1, d3 = 1, α3 = 1, α4 = 1 e α5 = −1, logo, obtemos o sistema

ẋ = 1
2kx− y + yz,

ẏ = x+ 1
2ky − xz,

ż = kz + xy,

(3.11)

que é um sistema diferencial do tipo (3.10) e apresenta x2 + y2 − z = 0 como superf́ıcie

algébrica invariante, com cofator constante k.

(b) Considere o sistema diferencial (3.6) com a seguinte escolha de parâmetros a3 = b3 =

0, d2 = −1, d3 = 1, α1 = −1, α2 = 1 e α3 = 2, obtemos assim o seguinte sistema,

ẋ = 1
2kx+ a2y + yz,

ẏ = a2x+ 1
2ky − xz,

ż = 1
2kz + xy,

(3.12)

Neste caso, o sistema apresenta −x2 + y2 + 2z2 = 0 como superf́ıcie algébrica invariante, com

cofator constante k. Alguns posśıveis retratos de fase sobre essas superf́ıcies são mostrados nas

Figuras 3.1 e 3.2.
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Figura 3.1: Rabinovich caso (a) .

Figura 3.2: Rabinovich caso (b) .

Sistema de Chen-Ueta

Como uma subclasse do sistema diferencial (3.1) obtemos o conhecido sistema de Chen-

Ueta (ver [34]), dado por

ẋ = a (y − x) ,

ẏ = (c− a)x− cy − xz,

ż = −bz + xy,

(3.13)
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com a, b, c ∈ R. O sistema (3.13) apresenta comportamento caótico quando adotamos os

parâmetros a = 35, b = 3 e c = 28 como podemos ver em [12]. Pelo Teorema 3.1, temos

os seguintes casos nos quais o sistema diferencial de Chen-Ueta não apresenta comportamento

caótico.

Considere o sistema (3.3) com a seguinte escolha de parâmetros a2 = k, d2 = 1, d3 =

−1, c2 = 0, α1 = α2 = α5 = 0, α3 = −k, α4 = 1, logo obtemos o sistema

ẋ = −1
2k (y − x) ,

ẏ = kx+ 1
2ky + xz,

ż = kz − xy,

(3.14)

que apresenta x2 − kz = 0 como superf́ıcie algébrica invariante, com cofator constante k ∈ R.

Um posśıvel retrato de fase deste sistema sobre a superf́ıcie é mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Chen-Ueta.

Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz já foi abordado no Caṕıtulo 2. Tomando as condições abaixo este

não apresenta comportamento caótico, segundo o Teorema 3.1.

(a) Considere o sistema (3.3) com a seguinte escolha de parâmetros α1 = α2 = α5 = 0, α3 =
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k, α4 = 1, d2 = −1, d3 = 1, k = −2, então obtemos o sistema

ẋ = y − x,

ẏ = a2x− y − xz,

ż = −2z + xy.

(3.15)

Este sistema apresenta apresenta o cilindro parabólico x2−2z = 0 como superf́ıcie algébrica

invariante com cofator k = −2 e ainda é do tipo (2.2).

(b) Considere o sistema (3.6) com a seguinte escolha de parâmetros a3 = 0, b3 = 0, d2 =

−1, d3 = 1, α1 = −1, α2 = α3 = 1
a2
, k = −2, com a2 6= 0, então geramos o sistema

ẋ = y − x,

ẏ = a2x− y − xz,

ż = −z + xy.

(3.16)

Este sistema apresenta o cone −x2 + 1
a2

(
y2 + z2

)
= 0 como superf́ıcie algébrica invariante

com cofator k ∈ R. Alguns posśıveis retratos de fase sobre essas superf́ıcies são mostrados

nas Figuras 3.4 e 3.5.

Figura 3.4: Lorenz caso (a) Figura 3.5: Lorenz caso (b)

Na próxima seção estudamos um sistema diferencial simétrico onde, sob certas condições,

este apresenta comportamento caótico. Afim de contribuir com tal trabalho, adotamos condições

para que tal sistema diferencial não apresente comportamento caótico.
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3.1.1 Sistemas com simetria D2

Em [2] os autores estudam o seguinte sistema diferencial derivado do sistema (3.1):

ẋ = a1x+ yz,

ẏ = b2y + xz,

ż = c3z − xy.

(3.17)

Tal sistema apresenta vários tipos de simetria, conforme apresentado em [2]. No referido traba-

lho, os autores mostram que o sistema (3.17) apresenta comportamento caótico, dependendo da

escolha dos parâmetros a1, b2 e c3. Os autores mostram que V (x, y, z) = x2 + y2 + 2z2 é uma

função de Lyapunov para o sistema diferencial (3.17), e que se a1 > 0 e b2 = 0 (respectivamente

a1 = 0 e b2 > 0) a função Ha1 (x, y, z) = x2+z2 (respectivamente a função Hb2 (x, y, z) = y2+z2)

é um invariante de Darboux para este sistema diferencial com cofator 2. O invariante Ha1

pode ser visto como uma superf́ıcie algébrica invariante obtida através do sistema diferencial

(3.7), tomando a seguinte escolha de parâmetros a2 = a3 = c2 = 0, α1 = α2 = 1, d2 = 1

e d3 = −1, porém com o cofator k ∈ R. Analogamente, o invariante Hb2 pode também ser

visto como uma superf́ıcie algébrica invariante a partir de uma mudança de variável no sistema

diferencial (3.7). Mostremos que o sistema (3.17) admite um cone como superf́ıcie algébrica

invariante. Para isto, considere o sistema diferencial (3.6) com a seguinte escolha de parâmetros

a2 = a3 = b3 = 0, d2 = 1, d3 = −1, α1 = −1, α2 = 2, α3 = 1. Desta forma, o sistema (3.17)

apresenta o cone −x2 + 2y2 + z2 = 0 como superf́ıcie algébrica invariante com cofator k ∈ R, o

que completa e generaliza o resultado apresentado em [2]. Neste caso, o sistema pode ser escrito

como

ẋ = k
2x+ yz,

ẏ = k
2y + xz,

ż = k
2z − xy,

(3.18)

que não apresenta comportamento caótico. Um esboço do retrato de fase desse sistema é apre-

sentado na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Retrato de fase do sistema diferen-

cial (3.18).

3.2 Sistemas diferenciais com quádricas invariantes

Como já foi mencionado neste texto, em [35] os autores apresentam as formas normais de

sistemas diferenciais polinomiais em R3, que apresentam quádricas como superf́ıcies algébricas

invariantes, dentre as quais podemos destacar: o paraboloide hiperbólico (y2 − z2 − x = 0) e

paraboloide eĺıptico (y2+z2−x = 0), o cilindro parabólico (z2−x = 0) e o cone (x2+y2−z2 = 0).

De fato, de acordo com [35], considerando A,B,C,D,E, F, S ∈ R [x, y, z] , temos que a forma

normal do sistema diferencial que apresenta um paraboloide hiperbólico invariante é dada por

ẋ =
(
y2 − z2 − x

)
A (x, y, z)− 2yD (x, y, z)− 2zE (x, y, z) ,

ẏ =
(
y2 − z2 − x

)
B (x, y, z) + 2zF (x, y, z)−D (x, y, z) ,

ż =
(
y2 − z2 − x

)
C (x, y, z) + 2yF (x, y, z) + E (x, y, z) .

(3.19)

Note que o cofator da superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.19) é

KPH (x, y, z) = 2yB (x, y, z)− 2zC (x, y, z)−A (x, y, z) .

No mesmo texto, vemos que a forma normal de um sistema diferencial que apresenta um para-
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boloide eĺıptico invariante é dada por

ẋ =
(
y2 + z2 − x

)
A (x, y, z)− 2yD (x, y, z) + 2zE (x, y, z) ,

ẏ =
(
y2 + z2 − x

)
B (x, y, z)− 2zF (x, y, z)−D (x, y, z) ,

ż =
(
y2 + z2 − x

)
C (x, y, z) + 2yF (x, y, z) + E (x, y, z) .

(3.20)

O cofator da superf́ıcie algébrica invariante, neste caso, é

KPE (x, y, z) = 2yB (x, y, z) + 2zC (x, y, z)−A (x, y, z) .

A forma normal do sistema diferencial que apresenta um cilindro parabólico como su-

perf́ıcie algébrica invariante é dada por

ẋ =
(
z2 − x

)
A (x, y, z) + 2zE (x, y, z) ,

ẏ = S (x, y, z) ,

ż =
(
z2 − x

)
C (x, y, z) + E (x, y, z) .

(3.21)

O cofator dessa superf́ıcie invariante é

KPC (x, y, z) = 2zC (x, y, z)−A (x, y, z) .

E, por fim, a forma normal de um sistema diferencial polinomial que apresenta um cone

como superf́ıcie algébrica invariante é dado por

ẋ =
(
x2 + y2 − z2

)
A (x, y, z)− 2yD (x, y, z)− 2zE (x, y, z) + xS (x, y, z) ,

ẏ =
(
x2 + y2 − z2

)
B (x, y, z) + 2xD (x, y, z) + 2zF (x, y, z) + yS (x, y, z) ,

ż =
(
x2 + y2 − z2

)
C (x, y, z)− 2xE (x, y, z) + 2yF (x, y, z) + zS (x, y, z) ,

(3.22)

sendo que o cofator dessa superf́ıcie é

KC (x, y, z) = 2 (xA (x, y, z) + yB (x, y, z)− zC (x, y, z) + S (x, y, z)) .

Podemos associar os sistemas Lorenz-like, estudados na seção anterior, com as formas

normais acima. De fato, podemos obter também, a partir dessas formas normais, os sistemas

Lorenz-like não caóticos obtidos na seção anterior. Para isto, precisamos dos seguintes resultados.

De acordo com o Teorema 2.3, provado no Caṕıtulo 2, uma condição suficiente para que

cada um desses sistemas diferenciais não apresente comportamento caótico é:

A (x, y, z) = k + 2yB (x, y, z)− 2zC (x, y, z)

no caso do sistema (3.19),

A (x, y, z) = k + 2yB (x, y, z) + 2zC (x, y, z)



Caṕıtulo 3. Sistemas Lorenz-like e sistemas com quádricas invariantes 54

no caso do sistema diferencial (3.20),

A (x, y, z) = k − 2zC (x, y, z) ,

no caso do sistema (3.21) e, por fim, para o sistema diferencial (3.22) temos

S (x, y, z) = k − (xA (x, y, z) + yB (x, y, z)− zC (x, y, z)) ,

onde estamos considerando sempre k ∈ R. Adotando esses polinômios segue que os cofatores dos

sistemas (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) serão sempre constantes.

Note ainda que, em alguns dos casos em que temos sistemas diferenciais com quádricas

invariantes, estudados em [35], nada podemos dizer sobre o seu comportamento não caótico,

uma vez que não se pode obter condições sobre os cofatores para que sejam constantes, como

são os casos dos hiperboloides de uma e duas folhas.

Assim, podemos concluir que se algum sistema diferencial do tipo (3.19), (3.20), (3.21)

e (3.22) satisfaz as condições impostas acima esse sistema diferencial não apresentará compor-

tamento caótico segundo o Teorema 2.3. Podemos sintetizar a discussão acima no seguinte

resultado.

Proposição 3.3. Considere os sistemas diferenciais (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) satisfazendo:

A (x, y, z) = k + 2yB (x, y, z)− 2zC (x, y, z) ,

A (x, y, z) = k + 2yB (x, y, z) + 2zC (x, y, z) ,

A (x, y, z) = k − 2zC (x, y, z)

e

S (x, y, z) = k − (xA (x, y, z) + yB (x, y, z)− zC (x, y, z)) ,

respectivamente. Então, esses sistemas diferenciais não apresentam comportamento caótico.
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Caṕıtulo 4

Quádricas invariantes do tipo

Gp = x2 + y2 − z2 + p

Neste caṕıtulo, estudaremos o comportamento qualitativo de sistemas diferenciais polino-

miais que apresentam um cone, um hiperbolóide de uma folha ou de duas folhas como quádricas

invariantes, ou seja, sistemas diferenciais que apresentem quádricas dadas pela imagem inversa

g−1 (0) da função g : R3 → R, dada por g (x, y, z) = x2 + y2 − z2 + p, com p ∈ [−1, 1] . Es-

tamos interessados em estudar o comportamento do fluxo de tais sistemas diferenciais quando

mudamos o seu espaço de fase, ou seja, quando variamos o parâmetro p no intervalo de [−1, 1].

Denotaremos essas quádricas por Gp = g−1 (0) = x2 + y2 − z2 + p = 0. Perceba que quando

p ∈ [−1, 0) temos um hiperboloide de uma folha, se p = 0 um cone e se p ∈ (0, 1] um hiperboloide

de duas folhas.

4.1 Estudo qualitativo

Em [35], os autores fornecem todas as formas normais de sistemas diferenciais polino-

miais de grau arbitrário com uma quádrica como superf́ıcie algébrica invariante, em particular,

o sistemas diferenciais que apresentam Hiperboloides de uma e duas folhas como superf́ıcies

algébricas invariantes são do tipo

ẋ = GpA (x, y, z)− 2yD (x, y, z)− 2zE (x, y, z) ,

ẏ = GpB (x, y, z) + 2xD (x, y, z) + 2zF (x, y, z) ,

ż = GpC (x, y, z)− 2xE (x, y, z) + 2yF (x, y, z) ,

(4.1)
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onde A,B,C,D,E, F ∈ R [x, y, z] e Gp = x2 + y2− z2 + p = 0, com p ∈ [−1, 0) ou p ∈ (0, 1]. Por

outro lado, os sistemas diferenciais que apresentam um cone como superf́ıcie algébrica invariante

são da forma

ẋ = G0A (x, y, z)− 2yD (x, y, z)− 2zE (x, y, z) + xS (x, y, z) ,

ẏ = G0B (x, y, z) + 2xD (x, y, z) + 2zF (x, y, z) + yS (x, y, z) ,

ż = G0C (x, y, z)− 2xE (x, y, z) + 2yF (x, y, z) + zS (x, y, z) ,

(4.2)

onde A,B,C,D,E, F, S ∈ R [x, y, z] e G0 = x2 + y2 − z2 = 0, com p = 0.

Note que a diferença entre os sistemas diferenciais (4.1) e (4.2) é o polinômio S (x, y, z).

Sabemos que o sistema diferencial (4.1) não admite invariante de Darboux, porém o sistema

(4.2) admite esse invariante sob a condição que mencionamos na proposicão abaixo.

Proposição 4.1. O sistema diferencial (4.1) não admite invariante de Darboux, enquanto o sis-

tema diferencial (4.2) admite invariante de Darboux se, e somente se, S (x, y, z) é um polinômio

com termo constante não nulo.

Este resultado pode ser encontrado em [35].

Logo, a fim de determinar um sistema diferencial que tenha simultaneamente as três

superf́ıcies invariantes tomamos o polinômio S (x, y, z) ≡ 0. Assim, o sistema diferencial (4.2)

coincide com o sistema diferencial (4.1), ou seja, o sistema diferencial (4.1) apresenta as três

superf́ıcies (cone, hiperbolóide de uma e duas folhas) como superf́ıcies algébricas invariantes de-

pendendo do valor de p. Como estamos interessados em estudar o caso quadrático, consideramos

A = a ∈ R, B = b ∈ R, C = c ∈ R e

D (x, y, z) = d0 + d1x+ d2y + d3z,

E (x, y, z) = e0 + e1x+ e2y + e3z,

F (x, y, z) = f0 + f1x+ f2y + f3z,

onde di, ei, fi ∈ R, para i = 1, 2, 3. Podemos escrever o sistema diferencial (4.1) da seguinte

forma:

ẋ = Gpa− 2y (d0 + d1x+ d2y + d3z)− 2z (e0 + e1x+ e2y + e3z) ,

ẏ = Gpb+ 2x (d0 + d1x+ d2y + d3z) + 2z (f0 + f1x+ f2y + f3z) ,

ż = Gpc− 2x (e0 + e1x+ e2y + e3z) + 2y (f0 + f1x+ f2y + f3z) .

(4.3)

Naturalmente, podemos associar ao sistema (4.3) o campo de vetores:

X (x, y, z) = P (x, y, z)
∂

∂x
+Q (x, y, z)

∂

∂y
+R (x, y, z)

∂

∂z
, (4.4)
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onde P,Q,R são os polinômios do lado direito do sistema (4.3). O grau deste campo de vetores

é no máximo 2.

Teorema 4.1. A quádrica Gp = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante para o sistema diferen-

cial (4.3) para todo p ∈ [−1, 1].

Demonstração. De fato, temos que

X(Gp) =
∂Gp
∂x

P +
∂Gp
∂y

Q+
∂Gp
∂z

R = 2 (xa+ yb− zc)Gp.

Logo, tomando o cofator K = 2(xa+ yb− zc), temos o resultado desejado.

Como as superf́ıcies Gp = 0 não admitem um cofator constante, não podemos dizer se

o sistema diferencial (4.3) exibe ou não comportamento caótico, pois não podemos aplicar o

método dos caṕıtulos anteriores. Um resultado imediato, relacionado a essas superf́ıcies é em

relação a quando elas são integrais primeiras do sistema (4.3).

Corolário 4.1. O sistema diferencial (4.3) admite a função Gp como integral primeira se, e

somente se, a = b = c = 0.

Por outro lado, adotando z = ±
√
x2 + y2 + p obtemos o seguinte sistema diferencial em

R2, que corresponde a restrição de (4.3) às superf́ıcies algébricas invariantes Gp = 0:

ẋ = −2y
(
d0 + d1x+ d2y ± d3

√
x2 + y2 + p

)
± 2
√
x2 + y2 + p

(
e0 + e1x+ e2y ± e3

√
x2 + y2 + p

)
,

(4.5)

ẏ = 2x
(
d0 + d1x+ d2y ± d3

√
x2 + y2 + p

)
± 2
√
x2 + y2 + p

(
f0 + f1x+ f2y ± f3

√
x2 + y2 + p

)
.

Por comodidade indicaremos ±
√
x2 + y2 + p = z±p , logo teremos ±

√
x2 + y2 + 1 = z±1 no caso

do hiperboloide de duas folhas, ±
√
x2 + y2 = z±0 no caso do cone e ±

√
x2 + y2 − 1 = z±−1 no

caso do hiperboloide de uma folha. Chamaremos o sistema diferencial (4.5) de sistema diferencial

restrito a superf́ıce Gp. Indicaremos esse sistema por X|Gp . Note que no caso do hiperboloide

de uma folha o sistema diferencial tem domı́nio x2 + y2 ≥ 1.

Iremos agora enunciar e demonstrar alguns resultados relacionados aos sistemas diferen-

ciais (4.5), uma vez que são sistemas que estão sobre a superf́ıcie, e assim, podemos aplicar

alguns resultados referentes a teoria de sistemas dinâmicos em R2.

Teorema 4.2. Considere o sistema diferencial (4.5). Então, para os seguintes parâmetros este

sistema diferencial admite uma integral primeira:

(i) d0 = d1 = d2 = e0 = e1 = e3 = 0 e d3 = ∓e2,

(ii) d0 = d1 = d2 = f0 = f1 = f3 = 0 e d3 = ∓f2,
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(iii) e0 = e1 = f0 = f2 = 0, f1 = e2, d1 = 2f3 e d2 = 2e3.

No caso (iii) o sistema é Hamiltoniano e sua função Hamiltoniana H : R2 → R é dada

por:

H (x, y) = −d0
(
x2 + y2

)
− 2

3
z3p (d3 + e2)− 2zp (f3x+ e3y) . (4.6)

Demonstração. No caso (i) temos que, para z+p (análogo para z−p ), o sistema se reduz a

ẋ = 0, (4.7)

ẏ = 2x
(
−e2z+p

)
+ 2z+p

(
f0 + f1x+ f2y + f3z

+
p

)
.

Assim, H (x, y) = x é uma integral primeira do caso (i). Analogamente, H (x, y) = y é uma

integral primeira do caso (ii). Já para (iii) basta ver que o sistema diferencial

ẋ = −2y
(
d0 − 2f3x+ 2e3y ± 2d3z

+
p

)
+ 2z+p

(
e2y + e3z

+
p

)
, (4.8)

ẏ = 2x
(
d0 − 2f3x+ 2e3y + 2d3z

+
p

)
+ 2z+p

(
e2x+ f3z

+
p

)
,

tem divergência igual a 0. Logo, ẋ =
∂H

∂y
e ẏ = −∂H

∂x
. Assim, calculando as integrais em relação

a x e y obtemos a expressão (4.6).

No decorrer do texto, encontraremos muitos sistemas diferenciais que apresentam pontos

singulares não hiperbolicos. Um método que ajuda a determinar o comportamento desses pontos

(localmente) é saber se o sistema em questão é um sistema reverśıvel ou um sistema de tempo

reverśıvel.

Definição 4.1. Seja φ : Rn → Rn um difeomorfismo. Dizemos que um campo de veto-

res X (x, y, z) sobre Rn é de tempo reverśıvel (relativo a φ), ou simplesmente reverśıvel, se

Dφ(p)X (p) = −X (φ (p)). Se o campo de vetores X (x, y, z) é reverśıvel então seu conjunto de

simetria é dado pelo conjunto S = {p ∈ Rn|φ (p) = p}.

O próximo teorema fornece condições para que o sistema diferencial (4.5), seja reverśıvel.

Teorema 4.3. Considere o sistema diferencial (4.5) com a seguinte escolha de parâmetros

d1 = d2, f0 = e0, e1 = f2, e2 = f1 e e3 = f3. Então, o sistema diferencial (4.5) é reverśıvel

pelo difeomorfismo φ : R2 → R2, dado por φ (x, y) = (y, x) e seu eixo de simetria é S ={
(x, y) ∈ R2|y = x

}
.

Demonstração. O sistema diferencial (4.5) nas condições acima tem a forma

ẋ = −2y
(
d0 + d1x+ d1y + d3z

±
p

)
− 2z±p

(
e0 + e1x+ e2y + e3z

±
p

)
, (4.9)

ẏ = 2x
(
d0 + d1x+ d1y + d3z

±
p

)
+ 2z±p

(
e0 + e2x+ e1y + e3z

±
p

)
.
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Vemos que Dφ(x,y)X (x, y) = (ẏ, ẋ) e X (φ (x, y)) = (−ẏ,−ẋ), assim satisfazendo a Definição 4.1.

Ainda, tomando φ (x, y) = (y, x), segue que o eixo de simetria é dado por S =
{

(x, y) ∈ R2|y = x
}

.

Alguns tipos de curvas invariantes recebem um nome especial por sua importância na

dinâmica de um sistema diferencial, entre elas citaremos aqui os paralelos e os meridianos inva-

riantes.

Definição 4.2. Considere a curva γ dada pela intersecção do plano z − k = 0, com k ∈ R com

a superf́ıcie Gp = 0. Dizemos que γ é um paralelo invariante se esta curva for invariante pelo

fluxo do sistema diferencial (4.3).

Definição 4.3. Considere a curva µ dada pela intersecção do plano αx+βy = 0, com α, β ∈ R

com a superf́ıcie Gp = 0. Dizemos que µ é um meridiano invariante se esta curva for invariante

pelo fluxo do sistema diferencial (4.3).

Os paralelos e os meridianos invariantes proporcionam propriedades interessantes aos

sistemas diferenciais que os possui, assim é interessante saber quais são e quantos são os paralelos

e os meridianos invariantes existentes em um sistema. Sabemos por [15] que o número de

paralelos e meridianos em sistemas diferenciais que possuem superf́ıcies algébricas invariantes

depende do grau do sistema. Como estamos trabalhando com um sistema diferencial de grau

2 temos no máximo um paralelo invariante e um meridiano invariante. De fato, assumiremos

que o campo vetorial (4.4) tem um número finito de paralelos e meridianos invariantes. Para

determiná-los usaremos a definição polinômio estático.

Definição 4.4. Seja X um campo vetorial polinomial em R3 associado ao sistema diferencial

(4.3) e W um R-subespaço finito de R [x, y, z] de dimensão l. Seja B = {v1, · · · , vl} uma base

de W . O polinômio estático de X associado a W é o determinante da matriz


v1 v2 · · · vl

X (v1) X (v2) · · · X (vl)
...

...

X l−1 (v1) X l−1 (v2) · · · X l−1 (vl)

 ,

onde X (vi) = 〈(P,Q,R) ,∇vi〉 e Xj (vi) = Xj−1 (X (vi)). Denotaremos este polinômio por

ξW (X). Dizemos que uma superf́ıcie algébrica invariante f (x, y, z) = 0 de grau m tem multi-

plicidade algébrica definida k, ou simplesmente multiplicidade algébrica k, se ξW (X) 6= 0 e k

é o maior inteiro positivo tal que fk divide ξW (X). Se ξW (X) ≡ 0 dizemos que a superf́ıcie

algébrica invariante f (x, y, z) = 0 não tem multiplicidade algébrica definida.
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Perceba que a definição de polinômio estático não depende da escolha da base, uma vez

que as regras de derivação e determinante mostram que mudando a base o polinômio estático

este polinômio se altera em apenas uma constante não nula. Este polinômio é constantemente

utilizado para detectar se uma superf́ıcie algébrica é invariante pelo fluxo do sistema diferencial

(ver também [16], [44]).

Proposição 4.2. Seja X um campo vetorial polinomial em R3 e seja W um subespaço finito

de R [x, y, z] sobre o corpo R com dim (W ) > 1. Então, toda superf́ıcie algébrica invariante

f (x, y, z) = 0 do campo vetorial X, com f ∈ W , é um fator de ξW (X), onde ξW (X) é o

polinômio estático do campo X na base W .

Usando o resultado anterior, basta mostrar que f (x, y, z) = αx + βy é um fator do

polinômio ξW (X) = xẏ − yẋ, onde α, β ∈ R, W = {x, y} e

ẋ = −2y (d0 + d1x+ d2y + d3z)− 2z (e0 + e1x+ e2y + e3z) ,

ẏ = 2x (d0 + d1x+ d2y + d3z) + 2z (f0 + f1x+ f2y + f3z) .

Assim, tomando coordenadas ciĺındricas temos que ξW (X) =
(
x2 + y2

)
· θ, ou seja, ξW (X)

tem grau 3, então admite um fator αx + βy, obtido quando dividimos ξW (X) por f (x, y, z).

Agora considerando o paralelo invariante f (x, y, z) = z− k, com k ∈ R e W = {1, z}, segue que

ξW (X) = ż, onde

ż = 2x (e0 + e1x+ e2y + e3z) + 2y (f0 + f1x+ f2y + f3z) ,

logo, a equação ż admite um fator z − k. Portanto, admite pelo menos um paralelo invariante.

Com isso, determinamos condições para que estes sistemas diferenciais apresentem tais curvas

invariantes.

Teorema 4.4. Considere no sistema diferencial (4.3) a seguinte escolha de parâmetros: a =

−b, d0 = d3 = 0, f0 = e0, f1 = e1, f2 = e2, f3 = e3, d1 = d2 = d. Então, este sistema apresenta

o meridiano invariante dx + dy = 0. Por outro lado, considere o sistema diferencial (4.3),

tomando a seguinte escolha de parâmetros: c = 0, e1 = f2 = 0, e2 = f1, e0 = −ke3, f0 = −kf3.

Então, este sistema apresenta um paralelo invariante da forma z − k = 0.

Demonstração. De fato, temos que o polinômio estático na base W = {x, y} pode ser escrito

como

ξW (x, y, z) = 2 (d1x+ d2y)
(
x2 + y2

)
+ 2 (d0 + d3z)

(
x2 + y2

)
+

+2zx (f1x+ f2y) + 2zy (e1x+ e2y) + 2z (f0x+ e0y) + 2z2 (f3x+ e3y) ,
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logo, um candidato a meridiano invariante é d1x + d2y = 0. Tomando as condições do Te-

orema 4.4, temos que (X, dx+ dy) = 2 (dx− dy) (dx+ dy) , onde K (x, y, z) = 2 (dx− dy)

é o cofator do meridiano invariante gerado pela intersecção de f (x, y, z) = dx + dy com a

quádrica G|p = 0, mostrando que dx + dy = 0 é um meridiano invariante deste sistema.

Por outro lado, sabemos que o resto da divisão de ż por z − k no sistema diferencial (4.3)

é r (x, y) = −2e1x
2 + ((2f1 − 2e2) y − 2e0 − 2ke3)x + 2f2y

2 + (2f0 + 2kf3) y, assim o resto da

divisão é zero se, e só se, e2 = f1, e1 = f2 = 0, e0 = −ke3, f0 = −kf3. Logo, segue que z − k = 0

é um paralelo invariante do sistema diferencial (4.3) gerado pela intersecção de f (x, y, z) = z−k

com a quádrica G|p = 0, e com cofator K (x, y, z) = 2yf3 − 2e3x.

Observe que sempre que o sistema diferencial (4.3) apresentar um paralelo invariante

teremos pontos singulares sobre este paralelo, uma vez que, na intersecção deste paralelo com a

superf́ıcie algébrica invariante temos o seguinte caso,

ż = (2f3y − 2e3x) (z − k) .

Portanto, essa equação sempre assumirá uma raiz z = k.

Com base nessas informações podemos, classificar uma classe de sistemas diferenciais que

apresentam tais caracteŕısticas, em particular, determinaremos aqui o comportamento qualita-

tivo do sistema diferencial (4.3) quando este apresenta um paralelo invariante.

Teorema 4.5. Consideremos o sistema (4.3) com a seguinte escolha de parâmetros a = b, d0 =

d3 = f1 = f2 = e1 = e2 = c = 0, f3 = e3 = 1, e0 = f0 = −k, d1 = d2 = d 6= −1, com k ∈ R.

Então, o sistema diferencial (4.3) apresenta um paralelo invariante z − k = 0 e uma famı́lia de

órbitas heterocĺınicas.

Demonstração. O sistema diferencial (4.3) sob as condições do Teorema 4.5 se reduz a

ẋ = Gpb+ 2y (dx+ dy) + 2z (z − k) ,

ẏ = Gpb− 2x (dx+ dy)− 2z (z − k) ,

ż = −2x (z − k) + 2y (z − k) .

(4.10)

O sistema diferencial (4.10) é simétrico pelo do difeomofismo s : R3×R→ R4 onde s (x, y, z, t) =

(−x,−y, z,−t) e t ∈ R é a variável que representa o tempo. Note ainda que este sistema

apresenta o paralelo invariante z − k = 0, cujo cofator é K (x, y, z) = 2 (y − x) (uma vez que

o sistema satisfaz as condições do Teorema 4.4). O sistema (4.10) tem os seguintes pontos
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singulares:

s1,2 =
(
±1

2

√
2k2 − 2p,∓1

2

√
2k2 − 2p, k

)
,

s3,4 =

(
±1

2

√
α+,±1

2

√
α+,

k+
√
k2+4d2p+4dp

2(d+1)

)
,

s5,6 =

(
±1

2

√
α−,±1

2

√
α−,

k−
√
k2+4d2p+4dp

2(d+1)

)
,

(4.11)

onde p ∈ [−1, 1] e

α+ = (d+ 1)2
(
k
(
k +

√
k2 + 4d2p+ 4dp

)
− 2p (d+ 1)

)
e

α− = (d+ 1)2
(
k
(
k −

√
k2 + 4d2p+ 4dp

)
− 2p (d+ 1)

)
.

Analisaremos o comportamento local destes pontos singulares, através dos autovalores

das matrizes Jacobianas do sistema (4.10). Assim, vemos que para os pontos singulares s1,2 os

autovalores são:

λ1 = 0, λ2,3 =
√

2k2 − 2p

(
1− d±

√
(1 + d)2

)
. (4.12)

Para os pontos singulares s3,4 os autovalores são,

λ1 = 2b
√
γ+

(d+1)2
, λ2,3 = ±2

√
β−

d+1 ,

já para os pontos singulares s5,6 temos os seguintes autovalores

λ1 = 2b
√
γ−

(d+1)2
, λ2,3 = ±2

√
β+

d+1 ,

onde γ+ = (d+ 1)2
(
k
√

4d2p+ 4dp+ k2 − 2dp+ k2 − 2p
)
,

γ− = (d+ 1)2
(
−k
√

4d2p+ 4dp+ k2 − 2dp+ k2 − 2p
)

e

β+ = (d+ 1)
(

4d2p+ 4dp+ k2 + 2 (d+ 1) k
√

4d2p+ 4dp+ k2
)
,

β− = (d+ 1)
(

4d2p+ 4dp+ k2 − 2 (d+ 1) k
√

4d2p+ 4dp+ k2
)

.

Os pontos singulares s1,2 tem o mesmo comportamento para as três quádricas. Se d ∈

(−∞, 0) estes pontos são nós, um atrator e o outro repulsor, por outro lado, estes pontos tem

comportamento de sela, se d ∈ [0,∞). Como tais pontos singulares estão sobre o paralelo

invariante, uma vez que a terceira coordenada de cada um é sempre k, estas curvas formam uma

órbita heterocĺınica. Para os outros pontos singulares, analizaremos cada um separamente em

cada quádrica. Para a quádrica G−1 = 0, notemos que estes pontos singulares são reais se, e só

se, d ∈ I =
(
−1

2 −
√
k2+1
2 ,−1

2 +
√
k2+1
2

)
e d 6= −1.

Assumindo k ∈ R temos que os pontos singulares s3,4 serão hiperbólicos se d ∈ (−1, 0),

assim adquirindo um comportamento de sela. E, não hiperbólicos se d ∈ I \ (−1, 0). Para os

pontos s5,6 tomando k > 0 essas singularidades serão hiperbólicas se d ∈ (−1, 0) e não hiperbólica
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se d ∈ I \ (−1, 0). No caso, k < 0 essas singularidades sempre serão hiperbólicas para todo d ∈ I

com d 6= −1.

A quádrica G0 = 0 exige um pouco mais de atenção, se k 6= 0 os pontos singulares desse

sistema são

s1,2 =
(
±1

2

√
2k2,∓1

2

√
2k2, k

)
,

s3 = (0, 0, 0) , s4,5 =
(
±
√
2k

2(d+1) ,±
√
2k

2(d+1) ,
k
d+1

)
.

(4.13)

Nestes pontos singulares o sistema diferencial (4.10) apresenta os respectivos autovalores relaci-

onados a matriz jacobiana

λ1,2 =
(

0,±2dk
√

2,∓2k
√

2
)
,

λ3 =
(

0, 2k
√

2,−2k
√

2
)
,

λ4,5 =

(
2
√

2bk

d+ 1
,±

2k
√
−2d (d+ 1)

d+ 1
,∓

2k
√
−2d (d+ 1)

d+ 1

)
.

Logo, estes pontos singulares existem para todo d 6= 1, e tem comportamento de sela se d ∈

(−1, 0) e são não hiperbólicos caso contrário. Já o ponto s3 é um ponto singular da própria

superf́ıcie algébrica invariante, que apresenta um comportamento de sela se k 6= 0. Porém, se

k = 0, só existe um ponto singular no sistema diferencial, no caso o próprio ponto s3, e este

apresenta um comportamento de cúspide. Para ver isto, basta notarmos que a superf́ıcie G−1

é um blow-up natural do retrato de fase do sistema da superf́ıcie G0 = 0 quando k = 0, como

mostrado na Figura (4.1).

Figura 4.1: Superf́ıcie G|−1 = 0.

Para a quádrica G1 = 0 os pontos singulares s3,4 são reais se, e só se, k ≥ 1 e d 6= −1.

Neste caso, se d ∈ (−1, 0) estes pontos tem comportamento de sela. Caso contrário, esses pontos

singulares são não hiperbólicos. Já os pontos singulares s5,6 são reais se, e só se, k ≤ −1 e d 6= −1.
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Assim, como os pontos anteriores se d ∈ (−1, 0) estes pontos singulares tem comportamento de

sela, caso contrário, são não hiperbólicos. Por fim, quando k = ±1, o paralelo invariante

intercepta o hiperboloide de duas folhas em apenas um ponto, no caso ±1. De fato, o sistema

apresentará os seguintes pontos singulares, se k = 1, temos(
±
√
−4d− 2

2 (d+ 1)
,±
√
−4d− 2

2 (d+ 1)
,− d

d+ 1

)
, (0, 0, 1)

e quando k = −1 (
±
√
−4d− 2

2 (d+ 1)
,±
√
−4d− 2

2 (d+ 1)
,

d

d+ 1

)
, (0, 0,−1) .

Os únicos pontos singulares que pertencem ao hiperboloide de duas folhas são (0, 0,±1),

uma vez que −1 < d
d+1 < 1, para todo d ∈ R. Nestes pontos singulares as matrizes jacobianas

tem autovalores nulos, porém vemos que o cone é um blow-up natural do retrato de fase do

hiperboloide de duas folhas (como podemos ver na Figura (4.2)), logo, podemos ver que para

tais condições esses pontos tem comportamento de sela ou nó.

Figura 4.2: Superf́ıcie G|−1 = 0.

Agora analisaremos os casos dos pontos singulares não hiperbolicos. Neste caso, vamos

considerar o sistema restrito as superf́ıcies X|Gp :

ẋ = −2y (dx+ dy)− 2z±p (zp − k) , (4.14)

ẏ = 2x (dx+ dy) + 2z±p (zp − k) .

Este sistema satisfaz as condições do Teorema 4.3, portanto o sistema (4.14) é tempo reveśıvel,

onde o eixo de simetria é dado por S =
{

(x, y) ∈ R2|y = x
}

. Observe que os pontos singulares

do sistema (4.14) estão relacionados com as duas primeiras coordenadas dos pontos singulares

do sistema (4.10). Note que os pontos singulares do sistema (4.14) estão sobre o eixo de simetria

S, logo, podemos concluir que estes pontos tem comportamento de centro, e portanto de centro

sobre a superf́ıcie.
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Assim, a existência de pontos singulares de cada superf́ıcie depende do intervalo em que

cada uma está definida. Em particular, no intervalo (−1, 0) todos pontos singulares do sistema

(4.10) são hiperbolicos.

Mostraremos a transição dos retratos de fase do Teorema 4.5 para k = 2 fixo. Para

d ∈ (−1, 0) temos os seguintes posśıveis retratos de fase, como mostrado nas Figuras (4.3), (4.4)

e (4.5):

Figura 4.3: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.4: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.5: Superf́ıcie G|1 = 0.
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Para d ∈ I \ (−1, 0) com d < 0, temos os seguintes posśıveis retratos de fase, como

mostrado em (4.6), (4.7) e (4.8):

Figura 4.6: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.7: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.8: Superf́ıcie G|1 = 0.
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Para d ∈ I \ (−1, 0) com d > 0, temos os seguintes posśıveis retratos de fase,como

mostrado em (4.9), (4.10) e (4.11):

Figura 4.9: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.10: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.11: Superf́ıcie G|1 = 0.
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Para d /∈ I com d < 0, temos os seguintes posśıveis retratos de fase, como mostrado em

(4.12), (4.13) e (4.14):

Figura 4.12: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.13: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.14: Superf́ıcie G|1 = 0.
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Para d /∈ I e d > 0, temos os seguintes posśıveis retratos de fase, como mostrado em

(4.15), (4.16) e (4.17):

Figura 4.15: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.16: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.17: Superf́ıcie G|1 = 0.
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Em resumo, obtemos a Tabela 4.1 que informa o tipo de pontos singulares que podemos

encontrar em cada caso abordado no Teorema 4.5.

Tabela 4.1: Pontos singulares do Teorema 4.5

Figura pontos singulares sela nó centro

(4.3) 6 4 2 0

(4.4) 5 3 2 0

(4.5) 4 2 2 0

(4.6) 6 2 2 2

(4.7) 5 1 2 2

(4.8) 4 0 2 2

(4.9) 6 4 0 2

(4.10) 5 3 0 2

(4.11) 4 2 0 2

(4.12) 2 0 2 0

(4.13) 5 1 2 2

(4.14) 4 0 2 2

(4.15) 2 2 0 0

(4.16) 5 3 0 2

(4.17) 4 2 0 2

Um caso interessante que chama muita atenção na literarura geral ocorre quando sistemas

diferenciais apresentam órbitas periódicas. Os próximos teoremas mostram condições para que

sistemas diferenciais do tipo (4.3) exibam tais órbitas.

Teorema 4.6. Considere o sistema diferencial (4.3) com a seguinte escolha de parâmetros

c = e0 = e1 = e3 = f0 = f2 = f3 = 0 e f1 = e2 = e. Então, o sistema diferencial (4.3) apresenta

uma famı́lia de órbitas periódicas paralela ao plano xy.

Demonstração. De fato, tomando as condições dadas acima temos que o sistema diferencial (4.3)

pode ser escrito como:

ẋ = Gpa− 2y (d0 + d1x+ d2y + d3z)− 2zye,

ẏ = Gpb+ 2x (d0 + d1x+ d2y + d3z)− 2zxe,

ż = 0.

(4.15)
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Considere o sistema diferencial X|Gp restrito as quádricas Gp = 0. Tomando zp =

±
√
x2 + y2 + p e fazendo a mudança para coordenadas polares x = rsen (θ) , y = rcos (θ) temos

que ṙ = 0 e θ̇ = 2d0 + 2
√
r2 − 1 (e+ d3) + 2r (d2sen (θ) + d1cos (θ)). Como ṙ = 0, segue que

r = k com k ∈ R, ou seja, o raio é sempre constante, segue dáı que

k = r =
√
x2 + y2 + p⇒ x2 + y2 + p = k2

Logo, as órbitas serão órbitas periódicas todas paralelas ao plano xy.

O próximo teorema mostra um conjunto de órbitas periódicas e heterocĺınicas que satis-

fazem as condições do Teorema 4.2.

Teorema 4.7. Considere o sistema diferencial (4.3) com a seguinte escolha de parâmetros

d1 = d2 = d3 = e0 = e1 = e3 = f0 = f2 = f3 = c = 0. Então, este sistema apresenta um

conjunto de órbitas periódicas.

Demonstração. Adotadas as condições do teorema obtemos o seguinte sistema:

ẋ = Gpa− 2d0y − 2zye2,

ẏ = Gpb+ 2d0x+ 2zxf1,

ż = −2xy (f1 − e2) .

(4.16)

Os pontos singulares deste sistema são

s1,2 =

(
0,±

√
d20 − pe22
e2

,−d0
e2

)
, s3,4 =

(
±
√
d20 − pf21
f1

, 0,−d0
f1

)
, s5,6 = (0, 0,±√p) .

Inicialmente, considerando e2 = f1 o sistema diferencialX|Gp restrito à superf́ıcie algébrica

invariante G|p = 0 satisfaz as condições do Teorema 4.2, logo, o sistema diferencial é Hamilto-

niano e sua função hamiltoniana é dada por:

Hp (x, y) = −d0y2 −
2

3
e2z

3
p − d0x2.

Portanto, seu comportamento fica totalmente descrito. Agora consideremos e2 6= f1. Os auto-

valores associados a s1,2 são:

λ1 = ±2b

√
d20 − pe22
e2

, λ2,3 = ±2

√
e2 (e2 − f1)

(
pe22 − d20

)
e2

,

e, os relacionados aos pontos singulares s3,4 são

λ1 = ±2a

√
d20 − pf21
f1

, λ2,3 = ±2

√
−f1 (f1 − e2)

(
pf21 − d20

)
f1

,
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e por fim relacionada a s5,6

λ1 = 0, λ2,3 = ±2
√
−d0
√
p (e2 − f1)− pe2f1 − d20.

Assim só podemos ter pontos singulares do tipo sela, centro ou foco. Por outro lado, temos que

o sistema restrito é dado por:

ẋ = −2yd0 − 2e2yz
±
p ,

ẏ = 2xd0 + 2f1xz
±
p ,

(4.17)

cujos pontos singulares são dadas por:

s1,2 =

(
0,±

√
d20 − pe22
e2

)
, s3,4 =

(
±
√
d20 − pf21
f1

, 0

)
, s5 = (0, 0) .

Podemos ver que o sistema diferencial (4.17) tem uma integral primeira da forma:

H (x, y) = 2f1x
2 + 2e2y

2 + 4d0z
±
p + pf1.

Logo, o sistema diferencial tem o comportamento totalmente descrito.

Alguns posśıveis espaços de fase do Teorema 4.7 podem ser vistos nas Figuras (4.18),

(4.19) e (4.20), para e2 6= f1 e em (4.21), (4.22) e (4.23) para e2 = f1.

Figura 4.18: G−1 = 0 para e2 6= f1. Figura 4.19: G0 = 0 para e2 6= f1.
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Figura 4.20: G−1 = 0 para e2 6= f1. Figura 4.21: G0 = 0 para e2 6= f1.

Figura 4.22: G−1 = 0 para e2 6= f1. Figura 4.23: G0 = 0 para e2 6= f1.

Considere agora o sistema diferencial (4.1) com a seguinte escolha de parâmetros d1 =

d2 = d3 = e1 = e2 = e3 = f1 = f2 = f3 = 0, d0 = d, e0 = e, f0 = f , assim teremos o seguinte

sistema diferencial
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ẋ = Gpa− 2yd− 2zf,

ẏ = Gpb+ 2xd+ 2ze,

ż = Gpc− 2xe+ 2yf. (4.18)

Este sistema diferencial é simétrico pelo difeomorfismo s : R3 ×R→ R4 dado por s (x, y, z, t) =

(−x,−y,−z, t). Os pontos singulares desse sistema são:(
±f
√

(−d2 + f2 + e2) p

−d2 + f2 + e2
,±e

√
(−d2 + f2 + e2) p

−d2 + f2 + e2
,∓d

√
(−d2 + f2 + e2) p

−d2 + f2 + e2

)
.

Observe que para estes pontos singulares existirem devemos ter d2 6= f2 + e2. Neste caso, os

autovalores associados a tais pontos são:

λ1 = 2 (af + cd+ be)

√
(d2 − f2 − e2) p
d2 − f2 − e2

, λ2,3 = ±
√
−d2 + f2 + e2.

Analisando o sistema restrito às superf́ıcies X|Gp temos os seguintes pontos singulares(
±f
√

(−d2 + f2 + e2) p

−d2 + f2 + e2
,±e

√
(−d2 + f2 + e2) p

−d2 + f2 + e2

)
.

Logo, este sistema admite a integral primeira

HGp (x, y) = fx+ ey + dz±p − 1. (4.19)

Notemos que no caso da superf́ıcie G−1 = 0 os pontos singulares existem se, e somente se,

d2 > f2 + e2 gerando assim, dois pontos de sela. Por outro lado, na superf́ıcie G1 = 0 os pontos

singulares só existem se d2 < f2 + e2, gerando assim um comportamento de centro em tais

pontos singulares. Logo, as condições impostas a uma superf́ıcie não se aplica à outra, ou seja,

se existem pontos singulares na superf́ıcie G−1 = 0 não haverá pontos singulares na superf́ıcie

G1 = 0 e vice-versa. A transição desses retratos de fase ocorrem na superf́ıcie G0 = 0, uma vez

que não existem restrições para seu ponto singular. Para d2 > e2 + f2 temos os retratos de fase

mostrado nas Figuras (4.24), (4.25) e (4.26).
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Figura 4.24: Superf́ıcie G−1 = 0. Figura 4.25: Superf́ıcie G0 = 0.

Figura 4.26: Superf́ıcie G1 = 0.
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E, para d2 < e2 + f2 temos os retratos de fase (4.27), (4.28) e (4.29) abaixo:

Figura 4.27: Superf́ıcie G−1 = 0. Figura 4.28: Superf́ıcie G0 = 0.

Figura 4.29: Superf́ıcie G1 = 0.

Um caso interessante acontece quando af + cd+ be = 0. Quando isto acontece o sistema

diferencial (4.18) apresenta uma curva de singularidades.

Teorema 4.8. Considere o sistema diferencial (4.18) com a seguinte escolha de parâmetros

a = − be
f , d = 0, c = b. Neste caso, o sistema diferencial (4.18) apresenta uma curva de singula-
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ridades, que intercepta a superf́ıcie G−1 = 0 em dois pontos distintos, a superf́ıcie G0 = 0 em

um ponto e não interecepta a superf́ıcie G1 = 0.

Demonstração. De fato, tomando a escolha de parâmetros acima temos o seguinte sistema:

ẋ = −Gp bef − 2zf,

ẏ = Gpb+ 2ze,

ż = Gpb− 2xe+ 2yf.

(4.20)

O sistema apresenta a seguinte curva de singularidades:

β (z) =

(
±f
(
−be2z +

√
ρ

be (f2 + e2)

)
,±

bf2z +
√
ρ

b (f2 + e2)
, z

)
onde, ρ =

(
b2e4z2 −

(
e2 + f2

) (
2be2fz + b2e2p

))
. As interseções desta curva com as superf́ıcies

G−1 = 0 e G0 = 0 ocorre quando z = 0, gerando assim dois pontos singulares no caso da

superf́ıcie G−1 = 0, (
±f
√
−pb2e2 (f2 + e2)

be (f2 + e2)
,±
√
−pb2e2 (f2 + e2)

b (f2 + e2)
, 0

)

e um ponto singular no caso da superf́ıcie G0 = 0 neste caso a origem (0, 0, 0). Estes pontos

sobre as superf́ıcies G0 = 0 e G−1 = 0 apresentam comportamento de sela, onde os autovalores

associados a essas singularidades são λ1 = 0, λ2,3 = ±2
√
f2 + e2. Por outro lado, a curva de

singularidade tem comportamento de sela se, z < f
(f2+e2)
be2

quando fbe2 > 0 ou z > f
(f2+e2)
be2

quando fbe2 < 0. E, comportamento de centro ou foco-fraco se, z < f
(f2+e2)
be2

quando fbe2 < 0

ou z > f
(f2+e2)
be2

quando fbe2 > 0.

4.2 Estudo no infinito

Estudaremos agora o comportamento do sistema diferencial (4.18) no infinito através da

compactificação de Poincaré, mais detalhes sobre este método de estudo de sistemas diferenciais

polinomiais no infinito, podem ser vistos em [16], [34]. É interessante observar que independente

da superf́ıcie, neste caso, as órbitas do sistema diferencial (4.18) apresentam o mesmo compor-

tamento no infinito. Como este sistema tem grau par esta análise será feita somente em três

cartas, as quais chamaremos de U1, U2, U3. Inicialmente, vemos que a intersecção da esfera de

Poincaré no infinito com a superf́ıcie Gp = 0 o ćırculo unitário.

Teorema 4.9. A extensão da superf́ıcie Gp = 0 na esfera de Poincaré é o ćırculo unitário.
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Demonstração. Observamos inicialmente que a extensão na esfera de Poincaré no infinito ocorre

na carta U3, cujas mudanças de coordenadas são dadas por x = w1
w3
, y = w2

w3
, z = 1

w3
. Substituindo

em x2+y2−z2+p = 0, obtemos w2
1 +w2

2−w2
3−1 = 0. Tomando w3 = 0 temos que w2

1 +w2
2 = 1,

ou seja, no infinito a superf́ıcie Gp = 0 intercepta a esfera de Poincaré no ćırculo de raio 1.

Analisaremos agora o sistema diferencial (4.18) no infinito a partir de seus pontos sin-

gulares e autovalores.

Teorema 4.10. Considere o sistema diferencial (4.18). Então, o comportamento do sistema

diferencial na esfera de Poincaré sempre apresenta nós (estáveis ou instáveis).

Demonstração. Como o sistema diferencial tem dimensão par, basta analisarmos as cartas

U1, U2, U3.

· Compactificação na carta U1 no infinito.

Fazendo a mudança de coordenadas x = 1
w , y = u

w , z = v
w temos que o sistema diferencial

(4.18) na carta U1 é dado por:

u̇ = (b− au)
(
1 + u2 − v2

)
,

v̇ = (c− av)
(
1 + u2 − v2

)
.

Os pontos singulares deste sistema são:

p1 =

(
b

a
,
c

a

)
, p2 =

(
b

a
,±
√
a2 + b2

a

)
,

e ainda apresenta a seguintes curvas de singularidades:

β (u) =
(
u,±

√
1 + u2

)
.

Notemos que o ponto p2 pertence à curva β, assim analisaremos os autovalores apenas da matriz

Jacobiana do campo no ponto p1 e da curva β. Os autovalores de p1 são

λ1 = λ2 = −
(
a2 + b2 − c2

)
a

.

Assim, se a 6= 0 temos que o ponto singular p1 é um nó repulsor se a > 0 e c2 > a2 + b2

ou a < 0 e c2 < a2 + b2, e atrator se a > 0 e c2 < a2 + b2 ou a < 0 e c2 > a2 + b2. Já as curvas

de singularidades tem comportamentos opostos, enquanto uma é atratora a outra é repulsora e

vice-versa. Neste caso estas curvas são parábolas com vértice no ponto (0, 1) e (0,−1). No caso

em que a = 0, o campo apresenta somente a curva de singularidades

ω (v) =
(
±
√
v2 − 1, v

)
,
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onde esta se comporta como a curva anterior.

· Compactificação na carta U2 no infinito.

Fazendo a mudança de coordenadas x = u
w , y = 1

w , z = v
w temos que o sistema diferencial

(4.18) nesta carta U2 é dado por:

u̇ = (a− bu)
(
1 + u2 − v2

)
,

v̇ = (c− bv)
(
1 + u2 − v2

)
.

Os pontos singulares deste sistema são:

p1 =
(a
b
,
c

b

)
, p2 =

(
±
√
c2 − b2
b

,
c

b

)
,

e ainda apresenta as seguintes curvas de singularidades:

β (v) =
(
±
√
v2 − 1, v

)
.

Notemos que o ponto p2 pertence à curva β, assim analisaremos os autovalores apenas da matriz

Jacobiana do campo no ponto p1 e da curva β. Os autovalores de p1 são

λ1 = λ2 = −
(
a2 + b2 − c2

)
b

.

Assim, analogamente à carta U1, se b 6= 0 temos que o ponto p1 é um nó repulsor se b > 0 e

c2 > a2 + b2 ou b < 0 e c2 < a2 + b2, e atrator se b > 0 e c2 < a2 + b2 ou b < 0 e c2 > a2 + b2.

Já as curvas de singularidades tem comportamentos opostos, assim como na carta U1. Neste

caso, estas curvas são Hipérboles com vértice no ponto (1, 0) e (−1, 0). No caso em que b = 0,

o campo apresenta somente as curvas de singularidades

ω (v) =
(
±
√
v2 − 1, v

)
,

assim como na carta U1.

· Compactificação na carta U3 no infinito.

Analogamente às outras compactificações, tomamos a mudança de coordenadas x =

u
w , y = v

w , z = 1
w no sistema diferencial (4.18) a compactificação na carta U3 é dado por:

u̇ = (a− cu)
(
u2 + v2 − 1

)
,

v̇ = (b− cv)
(
u2 + v2 − 1

)
.

Os pontos singulares deste sistema são:

p1 =

(
a

c
,
b

c

)
, p2 =

(
a

c
,±
√
c2 − a2
c

)
,
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e ainda apresenta as curvas de singularidades:

β (u) =
(
u,±

√
1− v2

)
.

Notemos que o ponto p2 pertence à curva β, assim analisaremos os autovalores apenas da matriz

Jacobiana do campo no ponto p1 e da curva β. Os autovalores de p1 são

λ1 = λ2 = −
(
a2 + b2 − c2

)
c

.

Analisando as condições sobre esses pontos temos que, se c 6= 0, p1 é um nó repulsor se c > 0 e

c2 > a2 + b2 ou c < 0 e c2 < a2 + b2, e atrator se c > 0 e c2 < a2 + b2 ou c < 0 e c2 > a2 + b2.

Neste caso, a curva de singularidade é um ćırculo de raio 1, onde o comportamento no interior

e no exterior do ćırculo são opostos, ou seja, se o interior é atrator o exterior será repulsor, se

o exterior é atrator o interior será repulsor. No caso em que c = 0, o campo apresenta somente

as curvas descritas acima. Analisando os pontos singulares vemos que o ponto p1, em todas

as cartas, sempre está sobre a curva β quando c2 = a2 + b2. Abaixo nas Figuras 4.30 e 4.31,

podemos ver algumas representações dos posśıveis retratos de fase na esfera de Poincaré.

Figura 4.30: Representação do espaço de fase na esfera de Poincaré do sistema diferencial

(4.18).

Figura 4.31: Representação do espaço de fase na esfera de Poincaré do sistema diferencial

(4.18).
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A partir da análise do Teorema 4.10 podemos ilustrar o retrato global das soluções do

sistema diferencial (4.18), onde nas Figuras 4.32, 4.33 e 4.34 temos a representação quando

d2 > e2 + f2.

Figura 4.32: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.33: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.34: Superf́ıcie G|1 = 0.
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E, nas Figuras 4.35, 4.36 e 4.37 temos a representação quando d2 < e2 + f2.

Figura 4.35: Superf́ıcie G|−1 = 0. Figura 4.36: Superf́ıcie G|0 = 0.

Figura 4.37: Superf́ıcie G|1 = 0.
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Considerações finais

Neste trabalho, usamos superf́ıcies algébricas invariantes para investigar o comporta-

mento não caótico de sistemas diferenciais em R3 e para estudar o comportamento qualitativo

dos mesmos, uma vez que essa ferramenta se mostra útil na análise de ambos os casos.

No Caṕıtulo 2 apresentamos uma condição suficiente para estudar o comportamento não

caótico de sistemas diferenciais polinomiais definidos em R3. Usando esta condição, determina-

mos uma abrangente classe de sistemas diferenciais quadráticos não caóticos definidos em R3

com uma matriz jacobiana simétrica e posteriormente classificamos classes de jerk equations

que também não apresentam comportamento caótico e, com isso, apresentando condições rela-

tivamente simples para sistemas diferenciais que já existem na literatura não apresentarem tal

comportamento. A condição suficiente proposta é bastante geral e pode ser aplicado no estudo de

dinâmicas não caóticas de outros tipos de sistemas polinomiais diferenciais em R3. Além disso,

o estudo do comportamento não caótico em tipos mais gerais de sistemas diferenciais definidos

em R3 (mesmo sistemas diferenciais não polinomiais) pode ser considerado, usando extensões

da teoria de integrabilidade de Darboux, apresentadas por exemplo, em [18]. Os resultados

apresentados neste caṕıtulo dão uma resposta parcial para a conjectura proposta por Zeraoulia

e Sprott [67] e complementam os resultados obtidos em [22], [23], [43], [68], [69], [70], além de

estarem no contexto dos problemas em aberto colocados em [24], relativos à caracterização de

dinâmicas caóticas e não-caóticas em sistemas autônomos de equações diferenciais ordinárias.

No Caṕıtulo 3 investigamos condições para os sistemas do tipo Lorenz não apresentar

comportamento caótico, através da condição suficiente apresentada no Caṕıtulo 2. Vemos que

através dos sistemas diferenciais apresentados em [35], podemos determinar condições para que

estes apresentam quádricas invariantes e não apresentem comportamento caótico, com isso clas-

sificando uma grande classe de sistemas diferenciais não caóticos. Das condições apresentadas

para os sistemas do tipo Lorenz podemos determinar condições para que sistemas diferenciais
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conhecidos na literatura, como Rabinovich, Lorenz e Chen, não apresentem comportamento

caótico, complementando os trabalhos [32], [33] e [34].

Por fim, no Caṕıtulo 4 estudamos o comportamento qualitativo dos sistemas diferenciais

que apresentam uma quádrica do tipo Gp = x2 + y2 − z2 + p com p ∈ [−1, 1] como superf́ıcie

algébrica invariante, baseado nos sistemas diferenciais apresentados em [35] e [44]. Inicial-

mente são obtidas condições para que tais sistemas diferenciais tenham como integral primeira a

quádrica Gp = 0 e assim vemos que o espaço de fase é folheado por essas superf́ıcies. Posterior-

mente investigamos a restrição desses sistemas diferenciais à quádrica Gp = 0, obtendo condições

para que essas restrições tenham uma integral primeira ou que estes sistemas diferenciais sejam

sistemas Hamiltonianos e consequentemente, por essas propriedades, sabemos o comportamento

qualitativo desses sistemas diferenciais sobre a quádrica Gp = 0. Ainda, mostramos condições

para que estes sistemas diferenciais sejam reverśıveis (ou tempo reveśıveis), que são muito men-

cionados e estudados na literatura geral. Vemos ainda que, sob certas condições, esses sistemas

diferenciais podem apresentar paralelos e meridianos invariantes, confirmando os resultados apre-

sentados em [15]. E, a partir dos paralelos invariantes obtemos órbitas heterocĺınicas sobre a

intersecção dessas superf́ıcies, gerando assim um comportamento qualitativo interessante e bas-

tante complexo para esses sistemas diferenciais. Apresentamos também condições para que esses

sistemas diferenciais apresentem órbitas peŕıodicas. E, por fim, mostramos o comportamento

global de uma classe de sistemas obtido através do estudo na esfera de Poincaré.

Acreditamos que a teoria de sistemas diferenciais não caóticos (ou dinâmica não caótica)

tem muito ainda a ser estudada, e que as superf́ıcies algébricas invariantes constituem uma

ferramenta importante para investigar tais problemas. Como ainda existem inúmeros problemas

em aberto que podem ser explorados, pretendemos em um futuro próximo generalizar a condição

apresentada no Caṕıtulo 2, com objetivo de enunciar um critério geral que possa descrever a

dinâmica não caótica de sistemas diferenciais em R3. Por outro lado, existem ainda problemas

em aberto na dinâmica de sistemas diferenciais que apresentam uma quádrica como superf́ıcie

algébrica invariante. Já é conhecida a dinâmica em algumas quádricas como vemos por exemplo

em [44], porém ainda existem sistemas diferenciais não explorados que podem ser estudados no

futuro.
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[18] Giné, J., Grau, M., Llibre, J. On the extensions of the Darboux theory of integrability,

Nonlinearity 26, 2221–2229, 2013.

[19] Gouesbet, G. Reconstruction of standard and inverse vector fields equivalent to a Rössler
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Processo para encontrar o plano invariante do

Teorema 2.3

Dado o sistema diferencial (2.6), podemos associar este sistema ao campo de vetores

(2.8) como no texto. Assim, tomando f : R3 → R dada por f (x, y, z) = α0 + α1x+ α2y + α3z,

estudamos o produto interno:

(X,∇f) = 〈X,∇f〉 =
∂f

∂x
P +

∂f

∂y
Q+

∂f

∂z
R = kf. (A.1)

onde k ∈ R. Fazendo 〈X,∇f〉 − kf = 0, obtemos o seguinte sistema de equações:

a4α1 +
1

2
a7α2 +

1

2
a8α3 = 0

a7α1 + 2a5α2 + a9α3 = 0

a8α1 + a9α2 + 2a6α3 = 0

(a1 − k)α1 + a2α2 + a3α3 = 0

a5α1 + b5α2 +
1

2
b9α3 = 0

a9α1 + b9α2 + 2b6α3 = 0

a2α1 + (b2 − k)α2 + b3α3 = 0

a6α1 + b6α2 + c6α3 = 0

a3α1 + b3α2 + (c3 − k)α3 = 0

a0α1 + b0α2 + b0α3 − kα0 = 0.
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Temos portanto 10 equações com 24 parâmetros para serem analisados. Com o objetivo

de obter o maior número de parâmetros livres nessas equações obtemos as seguintes soluções:

a4 =
m2

2(k)
[
b5m2 (k)− 3

2b9m3 (k)
]

+m2
3 (k) [3b6m2 (k)− c6m3 (k)]

m3
1 (k)

,

a5 =
b5m2 (k)− 1

2b9m3 (k)

m1 (k)
,

a6 =
b6m2 (k)− c6m3 (k)

m1 (k)
,

a7 =
2b5m

2
2 (k) + 2b6m

2
3 (k)− 2b9m2 (k)m3 (k)

m2
1 (k)

,

a8 =
b9m

2
2 (k) + 2c6m

2
3 (k)− 4b6m2 (k)m3 (k)

m2
1 (k)

,

a9 =
−2b6m3 (k) + b9m2 (k)

m1 (k)
,

c3 = k +
m4 (k)

m3 (k)
,

onde a0, a1, a2, a3, b0, b2, b3, b5, b6, b9, c0, c6 ∈ R, k ∈ R \ {0} e

m1 (k) = a2b3 − a3b2 + a3k,

m2 (k) = a1b3 − a2a3 − b3k,

m3 (k) = a1b2 − a1k − a22 − b2k + k2,

m4 (k) = a1b
2
3 − 2a2a3b3 + a23b2 − a23k − b23k,

com m1 (k) ,m3 (k) 6= 0, obtendo assim o plano invariante

f (x, y, z) = α0 + α1x+ α2y + α3z, (A.2)

com

α0 =
a0
k

+
m3 (k) c0 −m2 (k) b0

m1 (k) k
, α1 = 1, α2 =

−m2 (k)

m1 (k)
, α3 =

m3 (k)

m1 (k)
. (A.3)

Os cálculos foram feitos utilizando o software Maple.
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