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RESUMO

Este trabalho busca estudar a geometria diferencial de algumas classes de superficies com
singularidades que nao sao necessariamente nao degeneradas ou frentes. Dentre elas,
estudamos a superficie singular D3, que é uma frente com singularidade degenerada, de-
terminada por um conjunto bifurcacdo de uma certa deformacao. Estudamos também
uma classe de frontais chamadas de o-edges, que podem ser nédo frentes ou apresentar sin-
gularidades nao degeneradas apenas em casos especificos. Por fim, estudamos a geometria
do conjunto focal de frontais puras, que sao superficies singulares que nao sao frentes em

todos os seus pontos singulares.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Superficies singulares. Frontais. Frentes de onda.



ABSTRACT

This work seeks to study the geometry of some especific classes of singular surfaces which
are not necessarily fronts or non-degenerated singularities. We study the singular surfaces
DT, when it is given as a bifurcation set of a deformation; this surface is a front which
has a degenerated singular point. We also study a class of singular surfaces called o-edges,
which are frontals, but are fronts or non-degenerated singular points in very specific cases.
At last, we study the geometry of the focal set of singular surface which are frontal but not

front in every singular point; such surfaces are called pure frontals.

Keywords: Diferential Geometry. Singular Surfaces. Frontals. fronts.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A geometria diferencial de superficies singulares vem sendo objeto de intimeros traba-
lhos nas tltimas décadas, principalmente germes de superficies singulares f : (R?0) —
(R3,0) que admitem um campo unitdrio suave de vetores normais, chamadas de frontais.
Como exemplos de frontais mais frequentes na literatura temos a cuspidal edge, o rabo de
andorinha e a cuspidal cross cap (suas defini¢oes se encontram no Capitulo . Se v é um
campo unitdrio de vetores normais a uma frontal f e a aplicagao (f,v) é uma imersao,
dizemos que f é uma frente de onda, ou apenas frente. Cuspidal edges e rabos de
andorinha, assim como singularidades DT sido exemplos de frentes. Os pontos singulares
de uma frontal podem ser divididos em degenerados e nao degenerados. Entre os nao
degenerados, existem pontos do primeiro e sequndo tipo. Para os pontos nao degenerados,
o conjunto singular de f é uma curva regular em uma vizinhanca desse ponto, sendo que
os pontos do primeiro tipo tém como imagem por f uma curva também regular, e os do
segundo tipo uma curva singular.

Frontais que sdo frentes ou que possuem singularidades nao degeneradas tem tido
grande destaque nos estudos dentro de superficies singulares (I} [15, [17, 22, 24, 28, 29,
34], por exemplo). Para superficies com singularidades degeneradas, porém, nao existem
tantos resultados. Uma das possiveis razoes para isso ¢ que nao conseguimos garantir um
bom comportamento dos pontos singulares em uma vizinhanga desses pontos (como ocorre
para os pontos nao degenerados, onde garantimos que é uma curva regular). Tendo isso
em vista, este trabalho busca encontrar resultados sobre a geometria de algumas classes
de superficies singulares que nao sao necessariamente frentes ou que nao apresentam
necessariamente singularidades nao degeneradas, e esta organizado da seguinte maneira.

No Capitulo [2] apresentamos as preliminares deste trabalho, ou seja, definigdes e
resultados que sao usados durante o trabalho ou que apresentam técnicas tteis para o
mesmo. Dentre eles, destacamos o estudo de frontais e frentes de onda, frontais com
pontos singulares do primeiro tipo, as defini¢oes de alguns invariantes geométricos e suas
interpretacoes geométricas.

Singularidades do tipo Dj, chamadas de pirdmide (—) ou bolsa (+), sdo exemplos de
singularidades degeneradas (por um ponto de pirdmide, por exemplo, passam trés curvas
singulares). Essas singularidades surgem no conjunto focal de superficies regulares em
pontos relativos aos pontos umbilicos da superficie original. Isto ocorre pois o conjunto
focal é o conjunto bifurcacdo da familia distdncia ao quadrado, uma familia de Morse
versal de uma certa aplicagdo. De uma maneira mais geral, superficies com singularidades

12



Introducgao 13

D7 sdo o conjunto bifurcacdo de uma deformacio versal a trés parametros de um germe
de funcdo D f : R*,0 — R,0. No Capitulo [3| estudamos a relacdo entre os termos
de uma deformacéo versal de uma singularidade DT e as informacoes geométricas das
superficies Dy . Mostramos que, assim como para frentes de onda ([34, Teorema 3.1]), uma
de suas curvaturas principais pode ser estendida sobre seu conjunto singular, enquanto
a outra é nao limitada perto desse (Teorema . Além das curvaturas principais,
estudamos também o comportamento assintotico das curvaturas Gaussiana e média de
superficies DE. Sobre as curvas parabdlicas, curvas de ridge e sub-parabdlicas, estudamos
o niimero méaximo dessas curvas que podem emanar da singularidade DT, com certas
condigoes (Teorema . Provamos que o niimero de curvas parabdlicas € no maximo
trés e suas configuracoes sobre as faces da superficie Di dependem apenas dos termos da
deformacao versal inicial. Ao final desse capitulo, fazemos um estudo quando o conjunto
bifurcacao é uma cuspidal edge e um rabo de andorinha, relacionando os coeficientes de
uma deformacao versal dada com alguns invariantes geométricos. Todo este capitulo foi
desenvolvido no projeto BEPE no Japao supervisionado pelo professor Kentaro Saji, e
parte dele estd publicado em [27].

No Capitulo {4 estudamos a geometria de um conjunto especial de frontais em R3?,
chamadas o-edges, onde ¢ é uma curva parametrizada plana com singularidade de mul-
tiplicidade finita. As o-edges aparecem naturalmente em superficies invariantes sob uma
acao de grupo em R3, como rotacdes em torno de um eixo ou movimentos helicoidais.
Tais frontais sdo superficies A-equivalentes a uma superficie que pode ser considerada
como uma suspensao de o (ver Secao para definigdes e exemplos). Cuspidal edges e
5/2-cuspidal edges sdao exemplos de o-edges.

Superficies que sao o-edges nao necessariamente sao frentes de onda ou apresentam
singularidades nao degeneradas. Porém, quando ¢ tem singularidade isolada de multipli-
cidade finita m, o conjunto singular de uma o-edge f : R? — R? é uma curva regular
(chamada curva singular). Suas singularidades sdo nao degeneradas se, e somente se,
m = 2 (Proposicao . Além disso, as singularidades de f sao de posto 1 e a dire-
¢ao nula (direcao dada pelo nicleo da diferencial de f no ponto singular) é transversal a
direcdo tangente da curva singular no correspondente ponto singular. Assim, os pontos
singulares de f possuem propriedades similares aos dos pontos singulares nao degenera-
dos do primeiro tipo de frontais, que sao superficies para as quais as usuais defini¢oes
dos invariantes geométricos (curvatura singular, curvatura normal limitante, curvatura
cuspidal e torgao cuspidal) sdo validas. Porém, quando m > 2, as singularidades de f sao
degeneradas e, assim, as defini¢des nao se aplicam.

Com o objetivo de estudar a geometria de o-edges, apresentamos na Sec¢ao [4.2] uma
reparametrizacao para o-edges que facilita os cédlculos e que nao altera sua geometria.
Chamamos essa parametrizacao de forma normal (Proposigao . Na Secao , inspi-
rados nas defini¢bes usuais de curvatura singular, curvatura normal limitante, curvatura
cuspidal e torcao cuspidal para frontais com pontos singulares do primeiro tipo, defini-
mos similares invariantes geométricos para o-edges com m qualquer, com as defini¢oes
coincidindo com as usuais quando m = 2. Em [24] é mostrado que uma frontal com
singularidade nao degenerada do primeiro tipo é uma frente de onda se, e somente se, a
curvatura cuspidal nao se anula. Mostramos na Proposicao que uma propriedade
analoga é valida para a curvatura cuspidal de o-edges, ou seja, elas sao frentes de onda
se, e somente se, a curvatura cuspidal nao se anula. Ainda mais, provamos que, para uma
o-edge dada na forma normal, os invariantes que definimos estdao relacionados com os
coeficientes da forma normal (Proposigao . Ainda nessa secao, dada uma o-edge f,
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estudamos o comportamento assintético das curvaturas Gaussiana e média na vizinhanca
de um ponto singular de f (Teorema . Além disso, considerando uma curva plana
«, consideramos os comportamentos assintéticos da curvatura normal, da curvatura geo-
désica e da torcao geodésica de a&(t) = f o a(t), quando essa curva passa por um ponto
singular de f, que podem divergir, caso esse ponto também seja uma singularidade de
&. Nesse caso, apresentamos no Teorema [4.3.8 condi¢oes para que tais invariantes sejam
limitados, dependendo apenas da multiplicidade de ¢ e da ordem de contato de o com a
reta paralela a direcdao nula de f.

Superficies que sdo frontais e possuem pontos singulares do primeiro tipo, mas nao
sao frentes em todos os seus pontos singulares sao chamadas de frontais puras. Sin-
gularidades 5/2-cuspidal edges, ou qualquer o-edge com o nao frente, sio exemplos de
frontais puras. Esta classe de superficies singulares foi estudada recentemente em [29]. No
Capitulo 5], continuamos este estudo, analisando as singularidades de seu conjunto focal.

A imagem do conjunto singular da funcao forma de congruéncia normal de uma apli-
cacio f : (R?0) — (R3,0), dada por F(u,v,w) = f(u,v) + wr(u,v), no caso em que f
é uma frente de onda resulta em seu conjunto focal. Se f é uma frontal pura, entretanto,
uma nova superficie surge quando tomamos a mesma abordagem, a superficie regrada
normal, dada pela superficie regrada tendo como curva base a imagem do conjunto sin-
gular de f e como vetores associados em cada ponto dessa curva os vetores normais a
f.

Como resultados principais deste capitulo, damos caracteriza¢oes geométricas que indi-
cam quando o conjunto focal de uma frontal pura é também singular (Proposicao .
Quando isso ocorrer, damos condi¢oes para que este ponto seja do primeiro ou do se-
gundo tipo (Proposigéo, condicoes essas que dependem apenas da superficie inicial.
Quando a singularidade é do primeiro tipo, damos condi¢bes para que o conjunto focal
seja uma singularidade cuspidal cross cap (Teorema. Além disso, mostramos que o
conjunto focal de uma frontal pura é também uma frontal pura, sob certas circunstancias
(Teorema . Por fim, investigamos as curvaturas Gaussiana e média do conjunto
focal, quando este é regular (Subsegao . Grande parte dos resultados mostrados
nesse capitulo foram submetidos recentemente para publicacao no artigo ([30]).



CAPITULO 2

PRELIMINARES

Apresentamos neste capitulo definigdes e resultados que sdo usados posteriormente ou
que apresentam técnicas uteis para o nosso trabalho. Nao ha resultados originais neste
capitulo e as referéncias utilizadas sao citadas em suas se¢oes. Em todo este trabalho,
estudamos a geometria local de curvas e superficies. Por essa razao, trabalhamos, na
maioria das vezes, com germes de conjuntos e germes de aplicagoes. Além disso, todas as
aplicagoes e germes de aplicagao estudadas sao supostas suaves.

Os vetores nulos de R? e R? sdo denotados por 0 quando nao houver ambiguidade, por
simplificacdo. Além disso, denotamos a derivada parcial de uma aplicacao f em relacao
a variavel u por f, e a derivada direcional de f na direcao de um vetor V por V f.

Assumimos neste trabalho conhecimento prévio sobre geometria diferencial de super-
ficies regulares.

2.1 Germes de aplicacoes diferenciaveis

Sejam X e Y dois subconjuntos de R™ contendo um ponto em comum ¢ € R™. Dizemos
que X ¢ equivalente a Y se existe um aberto U C R™ contendo ¢ tal que XNU =Y NU.
Essa equivaléncia é uma relacao de equivaléncia entre subconjuntos de R™ contendo ¢q. A
classe de equivaléncia de um subconjunto X é chamada de germe de X em ¢ e é denotada
por (X, q).

Sejam U e V' dois abertos de R™ contendo ¢ € R" eseja f: U - R"eg:V — R™
duas aplicacoes suaves. Dizemos que f ~ g se existe um aberto W C U NV contendo
g tal que f = g em W, isto é flw = glw. A relagdo ~ é uma relacao de equivaléncia
e um germe de aplicacdo em ¢ é por definicdo uma classe de equivaléncia dela. Um
germe de aplicacdo f em p é denotado por [f] : (R™,¢) — R™, onde f: U — R™ é um
representante do germe [f] em uma vizinhanga de ¢. Porém, neste trabalho, vamos omitir
os colchetes, por simplificacao, quando nao houver ambiguidade. Por vezes, exigimos que
um germe de aplicagdo f assuma um certo valor em ¢, digamos p. Para isso, denotamos
[+ (R, p) = (R™,q).

Seja &£, o conjunto de germes de fungoes suaves na origem de R" em R, isto é &, =
{f: (R™0) — R|f é um germe de fungao suave}. Com a adi¢ao e multiplicagdo usual de
fungoes, &, é uma R-4lgebra comutativa com unidade e possui um tnico ideal maximal,
denotado por M,, e composto por todos os germes g de &, tal que g(0) = 0. Se (z1,...,x,)
¢ um sistema de coordenadas locais de (R™, 0), entao M,, é gerado pelos germes de fungoes
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ri, t=1,...,n,isto é

/\/lnzgn-{ml,...,xn}.

O produto de 7 ideais maximais M,, ¢ denotado por M? e definido por

ou seja, M’ é o conjunto dos germes de fungoes f € M,, tais que suas derivadas parciais
de até ordem i — 1 se anulam na origem.

Eventualmente, por simplicidade, citamos uma aplicacao que representa este germe,
porém sempre mantendo a notagdo. Uma aplicacao definida em uma vizinhanga de um
ponto ¢ € A e tendo como contradominio o conjunto B é denotada por f: A,q — B e

f A qg— B,p significa que f(q) = p.

2.2 Frontais e frentes de onda

Expomos nesta se¢do o contetiddo necessario sobre frontais e frentes de onda, que sao
os principais objeto de estudo deste trabalho. As principais referéncias sao [1], [18],[17],
[22], [24] e [28].

Definicao 2.2.1. Uma superficie parametrizada por f : U C R? — R? é chamada frontal
se admite um campo unitdrio de vetores normais, isto é, existe v : U — S? suave tal que
(fu(u,v),v(u,v)) = (f,(u,v),v(u,v)) = 0,Y(u,v) € U, onde S?* € a esfera unitdria em
R3. Além disso, dizemos que uma frontal f é uma frente de onda (ou apenas frente)
se a aplicacio (f,v): U — R3 x S? ¢ uma imersao.

Exemplo 2.2.2. Toda superficie parametrizada regular € uma frente de onda. De fato

x f
s . . u v ey 7 e .
toda superficie reqular f admite —— como campo unitirio de vetores normais e,

[fu X fol

como [ € imersao, (f, N) também o é.

Exemplo 2.2.3. O germe f : (R%,0) — (R3,0) dado por f(u,v) = (uv,u®£3v? v?v+v?)
¢ uma frente. De fato, f,(u,v) = (v,2u,2uv), f,(u,v) = (u, £6v,u?+30v?) e f, X f,(u,v) =
(u® F 3v?)(2u,v,—2). Logo, podemos tomar como campo unitdrio de vetores normais a
f o campo v = %, com v = (2u,v,—2). Como v € imersio na origem, entio temos a
afirmagado.

Outros dois exemplos mais usuais de frentes sdo a cuspidal edge e o rabo de andorinha

(Definigao 2.2.12] e Figura [2.1)).

Definigao 2.2.4. Seja f : U C R? — R3 uma frontal, v seu campo unitdrio de vetores
normais e ¢ € U. O plano passando por p = f(q) e perpendicular a v(q) é chamado de
plano tangente limitante de f em p.

Apesar desta definicao ser dada a priori para os pontos singulares, sua defini¢cdo coin-
cide com o plano tangente para os pontos regulares de uma superficie.

Definigao 2.2.5. Seja f : U C R* — R? uma frontal e ¢ € U um ponto singular de f.
Dizemos que q € um ponto singular nao degenerado de [ se a derivada exterior de A
ndo se anula em q, em que \ = det(fu, fu,v). Tal fun¢io A é chamada identificador de
singularidades.
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O conjunto singular de uma aplicacio f : U C R? — R3 é dado pelo conjunto
S(f) = {x € Uldf ndo é uma imersao em x}.

Seja f como na definigdo acima, como {A = 0} é o conjunto singular de f, pelo Teo-
rema da Funcao Implicita, vale que, em torno de um ponto singular nao degenerado ¢, o
conjunto singular S(f) é uma curva suave, que pode ser parametrizada por v : I — U,
numa vizinhanga do ponto singular ¢ (este é o principal motivo de singularidades nao
degeneradas serem o foco de muitos estudos sobre frontais e frentes de onda). Além disso,
numa vizinhanca de ¢, cada ponto na imagem de v é um ponto singular de f de posto
1. Logo existe um campo de vetores  : I — R? ao longo de v tal que nf se anula sobre
S(f). Nesse caso, n é chamado de campo anulador de vetores.

Definicao 2.2.6. Com as notagoes acima, um ponto singular ¢ ndo degenerado de uma
frontal f : U — R3 € dito do primeiro tipo se v'(ty) ndo é paralelo a n(ty), onde
v(to) = q. Caso contrdrio, q é dito do segundo tipo.

Pela definicdo acima, sempre que citado um ponto singular do primeiro tipo, esta
implicito que este é um ponto singular nao degenerado.
Os seguintes resultados sao tteis no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.2.7. (Lema de Hadamard) ([4], p. 50) Sejam f : Rty — R fungdo
suave e k > 0. Se fO(ty) = 0, para i = 1,2,....k, entio ewiste uma fun¢io suave
fi i Rtg — R tal que f(t) = f(to) + (t — to)** 1 f1(t), para todo t prézimo de ty. Além
disso, se f*+D(ty) #£ 0, entdo fi(to) # 0.

O seguinte resultado apresenta uma versao analoga ao Lema de Hadamard para o caso
de duas variaveis.

Teorema 2.2.8. ([4], p. 86) Seja f: R?* 0 — R uma fungio suave.

(i) Se f(0) =0, entdo f(u,v) = ufi(u,v)+vfo(u,v) para fungoes suaves fi, fo definidas
em uma vizinhanca de 0.

(ii) Se f(u,0) =0, para todo u suficientemente prozimo de 0, entao f(u,v) = vfi(u,v),
para uma fungdo suave fi definida em uma vizinhanca de 0.

Dada f uma frontal, é 1util encontrar um sistema de coordenadas que simplifique o
estudo de sua geometria. Para isso, considere a seguinte definicao.

Definicao 2.2.9. Seja f : R2,0 — R3 uma frontal e ¢ um ponto singular de f do primeiro
tipo. Um sistema de coordenadas (u,v) € dito adaptado se é compativel com a orientagao
de R? e valem as sequintes condigoes:

(a) O eizo-u é a curva singular de f;
(b) n = % ¢ um campo vetorial anulador de f ao longo do eixo-u e
(¢) mdo hd outros pontos singulares além do eizo-u.

Se, além disso, {fu, fov,v} € uma base ortonormal de R sobre o eizo-u, dizemos que
(u,v) é um sistema de coordenadas ortogonalmente adaptado.

A existéncia dos sistemas de coordenadas definidos acima é provada em [I3].
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Observacgao 2.2.10. Uma consequéncia de um sistema de coordenadas adaptado em
torno de um ponto singular nao degenerado q € que, como f,(u,0) = 0, para u sufici-
entemente pequeno, entdo, pelo Teorema existe uma funcgdo h : U — R? tal que

folu,v) = vh(u,v) (2.1)

em uma vizinhanca da origem. Por outro lado, como O é um ponto singular nao dege-
nerado, entao A\,(0) = det(fy, fuu, ¥)(0) = det(fu, h,v)(0) # 0. Logo, h # 0 sobre uma
vizinhanga da origem e f, e h sao linearmente independentes. Com isso, podemos tomar
{fush,v} como uma base de R® para todo ponto de f em uma vizinhanga da origem.
Caso f esteja em um sistema de coordenadas ortogonalmente adaptado, entao esta base
¢ ortonormal sobre o eixo-u.

Dizemos que dois germes de aplicacdes f1 : (R%,q1) — (R3,p1) e fo : (R%, qo) —
(R3, py) sdo A-equivalentes se existem germes de difeomorfismos ¢ : (R?, q;) — (R?,¢q2) e
P (R3 p1) — (R3 py) tais que ¢ o fi = fo 0. Além disso, f1 e fo sao R-equivalentes
se existe ¢ como acima tal que f; = fy o p. Também podemos definir A-equivaléncia e
R-equivaléncia entre aplicagdes apenas trocando os germes de difeomorfismos por difeo-
morfismos locais.

Sejam f : (R?,0) — (R3,0) uma frontal tal que a origem é um ponto singular do
primeiro tipo, v sua curva singular passando pela origem, n seu campo anulador sobre ~
e v um campo unitario de vetores normais. Defina a fungao ¢ : (R,0) — R por

Yeer(t) = det(’y’(t), D(t),nv(t)), (2.2)
onde 4(t) = f(~(t)), v(t) = v(y(t)) e nv é a derivada direcional de v na dire¢ao 7. A
funcao ... ¢ tutil para identificar frentes de onda e também aparece no critério para
identificarmos cuspidal cross cap (Teorema|2.2.13)). Os préximos dois resultados mostram
esses critérios.

Lema 2.2.11 ([24], Lema 2.5). Seja f : (R*,0) — (R3,0) uma frontal e 0 uma singu-
laridade do primeiro tipo de f. Entdo f € frente de onda na origem se, e somente se,

VYeer(0) £ 0, onde e € dado em (2.2)).

Definigao 2.2.12. Seja f : (R?,q) — (R3,p) um germe de aplicagio suave. O ponto q é
dito uma cuspidal edge se [ é A-equivalente d (u,v) — (u,v%,v3). O ponto q é dito um
rabo de andorinha se f é A-equivalente a (u,v) — (u, 4v? + 2uv, 3v* + wv?). O ponto
q € dito uma cuspidal cross cap se [ é A-equivalente a (u,v) — (u,uv®, v?).

Para identificar um ponto cuspidal edge, um rabo de andorinha, ou uma cuspidal
cross cap de uma aplicagao, muitas vezes ¢ dificil encontrar difeomorfismos que satisfa-
zem a definicdo acima. Porém, existem critérios que podemos aplicar para identificar se
uma aplicagdo possuem uma dessas singularidades, tais critérios sao dados no seguinte
resultado.

Teorema 2.2.13 ([24], Fato 2.4). Seja f : (R?,0) — (R?,0) um germe de frontal e ¢ um
ponto singular de f ndo degenerado. Seja v a parametrizacio da curva singular passando
por q tal que v(0) = q e n um campo vetorial anulador de f sobre . Entdo

(1) q € uma cuspidal edge se, e somente se, f é uma frente de onda e q é um ponto
singular do primeiro tipo.

(2) q € rabo de andorinha se, e somente se, f é uma frente de onda, q é um ponto
singular do sequndo tipo e det(y'(t),n(t)) # 0 em t = 0.
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(3) q € uma cuspidal cross cap se, e somente se, f nao é uma frente em q (e (0) = 0)

e Yeer (0) # 0.

Figura 2.1: Da esquerda pra direita: cuspidal edge, rabo de andorinha e cuspidal cross
cap, dadas na Definicao [2.2.12

Pontos de ridge e sub-parabdlicos sao importantes para o estudo da geometria dife-
rencial de superficies. Suas defini¢oes estao dadas a seguir.

Definicdo 2.2.14. Seja f : U C R? — R? uma superficie reqular. Um ponto regular
q € U € dito um ponto de ridge de n-ésima ordem relacionado a curvatura principal
kit = 1,2, se V;(k)/fi =0,k=1,...,ne Vi(nﬂ)m # 0, onde V; € a diregcao principal de f
em relacao a k; € V;(n)/ii ¢ a n-ésima derivada direcional de k; na direcao V;. Um ponto
q € U é um ponto sub-parabdlico de f relacionado a curvatura principal k; se Vik; =0,
J # i

Observacao 2.2.15. Note que, a priori, pontos de ridge e sub-parabélicos estao definidos
somente em pontos requlares de f. Porém, se k; e V; podem ser estendidos suavemente

sobre os pontos singulares de f, entdo estas definicoes também se estendem para tais
pontos.

2.2.1 Invariantes geométricos de frontais

Exporemos aqui fungoes conhecidas na literatura que sdo definidas sobre o conjunto
singular de uma frontal f : (R%0) — (R3, 0), possuem um significado geométrico e
niao se alteram em uma reparametrizacao de f ou uma isometria em R?® (por isso sdo
chamadas invariantes). Seja f : (R?0) — (R? 0) uma frontal, v seu campo unitério
de vetores normais, ¢ um ponto singular ndo degenerado do primeiro tipo de f, v uma
parametrizacdo para a curva singular e 4 = f o~. Em [2§], a curvatura normal
limitante de 4 é definida por

ot~ 0.50) (23)

()

e a curvatura singular (ou curvatura geodésica limitante) de 4 por

det(5/(t),5"(t), (1))
15/ ()]? ’

Ks(t) = sgn(nA) (2.4)

onde D(t) = v(~(t)).
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Se tomarmos f em um sistema de coordenadas adaptado centrado em ¢ (Defini¢ao
2.2.9), entdo a curvatura normal limitante e a curvatura singular de 4(u) = f(u,0) sdo
dadas, respectivamente, por

<fuual/> det(fwfuuvy)
| ful? | ful?®

Existem também outros invariantes definidos para a curva singular de uma frontal
com singularidades ndo degeneradas ([24],[28]) e estdao dados a seguir. Seja & = +/(t) e
defina as seguintes aplicagoes:

_[&£12 det(&fsmmf, )

(u,0) e Ks(u)=sgn(dA) (u,0).

Ky (u) =

_ det(&f, mnf, & f) _ det(§f,mmf, E&nf)ES mmf)
W= om0 T T e om0
O = eres sl O T3 e oy )

Estes invariantes sao chamados, respectivamente, de curvatura cuspidal, torcao
cuspidal e curvatura inflexional.

Com as mesmas notagdes acima, podemos reescrever as férmulas para as curvaturas
singular e normal limitante da seguinte maneira:

(€&f,v) det(¢f, 661, v)
€0 (S

Se supormos f em um sistema de coordenadas adaptado, entdao os invariantes geomé-
tricos dados acima se tornam

Ry(t) =

e ks =sgn(nl\)

(2.5)

— |fu|% det(fua ha fvvv)

"ic<u> |fu < ]’L| (U,O),

) — (el By fuw)) — det(fu b, fuu))<fu,h>> .,
. ( |fu x h? | ful?| fu > B2 (u,0), e
. — det(fu’h’ fuuu) o <fu7fuu> det(fuvh‘a fuu)

"{Z(u) - ‘fu’B‘fu < h’ (U,O) 3 ’fu‘E)’fu % h‘ (U70)7

onde h é a aplicacdo dada em ({2.1).

Vamos agora expor, de maneira sucinta, as interpretacoes geométricas de quatro dos
invariantes geométricos definidos anteriormente ([24], [28]). No que segue, f : (R 0) —
(R3,0) é uma frontal e 0 uma singularidade nao degenerada do primeiro tipo de f.

Curvatura normal

Geometricamente, k, se anula em p = 4(0) se, e somente se, o plano osculador da
curva 4 = f o~ em p coincide com o plano tangente limitante de f em p (ver Figura.
Caso k, nao se anule, entao o sinal de «, indica o semiplano definido pelo plano osculador
de /4 a qual a imagem de 4 pertence.
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Figura 2.2: Exemplo de uma cuspidal edge com curvatura normal nula (esquerda) e nao
nula (direita).

Curvatura singular

A interpretacdo geométrica da curvatura singular x, esta dada no seguinte resultado.

Corolério 2.2.16 (28], Corolario 1.18). Seja f : R? g — R® uma frente, ¢ um ponto
singular do primeiro tipo e vy a curva singular, com v(0) = q. Seja também T o plano
retificante de 4 em 4(0), isto é, o plano por 4(0) perpendicular a 4"(0). Se ks > 0,
entdo a imagem de [ pertence a mesma regidgo delimitada por T, a qual pertence o vetor
normal principal de 4. Se ks < 0, a imagem de f contém pontos em ambos os semiespagos

delimitados por T (ver Figura[2.5).

9

Figura 2.3: Exemplo de uma cuspidal edge com curvatura singular positiva (esquerda) e
negativa (direita).

Curvatura cuspidal

Para a curvatura cuspidal k., apresentamos aqui sua interpretacao geométrica apenas
para cuspidal edges, uma vez que, se f é ndo frente, entdo k. se anula ([24, Proposigao
3.11]). Porém, neste trabalho, quando definirmos invariantes anélogos (para nao frentes
ou frontais puras), sua interpretagdo geométrica serd a mesma.

Uma cuispide ordindria ¢ uma curva parametrizada o : (R, 0) — R? tal que ¢/(0) = 0
e det(a”(0),0™(0)) # 0. A curvatura cuspidal de uma ciispide ordindria ¢ é definida
por

~ det(c”(0),0"(0))
lo"(0)]3
Geometricamente, w mede a abertura da cispide ordinaria . Temos entao o seguinte
resultado:
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Proposigao 2.2.17 ([24], Proposicio 3.1). Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma frente, ¢ uma
cuspidal edge e v a curva singular com v(0) = q. Entdo a interseccio da imagem de f e o
plano P passando por 4(0) e perpendicular a 4'(0) é uma cispide ordindria em P. Além
disso, se o é uma parametrizacao desta cispide, com o(0) = f(q), entdo k.(0) coincide
com a curvatura cuspidal da curva plana o.

Com o resultado acima, podemos afirmar que a curvatura cuspidal mede o grau de
abertura de uma cuspidal edge (ver Figura [2.4)).

Figura 2.4: Exemplo de uma cuspidal edge com curvatura cuspidal menor (esquerda) e
maior (direita).

Torcao cuspidal

Seja II um plano em R? gerado pelos vetores unitérios e ortogonais entre si u; e uy. A
projecao ortogonal em II ¢ definida por

1R — 1I
w o~ wt,

onde wt = (w, u1) uy + (w, us) us.

Proposigao 2.2.18 ([22], Proposi¢ao 5.3). Seja f : (R* 0) — (R? 0) uma frontal e 0
um ponto de cuspidal edge de f. Seja também v um campo unitirio de vetores normais a
f, v(t) uma parametrizacio da curva singular de f com v(0) =0 ed = fo~y. Se pro f
¢ uma bijecao local, entao k; se anula sobre o conjunto singular de f em uma vizinhanca
de 0. Aqui, prip € a proje¢ao ortogonal sobre I1, onde 11 € gerado por 4'(0) e v(0).

Pela Proposicao [2.2.17] se f é uma cuspidal edge, a curva [ gerada pela intersecao da
imagem de f com o plano M ortogonal a 4’(0) é uma cispide ordindria. Se f estd em
um sistema de coordenadas adaptado, entao f,, € M é um vetor tangente limitante de /.
Chamamos essa direcao de diregao cuspidal. A Proposicao 2.2.1§ implica que a torc¢ao
cuspidal de f mede a rotacgao da dire¢ao cuspidal sobre 4 (para mais detalhes, ver [22]).
A Figura mostra uma cuspidal edge com torcao cuspidal nao nula.

E importante reforgar que, apesar da Proposicao ser provada para cuspidal
edges, sua prova utiliza apenas o fato de f ser uma frontal com singularidade nao dege-
nerada.
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Figura 2.5: Aresta cuspidal com torgao cuspidal nao nula.

2.2.2 Curvatura cuspidal secundaria e bias

Seja o : (R,0) — (R?,0) um germe de curva suave com o'(0) = 0 e ¢”(0) # 0 e
det(a”(0),0"(0))
= 0. Entao a curvatura cuspidal w de o se anula e existe um nimero real [ tal que
" (0) =10"(0). A curvatura cuspidal secundéria de o nessas condigdes é definida em
[15] por

det (”(0), 30 (0) — 101 54)(0))
wy(0) =

0]

e é provado que w, ndo depende do parametro da curva o. Geometricamente, w, (o) mede
a abertura da cuspide, ou seja, sua interpretacao geométrica substitui a de w, quando esse
se anula.

Além disso, no mesmo trabalho, também é definido o bias de uma cuspide ¢ com
0"(0) # 0 e w =0, dado por

_ det(0”(0),0M(0))
=T op

Neste caso, se, no ponto singular de o, b(c) # 0, entdo o trago de o estd localmente
contido em um dos semiplanos determinados pela reta tangente limitante de o no seu
ponto singular, caso contrario, para toda vizinhanca da origem, existem pontos de o em
ambos os semiplanos delimitados pela reta tangente limitante de o na origem (ver Figura
e [I5] para mais detalhes).

Estes invariantes (w e b(0)) inspirarao invariantes geométricos sobre frontais, que serao
definidos e explorados com mais detalhes durante este trabalho.

2.3 Desdobramentos

O conceito de deformagao serd usado com mais énfase no Capitulo 3. As defini¢es e
resultados envolvendo esse conceito necessarios para o nosso estudo estao a seguir e sao
baseadas em [18], Secoes 3.8 e 5.1.

Defini¢ao 2.3.1. Seja f : (R™,0) — (R™,0) um germe de aplicagio. Um desdobra-
mento a r parametros de f é um germe

f:(R" xR",(0,0)) = (R™ x R",(0,0))
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Figura 2.6: Curva singular o com b(c) = 0 (esquerda) e b(c) # 0 (direita). A linha
tracejada denota a tangente limitante de a em seu ponto singular.

da forma f(u,x) = (F(u,x),x), com F(u,0) = f(u). A familia
F:(R"xR"(0,0)) — (R™0)

¢ chamada de uma deformacgdo de f a r par@metros no ponto (0,0). Uma deformagao
F:(R"xR",0) =R de f:(R"0)— R é uma familia de Morse de f se

0*F 0*F 0*F 0*F
87113 o ou0u,, Ou 0z o Ou,0x,
posto : - : : - : =n (2.6)
0*F 0*F 0*F O*F
ou,,0uq o ou? ou,, 01, o ou, 0%,
em 0, onde w = (uy,...,u,) ex = (r1,...,T,).

Defini¢ao 2.3.2. Seja F' : (R* x R",0) — R wma deformagio a r pardmetros de
f: (R",0) - (R,0). O conjunto bifurcagdo de F é um subconjunto do espago de
parametros definido por

’F
Br = {:13 € R"|3(u, x) € Cr tal que posto <aiauj(u,az)> < n} :

onde Cr € chamado conjunto catdstrofe de f e é definido por
Cr={(u,x) e R" xR"|F, (u,x) = ... F,, (u,x) =0},

com u=(q1,q2, - qn) € T = (T1, ..., Tp).

E possivel definir uma relacio de equivaléncia no conjunto das familias de Morse de
uma aplicacao f de forma que duas deformacoes na mesma classe de equivaléncia tem
seus conjuntos bifurcacao difeomorfos. Tal relacao é chamada de P-RT'-equivaléncia e
estd definida a seguir.

Definicao 2.3.3. ([I8, Definigao 3.4]) Sejam F; : (R™ x R",0) — R familias de Morse de
fi: R",0) = R (i =1,2). As familias Fy e F, sio P-R"-equivalentes se existe uma
tripla (g(uw,x),G(x), h(x)), onde g : (R x R",(0,0)) — (R",0), G : (R",0) — (R",0) €
um germe de difeomorfismo, h : (R",0) — (R",0) e

Fy(u,xz) = Fi(9(u,x),G(x)) + h(x). (2.7)
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Na defini¢ao acima, a letra P vem da palavra “parametrizado”, ja que a familia de ger-
mes de difeomorfismos g(—, ) em R", vista como deformagao de g(—, 0) é parametrizada
por x. O sinal “4” por sua vez significa a adi¢ao da funcao h(x).

Proposigao 2.3.4. ([18], Proposicao 3.1) Sejam F; : (R" xR",0) — R familias de Morse
de f; : (R",0) = R (i =1,2). Se F1, Fy sao P-R"-equivalentes como em (2.7), entio os
conjuntos bifurcacoes Br,, Br, satisfazem

G(Br,) = Bp, (2.8)
como germes de conjuntos em 0.

Definigao 2.3.5. Sejam F; : (R" x R™,0) - R e F, : (R" x R™,0) — R duas fa-
milias de Morse de f : (R",0) — R. Um R'-f-morfismo de F» em F, é uma
tripla (g(u,x), G(x), h(x)), onde g : (R" x R™,0) — (R™,0), G : (R"2,0) — (R™,0),
h:(R™,0) — (R,0) com g(u,0) =u e

Fy(u,xz) = Fi(9(u, x),G(x)) + h(x). (2.9)

Definicao 2.3.6. Uma familia de Morse Fy : (R" xR",0) — R de f: (R™,0) — R ¢ dita
R+ -versal se, para qualquer outro desdobramento Fy : (R™ x R",0) — R de f, existir
um RY-f-morfismo de Fy em Fy.

Teorema 2.3.7. ([I8, Teorema 3.13]) A fungao :tu4+x1u+x2“72 ¢ uma familia de Morse

B 2 3, g

R+t -versal de +u* e a funcdio u’ +xu+ ' + a3y € uma familia de Morse R*-versal de
. 3 2 ) 2__ .2\ .

w. A fungio Fo(u,v,x,y,2) = % + 1% + zu +yv + 2(“=) € uma familia de Morse

2
3 2
R*-versal de % + 1%, onde &1 = £1.

Definigao 2.3.8. Chamamos de D} (ou bolsa) a superficie R-equivalente a aplicagio
(u,v) = (uv,u?® + 3%, v?v + v*) na origem e de Dy (ou pirdmide) a R-equivalente a
(u,v) = (uv, u? — 30, u?v — v®) na origem (ver Figura[5.1]).

Fato 2.3.9 ([I8], Cap. 5). O conjunto bifurca¢io de uma familia de Morse Rt -versal
de uma funcdo RT-equivalente a £u* é uma cuspidal edge, o conjunto bifurcacio de uma
familia de Morse R -versal de uma funcao R'-equivalente a u® é um rabo de andorinha.
0 gonjungo bifurcagao de uma familia de Morse R*-versal de uma fungio R -equivalente
a u uv

o T %5 € uma superficie singular Df .



CAPITULO 3

GEOMETRIA DE SUPERFICIES Df COMO CONJUNTO
BIFURCACAO

Apesar de existirem varios trabalhos sobre frentes de onda (I}, (15} [17, 22} 24, 28], 29, 134],
por exemplo), ha poucos resultados sobre superficies singulares DT (ver Defini¢ao e
Exemplo. Um fato que explica essa auséncia de resultados é que essas singularidades
sao degeneradas (por um ponto de piramide, por exemplo, passam trés curvas singulares).
Superficies D aparecem como o conjunto bifurcacao de uma familia de Morse versal de
uma aplicacio singular g : R? — R que seja R-equivalente a (u,v) — %i%ﬂ, que também
é chamada de DT (Fato . Neste capitulo, obtemos resultados para tais superficies
singulares nessas circunstancias e, assim, além de obter novas propriedades geométricas,
também obtemos relacoes entre algumas propriedades da superficie e da familia de Morse
inicial. Além disso, estudamos o comportamento assintotico das curvaturas principais,
Gaussiana e média, assim como o comportamento de curvas parabdlicas, sub-parabdlicas
e ridges emanando das singularidades D7 . Os resultados deste capitulo foram publicados
no artigo [27].

Ao final do capitulo, fazemos um estudo similar para os casos onde os conjuntos bifur-
cagoes sao cuspidal edges e rabos de andorinha, calculando seus invariantes geométricos
mais conhecidos na literatura em funcao da familia de Morse inicial.

Um caso particular de conjunto bifurcagdo é o conjunto focal de uma superficie re-
gular, que possui interpretacoes geométricas interessantes e seu estudo vem ganhando
destaque nas tdltimas décadas. No caso das superficies D7, elas surgem nos pontos re-
lativos aos pontos umbilicos da superficie original. Sendo assim, esse estudo tem um
potencial de conseguir, num futuro, aplicacdes no conjunto focal. As superficies D; e D}
estao representadas na Figura [3.1] e estdo definidas no Exemplo [2.2.3]

Devido ao Fato[2.3.9] tomamos neste capitulo F' uma familia de Morse a 3 pardmetros
de uma fungao R-equivalente & funcao f(u,v) = lg—? + “7”2 e estudamos a geometria de seu
conjunto bifurcacao, dependendo apenas dos parametros de F.

Considerando o Lema [2.3.4] como queremos estudar a geometria do conjunto bifurca-
¢ao e essa nao se altera quando aplicamos uma isometria a esse conjunto, consideramos a
seguinte equivaléncia entre familias de Morse:

Defini¢ao 3.0.1. Sejam F; : (R" x R",0) — R familias de Morse de f; : (R",0) — R,
i = 1,2. Tais familias sio P-R*-isométricas se elas sio P-R"-equivalentes e o germe
de difeomorfismo G : (R",0) — (R",0) dado na Defini¢io[2.53.5 é um germe de isometria.

26
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Figura 3.1: Superficies D; (esquerda) e D (direita).

3.1 Simplificando uma familia de Morse pela P-R*-
isometria

Desejamos estudar a geometria de superficies singulares DF dadas como conjunto
bifurcacio de uma familia de Morse F' : (R? xR3,0) — (R, 0) de uma funcao f : (R? 0) —
R que é R-equivalente a funcao g—? + “5-. Para isso, nosso primeiro passo serd, tomando
a familia de Morse como acima, encontrar uma outra familia de Morse que seja P-R™"-
isométrica a primeira e a mais simples possivel e, assim, facilitarmos o estudo da geometria
do seu conjunto bifurcacao, uma vez que serao isométricos. Vamos, nesta se¢ao, trabalhar
a simplificacao da familia de Morse.

Seja f : (R?,0) — R uma funcio R-equivalente a % + = ¢ : (R%,0) — (R%0) o
difeomorfismo tal que f o ¢ = ’é—? + “7”2 e F: (R? x R3 0) — R uma familia de Morse de
f. Entao, tomando o difeomorfismo ¢(u), a isometria G(x) = x e h(x) = 0, podemos
concluir da Definicao que F é P-RT-isométrico a familia F(¢(u),x). Pelo Lema
2.3.4] isso significa que, ao tomarmos uma familia de Morse de uma singularidade R-

uv

. 3 . . . ~
equivalente a % + “~, podemos supor, sem alterar a geometria do conjunto bifurcagao,

. e ~ 3 2
que esta seja uma familia de Morse da funcao 3 + “-.

Proposi¢iao 3.1.1. Seja f : (R%,0) — R o germe dado por f(u,v) = %—? + 51“7”2 e
F: (R?xR? 0) — R uma familia de Morse Rt -versal de f. Entio F é P-R*-isométrica

a
ud uv? u? — ev?
Flua) = % + 5" 4 Plaju+ Q)+ Ria)

com x = (z,y,2) e as sequintes condigoes:

(3.1)

P(0) =Q(0) = R(0) = P,(0) = P,(0) =Q.(0)=0 e P,(0), Q,(0), R.(0) >0,
(3.2)
onde P,(0) significa a derivada de P em relagao a varidvel x na origem (andlogo para as
demais notagoes).

Demonstragao: Pelo Teorema e pela Defini¢ao existem aplicagoes g : (R? x
R* 0) — (R?,0), G : (R*0) — (R?0), e b : (R? 0) — (R,0) que satisfazem g(u,0) = u
e Flu,x) = Fo(g(u,x),G(x)) + h(x), com Fy(u,v,z,y,2) = %? + 61“%2 + zu + yv +
2(¥£=21) " Como g(u,0) = u, entdo (g(u,x),z) ¢ um difeomorfismo e, portanto, F

2
é P-Rt-isométrico a Fy(u,G(x)) = F(u,x), como em (3.1). Por G(0) = 0, temos
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P(0) = Q(0) = R(0) = 0. Para provar as demais condigdes em (3.2, defina os vetores

P (0) Q2(0) R,(0)
g, = Py<0) ) go = Qy(O) ) g3 = Ry(o) )
P.(0) Q-(0) R.(0)
e considere gy, g,, g5 como sendo os vetores ortonormalizados por Gram-Schmidt, ou seja,
— 4
g, =7
' g4
. _ _ g
9:=9>—(91,92) 91, 3= =0
95|
— __ — — 93
g3 =93 — <<g1a93>91 + <92a93>92)7 gs = ﬁ
3

Defina também
t;
51

M=,

95

onde t( ) significa a matriz transposta. Entdo M é uma matriz ortonormal e, portanto,
pode ser identificada com uma aplicagao linear M (x), que é uma isometria. Assim, F' é
P-Rt-isométrico a Fy(u, M(G(x))) e, portanto, podemos supor que a primeira condigdo
de (3.2)) é satisfeita. Além disso, como F' é familia de Morse, segue direto da Definigao

que P,(0)Q,(0)R.(0) # 0. A segunda condicao de (3.2) pode ser satisfeita por uma
aplicacao linear definida pela matriz ortonormal

1 0 O
0 =1 0
0 0 =1

Significados geométricos das fungoes P, () e R serdo apresentados na Secao 3.4

3.2 Parametrizacao e campo normal

Pela se¢ao anterior, vamos supor daqui em diante F' uma familia de Morse dado por
e estudar a geometria de seu conjunto bifurcagao, que sabemos ser uma singularidade
D7 (Fato . Pela Definicao , o conjunto catastrofe C'r de F' é dado pela imagem
inversa de 0 da aplicacdo (u,v,x) — (Fy, F,)(u,v, ). Note que a matriz da aplicagdo
linear d(F,, F,) na origem é dada por

00 P 0 O
00 Qs @y O
e, portanto, tem posto maximo. Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, existem duas
fungoes x(u, v, z), y(u, v, z), tais que
Fu(u,v,x(u,v, 2),y(u,v, ), 2) = Fy(u,v,z(u,v, 2),y(u,v,2),2) =0

e Cr pode ser parametrizada por (u,v, z) — (u,v,z(u,v, z),y(u,v, z), z). Além disso, o
conjunto bifurcacao de F' pode ser descrito por

Br = {(z,y, 2) | existe (u,v,x) € Cp tal que e;u® — v* + R(z)* = 0}.
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3.2.1 Singularidade D,

Nesta secdo, fazemos o estudo das singularidades D; e DJ separadamente. Comeca-
remos com Dy, ou seja, a superficie singular denominada piramide. Para isso, suponha
que e; = —1 em . Para encontrarmos o conjunto bifurcacao B, é necessério resolver
a equagdo det(Hr) = —u? — v? + R(x)?> = 0. Com este objetivo, definimos a seguinte
mudanca de coordenadas em uma vizinhanca da origem:

u=rcos20, v =rsen26. (3.3)

Assim, nesse novo sistema de coordenadas, temos det(Hr) = —r* + R*(x) e det(Hr) = 0
pode ser resolvido por r = o R(x), onde 5 = +1. Logo, o conjunto bifurcagao de F' é
dado pela solucao do sistema de equagao

F,(20,r,x) =0, F,(20,r,2) =0, r = o R(x), (3.4)

X(0,x) = F,(s,R(x),20, ) = P(x) + R(x)?a1(0),
Y(0,z) = F,(e2R(x),20, ) = Q(x) + R(x)*ax(0), (3.5)
com
ap(0) = cos” 20 _2 son 220 + 90826 e ay(f) = — cos 20 sen 20 + £5 sen 26. (3.6)
Note que, ao tomar €5 = 1 ou €5 = —1, obtemos dois conjuntos solug¢oes. De fato, o

conjunto bifurcagao é a unido de ambos. Pela Figura 3.1 podemos observar que, de fato,
a superficie piramide é composta, na verdade, por dois conjuntos em formato de piramide
unidos por um ponto: o ponto de singularidade D, .

Note que, na origem, temos X, = P,, X, = 0e Y, = @, Logo, por e
pelo Teorema da Funcao Implicita, existem fungdes x = z(0,2) e y = y(0, 2) tais que
X(0,2(0,2),y(0,2),2z) = 0e Y(0,2(0,2),y(0,2),2) = 0 e o conjunto bifurcacdo de F
pode ser parametrizado por

b0, z) = (x(0,2),y(0, 2), z). (3.7)

Com isso, temos uma parametriza¢ao para o conjunto bifurcacdo. Apesar do Teorema
da Funcao implicita nao revelar explicitamente a forma dessa parametrizacao, ele revela
suas derivadas, o que ¢é suficiente para estudar a geometria desse conjunto.

Observacao 3.2.1. Como na mudanga de coordenadas , tomamos 20 ao invés de 0,
esse novo sistema de coordenadas cobre a superficie 2 vezes. Logo, para o estudo de Bp,
podemos considerar o dominio de b com 0 variando no intervalo [0,7) para o lado direito
e [~ %) para o lado esquerdo. O motivo de termos tomado tal mudanga de coordenadas
€ que, assim, consequimos um campo unitdrio de vetores normais suave bem definido. Se
tomdssemos a mudanga para coordenadas polares usual (u = 1 cosf,v =1 senf), isso nao
seria possivel.

Considere o seguinte lema, que serd de grande utilidade para o decorrer do estudo.

Lema 3.2.2. Com os dados acima, temos

z(0,0) =y(0,0) =0 e R(z(0,0),y(0,0),0) = 0.
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Demonstragao: Considere as equagoes X (0, z,y,0) = Y(0,2,4,0) = 0, onde X e Y
estao dadas em (3.5). Entao por (3.2) e pelo Teorema da Fungao Implicita, existem
fungoes z(0),y(0) tais que

e essas sao unicas. Por outro lado, como P(0) = @Q(0) = 0, a igualdade X (6,0) =
Y (0,0) = 0 é satisfeita. Logo, z(f) = y(#) = 0 é uma solugdo de X(0,x,y,0) =
Y(0,z,y,0) = 0. Pela unicidade de solugao, temos z(f) = y(#) = 0. Pela definigdo
de z(0),y(0), vale que z(0) = z(0,0),4(0) = y(6,0). Isso mostra a primeira equagdo. A
segunda equacao resulta direto da primeira. 0

Vamos agora determinar o conjunto singular da aplicacao b(6, z) = (z(0, 2), y(0, z), 2)
que parametriza o conjunto bifurcacao de F. Aplicando a regra da cadeia, temos

(i% )1% ) (22) - @f) (3.8)

(Xy,Yy,0) = 4sen (30) R(z)*(— cos 6, sen 6, 0) (3.9)

e, por calculos diretos,

quando g5 = 1, €
(Xy,Yy,0) = —4cos(30) R(zx)*(sen 6, cos 6, 0)

no caso €9 = —1.
Logo, para €, = 1, o conjunto singular ¢ a uniao das retas § = 0, 0 = 7, § = +%
e = iz—”, enquanto para €, = —1, é a unido das retas § = +7, 0 = j:%” et = L%,

Portanto, o conjunto singular S(b) é dado por

S(b) = {(1+2cos20)sen = 0}

(0,2),(7/3,2),(21/3,2), (7, 2),(47/3,2), (57 /3,2)} (ea=1), e
(—

(

S(b)

1+ 2cos26)cosf =0}

7/6,2), (1/2,2), (51/6, 2), (Tr/6, 2), (37/2, 2), (117/6,2)} (e2 = —1).

Da Observacao m que, se considerarmos 6 no intervalo [0,27), a parametrizagao
cobre a superficie duas vezes. Esse é o motivo de aparecerem 6 curvas singulares, ao invés
de 3. As curvas (0, 2) e (7, z) sdo por exemplo, as mesmas curvas sobre a superficie. Na
Figura[3.2] cada reta simboliza uma curva singular no dominio de b, que esté dividido em
duas cores simbolizando que cada cor cobre a superficie uma vez. Portanto, temos trés
curvas singulares.

Usando os fatos acima, podemos obter um campo de vetores normais unitarios a b da
seguinte maneira: como

Il
~—

M Yo = — )/0 5 M Y = _YZ ) M = )/:C }/y 0 ) (310)
0 0 1 1 0 0 1

e vale, como regra geral que, para uma matriz M € GL(3) e vetores Vi e Vo € R3,
MV x MVy = (det M)'M~1(Vy x V), entdio by x b, = (g, Y, 0) X (2, y, 1) é proporcional
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AVE
N

e=1 e=-1

Figura 3.2: Curvas singulares da singularidade pirdmide no dominio de b.

ao vetor
—cos -X,
7100,2) ="M| senf | x| -Y,
0 1
Yo Xz
=cosf|Y, |(0,2(0,2),y(0,2),2)+ senf| X, | (8,2(0,2),y(0,2),2), (3.11)
Y. e

se €9 = 1, ou proporcional ao vetor

sen 6 —-X,
7.4(0,2) ="M cos® | x | =Y,
0 1
X Y,
=cosO| X, [(0,2(0,2),y(0,2),2) — senb| Y, | (0,2(0,2),y(0,2),2), (3.12)
X, Y,
se eg = —1. Como 7,(0,0) # 0, podemos tomar o campo v., = =2 como o campo

€2
unitério de vetores normais a b. Além disso, como (7., )g(0,0) # 0, bp(0,0) = 0 e b,(0,0) #
0, entdo (b, v) é uma imersao e, portanto, b é uma frente.

3.2.2 D singularidade

Faremos agora a mesma andlise para a superficie singular bolsa (singularidade D).
Suponha que €; = 1 em (3.1). Entdo det(Hp) = u® — v? 4+ R(z,y, z)%. Para conseguirmos
resolver det(Hp) = 0, definimos a seguinte mudanga de coordenadas em uma vizinhanga
da origem:

u = rcosh20, v =rsenh?20.

Assim, det(Hp) = r> + R? = 0 pode ser resolvido por r = g5 R, onde g5 = +1. Como no
caso €1 = 1, definimos

X(0,2)

x) = F,(0,x) = R*(z)a1(0) + P(x) e
Y0,z

) = F,(0, ) = R*(z)0a(0) + Q(),

com aq(6) = €5 cosh(20) + COShQ(%)J;SQHhQ(%) e ay = senh (26) cosh(26) — g5 senh (26) e o
conjunto bifurcagao de F' é dado pela solucao do sistema X (0, x,y,z) =Y (0,z,y,z) = 0.
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Note novamente que, ao tomar €5 = 1 ou €5 = —1, temos duas parametrizagoes para a
singularidade DJ, onde cada uma delas parametriza uma parte dela.

[gualmente ao caso D, , podemos pelo Teorema da Fungao implicita concluir que
existem fungoes suaves © = x(0, z) e y = y(0, z) tais que

X(0,2(60,2),y(0,2),2) = Y(8, 2(8,2), (8, 2), 2) = 0
e o conjunto bifurcacao pode ser parametrizado por
b0, z) = (x(0, 2), y(0, 2), 2). (3.13)

De maneira analoga a demonstragdo do Lema [3.2.2] podemos concluir que z(6,0) =
y(0,0) =0 e R(x(0,0),y(0,0),0) = 0. Além disso, cdlculos diretos mostram que

(Xy,Yy,0) = 4(1 + 2 cosh 20) senh O R(x)?(cosh @, senh §,0) (g5 = 1),
(Xy,Yy,0) = 4(—1 + 2 cosh 20) cosh O R(x)*(senh #, cosh §,0) (g5 = —1)
e, como neste caso continua valendo ((3.8)), o conjunto singular de b é dado por

S(b) = {(1 +2cosh20)senh® =0} = {(0,2),z2 >0} (g9 =1),
S(b) ={(=1+4+2cosh20)coshf =0} ={(0,2),z2 <0} (g2 =-1).

>4

Er= g=-1
Figura 3.3: Curvas singulares da singularidade bolsa no dominio de b.

Note que, pelo modo que construimos a parametriza¢ao b (por coordenadas hiperbd-
licas), o dominio de b é a regido do plano onde u? > v?. A tnica curva singular neste
dominio esté ilustrado na Figura

Para encontrar um campo de vetores normais a b, nesse caso, podemos fazer o mesmo
raciocinio que para o caso da singularidade D; ou podemos notar que os vetores

cosh 6 -X,
7.1(0,2) ="A| senhf | x | Y.
0 1
Y, X
= —cosh@|Y, |(0,2(0,2),y(0,2),2) + senh 0| X, [ (0,2(0, 2),y(0, 2), 2)
Y, X
caso o =1, €
sen 6 -X,
7.1(0,2) ="Al cosl | x | =Y,
0 1
X, Y,

=coshf| X, |(0,2(0,2),y(0,2),z) — senh 0| Y, | (0,2(0, 2),y(6, 2), 2)
X, Y,
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caso €5 = —1 s@o nao nulos e normais a b. Logo, v., = U, /|Vs,| é um campo unitdrio de
vetores normais a b. Além disso, como (7, )y(0,0) # 0, by(0,0) = 0 e b,(0,0) # 0, entao
(b,v) é uma imersao e, portanto, b é uma frente.

Com as analises feitas nessa se¢do, podemos concluir o seguinte resultado:

Proposigao 3.2.3. Seja F : (R? x R3,0) — R uma familia de Morse de um germe de
fungio DE. Entdo seu conjunto bifurcacdo pode ser localmente parametrizado por duas
aplicagoes da forma (0, z) — (z(0,2),y(0, 2), z). Além disso, estas aplicagées sao frentes.

3.3 Comportamento assintético

Consideramos no que segue as aplicagoes b como em ou , que parametrizam
as superficies DT, dadas pelos conjuntos bifurcacoes de familias de Morse F' : (R? x
R3,0) — R de funcées D;. Vamos estudar nesta secao o comportamento das curvaturas
Gaussiana e média, assim como das curvaturas principais perto da singularidade D, que
corresponde a origem das parametrizagoes b. Além disso, estudaremos o niimero de curvas
parabdlicas, sub-parabdlicas e ridges que emanam deste ponto singular. Analisaremos,
em particular, algumas condigoes sobre a familia de Morse F' que influenciam a maneira
como as curvas parabdlicas emanam para as diferente faces das superficies.

Hasegawa apresenta, em [I12], um estudo parecido para superficies dadas pela ima-
gem inversa de um valor ndo regular de uma funcao f : (R?®0) — (R,0), tendo uma
singularidade de Morse na origem. O estudo feito aqui foi inspirado nesse trabalho.

3.3.1 Primeira e segunda formas fundamentais

Invariantes geométricos de uma superficie regular, como as curvaturas Gaussiana e
média, podem ser dados em funcdo dos coeficientes da primeira e segunda forma fun-
damental. Tais coeficientes, relativos a aplicagao b da se¢ao anterior, sao definidos nos
pontos regulares por

E= <b97b9>7 F = <b9;bz>a G = <bz7bz> y
L:_<b9>V9>> M:_<b9>’/z>a N:_<bZ7Vz>a

onde v é o campo unitario de vetores normais a b. Vamos, no que segue, calcular cada

coeficiente separadamente. Vamos aqui fazer todos os calculos para ey = —1 e g5 = 1, isto
é, para o lado g5 = 1 da singularidade D, . Para os demais casos (61 = ey = —1,¢; =1
eey = —1ee =¢ey = 1), todas as contas sao feitas de modo andlogo e os resultados

obtidos daqui em diante coincidem.

Recorde que as varidveis de b sao 0 e z. Além disso, denotamos R(z(0, z),y(6, 2), 2)
apenas por R(6,z). O mesmo vale para as aplicagoes P, @, X e Y. No que segue, quando
nao houver ambiguidade, omitiremos as variaveis.

Primeiramente, note que, pelas equacoes e (3.10), temos

_ 4sen (30) R®

= —— "7 (0,2) b0 14
Xg;}/;J_Xny( 72) ( 72)7 (3 )

bg(@,z)

com

b(f,z) = (cosBY, + senf X, —cos0Y, — senf X,,0).
Além disso, pelo Lema 3.2.2) R(6,0) = 0 e, portanto

R(8,2) = zR(6,0). (3.15)
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Por (3.2) e , temos 7.(0,0) = y.(0,0) = 0 e, portanto, R.(0,0) = R.(0,0,0) =
R(6,0). Logo, segue que R(6,0) # 0, por (3.2).
Agora, por (3.14) e (3.15)), o coeficiente E da primeira forma fundamental é dado por

E(0,2) = 2" A*(0)A%(0,2) (b,b) (0, 2),

Note que 13(6’, 0) = (—cosfQy,cos0Q, + senf P,,0) # 0. Logo, usando expansio de
Taylor até ordem um na variavel z, podemos descrever £ como

E = 2'A*A*(Eo(0) + zE1 (0, 2)), (3.17)

com

Eo(60) = (b,b) (6,0) = cos” 0(Qq + Q) + sen®0 Q, + Py Qy sen (26).

E 1til em nosso estudo descrever todos os coeficientes das primeira e segunda formas
fundamentais de b da mesma forma que em (3.17])). No que segue, exporemos o raciocinio
para obté-los.

Ainda por (3.14)), (3.15] e pelas defini¢oes de L e M, obtemos

L =2"NA(Ly(0) + 2L1(0, 2)),
com Ly(f) = — <B, V9> (0,0) = PoQy(0), e
M = ZQAA(M()(H) + ZMl(gaz))7

com My(0) = — <B, VZ> (6,0).
Novamente, por e , segue que F = z?A A <I~), bz>, mas como <l~7, bz> (0,0) =

0, podemos descrever F' por
F = 22N A(Fy(0) + 2Fi(0, 2)).

Por defini¢do, G = (b.,b.). Como b,(0,0) = (1,0,0), entdo G(#,0) = 1. Por outro lado,
como b,, = (.., 9..,0), segue que (b,,b..) (0,0) = 0. Dessa maneira, podemos descrever
G por

G(0,2) = 1+ 2°Go(0, 2).

Por fim, temos por definicao que N pode ser escrito por
N = No(0) + zN1(0,0),

com Ny(6) = —(b,,v.) (0,0) = Q..(0) cos§ + P..(0) sen § + Q? sen(30).
Notando que

Vo= 71—~ Vi =~

podemos resumir o descrito acima no lema a seguir.
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Lema 3.3.1. Os coeficiente da primeira e seqgunda formas fundamental da parametrizagao
b do conjunto bifurcacao satisfazem

E(0,2) = 2*A*(0)A%(0, ) (Eo(0) + 2E1(0) + 22 (0, 2)),
0,2) = 2 A(0)A(0, ) (Fo(0) + 2F1(0, 2)),
0

F(

G(0,2) =1+ 22Go(0) + 2°G1(0) + 2*G1(0, 2),

L(0,z) = W (Lo(0) + 2L (0) + 2*La(0) + 2°Ls(0) + ' La(0, 2)),
M9, 2) = W (My(8) + =M, (8, 2)),

N8, z) = le)'(%(e) L 2NL(0) + 22N (0, 2)),

onde E;, F;, G, Liy M; e N;, i = 1,2,3 e 4, sao fungoes suaves nas varidveis 0 ou (0, z),
como indicado, A e A sao definidos em e é dado em . Além disso, Fo(0) =
(b,b) (0,0) > 0, Lo() = = (b,1) (6,0) = Pe(0)Q,(0) > 0, Mo(6) = — (b, 1) (6,0) e
NO(Q) == <bzv Vz) (07 O)

3.3.2 Curvaturas e diregoes principais

Uma vez dados os coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais na secao
anterior, é possivel calcular as curvaturas Gaussiana e média nos pontos regulares de uma
singularidade DT.

As curvaturas Gaussiana K e média H de uma superficie parametrizada regular sao
dadas em termos dos coeficientes das formas fundamentais da seguinte maneira:

LN — M? EN —2FM +GL

K=Fa—m "= "5mc-—m

No que segue, iremos ocultar algumas vezes as variaveis das fungoes definidas no Lema
3.3.1] Usando esse lema e as férmulas das curvaturas Gaussiana e média, obtemos

. 1 (L0+ZL1)<ND+ZN1) —Z2<M0+ZM1>2)
C|yPA A2 (Eo+ zE1) (1 4 22Go) — (Fy + zF1)?

1 B
H—
2|V’AAZ2 <(E0 + ZEl)(l + Z2G0) — (FO + ZF1)2>’
onde B = ZQA(EO + ZEI)(NO + ZNl) - 223<F0 + ZFl)(MO + ZMl) + (LO + ZLl)(l + ZQG()).
Com isso, usando a expansao de Taylor em z nos numeradores dos termos em parénteses
acima, podemos escrever K e H da seguinte forma:

K

K=———-— 1
2AN? (3.18)
e .
H
H=———— 3.19
222ANT D) (3:19)

onde
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= LoNy+ (L1 Ny + LoNy)z + 220(0),
= Lo+ Liz+ (GoLo + Ly + 2AAE)N,) 2> + Hs2* + 2*0(0),
Hs; = GoLi+ LoGy+ L3+ 6A(—2AF My + AE1 Ny + AEgN, + A, EqNy),
I = Ey0)+zE(0) + 220(0), (3.20)

e A

e 2'0(0) é uma fungdo suave da forma z'h(6, ).

Observagao 3.3.2. Por e Lo(0) > 0 (ver Lema , H nio se anula em uma
vizinhanga da origem e, portanto, por , segue que H ¢ nao limitada perto da origem.
Néo podemos garantir o mesmo para a curvatura Gaussiana K, uma vez que K pode ser
da forma z20(0). Porém, o Teorema m garante que existem curvas emanando da
origem com a curvatura Gaussiana de b nula sobre a curva.

Passaremos agora para as curvaturas principais, que sabemos serem dadas nos pontos

regulares por k; = H ++H? — K,i = 1,2. Primeiramente, por (3.18)) e (3.19)), temos

1 = =
VH? - K = ——————\/H? — 422ANAIK.
2z2|u||AA]]\/ :

Uma fungao ¢ da forma g(x) = \/b1(9,2)2 — 4xby(0, z), onde by # 0, satisfaz ¢(0) =
|b1(0, z)|. Logo, existe uma fungao g(0, z, x) tal que

g(x) = 1b1(0,2)| — xg(0, z, ). (3.21)

Substituindo = = 22A(A) em (3.21)), segue que existe uma funcio h(f, z) tal que

VH? — 4220ATK = |H| — 22Ah.

Assim, ) .
H N A h
—————— +e3sgnA———
HiVvH_—k— ) PRI 2|A||lp|I
h
+ A———
Al

com €3 = 1 ou —1. Ou seja, as duas linhas do lado direto acima correspondem as duas
curvaturas principais de b.
Pela Observagao m H nao se anula em uma vizinhanca da origem. Além disso, por

BB.16), R(6,0) # 0 e Eo(6) > 0 (Lema [3.3.1)), temos que |A||#|] também néo se anula em

uma vizinhanga da origem. Com isso, uma das curvaturas principais (:I:sgn(A)Q‘ALW) de
f ¢ limitada perto de {z = 0} e S(b), enquanto a outra é nao limitada.

Como H néo se anula em uma vizinhanca da origem, entdo por , nao exis-
tem pontos em uma vizinhancga da origem onde a curvatura média se anula. Ainda por
H +# 0 concluimos também que nao ha pontos onde a curvatura principal nao limitada
<H~~ + sgnA#

22AA|D|] 2|A||p|1

Buscaremos a seguir formulas explicitas para as curvaturas principais. Se uma funcao
¢ dada por b3 + by 2z + by2® + b3(2) 2% (by # 0), entdo sua raiz quadrada pode ser expandida

) se anula perto da singularidade D5 .



Comportamento assintotico 37

em Taylor por

\/b% + b1z + baz? + by(2)23

=|bo| + 2 by 42 —b% + 4b3b2 3b‘i’ — 4b(2)blb2 + 8()3()3(0)

4
2[bo| S[o]? + z 16]b0F +2°0(0).

Assim, temos

\/F[2 - 4Z2AAI~[~( :Lo + LlZ + (GoLo + L2 - AAE0N0)22
+ (G()Ll + G1L0 + L3 — QAAF()MO — AAE()Nl
— AEIANO — NOEO)\(a)Z)zS + 240(0)

Logo,
h(€7 Z) = 2AEON0 + 2(AEON1 + AElNO + E()N()AZ)Z + 220(0)

e, por calculos diretos, as curvaturas principais sao dadas por

:m([@ + Lz + z*0(0)), para a curvatura principal ndo limitada e
z %

(CLE()NQ + (AElNO -+ AEoNl + AZE()N())Z + 220(0)), (322)

R1

1
TPy
para a curvatura principal limitada.

Agora passaremos para as diregoes principais. As diregoes principais nos pontos re-
gulares de uma frontal podem ser dadas pelos coeficientes da primeira e segunda forma
fundamentais por: V; = (=M + x;F, L — k;FE) ou V; = (=N + k,G, M — k;F). Sendo
assim, com calculos diretos, podemos verificar que as dire¢des principais relativas a k1 e
ko sao dadas por

Vi = 22AND|(=N — 1:G, M — 5 F) = (Lo + 20(0), 220(0)) e
||

~ 22AA

v (=M + ko F, L — ko E) = (—My + 20(0), Lo + 20(0)),  (3.23)

respectivamente, onde identificamos 90 = (1,0) e 0z = (0, 1).

De (3.22)) e (3.23]), concluimos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3. Seja b: (R?,0) — (R3?,0) uma parametrizacio de uma superficie dada
pelo conjunto bifurcagio de uma deformagio versal de wma singularidade DT. Entdo
uma de suas curvaturas principais pode ser estendida suavemente sobre o seu conjunto
singular, enquanto a outra é nao limitada perto do conjunto singular. Além disso, o0s
vetores principais de b podem ser estendidos suavemente sobre o seu conjunto singular.

Dadas as curvaturas e dire¢oes principais, vamos encontrar quais sao as condicoes para
que uma curva ridge, sub-parabdlica ou parabélica emane da singularidade D7

Apesar de todo o raciocinio feito até agora para a superficie singular D, ser analogo
para o caso Dj, funcdes hiperbdlica-trigonométricas aparecem no lugar das trigonomé-
tricas para o caso D; na demonstracio da Proposicao 0 que exige um cuidado a
mais. No que segue, apresentamos alguns resultados essenciais para o entendimento desta
abordagem. Considere a seguinte definicao:
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Definicao 3.3.4. Um par de polinomios hiperbolico-trigonométricos

gn(s) = > a;jcosh’ssenl’ s e h,(s) = > b;;cosh’s senh’s,
1<i+j<n 1<itj<n
satisfazendo a;; = b; j; = 0 para todo impar ¢ + j ou a;; = b; j; = 0 para todo par i+ j €
dito adaptado se, definindo coshs = 1/(1 —t?)1/2, senhs = t/(1 — t*)'/2, (t = tghs), o
polinémio (1 —t2)"2g,(s), com varidvel t, e o polinémio (1 — t2)"?h,(s)/t" com varidvel
1/t sao os mesmos.

Exemplo 3.3.5. O par de polindmios cosh 3s e senh 3s ¢ adaptado, uma vez que senh 3s =
(1 —t2)737243(1 + 3t72) e cosh3s = (1 — t2)73/2(1 + 3t?).
Lema 3.3.6. (1) O nimero de raizes de fo(s) = Y a;jcos’s sen’ s é no mdzimo n,
i+j=1
para s € [0,7) se f(s) # 0, para todo s tal que f,(s) = 0.
(2) Suponha que o par de polindmios hiperbolico-trigonométricos g,(s) e hy(s) seja
adaptado. Entdo, a soma do nimero de raizes s € R de g,(s) = 0 (resp. hy(s) =0) é
no mdzimo n quando g, (s) # 0 (respectivamente, h, (s) # 0) para todo s com gn(s) =0

(respectivamente, h,(s) = 0).
Demonstragdo: Definindo coss = +1/(1 + tg?s)/2 e sens = +tgs/(1 + tg?s)? a
equacao f,(s) = 0 pode ser reduzida a um polindémio com variavel tgs de grau 2n. Isso
prova (1) (ver [I2, Lema 2] para mais detalhes dessa prova).

Para a prova de (2), defina coshs = 1/(1 — )"/, senhs = t/(1 — t)'/?, e t = tghs.
Como g, e h, possuem somente termos com i + j par ou impar, as equagoes gn(s) =

0, h,(s) = 0 sdo reduzidas ao mesmo polinémio, apenas com varidvel diferente (¢ e
1/t, respectivamente) com grau n. Como tgh s assume valores em (—1,1), concluimos
a afirmacao. 0

O ntmero de raizes n de um polindmio trigonométrico (ou trigonométrico hiperbdlico)
fn € dito o grau deste polinémio e denotado por deg(f,).

Proposicao 3.3.7. Com as notagoes acima, temos, em z =0 :
deg(Lg) = deg(A) = deg(A4p) = 0; deg(Ey) = deg(Ep) = 2;
deg(A) = deg(A') = deg(Ny) = deg(Ng) = 3; deg(Mo) =4 e deg(Ny) =T.
Demonstracao: Pelo Lema [3.3.1] temos
Eo(0) = — <l~), 5> (6,0) = cos® 0(Q3 + Q3) + sen*0P; + 2sen 6 cos 0P, Q,
e, portanto, deg(Ey) = 2. Os demais calculos sao feitos de modo anélogo, onde, para N
e Np, usamos a seguinte simplificacao trigonométrica:

sen (30) = senf(2cos?§ — 2sen?0 + cos* § — 2 cos? f sen 20 + sen *6)+
cos 0(2 cos @ sen § — 2 cos 63 sen § + 2 cos 0 sen 36).

O

Se uma funcio F (6, z) tem a forma 2'f(0,z2), | € Z, entdo para cada 0 que satisfaz
f(6,0) = 0 e f4(0,0) # 0, existe uma curva satisfazendo F' = 0, partindo da origem
da superficie com singularidade D3. Assim, usando o Lema e a Proposicao [3.3.7]
podemos calcular um limitante superior para o nimero de curvas ridge, sub-parabdlicas
e parabélicas que partem das singularidades Di. Tais calculos estao mostrados a seguir:



Comportamento assintotico 39

» Ridges:

Como a segunda coordenada de V] se anula em {z = 0} e a primeira nunca se anula
(Lo > 0), entao k1 V1 (0,0) se anula se, e somente se, (k1)s(6,0) se anula. Por cilculos
diretos, (k1)e se anula se, e somente se, C se anula, em que

e A e Ay estao aplicados em (6,0).

Note que o grau da soma de dois polindmios ¢ igual ao maior grau entre eles e o
grau do produto de dois polindmios é a soma de seus graus.

Agora, como o nimero maximo de ridges relativo a x; é o grau do polinémio Cf,
entao, pela Proposicao [3.3.7 este nimero é 5. De fato,

deg(Cy) = max{0 + max{3+2,3+2},3+2+4 0} =5,

onde max{Z} significa o maior elemento do conjunto Z.

Por outro lado V5k2(0,0) = 0 se, e somente se, Cy(0) = 0, em que
02 - 2E0(N1L0 - NéMo) + E(/)M()NO - EngNo.

Logo, pelo mesmo raciocinio acima, o nimero maximo de ridges relacionadas cur-
vatura principal limitada é 9.

o Curvas sub-parabdlicas:

Seguindo o mesmo raciocinio, temos que Vik2(6,0) se anula se, e somente se, C3(6) =
0, em que
Cy = 2ByN}, — E\Ny = 0.

Logo, concluimos que existem no maximo 5 curvas sub-parabdlicas relativas a cur-
vatura principal limitada.

Por outro lado, V5k1(0,0) = 0 se, e somente se, Lo(f) = 0 e, como Ly nunca
se anula, concluimos que nao existem curvas sub-parabdlicas relativa a curvatura
principal ilimitada .

e Curvas parabdlicas:
Por (3.18)), (3.20) e L(0) > 0, o nimero de curvas parabdlicas é no maximo deg(Ny) =
3.

Observacao 3.3.8. Como citado no inicio da Segdo |3.5.1, o raciocinio descrito
acima € o mesmo para os casos diferente de e; = —1 e e9 = 1. Porém, ao fazermos
esse mesmo raciocinio para a singularidade DJ, obteremos que os pares de fungoes
C;(i=1,2 e 3), para eo = 1, sdo adaptados e, assim, pelo Lema todos esses
limitantes superiores também vale para a singularidade D .

Com isso, recordando que as superficies Df sdo cobertas por duas parametrizacoes
(e =1 e g9 = —1), podemos concluir portanto o seguinte teorema:

Teorema 3.3.9. Seja M o conjunto bifurcacao de uma familia de Morse versal
com uma singularidade DE. Suponha que o fecho do conjunto dos pontos de ridge e
sub-parabélicos de b sejam curvas. Entdo existem, emanando da singularidade DT,
no dominio, no mdximo
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(i

)
(i)
i)

)

18 curvas ridge com relagdo a curvatura principal nao limitada,
10 curvas ridge com relagdo a curvatura principal limitada;

(iii) 10 curvas sub-parabdlicas com rela¢io a curvatura principal limitada;

(iv) 6 curvas parabolicas.

Além disso, nao existem curvas sub-parabdlicas relacionas a curvatura principal nao
limitada emanando da singularidade D .

3.3.3 Curvas parabdlicas

Como ilustrado nas Figuras e , em cada uma das superficies singulares D7,
existem 3 regides regulares, separadas por curvas singulares (D;) ou por uma curva
singular e as fronteiras dos dominios de suas parametrizacoes (DJ). Chamaremos tais
regides de faces das superficies Df. Uma vez que também temos no méximo 6 curvas
parabélicas emanando dessas singularidades (3 para eo = 1 e 3 para g5 = —1), podemos
perguntar quais faces essas curvas pertencem ou o que € necessario ocorrer nos coeficientes
da familia de Morse F' para que um certo padrao ocorra. Por exemplo, quais as condi¢oes
sobre I’ para que ocorra de ter uma curva parabodlica em cada face da superficie?

Esta subsecao tras a resposta para estas perguntas. Mais precisamente, vamos estudar
o comportamento das curvas parabdlicas que partem da origem da singularidade em ambos
os lados da superficie. Aqui, diferentemente de antes, vamos considerar os quatro casos
(e1 = £1 e g9 = £1) separadamente. Comegamos com £y = —1 e g5 = 1.

Recorde que K(0,0) = Lo(6)No(0) e, como Ly nunca se anula, vale que K(6,0) =0
se, e somente se,

No(#) = —Q..cosf — P,.sen — R2sen (36) = 0, (3.24)

onde Q.., P., e R, sao aplicados em 0. Assim, para cada 6 raiz de Ny(f), existe uma curva,
parabdlica emanando da origem com sua reta tangente limitante na origem na direcao
0. Estamos interessados em encontrar as curvas parabdlicas que nao tem sua diregao
tangente coincidente com uma direcao singular da piramide, uma vez que nestes casos
nao é possivel garantir a qual face tal curva pertence. Assim, vamos supor no que segue
que as raizes de Ny sao diferentes de 0,7/3 e 27/3, o que, de fato, ocorre genericamente.
Note que 6 = 0 é raiz de Ny se, e somente se, ()., = 0. Logo, )., # 0. De modo similar
a demostracao do Lema m, podemos fazer na equagao as seguintes mudancas:

cotg 6
cosl) = ————;
\/1+ cotg? 6
1
senf =

\/1+Cotg29'

Assim, definindo T = cotg(#), resolver Ny = 0 é o mesmo que resolver a seguinte equagao
cubica:
p(T) = P.. = R+ Q..T + (P.. + 3R2)T* + Q..T°. (3.25)

Recorde que a pirdmide (singularidade D; ) possui 3 faces regulares, divididas por 3
cuspidal edges, parametrizadas por b(0,z), b(%,2) e b(%’r,z). Queremos nao somente
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encontrar as solugoes de , mas também estudar como os coeficientes P,,, ()., e R,
influenciam em quais das 3 faces regulares da piramide as curvas parabdlicas estao.

A primeira etapa que faremos é analisar qual o sinal de p(7") nas dire¢oes singulares.
Como T' = cotg(f) e as direcdes singulares sao ¢ = 0, , %’T ou 7, entao, para tais diregoes,
T = o0, %, —% e 00, respectivamente. Calculando entao p(7") nos pontos nao infinitos,
temos:

p(i) = ;J:(SPzz + \/ngz) €

1 4
p(_i) = §(3Pzz - ﬁ@zz)-
Note que duas curvas parabdlicas relativas a duas raizes Ty e 17 de p pertencem a fa-

ces diferentes se nao estdo ambas em um dos intervalos (—oo, \_/—%),(\7—%, %) ou (%, 00).
Dizemos que a curva relacionada a raiz Ty de p(T') pertence a (ver Figura ).

face 1 & Ty < —

\/gv

—1 1
face 2 & —= <T) < —;
V3 ' T3
1
face 3 & Ty < —. 3.26
0 \/g ( )
Face 3
Face 3 Face 1
Face 1
159 =] & =-]1

Figura 3.4: Faces no dominio da singularidade Dy .

Para a préoxima etapa, usaremos a Regra de sinal de Descartes que diz que, dado um
polinémio ¢(t) com coeficientes reais, se os termos do polinémio ¢(t+1tg) sao colocados em
ordem decrescente de grau, entdo o niimero de raizes maiores que to do polindémio ¢(t) é ou
igual ao nimero de permutacgoes de sinal ou menor por uma diferenca par. Denotaremos
este ntimero por #q(ty). Por exemplo, se ¢(t) =t —t — 2, entdo q(t +1) =t>+t — 1 e,
como temos apenas uma mudanca de sinal nos coeficiente de ¢(t + 1), entdo #q(1) = 1,
ou seja, hd apenas uma raiz de ¢(t) maior que 1.

Para usar essa regra, sera necessario calcular os coeficientes dos polindémios p(T + Tp),
com Ty = i%, uma vez que, em alguns casos, sera necessario calcular o niimero de raizes

de p maiores que % ou menores que \_/—% Calculando-os, temos

9p(T + ;5) — A(BP.. +V3Q..) + 6(V3P.. +3Q.. +3VERAT

+9(P.. + V3Q.. + 3R> T? + 9Q..T3, e

Ip(T — = 4(3P,, — V3Q..) + 6(—V3P.. +3Q.. — 3V3R)T

4l
w
N—

+9(P.. — V3Q.. + 3R))T? + 9Q..T°%;



Comportamento assintotico 42

Por ultimo, além dos coeficientes dos polindmios acima, a constante ()., também sera
til, uma vez que é o coeficiente de T° em p(T) e, por isso, define o comportamento
assintético de p(T") nos infinitos.

Portanto, as constantes que serao necessarias analisar para o estudo do comportamento
das curvas parabdlicas sao as 5 seguintes:

QZZ? \/§PZZ :i: QZZ € PZZ + BRz :i: \/gQZZ'

Note que fizemos algumas simplifica¢Ges nos termos acima, porém o sinal de tais termos
nao se alteraram. Suporemos também, por questoes de simplificacao, que os dois tltimos
coeficientes dados acima também nao se anulam. A configuracdo das curvas parabdlicas
dependem entao destes cinco coeficientes juntamente com o discriminante do polinémio
dado em , que daqui em diante o denotaremos por D.

Vamos agora elaborar uma tabela que indica quais sdo as faces que contém as curvas
parabdlicas dependendo apenas dos sinais dessas 6 constantes. Para nao estender muito o
texto, faremos apenas a demostracao para uma unica linha da tabela. As demais podem
ser preenchidas com o mesmo raciocinio.

Suponha que Q,, > 0, V3P,, — Q.. <0, e V3P, + Q.. >0, P,, + 3R% + V3Q.. >0
e P, +3R?> - /3Q.. < 0. Como Q.. > 0 ¢é o coeficiente de 7% em p(T), vale que

. _ . _ . g 1
TEIPOO(MT)) =—0e Tlglgo(p(T)) co. Por outro lado, pelas hipéteses, vale que p(——z) >

0e p(%) < 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, uma das raizes de p(T')

pertence ao intervalo (=% 75 f) Além disso, #(p(T %)) = 0 e, portanto, nao ha raizes

no intervalo (%, o0). Por fim, se o discriminante de p(T) é positivo, entdo existem mais

duas raizes, e elas estdo no intervalo (—oo, \[) se o discriminante é negativo, entao s6 ha
uma raiz, a no intervalo (=% 7 \[)

Com o raciocinio acima, temos que, se o discriminante D de p(T') é positivo, ou seja,
se todas as raizes forem reais, entao, neste caso em particular, existem duas curvas na
face 1 e uma curva na face 2 do conjunto bifurcacao de F' (ver F igura ). No caso onde
D < 0, existe apenas uma curva parabdlica e ela estd na face 2.

AN

Y

Figura 3.5: Configuracao das curvas parabdlicas para o caso da primeira linha da Tabela
A direita estd uma representacao "aberta'da configuragao.

Usaremos (ijk|lmn)™ para denotar que existem 3 curvas parabdlicas partindo da ori-
gem para cada lado da superficie e elas pertencerem as face 7,7 e k no lado g5 = 1 e as
faces [,m e n no lado g9 = —1, respectivamente. No caso onde exista apenas uma tnica
curva, denotaremos por (i|l) quando tal curva pertence a face i no lado €5 = 1 e a face [
no lado €9 = —1. Por exemplo, depois de fazer o mesmo raciocinio para o caso g5 = —1
com as mesmas hipéteses do caso acima, denotamos a configuracao das curvas parabodlicas
por (112]233), caso D > 0 ou (2]2), no caso D < 0 (ver Figura [3.6).



Comportamento assintotico 43

Figura 3.6: Configuracoes (112),(222), (1) (da esquerda para a direita) das curvas para-
bolicas sobre uma face de Dj .

Todos os casos possiveis estao descritos na Tabela onde ¢; = \/§sz +P,.+ 3R§ e
cs = V3Q., — P., —3R?. Aslacunas preenchidas por “qualquer” indicam que tal hip6tese
ndo interfere no resultado final.

sz _sz + \/gpzz sz + \/gpzz C1 Co Conﬁglll"a(ééo
D_,y>0|D_<0
+ + + + qualquer | (223|122) | (3|1)
+ — + + ¥ (222]222) | (2]2)
+ — + + - (233|112) | (2]2)
+ — - qualquer + (122|223) | (1]3)
+ — - + - (133|113) | (1]3)
— n n qualquer | — (122223) | (1]3)
— + — + - (112233) | (2]2)
- + - - — T(2p222) | (2)2)
— — — + - (113|133) | (3]1)
- - — - qualquer | (223]122) (3]1)

Tabela 3.1: Configuracao das curvas parabdlicas na singularidade piramide.

Logo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.10. As configuracoes das curvas parabdlicas que emanam da singularidade
Dy (piramide) em dire¢io ds suas faces (como definidas em (3.26)) estdo descritas na
Tabela [31].

Todos os célculos feitos até agora foram para o caso e; = 1. Apesar de o caso 5 = —1
ser similar, ele apresenta algumas diferencas. Sao elas:

1: A aplicagao A, dada em (3.16|), agora é dada por
A(0) = cos(30)

e, portanto, o conjunto singular de b é dado pelas retas § = ¢, onde ¢ = £7, £% e
457,
6

2: Consideramos ¢ no intervalo (57, §) ao invés de (0, 7).

3: Ny é dado por
Ny = —Q.. cos(8) + P..sen (0) + R? cos(30). (3.27)



Comportamento assintotico 44

4: Ao fazermos as mudancas

1
cos(fl) = ——,
) 1+ tg%(6)
sen (0) = _sl)
1+ tg?(0)

em Ny, resolver Ny = 0 é equivalente a resolver p(T') = 0, onde
p(T) = R? — P., +tQ.. + t*(=P.. — 3R?) + *Q..,
que é similar ao caso anterior, mudando apenas o sinal dos coeficiente de T° e T2,

Os resultados para este caso estao contidos na Tabela [3.2]

Prosseguimos agora para a singularidade bolsa (Dj), onde o raciocinio também é
similar, com ligeiras peculiaridades, das quais citaremos aqui.

Suponha que ; = 1. Definindo T" = coth#, no caso ¢ = 1 ou T' = tgh#, no caso
g9 = —1, entdo resolver Ny = 0 nestes casos ¢ equivalente a resolver ¢(7') = 0, onde

¢(T) = =Q..T* + (P.. + 3R)T* + Q..T — P.. + R2.

O demais segue com o mesmo raciocinio para o caso da singularidade piramide, os resul-
tados obtidos estao na Tabela onde ¢3 = P,, +3R? e ¢y = —P.. + R?, e a enumeracio
das faces estda dada na Figura A configuracao das curvas parabdlicas dadas na pri-
meira linha da Tabela estd representada na Figura [3.8 onde “qualquer” significa que
o sinal da constante nao interfere no resultado e “nao ocorre” significa que D; < 0 nao

ocorre neste caso.

e2=1 e=-1

Figura 3.7: Faces no dominio da singularidade DJ .

Figura 3.8: Configuracao das curvas parabdlicas para o caso da primeira linha da Tabela
A direita estd uma representagao "aberta'da configuragao.

Temos assim o seguinte resultado:

Teorema 3.3.11. As configuracoes das curvas parabdlicas que emanam da singularidade
Dy (bolsa) em diregio ds suas faces (como definidas na Figura (3.7)) estio descritas na
Tabela [7.3.3.



Curvatura singular e curvatura normal limitante 45

sz C3 Ssz +c3 3sz —C3 sz +c3 sz —C3 | C4 conﬁguragéo
Dy >0 Dy <0

+ |+ + + + any + | (122]223) (1]3)

+ |+ + + + any — | (122]223) | nao ocorre
|+ - ¥ — [+ 222 P

+ |+ + - + - — | (122]223) | nao ocorre
— T+ + - ¥ — [T @312 @

. - - + — [T [@312) ] 6

— ¥ - — — — ¥ [@3122) | 6O

- | + + - + - — | (223|122) | nao ocorre
- |+ - - qualquer — — | (223|122) (3]1)

- | - — — - — + | (223]122) (3]1)

- | = - qualquer - + + | (113]133) (3]1)

+ | — | qualquer + - + + | (133]133) (1]3)

¥ |- + + + T+ (1221223 | (13)

Tabela 3.2: Configuracao das curvas parabdlicas na singularidade bolsa.

3.4 Curvatura singular e curvatura normal limitante

Como o conjunto singular em uma vizinhanca de uma singularidade D, a menos da
propria singularidade, é composto por cuspidal edges, podemos considerar os invariantes
Ky e Kg sobre essas singularidades. Vamos aqui mostrar condigoes para que o
limite de k, e &, se anule quando as curvas singulares se aproxima da singularidade D7
Neste contexto, diremos apenas que ks (ou k,) tende a 0.

Para isso, tomaremos as parametrizagoes b para cada superficie como explicitado du-
rante este capitulo (equagoes e ) Para ¢ = —1 e e9 = 1, denotamos as curvas
singulares de D por 7 ;, parai = 0,1 e 2, que sabemos serem dadas por 7, ;(z) = (6;, 2),
com 0; = % e z > 0. Por outro lado, se e = ¢5 = —1, denotamos as curvas singulares
de Dy por y_1,, para i = 0,1 e 2, que sabemos serem dadas por v_1,(2) = (6;, 2), com
0;, = 2’6 m ez > 0. Para o caso 1 = 1, denotamos a curva singular de b por f.,(z),
que sabemos ser dada por f,(z) = (0, 522), com z > 0. Para todas essas curvas, elas se
aproximam da singularidade D quando z se aproxima de 0.

Comecaremos com £,. Como as curvas singulares de b tém 6 constante, entao, defi-

nindo 4., ; = b0 V., 4, temos 47, ;(2) = b..(0;, z). Agora, pela defini¢ao de &, temos

v 01'7 = 7
e, portanto, k, tende a 0 se, e somente se, Ny(#;) = 0. Portanto, para e = —1 e g9 = 1,
segue de (3.24) que, sobre vy ;, K, tende a 0, se, e somente se,
Q..(0) = para i =0
Q..(0) + \/‘Pzz( )=0, parai=1
Q..(0) —/3P.,(0) =0, parai="2.
Para e = o = —1, segue de (3.27) que, sobre v_1;, k, tende a 0 se, e somente se,
P..(0) =0, para i =0

Q..(0) ++/3P..(0) =0, parai=1
Q:.(0) —v/3P.,(0) =0, parai=2.
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Para g1 = g5 = 1, temos que Ny(6) = — cosh(9)Q.. + senh(9)P., + R%senh(360). Logo,
sobre 1, k, tende a 0 se, e somente se, ),,(0) = 0. Para e = 1 e g9 = —1, temos
Ny(6) = cosh(0)P,, — senh(0)Q.., + 3 cosh(30)R? e, portanto, sobre 3_1, k, tende a 0 se,
e somente se, P,.(0) + 3R%(0) = 0.

Passaremos agora para a curvatura singular x,. Por definicdo k4 tende a 0 na origem
se, e somente se, det(%,49”,0(7))(t) tende a 0. Recorde que z.(0,0) = y,(0,0) = 0
e (2,2,9..)(0) = —m(Xzz,Yzz)(O). Suponha 1 = 1, se e = 1, entdo 7(0) =
(=Y., —Y,,0) e, portanto, sobre 31, K, tende a 0 se, e somente se,

(X..Y, = VouYa)(0) = (Q(Por +3R2) — Q,Q..)(0) = 0.

Por outro lado se g5 = —1, entao v(0) = (P,,0,0) e, portanto, sobre 3_1, ks tende a 0 se,
e somente se,
QZZ(O) =0.
Para ¢ = —1, o raciocinio é exatamente o mesmo, observando que X,, = P,, +
2R%201(0) e V.. = Q.. + 2R?a»(0), onde a; e ay sao dados em e 0s vetores normais
v sao dados em e . Com isso, podemos concluir que, para as curvas 7 ;(2),

1 =0,1 e 2, a curvatura singular x, tende a zero se, e somente se,

(_Qxsz + Qy(Pzz + BR,E)) (O) == 0, para 1=0
(2P..Qy — 2(V3P, + Q2)Q=. — 3(3P, + V3Q, + Q,)R?)(0) = 0, para i = 1
(—2P,.Qy — 2V3P,Q.. +2Q.Q.. + 9P, R? — 3/3Q,.R? + 3Q,R?)(0) =0, parai=2.

Para as curvas y_1;,7 = 0,1 e 2, a curvatura singular ~, tende a zero se, e somente se,

(PzzQy - Q:csz - Qng>(0> - O’ para 7=20
(2P..Q, — 2(V3P: + Q.)Q.. + (3P, + v/3Q. + Q,)R?)(0) = 0, para i = 1
<_2PzzQy + 2<_\/§Px + Qx)sz - (3Px - \/ng + Qy)Rg)(O) = O, para 7, = 2.

3.5 Singularidades A3 e A,

Pelo Fato se tomarmos F' uma familia de Morse R -versal a 3 pardmetros da
fungdo fi(t) = t3 ou fo(t) = t*, entdao o conjunto bifurcagdo de F' é uma singularidade
cuspidal edge ou rabo de andorinha. As funcoes f; e fy; s@o singulares na origem e
sao chamadas de singularidades Az e A4, respectivamente. Sendo assim, tomamos nesta
secao tais deformagoes versais e explicitamos féormulas para invariantes geométricos de
seu conjunto bifurcacdo dependendo apenas dos parametros do desdobramento inicial.

De maneira analoga a Proposi¢ao dada uma familia de Morse F' a 3 parametros
Rt-versal de uma fungdo f com singularidade A na origem (k = 2 ou 3), entdo F é
P-R*-isométrica a

¢ t?
F(t,x) = o + P(x)t + Q(w);, (3.28)
para o caso k =2, e a
t° t? 3
F(t,x) = ol + P(x)t + Q(m); + R(m)?,

para o caso k = 3, onde as condigoes de continuam valendo.

No que segue, continuaremos denotando (x,y, z) por . Além disso, as derivadas das
fungoes P, Q) e R, quando explicitadas, estardo sempre aplicadas na origem, a nao ser que
dito o contrario.

(3.29)
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3.5.1 Conjunto bifurcacao de uma singularidade Aj;

Existem pelo menos cinco invariantes geométricos de uma cuspidal edge calculados
sobre sua curva singular que dependem das derivadas de até ordem 3 de sua parametri-
zagdo. Sao eles: a curvatura singular, a curvatura normal limitante, a tor¢ao cuspidal, a
curvatura cuspidal e a curvatura inflexional (ver Subsecdo [2.2.1)).

Estudaremos esses invariantes geométricos, calculando-os em funcao dos coeficientes
de F. Em outras palavras, vamos encontrar as férmulas de tais invariantes aplicados na
origem, dependendo apenas dos coeficientes de Taylor das fungoes P e () em

Pela Definigao [2.3.2] o conjunto bifurcagdo de F' é dado pelos zeros da aplicagao
(Fy, Fyy). Como a derivada da aplica¢ao (Fy, F;) é identificada, na origem, pela matriz

(0 P 0 0)
0 Q: @y 0)7
que tem posto 2 (por (3.2)), entdo, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem fungoes
x(t,z) e y(t, z) tais que Fi(t,z(t, 2),y(t, 2),2) = Fu(t,z(t, 2),y(t, 2),z) = 0 e o conjunto
bifurcagao pode ser parametrizado por b(t, z) = (z(t, 2), y(t, 2), 2).

Vamos agora analisar o conjunto singular da aplicacao b. A matriz Jacobiana de b é

Jb — ( Ty Y O >
T, Y, 1
que tem posto 1 se, e somente se, r; = y; = 0. Derivando as igualdades Fi(t,z) = 0 e
Fi(t,x) = 0 em relagao a variavel ¢, temos

{ Fy + Frpoe + Eyyt = 07 (3 30)

Fui + Fyare + Fyye = 0.

Logo, obtemos que x; = y; = 0 se, e somente se, Fy; = Fy; = 0. De fato, se Fjy = Fyy = 0,
entdo, considerando o sistema (3.30) com varidveis x; e y;, sua matriz dos coeficientes é

Qe Qy

z; =y = 0. A condigao suficiente é direta. Portanto, um ponto (¢, z) no dominio de b é
singular se, e somente se, F; = F};; = Fy; = 0 neste ponto, ou seja

P, . .. . . ,
dada por [ 0 ] na origem, e tem posto 2. Logo, a Unica solugao para o sistema ¢

S(b) = {]Zt = Fy = Fy :2 0}
S+P+Qt=54+Q=t=0}

Logo, a curva singular do conjunto bifurca¢ao de F' pode ser parametrizada por v(z) =
(0,2) e o conjunto singular da cuspidal edge por 4(z) = (z(0, 2), y(0, 2), z). Além disso,
como b; = 0 em todo ponto singular, vale que o campo vetorial anulador de b é o campo
ot.

Afirmamos que o campo vy = (Fiy, Fiy, Fy,) é um campo de vetores normais a aplicagao
b. De fato, derivando a igualdade Fy(t,z(t, 2),y(t, z), 2) = 0 em relacdo a z, temos

For., +F’tyyz+th =0.

Como b, = (z,,y.,1), entdo b, é ortogonal a vs. Por outro lado, derivando
Fi(t,z(t, 2),y(t, 2), z) = 0 em relagao a t, temos

Fy + Fpoy + Fyye = 0
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e, como Fy = 0, para todo ponto do conjunto bifurcagao, vale que Fy,x, + Fy,y, = 0. Por
fim, como b; = (2, y4,0), entdo b, é ortogonal a vs.

Como 15(0) = (P,(0),0,0) e P.(0) # 0, 15 ndo se anula em uma vizinhanga da origem
e, portanto, podemos tomar v = |Z—§| como um campo de vetores unitarios normais a b.

Como b, # 0, entao o campo anulador n de b pode ser tomado por dt. Além disso,
uma vez que a curva singular é o eixo-z, o campo tangente a essa curva pode ser dado por
& = 0z. Com isso, estamos aptos a calcular os invariantes geométricos da cuspidal edge
como conjunto bifurcacdo. Por questdao de organizacao, iremos, antes de fazer os célculos
dos invariantes geométricos separadamente, calcular as derivadas de até terceira ordem
das fungoes z(t, z) e y(t, z) na origem, que serao necessarias para tal. Faremos aqui um
resumo de como obter os resultados, todas as contas sao diretas e nao serao mostradas
aqui.

Encontramos as derivadas das fungoes z(t, z) e y(¢, z) na origem partindo das igualda-
des: Fy(t,x(t,2),y(t, 2),2) = 0e Fu(t,x(t, 2),y(t, 2), z) = 0, que denotamos por A(t,z) =
0 e B(t,z) = 0, respectivamente. Note que as fungoes P, ) e R possuem caracteristicas es-
peciais dadas em e, pelo Teorema da Fungao Implicita, temos oy =z, =y, =y, = 0
em 0.

Como exemplificagdo do esquema a seguir, Ay = 0 = x, = 0 significa que, se deriva-
mos A(t, z) duas vezes em relagao a t e calculamos em 0, entdo podemos concluir que zy
se anula em 0. Temos entao os seguintes resultados:

Att =0 = Ty = 0
Btt =0 = Yt Q
Ay =0 = Ty = p ;
Buy=0 = Y= o g
Atz - O = 0
B,=0 = =0;
PZZ .
A.=0 = x,.= P
PZZ €T ZZP.'l' .
Bzz =0 = Yo = %7
Py, .
Ap. =0 = 2y, = ﬁyan
PZ ZiP z x
By, =0 = yu. = %T%y@%
3 PIZPZZ +PIPZ ZZiP ZPZZ T 7PZZZPT
Azzz =0 = Loy = ( y ¢ QPngy Qe) an
_SP:CZPZZ xT +PZC +3PZ €T Pzz w_Pw zZZ +PEC
Bzzz =0 = Yzzz = QeQy : pngé? (PerQ Q) 27

com Cl = PzzzQZ + 3PzzQa:zQy - 3PzzQwaz € CV2 = 3Qyzsz - szzQy7 € Onde as fun(;ées

sao avaliadas em O.
Com isso, temos, na origem,

£b = (0,0, 1);
gfb_< Pzz7PzzQ;xQCizsz 0)
mb = (0, 5, 0);

gffb = (-Tzzza Yzzzy O)a

— Py PzQ z PzQz
Emb = (5,6, rgz > 0)i

mmb = (5, 56" 0)-
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Curvatura singular

det (&b, £ED, v)

Sabemos por (2.5) que ks = sgn(n ) , onde \ = det(b,b,,v). Agora,

|$0[?
Px 2z xPzz
como det(&b, £€b, v) = ¢ Iz QQ 6l =Tenh = —Qiy < 0, obtemos que a curvatura
singular da cuspidal edge é dgday por
Qszz - Pxsz
Rs = =Yz
PQy

na origem.

Curvatura normal limitante
(£€b,v)
1€b]2

sim, por célculos diretos, no caso onde a cuspidal edge é o conjunto bifurcacao de um
desdobramento dado por ([3.28)), sua curvatura normal limitante na origem é dada por

Sabemos por ([2.5) que a curvatura normal limitante é dada por k, = . As-

(3.31)

Curvatura cuspidal

~|€b|2 det(€b, nmb, mnb)

Temos, por defini¢ao que a curvatura cuspidal x. é dada por k. = 5
€0 X b2

Como det (&b, nnb, nymb) = %Qy e |Eb x mmb| = Qiy, entao, para cuspidal edges como con-
junto bifurcagdo, em nosso contexto, vale

3
_2Qy
-5

Ke

na origem.
Note que, por (3.2), k. ndo se anula. Isso ja era esperado, ja que a curvatura cuspidal
nunca se anula em cuspidal edges ([24, Teorema 3.1}).

Torcao cuspidal

det (&b, mnb b
Temos, por definicao, que a torcao cuspidal é dada por k; = et(&b, 1mb, E1rb) —

det(£b, nnb, ££b) (€D, mnb) e mit
et , 1110, , N7 P, 1
. Como det (&b, mnb, Ennb) = 525, [Eb x mmb| = = e (£b,mmb) = 0
[€BI7[Eb x mmbl? ( )= rap | =7, ¢! )

na origem, segue que

na origem.
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Curvatura inflexional

det (&b, mmb b
Temos, por defini¢cao, que a curvatura inflexional é dada por k; = (b, mryb, €66D) —

det (&b, mnb, ££b) (b, £€b) ot

et » 11179, ) 7 1

3 . J& sabemos que |£b x nnb| = 5—. Por outro lado, (£b,nmb) = 0
P Ich x bl =, (bt

na origem. Portanto, por um calculo direto, obtemos

- _3PszzzP1 + PzzszPy - 3szPzzPy - 3P3:Pyzpzz

N P2P,

Ry

na origem.

3.6 Conjunto bifurcacao de uma singularidade A,

Vamos agora supor F' uma familia de Morse a 3 pardmetros de uma funcao singular
Ay na origem. O conjunto bifurcacdo de F' é uma superficie singular rabo de andori-
nha. Sendo assim, vamos calcular alguns invariantes geométricos conhecidos para essa
singularidade. Sao eles: curvatura cuspidal normalizada, curvatura produto normalizada,
curvatura singular limitante, e curvatura cuspidal limitante (ver [24] para mais detalhes).

Podemos supor F' como em (3.29)). Pelo mesmo raciocinio para desdobramentos de
uma singularidade Ajz, existem fungoes z(¢, z) e y(t, z) tais que

Fi(t,x(t, 2),y(t, 2),2) = Fu(t,z(t, 2),y(t, 2),z) =0 (3.32)
e uma parametrizacdo do conjunto bifurcacdo pode ser tomada pela aplicacdo
b(t,z) = (x(t,2),y(t,2),2z). Ainda pelas mesmas razdes, podemos tomar o campo de
vetores unitarios normais como sendo o campo v = |,’j§|, onde 15 é dado por vy =

(Fiws Fry, i) (t, (¢, 2),y(t, 2), 2) e o campo anulador sobre a curva singular é dado por
n = ot.

O conjunto singular de b é dado pela projecdo das coordenadas ¢t e z da imagem
inversa do valor regular zero da aplicagao (F}, Fy, Fyy)(t,,y,2). Logo, pelo Teorema
da Fungao Implicita, existem fungées Z(t),y(t) e Z(t), tais que Fi(t,Z(t),y(t), 2(t)) =
Fu(t,z(t),y(t), 2(t)) = Fue(t,2(t),5(t), 2(t)) = 0 e, portanto, a curva singular de b pode
ser parametrizada por (¢, 2(¢)). Derivando as igualdades

Ey(t,2(t), g(1), 2()) = Fu(t, 2(2),5(t), 2(1)) = Fu(t, (), 4(2), 2(t)) = 0

até ordem dois, obtemos que Z' =0 e 2" = —Ri na origem. Por outro lado, derivando a
equacao (3.32)), obtemos que, na origem, vale
bt = (Oa 07 O)a
bz = (Oa 07 1)a
btt - (Oa 07 0))
_R,
btz = (Oa Qy 70)7
7PZZ PZZ T ZZPI .
b.. = ( Py QPZQ?J 70)7
bt = <07 Ejia 0)3
R, —Q2QyR:+2P:RyR, .
bttz = (Px ) Doy PrQ2 —, O)a
b (2Pysz PzzQyRz*PzzQzRy+PzszRy*2PyzQa)Rz+2PZQyzszszszz 0)
tzz — PrQy mez ) )
b (7PzzszQy+3cl 7Pl2‘szzQy+3PszzszQy73P1Qyz (Pzzszszzz)szCZ 0)
s2e = PRy P20} 0,
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com Ol = _Pyzpzsz + PzszzQy + PxPyzsz € C’2 = _PzzzPrQy + 3(_Pszzsz +
Com isso, estamos aptos a calcular os invariantes geométricos de um rabo de andorinha
quando este é o conjunto bifurcacdo de uma familia de Morse F'.

Curvatura cuspidal normalizada

Por defini¢do, a curvatura cuspidal normalizada de b na origem é dada por

_ _|bz|3<btzayz>
¢ b, X b.|2

Aplicando, portanto a formula acima, temos
2
Qy

He=pR.

Curvatura normal limitante e curvatura produto normalizada

A curvatura produto normalizada estéa relacionada diretamente com o comportamento
da curvatura Gaussiana perto dos pontos singulares e é definida por uyg = K, .. Como,

por (3.31)), k,(t) = }szz7 entao

T

M PIR.

Curvatura singular limitante

A curvatura singular limitante ¢ definida por 75 := 2\/5111% \/m |ks(y(t))]. Porém em
—

[24] ¢ provado que isso ¢ equivalente &
[ det(37(0),4(0), )|
[5"(0)]

Logo, aplicando a férmula acima, obtemos

Ts

Nt

3
_ 2R?
Qy

Ts

Curvatura cuspidal limitante

A curvatura singular limitante é definida por

2v2 s
Te = S lm ftir(y(9))],

porém em [24] é provado que isso é equivalente a

7o = /I7llue(p)|-

Logo concluimos que a curvatura cuspidal limitante é dada por

3
2Qg
T
P, R?

Te =



CAPITULO 4

GEOMETRIA DE o-EDGES

Neste capitulo, estudamos a geometria de um conjunto especial de frontais em R3,
chamadas o-edges. Uma o-edge pode ser considerada como uma suspensao de uma curva
plana parametrizada o(v) = (¢1(v), c2(v)), ou seja, um desdobramento de o a um pardme-
tro dado por (u,v) — (u,c1(v),ce(v)). Cuspidal edges e 5/2-cuspidal edges sdo exemplos
de o-edges. Além disso, o-edges aparecem naturalmente em superficies invariantes sob
uma acao de grupo em R3, como rotacdes em torno de um eixo ou movimentos helicoidais.

Com o objetivo de estudar a geometria de uma superficie singular, é natural buscar
por uma, parametrizacao especial (de modo a buscar simplificagbes) dessa superficie atra-
vés de mudangas de coordenadas na fonte e isometrias na meta, preservando portanto
sua geometria. Apresentamos na Se¢do [£.2] uma parametrizagao para o-edges com essa
propriedade, que chamamos de forma normal (Proposigao [4.2.3]).

Quando ¢ tem singularidade isolada de multiplicidade finita m, o conjunto singular
de uma o-edge f : R? — R? ¢ uma curva regular (chamada curva singular) e suas
singularidades sdo nao degeneradas se, e somente se, m = 2 (Proposigao . Além
disso, se as singularidades forem degeneradas, a o-edge possui propriedades similares
as de uma frontal com pontos singulares ndo degenerados do primeiro tipo possuem (o
conjunto singular e sua imagem sao curvas regulares), sendo essas tltimas superficies para
as quais as usuais defini¢oes dos invariantes geométricos curvatura singular, curvatura
normal limitante, curvatura cuspidal e tor¢cao cuspidal sao validas. Considerando essas
propriedades, definimos na Segao [£.3] similares invariantes geométricos para o-edges com
m qualquer, com as defini¢oes coincidindo com as usuais quando m = 2.

Em [24] é mostrado que uma frontal com singularidade nao degenerada do primeiro
tipo é uma frente de onda se, e somente se, a curvatura cuspidal ndo se anula. Mostramos
na Proposicao que uma propriedade analoga é valida para a curvatura cuspidal que
definimos para o-edges. Ainda mais, provamos que, para uma o-edge dada na forma nor-
mal, os invariantes que definimos estao relacionados com os coeficientes da forma normal
(Proposicao . Ainda nessa secao, dada uma o-edge f, estudamos o comportamento
assintotico das curvaturas Gaussiana e média na vizinhanca de um ponto singular de f
(Teorema . Além disso, considerando uma curva plana «, consideramos os compor-
tamentos assintoticos da curvatura normal, da curvatura geodésica e da torcao geodésica
de &(t) = f o a(t) quando essa curva passa por um ponto singular de f, que podem di-
vergir, caso esse ponto também seja uma singularidade de &. Nesse caso, apresentaremos
no Teorema condicoes para que tais fungoes sejam limitadas, dependendo apenas da

52
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multiplicidade de ¢ e da ordem de contato de o com a reta paralela a direcao nula de f.

A maioria dos resultados que obtivemos para o-edges foram estendidos em um trabalho
em conjunto com L. Martins, K. Saji e K. Teramoto para um conjunto de superficies que
contém o-edges, chamadas m-type edges. Defini¢oes e resultados relativos a elas, estao

em [23].

4.1 Definicoes, exemplos e propriedades

Seja o : R,0 — R? uma curva suave smgular em t = 0. Seja m > 2 um inteiro
tal que 0 (0) = 0,i = 1,....,m — 1, e 0™ (0) # 0. Pelo Teorema - 2.2.7| (Hadamard),
podemos escrever o(t) = o(0) + tmp( ), onde p(0) # 0. Portanto, ¢’(t) = t™ !p(t), onde
p(t) = mp(t)+1tp'(t), sendo p(0) # 0. Nessas condi¢oes, dizemos que o tem multiplicidade
(ou ordem) finita m em t = 0. A mesma defini¢do vale para germes de curva.

Definigao 4.1.1. Seja o : (R,0) — (R?,0(0)) um germe de curva singular na origem.
Um germe de aplicagdo f: (R?,0) — (R?, f(0)) é chamado o-edge se f é A-equivalente
a (u,v) — (u,c1(v), c2(v)), onde (c1(v),ca(v)) € um representante de o. Se o tem multi-
plicidade finita (digamos m), dizemos que f é um (germe de) o-edge de multiplicidade

finita (m).

Observacao 4.1.2. No que seque, se o tem multiplicidade finita em t = 0, iremos supor
que a singularidade é isolada e, além disso, que o(0) = (0,0). Seque da defini¢io que
o-edges sao germes de aplicagoes singulares de posto 1 e, se t = 0 é uma singularidade
isolada de o, entdo o conjunto singular S(f) de uma o-edge f é uma curva reqular -y, que
chamamos de curva singular de f. De fato, suponha que [ é A-equivalente a flu,v) =
(u,c1(v), c2(v)).  Entdo basta notar que S(f) = {(u,v); fo(u,v) = 0} = {(u,0);u €
(R,0)}. Além disso, como o campo de vetores ij = v satisfaz ijf (u,0) = dfiu.o) (u 0) =0,
concluimos que, tomando um campo nao nulo de vetores n ao longo de ~y satisfazendo
nf =0, esse campo é tranversal a curva singular -y.

Também nos referimos a o-edge ao germe de superficie (imagem de f). Geometrica-
mente, podemos dizer que uma o-edge ¢ uma suspensao da curva plana ¢ em um espago
tridimensional. Por exemplo, se o(t) = (t3,t*), a Figura ¢ a imagem da superficie

parametrizada por f(u,v) = (u,v* v*), que é uma o-edge.

Figura 4.1: Um exemplo de o-edge, onde o(t) = (¢, ¢4).

Exemplo 4.1.3. Claramente, cuspidal edges e 5/2-cuspidal edges sao exemplos de o-
edges, onde o sio 3/2-cispides e 5/2-cispides, respectivamente.

Exemplo 4.1.4. Consideremos a superficie de revolugao parametrizada por f(u,v) =
(z(v), 2(v) cosu, z(v) senu), com (u,v) em uma vizinhanga de 0 € R? e z(v) > 0. Como
f(u,v) = Vo f(u,v), onde f(u,v) = (u,z(v),2(v)) e V(x,y,2) = (y,zcosz,zsenx) é



Definicoes, exemplos e propriedades 54

um difeomorfismo local em f(0), entio f é uma o-edge, onde o(v) = (z(v),z(v)). Se
tomarmos, por exemplo, a cispide ordindria o(t) = (t*,0,¢* + 1) e rotacionarmos sobre o
eizo-x, obtemos a superficie de revolugao dada na Figura[f.3, esquerda, que é uma o-edge
(cuspidal edge, nesse caso).

Figura 4.2: Esquerda: Superficie de rotagdo do Exemplo Direita: Superficie heli-
coidal do Exemplo

Exemplo 4.1.5. De maneira andloga e mais geral que no exemplo anterior, superfi-
cies helicoidais geradas por uma curva o(t) = (x(t),0,z(t)) em torno do eixo-x e que
nao intersecta o eizo de rotagio também sao o-edges. De fato, basta tomar f(u,v) =
(cu+ x(v), z(v) cosu, z(v) senu), onde ¢ é uma constante positiva, e V(x,y,z) = (cx +
y,zcosz,zsenx). A Figura direita, apresenta a superficie helicoidal gerada pela
mesma curva do exemplo anterior, com ¢ = 1.

O seguinte resultado mostra que o-edges sao frontais, permitindo portanto usar toda
a teoria ja conhecida para essas aplicagoes.

Proposigao 4.1.6. Seja f : (R?,0) — (R3, f(0)) uma o-edge de multiplicidade finita.
Entao f € uma frontal.

Demonstracio: Seja m a multiplicidade de o. Entao, podemos escrever o(t) = t"p(t),
com p(0) = (p1(0), p2(0)) # (0,0). Como a propriedade de ser frontal é invariante por
difeomorfismos, basta provar o resultado para a c-edge f(u,v) = (u,v™p1(v), v pa(v)).
Com isso, f,(u,v) = (1,0,0) e fo(u,v) = v™ 10, mp1(v) +vp)(v), mps(v) +vph(v)), onde
pi = dp;/dv. Sejam py(v) = mpy(v) + vp|(v) e pa(v) = mpa(v) + vph(v), as quais sao
fungoes que nao se anulam numa vizinhanga da origem. Assim, v(u,v) = (0, —p2(v), p1(v))
¢ um campo nao nulo de vetores normais a f, de onde concluimos que f é frontal. O

Veremos nas proximas se¢oes uma condi¢do necessaria e suficiente para uma o-edge
ser uma frente.

Nas condi¢oes da proposicao acima, segue da Observacao que um campo anulador
de vetores de f é transversal a curva singular 7. Isso é o que ocorre com frontais tendo
pontos singulares nao degenerados do primeiro tipo, que sao aplicacbes em que ha bem
definidos invariantes geométricos para a curva 4 = f o~y. Assim, é importante verificar ou
obter condig¢oes que garantam que as singularidades de uma o-edge sejam nao degeneradas.

Proposigao 4.1.7. Uma o-edge f: (R* 0) — (R3, f(0)) de multiplicidade finita m tem
uma singularidade nao degenerada na origem se e somente m = 2.
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Demonstracao: Como a propriedade de ser singularidade nao degenerada é invariante
por difeomorfismos, podemos supor f(u,v) = (u,v™p1(v), v"pa(v)), com (p1(0), p2(0)) #
(0,0). Sendo assim, por calculos diretos, obtemos que a fungao identificador de singulari-
dades é dada por A = det(f,, f»,v) = v L(72(v) + p2(v))2 e, portanto, dA(0,0) # 0 se, e
somente se, m = 2, como queriamos. O

Observagao 4.1.8. No artigo [23] definimos duas classes de germes de aplicagoes sin-
gulares, chamados edges do tipo m e do tipo (m,n), sendo que as do tipo m sdio frontais
que incluem as do tipo (m,n) e o-edges de multiplicidade finita m. Mais precisamente,
uma edge do tipo m (resp., uma edge do tipo (m,n), n > m) é um germe de aplicagio
[ (R%0) — (R?0) A-equivalente a (u,v) — (u,v™, v™ a(u,v)), onde a(u,v) é um
germe de fungao suave (resp., A-equivalente a (u,v) — (u,v™, v"h(u,v)), onde h(u,v) é
um germe de fungao suave com h(0,0) =1).

4.2 Forma normal de uma o-edge

Nesta secao, apresentamos uma forma normal para o-edges obtida apenas com mudan-
cas de coordenadas na fonte e isometrias na meta. O seguinte resultado serd importante
para o que segue nesta secao.

Lema 4.2.1. Seja f : R2,0 — R3 uma frontal de posto 1 tal que seu conjunto singular
¢ uma curva regular v, n € um campo anulador de vetores e & um campo nao nulo de
vetores tangentes d . Se & nao ¢ paralelo a n e existe um inteiro k tal que n'f = 0, para
i=2,...,k—1, e posto(f,n"f) =2 sobre vy, entdo essas mesmas condicdes sao vdlidas
para qualquer aplicacio que seja A-equivalente a f, considerando seus correspondentes
campos tangente e anulador e sua curva singular.

Demonstracgao: Sejam 4 = foye g= ®o fo¢! um aplicacdo A-equivalente a f, onde
® e ¢ sao difeomorfismos locais. Notemos que %4 é singular se, e somente se, £ é paralelo
an. Tomando f = f o ¢!, claramente, as trés condicoes sdo validas para f. Tomando
f=®o f, como nf =d®(f)nf, entdo, por calculos diretos, temos:

i—1

n'f = ey ([@(f))nf (e € R\{0}). (4.1)

j=0

Pela hipétese e de ([£.1)), segue que n'f = 0, parai =2,...,k—1, e n*f = d®(f)n* f sobre
v, de onde segue o resultado. U

Observagido 4.2.2. Se f: (R 0) — (R?, f(0)) é uma o-edge de multiplicidade finita m,
sabemos que [ é uma frontal e seu conjunto singular é uma curva reqular . Assim, se
€ é um campo ndao nulo de vetores tangentes d v, seque da Observagio[4.1.9 que & nao é
paralelo ao campo anulador de vetores n de f. Além disso, seque do Lemal[f.2.1] que, sobre
seu conjunto singular, temos n'f =0, parai=1,...,m —1, en™f # 0, jd que o mesmo
ocorre para f(u,v) = (u,c1(v),c2(v)), uma vez que (c1(v), ca(v)) = v"™(p1(v), p2(v)), com
(p1(0), p2(0)) # 0, e Ov é um campo anulador de vetores de f.

Com isso, obtemos o seguinte resultado:
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Proposigao 4.2.3. Seja f : (R%,0) — (R?,0) uma o-edge de multiplicidade m. Entao,
usando mudancas de coordenadas na fonte e isometrias na meta, podemos reduzir f a

forma:
U2 m 2 m

(u,v) > <u Salu)+ .

—b(u) + mbm(u, U)) , (4.2)

ml’ 2
onde a,b: (R,0) = R e b, : (R?,0) — (R,0) sdo suaves.

Demonstragao: Seja f = (f1, f2, f3). Como f tem posto 1 na origem, podemos supor
que f,(0) # 0. Além disso, com uma rotacdo na meta, se necessario, podemos supor
que f,(0) = ((f1)x(0),0,0) # 0. Aplicando agora a mudanga de coordenadas na fonte
dada por (u,v) — (fi(u,v),v), podemos reescrever f(u,v) = (u, fo(u,v), f3(u,v)), para
funcoes fo, fy tais aue (f2)u(0) = (f3)u(0) = (f2)u(0) = (f3)u(0) = 0. Como S(f) =
{(u,v); fu(u,v) = 0}, entdo n = Jv é um campo anulador de f. Além disso, S(f) é uma
curva nao paralela a n na origem (Observagao . Logo, S(f) pode ser parametrizada
por y(u) = (u, g(u)). Considerando a mudanga de coordenadas na fonte dada por (u,v) —
(u,v — g(u)), podemos assumir também que S(f) é o eixo-u.

Podemos escrever f;(u,v) = a;(u) + vb;(u,v), para fungdes suaves a;, b;, i = 2,3. Da
Observagao [4.2.2] e do fato que n = v é um campo anulador de f, temos f,m-1 = 0 sobre
o eixo-u e f,m(0) # 0. Ainda mais, como f;(0) = (f;).(0) = 0, entdo a;(0) = a;(0) = 0,
para ¢ = 1,2, onde a; = da;/du. Logo, pelo Teorema e pela Proposicao ,
podemos reduzir f a forma:

U2 o™ 2 o™

(u,v) — (u, Ea(u) + mam(u, v), %b(u) + ﬁbm(u, v)) ,

para fungoes a, am, b, by, suaves com (G, by,)(0) # (0,0).

Com uma rotagdo na meta, se necessario, podemos supor que a,,(0) > 0 e b,,(0) =0
(a demonstracao do Teorema 3.1 em [22] ilustra com detalhes a rotagao).

Agora, aplicando a mudanca de coordenadas (u,v) — (u,v al/™(u,v)), podemos assu-

mir
2 m 2 m

flu,0) = (u, alw) + . b(u) + by (u,v)),

com b,,,(0) = 0, o que conclui a demonstracao. O

Note que a expressao de f dada em estd em um sistema de coordenadas adaptado,
conforme Defini¢ao [2.2.9, Chamamos essa aplicagao de forma normal de uma o-edge.
Afirmamos que o sistema de coordenadas de f em sua forma normal é unicamente de-
terminado, a menos do difeomorfismo (u,v) +— (u, —v), se m é par. De fato, seja (u, )
um outro sistema de coordenadas tal que f(u,v) estd também na forma normal dada em
([£.2). Observando as primeiras coordenadas de f(u,v) e f(u,v), concluimos que u = @.
Observando as segundas coordenadas, vemos que os termos que dependem de v sao v™ /m!
e v /m/, respectivamente, de onde segue a afirmagao. Podemos concluir portanto que as
fungoes a(u) e b(u) sdo unicamente determinadas e b, é unicamente determinada a menos
da mudanca v — +wv, se m é par. Veremos na préxima se¢do que tais coeficientes estao
relacionados com invariantes geométricos de f.
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4.3 Invariantes geométricos

4.3.1 Curvaturas singular, normal e cuspidal, e torcao cuspidal

Na Segdo 2.2.1] recordamos as definigoes de alguns invariantes geométricos para fron-
tais com singularidades nao degeneradas do primeiro tipo. Como c-edges de multipli-
cidade finita se comportam de maneira analoga a essas frontais, inspirados nas usuais
defini¢oes, definimos analogos invariantes para elas.

Seja f : (R%,0) — (R?,0) uma o-edge de multiplicidade finita m com (u, v) um sistema
de coordenadas orientado, v uma parametrizacao para a curva singular e 4 = fo~. Como
f é frontal, tomemos v um campo de vetores unitarios normal a f, A = det(f,, f,,v) a
funcao identificador de singularidades, & um campo nao nulo de vetores tangentes a curva
~ e n um campo anulador de vetores tal que o par (£,7) seja positivamente orientado.
Com isso, definimos as fun¢oes

det(3'(t), 4" (), v (+(1))) (), v(y(1)))

Ks(t) = sgn(n™ " A(y(t))) 14/ ()[? , hw(t) = 157 ()]2
) _det(€f L6 det(Efm N ER )
N e TR R 7 ST T PR

e as chamamos de curvatura singular, curvatura normal limitante e torcao cuspi-
dal da o-edge f, respectivamente. Analogamente ao que ocorre as curvaturas singular e
normal limitante no caso de frentes, essas fungoes independem da escolha do parametro ¢.
Para a torcao cuspidal, é possivel mostrar que ela independe da escolha do par de campos
(€,m) positivamente orientado com 7 satisfazendo n'f = 0, para 2 < [ < m — 1 sobre v
(Lema 2.15 de [23], devido a K. Teramoto).

Observe que ainda nao definimos um invariante que seja analogo a curvatura cuspidal.
Para isso, com as mesmas condi¢oes dadas acima, definimos a funcao:

sl det(Ef, 0™ )
- |§f % 77mf|(2m+1)/m

que chamamos de curvatura cuspidal. Também pode-se provar que x. nao depende da
escolha do par (£,7n) que satisfaz n'f = 0, para 2 <1 <m — 1 ([23], Lema 2.10).

Como era de se esperar, quando m = 2, os invariantes geométricos definidos acima
coincidem com os usuais para frontais com singularidades nao degeneradas do primeiro
tipo.

Sabemos que uma frontal com singularidade nao degenerada do primeiro tipo é uma
frente de onda se, e somente se, a curvatura cuspidal nao se anula sobre a curva singular
([24]). O seguinte resultado ¢ o analogo a esse fato para o-edges.

Ke(t)

(5(2)), (4.3)

Proposigio 4.3.1. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma o-edge de multiplicidade finita m,
entdao f é uma frente de onda se, e somente se, k.(0) # 0.

Demonstragao: Como ser frente de onda ¢é invariante por difeomorfismos, podemos
supor que f(u,v) = (u,c1(v),c2(v)), onde c¢(v) = (c1(v),c2(v)) é um representante de
o. Pela demonstracdo da Proposi¢io 1.1.6 v = v/|P| ¢ um campo nao nulo unitério de
vetores normais a f, onde v = (0, —mps — vph, mp1 + vp}) e p(0) = (p1(0), p2(0) # 0,
onde p é dado por c¢(v) = v™(p1(v), pa(v)). Como n = Ov é um campo anulador de
vetores, entdao f,(0) = 0 e, como f,(0) # 0, f é frente de onda na origem se, e somente
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e, V'U(O) 7é 0. Agora, Como I;(’LL, 0) = m(07 _027P1)7 Dv(u70) = (m + 1)(07 _p,27p/1> €
Vo = o ([P]?0, — U (D, 14,)), segue que

K
. (m + 1) det(p(0), p'(0))
I/’U(O) - - m]ﬂ]?’ (Oapl(())?pZ(O))?
que se anula na origem se, e somente se, det(p(0),p'(0)) = 0. Por outro lado, por

[.3), k.(0) = 0 se, e somente se, det(Ef,n™f,n™ 1f)(0) = 0. Como &f = f, =
(1,0,0), n™ f(0) = fum(0) = m!p(0) e p™ ' £(0) = fym+1(0) = (m + 1)!p'(0), segue que
det(&f,n™ f, 0™ £)(0)

=m!(m + 1)!det(p, p')(0), de onde segue o resultado. O

Observagao 4.3.2. O equivalente d curvatura cuspidal para m-type edges no artigo [23] é
chamada de (m, m+ 1)-curvatura cuspidal e denotada por Wy, ;m11(t). Se f € uma o-edge,
com o sendo A-equivalente a v — (v™,v™T) é mostrado no Coroldrio 2.12 de [23] que a
curvatura cuspidal em 0 coincide com a curvatura cuspidal da curva obtida da intersecao
de f com o plano perpendicular a 5'(t). A defini¢io de curvatura cuspidal para germes de
curvas € dada no apéndice de [23]. Observamos ainda que a Proposi¢io vale para
m-type edges (Proposi¢ao 2.11 de [23]).

m
Y

Os invariantes geométricos que definimos estao relacionados com os coeficientes da
forma normal da o-edge como segue:

Proposicao 4.3.3. Seja f(u,v) uma o-edge na forma normal dada em (4.2). FEntdo,
obtemos:

ks(0) = a(0), £,(0) =b(0), K(0) = (bm)u(0,0) e K:(0) = (m + 1)(bm).(0,0).

Além disso, a curvatura de 4 é dada na origem por k = y/a?(0) + b%(0) e a tor¢ao de ¥
— a(0)¥'(0)=a’(0)b(0)
POT T = T 0) 162 (0).

Demonstracao: De ({.2)), temos f,(0) = (1,0,0) e f,m(0) = (0,1,0), onde fym é a m-
ésima derivada de f em relagao a variavel v. Logo Aym(0) =1 e v(0) = (0,0,1) . Com
isso e fuu(0) = (0,a(0),0), seguem as férmulas acima para ks e k,. Como f, e fym sdo
ortogonais na origem e f,,m(0) = (0,0, (by).(0)), segue a férmula para ;. Por fim, de
for+1(0) = (by)4(0), segue a féormula para k.. As formulas para k e 7 sdo calculadas de
forma direta pela teoria de curvas espaciais. O

Pela proposigao acima, podemos concluir que k2 + k2 = k?, a mesma férmula dada em

[22] para cuspidal edges, isto ¢, para singularidades nao degeneradas do primeiro tipo.

4.3.2 Comportamento assintético

Nesta segdo, f : (R?,0) — (R3 0) denotard uma o-edge de multiplicidade finita m
e a: (R,0) — (R?0) um germe de curva tal que & = f o a é singular na origem.
Estudaremos o comportamento assintético da curvatura geodésica, curvatura normal e da
torcao geodésica de & na origem. Também estudaremos o comportamento das curvaturas
Gaussiana e média na vizinhanga de um ponto singular da o-edge. Este estudo é possivel
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uma vez que f é uma frontal e, portanto, possui um campo de vetores normais unitarios
bem definido.

Seja (u,v) um sistema de coordenadas adaptado de f. Entao, pelo Lema , foi se
anula sobre o eixo-u, parai = 1,...m — 1, e f,m(0) # 0. Logo, pela Proposicao m,
existe uma funcio 1 satisfazendo f, = v™ !¢ e ¥(0) # 0. Como f, e ¢ sdo linearmente
independentes, entdao o campo de vetores v = v/|v|, com v = f, X 1, é unitario e normal
a f. Defina as seguintes funcoes:

E={fuf), F={fuv), G=@v)
L:_<fuyﬁu>a MZ_@/&%% N:_<¢aﬁv>'

Essas fungoes estao relacionadas com os coeficientes da primeira e segunda formas funda-
mentais da seguinte maneira:

E=FE, F=v"lF G=@w""12¢G,
[A/ m—1 R m—1 R

L=—= M="—"w N=""_ K.
7| V| V]

Seja g : (R%,0) — R um germe de fungdo, ¢ = 1,2. Se existe um inteiro n > 1
tal que g € M} e g ¢ M?™ entdo g é dito ser de ordem (finita) n e denotamos por
ord(g) = n. Se g ¢ M, entao ord(g) = 0. Dados dois germes de fung¢oes com ordens
finitas g1, 90 : (R,0) — (R,0), i = 1,2, a ordem racional ord(f) do germe de funcio
f=091/g2: (R'\ Z,0) = R, com Z = g5*(0) é definida por

ord(f) = ord(g;) — ord(ga).

Se g € M, i = 1,2, dizemos que ord(g) = oo.

Note que as defini¢cdes de ordem e de ordem racional ndo dependem da escolha do
sistema de coordenadas, uma vez que a propriedade g € M} nao depende de tal escolha.
Além disso, como M} é gerado pelos monémios de grau n e variaveis zy,...,x;, entao
g € M? implica que g®(0) =0, k=1,...n—1e g ¢ M implica que g™ (0) # 0.

Observagao 4.3.4. Se a ordem racional de uma fun¢do f = g;/g2 : R — R é positiva
(resp. negativa), entdo pela regra de L'Hopital, f é limitada (resp. nao limitada) perto
da origem. Se a ordem de f é zero, ou seja, as ordens de g; e go coincidem (digamos
k), entdo, pelo Lema de Hadamard, podemos escrever g;(t) = t*g;(t), para i = 1,2, com
9:(0) # 0. Logo, f(t) = g1/g2 e, portanto, f é limitada.

Teorema 4.3.5. Seja [ : (R?,0) — (R3,0) uma o-edge de multiplicidade m, v : (R,0) —
(R%,0) sua curva singular e H e K suas curvaturas média e Gaussiana, respectivamente.
Entao valem as sequintes afirmagoes:

(1) Se f € frente, entao H é ndo limitada perto da origem.

(2) Se f € frente e a curvatura normal limitante k, de f o~ ndo se anula em 0, entdo
K € nao limitada perto da origem.

Demonstracao: Suponha que f esteja em sistema de coordenadas adaptado. Usando as

formulas H = % e K = %]é’_]\gj , obtemos
EN — 20™ 1 FM 4+ v *GL LN — o™ 102
- v v K = Y . (4.4)

~ A = (§] ~ A =
20m=1|5|(BEG — F?) o2 (BEG — F?)
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Além disso, pelo Lema 2.1 de [35], temos

A

N A A
Vv=m(Ffu—E¢)

sobre o eixo-u. Logo, f é uma frente de onda se, e somente se, N nao se anula. Assim, se f
é uma frente de onda, entao por (4.4) e E # 0, podemos concluir que ord(H) =1—m < 0
e, portanto, segue a primeira afirmagao. Pela definigao de &, temos que k,(u) = %(u, 0).

Logo, se k, # 0 e f ¢ uma frente de onda (N # 0), entdo ord(K) =1 —m < 0 e segue a
segunda afirmacao. O

Recordemos que, nos pontos regulares de &, a curvatura geodésica, curvatura normal
e a tor¢ao geodésica sao respectivamentes dadas por

det(&/, &, v) (&, v) det(&, v, V')
N T e P N T

(4.5)

em que v é um campo unitario de vetores normais a f.

Exemplo 4.3.6. Seja fi(u,v) = (u,v?/2,v3) uma cuspidal edge (o-edge de multiplicidade
2) e a(t) = (t,t). Ao calcularmos os invariantes k,, k, € T, nos pontos requlares de
fi(a(t)), obtemos

walt) = —sgnlt) O )= :
V14 922(1 + 912 4 16t4)2 tv/1+912(1 + 9¢2 + 16t4)
‘ 12t
"ol = 0@ (4 1 0 1 166"
Nesse caso, temos que ord(k,) = 0, ord(k,) = —1 e ord(t,) = 1, ou seja, K, e T, sdo

limitadas e Kk, € nao limitada em uma vizinhanga da singularidade (origem, no caso).

Figura 4.3: Comportamento assintético (graficos proximo a origem) das funcoes kg, K, €
7, (da esquerda para a direita) de f;, dada no Exemplo |4.3.6]

Por outro lado, se tomarmos a cuspidal ramphoide fo = (u,v?/2,v°), que também é
uma o-edge com multiplicidade m = 2 e a mesma curva o, teremos

4(—2 + 25¢t%) 15t

Kq(t) = sgn(t o kall) =
o(t) = sgn(t) T 2500(1 1 1601 + 2500)2 0 V1 +25t6(1 + 16t4 + 25¢6)

60°
7y(t) = 6 4 6)
(1+ 255)(1 + 16t* + 25¢5)
Ou seja, ord(ky) =0, ord(k,) =1, ord(t,) = 3 e, consequentemente, os 8 invariantes sao
limitados perto da singularidade.
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Ery 05
2
f :

Figura 4.4: Comportamento assintético das fungoes kg, &, € 7, (da esquerda para a direita)

de f5, dada no Exemplo

Pelo exemplo acima, a curvatura normal limitante ,, de uma curva singular & = foa
sobre uma o-edge pode ou nao ser limitada em uma vizinhanga de sua singularidade. Mais
do que isso, se supormos @& singular em ¢ = 0 e de multiplicidade k, entdo &'(t) = t*~1p(t),
onde p(0) # 0, e

_ 1 det(p, p',v) i 1 (o, v) o - 1 det(p,v,v')
==t e =t |p]? N S

Kg (4.6)
Com isso, podemos notar que as trés fungoes podem ou nao ser limitadas em 0.

Baseado nesse fato, suporemos que &(0) = 0 e &'(0) = 0 e estudaremos o comporta-
mento dessas fungoes. Mais especificamente, buscaremos pela ordem desses invariantes
(considerando-os como fungoes racionais). Quando necessério, denotaremos por O(t) uma
funcao real suave na origem, na variavel ¢.

Seja 8 : R,0 — R?,0 uma curva parametrizada e § uma curva dada pela imagem
inversa do valor regular ¢ de uma funcao g : R?,0 — R,¢. O contato entre as curvas
S e d em g é definido como a ordem da fungao suave g o f em 0. Como &'(0) = 0,
entdo o/(0) é paralelo ao eixo-v (dire¢ao nula de f) e, portanto, tem contato de ordem
pelo menos 2 com o mesmo. Por abuso de linguagem, o contato de uma curva com uma
direcao em um ponto p é o contato desta curva com a reta passando pelo por p e tendo
sua tangente nesta diregao.

Observacao 4.3.7. Sabemos que o sistema de coordenadas de uma o-edge f na forma
normal ¢ unico a menos do difeomorfismo A(u,v) = (u,—v), se m € par (ver
pardgrafo abaixo da Proposicdo . Se m € par e (u,v) € o sistema de coordenadas
para | dado em , entao (u, —v) também estd é um sistema de coordenadas para f
que resulta em . Nesse caso, fazendo a mudanca de coordenadas A e escrevendo
bin (1, v) = ubpy (1) + vbma(u, v), entdo os coeficientes a(0),b(0) e by,1(0) nao se alteram
e o coeficiente byo(0) altera seu sinal (pois com essa mudanga, obtemos (u,u?a(u)/2 +
o™ /m! u?b(u) /2 + 0™ /m) (b (1) +v(=bma(u, —v))) ). Portanto, como (by,)u(0) = by (0)
e (bn)v(0) = by2(0) e as curvaturas de o e A o« coincidem em mdédulo e tém sinais
opostos, concluimos da Proposi¢dao [{.3.3 que os invariantes que trocam de sinal em t = 0
com a mudanga de coordenadas A sao a curvatura k de « e k., sendo que K,, K; € Kg N0
alteram o sinal. Além disso, como a ordem de contato de Ao« com a curva v — (0,v)
¢ igual a de o com essa curva, o contato de a com a curva v — (0,v) estd bem definido,
independentemente da multiplicidade m de f ser par ou impar.

Obtemos assim o seguinte resultado que d& uma estimativa para as ordens de kg, Ky,
e 7, de & = f o «, relacionando-as com os invariantes k,, ks, K € k.. Note que, uma vez
que & = f o« é singular em ¢t = 0, entao «/(0) é paralelo a dire¢do nula de f, isto é, ao
nucleo de dfy.

Teorema 4.3.8. Sejam f: (R? 0) — (R3,0) uma o-edge de multiplicidade finita m > 2
ea: (R,0) — (R*0) uma curva reqular tal que & = f o« é singular em t = 0. Sejam
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2 <1l €Z a ordem de contato de o com a diregio nula de f na origem e Kk a funcao
curvatura de o.
(1) Em relagao a curvatura geodésica k, de &, temos:
- Sel > 2m, entao ord(ky) > 1, valendo a igualdade se, e somente se, k,(0) k.(0) # 0
(caso 1 >2m+1) e (I — 1)!k:(0) ke (0) —m!(m + 1)!k2(0) # 0 (caso | = 2m + 1).
- Sem <1 <2m, entdo ord(ky) =1 — 2m.
- Sem =1, entio ord(k,) > 1—m, valendo a igualdade se, e somente se, k=1 (0) # 0.
- Sem/2 <l <m, entao ord(k,) =m — 2I.
- Se l < m/2, entao ord(k,) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, rs(0) # 0
(caso I <m/2) e m!(k=2)2(0)k4(0) + 2112 # 0 (caso | = m/2).

(2) Em relagio a curvatura normal limitante k,, de &, temos:
- Sel > m, entdo ord(k,) > 1 —m, valendo a igualdade se, e somente se, k.(0) # 0.
- Sem/2 <1 <m, entdao ord(k,) > m—2l+1, valendo a igualdade se, e somente se,
ke(0) # 0 (caso I > (m+1)/2), e l(m + 1)Y(k2)2(0)k,(0) + 201%£.(0) # 0 (caso
l=(m+1)/2).
- Sel <m/2, entao ord(k,) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, k,(0) # 0.

(3) Em relagao a torgio geodésica T, de &, temos:
- Sel > 2m — 1, entao ord(r,) > 0 valendo a igualdade se, e somente se, £4(0) # 0
(caso 1 >2m —1), e l(m —1)?k""2 k. +milk; #0 em 0 (caso | = 2m — 1),
- Sem <1< 2m—1, entdao ord(7,) > 1 —2m+ 1, valendo a igualdade se, e somente
se, ke(0) # 0.

- Sel <m, entdo ord(ry) > 1 — [, valendo a igualdade se, e somente se, k.(0) # 0.

Demonstracao: Seja (u,v) um sistema de coordenadas que da a forma normal .
Sabemos que esse sistema de coordenadas é adaptado para f e, portanto, dv é diregao
nula na origem. Seja a(t) = (u(t),v(t)) parametrizagdo para a nessas coordenadas, com
orientacao na origem no sentido da diregao nula 7n(t) = OJv, isto é, v'(0) > 0. Pelas
,Umfl
(m—1)!
suave 1 tal que ¥(0) # 0. Portanto, 7 = f, X ¥ é um campo nao nulo de vetores
normais a f. Recorde que, pela Proposi(;aoe Observa(;éom escrevendo b, (u, v) =
b1 (1) 4 vbya(u, v), podemos relacionar os coeficientes de f com os invariantes ks, K, €
Kt € K. na origem por

hipoteses e pelo Lema [2.2.8, Podemos escrever f, = v, para uma aplicacao

Ks=a, K, =0, Ki=">bmie Ke=(m+1)bys. (4.7)

Como «/(0) é paralelo a dv, segue do Teorema da Fungao Implicita que podemos
escrever «(t) = (u(t),t), para alguma funcdo suave u(t). Como o eixo-v (diregao nula na
origem) é dado pela imagem inversa do valor regular 0 da fungdo (u,v) — u, temos que
a ordem de contato de av com o eixo-v coincide com a ordem da fungao u(t). Logo, pelo
Lema [2.2.7] (Hadamard), podemos escrever a como a(t) = (tc(t), t), com ¢(0) # 0.

Assim, como a curvatura da a é dada por k(t) = det(a/(t),a”(t))/|/(t)|?, entao
calculos diretos mostram que

£D(0) = =11e(0) e &IV(0) = —(1 4+ 1)!¢(0). (4.8)



Invariantes geométricos 63

Dividiremos a demonstragao em 3 partes, considerando os casos (i) [ > m, (ii) m/2 <
[ < me (iii) | < m/2. Para os célculos das ordens dos invariantes, vamos usar as férmulas

dadas em (4.6]), de onde obtemos:

ord(k,) = ord(det(p, o/, v)) — ord(|t|*"') = ord(det(p, o', v)) — k + 1
ord(k,) = ord({p’,v)) — ord(t*1) = ord({p/,v)) — k + 1 (4.9)
ord(7,) = ord(det(p, v, v)) — ord(t* 1) = det(p, v, ') — k + 1,

onde k é a multiplicidade de & = f o a e p satisfaz &/(t) = t*"1p(t), com p(0) # 0. Além
disso, redefinindo 7(«(t)) por v(t), quando nao houver ambiguidade, podemos substituir
v por U nas férmulas acima. Isso é possivel, uma vez que v = v/|p|, || é uma funcao de
ordem 0 (7(0) # 0) e além disso, V' = ‘%/' — v0(t) e, na férmula para 7,, o termo 7O(t)
nao interfere no determinante, uma vez que seu segundo vetor é o préprio .

(i) Caso [ > m: Calculos diretos mostram que, neste caso, & = t"p, com p(t) =
(tl_mc(t)a 92 (t)a tg?)(t)) €
mlt?=maq c? + 2
2m/!
mIt2=m=1p 2 4 b0 + 267 1h,, ¢
2m! '

g2 =

’

g3 =

Nas formulas acima, assim como no que segue, omitimos a variavel sempre que nao houver
ambiguidade (isto é, a = a(t),b = b(t),c = ¢(t),bm1 = bpm1(a(t)), bz = bma(a(t)), ete).
Também denotaremos % apenas por by, .

Logo, obtemos que a multiplicidade de & é m e & = t™ 1p, onde p = mp + t7'.

Por célculos diretos, obtemos ©(t) = (t"d(t),te(t),1), onde

1
d= 5 ' < — 2mby,y + 2mmlt? " ab,,  — 2mmltT™bel
mm)!
+ 2mt T mab, 0 4+ 2mmlt T ab, e + mm!tT ™, !
+ 12y oPmla + mttT e mld — mtP T EmIY
+ 2m!t2+l_macbm2,v + m!t2+2l_m02a’bm2,v — 2mtle b, — 2mtbm2’u> e
e = _ﬁ (mtl_lbmlc + bm2(1 + m) + tbmg,v) . (410)
Com as formulas obtidas até agora, obtemos
1 b bm
92:7“ gézoa g3:7|2’d:_7|1 (Sel>m>7
m! m! m!
mlbc + by, (m 4 1)bme

d= (sem=1), e e=—

m! m
em t = 0. Note que, uma vez que ¢g4(0) = 0, podemos escrever gh(t) = tgs. Assim, com
calculos diretos, obtemos que

p= (ltl’mc + 7 gy + t2Ge, t((m -+ 1)gs + tgg)), e (4.11)

/

Il — m)t=m e 4 -mO(1), tO(t), (m + 1)gs + tO(t)) (1> m)
p =

(4.12)
(m + 1) +10(1), t0(t), (m + 1)gs +t0(t)> (m =1).
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Supondo m = [ e denotando det(-) por |- |, temos
[t=me + =" HO(t)  (m+1)d +tO(t) t™d ,
p.0 7|(0) = | mga+1tO(t) tO(t) te| (0) = _m(<m_+11))‘0,
(m+ tgs +t20(t) (m+1)gs+tO(t) 1 m—1)!
(4.13)

de onde obtemos que ord(|p, p/,7|) > 0 e ord(|p, p',7|) = 0 se, e somente se, ¢(0) # 0.
Logo, por e (4.9), obtemos que ord(ry) > 1 —m e ord(k,) = 1 —m se, e somente se,
xU=1(0) # 0, concluindo assim o terceiro item de (1).

Para os demais casos e invariantes, os resultados seguem com mesmo raciocinio, jun-
tamente com , se necessario, e, por isso, nao os explicitaremos.

Seguiremos agora estudando x4, para o caso [ > m. Nesse caso,

[tme +t=mHLOt) =™ tel(l — m) + t™0(t) t™d
p. o, 7| = mg, + tO(t) to(t) tel. (4.14)
(m + 1)tgs + t20(t) (m +1)gs +tO(t) 1
Agora, se 2m — [+ 1 > 0, entdo (4.14)) é igual a t"=™ 1A, (¢), com
0 I(l—m)c O
A1(0) = |mgso 0 0/(0) = —I(l — m)c(0)mg2(0) = —
0 (m+1l)gs 1
Por outro lado, se 2m — [ 4+ 1 = 0, entdao (4.14)) é igual a t"™Ay(t), com
0 Im+1)ec d

Ay(0) = |mga 0 0/(0) = —m(m + 1)g2(0) (Ic — dgs) (0)
0 (m+1)gs 1

e,se2m —1+1<0,entdo [ >m e ({.14]) é igual a " A3(t), com

0 0 d

A3(0) = |mgs 0 0/(0) = m(m + 1)d(0)g2(0)g5(0)
0 (m+1)g; 1
m(m + 1)by1bme

T (m!)3 (0).

Com isso, provamos os trés primeiros itens da parte (1).

Para k, (ainda com [ > m), como (', ) = (m~+1)by2/m!+tO(t), entdo ord({p’, 7)) >
0 e ord({p/, 7)) = 0 se, e somente se, b,,2(0) # 0. Com isso, provamos o primeiro item da
parte (2).

Para o célculo da ordem de 7,, temos

t=mle +tmHO®)  tmd mtmTid + tmO(t)

lp, 0, V| = mgs + tO(t) te e+ tO(t) : (4.15)
(m+ 1)tgs +t20(t) 1 0
Se 2m — [ — 1 > 0, entdo ([4.15]) pode ser escrito por =™ B (t), com
lc 00

Bi(0) = |mg2 0 e(O):—zce(O):M

0
0 ——(0),
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se 2m — [ — 1 =0, entdo ({4.15) pode ser escrito por ™1 By(t), com

lec 0 md
By(0) =|mga 0 e |(0)=(—elc+ degQ)(O)
0 1 0
b1 I(m+ 1)cbps

=——(0)+ ——=(0
(= 1>!2( )+ -~ (0)
e, por fim, se 2m — [ — 1 < 0, entdo m < [ e ([4.15)) é igual a ™' B3(t), com

0 0 md
B3(0) = |mg, 0 e |(0) = m2d(0)gs(0) = —m.
0O 1 0 ’

Temos, portanto, os dois primeiros itens da parte (3) provados.
(ii) Vamos agora considerar o caso [ < m/2.

Com as mesmas notagoes do caso anterior, temos 7(t) = (t'd(t),te(t), 1), onde

1

d = 5 ' ( —2mt™ b,y + 2mttab,, Pm) — 2mbem!
mm/!

+ 2tab,,scm! + 2mtab,,sem! + mt?b,, Amla’

+ ¢, 0®mld + mt b, P mld — mtlEmly

+ 2t%acm!byg , + t2Pmla by, — 2mt™ebl | — 2mtml+1bm2,u>

e e coincide com ({.10). Além disso, por calculos diretos, obtemos & = ', com p(t) =
(C<t>’ tZQQ(t>’ tlg3(t>> €

2t 4 ac®m!
2t e+ 262D 0+ bPml

2m!

g3 =

Note que, diferente do primeiro caso (I > m), a multiplicidade de & agora é [, uma vez
que ¢(0) # 0.
Os termos de f sao dados, na origem, neste caso, por
ac? ac®> 1 bc?
g2 = 7(se m > 2l), g = N + - (sem=2l), g3= - e e= —(1 4+ m)bpa/m.

Como & = t""!p, onde p = I + tj, obtemos:

) = zc+tc',tl(2z92+tg;),tl(2193+tgg)>,

(4.16)
o = ((+1)d +tO(t), 71 (229, +tO(t)), t "1 (21%g; + tO(t))).
Utilizando a férmula
11 Ti2 T13 r11 k1o kxis
kxo1 T2 Tog| = |To1  Tao Z23 (4-17)

kxsi w32 X33 31  T32 X33
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para k = t'~1, segue que |p, p', 7| é dado por
le+tO(t) (I+ 1) +tO(t) td
t'(2lgs + tO(t)) t71(21%g +tO(t)) te
t(2lgs +tO(t)) t1(20%g3 +tO(t)) 1
le+tO(t) 711+ 1)d +tOt) t*1d
=[t(2gs +tO(t)) 7 (21%gy +1tO(t))  te |=t"CL(1), (4.18)
t(2lgs +tO(t)) t71(21%g3 + tO(t)) 1
com C1(0) = 2[3¢(0)g2(0). Temos, portanto, o quinto item da parte (1). Por (4.16)),
segue (p',7) = t71Cs(t), com Cy(0) = 21%g3(0) = 126(0)c*(0) e |p, 7, 7|(0) = I(m +

1)¢(0) bin2(0)/m. Com isso, provamos o terceiro item de (2) e parcialmente o terceiro
item de (3), respectivamente.

(iii) Para a tdltima parte, suporemos m/2 < [ < m. Nesse caso, as formulas para
v(t), assim como para d(t) e e(t) permanecem as mesma calculadas na parte (ii) da
demonstracdo. Porém, & = /5, com p(t) = (c(t),t™ ga(t), 1™ Flgs(t)) e

2 + mlt2—mq 2

2m!
2t41h, 1 ¢ + 2b,0 + M2 1p 2

g2

Y

g3

2m/!
Logo, & tem multiplicidade [ e, na origem, temos:

go=1/m!l, e = —(14+m)bua/m, gs = byua/m! (se 2l —m—1>0), e
g3 = bc?/2 + byp/m! (se m =21 — 1).

Como & = t""!p, onde p = I + tj, obtemos:

le+td , tm  (mgs + tgh), t™ " (m + 1)gs + tgé,)),
(I+ 1) +tO®), t™ " (m(m — 1)g2 + tO(2)),

1 ((m 4 1) (m — 1+ 1)gs + tO(t))).

p

/

P

(4.19)

Usando novamente a férmula (4.17)), obtemos que |p, p’, 7| é dado por

le+tO(t) (1+1)d +tO(t) td
t™(mgy +tO(1)) tm= = m(m — 1) ge + tO(t)) te
t = ((m 4 1) gs +tO(t)) t™H((m+1)(m — 1+ 1)gs +tO(t)) 1
le+tO(t) (1 4+ 1)+ tO(1)) tm=1d
= t(mgy +tO(1)) tm= = m(m — 1) ge + tO(2)) te
2(m+1)gs +tO1)) t™H(m+1)(m—1+1)gs +tO(t)) 1

=ty (1),
com C5(0) = —=I(l — m)mc(0)g2(0) = W' Segue portanto o quarto item da parte
(1). Por ([#.19), segue que (o', 7) = t™'Cs(t), com

C3(0) = (m+1)(m—1+1)g3(0) +m(m —1)e(0)g2(0)
B ( ﬂz! (0) 2 (m<20—1),
(m+1) (lb(o);(o) + bm;(!())) (m=20—1)
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e |p, v, 7[(0) = —1c(0)e(0) = I(m + 1)c(0)bpm2(0)/m. Assim, concluimos o segundo item
de (2) e o que restava mostrar do terceiro item de (3), respectivamente.

A prova é concluida observando que, quando m é par e (u,v) é um sistema de coor-
denadas que d4 a forma normal para f, as condigoes (I — 1)!k;(0) k.(0) — m!(m +
1)!kE=2(0) # 0 (primeiro item de (1)), m!(s"=2)2(0)r,(0) +21!% # 0 (quinto item de (1))
e l(m + 1)?502(0) k.(0) + m!k;(0) # 0 (primeiro item de (3)) ndo se alteram com a
mudanca de coordenadas (u,v) — (u, —v) (conforme a Observagadd.3.7)). Para o segundo
item de (2), ndo precisamos nos preocupar com a condicao I(m + 1)!(k!=2)2(0)x,(0) +
201%k.(0) # 0, uma vez que, se m ¢ par, ndo existe [ tal que | = 2. O

Pela Observacao [4.3.4] e teorema acima, temos o seguinte corolario:
Corolario 4.3.9. Nas condigoes do Teorema[{.3.8, temos:

(a) Se [ >2m ou | <m/2 entao ky € limitada em 0. Sem/2 <1 <m oum <1< 2m,
entdo k, ¢ ndo limitada em 0. Se l = m e k"1 (0) = 0, entdo k, é ndo limitada
em 0.

(b) Se I < (m+1)/2 entao k, € limitada em 0. Sel > (m+1)/2 e k.(0) # 0, entdo
Kn € nao limitada em 0.

(c) Se 1 >2m —1, entao 7, € limitada em 0. Sel < 2m — 1 e k.(0) # 0, entdo 1, €
nao limitada em 0.

Além disso, se | >2m (resp. | =2m), entdo k4,(0) =0 (resp. £4(0) #0).

As ordens dos invariantes obtidos acima, nos seus respectivos casos, podem ser resu-
midas na Figura [£.5 onde as linhas horizontais significam as possiveis constantes m e a
constante [ varia sobre ela. As ordens marcadas em vermelho (resp. verde) significam os
intervalos de [ que podemos garantir que os invariantes sdo limitados (resp. nao limitados)

(Corolario 4.3.9)).

El.T-m -1?
=0 =m-2l<0 =l-2m<0 =1
ord(r,) X -
m/2 m 2m
20 zm-21+1 z1-m
ord(k,) «—K \)}: .
(m+1)/2 m
=1 zl-2m+1 =0
ord(7,) < E .o
m 2m-1

Figura 4.5: Resumo das ordens dos invariantes sy, k, € 74, onde [ varia sobre a reta dos
possiveis m.

Exemplo 4.3.10. Considere as aplicagoes f1 e fo e a curva o do Exemplo[4.5.6, Nesse
casom =2 el =4, ou seja, |l = 2m. Pelo Coroldrio kg € T, sao limitadas em uma
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vizinhanga da origem. Além disso, pelo Teorema ord(ky) = 0, ord(k,
e ord(ty) > 0. Ainda pelo Teorema [{.3.8 para fi, como k.(0) = 6 e (0)
ord(k,) = —1 e ord(1y) > 0. Para fs, como k.(0) = k,(0) = 0, entdo ord(k,) > —1 e
ord(ty) > 0. Toda essa andlise confere com a feita no Exemplo .

Exemplo 4.3.11. Seja f(u,v) = (v*, (v°+1/2) cos(u), (v° +1/2) sen(u)) e a(t) = (12,t).
Entao, pelo Exemplo [ € uma superficie de revolugio da curva o(t) = (t*,t° +1/2)
(uma curva de multiplicidade 4 e que ndo passa pela origem) e, portanto, é uma o-edge
de multiplicidade m = 4. Além disso, como o conjunto singular de f € o eixo-u e Qv é
um campo anulador sobre este conjunto, entdo & = f o« é uma curva singular, [ = 2 e,
portanto, m > 2l. Temos

(1+2t°)(—=32 + t(10 + t(—75 + 2t°(128 + 5t(4 + 35t + 4¢°)))))
V(16 + 2522) (1 + 21%)2(1 + (16 + £(4 + 25t + 4£5))) 3/2)

I~
o IV
—_
|
3

kg = —sgn(t

4(1 + 2t%)(2 — 5t + 4t5)
Kp = — e
V(16 + 25¢2) (1 + 267)2(1 + t4(16 + (4 + 25t + 49)))
4(5 + 323 + 60t°)
Ty = .
T (16 + 25t2) (1 + t4(16 + t(4 + 25t + 4t9)))

Note que, pelo C’omldm’o assim como pelas contas mostradas acima, Ky € Ky, possuem
ordem racional ndo negativa e, portanto, sao limitadas em uma vizinhanga da origem.
Além disso, por cilculos diretos, temos ks(0) = 0, £,(0) = =2 € k.(0) = %. Entdo, pelo

Teorema [4.3.8, ord(ky) > 0, ord(k,) = 0 e ord(ty) = —1, o que condiz com as equagoes
acima. A superficie f, a curva & e a curva geratriz de f estao representadas na Figura

(2.4

Figura 4.6: Superficie f a curva & = f(t?,t) do Exemplo [4.3.11} A curva em vermelho é
a curva geratriz de f.

Notemos que o caso em que a ordem de contato da curva a com a reta paralela a 1(0)
nao ¢ finita nao esta considerado no Teorema Essa situacao aparece, por exemplo,
se quisermos estudar o comportamento das funcoes ks, k,, € 7, de um meridiano de uma
superficie helicoidal. Por este motivo, segue o seguinte resultado:

Proposic¢ao 4.3.12. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma o-edge de multiplicidade finita e

a: (R,0) — (R% 0) uma parametrizagio para a reta tangente a diregio nula de f em 0 e
passando por 0. Entdo, considerando as fungoes Ky, k, € T, de & = f o, temos
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o ord(k,) > 1. Em particular, ord(k,) =1 se, e somente se, k;(0)k.(0) # 0.
o ord(k,) > 1 —m. Em particular, ord(k,) =1 —m se, e somente se, k.(0) # 0.
o ord(7,) > 1. Em particular, ord(r,) =1 se, e somente se, (0)k.(0) # 0.

Demonstracao: A prova é feita de maneira andloga a demonstracao do Teorema [4.3.8],
observando que ¢(t) = 0, « é dada por «(t) = (0,t) e que

det(p, 0, 0)(t) = t™( =220, 1(0)bna(0) + L O(L)),

(P, 0)(t) = EP2bno(0)+tO(t), e
det(p, 7, 7)(t) = m(Hmemezmh (0)62,(0) +O(t)).

Exemplo 4.3.13. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma superficie de revolucdo e 3 uma para-
metrizagcdo para um meridiano de f. Neste caso, pela Proposicao temos que K, €
T, sdo limitados e ord(k,) =1 —m se e somente f é uma frente de onda.



CAPITULO b

GEOMETRIA DE FRONTAIS PURAS

Neste capitulo, recordamos alguns resultados sobre a geometria de frontais puras e seus
invariantes geométricos, os quais vem sendo recentemente estudados ([29]), explicitamos
uma forma normal para esse tipo de superficie singular (aplicando apenas difeomorfismos
na fonte e isometrias na meta, o que nao altera sua geometria) e associamos os coeficientes
dessa forma normal com os seus invariantes geométricos. Além disso, como objetivo
principal, estudamos o conjunto focal de frontais puras através da congruéncia normal,
método que Teramoto usou em [34] para o estudo do conjunto focal de frentes de onda.

Superficies focais sdo objetos classicos na geometria diferencial de superficies no espago
Euclidiano R3. Mesmo que a superficie inicial ndo tenha pontos singulares, seu conjunto
focal pode ser singular. Porteous (|25]) estudou superficies focais de uma superficie regu-
lar usando técnicas da Teoria de Singularidades. Nesse estudo, Porteous mostrou relagoes
entre os pontos de ridge da superficie inicial e pontos singulares na superficie focal. Pon-
tos de ridge foram primeiramente estudados por Gullstrand e sdo pontos criticos das
curvaturas principais quando restritas a sua linha de curvatura. Por outro lado, Bruce e
Wilkinson ([6]) introduziram a nogao de pontos sub-parabdlicos de uma superficie, que
sao correspondentes aos pontos parabdlicos de sua superficie focal.

Para uma superficie f : (R? 0) — (R? 0) regular, o conjunto focal ¢ definido como
a imagem das aplicagbes ;(u,v) = f(u,v) + ml\/(u,v), onde k;, i = 1,2 sao as
curvaturas principais de f e N é um campo unitério de vetores normais a f. E conhecido
([36, Fato 2.4]) que, para frentes de ondas, uma das curvaturas principais é limitada e a
outra nao limitada perto das singularidades da frente e, portanto, nao pode ser estendida
continuamente sobre as singularidades. Com isso, ao definirmos o conjunto focal de uma
frente do mesmo modo para superficies regulares, uma das partes nao estd bem definida
sobre o conjunto dos pontos singulares. Para uma frontal pura f, entretanto, ambas as
curvaturas principais sao limitadas perto dos pontos singulares e podem ser estendidas
continuamente sobre eles. Portanto, as duas partes do conjunto focal estao bem definidas
e coincidem com o caso de superficies regulares.

Por outro lado, dado que frontais puras sdo, em particular, frontais, podemos consi-
derar a forma de congruéncia normal de frontais ([34]). O conjunto focal para frentes de
onda é definido em [34] como a imagem do conjunto singular da func¢do forma de con-
gruéncia normal. Faremos aqui uma abordagem similar para frontais puras. Porém, ao
aplicar essa abordagem, uma nova superficie surge, a superficie regrada normal, dada
pela superficie regrada tendo como curva base a imagem do conjunto singular de f e como

70
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vetores associados em cada ponto dessa curva os vetores normais a f.

Como resultados principais deste capitulo, damos caracterizacoes geométricas que indi-
cam quando o conjunto focal de uma frontal pura é também singular (Proposicao .
Quando isso ocorrer, damos condi¢oes para que este ponto seja do primeiro ou do se-
gundo tipo (Proposigéo, condicoes essas que dependem apenas da superficie inicial.
Quando a singularidade é do primeiro tipo, damos condi¢oes para que o conjunto focal
seja uma singularidade cuspidal cross cap (Teorema. Além disso, mostramos que o
conjunto focal de uma frontal pura é também uma frontal pura, sob certas condigoes (Te-
orema . Por fim, investigamos as curvaturas Gaussiana e média do conjunto focal,
quando este é regular (Subsecao . Os resultados deste capitulo se encontram, em
sua maioria, em [30]. Nas primeiras duas se¢oes deste capitulo, apresentamos defini¢oes
e resultados em [29] que julgamos importantes para o nosso estudo.

5.1 Definicao, exemplos e forma normal

Seja f : (R?,0) — (R30) uma frontal, 0 um ponto singular nao degenerado do
primeiro tipo de f e 7 sua curva singular por 0. Dizemos que 0 é um ponto de frontal
pura de f se f nao é frente em nenhum ponto sobre a curva 7 ([29]). Podemos também
dizer neste caso que f é uma frontal pura em 0. Equivalentemente, pelo Lema [2.2.T7],
f é uma frontal pura na origem se, e somente se, ¥, se anula sobre a curva singular de
f, onde ... ¢ dado em .

No que segue, supomos f uma frontal pura na origem, v um campo unitario de vetores
normais a f, v sua curva singular com v(0) = 0 e £ e n 0s campos tangente e anulador de f
sobre 7, respectivamente. Além disso, suporemos que (u,v) é um sistema de coordenadas
adaptado de f (Defini¢ao e que a base {f,, h,v} é positiva sobre o eixo-u (ver

Observagao [2.2.10)).

Exemplo 5.1.1. Seja o : (R,0) — (R% 0) uma curva singular na origem e de multiplici-
dade finitam (ver Se¢iol4.1]). Considere a frontal dada por g(u,v) = (u,v™o1(v),v"02(v))
e v seu campo normal de vetores unitirios. Por cdlculos diretos, obtemos que g estd em
um sistema de coordenadas adaptado e v, se anula sobre o eirzo-u se, e somente se,
01(0) = 05(0) = 0. Logo, se 01(0) = d4(0) = 0, entao uma o-edge de multiplicidade finita
(Definigcao ¢ uma frontal pura em 0.

Exemplo 5.1.2. Pelo exemplo anterior, 5/2-cuspidal edges, isto €, superficies que sao A-
equivalentes a (u,v) — (u,v?,v°), sdo exemplos de frontais puras. Superficies de revolucdo
geradas pela curva o dada no exemplo acima sao também frontais puras, uma vez que sao
o-edges.

Em [I5], Proposi¢do 3.9, os autores explicitam uma forma normal para uma 5/2-
cuspidal edge na origem. Porém, em sua prova, utilizam apenas o fato de esta nao ser
uma frente de onda na origem. Com isso, podemos concluir que esta forma normal é
a mesma para frontais que ndo sdo frentes e, consequentemente, para frontais puras.
A seguir, daremos uma demonstracao mais detalhada de tal resultado, escrevendo-a de
maneira que facilitara os calculos futuros.

Proposigao 5.1.3 (Forma normal). Seja f : (R?,0) — (R? 0) uma frontal pura na
ortgem. Usando mudancas de coordenadas na fonte e isometrias na meta, podemos reduzir
f a forma:

(u,v) — (u, w?ag(u) + 0% /2, u?az(u) + viea(u) + vieg(u) + vPes(u, v)) : (5.1)
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onde ag, as, ca,cq 0 (R,0) = R, ¢5: (R?,0) — R sdo suaves e cp(0) = 0.

Demonstracao: Como a origem é uma singularidade do primeiro tipo, entao, pela prova
da Proposicao [4.2.3] podemos reduzir f a seguinte forma:
02
(u,v) = (u,u*as(u) + E,uQag(u) + v?b3(u, v)),

onde ay,az : (R,0) — R e b3 : (R?,0) — (R,0) sdo suaves na origem. Reescrevendo
bs(u,v) por ca(u) 4+ vby(u,v), temos c2(0) = 0, uma vez que b3(0) = 0. Além disso, é
conhecido que (ver, por exemplo, [24], Proposi¢ao 3.11) f nao é frente em um ponto se,
e somente se, det(£f,n%f,n3f) = 0. Como neste caso & = du, n = v e f nio é frente de
onda ao longo da curva singular por 0, entao det(f., fuv, fo3) = 0 em 0, de onde obtemos
que (b3)y(u,0) = by(u,0) = 0 e, portanto, pelo Teorema [2.2.8] existe uma fungao bs(u,v)
tal que by(u,v) = vbs(u,v). Novamente, podemos escrever bs(u,v) = cq(u) + ves(u,v) e

reduzir f a forma ({5.1)). O

Note que a forma normal de f (5.1) estd em um sistema de coordenadas adaptado.

5.2 Invariantes geométricos de uma frontal pura

Em [28], a curvatura singular , e a curvatura normal limitante x, sdo definidas para
cuspidal edges, ou seja, para pontos singulares do primeiro tipo de frentes. Em [22] e [24],
sao definidas a curvatura cuspidal k. e a torcao cuspidal k; para cuspidal edges. Esses
quatro invariantes geométricos (ver Segéo, apesar de serem definidos primeiramente
para cuspidal edges, estao bem definidos para pontos singulares do primeiro tipo, ainda
que nao sejam frentes e, portanto, para frontais puras.

Em [I5], os autores definem outros dois invariantes sobre a curva singular de uma 5/2-
cuspidal edge, que podem ser estendidas para uma frontal pura na origem (conforme [29,
equagoes 2.3]): o bias ry, e a curvatura cuspidal secundéria 7., definidos, respectivamente,
por

() — [EFE et 27 ) oty (AP det(EL 7 .37 1 — 100

IEf x 72 f]3 (u,0)=~(?) Ef x 72 f|7/2 (u,0)=7(t)
onde 7 ¢ um campo vetorial anulador de f que satisfaz (£f,72f) = (£f, 72 f) = 0 sobre a
curva singular e [(t) uma funcao tal que 73 f(v(¢)) = 1(t)7? f(7(1)).

As duas definigoes acima sao inspiradas nas definigdes de bias (b(«)) e curvatura cuspi-
dal secunddria (w(a)) de uma curva singular plana o (Subsecdo 2.2.1)). Geometricamente,
se f: (R%0) — (R3,0) é uma superficie tal que a origem ¢ um ponto singular do primeiro
tipo, as fungoes bias 7, e curvatura cuspidal secundaria r. coincidem com b(a) e w(«)
na origem, onde « é dada pela intersecdo de f com o plano normal a 4’ passando por
A4 = fory (ver [15], Segao 3.4, para mais detalhes).

Dada a forma normal para uma frontal pura, buscamos no seguinte lema férmulas
para os invariantes citados até aqui (aplicados na origem) em fungdo dos coeficientes de
f. Todos os célculos para sua demonstra¢ao se encontram em [I5, Se¢do 3.5], de onde
fizemos as devidas adaptagoes.

Y
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Lema 5.2.1. ([I5, Segao 3.5]) Seja f : (R*0) — (R3,0) uma frontal pura na origem
como em (5.1)). Os invariantes geométricos e suas derivadas na origem sao dados por

(Ku, K.,) = (2as, 6a — 4ascy), (ks, kL) = (2a9,6a) + 4ascs), k. =0,
(K, Ky) = (265, 2¢5 — dasag), (rp, 1) = (24¢y,24(c), — axdy)) e (rc, = (6'05, g' (€5)u)-

Como f, # 0, f, = 0 sobre o eixo-u e f é uma frontal pura (ou seja, (f,r) ndo é uma
imersdao sobre o eixo-u), temos v, = 0 sobre o eixo-u. Logo, pelo Teorema , existe
uma aplicagao v tal que v, (u,v) = vuy.

Considerando a aplicacdo h dada por f,(u,v) = vh(u,v) (ver Observacao [2.2.10)), as
seguintes fungdes com o mesmo dominio de f sdo definidas em [29]:

B = ucfud = (Furh) G = (hB) L = — (fuswa) M = — (hyv) e N = = {14,
(5.2)
Note que EG—F? = = |fu X h|2 # 0 perto da origem. Além disso, nos pontos regulares de
f,E=E,F=vF G=vG,L=1L, M =vM e N =uN, onde E,F,G,L,M e N sio os
coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais de f definidos em seus pontos
regulares. Como N = — (h,v,) = 0 sobre o eixo singular, definimos N; = — (h, 1), ou
seja, N é tal que N = vVy.
Vamos precisar das férmulas dos invariantes sobre o eixo singular de f dado como em
(5.1)). Para isso, considere o seguinte resultado.

Lema 5.2.2. Seja f: (R?0) — (R3,0) uma frontal pura na origem e (u,v) um sistema
de coordenadas adaptado de f. Entao temos:
L EM — FL QB3N
fu(u) = =(,0),  Fi(u) = £ ——F=—==(1,0), ke(t) = === 77(1,0)(=0),
E EEG - F? (EG — [2)¥

3 (E2N1 _9FME + ﬁ?i)

— S ,0),
rp(u) F(EC - ) (u,0)
s AT F5/4( 7
ro(n) = 2B N gy REPE(ND )
(56— 2" T (BG Py

onde N = vN; e o sinal de r, depende da orientagio da base {f,, h,v}.

Demonstracido: As trés primeiras férmulas foram obtidas em [36, Lemma 2.7]. Para
os calculos de ry(u) e r.(u), considere 7 = —v%@u + Ov. Assim, (fu,72f) = (fu, T f) se
anula sobre o eixo-u e, além disso, 77> f = 0 sobre o eixo-u. Logo, [(t) = 0 na defini¢io de
de r.. N

Como 71 f = fu(*) + 3hy, — %fuvv — 3Fh + 3F — fuu, com (%) sendo uma funcéo suave,

(ho, V) = N,, {fuvos V) = (hy,v) = M e (fuu, > — L, a férmula para r, segue de calculos
diretos.

Para r., note por que fuw = Juww = Sfuvww = huw = 0 sobre o eixo-u. Logo,
P f = fu(*) + 4hyyy. Como (hyyy, V) = Ny, sobre o eixo-u, o resultado segue por célculos
diretos. ]

Coroléario 5.2.3. Seja f : (R?,0) — (R?,0) uma frontal pura na origem, (u,v) um sitema
de coordenadas ortogonalmente adaptado de [ e v seu campo unitdrio de vetores normais
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tal que {fu, h,v} € uma base positiva sobre o eizo-u. Entao os coeficientes L, M e Ny na
ortgem podem ser relacionados com os invariantes geométricos de f da sequinte maneira:

L=k, M=k e leg. (5.3)

Além disso, E=G =1 e F =0 na origem.

Demonstracao: Basta observar que, em um sistema de coordenadas ortogonalmente
adaptado, temos F'(0) = (f,,h) =0, E(0) = (fu, fu) = 1 e G(0) = (h,h) =1 e usar o
Lema [5.2.2] U]

De acordo com o Lema 2.1 de [35], temos

1 IO JOU
n= g )t ( ) o
v ~ ~ ~ ~ ~ ~
= s (P = G+ on) (5.4)
Com isso, de v, = viy, segue que
1 - - I
= e (P~ G on) (5.5

Observagao 5.2.4. Uma vez que V.. se anula sobre o conjunto singular de f, a origem
nao pode ser uma singularidade cuspidal cross cap (Defini¢io . Porém, se c5(0,v)
¢ uma fungao impar, entao f possui uma auto intersecao préximo a origem (f(0,v) =
f(0,—v)) e, assim, apresenta uma geometria semelhante a uma cuspidal cross cap (ver
Figura[5.1). Além disso, se c5(u,v) = —c5(u, —v), entdo f(u,v) = f(u,—v).

Figura 5.1: Cuspidal cross cap (esquerda) e uma frontal pura na forma (5.1)), com ¢5(0, v)
uma funcao impar (direita).

As curvaturas Gaussiana e média de uma 5/2-cuspidal edge em seu pontos regulares
sao dadas, respectivamente, por (ver [29], Se¢ao 3.1)

LN, — M? i EN, —2FM + LG
= = (§] - = ~ =
EG — F? 2(EG — F?)
Logo, como EG - F? > 0, as funcoes H e K podem ser estendidas suavemente para o

dominio de f. Em [I5], Lema 4.3, foi mostrado que, ao longo da curva singular de f,
temos

(5.6)

KTy — K2 3k, + 1
e
Porém, as equagoes (5.6) e (5.7) valem também para frontais puras, uma vez que suas

provas utilizam apenas o fato de f nao ser uma frente de onda.

K = e H= (5.7)



Curvaturas e diregoes principais de uma frontal pura 75

5.3 Curvaturas e direcoes principais de uma frontal
pura

Conhecer as curvaturas e os vetores principais de uma aplicacio suave f : (R? 0) —
(R3,0) é muito importante se quisermos identificar pontos de ridge e sub-parabélicos
(Definigao . Explicitaremos nesta se¢ao esses elementos para uma frontal pura
na origem f no caso em que f nao tem pontos umbilicos e damos aplicagoes para estes
campos vetoriais.

Usando as equagoes em , defina as funcoes

ki=H+VH?2—-K ¢ kp=H—-VH? - K.

Como kq e ko satisfazem k1ky = K e k1+ko = 2H, entdo k1 e ko podem ser tratadas como
as curvaturas principais de f nos pontos regulares e, como H e K podem ser estendidas
continuamente sobre todo o dominio de f, o mesmo vale para as curvaturas principais.

Teorema 5.3.1. ([I5, Se¢do 3.5]) Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem.
Entao as curvaturas principais k;, 1 = 1,2, podem ser estendidas suavemente sobre o do-
minio de [ se, e somente se, a origem nao é um ponto umbilico de f ou, equivalentemente,
se, e somente se,
1 2 9
(Srb — KZ,,) + 4k; # 0.

Para os vetores principais V;, i = 1,2, de f, é mostrado em [29] que, se f é uma frontal
pura em 0, sem pontos umbilicos, e em um sistema de coordenadas adaptado, entao V;
pode ser tomado da forma

V; = (—vo(M — K;F), L — i, E) (5.8)
nos pontos regulares de f.
Uma linha de curvatura de uma frontal pura é definida como uma curva « sobre o
dominio de f tal que o/(t) é um vetor principal de f em «(t) para todo ¢ sobre o dominio
de . Dado isso, é mostrado em [29] o seguinte resultado:

Proposigao 5.3.2. ([29, Proposigao 3.3]) Seja f : (R* 0) — (R3 0) uma frontal pura na
ortgem sem pontos umbilicos e v a curva singular de f por 0. Entao ambos os vetores
principais Vi, 1 = 1,2, podem ser suavemente estendidos sobre o dominio de f de modo
que nunca se anulam. Além disso, valem as sequintes afirmagoes:

(1) Suponha que k(0) # 0. Entao ambos os vetores sao paralelos a n sobre 7.

(2) Suponha que kK = 0 sobre . Entao Vi e Vy sao linearmente independentes e um
desses € paralelo a n sobre 7.

(3) Suponha que ry/3— kK, # 0 sobre . Entao vy é uma linha de curvatura se, e somente
se, ky = 0 sobre 7.

Lema 5.3.3. Seja f : (R%0) — (R3,0) uma frontal pura na origem sem pontos umbilicos
e V; vetor principal relativo a k;. Entdo

Viv=—r; Vi [.
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Demonstracgdo: Por (5.8), temos V;f = vx;, com x; = —(M — k;F) f, + (L — kE)h. Por
outro lado, por (5.4) e calculos diretos, temos

Viv = UI{Z‘(M - IiF)fu - vﬁi(i - /{E)h = — VKX,

de onde segue o resultado. 0

O lema acima pode ser considerado como uma generalizacao da féormula de Olinde
Rodrigues para frontais puras.

Quando as curvaturas e os vetores principais sao suavemente estendidos sobre o con-
junto singular de uma frontal, a definicdo de pontos de ridge e sub-parabdlicos também
se estendem.

O resultado a seguir revela uma condicao necessaria e suficiente para um ponto singular
de uma frontal pura na origem ser um ponto de ridge e sub-parabélico.

Proposigao 5.3.4. Seja f : (R%,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem com r; # 0.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) A origem é um ponto de ridge de f relativo a kq;
(b) A origem é um ponto de ridge de f relativo a ko;
(c) A origem é um ponto sub-parabélico de f relativo a Kk ;
(d) A origem é um ponto sub-parabdlico de f relativo a Ko;

(e) A curvatura cuspidal secunddria r. se anula na origem.

Demonstragao: Suponha f como em (5.1). Pela Proposicao m ambos os vetores
principais sao paralelos a dv sobre o eixo singular. Isso significa que (k;),(0) = 0 se, e
somente se, 0 é um ponto de ridge relacionado a k; e ponto sub-parabdlico relacionado
a kj, j # 1. Afirmamos que (k;),,7 = 1,2, se anula em um ponto do eixo singular se,
e somente se, ]AV/W também se anula. De fato, por uma andlise direta de (5.1]), temos
B(uv) = (0,1,2e3(u) + v?(des(u) + 5o(es)(u, 1)) + v4(cs)a(u, v)). Logo, hy(u,0) = 0.
Como f, e v, se anulam sobre 0 _eixo-u, entao fuv € Vyy também se anulam e, portanto,
concluimos que E,, F,, Gy, L, € M, se anulam sobre o eixo-u. Agora, como as curvaturas
principais podem ser dadas por k; = H £ v H? — K, podemos concluir que

va T 7
— i48m(ﬁé 5 (L — kE) (5.9)

sobre o eixo-u. Em [29, p. 38], é provado a seguinte identidade na origem:

2(L — k,;FE) = ((Iiy — g’) + (—1)i\/<7;7 — liy)2 - 4&%) : (5.10)

Assim, como k; # 0, L — Ex nao se anula na origem, de onde segue a afirmacao.

Portanto _ as afirmagdes (a), (b), (c) e (d) sdo todas equivalentes N,,(0) = 0. Pelo
Lema Nw se anula sobre o eixo-u se e somente r. também se anula, de onde segue
0 resultado. 0

(Hi)v

Como a origem de f é uma 5/2-cuspidal edge se e somente r. nao se anula ([I5, Prop.
3.2]), temos o seguinte corolério:
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Corolério 5.3.5. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem com k; # 0.
Entao f nao é uma 5/2-cuspidal edge em O se, e somente se, 0 é um ponto de ridge e
sub-parabolico de f relativo a ambas as curvaturas principais de f.

5.4 Congruéncia normal de uma frontal pura

Vamos nesta se¢do estudar a fungdo congruéncia normal de uma frontal pura, que
veremos consistir de suas superficies focais e de sua superficie regrada normal, buscando
assim propriedades geométricas para essas. Seja f : (R? 0) — (R3 0) uma frontal pura
na origem e suponhamos, de agora em diante, que as curvaturas principais de f nao se
anulam. O conjunto focal para frentes de onda f foi estudado em [34, Segdao 3.2 e
faremos aqui uma abordagem similar.

Considere a aplicacao

Flu,v,w) = f(u,v) + wr(u,v),

onde v é um campo unitario de vetores normais a f. A aplicacdo F é chamada de fungao
congruéncia normal.
Em [34, Secao 3.2], é calculado o determinante do Jacobiano de F, que é dado por

’J]'—| = det(fuafvafw) = (1 - wl‘il)(l - U)Klg))\,

onde k;, 1 = 1,2 sdo as curvaturas principais de f e A a funcao densidade de area dada
por A(u,v) = det(fu, fo,v). Logo, o conjunto dos pontos singulares de F é dado por
S(F)=(S(f) x R)U Sy US,, onde

S; = {(u,v,w) c (R*0);1 — wk;(u,v) = O} i=1,2.

Logo, a imagem do conjunto singular de F é dada por F(S(f) x R) U F(S1) U F(S2).
Defina as aplicagoes R : (R?,0) — (R3,0) e FC; : (R?,0) — (R3 FC;(0)),i = 1,2,
por
1

R(u, w) = 4(u) +wir(u) e FC(u,v) = f(u,v) + Ki(u, v)

v(u,v), (5.11)

com 7 = v o+. Entdo a imagem de R coincide com F(S(F) x R) e a imagem de FC;
coincide com F(S;),i = 1,2. Chamamos R e FC; de superficie regrada normal ao
longo de # e superficie focal de f associada a k;, @ = 1, 2, respectivamente.

A seguir, estudaremos as singularidades destas aplicagoes.

5.4.1 Singularidades de R

Vamos primeiramente estudar as singularidades da aplicagao R(u, w) = y(u) +wi(u).
Assumiremos aqui que f é uma frontal pura na origem e (u, v) é um sistema de coordenadas
ortogonalmente adaptado (conforme Definigao e que {fy, h,v} é uma base positiva
para f sobre o eixo-u. Em [19, Proposi¢ao 3.1], os autores apresentam férmulas do tipo
Frenet Serret ao longo da curva singular de uma cuspidal edge. Na demonstracao dessas
formulas, porém, usa-se apenas o fato dos pontos singulares serem nao degenerados do
primeiro tipo. Com isso, as mesmas valem para frontais puras e sdo dadas na representagao
matricial da seguinte maneira:
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’Az’ ' 0 ks Ky ’Az'
h | = —ks 0 K h|, (5.12)
1 —Kk, —kt O 1

onde h(u) = h(u,0). Assumiremos nesta secio que (k,,#)(0) # (0,0) e, neste caso,
dizemos que R ¢é nao cilindrica.

Usando (5.12)), obtemos

Ru(u,w) = (1= wry (u) )4 (w) — wh(w) b(u) e Ry (u,w) = (u). (5.13)

Logo, X
Ru X Ru(u,w) = —(1 — wky (u))h(u) — wry(u)y (u) (5.14)

e temos o seguinte resultado:

Lema 5.4.1. Um ponto (ug, wy) no dominio de R € singular se, e somente se, k(ug) = 0

€ Wy = .
k(o)

Note por (5.11]) que R é uma superficie regrada gerada pela familia {¥(u), 2(u)}. A su-
perficie regrada R é uma superficie desenvolvivel se, e somente se, det(y'(u), o(u), P'(u)) =
0, para todo u ([7]), o que implica que sua curvatura Gaussiana é identicamente nula sobre
os pontos regulares. Com isso, considere a seguinte proposicao:

Proposicao 5.4.2. A superficie regrada normal R ao longo de & € uma superficie desen-
volvivel se, e somente se, k; se anula ao longo da curva singular de f.

Demonstragao: Tome um sistema de coordenadas ortogonalmente adaptado (u,v) de
f. Entao, por (5.12), como ¥/ = —k,4’ — kh, obtemos

det(3',0,0') = det(¥', 0, —kh) = ke det(§', b, D) = £y

sobre o eixo-u, de onde segue o resultado. O

Segundo a Proposicao [5.3.2] se k; se anula sobre a curva singular de uma frontal pura
na origem sem pontos umbilicos, entao esta curva é uma linha de curvatura, desde que
ry/3—k, # 0. Além disso, pela proposicao acima, isso é equivalente a R ser uma superficie
desenvolvivel.

Como consequéncia do Lema e da Proposigao [5.4.2] temos o seguinte resultado:

Corolario 5.4.3. Se R é uma superficie desenvolvivel, entdo o conjunto singular de R é

dado pela curva B(t) = (t,1/k,(t)) e sua imagem por R €é dada por B(t) = 4(t) + :U(fz).

Vamos supor, no que segue, que R é uma superficie desenvolvivel nao cilindrica (k; =
0,Vt, e k,(0) # 0). Assim, por (5.14), vr(u, w) = ﬁ(u) pode ser tomado como um campo
de vetores unitarios normal a R e, portanto, R é uma frontal.

Sendo Ag(u,w) = det(Ry, Ruw,vr)(u,w) = —(1 — wk,) a fungao identificador de
singularidades de R, segue que (Ag)w(0,1/£,(0)) = £,(0) # 0. Ou seja, a singularidade
(0,1/k,(0)) de R é nao degenerada (e, consequentemente, todos os pontos singulares de
f em uma vizinhanga de (0,1/x,(0)) sdo ndo degenerados). Como consequéncia disto, o
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conjunto singular de R é localmente uma curva regular. De fato, pelo Coroldrio [5.4.3]
essa curva pode ser parametrizada por

B(t) = (1, 1/, (1)). (5.15)

Note que o campo anulador de R, neste caso, é dado por nr = du, uma vez que, nos
pontos singulares, vale R, (u,w) = 0 e Ry(u, w) = (u) # 0. Dessa maneira, R ¢ uma
frente em um ponto (¢,1/k,(t)) se e somente se (vg )y (u, 1/k, (1)) = A/ (u) # 0. Agora, por
(6-12)), temos (vg)u(u, w) = W (u) = —ks(u)? (u). Concluimos assim o seguinte resultado:

Proposicao 5.4.4. Se R ¢é uma superficie desenvolvivel ndo cilindrica, entdo R € uma
frontal. Além disso, R é uma frente em (u,1/k,(u)) se, e somente se, ks(u) # 0.

Exemplo 5.4.5. Seja f : (R? 0) — (R?,0) a superficie dada por f(0,t) = (x(t), z(t) cos b,
z(t) sen®), isto é, a superficie de revolugao da curva o(t) = (x(t), 2(t)) e suponha z(t) >
0,Vt. Suponha também que existam fungoes suaves | e ¢ tais que '(t) = I(t) cos (1),
2Z'(t) = I(t)sene(t), ¢'(0) =0, I'(0) # 0 e l(t) = 0 se, e somente se, t = 0, ou seja, a
ortgem é uma singularidade isolada de c. Temos

fo(0,t) = (0, —=2(t) senB, z(t) cos ) e f(0,t) =1(t)(cosp, seny senb, senp cosh)
(5.16)
e, portanto, o campo de vetores v = ( senp, — cos p cosf, — cos p senf)) pode ser tomado
como campo unitario de vetores normais a f. Logo, f é uma frontal. Por e cdlculos
diretos, obtemos \(0,t) = det(fq, fi,v)(0,t) = 2(t)l(t). Logo, o eiro-0 coincide com o con-
junto singular de f e a origem € um ponto singular nao degenerado de f, uma vez que \; =

2Z'l+1'z. Por outro lado, de v,(0,0) = —¢'(0)(cos ¢(0), senp(0) cosb, senp(0) send) =
concluimos que f € wma frontal pura. E posstvel mostrar que todos os invariantes geomé-
tricos citados messe capitulo sao constantes sobre essa curva singular de f (ver [33] para
detalhes sobre a geometria de superficies de revolugdo de frontais). A curvatura normal

limitante k,, por exemplo, é dada por Cow . Suponha que K, # 0, entdo

R0, 1/,(6)) = £(6,0) + —(6.0)
= (x(0), 2(0) cos 0, z(0) se 9) + COSEPZ (sen(0), — cos p(0) cos 0, — cos p(0) senb)
= (2(0) +tg(0),0,0),

ou seja, a imagem do conjunto singular de R é um ponto.

A seguir estd um exemplo pratico de uma superficie de revolucao.

Exemplo 5.4.6. Seja f : (R%0) — (R3,0) a superficie de revolugio gerada por o(t) =
(E=t2+d =44y Neste caso, se tomarmos as fungdes 1(t) = ty/> 0t6+8 e p = arctg (_5t3_2

V2 V2 5t3—2
entao o' (t) = I(t)(cos p(t), senp(t)). Além disso, ©'(0) =0 e, portanto, pelo exemplo an-
terior, f € uma frontal pura. Por cdlculos diretos, R(6,w) = %(4+w, (w—4)cosb, (w—
4)sen ) e, portanto, sua imagem € um cone. As superficies f e R estao dadas na Figura

(em laranja e azul, respectivamente).

N—

O proximo teorema da condigoes necessarias e suficientes para a superficie R ser uma
cuspidal edge, rabo de andorinha ou uma cuspidal cross cap.

Teorema 5.4.7. Seja R a superficie regrada normal ao longo de 4 de uma frontal pura
na origem f com k(0) =0, ou seja, ¢ = (0,1/k,(0)) é um ponto singular de R. Se R é
desenvolvivel nao cilindrica, entdo
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Figura 5.2: A superficie do Exemplo

(1) R € uma cuspidal edge em q se, e somente se, ks(0)x.,(0) # 0;
(2) R é um rabo de andorinha em q se, e somente se, ks(0) # 0, £,(0) =0 e £/(0) # 0.
(3) R é uma cuspidal cross cap em q se, e somente se, ks(0) =0 e k.(0)x,(0) # 0.

Demonstracao: Pela Proposicao|p.4.4, R é uma frente em ¢ se, e somente se, x(0) # 0.

Por outro lado, tomando a curva singular §(t) = (¢,1/k,(t)) de R, temos B(0) = ¢

e B'(t) = (1, —:V/“(%)z). Além disso, nr(u,v) = (1,0) é um campo anulador de R ao

longo de 8. Com isso, segue que det(f8',ng)(t) = :j’(%é e, quando «/,(0) = 0, temos

det(p',nr)'(0) = ”2 50y Obtemos assim (1) e (2), pelos dois primeiros itens do Teorema
2.2, 15

Agora suponha que R nao é uma frente em ¢, ou seja, £5(0) = 0 e seja 1/Jccm( ) =

det (5 (u), vr(u), nrvr (1)), onde B(u) = R(B(u)). Por definigao, Blu) = 4(u) + (W)
e, por (5.12), B'(u) = —= EZ;I/( ). Recorde que vg(u,w) = h(u) e, como ngr(u, w) (1 0),
temos nrvr(u, w) = h’(u) = —rs(uw)¥ (u), por (5.12)).

Com isso
Wrer () = det (~550), hu), . (u)3(0) ) = "5 () =
cerr\U) = A€L | — viu), hlu), —Kks(U U = — u) =
N w3 () !
KLk
Logo, eerr(0) = 0 € 9,2 (0) = ——5%(0), uma vez que r4(0) = 0. Portanto, o resultado
K

v

segue pelo critério para superficies cuspidal cross cap (item (3) do Teorema 2.2.13). O

Como consequéncia da demonstracao do teorema acima, temos o seguinte resultado:

Corolario 5.4.8. Um ponto singular de R, quando esta € ndo cilindrica e desenvolvivel
¢ do segundo tipo em q = (0,1/k,(0)) se, e somente se, k.,(0) = 0.

Exemplo 5.4.9. Na superficie de revolugio do Exemplo [5.4.0, pode ser mostrado que
ks(0) # 0 e k,(0) # 0, o que implica pela Proposi¢ao que R ¢é uma frente. Além
disso, para toda superficie de revolugdo, a curvatura normal limitante k!,(0) = 0, uma vez
que Kk, € constante sobre sua curva singular. Logo, R € uma singularidade do sequndo tipo
de f. No caso em que ks(0) = 0 em uma superficie de revolugdo, entao R é uma frontal
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pura e, pelo Coroldrio[5.4.13, R estd contida em um plano. Este caso estd contemplado
indiretamente no Exemplo [5.4.14)

Vamos agora considerar o caso em que R é uma superficie ndo desenvolvivel. E
conhecido que tais superficies apresentam genericamente singularidades cross cap [20],
que sabemos nao serem frontais.

Singularidades Si sdo frontais definidas por aplicacdes A-equivalentes a (u,v)
(u,v? v(u?£v?)) na origem e sdo conhecidas por serem singularidades genéricas de familias
a um parametro de superficies em R3 ([§]).

Daremos, no proximo teorema, caracterizagoes destas singularidades quando R é nao
cilindrica em termos dos invariantes geométricos da frontal pura na origem inicial f,
utilizando o seguinte critério:

Teorema 5.4.10 ([26], Teorema 2.2). Seja f : (R?,0) — (R3,0) um germe de aplicagio
e 0 um ponto singular de posto 1, & um campo tangente e n um campo anulador sobre a
curva singular de f. Seja o = det(Ef,nf,mf). Entao 0 € uma singularidade S7 de f se,
e somente se, 0 é um ponto critico de ¢ e det(Hess(¢(0))) > 0. Por outro lado, 0 é uma
singularidade S de f se, e somente se, 0 é um ponto critico de @, det(Hess(¢(0))) <0
e os vetores £f e nmnf sdo linearmente independentes.

Observagao 5.4.11 ([26], Observagao 2.3). Com as hipdteses do Teorema acima, O é
uma singularidade cross cap se, e somente se, Ep # 0 em 0.

Teorema 5.4.12. Seja f : (R* 0) — (R3,0) uma frontal pura na origem. Suponha que
a superficie regrada normal R dada em (5.11) seja ndo cilindrica e nao desenvolvivel e
seja ¢ = (0,1/k,(0)) € S(R). Entao, temos as sequintes caracterizagoes:

(1) R tem uma singularidade cross cap em q se, e somente se, k,(0) # 0.

(2) R tem uma singularidade Sy em q se, e somente se, k,(0) = 0 e &} (0)(2r5(0)x],(0)+
k/(0)) < 0.

(3) R tem uma singularidade S em q se, e somente se, k,(0) = 0, k/,(0) # 0 e
ki (0)(264(0)#,,(0) + £{(0)) > 0.

Demonstragao: Tomemos (u,v) um sistema de coordenadas ortogonalmente adaptado
de f. Assim S(f) = {v = 0}. Definindo £ = 0w e nr = du em S(f) x R, o par ({r,Mr)
satisfaz dR(nr)(= nrR) = 0 e &g, nr sao linearmente independentes em ¢ € S(R).
Defina a funcao ¢: S(f) x R — R por ¢ = det(éxR, nr R, nrnrR) = det(Ruy, Ru, Ruw)-

Por (5.12) e (5.14), temos
Ro=7, Ru=(1-k,)

Ruu = W(kighiy — K1) + (ks(1 — why) — wih)h + *D,
com % sendo uma funcao suave de u e w. Logo,
p = w? (Fvs (/ﬁ?, + Ii?) + Kyky — Ii;lit) — w (2KsKy + Ky) + Ks.

Nesse caso, pela Observagao [5.4.11) R é uma singularidade cross cap em ¢ se, e somente
se, Er(q) = vuw(q) = K,(0) # 0, uma vez que (0) = 0. Com isso, concluimos o item (1).

Vamos considerar agora o caso em que R nao tem uma singularidade cross cap em
q, ou seja, £;(0) = 0. As derivadas de primeira ordem de ¢ satisfazem ¢,(¢) = 0 and
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©w(q) = Ki(up) = 0. Assim, ¢ é um ponto critico de . Para obtermos a matriz Hessiana
de ¢, precisamos das derivadas de segunda ordem de ¢, que sao obtidas por célculos
diretos e dadas por

/
K
_ hy / _n / _ 2
Ouu = ?(I{t + 264K,),  Quw = Ky + 265K, Ouww = 265K
14

em ¢. Logo,

Pun(@)Puwn(@) = Pu(@)* = =17 (0)(25:(0),,(0) + £/(0)).
Além disso, quando x;(0) = 0, entdo Ry, = —(x.(0)/k,(0))5'(0). Portanto R, (q) e

Ruu(q) s@o linearmente independentes se, e somente se, k!, (ug) # 0 e, portanto, os itens

2) e (3) seguem do Teorema [5.4.10 U
(2) e (3) seg

Corolario 5.4.13. Se R ¢ uma superficie desenvolvivel nao cilindrica e uma frontal pura,
entdo R estd contida em um plano.

Demonstracgao: Pela Proposicao e por , se R é uma superficie desenvolvivel
nao cilindrica e uma frontal pura, entao ' (u) = —r,(u)?3/ (u) + £, (u)o(u) se anula sobre o
eixo-u. Isso implica que (vg), ¢ identicamente nula. Como vg nao depende de w, entao
vr ¢ um campo de vetores constante e, portanto, segue o resultado. 0

Nas hipéteses do Corolario podemos afirmar que R nao é uma 5/2-cuspidal
edge, uma vez que essas sao frontais puras nao planas.

Observando a Proposicao buscamos uma forma normal para f tal que a tor¢ao
cuspidal se anule em todos os pontos singulares. Para tal, obtemos por calculos diretos a
torcao cuspidal de uma frontal pura f na forma normal , dada por

Ry =

| ful?7?]

onde A; = u?a; e omitimos a varidvel u nas funcoes. Porém, encontrar uma férmula
para ¢y dependendo das fungoes as e as e, assim garantir uma forma normal para frontais
puras tais que sua tor¢ao cuspidal se anula identicamente é muito dificil. Entretanto,
observando , nos inspiramos a elaborar o seguinte exemplo:

Exemplo 5.4.14. Um caso particular da forma normal de uma frontal pura na
origem, quando cy(u) = 0,Yu, resulta em uma superficie normal regrada ao longo de
4 contida em um plano e com uma propriedade interessante de seu conjunto singular,
como veremos a sequir. Suponha que cy(u) = 0,Yu. Logo, por co(0) =0 e (5.17)), temos
ca(u) =0,Vu, e

Aj(u)Ag (u)

|ful?l7?]

Assim, ki(u) = 0,Yu, se e somente se, Ay ou A} é identicamente nula e, como Ay(0) =
As(0) = A5(0) = 0, entdo isso € equivalente a dizer que Ay ou Az € identicamente nula.
Pelo Lema [5.2.1] k,(0) = 2a3(0), o que implica que A3 ndo pode ser identicamente nulo
(R ¢é nao cilindrica). Com isso, se supormos ki(u) = 0,Yu, entio As(u) =0,Yu e

A
A S T g

Re(u) =

e ks(u) =0,VYu. (5.18)
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Logo, pelo Coroldrio[5.4.13, R estd contida em um plano. Mais especificamente, neste

caso, 4(u) = f(u,0) = (u,0,Az(u)) e P(u) = v(u,0) = m(—Ag(u),O,l). Assim,
obtemos
R(u,w) = (u,0, As(u L—Agu,, , .
(u, w) = (u,0, A3(u)) + 1+Ag(u)( (u),0,1) (5.19)

ou seja, a superficie R estd contida no plano-zz.
Observe que, por (5.19), R(u,w) = 4(u)+wn(u), onde n(u) é o vetor normal unitdrio
de 4, vista como uma curva plana. Isso significa que, para cada wy, a curva R(u,wqy) é
uma curva paralela a 4. Além disso, a curvatura k4 da curva plana Y(u) = (u, Az(u)) €
dada por
A
ry(u) = W(U) = (),

conforme (5.18)). Isto significa que a imagem da curva singular de R € dada por

1

ou seja, coincide com a evoluta de %, como uma curva plana.

R(u, 1/ (w)) = A(u) +

Exemplo 5.4.15. Como ilustragio do exemplo anterior, seja co(u) = 0, az(u) = u?,

ca(u) = 0 e c5(u) = 1. A superficie f estd representada na Figura (esquerda, em
azul), juntamente com a superficie regrada normal ao longo de 4 (esquerda, em laranja e
direita), onde a malha apresentada sio as curvas paralelas a 4 (dada em vermelho) e sua
evoluta estd em azul, representa a imagem dos pontos singulares de R.

N

&,
N

Figura 5.3: A superficie do Exemplo [5.4.15

5.4.2 Singularidades de FC;

Sabemos que ambas as curvaturas principais de uma frontal pura sao limitadas e
possuem seus vetores principais paralelos entre si. Por esse motivo e pela Proposicao
(.34 todos os resultados que mostraremos aqui valem simultaneamente para FC; e FCs.
Denotaremos F'CY, k1 e V; apenas por F'C, k e V, respectivamente.

A superficie FC é, sob uma certa condi¢do, uma frontal, como segue no resultado
abaixo:

Proposigao 5.4.16. Seja [ : (R%,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem com k; # 0.
Entdao a superficie focal FC' é uma frontal.
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Demonstracao: Suponha f em um sistema de coordenadas ortogonalmente adaptado.

De e f, = vh, temos
Vf :v(— (M — kE)f, + (Z—KJE)}L).

Por FC = f + % e (p.4), temos

FM — LG FL—-EM
K(EG — F?2) K(EG— F?) &
e ~ ~ e~ ~ o~ ~
FC, = (W) fut v (1 + w> - (521
R(EG — F?2) R(EG — F?) 2

Seja x= (kF—M) f,+(L—rE)h. Calculos diretos mostram que (FC,,x) = 0 e (FC,,x) =
0, onde na segunda igualdade, utilizamos a identidade k2 —2Hk+ K =0, com K e H
dados em (5.6)). Por (5.3), F/(0) =0, E(0) =1e r; # 0, temos X = —Ry fy, + (K, —K)h # 0
e, portanto, x

x|

resultado. 0

¢ um campo vetorial unitario de vetores normais a F'C. Logo, segue o

No que segue, suporemos que a tor¢ao cuspidal x; de f nao se anula, uma vez que,
com isso, conseguimos obter um campo de vetores principais ndo nulo (ver Segéao [5.3)
e também garantir que FC é uma frontal. Além disso, denotaremos o campo normal
unitario de vetores por e, isto é e = x/|x]|.

Sabemos pela teoria classica da geometria diferencial que os campos normais a uma
superficie regular e a sua superficie focal sao ortogonais entre si, o que implica que o plano
tangente da superficie é perpendicular ao plano tangente limitante de sua superficie focal.
O seguinte lema demonstra um resultado analogo para frontais puras e seu conjunto focal.

Lema 5.4.17. Seja f : (R?,0) — (R3?,0) uma frontal pura na origem. O plano tangente
limitante de f em f(0) é perpendicular ao plano tangente limitante de FC' em FC(0).

Demonstragao: Basta observar que o campo normal e a F'C' é ortogonal a v, uma vez
que f, e a h sao vetores perpendiculares a v. 0

Uma vez provado que F'C' é uma frontal, provaremos que F'C' nao é uma frente de
onda em 0. Para isso, considere o seguinte resultado:

Proposigao 5.4.18. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem com r; # 0.
Se 0 € um ponto singular de F'C, entao FC é uma frontal, mas nao uma frente em 0.

Demonstragao: Suponhamos que f estd em sua forma normal dada em . Pela
Proposi¢ao [5.4.16] FC' é uma frontal. Vamos mostrar que a aplicacdo (FC, e) nao é uma
imersao. Para isso, mostraremos que F'C, = e, = 0 na origem.

Por e (5.20)), temos FC,(0) = ("= f, — 5h — “41)(0) # 0 e, como a origem ¢
um ponto singular de F'C, entao F'C,(0) = —"4(0) = 0.

Pela demonstragao da Proposicao m, temos E,(0) = F,(0) = L,(0) = M,(0) =0
e, consequentemente, x,(0) = 0. Logo, como e=x/|x|, concluimos que e,(0) = 0. Logo,
(F'C,e) nao é imersao em 0 e, portanto, F'C nao é frente em 0. d
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Vamos agora estudar as singularidades de F'C. Para isso, a partir de (5.4)), definimos
as fungoes X;, Y; pelas equagoes v, = X f, + Xoh e v, = v(Y1f, + Yah). Seja % = p.
Assim, temos:
FC, = (14 pXy) fu+ pXoh+ pyv = A1 fu+ Bih+Civ e (5.22)
FC, =vpYify +v (14 pYs) h+ pyv = Asf, + Boh + Cov. (5.23)
Logo,

FCU X FCU = (AlBQ — AgBl)fu X h + (Ang — AQOl)fu XU+ (Bng — BQCl)h X V.
Por e=x/|x| e x=(kF, — M) f, + L — kE), temos det(f,, h,e) = 0 e, portanto,

det(FC,, FC,,e) = (FC, x FC,,e) =

~((L = RE)(ALCy = AsCh) + (M — wF)(BiCy — 3201>)w~

|

Por , obtemos
(L — K,E)(Alcg — AQCl) ( — HF)(BlcQ BQCl) = —(1 — p/ig)Vp
Com isso,
det(FCy, FC,,e) = (1 — pry) det(fy, h,v)Vp. (5.24)

Como k; # 0, pelo Teorema [5.3.1] f ndo contém pontos umbilicos e, portanto k; # k2 na
origem, o que implica que (1 — pry)(0) # 0. Logo, o conjunto singular de F'C' é dado pela
imagem inversa do valor regular 0 da funcao Vp.
Como Vp = —éVﬁ;, o conjunto dos pontos singulares de F'C' coincide com os pontos
de ridge de f, uma vez que V é o vetor principal de f em relagdo a x em cada ponto.
Provamos assim o seguinte resultado, que ¢ uma extensao do caso em que f é regular.

Proposigao 5.4.19. Seja f : (R?,0) — (R?,0) uma frontal pura na origem com k; # 0
e FC sua superficie focal associada a k. O conjunto dos pontos singulares de FC é dado
por {p € (R? q); Vk(p) = 0}, onde V € o vetor principal relativo a k, ou seja, um ponto
é singular de FC' se, e somente se, é ponto de ridge de f.

O seguinte resultado é um compilado de resultados que identificam quando a origem
¢ um ponto de ridge de f e, consequentemente, ponto singular de F'C.

Proposigao 5.4.20. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem dada na
formal normal (5.1) com k; # 0. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) 0 é um ponto de ridge relativo a curvatura principal K, ou seja, k,(u,0) = 0.
(ii) O é um ponto singular de FC.
iii) N, (0) = 0.
(iv) 7(0) =
(v) ¢5(0) =
)

(vi) f mdo € uma 5/2-cuspidal edge em (0).
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Demonstracdo: A equivaléncia (i)<(ii) estd demonstrada na Proposi¢do [5.4.19, A
equivaléncia (i)<(iii) segue de (5.9). A equivaléncia (iii)<(iv) segue do Lema [5.2.2, A

equivaléncia (iv)<(v) segue do Lema Por ultimo, a equivaléncia (iv)<(vi) esta
mostrado em [I5, Proposigao 3.2].

O

Exemplo 5.4.21. Seja f(u,v) = (u,u*+v?/2, u? +uv? +v*+0°). Neste caso, cs(u,v) =1
e, pela Proposi¢cao|5.4.20, f € uma 5/2-cuspidal edge. Logo, f nao contém pontos de ridge
relativos a kK1 ou a Ko, A F z'gum mostra a superficie f (superficie mais abairo) e suas

superficies focais. As linhas em azul sao as curvas relativas ao conjunto singular de f,
isto é, FC1(u,0) e FCy(u,0).

Figura 5.4: A superficie f do Exemplo [5.4.21| (superficie inferior) e suas superficies focais.

Note que as superficies focais deste exemplo, apesar de possuirem pontos singulares, sao
requlares em uma vizinhanga de FC;i(u,0),i = 1,2. O surgimento destes pontos singulares
¢ resultado da existéncia de pontos de ridge na parte reqular de f (teoria cldssica).

No caso em que F'C' é singular, é importante encontrar um campo de vetores tal que
sua restricdo aos pontos singulares pertenga ao nucleo da diferencial de FC. Assim, se
a singularidade é nao degenerada, entao este campo é um campo vetorial anulador. O
seguinte lema nos da uma resposta para esta questao.

Lema 5.4.22. Seja f : (R%,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem com r; # 0 e 0
um ponto singular de FC. Entao FC tem posto 1 na origem e o campo V de vetores

principais a f € tal que sua restricio aos pontos singulares de FC' pertence ao nicleo da
diferencial de FC.

Demonstracao: Note que, pelo Lema 5.3.3, temos Vv = —kV f. Logo
V(FC)=Vf+pVv+ (Vplv = (Vp)r.

Como Vp = —éVm entdo pela Proposigao [5.4.19| V(FC) se anula nos pontos singulares
de FC. 0

Pela Propsicao [5.4.20, se f estd na forma ([5.1]), a origem é um ponto de ridge se, e
somente se, k,(0) se anula. Veremos agora quais sdo as condigoes para que a origem seja

um ponto de ridge de pelo menos segunda ordem, o que serd 1til no que segue.
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Lema 5.4.23. Seja f : (R%,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem na forma normal
dada por (5.1)) e a origem um ponto de ridge de f. Entdo a origem é um ponto de ridge de
pelo menos ordem 2 de [ se, e somente se, (k, — K)Ky, — Keky = 0 ou, equivalentemente,

KiKyy — (%b — /i) ky = 0 na origem.

Demonstragao: Como a origem é um ponto de ridge, entdao k,(0) = 0. Com isso e
calculos diretos, segue que

VVik = (L —k)((L — K)kp — Mky)

na origem. Por (5.10) e k¢ # 0, temos (L — k)(0) # 0 e, portanto, a origem é um ponto
de ridge de ordem pelo menos 2 se, e somente se,

—(E — K)Kyy + Mk, = 0. (5.25)

Por (5.3)), temos a primeira afirmacao. Utilizando a identidade x* — 2Hk + K = 0, onde
K e H sao dados em ([5.6)), é facil mostrar que ([5.25)) é equivalente a

My + (kG — Ny)ky = 0, (5.26)

de onde segue o resultado. A condigdo ((5.26 também pode ser obtida pela identidade

VVk =k, ((/‘6 — %”) Ky + Kt/ivv) na origem, onde V = (—v(N; — /@é), M — /ﬁﬁ’) é também
um campo de vetores principais de f nao nulo na origem (basta notar que V(O) #0e

det(V,V) = 0,V(u,v)). O

Vamos agora encontrar condigoes para que a origem seja um ponto singular nao
degenerado de F'C'. Para isso, denotaremos a funcdo densidade de area de F'C por
Arc = det(FC,, FC,,e). Suponha que a origem seja uma singularidade de f. Como
Vp é um multiplo ndo nulo de Ap¢ ((5.24])), a origem é um ponto ndo degenerado de
f se, e somente se, (Vp)y,(Vp)y) # (0,0). Assim, denotando V' = (Vi, V), temos
V(Vp)(0) = Vo(Vp),(0), uma vez que V;(0) = 0. Além disso, como VEk(0) = 0, obtemos
VVp = —Y%E Logo, como V5(0) = (k, — k)(0) # 0 ((5-3)), entdo (Vp), se anula na
origem se, e somente se, a origem é um ponto de ridge de ordem pelo menos 2.

Por outro lado, (Vp), é dada por

Ky — K
2

K

na origem, ou seja, (Vp), se anula se, e somente se, ky,(0) = 0. De (5.9) e N,u(0) = 0,
segue que Ku,(0) se, e somente se, Nu(0) = 0. Agora, pelo Lema , segue que
/

r(0) = 0 se anula se, e somente se, N,,,(0) = 0. Logo, segue que ,,(0) = 0 se, e

somente se, 7.(0) = 0. Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposigio 5.4.24. Seja f : (R?,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem. Suponha
que 0 ¢ um ponto de ridge de f. Entdo 0 é uma singularidade ndao degenerada de F'C' se,
e somente se, r.(0) # 0 ou O é um ponto de ridge de ordem um de f.

Utilizando os dois resultados anteriores, podemos mostrar que, se a origem de f é
uma ridge de ordem pelo menos dois, entao a singularidade da superficie focal, se for nao
degenerada, nao pode ser do primeiro tipo. Mais especificamente, mostramos o seguinte
resultado.
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Proposigao 5.4.25. Seja f: (R?,0) — (R3,0) uma frontal pura na origem com r; # 0,
onde 0 é um ponto singular nao degenerado de FC. Entdio 0 é um ponto de ridge de
ordem 2 ou mais de f se, e somente se, ¢ uma singularidade do sequndo tipo de FC.

Demonstragao: Suponha f na forma e que a origem é uma ridge de ordem 2
de f. Assim, de V(Vp)(0) = Vo(Vp),(0), temos que (Vp),(0) = (Apc)u(0) = 0 e,
como a origem é uma singularidade nao degenerada de F'C, entao (Vp), # 0 na origem.
Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos parametrizar a curva singular de F'C'
(dada pela imagem inversa de V p) por uma aplicacao da forma (g(t),t) e tal que ¢'(t) =
(Vo)
(Vp)u
curva singular de F'C' é o vetor (0,1), que é paralelo ao campo vetorial anulador de F'C'
na origem (ver Lema ), ou seja, a origem é uma singularidade do segundo tipo.
Por outro lado, se a origem ¢é ridge de ordem um, entdo (Arc), # 0. Pelo Teorema
da Funcao Implicita, podemos parametrizar o conjunto singular de F'C' por (¢, g(t)), com
g(t) uma fun¢ao suave. Logo, como npc = Ov e (t, g(t))’ ndo pode ser paralelo a (0,1) na
origem, entao a origem ¢é uma singularidade do primeiro tipo de F'C. U

(g(t),t). Agora, como (Vp), = 0 na origem, entdo ¢'(0) = 0 e o vetor tangente a

Pela proposicao acima, se a origem é um ponto de ridge de ordem dois de f, a superficie
focal de f nao pode ser uma 5/2-cuspidal edge ou uma cuspidal cross cap na origem, uma
vez que esses sao exemplos de singularidades nao degeneradas do primeiro tipo. O proximo
resultado revela condig¢oes para que F'C' seja uma singularidade cuspidal cross cap.

Teorema 5.4.26. Seja f: (R? 0) — (R3,0) uma frontal pura na origem e suponha que
0 seja um ponto de ridge de ordem um de f e wum ponto singular do primeiro tipo de FC.
Entao FC tem uma singularidade cuspidal cross cap em 0 se, e somente se, r.(0) # 0 e

P (2, Dm0 — ) + 2 = ) G (= 1)) = ), — ),
em 0, onde p=pjo S e éa curva singular de F'C.

Demonstragao: Suporemos f na forma normal . Como 0 é uma singularidade do
primeiro tipo de F'C, entao [(t) pode ser representada por (t) = (t, g(t)), com g(0) = 0.
Com as notagoes usadas até agora, pelo Teorema [2.2.13] F'C' é uma cuspidal cross cap se,
e somente se, Yrc(0) = 0 and ¢¥jp-(0) # 0, onde

Yre(t) = det(5'(t), (1), degen (V (5(1)))),
B(t) = FC(B(L)), é(t) = e(B(t)) e V é um campo vetorial anulador de FC. Como

A

deo(V')(0) = 0, segue direto que ¥pc(0) = 0 e Ypo(0) = det(5(0),€(0),a’(0)), com
a(t) = degy(V(B(t))). Vamos agora calcular ¢ (0). Consideremos primeiramente o
termo B’ X € na origem. Sabemos que

3'=FC,+ FC,d(t)
e, portanto, ﬁ’(O) = FC,(0), jA que FC, = 0 na origem. Por e (5.3), temos
FC, = (1= Rup)fu— prih+ puv = p((k — k) fu — Kih) + puv
na origem. Além disso, € pode ser descrito na origem por

_/ftfu + (H,, - H)h
A )

e =
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onde A = \/ﬁ? + (k — K,,)2. Logo, temos

A 1

B x &=~ (pullsy = w)fu+ h) + pA%v)

na origem.
S6 resta agora encontrar o/(0). Como «(t) pode ser escrita por

a(t) = Vi(B(t))eu(B(t) + Va(5(t))e. (B(1)),
onde denotamos V' = (Vi, V), temos
() = (Vi)u + (Vi)og'(£))eu(B(1) + Vi(ew(B(t) + ew(B(1)g' (1))
+ ((Va)u + (V2)ug' ())eu(B(2)) + V2(B()) (eun(B) (1) + €wng'(1)).
Agora, como Vi, (1), e e, se anulam na origem, segue que
o' = g (Vi)u(e31)u + Va(er)ow) + Val(€1)uw (5.28)

na origem.

Dee= e x,(0) = 0, temos

Xy (1x])w
o T ] e<|x| )

Pelo Lema[5.2.1} temos 2¢y = K} + Kk, € K|, = 6aj — kgky na origem. Por célculos diretos,
usando a forma normal , temos M, = 2¢j e L, = 6a} na origem. Logo, M, = K;+ksk,
e Zu = 6aj — Kksky na origem. Além disso, por , temos fu, = ksh + K,V € hy = K
na origem. Logo,

Xy = — (K + Ks(ky = K)) fu + (K}, = Ku) = Kskir)h — KR

na origem. Logo, na origem,

1

det(ﬁA’, é,e,) = Az

(pu (/@'SAQ + Ky (ky — K) + Ky (Ky — /-ci,)) - /{tAZ) : (5.29)

Prosseguindo, como E,, F,,G,, L, e M, se anulam sobre o eixo-u (ver demonstragdo da
Proposicao , entao F,, Fyu, G, Luy € My, também se anulam sobre o eixo-u. Com
1880 e fuup(0) = 0, obtemos que

Xuw = _K'wuh
na origem e, portanto,

o puKt Ruv

det(ﬁA', &, X)) = A

na origem. Logo, por (5.9)) e pelo Lema temos

B (EG — F>)V4r (L — KkE)
Ko(u,0) = Wiy (u,0).




Congruéncia normal de uma frontal pura 90

. . AT :
Assim, como r.(0) = 0, segue que Ky, = “isJF ha origem.

Com isso, temos
_ Pukare(k — k)
48A2\T

det(@', é,e.)

na origem. B B B B
Consideraremos agora o vetor x,,. Usando F' = F, = L, = E, = k, = hy = hy, =
fuw =0, e G = FE =1 na origem, obtemos que

KXoy = _(Mvv - ﬁﬁvv)fu - Mfuw + (Evv — Ko — /{EUUVL + (hy = K)o (5.31)

na origem. Por f, = vh, (5.1) e o Lema [5.2.1} segue que f,,, = h, = K na origem e
hyw = Zv. Logo, Fy, = E,, = 0 na origem. Para o que segue, precisaremos do seguinte

lema:

Lema 5.4.27. Sob o contexto acima, as sequintes identidades sao validas na origem:

~ Ty ~ ’f’g
Ly, = K; — Ks (—/{V + 3) . My, = 2Kk4k: + 3

Demonstracao: Pelas defini¢oes de Le M e como fuv = Vuww = hy = hy, = 0 na origem,
temos

EUU - - <fuvv7 Vu> - <fu7 Vuvv> € Mvv = - <]’L, Vum}>

na origem. Por (5.1) e o Lema , fuve = KV, que é ortogonal a v,. Logo, Zw =
— {fu> Vaww)- Por outro lado, como v = & com v = f, x h e 1,(0) = 0, segue que

||

Duvv D<E7vav>

7 7?

Vum; -

Agora, por (.1) e calculos diretos, temos

U = (—2uas(u) + 4uascy + Suvagey + 10uv’ages 4 2uv (cs), — v2cy — v*c, — v°(cs5)u,

— 2c9(u) — v*(4ey + v(5es +v(cs)y), 1), (5.32)
Isso implica que

/

RgTp T
_ / s b =
Vyov = <_K’V"{:S — Ky + 6 7_2K5Kt - gv 0) € Vyww = 0

na origem, onde usamos as identidades 2¢j = rsk, + K}, 2a2(0) = ks e 24cy = 1, (ver
Lema [5.2.1)). Por fim, notando que f,(0) = (1,0,0), h(0) = (0,1,0), e »(0) = (0,0,1), o
resultado segue. 0

Continuando os célculos, pelo Lema [5.4.27} o vetor x,, descrito em ([5.31) é dado na

origem por

Ty, , T T 9
Xy = 5 26k | fu + </<,t — Kg (3 — /s,,) — /%U) h + <3(/§V —R) — /ft> v.
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Com isso, temos

—Adet(F, &,%x,,) = —A <B’ X é,va>

r KT r
= ( (2/@'5/@ + 3b> — =3 bk (—/i/t + Ky (/-i,, + gb +/im,)>>

Tp
+ pA? <3(/—$V —K) — /ff)

na origem e, portanto,

—A2det(3,8,e) = pu (/@ (2/@8/@ + %) — H”Trl/’ — Ky (—n; + Kq (KJ,, + 2+ livv)))
+pA? (% (k) — k) — K})

na origem. Por essa equagao e (5.29)), temos

g det(5',&, (Vi)e o Voo
= ¢'(V1)o det($, ,e,) + Vadet(, &, €,0))
g (—rdet(F, &,e ) (ky — k) det(5, &, eyy)) (5.33)

/

§2 (puds + pA2A,)

na origem, onde

/

r
Ay = —k(Vp)ok? + KekpAs + b

3
Ay = K}k, = 20) = (k= 1,5 € Ay= =A% = (r, = K)(28 — i, = ),

(k — Ky,)? + K2KL 4 2Rk (K — K,),

onde usamos a identidade (V p), k% = (Kuo(k — Ky) + Keky) na origem. Note que podemos
reescrever A, e Az por

2
AQZ(KIE:b—KJ?)(QK—HV)—S e Ag—m<(m—/-€,,)—§7>—/€?+

TpRy

3

Agora, usando as identidades k, + & = 2H = k + kg € —K2 + 2 = K = KKy na origem
) 3 t 3 )

dadas em ([5.7]), podemos concluir que A3 =0 e Ay = k(k — K2)(k, — K) na origem.

Por outro lado, como x,, = —ky,h na origem, temos que
_— pukier (K — K,)?
Viadet(3',8,e,,) = — .
12 det(5 ) 48A2T
na origem. De
r'(k — K,)?
Vo) ="
48k2\/T
. (Vp)u
na origem e ¢'(0) = — 0), segue que
© (Vp)y< )
_9pure(Vp)ok® _ (Vp)u(pr)uties” :

AQ - AQ _Vé det(ﬁ uv)
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na origem. Logo,

Vo = det(ﬁ', é )

- 928) (,)u (@@ + 2k (K — ) + %(m —~ m?) + A*(k — ka) (K — n))

na origem, por ([5.28)), (5.30) and (5.33)). Por fim, note que 5’ = p, + pu¢g’, ou seja, p = p,
em 0. Por fim, por construgao, ¢’'(0) = 0 se, e somente se, (Vp),(0) = 0. De ea
as afirmagoes abaixo desta equacao, (Vp),(0) = 0 se, e somente se, r.(0) = 0. Logo o
resultado segue do Teorema [2.2.13 O

O préximo teorema mostra condigoes para que F'C seja também uma frontal pura.

Teorema 5.4.28. Seja f: (R%0) — (R3,0) uma frontal pura na origem. Suponha que
r. se anule identicamente sobre a curva singular v de f e que 0 seja um ponto de ridge
de primeira ordem de f. Entao FC é uma frontal pura na origem.

Demonstragao: Suponha f em sua forma normal . Por 7.(u,0) = 0 e pela Propo-
sigao #v(u, 0) = 0,Vu. Com isso, por (5-21), o eixo-u é também a curva singular
de FC. Como E,, F,,G,, L, e M, se anulam sobre o eixo-u, podemos concluir que x,
também se anula. Assim, como e = e/|e|, e, se anula sobre o eixo-u. Logo Ve se anula
sobre o eixo-u, e consequentemente, 1 rpc também se anula. Portanto, F'C' é uma frontal
pura. ]

5.4.3 Curvaturas de F(C para 5/2-cuspidal edges

Pela Proposicao [5.4.20, quando uma frontal pura tem uma 5/2-cuspidal edge na ori-
gem, suas superficies focais F'C; (j = 1,2) sao regulares na origem. Logo, podemos
considerar suas curvaturas Gaussiana K¢ e média HFC. Para a curvatura Gaussiana,
considere o seguinte resultado.

Teorema 5.4.29. Seja f: (R?,0) — (R3,0) uma 5/2-cuspidal edge com r; # 0. Entio a
curvatura Gaussiana K¢ de FC € estritamente negativa e dada por

K2k
(ki + (ky — K)?)>

KFC:_

onde K € a curvatura principal de f.

Demonstragao: Supomos que f esteja em um sistema de coordenadas ortogonalmente
adaptado. Assim, por (5.3)) e (5.20]), temos,

FCy, = p(k — k) fu — prth + pyv e FC, = pyv (5.34)

na origem e, portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental de F'C sdo dados
por

v

B = pi((ky — R +K]) + 0 FTC = pups, G =p}

na origem. Com isso, obtemos

EFCGTC — (FT)? = plp* (k) — K)* + K7) (5.35)
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na origem. Vamos agora investigar os coeficientes da segunda forma fundamental de
FC. Dex = —(M — &; F)fu (L — kE)h, fu(0) = L,(0) = E,(0) = 0, temos x,(0) =
(K Fy— M) fu+ ((ky— )Gy /2—ky)h. Agora, como e, = ﬁ—x<";|’§”> FC,(0) = p,(0)r(0)

x|

e x é normal a F'C, segue que (FC,,e,) = 0 na origem. Logo, N% = — (FC,,e,) se anula
. . . . FC __ LFCNFC (MFC)2
na origem. Isso implica que a curvatura Gaussiana K% = FFCGFC— (FFC)2 é nao positiva

na origem. Para obtermos uma representacdo explicita para K¢, precisamos calcular
M¥C = —(FC,,e,). Como e = x/|x| e x L FC,, temos (FC,,e,) = (FC,,x,) |x|™".
Note que, como f estd em um sistema de coordenadas adaptado, E e F sio constantes
sobre o eixo-u e, portanto, suas derivadas em relagao a u se anulam sobre o eixo-u. Além
disso, pelo Lema @, temos ', (u) = Ly(u,0) e x}(u) = M,(u,0). Assim,

Xy = —Kpfu — Kt fuu + (K, — Ku)h + (K, — K) Dy,

sobre o eixo-u. Por (5.12)), podemos escrever f,, = ksh + k,v e hy = —kgf, + KV sobre
o eixo-u. Portanto,

Xy, = — (K, + ks(ky — K)) fu + (K, — Ky — Ksky)h — Kykv
na origem. Com isso, temos

M = = (FCye,) = =225 (£0) (5.36)

\//{t Ky — K)?

na origem. A curvatura Gaussiana é dada entao por

KFC — _ (MFe)? L KK L K2k
~ EFCQ@FC _ (FFC)2 o P2 (K7 + (K, — K)?)? o (k7 + (Ky — K)2)2

na origem. 0

O teorema acima implica que, localmente, a superficie focal de uma 5/2-cuspidal edge
é formada por pontos hiperbédlicos quando k; ndo se anula na superficie inicial.

Para a curvatura média da superficie focal de uma 5/2-cuspidal edge, considere a
seguinte proposicao:

Proposigao 5.4.30. A curvatura média HC da superficie focal FC de uma 5/2-cuspidal
edge na origem pode ser representada por

k(s (K7 + (5 = K)*) = (k) — &) = Kiky)

HCErCI — _
2(k? + (ky, — K)?)3/2

na origem.

Demonstracao: Seja (u,v) um sistema de coordenadas ortogonalmente adaptado de f.
Pela prova do Teorema [5.4.29, temos

LFCx| = = (FC,,x,)
=—p (/{S(/{? + (K, — &) +h,(k — k) — k(K] — liu)) + Kikpy (5.37)
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na origem. Como NF¢ = 0 na origem, temos

EFCNFC o 2FFC'MFC 4 GFCLFC
— _2FFCMFC 4 GFCLFC

a7 (= 1)) = K — ) = a0, = ) — pur)

\/ﬁt (K, — K)?

Py (p(ks(K} + (ky — K)? ) ﬁt(ﬁu — K) = Kth)
\/lit — k)2

na origem, onde usamos a identidade p,x = —k,p. Por (5.35]) e a expressao acima, segue
o resultado. O

Exemplo 5.4.31. Seja f: (R?,0) — (R3,0) o germe de aplicag¢io dado por

2 5
f(u,v) = (u,u2 + %,mﬂ + 1;_)) )

A curva singular de f é dada por S(f) = {v =0} e f tem uma singularidade 5/2-cuspidal
edge em 0, basta notar que [ estd na forma normal (5.1)), com cs(u,v) = 1/5. Podemos
tomar o campo unitdario v de vetores normais a f como

(2u(2u + v3) — v?, —2u — v, 1)

)= \/1 + (2u+ 13)% + (02 — 2u(2u + v¥))2

Pelo Lema [5.2.1], temos ks =2, k, =0, Ky =2 # 0,17, =0 er. =72 em 0. Logo, pela
Proposigao e ke # 0, as curvaturas principais ki, ko assumem diferentes valores em
0 (0 ndo é ponto umbilico). Mais precisamente, k1 = 2 e kg = —2 em 0. Consideremos
as curvaturas Gaussiana e média de F'Cy e FCy. Por cdlculos diretos, temos

KF = K = -1 <0

em 0. Por outro lado,
2,4
KK _

(87 (R — y)2)?

em 0, para j = 1,2. Esse raciocinio confere com o Teorema[5.4.29. Além disso,

3 3
HFC1 - _ HFCQ —
22’ 2v/2
em 0 e, como Kk, =0 e Kk, =—4 em 0, obtemos

_lil(lis(li? + (ky — K1)?) — Ky (k) — K1) — KyRl,) 3

2(k7 + (ky — £1)?)%/2 V2
 Ka(ks (K] + (K — K2)?) = Ky(Ky — Ka) — Kuhiy) 3

2(ki + (K — K2)?)3/2 2v2

em 0, o que confere com o dado na Proposicao|5.4.50.
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