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Resumo

O objetivo desse trabalho concentra-se em estudar uma nova metodologia para resolucao
de problemas em matéria condensada, nos quais as particulas estao fortemente acopladas,
nao permitindo um tratamento perturbativo padrao. Esse método, originario da dualidade
AdS/CFT (Anti-de Sitter/Conformal Field Theory), esta sendo conhecido na comunidade
de matéria condensada como Dualidade Holografica. Como aplicacao desta teoria, o
comportamento de supercondutores foi escolhido. A metodologia da dualidade holografica
utiliza uma teoria de campos em um espago-tempo curvo. Partindo da acao associada é
possivel obter as equagoes de movimento das particulas envolvidas. A seguir foi empregado
o uso do software Mathematica-Wolfram, para a resolucao das Equacgoes Diferenciais
através do Método de Frobenius. Os resultados obtidos expressam que os valores esperados
de operadores, as chamadas fungoes de correlacao, sao bem similares a curva de intervalo
de energia previsto pela teoria BCS em funcao da temperatura. Também infere-se a partir
da féormula de Kubo, que os resultados numéricos da condutividade elétrica, claramente
indicam uma condutividade infinita abaixo de uma determinada temperatura critica T,

resultando em um supercondutor.

Palavras-chave
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Abstract

The objective of this work is to study a new methodology for solving problems in conden-
sed matter, in which the particles are strongly coupled, not allowing a standard perturba-
tive treatment. This method, originating from the AdS / CFT (Anti-Sitter / Conformal
Field Theory) duality, is being known in the condensed matter community as Holographic
Duality. As an application of this theory, the behavior of superconductors was chosen.
The holographic duality methodology uses a field theory in a curved space-time. From the
associated action it is possible to obtain the equations of motion of the particles involved.
Next, the use of the Mathematica-Wolfram software was used to solve the Differential
Equations by the Frobenius Method. The obtained results express that the expected va-
lues of operators, so-called correlation functions, are very similar to the energy interval
curve predicted by the BCS theory as a function of temperature. It is also inferred from
the Kubo formula that the numerical results of electrical conductivity clearly indicate an

infinite conductivity below a given critical temperature Tc, resulting in a superconductor.
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Capitulo 1

Introducao

Fisica da matéria condensada é o campo da fisica que trata das propriedades fisicas da
matéria. Em particular, é a que se ocupa com a fase"condensada" que aparece sempre
que o nimero de constituintes de um sistema (4tomos, elétrons, etc.) é extremamente
grande e as interacdes entre os constituintes sao fortes. A fisica da matéria condensada
é uma area da fisica cujo objeto de investigacao engloba o da fisica do estado soélido e
inclui s6lidos amorfos e liquidos|[I]. Muitos problemas em fisica da matéria condensada
atuais escapam ao tratamento ordinério que utiliza basicamente a consagrada teoria de

perturbacoes em mecanica quantica.

Uma moderna metodologia para entender esses sistemas nao perturbativo tem carac-
teristicas tais que acabou ficando conhecida como dualidade holografica. A holografia é
um conceito muito fascinante, ja explorado na antiga Grécia pelo filosofo pré-socratico
Anaxéagoras (500-428 A.C.)|2|, cujas idéias sugerem que cada uma e toda substancia do
universo pode ser dividida infinitamente em partes cada vez menores, no entanto, por
menor que seja essa parte, haverd fragmentos presentes contendo informagoes a respeito
de todas as outras partes do universo. Essa noc¢ao de tudo em tudo é muito bem ilustrada
pela holografia [3]. Mais do que isso, qualquer parte de um holograma contém toda a
informacao contida em todo o holograma. De fato, mesmo com uma pequena parte de

um holograma consegue se reproduzir a imagem tridimensional armazenada.

Atualmente, esse conceito pode ser estendido considerando que todas as propriedades
matematicas presentes em um sistema contido em um volume de dimensao arbitraria d,
podem ser descritas em termos dos graus de liberdade da superficie ou fronteira desse
volume, a qual tem uma dimensao d-1. Um novo campo para uma moderna aplicacao do
conceito holografico se encontra em fenémenos coletivos na matéria condensada.

De fato, existem sistemas importantes para os quais as interacoes entre as particulas
nao sao fracas, e essas interacoes desempenham um papel importante na determinacao das
propriedades coletivas de tais sistemas. Alguns exemplos desses sistemas sao apresentados
a seguir:

1. Supercondutores convencionais. A interacao de Coulomb entre elétrons e fons



2 1. Introducao

nesses materiais, resulta em um novo estado fundamental, que pode suportar um fluxo de
corrente elétrica sem dissipacao. De fato, esse novo estado fundamental é representado
por um par de elétrons acoplados se comportando como um bdson, o qual viaja pelo
material sem sofrer dissipagao de energia.

2. Supercondutores de alta temperatura. Nesse caso, a temperatura de transicao é
surpreendentemente alta. A origem da supercondutividade nesse caso ainda nao esté
clara, mas provavelmente deve ter origem em algum mecanismo de interacdo Coulombi-
ana entre os elétrons, ao invés das interacoes elétron-ion, que sao importantes para os
supercondutores convencionais.

3. Sistemas magnéticos. A interacao de Coulomb entre os elétrons pode levar a uma
variedade de padroes de ordenagdo de spin, incluindo ferromagnetismo (spins de todas
as particulas sdao alinhados), antiferromagnetismo (spins das particulas vizinhas sao anti-
alinhados).

4. Sistemas Hall Qudnticos. Na presenca de um campo magnético perpendicular
forte, elétrons confinados em uma ou varias camadas bidimensionais, formam um novo
estado liquido quantico, que pode ter propriedades incomuns, como excitacoes fracamente
carregadas, que dessa forma representam um novo grau de liberdade para o sistema.

Muitos outros exemplos aparecem no estudo de novos materiais em matéria conden-
sada. Dessa forma, tém-se observado que é muito comum que quando um sistema de
particulas é fortemente acoplado, esse sistema se reorganiza de modo que um novo grau
de liberdade, fracamente acoplado, emerge dinamicamente, de modo que o novo estado
possa ser descrito somente em termos dos campos emergentes.

Nessa dissertacao nos concentraremos no fenomeno da supercondutividade que é um
fendomeno fisico que foi descoberto em 1911 pelo fisico holandés Kamerlingh Onnes, o
qual recebeu o prémio Nobel dois anos mais tarde em virtude de seus trabalhos com bai-
xas temperaturas. Ele verificou que certos tipos de substancias quando em temperaturas
muito baixas, muito proximas do zero absoluto, apresentavam resisténcia elétrica quase
nula, ou seja, os elétrons livres que fazem a conducao da corrente elétrica podiam transi-
tar livremente na rede cristalina. Esse fenomeno, observado por Onnes, ficou conhecido
como supercondutividade e o material que se encontra nesse estado ¢ denominado de
supercondutor.[4]

A Teoria BCS foi proposta por John Bardeen, Leon Cooper, e John Robert Schrieffer
e explica o fenomeno da supercondutividade. Ela afirma principalmente que os elétrons
em um material quando no estado supercondutor se agrupam em pares chamados pares de
Cooper. Os pares de Cooper sao elétrons condensados em estados de menor energia. Esta
formagao de pares de Cooper depende da microestrutura do material, da forma da rede
cristalina, jA que este par de elétrons se move de forma acoplada com a rede, formando
um campo emergente. [5]

A grande e surpreendente novidade é que o campo emergente pode ser estudado em um

espaco com uma dimensao extra, sendo que esse espaco apresenta caracteristicas de uma
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teoria gravitacional einsteniana. Em outras palavras, existe uma correspondéncia entre
um sistema de muitos corpos fortemente correlacionados e a dinamica classica de uma
teoria de gravitacao de Einstein com uma dimensao extra. Essa correspondéncia ficou
conhecida como dualidade holografica. Esse moderno conceito de dualidade holografica,
que sera o principal objeto de estudos dessa pesquisa, tem sua origem na conjectura de
Maldacena [6].

Maldacena descobriu uma correspondéncia entre uma Teoria Quantica de Campos
(QFT - Quantum Field Theory), invariante sob transformagoes que preservam angulos,
conhecida como Teoria de Campo Conforme (Conformal Field Theory - CFT) e um es-
paco constituiiddo de uma variedade Lorentziana, simplesmente conexa e maximamente
simétrico com curvatura negativa, o qual é conhecido como espago Anti-de Sitter (AdS).
Essas idéias serao descritas claramente mais & frente.

A conjectura de Maldacena nada mais é do que uma dualidade entre CF'T e AdS. Nesse
sentido, a dualidade AdS/CFT é uma realizagdo moderna da holografia que relaciona uma
teoria com gravidade em d dimensoes e uma teoria quantica de campo em d — 1 dimensoes.
Na verdade, da forma como Maldacena conjecturou a dualidade AdS/CFT, é necessario
que o espaco AdS seja governado por uma teoria que envolva nao somente aspectos de
relatividade geral, mas também aspectos quanticos. Essa teoria é conhecida como Teoria
das Cordas. De fato, o interior (ou o corpo) do espaco AdS é governado pela teoria de
cordas com supergravidade, enquanto que em sua superficie (ou fronteira) esta localizada
a CFT. A dualidade holografica ou dualidade AdS/CFT tem aberto novas portas para
se estudar fenomenos de muitos corpos fortemente acoplados, que quando comparada aos
métodos tradicionais apresenta novas caracteristicas marcantes, das quais podemos citar:

1. Questoes a respeito de fenomenos complicados de muitos corpos podem ser ma-
peados em um sistema de um ou poucos corpos vivendo em um campo gravitacional de
Einstein;

2. Colocar o problema em temperatura e densidade finitas no sistema de muitos
corpos a ser estudado, o qual se localiza em um espago de d dimensoes (uma fronteira),
corresponde a colocar uma deformacao na geometria do espago de d + 1 dimensoes (volume
interno ‘a fronteira);

3. Para pequenas curvaturas e baixas energias, a geometria pode ser estudada pela
gravitacao classica de Einstein com campos de matéria, que através da dualidade se liga
a sistemas N corpos fortemente acoplados. Com isso se pode extrair propriedades fisicas
universais do sistema de N corpos. Essas sao algumas das caracteristicas basicas do
método.

A Teoria de Campos Conforme ganhou grande destaque nos tltimos anos devido a
quantidade de aplicacOes nas mais diversas areas da fisica. A fisica da matéria condensada
é uma das areas em que as CFTs tem demonstrado sua capacidade de tratar uma ampla
gama de problemas. De forma geral, pode-se dizer que as CFTs sao teorias de campos

(classicas ou quanticas) que descrevem sistemas que possuem simetria conforme, ou seja,
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sdo invariantes por uma transformacdo conforme. E um fato bem conhecido 7] que
sistemas bidimensionais exibindo invariancia de escala em pontos proximos as transicoes
de fase possuem simetria conforme. As quantidades fisicas relevantes sdo dadas pelo que
podemos chamar de campos de escala. Exemplos de campos de escala sao a densidade de
spin e a densidade de energia no modelo de Ising bidimensional.

O campo da ciéncia que aplica a correspondencia AdS/CFT em fisica da matéria
condensada é chamado de AdS/CMP (condensed matter phisycs). Assim, como dito
anteriormente, algo que podemos esperar deste modelo sao os supercondutores, e mais
precisamente aqueles de alta temperatura critica (7.). A principal razao é que desde
a sua descoberta em 1986, supercondutores de alta 7, tem resistido a descricao teorica
microscopica. A teoria BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer)[5] que descreve os supercondu-
tores “usuais” parece ser inadequada para descrever esses sistemas e a esperanca ¢ de que a
AdS/CMP ira de alguma forma prover uma nova aproximagao tedrica neste problema. Ha
indicadores que esse é o caso, mas a acurancia da correspondéncia AdS/CFT no presente
momento torna isso ainda dificil.

Algumas das possiveis aplicagoes da correspondéncia holografica ainda estao em anda-
mento. De acordo com Horowitz e Polchinski [8] considera-se dificil acreditar a natureza
nao fazer uso dessa correspondéncia, mas a maneira exata em que ela o faz permanece
sem ser descoberta. Além dos supercondutores holograficos, a abordagem holografica
tem sido usada para entender alguns outros aspectos da fisica da matéria condensada,
incluindo liquidos nao-de-Fermi [9], [10], efeito Hall quantico |11, 12], metais estranhos
[13, [14], isolantes topologicos [15], 16, 17|, modelo de Hubbard [18] e assim por diante.
Uma aplicagao importante usando a dualidade hologréfica é descrever a cromodinamica
quantica (QCD), especialmente o plasma de quarks e glions produzido em aceleradores de
particulas. E referida como AdS/QCD ou QCD hologréfica, que tem sido amplamente es-
tudada 19, 20% 211, 22} 23]. Outro assunto emergente é a correspondéncia fluido/gravidade,
que traduz problemas em dinamica de fluidos em problemas na relatividade geral [24] 25].
Esse numero enorme de aplicagoes dentre outras explica por que alguns pesquisadores
consideram o buraco-negro para a fisica do século XXI o que foi o oscilador harmonico
para a fisica do século XX.

O objetivo geral dessa dissertacdo é estudar a dualidade holografica como um novo
método para resolucao de problemas em matéria condensada, nos quais as particulas estao
fortemente acopladas. Dentre os objetivos especificos estao:

e Apresentar a Teoria do Campo Conforme e a Geometria Anti-de Sitter;

e Analisar a aplicacdo da dualidade holografica para Campo Escalar neutro e carre-
gado;

e Aplicar todos os conceitos numa teoria para a supercondutividade;

e Obter resultados, através do uso do software Wolfram-Mathematica, similares a
teoria BCS (supercondutores).

Assim, nessa dissertacao procura-se explorar quais os limites e contribuicoes da teoria
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AdS/CMP na descrigao de supercondutores “usuais”, e como a teoria AdS/CMP pode ser-
vir de apoio tedrico/metodolégico para uma melhor descri¢do de supercondutores “usuais”,
descritos pela teoria BCS.

No capitulo 2 estao descritos com maiores detalhes a geometria do espaco AdS e a
invariancia conforme, que caracterizam a dualidade hologréfica.

No capitulo 3 é apresentado o método bésico da dualidade AdS/CFT, descrita para
um campo escalar neutro que representa uma particula bosénica[]. Sera demonstrado o
método de renormalizacao holografica, necessério para eliminacao dos termos divergentes.
Finalmente serao obtidas as funcoes de correlacao de um e dois pontos, essenciais para se
obter quantidades fisicas de um sistema, como as condutividades térmica e elétrica.

No capitulo 4, utilizando-se de toda a teoria apresentada nos capitulos anteriores, é
obtida uma relagao de dependéncia entre a métrica de Schwarzschild-AdS (buraco negro)
e a temperatura da regiao do espaco-tempo. Entao a dualidade AdS/CFT sera estendida
para o campo escalar carregado. As equacoes de movimento obtidas sao entao resolvidas
através do software Wolfram-Mathematica, de modo que as fungoes de correlagao possam
ser obtidas. Dessa forma, serd determinado o fluxo do campo escalar carregado o qual re-
presenta o comportamento de uma corrente elétrica perante uma diferenca de potencial.
Pode-se entao determinar a condutividade do sistema em funcao da temperatura. Fe-
chando o capitulo 4, serd discutido o problema pratico da supercondutividade, revisando
os principais resultados do modelo tradicional (teoria BCS - Bardeen-Cooper-Schrieffer)
e comparando com resultados produzidos pela dualidade hologréfica.

No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes gerais e discussoes acerca dos resulta-
dos obtidos neste trabalho. Para finaliza a dissertacao sao apresentadas as referéncias

utilizadas nesse trabalho.

!Na natureza, as particulas se classificam em dois tipos: boésons e férmions. Os férmions obedecem o
principio exclusao de Pauli, enquanto que os bésons nao. Os pares de Cooper que aparecem na supercon-
dutividade, sdo construidos com dois férmions acoplados (dois elétrons) formando um béson. Por isso,
essa dissertacao sera focada no estudo de campos escalares.
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Capitulo 2

Geometria do Espaco AdS e Simetria

Conforme

2.1 Transformacao Conforme

Para entendermos a transformacao conforme, consideremos primeiramente um espago
plano em d dimensoes e transformacoes nesse espaco que, localmente, conserve angulos
entre duas linhas quaisquer, como mostrado na Figura Na figura abaixo, ocorre o
mapeamento de uma funcao complexa com coordenadas x e y, plotadas no plano z, para
uma funcao com coordenadas planares u e v, presentes no plano w. A transformacao

conforme é feita com o objetivo de facilitar o calculo de determinado processo.

=
I

= (x+iy)? =x? —y* + 2ixy = u(x,y) + iv(x,y)

AN

v constante

constante

g . .
/ u
\ | B
b \/
Plano z \/ Plano w

Figure 2.1: Transformacao conforme em duas dimensoes.

<

De um ponto de vista formal, uma transformacao geral de coordenadas, x, — x/,, que
representa um mapeamento ¢ entre dois espagos, tal que x/ = f(x), é dita conforme se o

mapeamento leva ao seguinte efeito na métrica :
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, . 0x'Pox’?
9o(z”) D D = () g (). (2.1)

/ ) ~ , . ,
onde g;,,(x’) e gn,(x) sdo os tensores métricos de cada plano de coordenadas, €)(x) é o fator
de escala e levamos em conta o critério de Einstein de soma em indices repetidos para

tensores. Considere agora uma TQC (Teoria Quantica de Campos) que descreve algum
?

problema fisico em um espago-tempo de d-dimensoes (t,Z), com T = (2!, 22,... 2¢71).
Considere que esse problema estd imerso em um espago com d + 1 dimensoes (¢, T, z).
Nesse caso, se o problema apresentar invariancia conforme, podemos escrever a distancia

entre pontos como

ds® = Q(2)g,,dz"dz”
= Q(2) (—dt* + dF* + dz?)

onde (z) é uma fungao a ser determinada para satisfazer a invaridncia conforme.
Como comentado no capitulo anterior, muitos problemas em matéria condensada apre-

sentam invariancia de escala, que é um tipo particular de invariancia conforme. Nesse caso,

o termo ds? deve ser invariante pela seguinte transformacao:
(t,Z,2) — A (t, 7, 2)

onde A é um fator de invariancia conforme.

Portanto, para que ds® seja invariante, a fungao (z) deve se transformar como

Q(2) — X7'Q(2).

Consequentemente, uma forma apropriada é

Qz) = —

227

onde L. é uma constante especifica da curvatura do espaco. Com isso, pode-se escrever
, L7 2 2 2
ds* = — (—dt® + dz* + d2?) , (2.2)

que é um elemento de linha de um espago AdS em (d + 1)-dimensoes.Note que a TQC de
interesse fica na fronteira do espaco AdS com z = 0. Entretanto, a métrica é divergente

em z = 0, de modo que deve-se tratar com cuidado as solugoes nessa fronteira. A partir
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dessa métrica, o tensor métrico fica escrito como

_L2/Z2 0 0 . 0
0 Lz/zz o .- 0
G = 0 0 22 - 0 (2.3)
0 0 0 ces LQ/ZQ

2.2 Espaco Anti-de Sitter

Pode-se mostrar que a métrica (2.2)) é solugao da equagao de movimento obtida por meio

da seguinte acao gravitacional

1
5= 167TGN

/dd“x\/—g [—2/1 + ZCiRl} .

Nessa expressao Gy é a constante de gravitacao de Newton, A é a constante cosmolo-
gica, g = det[g,], cis sdo constantes a serem determinadas e R é o escalar de curvatura
do espago-tempo, que pode ser obtido por

R=¢"R

oz

sendo R, conhecido como tensor de Ricci.

Escolhendo ¢y =1 e ¢y = c3 = --- = 0 temos a acao de Einstein-Hilbert. Aplicando
o principio variacional e tomando a métrica como variavel dinamica, obtem-se a seguinte

equacao de movimento
1
R, — §gu,,R = Agu- (2.4)

Contraindo com a métrica inversa, ou seja, tomando o traco dessa equagao, obtemos

d+1
R=g"R,, = 2%/1.

Por outro lado, o tensor de Ricci é definido por

R, =R

YAV

onde R:\//\V ¢ conhecido como tensor de curvatura de Riemann,

« aF)(\l’Y 8F5a’7
W 9B O

VST — T Ts.
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em que [' é o stmbolo de Christoffel, expresso por:

r 1 <0gw L %9 _ ag,w) '

py = 2\ Oxr ox” oxY

Com as expressoes até aqui apresentadas, é possivel encontra a curvatura caracteristica

do espago descrito pela métrica encontrada em (2.2)). Essa curvatura é dada por

dd+1)

R=—="3

que claramente é negativa, caracterizando o espaco anti-de Sitter. Além disso, esse espago-

tempo possui uma constante cosmologica, dada por:

d(d—1)

A=—
212

Assim, a equagao de movimento (2.4) se estabeleceu como:
d
R,uz/ + ﬁg,uz/ =0. (25)

Caracterizando a equacao de movimento para o espaco Anti de Sitter.

2.3 Graus de Liberdade no Espaco AdS

Como ¢ bem conhecido, em teoria quantica de campos, normalmente sao produzidos
termos divergentes. Assim, para regularizar uma teoria de campos, é preciso eliminar esses
termos, uma vez que o resultado final deve ser comparado a um resultado fisico finito.
Dessa forma, foi desenvolvida a teoria do grupo de renormalizacao, que ¢ um procedimento
matematicamente preciso no qual os infinitos podem ser eliminados de forma consistente.
De fato, muitas vezes pode ser necessario regularizar a teoria tanto no limite de baixas

energias (limite infravermelho) e no limite de altas energias (limite ultravioletas).

Primeiramente o sistema pode ser colocado em um caixa de tamanho R, que serve de
limite infravermelho e também pode-se introduzir uma célula de espacamento minimo e
que servira de regulador ultravioleta. Em um espaco-tempo de d dimensoes, o sistema fica
com (R/e)d_1 células. Se crgc é o nimero de graus de liberdade por célula, que também

é conhecido como carga central, entao o niimero total de graus de liberdade ¢ dado por

Ry 41
Nroc = (;) cTQC-

Por outro lado, de acordo com a férmula de Bekenstein-Hawking, o nimero de graus

de liberdade contidos em uma regiao do espaco AdS é igual & sua entropia total, que é



2.3. Graus de Liberdade no Espaco AdS 11

proporcional & superficie dessa regido:

Aa
Nags = | =2

com Ay sendo a area da fronteira do espaco AdSy.1 com z — 0. A area pode ser obtida

integrando o elemento de volume correspondente a métrica (2.2)) na fatia z = ¢ — 0

I\ 41
Ay = /ddlx\/gz (—> /ddlx.
€

Z=€ Z=€

Se o sistema é colocado em uma caixa, entao

d—1 d—1
/dd1$:Rd1:>Aa: @ :>NAdS:L @ )
€ 4G N \ €

zZ=€

Finalmente, pode-se comparar os graus de liberdade

1 (RL\%! R\%! L1
5 ()= () e[ ]

Devido ao fato de a curvatura escalar aumenta com 1/L?, implica que quanto maior

o numero de graus de liberdade da TQC, menor é a curvatura. Assim, para a resolucao
de problemas na area da matéria condensada, com muitos graus de liberdade, podemos
utilizar a gravitacao classica de Einstein com baixas curvaturas, para facilitarmos

os calculos através da teoria holografica.
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2. Geometria do Espaco AdS e Simetria Conforme
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Capitulo 3

Dualidade AdS/CFT para o Campo

Escalar Neutro

3.1 Equacao de Movimento do Campo Escalar no es-

pago AdSg

O exemplo mais simples no qual se pode aplicar as técnicas da dualidade AdS/CFT é o

campo escalar. Consideraremos o espago AdS;,; na forma euclidiana

LQ
ds® = = [dz* + 6, da' dz”]. (3.1)
2

Por outro lado, a densidade lagrangeana para o campo escalar ¢no espaco AdSy;,,é

descrita por

L= —g[gMNanaaNd) + m2¢? (3.2)

onde 7 representa uma constante de normalizagao, que sera tutil mais a frente, e onde

utilizamos a notagao compacta

%

Dessa forma, a acao do campo escalar ¢ é descrita por

S = /dd“x\/ﬁﬁ. (3.3)

onde a g representa o determinante da métrica do espago AdSy, 1.

Com o principio de minima acao, chegamos a equacao de Euler-Lagrange para o campo

oL oL
26~ (at0a) =°

Usando a densidade Lagrangeana (3.2)) , a equagdo do movimento em fungao do campo

escalar obtida é
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%GM(\/EgMNaNQS) — m2¢ =0. (34)

De maneira mais explicita, usando a métrica (2.3)), esta equagao se torna:
20221 702¢) + 226,,0,0,0 — m*L*¢ =0 (3.5)

Um método para a resolucao dessa equacao diferencial consiste em fazer a transfor-

mada de Fourier de ¢ nas coordenadas z*. Dessa forma, encontra-se

gb(z,x“):/(;lﬁl;deikxfk(z). (3.6)

Logo, a equacao do movimento torna-se

2M102( 02 ) — K222 f — mPL2 f = 0, (3.7)

Para resolver a equagao (3.7) proxima da borda z = 0, faz-se a seguinte tentativa com

fr ~ ZPpara algum expoente 3, em que 3 deva satisfazer a expressiao quadratica

BB —d) —m*L* =0, (3.8)

d [
=5+ 7 +mL (3.9)

Assim sendo, proximo a z ~ 0 a fungao fy(z) se comporta como:

cuja solucao é dada por:

fu(2) = A(k)2*2 4 B(k)z~ (3.10)

d d?
A:§+V, com v = Z—l—mQL?. (3.11)

Usando a transformada inversa de Fourier pode-se escrever a expansao proxima da

onde Aé dado por:

borda no espaco das posicoes da seguinte maneira:

o(z,2) ~ A(x)z"2 + B(x)z2. (3.12)

z2—0

Nota-se que A é real se v € R, o que ocorre quando a massa m satisfaz a desigualdade

m? > —(ﬁ)? (3.13)

O que implica que m? pode ser negativo e ao mesmo tempo satisfazer (3.13)). Desta

forma, e considerando v > 0, temos
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V:A—gz()(:)d—AgA (3.14)

que é satisfeito proximo a borda, tornando o termo proporcional a 22 em (3.12)) domi-
nante quando z — 0. Assim, negligenciando o termo B(x) da solu¢ao independente do

campo (3.12), teremos

(2 =€,2) = 2 A(z). (3.15)

Devido ao fato do termo d — A tornar-se negativo quando m? > 0, o termo relativo a
A(x) da Equacao (3.15) normalmente diverge, tendendo ao infinito assim que aproximamos
da bordaem z ~ ¢ — 0. Com o intuito de remover a divergéncia posteriormente, definimos

uma nova fungao ¢(z) , cuja funcdo é de anular os fatores das poténcias que seriam

divergentes (3.15)),

o(x) = lim,_02° " %p(2, x). (3.16)

Da forma como esté definida, podemos identificar
o(r) = A(x). (3.17)

Notadamente, essa definicdo de p(z) é sempre tida como finita.

De acordo com a metodologia AdS/CFT, se O é o operador dual a ¢, a agao é dada

por:

Soty ~ / 2 Aeb (e, 1)Oe, 7) (3.18)

onde 7, = (%)2‘1 é o determinante da métrica induzida no contorno z = €. Entao, com a

d—A

substituicao ¢(e, x) = €* 2 p(x) na acao Sy, obtem-se:

Sbdy ~ /ddxgo(x)eA(’)(e,x)

Para fazer Syq, finito e independente de € quando € — 0 , devemos exigir:

O(e, z) = 2 0(x) (3.19)

Essa relacao mostra que A deve ser interpretado como a dimensao de escala do ope-

rador dual O. Da mesma forma , da relagao de ¢(e, ) = ¢?=2

ser interpretado como a dimensao de escala da fonte . Retomando de (3.11) onde

o(z) segue que d — A deve

d d
_ ¢ Doy og2
A 5+ (2)+mL,
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sem? > — (%)2, a dimensao de escala correspondente é real. Assim, existem trés diferentes

situacoes, dependendo do valor de massa m.

O primeiro caso é aquele em que m? > 0. Neste caso, A > d e dessa forma, esté

sendo acessado as distancias curtas ou seja, a regiao do ultravioleta da teoria. Quando
m? = 0 noés temos que A = d. Finalmente, se m? é negativo e toma valores no intervalo
—(£)? > m? > 0, obtem-se A < d momento em que é acessado a regido do infravermelho

da teoria.

3.2 Solucoes nas Fronteiras do espaco AdS,;

Comegamos definindo a fungdo gx(z) como:

felz) = 2 gi(2). (3.20)

substituindo em (3.7)), é facil verificar que g satisfaz a equagao:

P02, + 20.9 — (V + K 2)ge = 0, (3.21)

que é justamente a equacao modificada de Bessel, para a qual existem duas solucoes

independentes entre si, de modo que
gk = a1, (kz) +a_I_,(kz),

onde I,,sa0 as funcoes modificadas de Bessel.

3.2.1 Comportamento para z's pequenos.

Note que para z — 0, a fun¢ao modificada de Bessel comporta-se como:

1 z

-[:IZV(Z) zfﬂ F(l i V) (_):ﬁ:u‘

2

Assim, fi(z) fica escrito como

fi(2) = 2¥% (a1 (k2) + a_I_,(k2)) (3.22)

Portanto, quando z — 0, temos

1 A 1 B\ AT
~ A - (M d—-A_ - [M
W et (5) e e (3)
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e comparando com (3.10)), obtem-se

Voltando em (|3.22)

bt 4

fr(z) = 292

A(R)D(1 — 1) (g) 1 (ke) + BRI+ 1) (g) I,,(kz)] (3.23)

3.2.2 Comportamento para z's elevados.

Vamos considerar agora o comportamento quando z — oo. Para z’s muito grandes, a

fungao I1,(z) se comporta como

eZ

Iiy(z) zfoo oz’

Entao, depois de mudar z — kz, nés temos para grandes z’s

d
Z§€kz

V2rkz

o qual diverge quando z — 0o a menos que o coeficiente no colchete desapareca. Entao,

A1 - v) (g) + B(K)(1+v) (g) ] :

deve-se exigir que:

O M (YT

Esse resultado mostra que A(k) e B(k) nao sao independentes.

3.3 Funcoes de Correlacao

Muitas quantidades fisicas importantes como a condutividade térmica ou elétrica podem
ser obtidas através das fungoes de correlagao. Vejamos agora como calcular fungoes de
correlagao a partir da dualidade holografica, cujo objetivo seja obter uma funcao de cor-
relagao do tipo

(O(21)..0(z,,)) .

Na teoria de campos essas funcoes de correlacao podem ser calculadas a partir da

funcao geratriz, a qual é obtida perturbando-se a funcao lagrangeana através de um termo
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de fonte (interacao)
L = L+J@)O0@) =L+ L. (3.25)

O funcional gerador é dado por

Zarrld) = (eonl cJJ>QFT (3.26)

e as funcoes de correlacao conectadas sao obtidas das derivadas funcionais de Z

<HO(%)> H(;J logZqrr|J]] =0

Vamos considerar agora um campo qualquer ¢(z,x) imerso no espago AdS. Se ¢g(x)

for o valor no contorno z = 0, entao denota-se

do(z) = (2 = 0,2) = d|oaas(z) (3.27)

O campo ¢ é descrito como uma fonte do operador dual O na QFT[!] Conforme foi visto,
a fonte real nao deve ser o valor de ¢ em z = 0, pois ¢ é tipicamente divergente nesse
limite. Dessa forma, pode-se definir uma nova fonte que seja finita nesse limite da seguinte
forma,

o(x) = lim 227 9¢(z, x). (3.28)

z—0

A prescrigao da correspondéncia Ads/CFEFT para o funcional gerador é [7, 26]:

ZQFTWO] = <€$P[/ ¢00]> QFT = ngmdade[éb — ¢y

onde Z g qvidade [ — ¢o] ¢ a fungao de partigdo da teoria gravitacional que pode ser obtida
como uma soma da exponencial da acao avaliada em todas fungoes que tem o valor ¢ no
contorno do espaco AdS. Entretanto, no limite em que a gravidade classica domina, ou
seja em baixas energias, pode-se substituir a soma pelo termo correspondente a solucao

classica. Assim, o funcional gerador pode ser escrito como

ravidede gy (classica)
Zgr(wzdade (b — ¢0 E € Sgravidad ~ exp <Sgravidade
{p—d0}

Por outro lado, o valor da agao da gravidade classica é tipicamente divergente e tem
de ser renormalizada seguindo os processos de renormalizagao holografica [27, 28] o qual

serd visto mais adiante. Dessa forma, a acao classica passa a ser substituida pela versao

Lgo exerce o papel de J (fonte/interacao) na QFT usual
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3 A ren
renormalizada, a qual serd denotado por S;r7, , de modo que

l0gZgrr = Syraul® — ¢ol.
Além disso, a funcdo de correlacao de N-pontos podera ser obtida computando as
derivadas com respeito a funcdo finita ¢ = z2~9¢(Apéndice @

gn Sren
(O(z1)...0(xy,)) grav{(b]

a (5(,0(x1)...<,0(xn)b:0' (3.29)

Para entendermos melhor esse processo, vamos considerar alguns exemplos importan-

tes: as funcoes de correlacao de um e dois pontos.

3.4 Funcao de um ponto para o campo escalar

Nessa secao sera apresentada com detalhes, a técnica de renormalizacao hologréfica. Esta
técnica é necessaria para se obter a funcao de correlacao de um ponto. Voltemos a agao

para o campo escalar imerso no espaco AdS, que foi apresentada em (3.3))

Sgrav - _g/dd+1x\/§ [gMNaAI¢8N¢ + m2¢2} :

Essa agao pode ser reescrita como
Sgrafu = _g/dd+1xaM [\/EQMNQbaNQﬂ + g /dd+1x¢ [aM (\/ggMNaNgb) - \/§m2¢] :

Usando a equagao de movimento ({3.4) verifica-se que o segundo termo deve se anular.

Fazendo com que a acao passe a ser descrita como

Sgrtw = _g/dz /ddxaM [\/EQMN(baNQS]a

onde explicitamos a coordenada extra z. Expandindo a derivada, encontra-se

Sgrav == _g/dz /ddx [az (\/ggzz¢az¢)+au (\@guy¢au¢)]

o0 o

= -1 [a| [ ao.(vago0.0)| - L [ s [ [ 'z0,(Vag o0,

€ €

A integragao ¢é feita em todo o volume do espaco AdS, sendo as fronteiras da coor-
denada z em € e no co. Assim, levando em conta que os campos se anulam no infinito,

o segundo termo deve se anular, e a integral em z no primeiro termo também pode ser
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resolvida de modo que resta
_ n d 2z
Sgrav - §/d x (\/gg ¢6Z¢)|z:5 .

Essa acao também pode ser reescrita como

1
S = / &% [11(z,2)é(z 2)]l._.

onde foi definido o momentum canonicamente conjugado como

= 1997 0:9. (3.30)

Trabalhando com a transformada de Fourier do campo e de seu momentum canonica-

mente conjugado,

o(z, ) I/%eikﬁfk(z) II(z,x) :/(;};deikmnk(z) (3.31)
obtemos
o 1 d%k dek! d$ ei(k’—i—k’)x . " B 1 Aok ) )
S = 2/(27‘-)d/(2ﬂ,)d/d [fk( )Hk( )Hz:e_ 2/(27T)d [fk( )H—k( )}

De acordo com a equacao 1 , proximo de zero temos o seguinte comportamento
fr(2) ~ A(k)z%2 4 B(k)z®. Usando a definicio do momentum canonicamente conju-
A
gado (3.30) encontra-se

()~ n1vag=o. (AR + B(k)2)]

zZ=€

_ (é) [(d - B) AR)EE + AB(R)A ]

€

= L' [(d—A)A(k)e ® + AB(k)e* .

Dessa forma, chegamos a seguinte acao

Sgrav = "LQ_ / (gﬁl;d {(A(k)e"™2 + B(k)e®) [(d — A) A(—=k)e ™ + A B(—k)e* ] }
= B [ G A ARIBR) + (= &) A BE)+

+(d — A) A(k)A(=k)e* 2 + A B(k)B(—k)e** ™}

trocando o sinal dos momenta em alguns termos e utilizando o fato que na regidao que

estamos tratando, d — A < A (3.14)), para conservar somente termos que nao se anulam
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com € — 0, obtemos finalmente

nL4-1 dk
Sorav = = / 2ny {d A(k)B(—k) + (d — A) A(k)A(—k)e?2}.

Uma vez que d < 2A o segundo termo é divergente. Dessa forma, para obter uma fun-
cao de correlacao com sentido fisico, deve-se acrecentar o que é chamado de contratermo
na Lagrangeana, de modo que o termo divergente seja cancelado, o que é conhecido como
procedimento de renormalizagao em teoria quantica de campos.

Para darmos andamento ao procedimento, primeiramente notamos que o termo di-
vergente envolve o produto A(k)A(—k). Dessa forma, para que o termo divergente seja
eliminado, sem que o resultado fisico seja alterado, um candidato a ser inserido na acao
e, que possivelmente consiga remové-lo, deve ser proporcional ao quadrado do campo, de

forma que a agéo dos contratermos possa ser escrita como
2
Ser =N / d?r\/ke? (e, x)
Fronteira

onde N é um fator a ser determinado e x ¢ a métrica induzina na fronteira dada por

2
2 _ o v __ o v
dsi_. = K dxtde” = = dpdxtdx”.

Levando em conta (3.31]), chega-se em

Ser = N[ atek [ o [ et (e + B

Fronteira

x (A(K)e™2 + B(K')e?)

NLd/ (%d [A(k)A(—k)e* 22 + 2A(—k)B(k)] -

Entao se escolhermos

a acao

Ser = —L(d—A) / /R (e 7)

2L |
— - [ A s ean s

quando somada & acao original produz uma acao sem divergéncias. Dessa forma, a acao

renormalizada fica escrita como

Syene = =3 / A y/g | N Onddns + (m? + 75 (A= 8)3(z— ) ] .
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O termo entre parenteses atua como uma massa renormalizada, cujo fator de renor-
malizacao é proporcional a € , configurando-se na massa fisica medida experimentalmente
em laboratorio.

No espago dos momenta, a acao renormalizada passa a ser escrita como

ren __ n d—1 ddk
Syine = 5L (28 = d) / i ACRIB).

Levando em conta (3.17)), p(z) = A(z) e que existe uma relagao funcional entre A e
B, Eq. (3.24), podemos reescrever a So como

grav

d .y 2
s =30 ea-a) [ G leent ) (5) ew,

De acordo com a se¢do anterior, especificamente na equagao (3.29)), a fun¢ao de cor-

relagdo do operador O na presenga da fonte envolve derivadas funcionais 6 /dp(z) que no

espaco dos momenta fica escrita da seguinte forma:

— (2n)?

o () op(—Fk)

Para o caso de 1 ponto obtém-se

55’7”677, —v 2v
00, = ot e - T () o

Utilizando novamente (3.17) e (3.24), obtém-se

(O(K)), = nL* ' (2A — d)B(k) | (3.32)

Sendo que B(k) estd diretamente relacionada & fungao de correlagdo de um ponto e

de acordo com

3.5 Teoria da Resposta Linear e a Funcao de Correlacao

de dois pontos

Na representacao de integrais de caminho de Feynman, a fungdo de um-ponto com uma

fonte é escrita como

(O(2)), = / [DY]OeSEWI+] dew)Ow),

onde 1 representa os campos e ¢ representa a fonte. Expandindo o expoente dessa

expressao numa série de poténcias da fonte ¢, obtém-se

(O(2)), = (O(x)) ,—g +/ddy (O)O()), #(y) + ...
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Considerando observaveis ordenados normalmente (operadores de destruigao a direita)
de modo que no vacuo teremos (O(z)) _, = 0. Note que isso sempre pode ser obtido se
for subtraido de O seu valor esperado no vacuo (VEV) sem fonte. Entdo, (O(z)),, mede a
flutuacao do observavel em torno de valores esperados, ou seja, temos a resposta linear do
sistema para a perturbacao externa pela fonte. Assim, definindo a funcao de dois-pontos

no espaco euclidiano como

podemos escrever:

(©@), = [ dyGate ~ y)ely) (3.33)
Dessa forma, no espaco dos momenta, a funcao de correlagao de dois pontos fica escrita
como
(O(k)) B(k) (—v) (k\*
Gp(k) = —-2 =nL¥ ' (2A —d) ——= = 2upL*! (—) : 3.34

onde foram utilizados os resultados (3.32) e (3.24]), além do fato que (k) = A(k).

3.6 Coeficientes de Transporte

Neste item, vamos estabelecer a importancia das fungoes de correlacao de um ponto, que
no limite de baixos momenta e baixas frequéncias, auxilia-nos a obter o coeficiente de
transporte de um sistema que reage a uma fonte variavel no tempo . Esta interpretacao
fisica nos da a parte experimental das equagoes aboradadas até aqui, proprias da dualidade
hologréfica. Considere uma TQC na qual é incluida uma fonte ¢(x) (interagao) acoplada

a um operador de campo O(x) da seguinte forma
S =50 +/dda:(’)(x)gp(x)
Como vimos em (3.32)) a funcao de correlagdo de um ponto é dada por

©O)), = - [ dyGrla - v)e(w) (3.39

A causalidade leva a seguinte dependéncia temporal
iGr(r —y) = Ozo — 1) ([O(x), O(y)]) -
No espaco dos momenta, a funcao de correlagao fica escrita como

<(9(w, /2)> = —Galw, B)p(w, k). (3.36)

@
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No limite de baixos momenta e baixas frequéncias, a resposta do sistema a um fonte

variavel no tempo, pode-se fazer a seguinte aproximacao

(0), ~ —x0Oip

onde x é uma constante de proporcionalidade chamada de coeficiente de transporte.

No espaco de frequéncias, considerando w — 0, tem-se

(O)(p ~iwxp(w).
Comparando com 1) quando k— 0, obtém-se

lim Gr(w, k) = —iwy, (3.37)
k—0

ou seja, o coeficiente de transporte pode ser calculado por

X = — lim (lim L m (G, E)D . (3.38)

w—0 \ Ko W

Como a funcao G deve obedecer a causalidade, entao sua parte imaginéaria deve ser

analitica. Esse resultado é muitas vezes denominado féormula de Kubo.
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Capitulo 4

Campo Escalar Carregado em

Temperatura nao nula

4.1 Temperatura e Métrica

Vamos descobrir agora, uma relagao de dependéncia entre a métrica de Schwarzschild-AdS
e a temperatura desta regiao do espaco-tempo. Através do raio do horizonte de eventos de
um buraco negro, seremos capazes de achar sua temperatura local, e consequentemente

estabelecer a densidade de cargas no horizonte de eventos.

A funcao de particao em mecéanica estatistica no ensemble canonico é dado por

Z = Tr [ef’CBLT], (4.1)

onde H ¢ o operador hamiltoniano, 7' é a temperatura e a constante de Boltzmann é

tomada como sendo kg = 1.[1_-] A meédia térmica de um operador O a temperatura T é

Como o trago ¢ a soma dos elementos da diagonal, na aproximagao da integral de

caminho, a média (O), pode ser escrita como

Oy ~ [ D3] (W(a).t] 0¥ (a1, (42)

onde o valor esperado é tomado entre o mesmo inicial e estado final |¢(z,t)) (“elementos

da diagonal”). Por outro lado, uma vez que o operador de evolugdo temporal é escrito

como U = 1" (h = 1), pode-se reescrever (4.2)) como

INesse trabalho é adotado o sistema de Unidades Naturais nos quais kg = A = ¢ = 1. A anélise
dimensional dos resultados permite que se retorne ao Sistema Internacional de Unidades
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7
Oy ~ [IDv] < wla) 1Ol t+ 1. >
Entao, para realizar médias térmicas deve-se considerar evolucao de tempo imaginaria
e noés temos que impor condi¢des de fronteira periodicas no espago de Hilbert ( antipe-
riodica para férmions). Entao, o tempo Euclidiano ¢x deve ter uma periodicidade dada

por

1

Portanto, a compactacao do tempo Euclideano é equivalente a ter T' # 0.Vamos aplicar
essa ideia na métrica de Schwarzschild-AdS [
Partindo de um espaco tempo bastante geral cuja forma é dada por
. L 2 2 2
ds® = = (= f(r)dt? + g(r)da? + h(r)dr?) . (4.4)
Para obter as fungoes f(r), g(r) e h(r), retorna-se & equacdo de movimento e

entao se obtem a solucao de Schwarzschild-AdS

L? dr?
2= 2 (a2 -2 ) 7
d = ( f(r)dt+d +_f(r)

== ()

sendo ry o raio do horizonte de eventos de um buraco negro.

com

Como deseja-se obter uma temperatura nessa fronteira, efetua-se a seguinte expansao

flr) = —i(r —ry)+ 0O ((r — T’H)2)

T
Trabalhando com o tempo Euclidiano, e considerando somente a primeira ordem na
expansao, inicialmente pode-se definir uma nova coordenada radial £de tal modo que
dr? )
T "
P T Ty

a qual pode ser integrado para dar a seguinte relacao entre £ e r

1 T
§ TH d( TH)

2 A métrica de Schwarzschild é uma solucdo das equacoes de campo gravitacional de Einstein que descreve
0 campo gravitacional externo a um corpo esférico, porém desprezando qualquer rotacao de massa. Trata-
se de uma boa aproximacgao para campos gravitacionais de corpos de lenta rotacao e pode ser considerado
uma descri¢ao para os casos de uma estrela, um planeta ou um buraco negro.
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Definindo também uma coordenada angular 6 de tal modo que

d
_E(T —ry)dty = £2d6?

entao 6 pode ser escrito como
d

0=—t 4.
QTHE ( 5)

Nas novas variaveis, a parte da métrica (tg,r) toma a forma d&?+£2d6?, que é parecida
localmente com a métrica de um plano. Com o intdito de ter £ = 0 (i.e. o horizonte)
com um ponto regular sem nenhuma singularidade de curvatura, a variavel 6 deve ser
uma varidvel periddica com periodo 27. De acordo com , essa periodicidade em 6
implica, em uma periodicidade no tempo Euclidiano, ou seja, uma compactacao do tempo
euclidiano, que ¢é equivalente a ter uma temperatura 7" diferente de zero. Portanto, segue

que podemos atribuir uma temperatura 7" a um buraco negro e ja que a periodicidade

1

7, obtém-se a denominada

0 — 60 + 2w é equivalente a periodicidade sob tp — tg +

temperatura de Hawking, dada por

d 1 d
2t = ——==1T = 4.6
i 2rg T drry (4.6)
Levando em conta (4.17)), a temperatura, entao, é calculada como
3
T = 4.7
T (4.7)

Essa é uma relagao entre a densidade de carga no horizonte de eventos e a temperatura

do buraco-negro.

4.2 Equacoes de Movimento

Como foi visto no final da sessao anterior, se quisermos um sistema com dependéncia na
temperatura precisamos de um espaco-tempo com curvatura variavel, cujo exemplo mais
simples de métrica é a de um buraco-negro. Além disso, é necessario que o espaco seja
conforme somente na fronteira na qual estd o problema . Iniciamos nossa discussao com

a métrica de buraco negro de Schwarzschild (AdS) representada por

dr?
ds® = —f(r)dt* + —— + r*(dz® + dy?
()t + s )
onde >y
r
=m-7

O objetivo aqui é descrever (efetivamente) um sistema 2+1 dimensional, entdo sdo

necessarias 4 dimensoes no corpo do espago-tempo. Desde que se queira descrever um
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supercondutor, espera-se que as particulas (campos) envolvidas interajam via campos
elétrico e magnético. Isto significa que o espaco contenha um campo eletromagnético
(EM) governado pelas equagoes de Maxwell e um campo escalar governado pela equacao

de Klein-Gordon (KG), cujas ac¢oes sao representadas respectivamente por

1
Sen = -1 / d®v/—gF"™F,, (4.8)

Sko = [ dov=gIvul + m 0P, (4.9

onde
VA" = 0,A” + FZpA”.

é a derivada covariante no espaco-tempo. Para propriamente incluir a gravidade na acao
principal, é necessario adicionar o chamado termo Einstein-Hilbert para a acao, que é da

seguinte forma:

d(d—1)

1
SEH = —= ddl‘\/ —g(R+ L2

53 ) (4.10)

ondex = V871G, e o segundo termo ¢ uma constante cosmoldgica negativa inerente a
geometria AdS.

Agora, se somar as agoes Sgy, Skg € Spa e incluir um termo de interagao (minimo) de
Gaugeﬁ de modo que V, é passado a uma derivada covariante de Gauge D, =V, —t4,,

obtém-se a acao completa que passa a ser escrita como

1 d(id -1 1 .
Stotal = /ddv -9 {@ (R"_ %) - ZFWFW —m? W’z - |Vﬁﬂ/’ - ZAM/’|2

Considerando o limite de baixa gravidade, ou seja, onde a métrica do espago-tempo é
fixada para ser a métrica de Schwarzschild (métrica de um sistema gravitacional esférica-
mente simétrico), e o campo gravitacional das particulas (campos) envolvidas sao fracos
o suficiente para nao reagir na métrica, deixando inalterada a estrutura do espago-tempo,

obtém-se a seguinte acao

1
S = [ /=g [_ZF’“’FW —m? [Yf = [V, — AP (4.11)
3As Teorias de Gauge, também chamadas de Teorias de Calibre, representam uma classe de teorias
fisicas descritas por lagrangianas, que sdo invariantes sob determinados grupos de transformagdes de
simetria. Quando tais grupos sdo invariantes sob uma transformagdo em cada ponto do espago, esses
grupos descrevem uma simetria global. Quando a lagrangiana possui uma simetria meramente local,
pode ser visto como uma generalizacao do principio de equivaléncia da Relatividade Geral, onde em cada
ponto do espago-tempo é permitida uma escolha de um referencial local. Quando o grupo de simetria é
o grupo U(1), temos o eletromagnetismo. Quando o grupo é o SU(2) temos a teoria eletrofraca, e para o
grupo SU(3) temos a descrigao da interagao forte.
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Para simplificar os calculos, sao consideradas as solucoes estaticas em um espago-
tempo com simetria esférica, ou seja, assume-se que os campos dependem somente da
coordenada radial. Assim, nessas condicoes, se for utilizada a mesma técnica do capitulo

anterior (principio de minima agdo) obtem-se a seguite equagao de movimento (detalhes
no Apéndice

2 2

m
FEAEYEY

1 f/ 2 !
Y +(?+;)¢ +

b= 0. (4.12)

Nesse resultado foi utilizada a seguinte notacao
Ay =¢

ou seja, a componente temporal do potencial vetor é o potencial elétrico, denotado por ¢
eA, =A,=A4,=0.

Da mesma forma, o uso do principio de minima acao permite obter a equacao de

movimento para o potencial (detalhes no Apéndice

2
/

As equagoes (4.12) e (4.13) sdo duas equagdes diferenciais nao lineares acopladas que

devem ser resolvidas numericamente. Algumas das sutilezas da resolu¢ao numérica sao

¢=0. (4.13)

¢//+2¢1_
r

discutidas em mais detalhes no Apéndice [C]

O comportamento assintotico na fronteira conforme (r — o0), levando em conta que

2 . . . ~ .
f(r) ~ 75 — o0, & obtido para o campo escalar considerando uma solucao do tipo

Y & hor®
que ao ser substituida na equacao (4.12)) resulta em

Por®2 (202 L*m + m?r3 — 2a(a + 3)r?)
2(r3 — L?>m)

=0,

cuja expansao em r — oo fica escrita como

. 20295 — m2y + 6ady e <(1>3>] .
22 T

3+ V94 2m?
5 :

De modo que

a=—

Como desejamos que 1 seja bem comportada no infinito, podemos escolher o parame-
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tro m? = —4 de modo que a solucdo assintotica fique escrita como
(=) (+)
Y &
V)~ ——+ =3 (4.14)

Para a equagao (4.13)) esta claro que no limite para r — oo, a equacao fica escrita

co1mo

¢ =0=|p(r) = p-+ 5 (4.15)

onde p e p sao duas constantes. Claramente p deve ser interpretado como a densidade de

carga na superficie do horizonte do buraco-negro.

Por outro lado, a densidade de carga pode ser obtida pela componente temporal da

quadricorrente (J;) que é obtida pela derivada funcional (veja Apéndice

5Stota 2
p= ) = 5at = QfZT)W'

Se as condi¢oes de contorno forem tais que, quando r — g (horizonte de eventos

do buraco negro) ocorrer

~1
r—ry ¢ (4.16)

Y~/ F2~0

entao teremos
p=ry. (4.17)

Outras condigoes de contorno podem produzir a mesma relacao entre a densidade de

carga e o raio do horizonte, como ¢ ~ 1/2 e ¢ ~ /f ~ 0.

4.3 Resolucao das Equacoes

A resolucao das equacoes e deve ser feita numericamente. Nesse processo foi
utilizado o software Mathematica e o método de resolucao utilizado foi o de Frobenius. Os
detalhes da planilha do Mathematica estao no Apéndice C. Como visto anteriormente, é
possivel ter uma variagao nas condigoes de contorno na fronteira e manter a relagao (?77?).
Dessa forma, as condicoes de contorno no infinito podem ser impostas de modo que haja

duas possibilidades de escolhas

(4.18)
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onde os valores esperados (O;) e (O;) representam operadores de dimensao de escala 1 e
2 respectivamentd] O fator segue a normalizacdo utilizada nas referéncias [29, 30]. Como
os valores esperados desses operadores dependem das condicoes de contorno, que por sua
vez estao relacionadas a temperatura, é possivel fazer um grafico do valor desses valores

esperados em relacao a temperatura. O resultado é apresentado na Figura [4.1

a) 1 b) o N ]

e °f : ] V'{O_J/ ]
T. 4t \ ]

2k 4

A T S T S T S T S 1 A L S T T S S S S S S S S W
0.2 0.4 0.6 0.8 LQ 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T

c

Figura 4.1: Resultados numéricos do valor esperado para: a) o operador (O;) e b) o
operador (Os) . T, é chamado de temperatura critica e ao passar por essa temperatura,
o sistema sofre uma transicao de fase, de modo que os condensados assumem valores
diferentes de zero abaixo dessa temperatura.

O resultado apresentado na Figura [4.1| merece destaque pois é bem similar a curva de
intervalo de energia previsto pela teoria BCS [5], que foi a primeira teoria microscopica a
conseguir explicar satisfatoriamente as propriedades dos materiais supercondutores. Esse

também é um resultado tipico obtido pela teoria de Ginzburg-Landau para a qual

(O) ~ /T, —T.

As figuras mostram que os condensados assumem valores diferentes de zero abaixo
de uma determinada temperatura critica denotada por T,.. Isso representa uma quebra

expontanea da simetria de calibre do grupo U(1) do eletromagnetismo.

4.4 Supercondutividade

Para realmente mostrar que foi construida uma teoria/modelo para a supercondutividade
nao é suficiente mostrar que a teoria apresenta um operador cujo condensado tem valor
nao nulo abaixo de uma temperatura critica, é necessario mostrar que ha uma condutivi-
dade infinita. Entretanto, para falar sobre condutividade deve-se levar em conta cargas
em movimento, que podem ser apenas em uma tdnica direcao espacial, ou seja, podem ser
formados campos magnéticos que por sua vez podem produzir campos elétricos. Assim,

sem perder a generalidade (devido a invariancia rotacional) assumimos perturbagao na

4Aqui a determinacio da dimensdo de escala segue a definicio dada em l)
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direcdo-x, além de assumir uma dependéncia do tempo na forma e~“*. Utilizando nova-
mente o principio de minima a¢ao em (4.11]) obtém-se para a componente x do potencial
vetor eletromagnético a equacao

" w2 2¢2
A4 (— ——)A, =0. (4.20)
e f

A idéia por tras da resolucao dessa equacao é exatamente a mesma: cria-se uma

A+

expansao no horizonte, integramos saindo de uma fronteira, com algum valor para a
condutividade e temperatura caracteristicas a esta regiao do espacgo. Perto desta borda

assintotica conforme, o campo de Maxwell se comporta como

+ .. (4.21)

A formula de Kubo (3.37)), permite-nos computar o componente do campo elétrico E e

a corrente associada <J,> . Lembramos o que a lei de Ohm explicita

A (L) ()

onde o(w) é a condutividade elétrica. Na derivagdo dessa expressao foi utilizada a corres-

X() = LG(w,0) =

pondencia AdS/CFT no sentido do capitulo 3 onde ALY deve ser a fonte e A deve ser
o operador dual. Na etapa intermediaria foi utilizado que a dependéncia do tempo vem
de exp [—iwt] e no tltimo passo foi simplesmente utilizada a lei de Ohm. Os resultados
numéricos para algumas escolhas de temperaturas (sempre abaixo da T,) sdo apresentados

na figura

=
—4||_- [*1 %

Figura 4.2: Resultados para: a) a parte real da condutividade e b) a parte imaginaria da
condutividade. Resultados obtidos para as condigoes de contorno que satisfazer a relagao
(4.18]).

Considerando a relagdo de Kubo (3.38)), destaca-se a componente imaginaria da con-
dutividade, Figura (4.2)), grafico b, que no limite para baixas frequéncias levara ao valor

da condutividade fisica (medida). Os resultados indicam que abaixo da temperatura cri-
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tica Tc, as curvas representando a condutividade elétrica (grafico b) tendem ao infinito,

resultando claramente em um supercondutor.
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Capitulo 5
Conclusoes e Discussoes

A dualidade forte/fraca, caracteristica da correspondéncia holografica, nos fornece uma
ferramenta poderosa para estudar as propriedades de sistemas fortemente interativos por
uma teoria da gravidade fracamente acoplada com uma dimensao espacial extra. Embora
as dinamicas que governam a teoria do campo dual e a gravidade sejam aparentemente
diferentes, no ambito da holografia, os célculos quanticos na teoria de campo dual (forte-
mente acoplada) podem ser traduzidos em célculos onde se pode apenas resolver equagoes
diferenciais com condigoes de contorno adequadas. Nesse contexto, a correspondéncia ho-
lografica é considerada uma abordagem esperancosa para entender as propriedades de

sistemas de elétrons fortemente correlacionados.

O modelo gravitacional analisado é fenomenologico e em tal abordagem os campos
duais da gravidade foram construidos usando o conjunto minimo de campos que captu-
raram a dinamica essencial. Essas dindmicas envolvem apenas a gravidade interagindo
com um campo de calibre (gauge) efetivo U(1) e um campo escalar carregado servindo
como parametro de ordem. Temos muitos graus de liberdade para escolher a forma de
interacao, bem como o valor dos acoplamentos. Entretanto, apesar de se tratar de um

modelo simples, h4 uma boa descricao das principais caracteristicas de supercondutores.

Obviamente que o ingrediente chave na construcao de um supercondutor dual gravita-
cional ¢ determinar uma instabilidade de quebra de ao menos uma simetria U(1). Pode-se
perguntar se essas dualidades fenomenologicas dos supercondutores sao apenas uma nova
versao da descricao de Ginzburg-Landau. A resposta é nao. De fato, vamos enfatizar
duas diferencas fundamentais. Primeiro, a instabilidade no modelo de Ginzburg-Landau
deve ser colocada & mao, enquanto que na configuracao holografica surge naturalmente,
de forma espontanea. Em segundo lugar, o modelo de Ginzburg-Landau s6 é valido perto
do ponto de transi¢cao, enquanto a descrigao gravitacional pode caracterizar toda a dina-
mica. Para uma determinada acao, a verificacao dos valores dos parametros do modelo
corresponde & analise de varias teorias de campo duais diferentes. Nesse sentido, um mo-
delo holografico simples tem uma espécie de universalidade, ou seja, os resultados podem

ser verdadeiros para uma grande classe de teorias de campo dual, bastante insensiveis aos



36 5. Conclusoes e Discussoes

detalhes de sua dinamica.

Seria interessante discutir o efeito das correcoes quanticas no espaco-tempo, que cor-
respondem as corre¢oes 1/N na teoria de campo dual [31], pois para a quebra esponténea
de uma simetria continua de calibre U(1) em dimensées 2 + 1 com temperatura finita,
aparentemente hd a contradicao do teorema de Coleman—Mermin—Wagner.D Na verdade,
o limite para grandes valores de N evita o teorema. Finalmente, embora o campo rompa a
simetria U(1) localmente, de acordo com o dicionario AdS/CFT, o sistema dual consiste
em um condensado que quebra uma simetria global de U(1).

Por outro lado, o inicio da supercondutividade é caracterizado pela condensacao de
um operador carregado quebrando espontaneamente a simetria de calibre U(1). Assim,
estritamente falando, o que se tem é uma teoria dual de superfluido [32, 33] B4, 35]. No
entanto, no limite em que a simetria U(1) é “avaliada fracamente”, ainda se pode ver a

teoria dual que descreve um supercondutor.

!Na teoria quantica de campos e mecanica estatistica, o teorema de Coleman-Mermin-Wagner afirma, que
simetrias continuas nao podem ser quebradas espontaneamente a temperatura finita em sistemas com
interagoes de curto alcance nas dimensoes d < 2.
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Apéndice A

Principio de Minima Acao para

Campos

A passagem de uma particula pontual na posigio x(t) para um campo ¢(z#) = ¢(z,vy, 2, t)
pode ser visualizado como a mudanca de x para ¢,e de t para x*. O campo escalar obedece

a denominada equacao de Klein-Gordon

(8,0" +m2)$ = 0.

Aqui deve ficar claro que ¢é interpretado somente como um campo escalar, ndo como
uma funcdo de onda de uma particula tinica. Neste caso, deve ser perguntado o que é m?
A resposta é que quando é feita a quantizacao do campo escalar classico, chegamos a uma

interpretacao da particula, e ela possui massa m.

No caso de campos, a acao pode ser escrita como

s = [ Lo.o0ds (A1)
onde £ é a densidade lagrangena, uma vez que a Lagrangena ¢ dada por L = [ Ld*z.

Nessa expressao foi utilizada a seguinte notagao d,¢ = 0¢/dz*. Considere entdo a densi-

dade Lagrangena para o campo escalar como

1 12 m2 2 __ 1 2 2 212
L= 0u)0"9) — 267 = S[(00)* — (V6)2 — m?e?) (A2)

O campo ¢ traga uma regido 4-dimensional R no espaco 5-dimensional que contem

seu grafico no espago-tempo, como na figura
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Hipersuperficie inicial do tipo
espago em (t = £;)

(x, y, 2)

Regido do espago-tempo R
com fronteira dR

Hipersuperficie final do tipo
espago em (t = ty)

Figura A.1: Um campo ¢ tracando uma regiao quadrimensional R em um espaco penta-
dimensional

O inicio e o final das hypersuperficies podem ser tomados com ¢ = t;et = t¢, o qual
forma parte da borda OR da regiao R. Agora, sujeitando ambos o campo ¢ e a coordenada

2 a uma variacao que se anula na fronteira , obtem-se

ot — 't =t 4§t (A.3)

¢(x) = ¢'(z) = ¢(z) + 06 (A.4)

Seré considerado o caso geral onde £ pode até depender explicitamente de x*
L = L(¢,0,0,2") (A.5)
E importante notar que d¢como definido em (A.4) é meramente a variacio funcional

em ¢.¢' é comparado com ¢ no mesmo ponto do espaco-tempox*. Pode-se em adicao

definir a variacao total em ¢, designada comoA¢ por:

¢'(2') = o)+ Ad(x) (A-6)

e segue que, para a primeira ordem em Jx,

Ap = ¢(@') = o) + o(a') — d(x) = 06 + (9,0)0a* (A7)

A variacao da acao é
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S = /E(qb’,@uqﬁl,x'“)d%’—/ﬁ(gb,@ugb,x“)d‘lx

onde d*z’ = J(2'|z)d*z, sendo J(z'|x) o Jacobiano da transformagao z — 2. De (A.3)

ox'*

= O+ Oy
entao
IEY = (P = 14 0,000,
e consequentemente
59 = / (6L + £0,50")d", (A.8)
onde oL o
= %o+ Gosd(0,0) + (A9)

De (A.3) vemos que §(0,¢) = 0,0¢, entdo (A.8) e (A.9) resultam em

= % i o 4 A
5S A[a¢5¢+ a(aud))au(éd)waﬂ(cax )d*z, (A.10)

onde , conforme indicado, a integral é tomada ao longo da regiao R do espago-tempo.
O terceiro termo da equacao acima é uma divergéncia total. O segundo termo pode ser

reescrito para introduzir uma divergéncia total

oL oL oL
50,0 %) = %lgg.5 ~ %554

e a integral resultante da divergéncia total ao longo de R pode ser escrita como uma

]5¢7

integral ao longo de OR,usando a generalizagdo 4-dimensional do teorema de Gauss
($, A.dS = [, divAdV'). Isto nos da

. oL .
59 = /{ o )]}(5¢d /R[a(amamcax |do,. (A11)

J& que ndo ha variagoes de ¢ e z* na fronteira de R, entao d¢ = 0 e dz* = 0 em
OR. Dessa foram, o segundo termo na equagao (A.11) é identicamente nulo, e a condi¢ao
para uma agao estacionaria é que o primeiro termo também deva se anular no geral,

independentemente de R
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0L 5 Ok
06 "0(9u9)

Esta é conhecida como a equagao de Euler-Lagrange para o campo ¢.

=0 (A.12)
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Apéndice B
Obtencao das equacoes de movimento

A métrica do espago anti de Sitter (tempo Euclidiano)

ds® = — f(r)dt® + ar + 7% (dz® + dy?)
f(r)

Nesse caso o tensor métrico serd dado por

—f(r) 0 0 0 ~1/f(r) 0 0 0

B 0 2 0 0 w 0o 1/ 0 0
Guwr = 0 0 2 0 — = 0 0 1/r2 0
0 0 0 1/f(r) 0 0 0 f(r)

sendo ry conhecido como raio de Schwarzschild.

O determinante da métrica ¢ dado por
g = Detlg.) = —r*
e a acao ¢ dada por
S = / d'rv/—g [—ig“a’gﬂﬁ/FaﬁFaw — Py — (Vatb —ieAat)" g™ (V) - ieAﬁw)]
ou

1 ! !
S = / d'ry/ =g {—;lgaa 9% FugForgy — mP — (Vo))" + ieAats®] g™ (V) — ieAal/))}

onde
VA" = 0,A” + FZpA”.
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Continuando com os calculos, se forem utilizadas as equacoes de Euler-Lagrange

(T3), temos

({iﬁk =+/—g [ m? 4 ieAng®™ (Vaih — ieAmD)}
oL o .
oy (W) = 8, {V=9 [0hg™” (Vg1 —ieAgy)] }

Considere agora que os campos s6 dependem de 7 (ndo dependem do tempo)(d,, — ;)
eque A, = A, = A, =0e Ay = ¢ (potencial elétrico). Entao,

oL
oY+

= 72 [ — iedog”’ (Vgip — i@Aﬁwﬂ
= 12 [~m* —ieAog™ (Vo) — ieAg))]

_ { 2 — ied (—%) (—ied)w)]
ey

e
oL -
Oy (a(aw*)) = =0, {r* [0,9°" (V1 — ieAgy)] }
= 0. {r [Tﬂ (Vov —ieAgt)] }
= —0, {T "(V @D—Z@Ar@b)]}
= —0, {7’ f@ﬂﬂ}
= — (2f O+ 1% (0.F) (B0) + 1 f O2)
= = (2rfe + 2+ )
Assim,
oL oL . " 00! / ¢2w =
5= 0 (g ) = (1 2 =7 (o222 ) <0

Dividindo por —r2f, temos

/ 2 2
GRS e

Aplicando novamente Euler-Lagrange (A.12) para o campo de calibre, obtem-se

oL
DA,

= Vg [~ied" g (Vb +iAg) + (Vo))" —ieA*] g° (iedi)]
= r? [—iep*g"? (Vg + iAgh) +ie [(Varh)" — ieAg)*] g*1)]

Levando em conta as restricoes que os campos s6 dependem de r e que A, = A, =
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A, =0e Ay = ¢ (potencial elétrico), entao

g—i = 1% [—iep* g™ (Vo +iAgy) +ie (Vo))" — ieAgp*] g™ ]
2 —jey* —L i ie (—i « _L
= 7t [siew (5 ) e et (~315) o
BT [—iey* (iegnp) + ie (—iegny™) ]
= —2e f(r)qw

oL 0 1 .
= =al =Zg* PP s ar
On <8uA0> On 9, Ao { g ( 49 g7 Faplars ) }

a 1 ! /
= Oy V=9 | =9 9"" ) (0a45 — 9544) (Ou Ag — 05 Au)
9,4, i

— 9, {72 (_lgaa/gﬁﬁ’> [(5&52 o 5252) (aa’AB’ — aﬁ’Aa’)

+ (6003 — 0500s) (0aAp — D5Aa)] }
- —i . {r2 [<gm'goﬁ’ _ goo/grﬁ’> (O Ay — D Au)
+ (gargﬁo _ gaogﬁr) (0 Ay — aﬁAa)]}
= L0 0 () (8A0) — (<1) (=0, 40)) + ((=1) (0,40) — (—1) (<0, AW)]}

= ar {TQ (ar(b)}
— 20,6+ 120%

onde foi utilizado o fato que ¢""¢*° = f x (=1/f) = —1. Entao, Euler-Lagrange produz

2
oL _ O (8—£> = —262r—¢¢2 + 2r0,¢ + r°02¢ = 0

0A, 0(0,Ap) f
Dividindo por 72
w2, €2¢2 .
(ﬁ—i—;(b—Z 7 o=0 (B.2)
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B. Obtencao das equagoes de movimento
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Apéndice C

Planilha Mathematica-Wolfram para
Resolucao de Equacoes Diferenciais

pelo Método de Frobenius

Programa

A resolucao das equacoes diferenciais obtidas nessa dissertacao sao obtidas com a utili-
zagao do software Mathematica 11|1_-]. Os comentarios explicando cada etapa da planilha
foram acrescentadas com uso de parenteses e asteriscos (* comentario *) . Os comandos

da linguagem utilizada no Mathematica estao em itélico.

o ClearAlllf,M, L,psieqmoriginal,phieqmoriginal,psieqmZ, fSchwarzschildl;

ParallelEvaluate[$HistoryLength=0]; (* Esse comando faz com que os céculos sejam

executados em paralelo, usando memoria minima *)

e M=1;L=1; (* aqui os parametros L. e M sao fixados *)

(* Definicao da equagao na fungdo "psieqmoriginal" *)

o psieqmoriginal=y"[r[+(f[r]/flr]+2/r) ’[r]+(o[r])"2/(f[r]) "2 Y[r[+2/(L"2 flr])
fr/;

e (* Definigao de *) fSchwarzschild[r [=r~2/L"2-M/r;
e (* Definicao da equagdo *) phiegmoriginal=¢”[r[+(2/r) ¢’ [r[+(2(d[r]) ~2) /f]r] ¢[r];

e (* Mudanca de Variavel r— L/z resultado em ¢ como funcao de z *) psiegmZ=(z"3-
1)°2/2"2%(psieqmoriginal/. {p— Function[r,psi[1/r[[,p— Function[r,phi[1/r]].f —
Function[r,fSchwarzschild[r]]} /.r— L/z)//FullSimplify;

"Wolfram: http://www.wolfram.com/
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o (* ¢ como fungdo de z *) phiegmZ=(1/2"2-z)(phiegmoriginal/.{— Func-
tion[r,psif1/r[l,p—  Function[r,phi[1/r[[,f—  Function/r,fSchwarzschild[r[|}/.r—
L/z)//FullSimplify

e (*Resolugdo do sistema de equagoes diferenciais para ¢ e ¢ (Essa parte utiliza o
comando NDSolve que resolve equacoes diferenciais numericamente - Veja no Help

do Mathematica mais detalhes)*)
e (*Decide quantos termos serdo utilizados na expansao™) Num—=6;

e (*Cria um ansatz para ) e ¢, cujos parametros ¢p e ¢p sao inseridos para abilitar o
ajuste das solucoes para encontrar os operadores com dimensoes 1 e 2 para diferentes

temperaturas *)
o psiAnsatz[z_ [=(bp+Sum/a[k]*(1-z) "k, {k,1,Num}]);
o phiAnsatz[z_ [=(1-z)*( op-+Sum[b[p]*(1-z) "p,{p,1,Num}]);

e (*Em primeiro lugar, apos os ansatz de Frobenius em torno do horizonte (z=1),

todos os coeficientes da série de ) sdo extraidos com os seguinte comandos™)
o SetAttributes/a, NHoldAllJ;
o SetAttributes/b,NHoldAll];
o caxpl=psieqmZ/.{psi—psiAnsatz,phi—phiAnsatz}//Simplify;
e cql=ParallelTable/SeriesCoefficient[expl,{z,1,i}],{i,1,Num}];

e (*Em segundo lugar apos os ansatz de Frobenius em torno do horizonte (z=1), todos

os coeficientes da série de ¢ sdo extraidos com os seguinte comandos™)
o cxp2=phieqgmZ/.{psi— psiAnsatz,phi—phiAnsatz}//Simplify;
e eq2=ParallelTable/SeriesCoefficient[exp2,{z,1,i}],{i,1,Num}];
e (*Usando as tabelas acimas é possivel encontrar os coeficientes em termos de {p e
ép *)
o sol=First/Solve[{eql ==0,eq2==0},Join[Table[afi], {i,Num }], Table[b]i],{i, Num}]]]];
e (*Obtem as solugdes resolvendo as equagoes diferenciais com o comando NDSolve.*)
e Clear[psisol,phisol];
o psisolfibprep ,pprep_ [[z_ [=psiAnsatz[z]/.sol/. {pp—pprep,pp—pprep};

o phisolfpprep_,pprep_ [[z_ [=phiAnsatz[z]/.sol/. {hp—ipprep,dp—pprep};
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(*Usa a expansdo de Frobenius como conditigdo inicial em uma disténcia deltado

horizonte*)

delta=1/100000;

deltaHorizon—=1,/100000000;

Clear[diffSol];

diffSollpprep_ 2NumberQ,¢prep_ ?NumberQ]:=NDSolve[{phieqmZ==0, psi-

eqmZ==0,  phi[l-delta] == phisolfipprep,pprep[[1-deltal,phi’[l-delta] ==
phisol[pprep,pprep|’[1-deltal,psi[1-delta] == psisolfhprep,pprep][1-delta],psi’[1-
delta/ —= psisolfibprep,pprep[’[1-delta]}, {psi,phi}, {z 1-deltaHorizon,delta},
WorkingPrecision— 30, AccuracyGoal— 30, PrecisionGoal— 20, MaxSteps— 100000,
InterpolationOrder— Allf[[1]];

Esse é o programa basico para se obter as solugoes das equacoes. Essas sao solugoes que

dependem dos parametros ¢p e ¢p que podem ser utilizados para ajustar & solu¢ao no

horizonte de modo que se possa obter, para cada temperatura, uma solucao diferente.
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Apéndice D
O funcional gerador

A amplitude de transicao de ¢;t; para ¢sty ¢ dada pela integral de caminho de Feynman

i
< qytslgit; >= N/quxp[ﬁ/dtL(q,q’)

no caso em que H = (p*/2m) + V(q), o qual é suficientemente geral para o presente

proposito, e as condicoes de contorno do problema sao

q(ty) = qr eq(ti) = gi-

Esse tipo de condicao de contorno serd apropriado no movimento de particulas clas-
sicas, mas isso nao é o que encontramos na teoria de campos. E analogo se fosse , por
exemplo, P(t;) = ;1 (ty) = ¥y. Mas o que realmente acontece é essas particulas sdo cri-
ada (por exemplo, por colisdo), elas interagem, e sdo destruidas por observagio (i.e. por
deteccao). Por exemplo, medindo a se¢ao diferencial cruzada do/dS) para o espalhamento

7N, o pion é criado por uma colisao NN, e depois é destruido quando é detectado.

O ato da criacao pode ser representado por uma fonte, e a destruicao por um ver-
tedouro, isso é, na forma de falar da teoria de campos. As condicoes de contorno do
problema podem ser representados pela o vicuo em ¢t = —oo ocorre uma evolucao com a
criagao da particula e termina-se no vacuo a t — oo, via criagao, interacao e destruicao
de uma particula, através da acao de uma fonte. Deseja-se saber a amplitude de transicao

vacuo-a-vacuo na presenca de uma fonte.

Esta formulagao, usando a linguagem das fontes, é devido a Schwinger(1969). A fonte

J(t) é representada através da mudanga na Lagrangiana:

L — L+hJ(t)q(t). (D.1)

Se [0, >7 & o vetor estado fundamental (vacuo) na presenca da fonte, entao a aplitude

transicao é
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ZlJ] x <0,00/0,—0c0 > (D.2)

onde um fator de proporcionalidade foi omitido (normalizagao). Isso é conhecido como
amplitude vacuo-a-vacuo. A fonte J(¢) faz um analogo ao de uma corrente eletromagné-
tica, a qual age como uma “fonte” do campo eletromagnético. O campo escalar carregado
¢, por exemplo, tem a lagrangeana e sua interagao com o campo eletromagnético A* dado
pela Lagrangeana na forma J,A*. A corrente J, age como uma fonte do campo eletro-
magnético, e essa idéia foi generalizada por Schwinger na seguinte formulacao: qualquer
campo ¢ pode ser “criado” por uma fonte apropriada J e Z[J] é um funcional de J. A
fonte J(t) é ndo nula somente entre os tempos t e t’ (t< t’). Considerando T como um
tempo antes de t , e T’ um tempo depois de t’, (no final faz-se T — —oo e T" — ooe

recupera-se a amplitude vicuo-a-vacuo) entao a amplitude de transigao é

T/

<Q'T'QT >'= N / qu:z:p[% / dt(L + hJq)].
T
Pode-se escrever
<Q'TQT >'= /dq’dq < Q'T'|¢t >< ¢t|qt >'< qt/QT > (D.3)

Levando em conta que

< QTN >=< Qlerp(— HT eap(; HOld >= 3 n(Q)63(Q)eapl— Bt~ T)]
" (D.4)

onde ¢,,(¢q) sdo um conjunto completo de autoestados de energia, similarmente,

< allQT >= 3" 6u(0)6 (@)eapl— Bult — T)

Substituindo em e utilizando um pequeno “truque” para isolar o estado fun-
damental, que consiste em utilizar os limites 7" — oce ™ e T — —ooe™®, com um &
um angulo arbitrario < 7/2, obtem-se que a parte imaginaria de 7' é ¢ |T'| sind, de modo
que o termo (i/h)E,T contem a parte real -i|T| sind que da um fator de amortecimento
exp{(—1/h)E, |T|sind} . Na somatoria (D.4)), entao, todos os termos sofrem amorteci-
mento, mas quanto maior é o F,, mais ele é amortecido. Consequentemente o termo que
sofre menos amortecimento ¢ o com menor E,, ou seja, ¢ o Eg, o menor estado de energia,
ou vacuo. Entdo na somatoria somente a comtribuicao do estado fundamental (vacuo)
sobrevive. Esta é a caracteristica desejavel. Entao,

T — ooe @, T — —ooe
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im < QTQT >"= ¢8(Q)¢0(Q’)6wp[—%Eo(t—T)] / dq'dqgg(q', 1) < d't'/qt > ¢o(q.1)

T——oce— 10

ou

"TOT J
/dq/dQ¢8(q/>t/) <qtlgt >’ do(a,1) = s W(QWO?@%&IE—;EOQ -7
T:zii—ié 0 h

O lado esquerdo é o valor esperado para o estado fundamental da transicao de am-
plitude. O tempo t’ e -t podem ser tomados tao grande quanto quiser, entao o lado
esquerdo torna-se <0,00/0, —0co>7.0 denominador no lado direito é simplesmente um

fator numérico, entao temos

<O,oo\0,—oo>Jo<T lim 5N/DQexp{ / dt[L(Q, Q") + hJQ]}.
' —ooe %
T——oce— 48

Finalmente, ao invés de rodar o eixo do tempo (acrecentar a fase ) como foi feito,
a contribuicao do estado fundamental pode ser isolada adicionando uma pequena parte

negativa imaginaria na Hamiltoniana (energia) o que resulta em

e ]
/quxp[%/ dt(L + hJq+ §i6q2] o< 0,000, —0c0 >7 . (D.5)

Dessa defini¢ao de Z[J] esta claro que

6oz1J) i [ I,
ST Z/qu(tl)exp[ﬁ /OO dt(L+ hJq + Sied )].
Consequentemente,
"2 [ /qu (t1)...q(t,)exp[= /00 dt(L + hJq+ 1izng)] (D.6)
dJ(ty)...0 h)_ o 2 ’
o que da , colocando J=0:
o Z[J] o0 1.
D dt(L + =igq?)]. D.
Tl = [ Dat)atyenly [~ aL s gEnl ©)

Entretanto, com as técnicas das integrais de caminho de Feynman (veja por exemplo

a referéncia [36]), pode-se obter
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i Y
<atlTlatatt)atellat == [P q(w)ateateon{ ;. [ - . 0lor

onde T'[q(t1)q(t2)...q(t,)] representa o produto ordenado no tempo, preservando causali-

dade. No caso em que H = p?/2m + V(q) isso se torna

i (Y
< astTlaltaCt)-atta)ats == N [ Daat)ates)-a(t)ers {;_L / Ldt} |

Portanto, o valor esperado no vacuo do produto ordenado no tempo (vacuo-a-vicuo)

é a derivada funcional em relacao a fonte,

o Z1J]

ST oay = < 1 < 0oclTlath)-a(ta)]|0, —o0 > (D.8)
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