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Resumo

Neste trabalho consideramos problemas de controle minimax em que as fungoes en-
volvidas dependem de parametros desconhecidos. Essa dependéncia aparece tanto na
dinamica, quanto na funcao custo, e minimizamos com respeito aos controles a maximi-
zagao da funcao de custo em relacao aos parametros.

O trabalho é dividido em duas partes principais. Na primeira fornecemos condigoes
necessarias e suficientes de otimalidade para problemas de controle minimax sem restri-
¢oes, usando a teoria de Programacao Dinamica via equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB). Caracterizamos a funcdo de valor do problema minimax como o maximo de fun-
¢oes de valor de problemas parametrizados sobre o conjunto de parametros e mostramos
que a funcao de valor é solucao da equacao HJB.

Na segunda parte, consideramos problemas de controle étimo minimax com restri-
¢oes de igualdade e desigualdade, para o qual proporcionamos condi¢oes necessarias de
otimalidade no sentido do Principio do Maximo (de Pontryagin).

Palavras-chave: controle étimo minimax, equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman,
funcao de valor, andlise nao suave, Principio do Méximo.



Abstract

In this work we consider minimax control problems in which the functions involved
depend on unknown parameters. This dependence appears in both the dynamics and the
cost function and we minimize over the controls the maximization of the cost function in
relation to the parameters.

The work is divided in two main parts. In the first one we provide necessary and
sufficient conditions of optimality for unconstrained minimax optimal control problems
using the theory of Dynamic Programming via Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equations.
We characterize the value function of the minimax problem as the maximum of value
functions of parametrized problem on the parameter set and show that the value function
is solution of the HJB equation.

In the second part we consider minimax optimal control problems with equality and
inequality restrictions, for which we provide necessary conditions of optimality in the sense
of Pontryagin’s Maximum Principle.

Keywords: minimax optimal control, Hamilton-Jacobi-Bellman equations, value
function, nonsmooth analysis, Maximum Principle.



Lista de Simbolos

LY([S,T];R?) Espaco das fungoes integraveis de [S,T] a RP.
L>([S,T];RP) Espago das fungdes essencialmente limitadas de [S, 7] a RP.

|| Norma Euclideana de z.
B Bola unitéria fechada centrada no origem no espago Euclideano.
B(z,r) Bola fechada de centro z e raio r no espago Euclideano.
de(x) Distancia Euclideana de = ao conjunto C.
C(X,M) Espago de funcoes continuas.
C(A) Espago de fungoes continuas de valores reais sobre A.

C*(A) Dual topolégico de C'(A).

domf Dominio (efetivo) de f.

epif Epigrafo de f.

GrF Grafico de F.
NE (z) Cone normal proximal a C' em z.
Ne(z) Cone normal limite a C' em x.

of f(x) Subdiferencial proximal de f em z.
(x) Subdiferencial limite de f em x.

suppp Suporte da medida .

bdyC Fronteira de C.



intC'

C
W[, T RY)
r:Q=R"
meas{D}
coA
Vf(x)
q.t.p.
HJB

Interior de C'.

Clausura ou fecho de C.

Espago das fungoes absolutamente continuas de [S,T] a RP.
Multifuncao de €2 no espaco de subconjuntos de R".
Medida do conjunto D.

x; — xex; € C, para todo i.

zr; — e f(z;) = f(x), para todo i.

Envoltério convexo do conjunto A.

Vetor gradiente de f em z.

quase todo punto.

Hamilton-Jacobi-Bellman.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de controle étimo

( Minimizar max 9(z(T; a), a)

s.a fungoes mensurdveis u : [S,T] — R™ tal que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T]
(P) § earcos {z(;a):[S,T] - R" | a € A} tal que, para cada o € A
o(t; o) = f(t,z(t, o), u(t),«), qt.p. te€[ST]

| 2(5, @) = .

Aqui (A, p4) é um espaco métrico abstrato, R* denota o espaco Euclideano k— di-
mensional, f: [S,T]| xR"xR"™ x A — R" e g:R" x A — R sao fungoes dadas, xo € R",

Q) cR™ S <t <T,éum conjunto dependente do tempo.

A otimizacao de sistemas dinamicos, onde o critério de avaliacao é o valor maximo de
uma fungao, é um problema de ocorréncia frequente na tecnologia, economia e industria.
Este problema aparece, em particular, quando se deseja minimizar o desvio maximo de
trajetérias controladas em relacao a uma dada trajetéria como modelo. Os problemas do
tipo minimax diferem daqueles normalmente considerados na literatura de controle 6timo,
onde um custo cumulativo é minimizado. Observe que esta formulacao do problema leva
em conta as incertezas dos parametros tanto na funcao custo quanto nas restrigoes do
sistema de controle. A minimizacao é tomada no cenario do pior caso, considerando
todos os parametros possiveis, ou seja, minimizamos os controles admissiveis ou factiveis

enquanto maximizamos os parametros definidos.

Este problema foi recentemente abordado na literatura em [39], onde R. B. Vinter ob-
tém condigoes necessarias de otimalidade na forma do Principio do Maximo. Os resultados

de Vinter sao estendidos por Karamzin et. al. em [18], onde fornecem condigdes necessé-



1 Introducdo 12

rias para problemas de controle 6timo minimax com restri¢oes de estado. No entanto, a
teoria desenvolvida pelos trabalhos anteriormente citados fornecem condigoes necesséarias
para a otimizacao de um processo de controle, i.e., o processo de controle candidato a

minimo deve satisfazer um conjunto de condic¢oes principais.

Para que as condigbes associadas ao principio de méaximo sejam suficientes para a
otimizagao dos processos, é necessario impor algum tipo de convexidade (generalizada) ao
problema, que geralmente nao sao verificaveis na pratica. Assim, outra abordagem, que
¢ agora amplamente usada, é a Programagao Dinamica introduzida por Bellman em [4]
e mais tarde desenvolvida por outros autores. No entanto, até onde sabemos, nao existe
uma teoria de programacao dinamica adequada desenvolvida para problemas de controle

minimax com as formulagoes apresentadas aqui.

Por isso propusemos: a) obter condi¢oes necessarias e suficientes para o problema
(P) usando a teoria de programacao dinamica ligada as equagoes de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB). E além disso b) fornecer condicoes de otimalidade na forma do Principio
do Méaximo de Pontryagin para o problema (P) introduzindo também restrigdes mistas no
estado e no controle estendendo a teoria realizada em [18] e [39]. A seguir contextualizamos

cada parte.

Com relagao a teoria de HJB para problemas de controle 6timo minimax, existe pouca
literatura, entre eles podemos citar Di Marco e Gonzalez [20, 21, 22]. No entanto, Di Marco
e Gonzalez consideram a minimizagao realizada sobre a maximizagao da fun¢ao custo em
relacao a variavel tempo e nao ha dependéncia de parametros nas funcgoes envolvidas.
Assim os problemas minimax sao diferentes dos tratados nesta Tese e nao podem ser

comparados.

Um caso particular do problema de controle minimax (P) é quando o conjunto de
parametros A é unitario. Nessa situacao, obtemos o problema de controle a seguir, para

o qual a teoria de Hamilton-Jacobi esta bem estabelecida,

;

Minimizar ¢(z(T))

s.a. fungbes mensuraveis u : [S, 7] — R™ tal que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T]
(P) § earcos x:[S,T] — R™ tal que

(t) = f(t,z(t),u(t)), q.t.p. t €[S,T]

z(0) = xo.

A fungao de valor para este problema é definida como o infimo do problema parametrizado
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(Pt/,z)7 ie.,
V(t,2) = inf(PL)

para todo (¢, z) € [S,T] x R”, onde

Minimizar g(z(T))
(P;.) (s) = f(s,2(s),u(s)), qt.p. s €[t,T]
x(t) = z.

Uma funcao diferenciavel ¢ é solugao da equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) se:
Bt D)+ inf 6.(02) - f(t.20) =0, V(t,2) €[S.T] xR,
(S91¢
o(T,2) = g(z), VzeR"

Se a funcao de valor fosse continuamente diferenciavel, V' seria a tnica solugao da equagao
de HJB. Mas nem sempre a fungao de valor é continuamente diferenciavel. Assim varios
autores apresentam conceitos que chamam de solugao adequada para a equacao de HJB.
Por exemplo, Crandall e Lions [II] introduziram no inicio do ano 1980 o conceito de
solucoes de viscosidade e mostraram que a funcao de valor é a tinica solugao de viscosidade
para a equagao Hamilton-Jacobi na classe de funcoes uniformemente continuas. Em seu
trabalho, a derivada é substituida por superdiferenciais e subdiferenciais, que coincidem
com a derivada usual quando ela existe. Outros tipos de solugoes continuas, como solugoes
de Dini, Solugdes Proximais, podem ser encontradas em [7] ou [38]. Por exemplo, (a
seguinte definicdo encontra-se no Capitulo 2) ¢ é uma solugao proximal da equacdo de

HJB se: para todo (,2) € ([S,T] x R") N domg, tal que O d(t,z) # 0 , tem-se

E4infn - f(t,z,u) =0 para cada (£,1) € 0 ¢(t, 2), (1.1)

o(T,z) = g(z) para cada z € R". (1.2)

Aqui 87 ¢(t, ) denota a subdiferencial proximal de ¢ em (¢,z). Em [10] é introduzida a
conhecida solucao generalizada envolvendo a nocao de gradientes generalizados. O gradi-
ente generalizado coincide com a derivada quando a funcao é estritamente diferenciavel.
O enfoque utilizado em [10] permite uma técnica de verificagdo mesmo quando a equagao
HJB néo possui uma solugao classica. A referéncia [15] fornece uma comparagao entre as
solugoes de viscosidade e as solugoes generalizadas e mostra que uma funcao localmente
Lipschitz é uma solucao de viscosidade da equacao HJB se, e somente se, a funcao é uma
solugao generalizada. Em [16] os autores caracterizam a fungao de valor para problemas

de controle 6timo tipo Bolza com restrigoes de estado, como a tnica solugao semicontinua
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das equagoes de Hamilton-Jacobi-Bellman. No entanto, independentemente do tipo de
solugao, é sempre possivel, sob hipéteses adequadas, provar que a fungao de valor V é

uma solucao da equacao HJB.

A funcao ¢ é chamada funcao de verificacao se as equacgoes — satisfizerem
apenas as desigualdades “>" e “<”, respectivamente. Aqui fornecemos condigoes necessa-
rias e suficientes para o problema (P), no sentido da existéncia de fungoes de verificagao,
vinculadas as subdiferenciais proximais e subdiferenciais limite, veja [7] e [38]. Permiti-
remos que o conjunto de parametros A seja um espaco métrico compacto arbitrario. A
presenca de um numero infinito de elementos em A é a principal fonte de dificuldade
na derivacao das condigoes de otimalidade para problemas de controle étimo minimax.
Quando A é um conjunto finito o problema pode ser escrito como um problema de con-
trole 6timo padrao, ao qual aplicamos técnicas ja conhecidas de programacao dinamica
e obtemos os resultados desejados para posteriormente poder tratar o problema geral de
controle 6timo minimax. A importancia de lidar primeiro o caso finito é que o problema
de controle geral, cujo conjunto A é um espago métrico compacto, pode ser aproximado
por problemas com conjuntos finitos A;. Em seguida, com uma andlise de convergéncia

adequada os resultados sao fornecidos para o problema geral.

Utilizando a mesma técnica de aproximacao, obtemos condicoes necessarias de otima-
lidade no sentido do Principio do Méximo (de Pontryagin) para problemas de controle
6timo minimax com restricoes de igualdade e desigualdade

( Minimizar ma}g(x(T;a),a)
ae

saw:[S,T] — R v:[S,T] = R* tais que v(t) € V(t) q.t.p. t € [S, T
e arcos {z(;a):[S,T] = R"|a € A} tais que, para cada o€ A
w(t;a) = f(t,x(t, ), u(t),v(t),a), qtp. teS,T]
0=0(t,z(t,a),u(t),v(t),a)
0>t z(t, a),u(t),v(t), a)
z(S,a) = w9

(T, a) € Cla).

Aquig : R*"x A — R, (f,b,1) : [S, T] x R" x RF« x R* x 4 — R" x R™ x R™  sao fungoes
dadas, V (t) C R* para todo t € [S,T] é um conjunto dependente do tempo, C(a) C R"

¢ um conjunto fechado e o € R", com m :=my +my, k:=k, + k, e k > m.

As condigoes necessarias de otimizacao sao utilizadas para encontrar o melhor controle

possivel para levar um sistema dinamico de um estado para outro satisfazendo as restri-
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¢oes. O Principio do Méaximo para o problema (ﬁ) no caso suave foi formulado em 1956
pelo matematico russo Lev Semenovich Pontryagin e sua prova é dada por Boltyanskii;
veja [5], [34]. Depois o principio foi generalizado para dados nao suaves (veja, por exemplo
[7, 38]).

O problema (PR) colocado dessa forma, onde .4 é um conjunto unitério, tem sido foco
de atencao por muitos anos (veja, por exemplo, [17], [23], [26], [27], [28], [29], [30], [31],
[32], [36], [37]). Em [29], Pinho, Vinter e Zheng proporcionam condigoes necessérias para
este tipo de problemas quando o conjunto A é unitario, com suposicoes essenciais sobre
os dados, a saber, uma condic¢ao de convexidade e outra de interioridade. Em [17], 23] 20,
28, [30), 31] as condigoes necessarias para problemas com restrigoes sao fornecidas supondo
que certa matriz F'(t), a saber, a matriz Jacobiana das restrigdes com respeito ao controle,
tenha posto completo no sentido que detF'(t)F(t)" > L para quase todo t € [S,T] e para

algum L > 0. Por exemplo, em [17, 23], a condigao de posto completo é imposta na matriz

() = bu(t, 2(),w(1)) \ _ ( Vab(t2(1), alt), o(1))
! " V(L 3 (), a(t), o(t) )

onde Zy(t) = {i € {1,....m} | Li(t,z(t),a(t),v(t)) > —b} e V PO (t, 2(t),u(t), v(t)) de-
nota a matriz que obtemos depois de remover de V,[(t, Z(t), u(t),v(t)) todas as linhas de

indice i ¢ Z,(t). Também pode-se ver em [27] e [30] que esta condi¢ao é dada na matriz
- ( VLb(t, (), (1) (1)) 0 )
3(t) = ‘ o :
vul(tv j(t)’ ﬂ(t), 'D(t» dzag{_li(t> 'I(t)» u(t)v U(t))}ie{lz“'vml}

Em [30], os autores mostram que a condigao de posto completo imposta nas matrizes

acima estao relacionadas entre si e sao suficientes para que a matriz

F(t) = ( .20

tenha posto completo. Onde Z,(t) = {i € {1,...,my} | l;(¢,Z(t), u(t),v(t)) = 0}.

Um outro enfoque pode ser encontrado em [32], onde sao fornecidas condigoes neces-
sarias supondo uma hipétese tipo Mangasarian-Fromowitz. Na referéncia [33], se estuda

este tipo de problemas no caso em que as restricoes mistas sao nao suaves.
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Para obtermos as condigoes necessarias para o nosso problema (PR), vamos impor hi-
poteses de regularidade nas restrigoes de igualdade e desigualdade, a saber, duas condigoes
tipo posto completo e uma condigao tipo Mangasarian-Fromowitz. Permitiremos dados
nao suaves e expressaremos condicoes necessarias em termos de subdiferenciais limite e
outras construcgoes de analise nao suave. Enfatizamos que o fato de assumir que A é um

espaco métrico arbitrario e compacto é a caracteristica mais significativa de nossa analise.
O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados importantes sobre:
multifungoes, inclusoes diferenciais e analise nao suave que serao utilizados em todo o
desenvolvimento do trabalho. Na Secao 2.5, apresentaremos a teoria de Programacao
Dinamica introduzida por R. Bellman (fungao de valor e as equagoes de HJB). Na Segao

2.6, serd descrito o Principio do Méaximo de Pontryagin para o caso nao suave.

No Capitulo 3 serao apresentados resultados novos para inclusoes diferenciais que
dependem de parametros. Na Secao 3.2 se proporcionara condigoes sobre os dados para
que uma inclusao diferencial, que depende de parametros, possua ou admita solugcoes. Na
Secao 3.3 mostraremos, que sobre uma hipdtese de convexidade na inclusao diferencial,
um problema de controle que depende de parametros tem trajetorias minimas, finalmente
sera mostrado que problemas de controle minimax onde todos os dados dependem de um

vetor de parametros desconhecido possui processos factiveis 6timos.

No Capitulo 4, Secao 4.2, forneceremos condicoes necessarias e suficientes de oti-
malidade, via as equagdes de HJB para o problema (P), o resultado sera proporcionado
pela introducao de um novo subdiferencial que depende de parametros. Na Secao 4.3
definiremos a funcao de valor para problemas de controle 6timo minimax e mostraremos
que a funcao de valor é Lipschitz, e pode ser escrito como o maximo de fungoes de va-
lor de um problema parametrizado, além de mostrar que é solucao da equacao de HJB.

Generalizando o conceito de funcao de valor para problemas de controle étimo padrao.

O Capitulo 5 esta dedicado aos problemas de controle minimax com restri¢oes mis-
tas. Na Sec¢ao 5.2 introduzimos hipoteses de regularidade nas restricoes do problema
(PR), a saber, duas condigoes de restrigoes tipo posto completo e uma condigao de res-
tricao tipo Mangasarian-Fromowitz. Na primeira parte da Secao 5.4 proporcionarmos
condigbes necessdrias para o problema (PR) quando o conjunto A é finito. Seguidamente
apresentaremos um exemplo minimax onde o conjunto .4 é um intervalo e mostraremos
que o Principio do Méximo obtido deixa de ser valido quando A é um conjunto infinito,

o que deixa explicita a necessidade de obter novas condi¢oes necessérias para quando A
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seja um espago métrico arbitrario. Finalmente nesta mesma se¢ao mostramos o resultado
principal do Capitulo 5, condig¢oes necessarias para problemas de controle minimax com

restricoes, quando A seja um espaco métrico arbitrario.

Enfatizamos que os nossos resultados (inéditos) estdo enunciados na Tese sem re-
feréncias enquanto que os resultados existentes na literatura estarao referenciados para

conveniéncia do leitor.
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Preliminares

Neste capitulo revisamos conceitos e resultados importantes sobre multifungoes, in-
clusoes diferenciais e andlise nao suave requeridos em nosso trabalho, que podem ser

encontrados em [7], 9, 38], além de algumas notagoes que utilizaremos ao longo do texto.

O espago vetorial L!([S, T|; RP) denota o conjunto das fungoes integrdveis e L>([S, T]; RP)

denota o espago das fungoes essencialmente limitadas de [S,T] a R?, respectivamente.

2.1 Multifuncoes

Nesta secao elencamos defini¢oes e resultados basicos que possui a teoria de multifun-

goes, cuja referéncia base é [38]. Veja também [I1 6, [7].

Uma multifuncao D : X C R™ = R" é uma aplicacao de X a subconjuntos de R", isto
é, para cada € X, D(x) é um subconjunto de R". Dizemos que D é fechada, compacta,
convexa e nao vazia se para cada x € X o conjunto D(z) tem essa propriedade. O grafico

de uma multifuncao D : X = R" é denotado por GrD,
GrD = {(z,y) € X xR" |y € D(z)}.

Definigao 2.1.1. Seja F : R™ = R" uma multifuncao.

1. F ¢é semicontinua superiormente em x se, dado qualquer ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

|2" — x| <0 implica F(2') C F(x)+ €B.

2. F ¢é localmente Lipschitz desde que cada ponto x admite uma vizinhanga U = U(x)
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e uma constante positiva K = K(z) tal que, para quaisquer x1,xs € U,

F(ZL‘Q) g F(Il) + K|JZ1 — £E2|B
Definicao 2.1.2. Sejam S um conjunto nao vazio e § uma familia de subconjuntos de
S. Um par (S,F) € um espaco mensurdvel se § é uma o—dlgebra, isto €, § satisfaz 3
condicoes:

i) 0,5 € §;

ii) se £ € § entao E° € §;

(o)
iii) se By, Bs,.. €, entio | JE, €.
k=1

Qualquer conjunto da o—algebra § é chamado de conjunto mensuravel ou § mensu-

ravel.

Defini¢ao 2.1.3 (Multifungoes mensuraveis). Uma multifun¢ao I' : X C R™ = R”

¢ dita ser mensurdvel se, para cada subconjunto aberto C' de R™, o conjunto
{reX :T(x)nC#0}
¢ mensurdvel.

Fixemos um subconjunto de Lebesgue I C R. Denotamos por £ os subconjuntos
de Borel de I C R. Se X = I entao I' : I = R” sera dita multifuncao £ mensuravel.

Denotaremos como B* os subconjuntos Borel de R*.

Definicao 2.1.4. Seja uma multifuncio I' : I = R*. Diz-se que uma funcao z : I — RF

€ uma selecao mensurdvel de I" se:

i) = € Lebesgue mensurdvel;
ii) z(t) e I'(t) ¢.t.p. t € 1.

Definicao 2.1.5. A integral de T' sobre o intervalo I = [S,T] é o conjunto

T
/F = {/ ~y(t)dt : y(-) € selecao mensurdvel para F}.
1 S

Teorema 2.1.1. [38, Teorema 2.3.7] Considere uma multifun¢io I' : I = R™ e defina
D :={tel:T(t)#0}. Suponha que T € fechado. Entao as sequintes afirmacoes sao

equivalentes.
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(a) T é uma multifuncao L mensurdvel.
(b) GrI' € um conjunto L x B" mensurdvel.

(c) D € um subconjunto de Lebesque de I e eziste uma sequéncia {vy, : D — R"} de

funcoes Lebesque mensurdveis tal que
['(t) = U{%(t)}, para todo t € D. (2.1)
k=1

A representacao da multifungao (2.1) em termos de fungdes mensuraveis é chamada

de Representacao de Castaing de I'.

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Selecao Mensuravel de Aumann,

pode ser encontrado em [0, [38, [40].

Teorema 2.1.2. [38, Teorema de Selegao Mensurdvel de Aumann/ SejaT': [ = R*

uma multifuncao nao vazia. Suponha que
GrT é L x B* mensurdvel.

Entdao T" tem selecao mensuravel.

Proposigao 2.1.1. [38, Proposicio 2.3.4] Considere uma fungdo ¢ : I x R* x R™ — R*

satisfazendo as sequintes hipoteses:

a) o(t,-,u) € continua para cada (t,u) € I x R™;

b) ¢(-,x, ) é L x B™ mensurdvel para cada x € R™.

Entao, para qualquer fungdo Lebesgue mensurdvel x : I — R", a aplica¢ao (t,u) —

o(t,x(t),u) € L x B™ mensurdvel.

Teorema 2.1.3. [38, Teorema 2.5.14] Considere uma funcio g : I x R¥ — R e uma
multifuncio T : I = R*. Suponha que g(-,u) é Lebesque mensurdvel para cada u € R¥,
g(t,-) € continua para cada t € I e T' € uma multifuncdo mensurdvel. Defina n : I —
RU{—00} como

n(t) = inf g(t,v) paratel.
veEL(t)

Entao n € uma func¢ao Lebesque mensurdvel. Além disso, se definimos

I''={tel: irllf)g(t,y') =g(t,y) para algum v € T'(t)},
~ET(t
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entio I' € um conjunto Lebesque mensurdvel e existe uma funcdo mensurdvel v : I' — RF

tal que

n(t) =g(t,v(t)) qtp. tel.

2.2 Inclusoes Diferenciais

Nesta se¢ao daremos o conceito de inclusoes diferenciais como também alguns teoremas

de existéncia de solugoes.

Uma trajetéria para a multifungao F' : [S,T] x R® = R" é uma fungao z(-) €

WHL([S, T); R") tal que, para quase todo ¢ € [S,T], nos temos
x(t) € F(t,z(t)) qt.p. te[S,T]. (2.2)
A inclusao (2.2)) é dita ser uma inclusao diferencial.

Teorema 2.2.1. [38, Teorema de Existéncia de Filippov Generalizado/ Seja 2 um
conjunto aberto em [S,T] x R™. Tome F : Q = R™, um arco y € WH([S, T];R"), um
ponto £ € R™ e e € (0,+00) U {400} tal que T(y,€e) C Q. Suponha que:

i) F(t,a2") € um conjunto fechado nao vazio para todo (t,z') € T(y,e) CQ e F é L x B"

mensurdvel;
il) Eziste k € L' tal que

F(t,2") C F(t,2") + k(t)|2" — 2"|B, Va',2" € y(t) + B, q¢.t.p. t € [S,T].
Suponha também que

o ([ #0ar) (16 = o)1+ [t {lg 5001 n € F0))) <

Entao, existe uma trajetoria x de F satisfazendo x(S) = € tal que ||z — y||=~ < €.

Para mais detalhes sobre o seguinte teorema veja [7, Teorema 1.11] ou 38 Teorema
2.5.3].

Teorema 2.2.2. [38, Teorema de Compacidade das trajetérias/ Tome um subcon-
Junto relativamente aberto Q@ C [S,T] x R™ e uma multifun¢ao F : Q@ = R™. Suponha
que, para alguma multifuncao fechada X : [S,T] = R™ tal que GrX C , as sequintes

hipoteses sao satisfeitas:
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i) F é uma multifungao fechada, convera, nao vazia e L X B™ mensurdvel.

ii) Para cada t € [S,T], o grdfico de F(t,-) restrito a X (t) é fechado.

Considere uma sequéncia {z;} de fungoes absolutamente continuas sobre [S,T|, uma
sequéncia {r;} em L'([S,T];R) tal que ||r;i||[;: — 0 quando i — oo, e uma sequéncia
{A;} de subconjuntos mensurdveis de [S,T)] tal que meas(A;) — |T — S| quando i — oo.

Suponha que:

iv) Grz; C GrX para todo i;

v) {&;} € uma sequéncia de funcoes uniformemente integravelmente limitadas em [S,T]

e {x;(S)} € uma sequéncia limitada;

vi) existe c € L' tal que F(t,z;(t)) C c(t)B para quase todot € A; e para i =1,....
Suponha, além disso que

Entao, ao longo de alguma subsequéncia x; — x uniformemente e &; — & fracamente em
L' para algum x € WH([S, T]; R"™) satisfazendo x(t) € F(t,z(t)) q.t.p. t €[S, T].

Proposicao 2.2.1. [38, Proposi¢io 2.6.1] Seja Q0 um conjunto aberto em [S,T] x R™.
Tome F: Q= R", X : [S,T] = R" tal que GrX C Q, um conjunto fechado C C R™ x R™

e

R(X,C) :={x € C([S,T];R") : © é uma trajetoria de F,
z(t) € X(t) para todo t € [S,T] e (x(S),z(T)) € C}.

Suponha que

i) F € fechado e L x B™ mensurdvel;
ii) para cada t € [S,T], o grdfico de F(t,-) restrito a X (t) € fechado,
iii) existem a € L' e B € L' tais que

F(t,z) C (a(t)|z| + B(t))B  para todo (t,x) € GrX;

iv) X(s) € limitado para algum s € [S,T] ou um dos sequintes conjuntos

Co:={xg € R": (xg,x1) € C para algum x; € R"},
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Cy :={z1 € R" : (xg,71) € C para algum z7 € R"}
¢ limitado.

v) F(t,z) é convexo para todo (t,x) € GrX.

Entao, R(X,C) é compacto.

2.3 Analise nao suave

Nesta secao apresentaremos construgoes basicas e resultados de analise nao suave,
utilizadas na Tese, tais como ser: o cone normal proximal, o cone normal limite e os

subdiferenciais associados a estes cones.

Dado um conjunto fechado C' C R¥ e um ponto x € C, o cone normal proximal a C

em z, denotado por N} (), é o conjunto
Ni(z):={peR"|3M >0 talque p-(y—=x) <My —z|?, vy e C}.
O cone normal limite a C' em z, denotado por N¢(z), é o conjunto
Ne(z) = {p € R* | Existem x; S x, p;i — p tais que p; € N (z;), para todo z} )

Tome uma fungao f: R® - RU {400} e um ponto x € domf. Aqui, domf é o conjunto

domf ={y € R"| f(y) < 400} e epif é o conjunto epif := {(z,y) € R" xR | f(x) < y}.

O subdiferencial proximal 0F f(z) de f : R® — R U {400} no ponto z € domf é o

conjunto
0" f(x) = {n ] (n,~1) € N (x, f(2))}.

O subdiferencial limite df(x) de f: R™ — R U {+0o0} no ponto = € domf é o conjunto
aLf(x) = {n[(n,—1) € Nepir(z, f(2))}.

O subdiferencial limite ¢ um conjunto fechado.

Proposigao 2.3.1. [38, Proposicio 4.4.2] Sejam uma fungdo Lipschitz f : RF — R e

pontos v € R¥ e &€ € R¥. Entdo, as sequintes afirmacdes sio equivalentes:

(i) £€0"f(2);

(ii) existe M >0 tal que & - (y —x) < f(y) — f(x) + M|y — z|?, para todo y € R*.
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Proposigao 2.3.2. [38, Proposicao 4.7.1] Sejam f : R¥ — R U {+oo} uma funcao
semicontinua inferiormente e um ponto x € RF. Suponha que f € Lipschitz em uma

vizinhanca de x, com constante de Lipschitz K. Entdo, Of(x) é nao vazio e 0% f(x) C KB.

Proposicao 2.3.3. [38, Teorema 4.6.2] Sejam uma fun¢ao semicontinua inferiormente
f:RFY - RU{+cc} e pontos x €domf e & € RF. Entdo, as sequintes condigoes sio

equivalentes:

i) £€d"f(z);
ii) ezistem x; RN & — & com & € OF f(xy).
Proposicao 2.3.4 (Regra do Maximo). [38, Teorema 5.5.2] Sejam f; : R" — R,

i = 1,..,m, funcgoes localmente Lipschitz, e T € R™. Defina f(x) = max filz) e A :=

{A= (A, Am) ER™ [N >0, "\ =1} Entio

i=1
oL f(z) C {8L(Z/\ifi)(f) IAEA, eX=0sefi(z) < f(:z)}.
i=1
Seja do @ R™ — [0,00) a distancia entre o ponto x € R"™ e um conjunto, isto é,

de(x) = in(f) |z — a|. Esta é uma fun¢ao Lipschitz com constante de Lipschitz 1. Em
ac

termos de subdiferencial, o envoltorio convexo do cone normal limite satisfaz o seguinte

coNg(z) = { U )xadc(ac)}.

Para mais detalhes ver [7] ou [38].

2.4 Monotonicidade de Inclusoes Diferenciais

Seja F(R™) o espago das fungoes semicontinuas inferiormente (s.c.i.) de valores reais.
Seja um intervalo (¢g,t;), onde ty = —oo e/ou t; = o0, e seja uma multifuncao F :
(to,t1) x R" = R" com

x(t) € F(t,x(t)).
Definigao 2.4.1. Seja ¢ € F((to,t1) x2), onde Q é um subconjunto aberto de R™. O par
(p, F) € fracamente decrescente sobre (tg,t1) X Q se, para qualquer T € (to,t1) e a € ,

existe uma trajetdria x sobre [T,t1), com x(T) = «, tal que

o(t,z(t)) < (1, 2(1)) = p(1,), para todo t € [r,b],
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onde [1,b] € qualquer subintervalo de [T,t1) sobre o qual x(t) permanece em €.

Se a defini¢do acima mantém-se para toda trajetoria x, entao (p, F') diz-se ser forte-

mente decrescente sobre (tg,t;) x .

Definigao 2.4.2. O sistema (p, F') € fortemente crescente sobre (to,t1) x 2 desde que,
para qualquer intervalo [a, b] contido em (ty,t1) e para qualquer trajetoria x de F' em |a, b],

para o qual z(t) € Q para todo |a,b], temos

o(t,z(t)) < p(b,z(b)) = p(r,a), para todo t € [a,b].

Esta propriedade de crescimento forte é equivalente a requerer que a funcao t +—
©(t,z(t)) seja crescente sobre [a, b] quando = é uma trajetéria em algum intervalo [a, b] C

(to,t1) para o qual x(t) permanece em (.

Definicao 2.4.3. O hamiltoniano inferior h e hamiltoniano superior H correspondentes

a F' tem um papel importante e sao definidas como

h:[S,T] xR"x R" - R dada por h(t,z,p) = inf (p,v)

veF (t,x)
H:[S,T| xR"xR" =R dada por H(t,x,p) = sup (p,v).

veF (t,x)

Na continuagao, apresentamos algumas caracterizagoes de monotonicidade em termos

das fungoes hamiltonianas.

Proposicao 2.4.1. [7, p.219] Seja ¢ € ]-"((to,tl) X Q) e suponha que as sequintes hipd-

teses sao satisfeitas:

i) Para cada (t,x), F(t,x) é um conjunto nao vazio, compacto e convezo.
ii) F' € semicontinua superiormente.

iii) Para algumas constantes positivas v e ¢, e todo (t, ),

v € F(t,x) = |v] < vlz| + ¢
Entao

a) (o, F) € fracamente decrescente sobre (to,t1) X  se, e somente se,

0+ h(t,r,¢) <0, V(0,¢) € d¥p(t,x),¥(t,z) € (to, 1) x Q.
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b) Se F ¢ localmente Lipschitz, entao (@, F') é fortemente decrescente sobre (tg,t1) x

se, e somente se,

0+ H(tz,¢) <0, V0,0 €op(t,z),V(t,x) € (to, 1) x Q.

c) Se F € localmente Lipschitz, entdo (p, F') é fortemente crescente sobre (tg,t1) x £ se,

e somente se,

0+ h(t,z,¢) >0, Y0,0) €dPp(t,z),V(t,x) € (Lo, 1) x Q.

2.5 Programacao Dinamica

A teoria de Programacao Dinamica foi introduzida por R. BellmanEL quem contribuiu
com resultados importantes para a matematica basica e aplicada. Em 1946 defendeu
sua tese sobre equagoes diferenciais em Princeton. Em 1950, comecou seu trabalho na
corporagao RAND EL ¢é nesse periodo que elabora a chamada teoria da Programacao Di-
namica, uma das suas contribuicoes mais significativas para a matematica aplicada. Em
[3], Bellman explica que a teoria foi criada para lidar com problemas mateméticos que
surgem no que ele chamou de processos de decisao em multiplos estdgios (multi-stage
decision processes), processos que consistem em um sistema fisico cujo estado a qualquer
momento é determinado por um conjunto de quantidades, parametros de estado ou va-
riaveis de estado que podem ser prescritos de antemao e nos quais sao tomadas decisoes
que afetam o estado do sistema. Uma sucessao de decisoes é chamada de politica e um
esta interessado em encontrar uma politica 6tima para um critério atribuido. A idéia
basica da teoria é considerar uma politica 6tima como aquela que determina a decisao
requerida em cada momento em termos do estado atual do sistema, essa idéia foi for-
mulada por Bellman no chamado Principio de Otimalidade, que é enunciado da seguinte
forma: “Uma politica 6tima tem a propriedade de que qualquer que seja o estado inicial
e as decisoes iniciais, as decisoes subsequentes devem constituir uma politica étima em
relagdo ao estado resultante das primeiras decisoes”. No artigo citado [3], Bellman ex-
plica a formulacao matematica desse principio em quatro contextos diferentes, a saber:
determinista discreto, estocastico discreto, infinito estocastico e continuo deterministico.
A metodologia da Programagao Dinamica entra de maneira natural na teoria do controle

otimo e, em particular, no Principio do Maximo.

'Richard Ernest Bellman, matemdtico norteamericano, (1920-1984).
2Research ANd Development, uma corporacao sem fins lucrativos dedicada & investigacdo de politicas
publicas de desenvolvimento.
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Considere o seguinte problema de controle étimo

[ Minimizar g(z(T))
s.a. fungoes u : [S,T] — R™, tais que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T]

(Py) e trajetérias x : [S,T] — R", satisfazendo (2.3)
@(s) = f(s,x(s),u(s)), aqt.p. t€tT]
[ 2(5) = o,

onde g : R" - Re f:[S,T] x R" x R™ — R" sao fungoes dadas, xy € R" e Q(t) C R™,

S <t<T,éum conjunto dependente do tempo.

Um processo de controle factivel é o par (u,x), onde u : [S,T] — R™ é uma
fungdo mensurével satisfazendo wu(t) € €(t) e x é uma solucado da equacao diferencial

z(t) = f(t,z(t),u(t)) com a condi¢ao inicial z(S) = .

Um processo de controle factivel (u, Z) é dito ser 6timo global (local) se g(z(7)) >
g(Z(T)) para todo processo factivel (u,x). No segundo caso sao considerados apenas os

processos de controle numa vizinhanca dada.

Para qualquer funcao continua z : [a,b] — R™ e 6 > 0, definamos o conjunto T'(x,d),

chamado de d-tubo ao redor de x, como
T(x,8) :={(t,y) € [a,b] x R" |t € [a,b], |y — z(t)] <}

Definigao 2.5.1 (Funcao de verificagao). Uma fun¢io ¢ : T(z,0) — R U {+o0} é
chamada fungdo de verificagao local semicontinua para o processo (T,u) (com pardametro

d > 0) se ¢ € semicontinua inferiormente e satisfaz as sequintes condigoes:

i) Para cada (t,z) € T(z,0) tal que OY¢(t,x) é ndo vazio tem-se

n° +minn' - f(t,z,u) >0,  V(n°,n') € 0¢(t, x).

ii) ¢(T,x) < g(z) para todo x € R™,

iii) o(T,x) = lirtr%%nf o(t',x') para todo x € (T) + 0B,

=z

iv) (S, z0) = g(z(T)).

A seguinte proposigao pode ser encontrada em [38, Proposigao 12.4.3], mas no sentido

de multifuncoes.



2.5 Programacao Dinamica 28

Proposicao 2.5.1. Seja um (u,Z) um processo satisfazendo as restri¢ées do problema

(Py). Suponha que, para algum € > 0, temos:

1. f continua em todos seus argumentos;

2. existe ¢ > 0 tal que |f(t,z,u)| < ¢, V(t,x) € T(Z,€) eu € Q2);
3. f(t,-,u) € localmente Lipschitz para todo (t,u) € [S,T] x Q(t);
4. o conjunto F(t,x) :={f(t,z,u) :u € Qt)} € convexo;

5. g € semicontinua sobre T(T) + €B;

6. a multifuncao Q) : [S,T] = R™ € Borel mensurdvel e compacta.

Entao:

a) Se existe uma func¢ao de verifica¢ao local semicontinua para o processo (u,T), entdo

(u, ) é um processo minimo local forte para (Py).

Reciprocamente

b) Suponha que (u,T) é um processo minimo local forte para (Py) e que |g(-)| € limitada
sobre Z(T') + €B. Entdo existe uma fun¢ao de verificagao local semicontinua para o

processo (U, T).

Defini¢ao 2.5.2 (Fungao de Valor). Definamos a fun¢ao de valor do problema (Py)
como sendo a fungao V : [S,T] x R" — R tal que, para cada (t,x) € [S,T] x R", V(t,x)
¢ definida como sendo o infimo custo do problema

(

Minimizar g(y(T))
s.a. fungoes u: [t,T] — R™, tais que u(t) € Q(t)
t,T

(Prz) e trajetorias y : [t, T] — R", satisfazendo
y(s) = f(s,y(s),uls)), qtp. t€tT]
L y(t) = .

Vit x) = inf {g(y(T)) + §(s) = F(s,y(s), u(s)),y(t) = 2}
Com condi¢ao terminal  V(T,x) = g(x), para todo x € R".
O vinculo entre o problema de controle étimo (P;) e a equacao de HJB é a fungao

de valor. A seguinte proposicao demonstra que a fungao de valor é solucao da equagao de

Hamilton Jacobi Bellmann, no caso que a fungao V seja diferenciavel.
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Proposigao 2.5.2. [38, Proposic¢io 1.6.2] Suponha que a funcao valor V € de classe C*

nas varidveis (t,x). Entao V resolve a equagao diferencial parcial nao linear
Vi(t,z) + inf{{Vx(t, x)- f(t,x,u)} =0, (2.4)
uc

com condi¢cao terminal

V(T,z) =g(x), Yz € R".

O exemplo a seguir pode ser resolvido sem ferramentas matematicas especiais, no

entanto, ¢ interessante ver a resposta dada pelas condi¢oes necessarias via a equacao de

HJB.

Exemplo 2.5.1. Pretende-se desenhar uma curva x(t) que comece em x(0) = 0, cuja

inclinacao maxima seja 1 e que atinga a altura mdxima para t =T.

O problema pode ser formulado como um problema de controle étimo com dinamica

z(t) = u(t),z(0) =0 e Q(t) = [0,1] e funcional de custo g(x(T)) = —x(T), como segue:

o Curva otima
Minimizar — x(T') x(T) + |
.. . Curvas possiveis
sujeita a: i(t) = u(t) _ mas néo étimas
x(t)
z(0) =
u € [0,1]. 5 |

T &
Resolvendo, temos que a fung¢do de valor € dada por: V(t,y) =t —T —y, a qual satisfaz
VTy)=T-T-y=-y=g(y), VyeR

Temos que: Vi(t,y) =1 e Vy(t,y) = —1, sabemos que a funcao de valor satisfaz a equagao
HJB

Vi(t.) + min {V.V(t.y)- f(t.y.0) } =0,
Suponha que (u,T) € um processo minimizante entao
V(0,0) = =T = g(z(T)) = —z(T),
Vi(t, Z(t)) + min {VmV(t,f(t)) : f(t,f(t),u)} =0 (2.5)

ue(t)

a equacgao nos proporciona Uy, = 1, assim T(t) =t € a trajetoria dtima.

Pode ser demonstrado, ver [2], que, sob a hipétese de que V seja de classe C? pode-se
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derivar as condi¢oes necessarias do Principio do Maximo usando solugoes de viscosidade

da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman.

2.6 Principio do Maximo

O Principio do Maximo da teoria de controle 6timo foi uma resposta matematica ao
desafio colocado pelas ciéncias aeroespaciais e engenharia nas décadas dos anos cinquenta
e sessenta do século passado. O Principio do Maximo foi anunciado em 1956, pelo grupo
de pesquisadores do Instituto de Matematica de Moscou Steklov na antiga Uniao Sovié-
tica. O grupo encabegado por Pontryagin incluiu, a seus estudantes V. Boltyanski e R.

Gambkrelidze além do jovem pesquisador E. Mishchenko.

Tendo feito contribuicoes relevantes para a topologia algébrica, Pontryagin decidiu
dedicar os ultimos anos de sua vida a matematica aplicada. A partir de 1952, Pontrya-
gin decidiu mudar seu caminho de pesquisa para topicos mais aplicados e iniciou um
seminario sobre a teoria das oscilagoes, no qual a teoria do controle 6timo e o Principio
do Méaximo encontram suas origens. No ano de 1955, através de Mishchenko, o equipe
entra em contato com um académico ligado ao exército e sua pesquisa € orientada mais
ao estudo de trajetorias 6timas e ao problema da interceptacao espacial. Os esforcos de
pesquisa do grupo de Steklov produziram resultados que foram refletidos numa série de
publicacoes. Pontryagin teve a oportunidade de apresentar os resultados de sua equipe
no Congresso Internacional de Matemaéticos, em Edimburgo, em 1958, tempo em que a
prova do Principio do Maximo ja tinha sido concluida, e no primeiro Congresso da IFAC
(International Federation of Automatic Control) em 1960 em Moscou. Posteriormente,
Boltyanski esclareceu que o Principio do Maximo é apenas uma condi¢ao necessaria. Por
outro lado, Gamkrelidze, provou que, para o caso linear, a condicao do Principio do

Méximo é necessaria e suficiente.

A seguir apresentamos as condi¢oes necessarias de otimalidade para o problema (P;).
A proposicao abaixo é uma generalizacao do Principio do Maximo suave formulado por

Pontryagin.

Proposigao 2.6.1. [38, Principio do Maximo nao suave/ Seja (u,z) minimo local

para (Py). Suponha que, para algum 6 > 0, as sequintes hipdteses sao satisfeitas.

a) Para x fizo, f(-,x,-) é L x B™ mensurdvel. Eziste uma fun¢ao L x B™ mensurdvel
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k:[S,T] x R™ — R tais que t — k(t,u(t)) € integrdvel e, q.t.p. t € [S,T],
(8 z,u) = f(t, 2", u)| < Kt u)le — 2|
para todo x,z" € T(t) + 9B e u € Q(t).
b) GrQ é um conjunto L x B™ mensurdvel;

c) g € localmente Lipschitz.
Entao existe um arco p € WH([S, T];R™) e A > 0 tais que

i) Condicao de nao trivialidade: — (p, \) # (0,0);
ii) Fquacao Adjunta:  —p(t) € cod,H(t,z(t),p(t),u(t)),q.t.p.

iii) Condi¢do de Mdzimo: H(t,z(t),p(t),u(t)) = mUaEx)H(t,f(t),p(t),u),q.t.p
uelU(t

iv) Condi¢ao de Transversalidade e Condi¢ao de Fronteira:
(p(5), —p(T)) € Adg(x(5), Z(T)) + Nc(2(5), 2(T)).

Nesta Tese proporcionamos condicoes necesséarias na forma do Principio do Maximo
para problemas mais gerais do que (Py), a saber, um problema com restri¢oes de igualdade
e desigualdade, custo e dinamica nao suaves onde todos os dados dependem de parametros;

o qual sera abordado no Capitulo 5.
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Existéncia de trajetdrias 6timas para problemas de

controle

Os problemas de controle étimo tem sido amplamente estudados (ver [7],[8],[38]). As
condigoes para que um problema de controle possua existéncia de trajetérias 6timas estao
bem estabelecidas na literatura e, neste capitulo, proporcionaremos condigoes para que

uma inclusao diferencial, que depende de parametros, possua ou admita solugoes.

Existe uma literatura ampla sobre inclusoes diferenciais, onde a atencao concentra-
se em inclusoes diferenciais envolvendo multifungdes que sao Lipschitz continuas com
respeito ao estado (ver [I] e [I2]). Alguns resultados tais como: O Teorema de Sele¢ao de
Filippov e o Teorema de Compacidade de Trajetérias (ver [7] e [38]) sdo importantes para
estabelecer a existéncia de processos 6timos sob uma hipotese de convexidade no conjunto
de velocidades, para problemas de controle 6timo. Vinculados a esta teoria de inclusoes
diferenciais estao Tonelli, Young, Filippov, Gramkrelidze, Roxin entre outros. Quando a
inclusao diferencial depende de parametros, a teoria existente nao é mais aplicavel para
garantir a existéncia de solugoes. Neste capitulo, proporcionaremos novas condigoes para
garantir a existéncia de trajetérias 6timas para problemas de controle minimax quando o

conjunto de parametros estd em um espago métrico compacto.

3.1 Existéncia de trajetorias para inclusoes diferen-
ciais

Seja A = (A, pa(-,-)) um espago métrico compacto. A seguir, enunciaremos uma
proposicao cuja prova é uma adaptacio de [38, Proposicio 2.3.6]. Denotaremos como B

os subconjuntos Borel de A.
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Proposigao 3.1.1. Considere uma fungdo g : I x R™ x A — R*. Suponha que g(-,-, a)
é L x B™ mensurdvel para cada o € A e g(t,u,-) é continua para cada (t,u) € I x R™.

Entio, g é L x B™ x BA mensurdvel.

Demonstra¢ao. Como A é um espago métrico compacto, ele possui um subconjunto enu-
meravel denso em A. Seja {a;}°; um conjunto enumerdvel de elementos em A. Para

cada inteiro positivo k, definimos

gk(ta u, Oé) = g(t7 u, aj)a
para cada (t,u,a) € I x R™ x A, onde o j satisfaz a seguinte relagao:
1 1 . .
play, a) < 7 ¢ play, a) > 7 para i = 1,...,5—1.
Por hipétese g(t,u,-) é continua, logo

gr(t,u,a) = g(t,u,«) quando k — oo.

Mostremos que gy, é £ x B™ x BA mensurével para cada k. De fato, para qualquer conjunto

aberto V C R*, temos

g (V) ={(t,u,a) € I x R™ x A: g(t,u,a) € V'}

| =

:U{(t,u,a) eI xR" xA:g(t,u,a;) €V, plo, a;) <

J=1

1
pla, o) > 7 para i=1,..,5—1}

Assim temos

—

g,;l(v) = U ({(t,u) eI xR™:g(t,u,aj) € Vix

J=1

1
e plag,a) > % para i=1,...,j— 1}),

| =

{aeA:pla,a;) <

note que este dltimo conjunto é £ x B™ x BA mensuravel pois ¢ a unido de conjuntos da

forma A x B com A€ L x B" e B € BA. [ |

Proposicao 3.1.2. Considere uma funcdo ¢ : I x R" x R™ x A — R¥, satisfazendo

i) ewxiste uma constante K > 0 tal que

lo(t, x,u, ) — P(t, 2" u, )| < Ko — 2],
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para todo x, 2’ € R", u € R™ e a € A;
ii) o(t,x,u,-) € continua para cada (t,x,u) € I x R™ x R™;
iii) o(-,z,-, ) € L x B™ mensurdvel para cada (x,a) € R™ x A.

Se, para cada o € A, z(-,«) : I — R"™ é L mensurdvel e o — x(t, ) € continua para cada

t €1, entdo (t,u,a) — ¢(t,z(t,a),u,a) é L x B™ x BA mensurdvel.

Demonstragao. Seja oo (t,z,u) = ¢(t,r,u,«) para cada a € A. Pelo item (7ii) temos
que @ (-, x, ) é L x B™ mensurdvel. Como para cada o € A, z, := x(-, ) : [ - R" é L

mensuravel, segue de Proposicao 2.1.1] que
(t,u) = @a(t,zo(t),u) & L x B™ mensurdvel.

Vejamos que a aplicagdo a — ¢, (t, 4(t), u) é continua.

Sejam o,/ € A tais que « — . Como a +— z(t,«) é continua para cada t € I,
temos

z(t,a) = z(t,a’) para cada t € I.
Disto e de (i7), obtemos
o(t, x,u, ) — P(t, x,u, o) para cada (t,x,u).

Assim, pela desigualdade triangular, a Lipschitz continuidade em z e a continuidade em

o, temos

|90a (t, Lo (t)a u) — Po’ (t7 Lo (t)7 u>| = |¢(t, Lo (t)v u, Oé) - ¢(ta T (t)v u, O/)|
<Dt xa(t), u, ) — Q(t, wor (t), u, )| + | Pt xor (), w0, @) — P(t, 20 (1), u, )|
< K‘xa(t) — Lo (t)‘ + |¢(t’ Lo (t » U, a) - ¢(ta Lot (t)a u, O/)|'

Consequentemente,
|0a(t, Ta(t), 1) — o (t, 2o (), u)| = 0 quando a — o'

Com isto temos mostrado a continuidade em A. Finalmente, usando a Proposicao [3.1.1],

obtemos
(t,u, ) = wo(t, xo(t), u,a) = P(t, x(t, ), u, )

é L x B™ x BA mensurdvel. [ |
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A seguinte proposicao sera de muita utilidade na teoria de controle 6timo.

Proposicao 3.1.3. Considere uma fungao g : [S,T] x R™ x A — R e uma multifun¢ao
[:[S,T) = R™ tais que:

i) g(-,u,a) é L mensurdvel para cada (u,a) € R™ x A e g(t,-,-) € continua em R™ x A

para cada t;

ii) I' € fechada, nao vazia e L mensurdvel.
Entao, n: [S,T] x A — R dada por
n(t,a) = sup g(t,u, )
u€el'(t)

¢ uma funcao £ x BA mensurdvel.

Demonstragao. A prova da Proposigao [3.1.3] é uma consequéncia do Teorema 2.1.3) e a

aplicacao da Proposicao |3.1.1] [

Seja F' : [ x R" x A = R™ uma multifun¢ao nao vazia. Definamos a multifuncao

hamiltoniana H : I x R" x R™ x A — R por
H(t,x,p,a) =sup{p-v:v € F(t,z,a)}.

Proposigao 3.1.4. Consideremos uma multifuncao F : I xR"x A = R™ fechada. Valem

as sequintes propriedades:

i) Fize (t,z,a) € domF. Se existe ¢ > 0 tal que F(t,z,a) C cB, entdo

|H(t,z,p,a)| < ¢lp|  para cada p € R™

|H(t,2,p,0) — H(t,z,p,0)| < clp— p/| para cada p,p' € R™.

ii) Se existe 6 : [0,00) — [0,00) tal que limg0(s) = 0 e para quaisquer a, o’ € A,
T T
[ Pt [ Pna) +6(patea)B
S S

para todo x € R™, t € [S,T], entdo lim H(t z,p,a)dt = / H(t,z,p,a)dt.

a—a! S
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iii) Sejam as familias de fungoes mensurdveis {x(-,a) : I - R": o € A}, {p(-, ) : [ —
R™: a € A} tais que as fungoes a — x(t, o), o — p(t, ) sao continuas. Suponha

que F € L x B* x BA mensurdvel. Entdo,
(t,0) > H(t,2(t,a), p(t, 0), )
¢ L x BA mensurdvel.

Proposicao 3.1.5. Sejam A um espaco métrico compacto, U : I = R™ uma multifuncdo

nao vazia e uma funcgao g : I X R™ x A — R", satisfazendo:

i) GrU é L x B™ mensurdvel;
ii) Dado a € A, a fungdo g(-,-,«) € L x B™ mensurdvel.
Entao, para qualquer familia de fung¢oes mensurdveis {v(-,a) : I — R"|a € A}, a
multifuncao U' : I = R™ definida por
U't):={ueU(t): g(t,u,a) = v(t,a), para todo o € A}

tem grdfico L x B™ mensurdvel. Se U'(t) # (), entao U’ tem sele¢ao mensurdvel.

Demonstragao. Seja o (t,u) = g(t,u,a) — v(t, ), para cada o € A. Notemos que, dado
a € A, o conjunto ¢ ({0}) = {(t,u) € [S,T] x R™ : p,(t,u) =0} é £ x B™ mensuravel.

Como A é um espaco métrico compacto, entdo contém um subconjunto I C A enu-

merdvel denso em A. Assim, (), .; ¢a' ({0}) é £ x B™ mensurdvel. Logo,

GrU' = GrUn <ﬂ gO;l({O}))

acl

é L x B™ mensuravel. Além disso, se U'(t) # 0, entdo, pelo Teorema (Teorema de

selegdo de Aumann), U’ tem selegdo mensuravel. |

3.1.1 Sistemas de Controle

Considere o sistema de controle

{ (t, ) = f(t,x(t, @), u(t),a), q.t.p.t e[S, T] para cada o € A, (3.1)

u(t) € Q(t), qt.p. t€[S,T].
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Definigao 3.1.1. Um processo de controle (u,{z(-;a) | a € A}) consiste de uma fungdo
mensurdvel u : [S,T] — R™ satisfazendo u(t) € Qt) ¢.t.p. t € [S,T] e uma familia
{z(;0) € WH([S,T;R") | a € A, } de arcos satisfazendo (3.1)), para cada o € A.

Se o processo de controle (u, {z(:;a) | @ € A}) satisfaz (3.1)), entao {z(-, o) | a € A}

satisfaz a seguinte inclusao dinamica
it ) € {f(t,.r(t, a),u,q) | u € Q(t)}, VacAdeqtp te[S,T].  (3.2)

Proposicao 3.1.6. Considere uma funcio f : [S,T] x R" x R™ x A — R" e uma
multifung¢ao Q0 : [S,T] = R™. Suponha que

Al) f(t,-,u,-) € continua em (x,) e f(-,x,-,a) L x B™ mensurdvel para cada (x, ),

A2) Q nao vazia, fechada e L mensurdvel.

Se {x(-,a) € WH([S,T;R") | @ € A} satisfaz (5.9), entdo existe uma sele¢cdo mensurdvel
de Q tal que o processo de controle (u,{z(-; @) | @ € A}) satisfaz (3.1).

Demonstracao. Seja a € A, consideremos g(t,u,«) = f(t,z(t, a),u, ) e v(t,a) = (¢, a).
Assim definida, a fungao g(-,-,a) é £ x B™ mensuravel para cada a« € A. E sendo €
nao vazia, fechada e £ mensuravel, temos pela Proposicao que existe uma funcao

mensuravel u : I — R™ satisfazendo u(t) € Q(t) q.t.p. tal que
flt,x(t, ), u(t), ) = @(t,«) para cada a € A.

Portanto (u, {z(-;a) | a € A}) é um processo de controle para o sistema ({3.1]). |

3.1.2 Existéncia de uma familia de trajetorias

Fixe um intervalo [S, T] e um subconjunto relativamente aberto Q C [S,T] x R™. Para
todo t € [S,T], definimos
Qp:={z:(t,x) € Q}.

Definamos, para cada a € A, a funcao
T
Th(o0)) = [ Cututt.a) it e). )i

onde (g, (t,x,v,a) =inf{|n —v|:n € F(t,z,a)}.

O seguinte teorema mostra a existéncia de uma familia de trajetorias.
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Teorema 3.1.1. Seja Q um subconjunto relativamente aberto de [S,T] x R™. Sejam uma
multifuncao F : Q x A = R", uma familia de arcos {y(-,a) € WH([S, T];R") | a € A},
um ponto & € R™ e um € € (0,+00) U {+oc} tal que T'(y(-; ), €) C 2, para todo a € A.
Suponha que:

i) A multifuncio (t,z,a) — F(t,z,a) é £ x B* x BA mensurdvel;
ii) para cada o € A, F(t,z,a) é fechado e nao vazio;
iii) existem fungoes integraveis k : [S,T] - R e ¢ : [S,T] — R tais que
F(t,z,a) C F(t,y,a) + k(t)lr —y|B e F(t,z,a) C ¢(t)B
para todo z,y € y(t,a) + B, q.t.p. t € [S,T] e a € A;

iv) existe 0 : [0,00) — [0,00) tal que lifél 0(s) =0 e, para todo o,/ € A,

T T
| Fta)c [ Fera)+bpata.a))B,

s s

para todo x € y(t,a) + €B, t € [S,T];

v) Suponha também que
T
k(e = u(s.)l + [ ¢ (tytt0).9(t.),ait) < (33
s
para cada o € A, onde K = exp (fST k(t)dt).

Entao, existe uma familia de trajetdrias {x(-, ) |« € A}, z(S,a) =&, tal que
T

||$<-,Oé) - y(,a)|| < |ZE(S, a) - y(Sv a)l +/S |*’t(t7a) - y(tva)ldt

T
<K(ls=uSal+ [ Gltalta)itt.o).a)m)
para cada o € A.
Além disso, para cada t € [S,T], z(t, ) : A — R" € continua.

Se € = 400 nas hip6teses acima, T'(y, €) e €B sao interpretadas como [S,T] x R" e

R™, respectivamente e a condigao (3.3]) é requerida ser finita.

Demonstragao. Sejam ag € A arbitrario e uma sequéncia {ax} C A tal que ap — .

Definamos Fy(t,z) = F(t,z,ax) e Fo(t,x) = F(t,x,ap), e seja yp(t) = y(t, ax) e yo(t) =
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y(t, o) . Assim, temos uma sequéncia de arcos y, € W1 ([S, T]; R"). Entao, pelo Teorema
(Teorema de Existéncia de Filippov), para cada k, existe uma trajetéria z; para Fj,
isto é, Zx(t) € Fi(t, z(t)) tal que zx(S) =€ e

[y = z&ll < €.

Por outro lado, da hipétese (iv), obtemos

/St Zk(s)ds € /ST Fi(s, z1(s)) = /ST F(s, z(s), ax)
- /ST F(s, z(s), ag)ds + 0(p(ay, ag))B

:/ST Fo(s, z(s))ds + (T;—S /STQ(P(O%,CYO))CZS)B,

Logo,

() € Fot, (t)) + TL_SG@(% a0))B.

Pelo Teorema (Teorema de Compacidade das trajetérias), existe uma trajetéria w
tal que

e w(t) € Fo(t,w(t)). Ou seja, w(t) € F(t,w(t),ap) e w(S) = & Também, temos
() € Fo(t,24(1)) + 7 —0lp(on, 0)) B

€ Folt () + (0, 20))B + kg (D)](1) ~ wo(0)B,

onde existe uma selegdo mensuravel n € Fy(t,yo(t)) tal que

50) — 1l < g plone, 00)) + ks (1) |24(0) — (1) (35)

Fazendo uso da Desigualdade triangular, resulta
126() = 90(O)] < [Z6(8) — nl + |n — Go(2)]- (3.6)
Substituindo (3.5 em (3.6)) obtemos

121(t) — 9o(t)| < T—_Se(/)(@k, ag)) + Ky (t)|2x(t) — yo(t)| + |1 — 9o(t)].
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Tomando o infimo sobre n € Fy(t, yo(t)) na dltima desigualdade, temos

|21(t) — 9o(t)] < T——S(Q(p(ak’ ag))) + kg ()] 2k (t) — o ()] + Cr(t, yo(t), Bo(t), ag). (3.7)

Logo,

|26(t) = yo(D)] < [2:(5) — o (5)] +/S |2k () — go(t)|dt

(0ol 00)) + ky(0)|24(8) — o (1) + G (1, vo(8), o). ) )t

<la(S) = wN+ [ (775

S
Assim, pela Desigualdade de Gronwall, obtemos

Tk@ﬂﬁ(%—deﬂ+/§fﬂtm@%%@%awﬁ)

T

+ exp </S k(t)dt)@(p(ozk,ao)).

a(t) = wnlt)) < exp

S

Usando (3.3)), segue

T

26(t) — yo(t)] < € + exp (/ (1)t ) 0(p(0, o). (3.8)

S

Logo, pela Desigualdade triangular, e , temos que
[yo(t) — w(t)] < [yo(t) — 2k (t)] + [2k(t) — w(?)]
<e+exp (/ST k:(t)dt)@(p(ak, a0)) + |z (t) — w(t)].
Agora fazendo k — oo, tem-se
ly(t, ) — w(t, ap)| < e.

Finalmente,

[w( o) —w(+ a0)| < Jw(-,ar) =y ar)| + |y(, ar) — 20, an)| +[2( an) — w(-, o)
<e+e,

mostrando a continuidade da trajetoria em A. |

Como uma consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.1.1. Sejam uma funcio f : [S,T] x R" x A — R", uma familia de arcos
{y(-,a) € WH([S,T;R") | € A}, € € (0,00) U {+00} € um ponto & € R™. (Se e =

+o0, entdo T(y(-, a),€) e €B sao interpretados como [S,T] x R™ e R", respectivamente).
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Suponha que:

i) f(-,z,-) é L x B* mensurdvel para cada v € R";
i) existem fungoes ks e cy integrdveis tais que,
F(5,2,0) — f(5, 7, 0)| < kg(s)o— 2] e |f(s,m,0)] < ex(s),
para todo x,x' € y(s,a) +eB ea € A, ¢.t.p. s €[S, T];

iii) ewiste 0 : [0, +00) — [0, +00) tal que liH(l] 0(s) =0 e, dados o, € A,
s5—

T
/S sup |f(s,z,a) — f(s,x,a)|ds < 0(pa(a,a’)).

zey(t)+eB

Aqui temos considerado

T
Gl = [ s sl
S zey(t)+eB
iv) Suponha que

T

k(- u(s.)l+ [ litt.0) = fit.ulte).lde) < e (3.9

S

para cada o € A, onde K := exp (fST k(t)dt).

Entao, para cada o € A, existe uma unica solu¢do para a equacgao diferencial ordindria

(t,a) = f(t,xz(t,a), ), q.t.p.t €[S, T], (3.10)
z(S, ) =&, (3.11)
satisfazendo
(-, ) = y(-, )| < |z(S, o) — y(S, a) +/ (L, o) — y(t, a)|dt
S

T

k(e -yl + [ litta) - fu(t.a).a)li)

S

Além disso, para cada t € [S,T], z(t,-) : A — R"™ é continua.

Demonstracao. A existéncia de uma familia de solugoes para a equacao diferencial or-
dindria (3.10) ¢ uma consequéncia imediata do Teorema [3.1.1] Para mostrar a unici-
dade, suponhamos que existam duas solugoes z(-, ) e z'(-, ) para a equacao diferen-

cial (3.10) satisfazendo ||2'(-, ) — y(-, )| < € e [|[2"(-,a) — y(-,@)]| < €. Definamos,
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Z(t,Oé) = ||ZL’/(-7O[) - CC//(~,()[)||. LOgO,

|2(t’ Oé)| = |f(t,l‘,(t, (I), a) - f(t,ZE”(t, a)’ a)|
< k(@)|2'(t, o) — 2"(t, a)| = k(t)|2(t, o).

Usando a Desigualdade de Gronwall, segue que z(-,«) = 0. Assim, 2'(-, «) = 2”(-, &) para

cada a € A, mostrando a unicidade das solugoes. [

3.2 Existéncia de uma familia de trajetorias 6timas

Considere um subconjunto relativamente aberto Q@ C [S,T] x R", uma multifung¢ao
F:Qx A= R" uma familia de multifungoes fechadas {X, : [S,7] = R"} com a
propriedade que GrX, C €, para todo o € A, e uma familia {C'(a) C R*" x R" | o € A}

de conjuntos fechados.

Definamos, para cada a € A,

Rp,(Xa,C(a)) == {z(-,a) € C([S, T};R") : 2(-, @) é uma trajetéria de F(-, -, @),
z(t,a) € X, (t),Vt € [S,T), e (z(S,a),z(T,a)) € C(a)}.

Proposicao 3.2.1. Tomemos (2, F' e, para cada o € A, C(a), X, como acima. Suponha
as condigoes i) — 1i) do Teorema além de

iii’) Para cada t € [S,T], o grdfico de F(t,-,«) restrito a X,(t) é fechado para todo
a € A;

iv’) emistem vy, 3 € L tais que
F(t,z,a) C (y(t)l=] + B()B
para todo (t,x) € GrX,, para todo a € A.
v’) Xu(s) € limitada para algum s € [S,T] ou um dos sequintes conjuntos
Cy =A{xo € R" : (xg,71) € C(a) para algum x, € R"},

CY :={x; € R" : (zg,21) € C(v) para algum x, € R"}

¢ limitado;
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vi’) existe 6 : [0,00) — [0,00) tal que limg o 6(s) =0 e, para todo a, o/ € A
T T
| Fra)c [ Fera)+0pata.a))B,
s

S

para todo (t,x) € GrX,, t € [S,T].

Suponha também que para cada o € A, F(t,z,a) € convexo, para todo (t,x) € GrX,.
Entao, Rr,(Xa, C(a)) é compacto com respeito a topologia da convergéncia uniforme para

cada o € A.

Demonstrag¢ao. Consideremos y(t, a) = (z(t, o), ), para cada o € A. Assim,
y(t, o) = (2(t, @), 0).
Logo,
y(t,a) € F(t,y(t,a)) x {0} = G(t,y(t, a)).

Definamos G(t,y) = F(t,x,a) x {0}, onde y = (z, «).

Pode-se verificar que a multifuncao G satisfaz as hipéteses da Proposicao [2.2.1] para

cada a € A. Assim, o resultado segue.

Destacamos, a seguir, a validade da seguinte propriedade:

e Para cada t € [5,T], o grafico de G(t,-) restrito a Y (t) = X,(t) x A CR" x A é
fechado.

Sejam y = (z,a) e z = (u,v). Se (z,y) € GrG, entdo existe (z;,y;) € GrG tal que
(zi,4:) = (z,9), onde z; = (u;,v;) e y; = (24, @;), logo, pela definicao de gréfico, temos
que z; € G(t,y;) = F(t,z;, ;) x {0} dai, u; € F(t,2;, ;) e v; = 0. Pela hipétese (vi'),
temos

T

T
/ F(t,z;, aq)dt C / F(t,z;, a)dt + 0(p(cy, ))B.
s s

Entao, para cada i, existe n; € F(t, x;, ) tal que

T
L|W—Mﬁ§mM%ﬂ»

Agora , fazendo i — oo, temos que 7; — u. Como (n;,x;) € GrE(t,-,a) e GrE(t,-, a)
é fechado por causa da hipétese (iii'), temos que (u,x) € GrF(t,-,a) e v = 0. Assim,

(u,v) € F(t,z,a)x{0} = G(t,y), isto é (z,y) € GrG(t,-), mostrando que G é fechada. W



3.2 FExisténcia de uma familia de trajetorias dtimas 44

Observagao 3.2.1. Para que esta propriedade seja vdlida, precisamos da hipdteses vi').
Por tanto a inclusao de (vi') € primordial no caso quando a multifungdo F depende de

parametros.

Agora podemos fornecer condigoes para a existéncia de solugoes para um problema

Otimo minimax.

3.2.1 Problemas de Controle Otimo Minimax

Consideremos o seguinte problema de otimizagao minimax

( Minimize maj(g(x(S; a),z(T; o), o)
ac

s.a arcos {z(;a):[S,T] - R"|a € A} tal que, para cada a € A
(@) i(t:a) € F(t,z(t,a),a) qt.p. tels,T],

z(t,a) € X,(t) para todo t € [S,T],

(x(S;a), z(T, a)) € C(a),

\
onde g : R" x R" x A — R é continua e g(-, -, a) é Lipschitz em R" x R".
Uma familia {z(-,a) € WV([S,T];R") | a € A} de arcos satisfazendo, para cada
a € A,
(t,a) € F(t,z(t,a),a) q.t.p. t€[S,T],
x(t,a) € X,(t) paratodot € [S,T],
(2(5, 0),2(T, a)) € C(a)
é chamada de familia de trajetérias factiveis ou admissiveis.
A familia {z(-,«) € WY([S,T];R") |a € A} é uma trajetdria 6tima de (Q), se

{z(-, ) € WH([S,T];R™) | @« € A} é uma trajetéria admissivel de (Q) e

vt . vy . < . .
Igg}g(I(S, @), z(T;a),a) < glg}g(x(&a),x(ﬂ o), ),

para qualquer trajetéria {z(-,a) € WH([S, T];R") | a € A}.

Proposicao 3.2.2. Tome Q, F, X,, e C(«a) para cada o € A como previamente descritos.

Suponha que as hipdteses da Proposicao sao vdlidas e além disso,

vii) Para cada o € A, F(t,x,) é convexo para todo (t,x) € GrX,;

viii) para cada a € A, o conjunto Rp, (X, C()) € nao vazio.
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Entao, o problema (Q) tem minimo.

Demonstragao. Seja a = inf Q. Como, para cada a € A, o conjunto Rg_ (X,,C(a)) é ndo
vazio, seja {z;(-,a) | @ € A} uma sequéncia de trajetérias factiveis para o problema (Q)
tal que

li . (T —
Jim max g(;(S5, @), 2:(T' @), @) = a

Como Rp, (X4, C(«)) é um conjunto compacto, para cada a € A, esta sequéncia possui
subsequéncia convergente, isto é, para cada a € A, existe uma subsequéncia z;, (-, «) de

z;(-, ) e uma trajetoria z(-, ) de F(+,-, a) tal que
z; (o) = Z(-, ),

onde Z(t,a) € X,(t) e (2(S,),z(T,)) € C(a). Logo, para cada o« € A, Z(-,«x) ¢
trajetoria factivel. Dai,

— i . . — T T > .
a = lim max g(z;, (5, @), 23, (T, @), a) = max g((5, ), #(T, a), @) > a

Assim,

max 9(z(S,a), (T, a0), ) = inf Q.
ae

Portanto, {Z(-,«) | « € A} é uma familia de trajetdrias 6timas para o problema (Q). W

A Proposicao [3.2.2] é uma base fundamental para fornecer condigoes de existéncia de

processos 0timos para problemas de controle étimo minimax.

Consideremos o problema de controle 6timo minimax
[ Minimizar rggjcg(x(T; a),q)

s.a fungbes mensuraveis u : [S,T] — R™ tais que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T]
e arcos {z(;a):[S,T] = R"|a e A} tais que, para todo o € A

t(t;a) = f(t,x(t, ), u(t), ), qt.p. telS, T,

x(S, a) = xo,

z(T,a) € Ca).

Tomemos fungoes f: [S,T]xR"xR™"x A — R"eg:R"xA— R, um vetor zy € R",
um conjunto dependente do tempo Q(t) C R™, S <t < T, e uma familia de conjuntos
fechados {C(a) C R" | a € A}.

Defini¢ao 3.2.1. Uma func¢ao de controle factivel é uma fungao mensurdvel u : [S,T] —

R™ satisfazendo que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T].
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Um processo de controle (u,{z(;;a) | a € A}) compreende uma fungdo de controle
factivel u e uma familia {z(-;a) € WHH([S,T];R") | a € A} de arcos satisfazendo, para
cada o € A,

{ p(t; o) = f(t, x(t, ), ult),a), qtp. tel[ST] (3.12)

x(S, a) = xo.
Um processo de controle € factivel se (u,{z(;a) | a € A}) satisfaz
z(T,a) € C(a), para todo o € A.
Um processo factivel (u,{z(:;a) | € A}) € dito 6timo ou minimo, se se
T, > x(T,
max g(z(T; a), a) 2 maxg(z(T; a), ),

para todo processo factivel (u,{z(:;a) | a € A}).

Corolario 3.2.1. Suponhamos que f,g satisfazem as sequintes condigoes:

H1) A funcio f(-,z,-,) é L x B™ x BA mensurdvel para cada v € R".
H?2) Existem fungoes ks e cy integrdveis tais que, para cada o € A,
|f(s,x,u, ) = f(s, 2 u, )| < kp(s)|x — 2| e |f(s,zu,a) <cpls),
para todo x, 2’ € R", u € Q(s) ¢.t.p. s € [S,T].

H3) Eziste 0 : [0, +00) — [0,400) tal que hH(l) 6(s) =0 e, para todo o,/ € A,
s—

T
/ sup |f(s,z,u,a) — f(s,z,u,a’)|ds < 0(pa(a,a’)), VreR"
S u€eQ(s)

Hj) A multifungao Q : [S,T] = R™ tem grafico Borel mensurdvel.

H5) Para cada o € A, o conjunto F(s,z,a) := {f(s,z,u,a) : u € Q(s)} é fechado e

convezo, para cada (s,z) € [S,T] x R™.

Se o problema (P') tem um processo factivel (u,{z(;a) | a € A}), entdo existe um pro-

cesso factivel étimo (u,{Z(-; @) | o € A}) para o problema (P’).

Demonstracao. Seja (u,{z(-;a) | a € A}) um processo factivel do problema (P’), entéo
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{z(-,a) | @ € A} é trajetoria factivel para o problema

[ Minimizar ma}g(x(T; a),q)
ac

s.aarcos {z(;a):[9, 7] — R"|a € A} tais que, para todo a € A
(t; o) € {f(t,2(t, o), u(t), o) | u(t) € 1)},

z(S, a) = xp.

\

Logo, pela Proposicao [3.2.2] o problema acima tem uma familia de trajetorias factiveis

6timas {z(-, a) | @ € A}, a qual satisfaz

{

para todo {z(-,a) | a € A}. Usando a Proposicao [3.1.5], existe uma fungao mensurdvel
u:[S,T] — R™ tal que u(t) € (t) satisfazendo

{

Assim, (u,{Z(;;a) | a € A}) é um processo factivel 6timo do problema (P’), concluindo

I8

() € {f(t,2(t o), u(t), a) [u(t) € Qt)},
(S, ) =z

&I

(T < T
glgjcg(ﬂf( ,a),a)_rgg}g(x( ;) ),

S

(t; Oz) = f(t7 f(t7 a)? ﬂ(t), Oé)
(S, a) = xy.

Kl

a prova do corolario. [ |

O seguinte lema mostra a continuidade das trajetérias com relacao ao parametro

ae A

Lema 3.2.1. Seja (u, {z(-;a) | « € A}) um processo de controle. Se as hipteses H1)-H5)
sdo vdlidas e a fungdo g € continua e g(-,«) € Lipschitz com constante de Lipschitz ky,
para todo o € A. entao:

i) A funcio a — x(s,a), para todo s € [t,T), satisfaz

l2(s, ) — (s, /)| < el DT y(pa(a, ), Va,o € A

ii) lim |2(s,a) —x(s,a’)| =0 e lim |g(z(T,a),a) — g(z(T,a'),a’)| = 0.

a—a a—a!

Demonstracao. Seja (u,{z(-; )| a € A}) um processo factivel dado. Mostremos 7). Se-
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jam a, o/ € A. Assim,
o(s,0) = a(s. ) =| [ [f(ra(r.a).utr).0) = f(ra(ra),ulr), s
< [ 1ftratr.a)utr).0) = firalr. ) u(r). )i
+ [ Urtratr o) ulr). o) = fratr.a), ). o) ir

< wlpate )+ [ ky(ola(ra) - alr.a)dr,

t

onde a ultima desigualdade segue de (H3) e (H4). Pelo Lema de Gronwall segue que

z(s, @) — x(s,a')| < w(pala,o))el DI ys e [¢,T].

Agora mostremos ii). De i) segue a continuidade da fungdo o — z(s, «), para todo
s € [t,T].

Defina y : A — R" como y(a) = x(T, ) e considere a seguinte aplicagao
gol(yxid) : AVYR x A -2 R
ar— (y(@),a) — g(y(@), a) = g(z(T, ), @).

Como vy, id e g sao continuas em A, segue que a fun¢ao composta go(y xid) é continua. W
Seja A : R* x R¥ — R dada por

T
M) = [ Ju(r) ~ u'(r)ldr
¢
uma métrica sobre U(t).

O lema seguinte retine alguns fatos uteis sobre a dependéncia das trajetorias em relacao

aos controles e parametros.

Lema 3.2.2. Para qualquer 6 > 0, podem ser escolhidos um subconjunto finito AcCAe
p > 0 tais que:

i) sup sup inf ||z(;o,u) — (-, u)|| < 6
ueU(t) aeAa’€A

i) sup {||x(, a,u) —z(ou)| u,u € U), Alu,u') < p} < 9.

acA

Demonstragao. Para todo u € U(t) e cada a € A existe uma tnica trajetoria z(-; ¢, z, u, «)

que satisfaz (3.12]).
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i) Dado 6 > 0, tome ¢’ = %, onde L := exp (fts kf(r)d7'>. Como lirr(l)w(s) = 0, existe
s—
d” > 0 tal que, para s € [0,00),|s| < 6", tem-se |w(s)| < ¢’. Sendo A compacto, existe

um conjunto finito A = {ay,...,ayn} tal que A = U B(a;,0") e assim, para cada o € A,
j=1

existe o € A C A tal que pu(a,a’) < §”. Do Lema M(z) temos

z(s, a,u) — (s, 0’ u)| < w(p(a,a’))exp (/ k?f(T)dT) <d§-L=4.
¢
Logo, segue que

inf |z(-, o, u) — z(-, ' u)|| <9, Vae A e Yuell(t),
a’'eA

portanto,

sup sup inf [|z(-, a,u) —z(-, ', u)|| <é.
u€U(t) aeAa’eA

i1) Para cada a € A, seja ur, — u e seja x(-, ug, o) := (-, @) uma sequéncia de traje-
térias da equagao diferencial ordindria (3.12). Temos que {#;} é uma sequéncia de fungoes
uniformemente integraveis limitadas sobre [t, T] e {x(t, @)} = z uma sequéncia limitada.
Assim, pelo Critério de Dunfort- Pettis (Teorema , existe uma subsequéncia de

{i1}, ainda denotada por {7}, de modo que (nés nao relabelamos) que
ir(-, @) = v fracamente em L' para algum v € L.

Definimos, para s € [t, T,
(s,a) ==z +/ v(T)dr.
t
Assim, @,(-, @) — Z(+, ) fracamente em L' e zj(, &) — Z(, @) uniformemente.

Também temos pelo Critério de Dunford-Pettis (TeoremalA.2.2) que, para todo § > 0,
existe p > 0 tal que means(D) < p onde D = {7 | us(7) # u(r)} C [t,T] e (-, ) € L!

/D|g;~(7, o) < 6.

temos

Vejamos que

‘/tT [f(T, (T, a), up(7), ) — f(7,Z(T, a),u(T),a)]dT‘ 0.
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Para isso note que

‘/ (7, 21(7, @), up (1), @) — f(7'7£f'(7',05)7u(7-)7a)}’d7_
- / [f (7, 2k(7, @), un(7), @) = f(7,2(7, @), ur(T), @) |dT

t

+ [ Urtra(ma)(r).0) = £ 3(r0),u(r).o)ldr
< /t ke(T)|xk (T, ) — Z(T, o) |dT +/ |f (1, Z(T, ), ug(7), ) — f(7,2(7, ), u(7), ) |dT

[t, T\D

+/D!f(ﬂ3_?(7a04)’uk(7),04) [, 2(r, ), u(r), a)|dr.
Logo,
/frkaoz ug(7) dT—>/fTJJTa)u(T>a)dT,
xk(s,oz):z—i—/t [, xp(T, oz),uk(T),oz)dT—>z+/t f(r, (1, @), u(T), a)dr.

Assim, para cada a € A, z(-, ) é solucdo de @(s,a) = f(s,x,u,a) com condigao inicial
z(t,a) = z, e como z(-,«) é a unica solugao do sistema mencionado, pela unicidade do

limite temos Z(-, &) = z(-, @). Desse modo

nu(s,0) ==+ [ f(ra(r ) w(r)a)ir 2+ [ fra(ra),uln),0)dr
t t
Consequentemente temos
|lz(- ug, @) — (-, u, )| = 0 quando wu, — u,

o que termina a prova de ). [ |

Neste capitulo mostramos a existéncia de trajetérias para inclusoes diferenciais que
dependem de parametros (Teorema [3.1.1)), isto foi feito sob certas hipGteses sobre os
dados. Também mostramos a existéncia de trajetorias 6timas para um problema de

controle minimax (Proposigao |3.2.1]).
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Equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman para problemas

de controle 6timo minimax

Neste capitulo seram apresentadas as condigoes necessarias e suficientes de otimalidade
para problemas de controle 6timo minimax, utilizando a teoria de Programagao Dinamica
via as equagoes de Hamilton-Jacobi-Bellman. Também serd mostrado que a fungao de
valor do problema (P) é o maximo de fungbes de valor de problemas parametrizados
sobre um conjunto de parametros, resultado que leva a satisfazer que a funcao de valor é

solugao da equacao de HJB.
Sejam t € [S,T] e z € R".

Consideremos o seguinte problema de controle 6timo minimax
(

Minimizar max g9(z(T;a), a)
ac

s.a fungbes mensuraveis u : [t, 7| — R™ tais que u(s) € Q(s) q.t.p. s € [t, T
(P,2) e arcos {z(.;a) : [t,T] = R" | o € A} tais que, para todo o € A
#(s; ) = f(s,2(s, @), u(s),a), qt.p. s €[t,T],

| 2t o) ==

Fixemos um espago métrico compacto (A, pa(-,-)). Tomemos fungoes f : [S,T] X
R"xR™x A— R"eg:R"x A— R, um conjunto dependente do tempo €2(t) C R™,
S<t<T.

4.1 Definicoes

Definigao 4.1.1. Uma fungao de controle factivel é uma fungao mensurdvel u : [t,T] —

R™ satisfazendo u(s) € Q(s) ¢.t.p. s € [t,T]. O conjunto de fungéoes de controle factiveis
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¢ escrito como U(t). E simplesmente como U quando t = S.

Um processo de controle factivel (u,{z(-;a)| o € A}) compreende uma fungdo de
controle factivel u e uma familia {z(-; ) € WU ([t, T];R") | « € A} de arcos satisfazendo,
para cada o € A,

{ (s;a) = f(s,x(s,a),u(s),a), q.tp. s€lt,T], (4.1)

z(t,a) = z.

O processo de controle € factivel, pois nao temos restrigoes de estado e nem restri¢oes
mistas envolvendo estado e controle. O processo de controle factivel serd referido neste

trabalho por processo factivel, apenas.

Um processo factivel (u,{z(:;a) |« € A}) € um dtimo, ou minimo, se

T > 7(T;
max g(z(T} @), @) 2 max g(z(T; @), @)

para todo processo factivel (u,{z(-;a) | a € A}).
Um processo factivel (u,{Z(-;a) | a € A}) é um minimo local quando existir e > 0 tal

que

. > s .
max g(z(T} @), @) 2 max g(z(T; @), @)

para todo processo factivel (u, {x(-; ) | a € A}) satisfazendo

|z(., ) — Z(; ) |[[wiar < € para todo « € A.

Um processo factivel (u,{z(-;a) | o € A}) € um minimo local forte quando existir
e > 0 tal que

T > 7 (T;
max g(z(1; a), @) 2 maxg(z(T; a), )

para todo processo factivel (u,{z(-;a) | « € A}) satisfazendo

|z(.,a) = Z(;a)||pe < € para todo o € A.

Dado u € U(t), denotemos a familia de trajetdrias correspondentes a u como {z (-, u, ) }.

Consideremos as seguintes hip6teses, onde (@, {Z(;a) |« € A}) é um processo de

controle factivel e § > 0:

H1) A funcao f é continua em todos seus argumentos.
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H2) Existe uma funcao integrével k; e C' > 0 tais que
|f(s,:v,u,oz)—f(s,x',u,oz)| Skf(8)|$—$,| € |f(s,:1c,u,a)| <C
para todo x,2' € Z(s,a) + 0B, u € Q(s) e a« € A, q.t.p. s € [S,T].

H3) Existe w : [0, +00) — [0,4+00) tal que lir% w(s) =0 e, para todo o, o/ € A,
5

T
/ sup |f(s,z,u,a) — f(s,x,u,a)|ds < w(psla,a’)), Vze (s, a)+iB.
S ueQ(s)

H4) A multifungao Q : [S, 7] = R™ tem valores compactos e grafico Borel mensurével.

H5) A funcdo g é continua e g(-, ) é Lipschitz com constante de Lipschitz k,, para todo

ae A

H6) Para cada o € A, o conjunto F(s,z,a) := {f(s,z,u,a) : u € Q(s)} é convexo, para
cada (s,x) € [S,T] x R".

Se & = oo, entao, nas hipdteses acima, 0B ¢ interpretado como R™.

No sistema de controle , dados uma funcao de controle, um parametro o € A e
uma condi¢ao inicial as condi¢oes acima garantem a existéncia e unicidade de trajetérias
para o sistema de controle. O Teorema [3.1.1] e a Proposicao [3.1.5| garantem a existéncia
de processos factiveis para o sistema de controle mas, para este fato, nao precisamos
que F(s,z,«) seja convexo. A convexidade de F(s,x,«) é para garantir a existéncia de
processos 6timos, ou minimos, o que é devido a Proposicao Na seguinte secao obte-
remos condicoes necessarias, via a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, para problemas

de controle 6timo minimax.

4.2 Condigoes Necessarias para o problema (P)

4.2.1 Caso de um conjunto de parametros finito

Nesta secao, trabalhemos no caso de um conjunto de parametros finito. Seja A =
{a1, a9, ...,ay}. Suponhamos que (@, {Z(-;a) | @ € A}) é um minimo local forte para o

problema de controle 6timo minimax (P) e, para algum § > 0, sdo satisfeitas as hipéteses

[F2)} [H4)} [H6)] e
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H1’) A funcao f(.,x,.,a) é L x B™ mensuravel para cada (z,a) € R" x A.

H5’) A funcéo g é limitada e g(-, ) é Lipschitz com constante de Lipschitz k, > 0, para
todo o € A.

Definimos o Hamiltoniano minimizado por

h(s,z,p,a) ;== min p- f(s,z,u,a).
ue(s)

Seja T = col{Z(-;a1),Z(+; ag), ..., Z(-;an)} a colegdo de trajetérias correspondentes a

u. Logo, temos que (@, Z) é um minimo local forte para o problema de controle timo (P)

( Minimizar g(z(1)) s.a wu(-) satisfazendo

(P) !¢ i(s) = f(s,2(s),u(s)), atp. se[ST],
z(S) = o,
L u(s) € Qs) q.t.p. s€[S,T],

onde

Tr = COl{iL‘l,xQ, "'7:[;”}7

(s x,u) = col{ f (s, 25, u,00) 1Ly,
Ty = col{xg, xg, ..., o},
g(x) = max g(a(; @), @),
r € R"i=1,.. N.

Como (u,z) é minimo local forte de (P), escolhamos €' € (0,9) tal que [|z(-) —z(-)|| < €.
Devido a Proposicao [2.5.1], existe uma fungao localmente Lipschitz, ® : T(z(-),e) — R
(com € € (0,¢€)) tal que, para cada (t,2) € T(Z,¢), 07 ®(t,2) 0 e

£+ m&nn - f(t,Z,u) >0 paratodo (& n)ec d’d(t,2), (4.2)
O(T,y) <g(y) paratodo ye z(T)+ eB, (4.3)
(S, z0) =g(z(T)). (4.4)

Seja z € T(t, ) +€eB, paratodo t € [S,T] e todo a € A, definamos as seguintes aplicagoes,
i; : R" - R" x R" x ... x R" como i(a) = (z, 2, ...q, ..., 2), para cada j = 1,2, ..., N, onde

a estd na j—ésima posigdo. Denotemos ¢; = ® o (id x ;).

Afirmacgao 4.2.1. As fungoes ¢; sio localmente Lipschitz sobre T'(Z(-, o)), €) e, se (a;,b;) €
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oF¢;(s,a), entdo
a; +minb; - f(s,a,u,0;) >0, Vj=1,., N.
De fato, sejam (s,a),(s',a") € T(Z(-, a;),€),

|;(s,a) — ¢i(s',d")| = |P(s,2,..,a,..2) — (s, 2,...,d, ..., 2)|
<ksl(s—5,a—d)| =ke|(s,a) — (s,d)|.

Dado (a;,b;) € 0¥ ¢;(s,a), seque da Proposigao m que, existe M; > 0 tal que
(aj7 bj)((sla a')—(s, a)) < ¢j(8/7 a/)_gbj(sa CL)—I—M]‘KS/, CL,)—(S, CL)|2, V(SI’ a/) S T(j(v O‘j)ﬂ 6)‘
Logo, por definicao das ¢;, temos

(aj,0,..,05,..,0) - ((s, 2, .y dy oy 2) = (8,2, .ya,..2)) <

D(s,2,d 0 2) — B(s, 2, . a,..2) + My|(s, 2, .., d ., 2) — (5,2, .., a, ., 2) |2
Assim, (a;, (0, ..,b;,..,0)) € 0'®(s,2,..,a,..2). Entdo, de , seque que
a; —I—muinbj - f(s,a,u,05) >0, Vj=1,., N.
Observacao 4.2.1. Note que cada ¢; satisfaz
¢j(t,z) = ®(t, 2,....,2), para todo (t,z) € T(Z(-, aj),€).
Em particular, para (t,z) = (S, zo), temos

¢j(Sa .To) = (I)<Sa L0, "'7~T0) = maxg(i?(T, a),a).

acA

Assim, para todo (t, 2) ﬂT , definamos a seguinte aplicacao

wlt,2) = max ¢;(t, ),

a qual é localmente Lipschitz e satisfaz

(S, xg) = 1max 9(Z(T, ), o),

o(T,2) < max g(z, ).

Denotemos ¢(t, z, ;) == ¢;(t, 2).
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Definamos como B = {a € A | mailcg(f(T, o), ) = g(z(T,a),a)} e B(t,z) = {a €
a’'e
Al max o(t,z,a) = ¢(t, z,a) }.
a’'e

Logo, pela regra do maximo (Proposicao [2.3.4]), temos

N
oFo(t,2) C {Z&(‘)Lgb(t,z,ai) B > O,Zﬁi =1, ep =0seq; ¢ B(t, z)} (4.5)
i=1

Definamos a seguinte medida de probabilidade

N

A=Y Biba;,
=1

a qual satisfaz suppA C B(t, 2).

Se v € supp/\, neste caso a = «; para algum i tal que A(a;) = §; > 0.

Observacao 4.2.2. Para qualquer subconjunto E de A, P(E) significa a colegdo de me-
didas de probabilidade de Radon suportadas sobre E.

De segue que
oFp(t,z) C {/A@ngﬁ(t,z,a)/\(doz) . A e P[B(t, z)]} (4.6)

A cada (&,7m) € 0Fp(t,2) corresponde uma aplicagao a +— (£4,1m0) € OVP(t,2,a) e A €
P[B(t, z)] tal que, para cada (vi,v2) € [S,T] x R, temos

((€,m), (01, 02)) = /A ((€arta), (01, 02) YA (o).

Também sabemos que
& + min {m . f(t,z,u,ai)} >0, V(& m) €0 pi(t,2),Vi=1,...,N,

ie,

€+ ming - f(t,2u,0) = / (€u+ h(t, 2,70y 0, 0))dA(0) = 0.
u A

Definamos

8L¢(t,z,a), se (ZS(t,Z,Oé) = maxd)(t,z,o/),
Do(t, z,a)) = a’eA
0, caso contrario.
Como é para todo (t, z), em particular, para (S, xy) temos que existe uma medida tal que

suppA C B e
6(S,70,0) = g(#(T,a),0), A—qtp. acA
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Assim, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.1. Seja (u,{z(;a) | a € A}) um minimo local forte para (P). Su-
ponha que A € um conjunto finito e, para algum & > 0, sdo satisfeitas as hipdteses
H1'),H2),H4), H5) e H6'). Entao existe uma famiia de fungoes localmente Lipschitz
limitadas uniformemente (com parametro € > 0), {¢(-,-, ) : T(Z(-,a),¢) = R|a € A}

para, (u,{z(;a) | a € A}), tal que p(t,2) = max o(t, z, ) satisfaz:

o(T, z) < majcg(z,a), Vae A,z € Z(T,a) + €B,
aE
90(57 x(]) = ma}g(j(T7 Oé), Oé)-
ae

Além disso, para todo (t, z) € ﬂ T(Z(-, ), €) e para todo (£,m) € OFp(t, 2), tem-se
acA

€4 h(t 2 a) = /A (6a + h(t, 2,7, 0))dA(@) = 0,

para alguma medida de probabilidade A € C*(A) e uma famiia {(£a,na) | @ € A} tal que

(€asMa) € Oop(t, 2, ) para A—q.t.p. a € A.

O conjunto 0yo(t, z, ) pode estar vazio a menos que « esteja ativo no sentido de

nossas observacoes anteriores.

Observagao 4.2.3. Como A € um conjunto finito, a aplicagao o — ¢(t, z, ) é continua,
para todo (t,z) € [S,T] x R™.

4.2.2 Caso de um conjunto de parametros infinito

Para obter resultados para este caso, o primeiro a trabalhar foi o caso em que o
conjunto A de parametros é finito. A idéia de prova é a seguinte, aproximamos o espaco
métrico compacto A por conjuntos finitos 4; e entao com uma anélise de convergéncia os

resultados sao dados para o problema geral.

Para o caso em que o conjunto de parametros é qualquer espago métrico compacto,
a situacao é muito mais complexa; as técnicas do limite se quebram quando A é infinito.
Pois a multifungao dy¢(t, z, -) pode nao ter convexidade requeridas para a obtencao do
limite. E é conveniente definir um novo tipo de gradiente, um que leve em consideragao

variagoes nos parametros.

Precisamos substituir dy¢(t, z, ) por um conjunto maior. Desse modo, incorporamos
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a Opo(t, z,-) uma familia de multifungoes {9s¢(t, z,-) | 0 > 0} definidas como segue:

Para qualquer 6 > 0 e a € A, definamos

OFp(t,z,a), se ¢t z,a) > maxo(t,z,a) =9,
otnay | 201020) (t2,0) > maxa(, o)

0, caso contrario.

Denotemos por d4¢(t, z, &) o seguinte conjunto

A o(t, z, ) ﬂco U Isd(t, z,a'), (4.7)

6>0 a’eB(a,d)

em que ¢o denota o envoltério convexo fechado forte.

Isto é realizado de tal forma que a nova subdiferencial tenha grafico fechado e valores

CONvexos.
Denotemos T(z(-),€) := ﬂ T(z(-, ), €).
acA

Teorema 4.2.1. Seja (u,{z(;a) |« € A}) um minimo local forte para o problema de
controle otimo geral (P). Para algum 6 > 0, suponha que as hipdteses 500
satisfeitas. Suponha também que g € limitada. Entao existe uma familia de fungoes
localmente Lipschitz (com parametro ¢ > 0), {¢(-,-,a) : T(z(-),e) C [S,T] x R" —
R |« e A}, tal que o — ¢(t, z, ) é continua para cada (t,z) € [S,T] x R". Além disso,
o(t, z) = max o(t, z, ) satisfaz

<
o(T,z) < glg}g(z, @),
@(S, xo) = glg}g(if(ﬂ a), ).
E para todo (§,n) € 0% p(t, z) tem-se
€+ h(t, 2 0) = / (60 + B, 2,1 @))AA(0) > 0, (48)
A

para alguma medida de probabilidade de Radon A € C*(A) e uma familia {(€a,na) | @ €
A} tal que
(€asNa) € Oqo(t, z,0) A —qtp. o€ A

Chamaremos de funcao de “truncamento” a funcao trs : R® — R", definida como
5 5 [ y

() ::{é, se [¢] <0,

%5, se  |€] > 0.
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Observacao 4.2.4. Com as hipoteses assim fornecidas a aplicagao

t — 1 - f(t
(t, @) min 7 f(t,z,u, o)

¢ L x BA mensurdvel, isto pela Proposicao m Também, devido a H2), a funcao f é
A—integrdvel e como |&,| < k, |no| < k, onde k € a constante de Lipschitz de ¢(-,-, ),
para cada o € A, seque que &, e 1, sao A—integrdaveis. Assim, a condi¢ao hamiltoniana

(@ no teorema esta bem definida.

4.2.3 Demonstragcao do Teorema 4.2.1

Sem perda de generalidade, podemos substituir [F12)] [I3)] e [H5)| por hipéteses mais

fortes, onde § = 400, isto é, as hipdteses mantém-se para todo z, 2z’ € R™, ndo necessari-

amente na bola. Isso sempre pode ser feito pela substituicao de f e g por
(t,z,u, ) = f(t,z(t, ) +trs(z—2(t, ), u, ) e (z,a)— g(Z(t,a)+trs(z—z(t, ), o).

A propriedade que ¥ é um minimizador local forte é preservada com estas modificacoes
sobre os dados. E consequéncia das hipoteses, fortalecidas dessa maneira, que a cada
u € U e a € A, corresponde uma tnica trajetéria (sobre [S,T] com estado inicial zy), a

qual denotamos por z(-; o, u).

Seja A : R" x R” — R uma métrica sobre U, definida por:
T
A(ug, us) ::/ luq (t) — uo(t)|dt.
S

Sendo (@, Z) um minimo local forte, existe € > 0 tal que

. > -y .
max 9(x(T;a), o) > max 9(z(T; ), ),

para todo processo factivel (u,{z(;a)|a € A}) satisfazendo ||z(-,a) — Z(t, )| < e
Tomemos uma sequéncia ¢; | 0, ¢ € (0,€¢). Sem perda de generalidade, suponha que
max 9(Z(T;a),a) = 0. Seja {a;}5°, um subconjunto enumeravel denso em A. Desde que
A é compacto, para cada i, existe N = N (i) tal que

T; > (T} — € 4.
max g(x(T; o), o) 2 max g(#(T; @), o) — €, (4.9)

onde Ay = {aq, - ,ayn} pode ser escolhido tal que Ay C Any.



4.2 Condigoes Necessdrias para o problema (P) 60

Definamos para cada i, J; : Y — R como

Ji(u) = max g(z(T; a,u),a) + €.

acAN !

Assim definido J;(u) > 0, para todo u, e J;(u) = max g(Z(T;a),a) + € = €.
acAN

Também temos,

Ji(u) <inf J;(u) + €, Vi

Aplicando o Teorema de Ekeland (Teorema A.2.1) para cada i, existe u; € U tal que
Aug,u) <€ e

Ji(u) + €A (u, u;) = 7ilelg{t]z(u) + € A(u, u;)}

uU=u;

Assim, obtemos as seguintes condigoes:

1)J;(u) + €A (u;, u) = ;Ielzfj{Jl(u) + e A(u,u;)},

u=u;

iii) A(u;, u) — 0 quando i — oo,

e escrevemos {z;(-;a) | @ € Ay} para as trajetérias correspondentes a ;.

As propriedades acima podem ser expressas em termos da teoria de controle, como
segue. Para cada 1, (ui, {z;(ar) | k = 1,2, ...,N}) ¢ um minimo para o problema de
controle 6timo
(

T
Minimizar max g(z(T;«), ) + ei/ lu(t) — u;(t)|dt
S

acAn

s.a fungbes mensuraveis w : [S, 7] — R™ tais que

(P) ! u(t) € Q(t) qt.p. t€[S,T)

e arcos {z(;a1),z(;;a),...,z(;;ay),} tais que, para todo k=1,2,..., N,
(t;ap) = f(t,x(t, ap),u(t),ar) qt.p. t €[S T],

\ ZL’(S, ak) = Zop.

Também temos que u; — @ com respeito a A-métrica e x(-; u;, «) — Z(-, ), para todo

a € A, quando ¢ — oo, isto pelo Lema [3.2.2]
Da Proposi¢ao[4.2.1] (caso finito), temos que existe uma familia {¢;(-, -, ) : T(;(-), d;) —

R | o € Ay} de fungoes localmente Lipschitz (com parametro §; | 0), tal que

@i(t, z) = max ¢;(t, 2, a) (4.10)

acANn
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satisfaz
T
PiT.2) < max g(zv0) i [ Jult) o)t (4.11)
CMGAN S
©i(S, o) = max g(z;(T, o), ), (4.12)

acAn

e, para todo (&%, n%) € dLy(t, 2), tem-se
E+h(t,z,n'  u,a) = / (& 4+ h(t, z,n.,u,a))dA; (o) > 0,
AN
isto é,
[ min(at - Flt,z,0,0) = efu = wlo)]Dddi(a) 20,
Ay u

para alguma medida de probabilidade de Radon A; com suppA; C Bi(t, z) e uma familia

{(&.,n) | o € A} tal que
( 3:773) € 80¢i(t72,@) A —qtp. a€ Ay,

onde

6L¢>‘(t,z,oz), se Qﬁ‘(t,Z,CY) = max ¢~(t,z,o/),
Ao¢i(t, z,a) = Z Z o/€dy
0, caso contrario.

De (4.12) temos

max g(xz(Ta O[), a) > maj{g($(T, U, O[), Oé) - 57,
ac

acAN
Assim,
lim (S, o) = lim max g(z(T, ), )
1—00 1—00 a€Apn
> i T 79 3 - 67«
> lim max g(2(T’ wi, @), @)
= T u
max g(¢(7, u, ), )
= (T .
max g(z(T, ), )
Portanto,

Him (S, o) = max g(#(T, @), ).

Tomando o limite em (4.11)) quando ¢ — oo obtemos

lim ¢;(T, z) < maxg(z, «v).

i—»00 acA
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Note também que, se (t, z) € ﬂ T(z;(-, ), 0;), entdo (t,2) € ﬂ T(z(-, ), €).

aEAN acA

De fato, observe a seguinte desigualdade

|z —z(t, )| < |z — xi(t, )| + |zi(t, @) — x(t, us, )| + |2 (t, uiy @) — Z(t, o))
S (2 + 5@ + €.

Fazendo i — oo obtemos |z — Z(t, a)| < e.

Também sabemos que « +— ¢;(t, z,a) é continua para o € Ay. Pelo Teorema de
Tietze, para cada Ay, existe uma extensao continua o %(t, z, ) tal que &s}(t, zZ, ) =

¢i(t, z, ) para todo o € Ay.

Lema 4.2.1. 51(, -, &) € Lipschitz para cada o € A.

Demonstragao. De fato, sejam (t,z), (t',2') € T(z(-,«);€) C [S,T] x R™ | pela compaci-

dade de A, para cada i, existe a; € Ay tal que o; — . Assim,

)

= lim ’(bz(ta Z, ai) - (bi(tI? Zlv al)|
—00

)

\Eﬁi(t,z,a) - ng'(t/72/704)| = Ego ’ggz‘(t,z;%) - gi(t/72/704¢)|

< lim k|(t,2) — (¢, 2)]

1—00

= k|(t,z) — (t',2')].
[ |

Logo, a familia {¢;(-,-,a) | @ € A} é Lipschitz com a mesma constante de Lips-
chitz e além disso, sao limitadas pela mesma constante que limita a g. Pelo Teorema de
Arzela-Ascoli, a familia {5,(, -, a) | a € A} sobre compactos de [S,T] x R" é um conjunto
relativamente compacto, isto significa que cada sequéncia em {51(, La)|a € Aben tem

subsequéncia convergente, isto é, 51(, a) = ¢+, -, a), para todo a € A.

Lema 4.2.2. ¢(-,-,a) € uma familia de fun¢ées Lipschitz e a aplicagio o — ¢(t, z, ) é

continua para todo (t,z) € T(Z(t, a), ).

Demonstracao. De fato, seja (t, z), (t',2") € T(z(t,a),0) e a € A. Temos

|¢(t7 2, a) - ¢(t,7 Z/’ Oé)| = Zlig}j |$i<t7 2 Oé) - 5@'(75/7 Zl? a)|

< lim k|(t, 2) — (¢, )] < k|(t, 2) — (', ).

1—>00



4.2 Condigoes Necessdrias para o problema (P) 63

Seja uma sequéncia «y, € A tal que o — «, entao

lim gb(t) 2, O[k) lim hm gl(ta <, O[k) = hm lim g’b(ta 2, O[k) = hm 5Z(t’ 2, O{) = ¢(t’ 2, O[),

k—o00 _k—>oo % i k—oo

o que conclui a prova do Lema [4.2.2] ]
De (4.10) temos que

Nit ) > it7> > ~7L ta? _57,
max ¢i(t, 2, @) 2 max ¢i(t, z,a) 2 max ¢i(t, 2, @)

Assim, fazendo 1 — o0,

lim max ity z, @) = max ¢(t, z, a).

Como o limite existe, denotemos ¢(t, z) := lim ¢;(t, z), assim
11— 00

p(t,2) = maxo(t, z, @), (4.13)
ac
p(T,2) 2 maxg(z, a), (4.14)
ac
o(S,z9) = ma}g(f(T, a), ). (4.15)
ac
Consideremos uma familia de funcoes de controle v;, j = 1,2, ..., enumeravel e densa

em U, temos

T
| [ €t st — 6oy = w2 o
s JA
para algum (&4, 70) € 5,0:(t, 2, ), Ay — .t.p. o € Ay.
Desde que A; é uma medida de probabilidade, entao possui subsequéncia convergente,
A; — A fracamente ¢ — o0,

para alguma medida de probabilidade de Radon A sobre conjuntos de Borel de A.

Tomemos um inteiro M e definamos B}, = (vi(a), ..., 74, (a)) e

Ti() = { (@), s 701(0)) | 36 e) € D56t 7,0

T
%(a)_/s o+ Na - f(t,2,05(t), a)dt, jzl,?,...,M},
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i=1,2,...e
T(a) = {(1(@); s 721()) | 3(¢ara) € Daa(t, 2, a);
T
vi(a) = / o+ Na - ft,z,0;(t),a)dt, j= 1,2,...,]\/[}.
S

Lema 4.2.3. limsup, Gr%; C Gr¥.

Demonstracao. De fato, seja (o, z) € limsup; Gr¥;, entdo existe {Gr¥;, } C {Gr%;} tal
que (ag,zx) € Gr¥, e (o, zx) — (a,z), onde z = (7 («),....,ym(a)). Logo, temos
z, € Ty, (o). Assim, existem (&a,,7a,) € OLdy(t, 2, ), se

ng(t, Z,Oék) Z maj(%gk(ta Z,Oé) - 5k7
ac

tal que
T
'yj'-“(&k) = / Eo, + Moy, - [(t, 2,05(t), ap)dt,  j=1,..., M.
S

Fixando k, e pela definicio de subdiferencial, temos que existem ({o, ,7a,, ) —
(Ea> M) € (tmy 2m) — (t,2) tais que (§u,, 7oy, ) € 8P<gk(tm,zm,ak). Pela Proposicao
2.3.1] temos

%Z;k(t,7 Zla ak) > 5’6(1’-7717 Zms Qk)+(£akm s nakm) . ((t/, Z/, O./k) — (tm7 Zms ak))
— M|(t, 2, ) — (tm, 2m, ax)|?.

Sendo que ap — a, segue que

Sk + On(t',2,a) > Gty 2my @) = Okt-(Eag s M) - (2, k) = (Emy Zms 1))
— M|(t, 2, ) = (tm, 2m, ar)|*.

Agora, fazendo k — oo, obtemos

(b(t/’ Zlv Oé) > (b(tm? Zm; a)+(£akm ) nakm> ' ((t/7 Zlv Oé) - (tmv Zm; a))
— M|(t, 2, @) = (tm, 2m, @)|?,
e entao, (§u,, Moy, ) € OF Bty 2m, ). Logo, segue que (£u,, 70, ) € OFG(1, 2, ).

A sequéncia (&, , 1, ) tem subsequéncia convergente, desde que a familia {gb(-, La)|a€

A} é uniformemente Lipschitz, digamos que (a,,70,) — (§a,7a). Assim, (&,,7a) €
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8L¢(t7 2y Oé). L0g07 (fau na) S a[A]¢(t7 2y Od) e

T
=/ Eo + Mo+ [(t,z,05(8),)dt, j=1,.., M.
S

Entéo segue que z € T(a), isto é, (o, x) € GrT, o que prova o Lema [4.2.3] [ |

Sendo Gr¥ () compacto, T(a) convexo, limsup; GrE; C Gr¥ e By, (a) € T;(a), segue
da Proposigao que existe By/(«) € T(a) tal que

/B}'w(oz)Aid(oz) — / By (a)Ad(a) > 0.
A A

Pela defini¢ao de By, temos que para algum (€3, 7)) € dqo(t, 2, @), se satisfaz
// EM M f(t 2,05(t), a)dtAd(a) >0, Vj=1,2,..., M. (4.16)

Para cada M, consideremos a — h (a) := (€M nM) como um representante de uma

classe de equivaléncia de A — ¢.t.p. elementos iguais no espago de Hilbert
H = L} (A; L*([S, T];R x R™))

com produto interno

(hy W _// () () dsAd(a).

Vejamos como € a correspondéncia mencionada acima

a— hM(a) = (EM My [S,T] - RxR"
s WM)(s) = (€(s)m(s)).

A sequéncia {a — hM(a)}35_, tem norma limitada. De fato, desde que a familia

{6(,-,) |« € A} é Lipschitz, entdo a sequéncia (fa 7™ )le ¢ limitada em norma,

W = [ 00 PAd(o / [ @erana)
= [ [ @ epranaa) < o,

portanto, {a — hM(a)}35_, tem limite fraco, escrevemos este limite como {a — (€4, 7a) }-
Mas,

isto é,

B := {h €H : hla) € Ouyo(t, z,a), ac€ A}
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é fortemente fechado e convexo, assim é fracamente fechado. Logo, segue que (£4,7,) €

0[A]¢(tv Z, Oé).

Observacao 4.2.5. Vejamos que o conjunto B € fechado.

De fato, seja h € B, entdo existe h™ € B tal que k™ — h. Logo, pela definicio do
conjunto B, temos que h™(a) € O o(t, z, ), o € A. Assim, para qualquer § | 0, existe
o €A, o — a, tal que KM (a) € O56(t, z,a') = 0L ¢(t, 2,d/), e, como hM(a) — h(a) e

OLo(t,z,a’) € fechado, seque que
h(a) € 0% p(t, z,a).

Assim, h(a) € Oo(t, z,a), e consequentemente, h € B, o que prova o fato de B ser
fechado.

Portanto, tomando o limite quando M — oo na desigualdade da integral (4.16]), pela

convergéncia fraca, e lembrando que v; é denso em U, deduzimos que

T
/ / (&a + rnibrllna - f(t, z,u, @))dtdA (o) > 0,
AJs (S

o que termina a demonstragao da Proposigao [£.2.1] Para mais detalhes sobre esta dltima
afirmacao, ver Lema [£.2.4]

Lema 4.2.4. Considere uma familia de fungoes de controle {v;}, j = 1,2, ..., enumerdvel

e densa em U, com

S
/ / Ea + Na - f(t,2,05(t), a)dtAd(c) > 0,  para todo j =1,2,.... (4.17)
AJT

Entao
« + min 7, - f(t, z, u, Ad > 0.
/(€ urenéa)n (t,z,u a)) (a)

Demonstragao. Como Gr§) é Borel mensuravel, do Teorema podemos escolher um
subconjunto de Lebesgue D C (S,7T) e uma sequéncia de fungoes mensuraveis {v,} (es-

colhemos a sequéncia acima {v,}) tais que

/A ne - F(E 2 (1), 0)Ad(a) _jU1 /A M- f(t 2 05(8), )Ad(a),  para todo ¢ € D.
(4.18)

A sequéncia enumeravel {v;} permanece valida se é substituida por outra sequéncia enu-

meravel compreendendo todas as concatenagoes de um numero finito de segmentos da
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original {v;}, com pontos de unido pertencentes a um subconjunto enumerdvel denso R

de [S,T].

Definamos

={teD| mglzn)na ft 2z @) =16 - f(t,2,u, @) para algum u € Q(¢)}.
u'€

Do Teorema segue que D’ é um conjunto Lebesgue mensuravel e existe uma funcao

mensuravel v(-) tal que

urgglzr(l)na flt 2z Q) =, f(E2,7(t), @) qtp. teD. (4.19)
Agora, definamos
D":={te D' | téponto de Lebesgue para h},
onde h: D — R é dada por

h(s) = /Ana(f(s,z,vj(s),a) — f(s,z,v(s),a)), j=1,2,..
Tomemos w € Q(t), t € D" e 5 > 0. Entao, de , temos que existe j tal que
[ o sz . 000d@) < [ o Sz wnd@) <8 (@20

Agora, definamos uma sequéncia de intervalos {[s;, t;]} contendo t e com extremos em R

tal que s; —t , t; — t. Seja

=
—~
~
N—
~
m
O
e
/
2
Vc*

Como ([4.20]) é vélida para todo w € §(t), em particular, para 7;(t), temos

/na-f(t,z,vj(t),a)/\d(a) S/€a+na-f(t,z,%(t),a)/\d(aHﬁ.
A A

Integrando sobre [s;,¢;] e multiplicando por 1/|s; — t;|, obtemos

i L, fo s oo

S —/ /77a‘f(372’a’7(3),04)/\d(a)dt—|—5,
|Si - tzl [si,ts] /A

e, como t é ponto de Lebesgue, segue que

/A o (F(t, 2, 05(8), @) — f(t, 2,7(1), ) Ad(a) < B.
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Logo,

og/ (§a+na-f(t,z,vj(t),a»Ad(a)S/ (o + 10 - f(t,2,7(t),a))Ad(a) + 5
A A

e entao,
0< [ (€ + - Flt.27(0) ) Ad(@) + 5.
A
De (4.19) e sendo 3 arbitrario, temos

/ (fa + min 7, - f(t,z,u,a))Ad(a) > (.
A ueQ(t)

4.3 Condigoes suficientes para o problema (P)

Nesta secao proporcionamos condigoes suficientes para problemas de controle étimo
minimax. Consideramos o problema (P) ja descrito. Suponha que s@o satisfeitas as

hipéteses H1) — H6). Entao temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.3.1. Seja (u,{z(;a) | a € A}) um processo factivel do problema (P).
Entao (u,{z(;a)|a € A}) € um minimo local forte se, para algum 6 > 0 ezistirem
uma familia {o(-, -, ) : T(Z(-,a),0) = R|a € A} de fungoes localmente Lipschitz com
a = @(t, z, ) continuas para cada (t,z) € [S,T] X R™ e uma medida de Radon A € C*(A)
satisfazendo; para cada (t,z) €int T(Z(-, «),d) e para algum (§a,na) € Oao(t, 2, @)

/Efa + muin N - f(t, z,u,0)Ad(a) >0, VE € BA (4.21)
e
(T, 2) < maxg(z, @), (4.22)
(S, 20) = max g(2(T', @), @), (4.23)
onde

o(t,2) = max(t, 2, ).

acA

Demonstracao. Seja (u,{Z(-;a) | @ € A}) um processo factivel do problema (P) e consi-

dere (u,{z(:;a) | « € A}) qualquer outro processo factivel do problema tal que

|x(., ) — Z(;; )| g~ < paratodo a € A.
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Suponhamos que as afirmacoes da proposi¢ao sao validas, entao, da condigao (4.21)), temos

que para (£, 7a) € Ouo(t, 2, a),

o + mq}nna - f(t,z,u,a) >0, Aqtp. acA (4.24)
Logo, pela Proposicao item ¢), obtemos que

oS, z0,a) < o(T,2(T,cx), ) A qt.p. a € A (4.25)

Desse modo, de (4.22) e (4.23)) segue que

t(T < T .
max g(z(T, ), a) < max g(z(T, @), @)

Assim, o processo factivel (@, {z(;a)|a € A}) é um minimo local forte do problema
(P). ]

4.4 Funcao de Valor

Definimos a funcao de valor V' : [S,T] x R — RU{+o0} do Problema P := P(S, x)

como sendo o infimo do problema parametrizado (P, ,), i.e., para cada (¢, z) € [S,T] x R,

V(t,z) = inf { max g(x(T;u, o), a) | (u, {z(; ) | @ € A}) é processo factivel de P(t, z)}

acA

A fungao de valor satisfaz a seguinte condigao terminal

V(T,2) = maxg(z, ).

Na préxima proposicao mostraremos que a funcao de valor é localmente Lipschitz
se a funcao de custo for localmente Lipschitz. Este resultado generaliza o conceito de
funcao valor para problemas de controle étimo padrao. Para ver isto, basta notar que,
quando o conjunto de parametros é um conjunto unitario, o problema minimax torna-se

um problema de controle padrao.

Proposicao 4.4.1. Suponha que as hipéteses sao vdlidas. Entao a funcgao de
valor V' € Lipschitz.

Demonstragao. Sejam z,z € R" et € [S,T]. Consideremos € > 0 e escolhemos u(-) € U(t)

de modo que

V(t,2) + e 2 maxg(y(T' ), ), (4.26)
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onde y(+, @) resolve a equagao diferencial ordindria

y(s;a> = f(say(‘s?a):ﬂ(s)’ a)? qtp. t<s<T,

y(t,a) =z,
para cada a € A. Pela definigao, {z(-, ) | a € A} resolve

(s;a) = f(s,x2(s,),a(s), ), qtp. t<s<T,

z(t,a) = z.

De (4.26]) segue que
V(t, ) - V(t,2) < maxg(a(T, a), a) - max g(y(T, a),0) + .

acA acA

Da continuidade da fun¢ao g e do Lema , existe A C A finito tal que, para algum

o € ,Z(, tem-se

Vi(t,z) = V(t,z) < g(x(T,d'), ) — g(y(T,a'),a’) + 2¢
< kylz(T, o) — y(T, )| + 2e.

Por outro lado, temos, para cada o € A,
[9(s; @) —i(s; )| = [f (s, y(s, @), uls), @) — f(s,2(s, ), uls), a)| < kp(t)]z(s, @) —y(s, o)
e, pelo Lema de Gronwall,
(s, @) — y(s,a)| < el Bt o) — y(t,a)| = el B0, _ 2| vs e [S,T].
Em particular, para s =T, temos
Vit 2) = V(t,2) < kyele Oy _ 2| 4 2¢.

Sendo € > 0 arbitrario, segue que

V(t,z) = V(t,z) < kgeftT Rrtdt), _ 7.
Trocando as variaveis obtemos a outra desigualdade, assim

V(t, 2) — V(t, 2)| < kgelt kOt _ 5. (4.27)

Mostrando que V' é Lipschitz com relagao ao estado.

Agora, mostremos que V é Lipschitz com relacdo ao t. Sejam z € R* e § <t <t < T.
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Tomemos um € > 0 e escolhamos u(-) € U(t) tais que
V(t,z)+e> majig(x(T, a),a),
ac

onde {z(-, ) | @« € A} resolve a equagao (4.1)) com controle u(-).

Definamos, para t < s < T, 4(s) = u(s +t — ) e consideremos {y(-,a) | a € A} de

modo que

y(sia) = f(s.y(s,a),u(s),0), atp. {<s<T,
y(t, o) = 2.
Também temos y(s,a) = x(s +t — £, a) para cada s € [£,T]. Em vista da compacidade

de A e das propriedades de continuidade em A, existe A C A finito tal que para algum

o € A tem-se

~

V(t,z) = V(t,2) < ga(T+t—1t,d),d) —g(x(T,a),a) + 2

< kylo(T+t—ta) — (T, a')| + 2¢
T

< ky| Fls,a(s,0), u(s), a)] + 2
T+t—t

< k,C|t —t] + 2e.

Dado que € > 0 é arbitrario, concluimos que

~

V(t,2) = V(t,2) < k,Olt —1|. (4.28)
Agora, selecionando u tal que

V(t,z)+e> majcg(y(T, a), ),
ac

definamos

(s +t—t), t<s<T+t—1,
u(s) = .
a(T), T+t—1t<s<T.

Desse modo,
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Logo, existe um o' € A tal que

V(t,z) = V(i,z) < g(a(T,a"),a) = g(y(T,a'),a) + 2¢
<g(y(T +i—ta"),a) = gy(T,a'),a') + 2¢
<k y(T +1t—t,0) —y(T,a)| + 2¢
< k,C|t — t| + 2.

Dado que € > 0 é arbitrario, temos
V(t,z) = V(tz2) < k,C|t —1|. (4.29)
Assim, de e obtemos
\V(t,2) = V(£ 2)| < k,C|t — 1. (4.30)
Agora, consideremos (¢, 2), (¥, 2') € [S,T] x R", logo
V(t,z) =V, 2 <|V(tz) = V(t,2)+ V(L) = V().
Como consequéncia de e ,

V(t,2) = V(E,2)| < kgelt kOt 2 — | 4 kOt — ¢
< kng(’t - ﬂ + ’Z - 2‘)7

onde M; = max{C, el k()

Denotemos por My, := k,M; a constante de Lipschitz da fungao de valor do problema

de controle minimax. [ ]

Proposigao 4.4.2. Sejam (t,z) € [S,T] x R" e (u,{z(;a) |« € A}) um processo de
controle factivel que satisfaz x(t, o) = z. Suponha que as hipéteses|H1) sao satisfeitas.

Entao, as sequintes propriedades se verificam:
a) para todo s, sy € [t,T], com s < $o, temos

V(s1,z(s1,a)) < V(sg,x(s2,a));

b) se o processo (u,{z(;a) | a € A}) € 6timo para o problema (P ), entdo, para todo

s1, 89 € [t,T], com 1 < sq, temos

V (s, x(s1,)) = V(sg, x(s2,@)).
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Demonstracao. (a) Suponhamos que V(sy,z(sy,@)) < V(sqg,x(s2,)) é falso. Entao,
existe um € > 0 tal que V(sy,z(s1,@)) > V(s2,x(s2,)) + €. Logo, por defini¢do da

fungao de valor, existe i : [s9, T] — R™ tal que

€
> (T — =
V(‘S??x(S%Oé)) = %gj(g(x( ,Oé),Oé) 9’

onde Z(-, a) : [s9, T] — R™, para cada « € A, satisfaz

T(t,a) = f(t,z(t,a),u(t),a),
T(s9,) = x(s9,q).

Definamos o controle

(t)_{ u(t), t € [s1,s9),

| a), te s, 7).
Pela unicidade das trajetdrias, para cada a € A, existe
z(t,a), t € |81,82),
oy {0 te )
z(t,a), te sy, T,
tal que o processo ({Z(-,a)|a € A}, u) é factivel para o problema (Pj, 4(s,,a)). Assim,

temos

< _ _ .
V(sy,x(s1,a)) < rge&mj(g(z(T, a),q) rggj(g(:c(T, a),q)

< V(sy,w(s2,0) + 5 < Visa(si,0) = 5,

o que é um absurdo. Portanto,
V(s1,x(s1,a)) < Vs, z(s2,)).

Logo, a fungao de valor é crescente sobre processos factiveis.

(b) Como o processo (u, {z(;a) | @ € A}) é étimo para o problema (P, ) entdo, pelo

item a),
V(t,2) < Vs, 2(s1,0)) < V(sa, 2(s2,0)) < maxg(a(T,a),0) = V(t,2).
ac
Assim, temos que a funcao de valor é constante sobre processos 6timos. [ |

Consideremos a seguinte familia de problemas de controle, parametrizadas em (¢, z, ) €
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[S,T] x R™ x A,

(

Minimizar ¢(z(T;«a), «)
s.a fungdes mensuraveis u : [S,T] — R™ tal que u(s) € Q(s) q.t.p. s € [¢,T]

(@) e arcos z(-; ) : [t, T] — R™ satisfazendo
i(s;0) = f(s,a(s,),u(s),), atp. te[9,T],
[ 2(t,a) = 2.

Para cada o € A, a funcao de valor W(-,-, ) : [S,T] x R" — R é definida por

W(a,t,z) =: irz}{f){g(x(T, a),a) - (s;a) = f(s,z(s,a),u(s),a) e z(t,a) = z}
uelU(t
O seguinte teorema mostra que a func¢ao de valor do problema minimax (P) é solugao

da equacao de HJB.

Teorema 4.4.1. Suponha que as hipdteses sao satisfeitas. Entao existe uma
familia de fungoes uniformemente Lipschitz {W(-,-,a) : [S,T] x R" — R" | o € A} tal
que oo — W (t, z, ) € continua para cada (t,z) € [S,T] x R™ e

V(t,z) = max W(t, z, a). (4.31)

acA

Além disso, V € solucao das equagoes de Hamilton-Jacobi-Bellman. Isto é; para todo
(&,m) € 0LV (t, 2) tem-se

&+ m&nn [tz u, ) = / (fa + muinna - f(t, 2z, u, a)) Ad(a) =0,

A

para alguma medida de probabilidade de Radon A € C*(A) e uma familia {(€a,na) | @ €
A} tal que (§a,1) € oW (t, 2, ), A-q.t.p. a € A.

Demonstrag¢ao. A equagao (4.31]) é equivalente a

inf T = inf T :
oL B 9T 00, @) =y o 9T )

Seja (u, {Z(; ) | @ € A}) um processo factivel do problema (£ ), arbitrario. Para qual-

quer o’ € A fixo temos a seguinte desigualdade

max g(T(T, a),a) > g(z(T,a'),a’) > inf g(z(T,d),a).

acA u€U(t)

Dada a arbitrariedade de (@, {Z(:; ) | « € A}), segue que

inf T > inf g(a(T, o), o
uég(t)glg}g(fv( ,a),a)_uég(t)g(fv( ,a),d)
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e, consequentemente,

f T > f T . 4.32
uég(t)rgg}g( (T, a), ) rgg}ﬂg{mg( (T, a),a) (4.32)

Note que esta iltima desigualdade é vélida mesmo nao tendo a hipétese H5), a qual serd
necessaria a seguir. Seja (u,{z(:;a) | a € A}) um processo factivel de (P, ), arbitrario.
Do Coroldrio [3.2.1} o problema (P, ,) tem um processo minimo. Seja (4, {Z(-; ) | a € A})

este processo minimo.

Dado € > 0, tome ¢’ = £, onde L := exp (fg kg(t)dt). Como lir%w(s) = 0, existe
s5—

d" > 0 tal que s € [0,00),|s| < ¢” implica |w(s)] < ¢'. Sendo A compacto existe um
subconjunto A= {aq,...,ay} finito de A tal que

l/
B(aj,0"),

||C2

assim, para todo s € [S,T] e para todo « € A, existe o/ € A tal que pla,a’) < §". Do
Lema [3.2.1)(i) segue que
l9(z(T, ), ) — g(x(T, ), a)| <e. (4.33)
Logo, para algum o' € A, tem-se
rgeaj(g(x(T, a),a) < g(z(T, ), a') + €. (4.34)

Sendo (u, {Z(;a) | @ € A}) minimo, temos

max ¢(z(T, a),a) < maxg( (T, a), a).

acA acA
Assim, para algum o’ € A,

g(#(T,a"), o) < maxg(#(T’ a), @) < maxg(e(T, a), @) < g(a(T, o), o) +e.

Fixe este o € A. Logo, pela arbitrariedade de ¢ > 0 e do processo (u, {z(-;) | a € A}),

segue que (u, (-, ’)) é minimo do problema (Qf‘;) Assim, para este o € A, temos
Wi(t,z,a') = g(&(T,a'), ).
Sabemos que V(t,z) = max 9(z(T, ), ), o que implica que
aE

V(t,z) < g(x(T,d),a)+ e < g(z(T,a), ) +2e = W(t, z,a') + 2e < max W(t, z, ) + 2e.
acA
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Mais ainda, sendo € > 0 arbitrario, segue que V (¢, 2) < max W (¢, z, ).
acA

Por outro lado, de (4.32)) temos V (t,2) > W(t, z, ), para todo « € A e entao, temos
que V(t,2) = max W (t, z, ), mostrando (4.31)).
ac

Pelos resultados vistos anteriormente, segue que: para todo (t,z) € [S,T] x R™ e
para todo (£,n) € 9V (t,z), existem (4,7m0) € W (t,z,a) e A € P[B(t,2)], onde
B(t,z) ={a e A| max Wi(t,z,a') = W(t,z,a)}, tal que

a'e

&4+ minn - f(t, 2, u, ) —/

. (fa + manna - f(t, 2z, u, a)> Ad(a).

Como a fungdo valor é crescente sobre processos étimos temos V (¢, z) < V(T,z(T, a)),
entao

Wit z,a) < W(T,z(T,a),a) A—q.t.p.

Devido & Proposigao [2.4.T], temos
o+ h(t,z,n0,0) >0 A—q.tp.
e portanto,
/A(fa + h(t, z,na, @) A(da) > 0. (4.35)

Sempre que V ¢ finito existe uma familia de processos factiveis 6timos (u,{Z(;a) | a €

A}). Como V é constante sobre processos 6timos, entao V (t,z) > V(T,z(T, «)). Assim,
W(t,7(t,0),0) > W(T,2(T,a),a) A - gtp

Logo,
o+ h(t,2,n0, ) <0 A—gq.tp.,

consequentemente,
/ (& + h(t, 2,ma, @) A(da) < 0. (4.36)
A

Entao, de (4.35)) e (4.36) a prova estd completa. [ |

A seguir, apresentaremos dois exemplos que ilustram a validade do Teorema [4.4.1]

Exemplo 4.4.1. Consideremos o seguinte problema minimaz, onde g(x,a) = ax para
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cada o € A = {—e"° —1},

[ Minimizar max g(x(1), )

s.a &(t) =x(t)u(t) qtp. tel0,1],
z(0) =0,
0<ut)<1,0<t<1.

\

Determinemos a funcao de valor do problema.

A fungao
-, x>0,
max g(x, ) = max{—e’’z, —2} =
acA —60‘51‘, xz <0.
A tnica solugao que satisfaz a equagao diferencial é (u,z) = (0,0). Consideremos o

seguinte problema parametrizado,

[ Minimizar max g(z(1), a)

acA
sa @(s) =xz(s)u(s) qtp. selt]]
z(t) = z,

0<u(s) <1, t<s<1.

\

u(s)ds

A soluciio da equacao diferencial é z(s) = zelr , assim temos z(1) = zeli w45 Como

0 <u(s) <1, entao:
o Sez>0; z < zeli ul)ds < Zol-t.

o Se z < 0; zel ™t < zeli s <

Logo, pela definicao da fungao de valor, temos

V(t,z) = inf max az(1) = inf max{—e>’x(1), —z(1)}
u  oac u

] —zelt u(s)ds z >0,
= inf L
—60'5Z€ft u(s)ds’ 2 <0,

—zet7t 2 >0,
—e%z, 2 <0.

Esta fungao também pode ser calculada utilizando a Proposicao 4.4.1], como segue:

u
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B Vit,z,-1)
L Vit,z,—exp(0.5))

Figura 1: Fungoes de valor nos parametros o € A = {—¢e%%, —1}.

A funcao de valor para cada o € A é

azel™t, 2 >0,

V(t,z,a) = inf ax(1) = inf azelitu(s)ds
u u az, . < 07

como pode-se ver na Figura [I]

Logo, a funcao de valor do problema minimax é

max{—e%Pzel =t —zel 7t 2 >0
V(t,z) =maxV(t,z,a) = { ’ g ’
acA max{—e%%z, —z}, 2 <0,

—zet7t 2> 0

—e%z, 2 <0.
Com condic¢ao terminal

—Z, >0
V(l,2)= ‘ : = max g(z, a).

_60527 z S 0 acA
O exemplo mostra que a funcao de valor do problema de controle minimax é o maximo

de funcgoes de valor de problemas parametrizados sobre o conjunto de parametros.

1
(a+D)z 1‘

Exemplo 4.4.2. Consideremos o sequinte problema minimaz, onde g(z, ) =

para cada o € A = [—0.1,0.1], ver Figura[3



4.4 Funcao de Valor 79

Figura 2: Gréfico da fungao g em o« = —0.1,0,0, 1.

( 1
Minimizar max —_— 1
ae[-0.1,0.1] | (o + 1)z(1)

s.a. #(t)=wu(t) q¢tp. te]0,1],

Determinemos a func¢ao de valor deste problema.

Aqui, o conjunto de parametros é o intervalo [—0.1,0.1]. A funcao de custo depende

de «, mas a dinamica nao.

A solucao do problema parametrizado avaliado no tempo final é

z(l)=z+ /tl u(s)ds.

Logo,
1 — 1 _ 1
70.112%@.1 (1+a)z(1) 1‘ - max { —O.Ill%aaéo& { (1+a)z(1) 1}’ 70.11%%20.1 {1 (I+a)z(1) }}
1-— ﬁ(l)’ se z(1) <0,
= —0'9;(1) -1, se 0<uz(l) <Y,
1 100
1 — m, se l'(]_) > 99



4.4 Funcao de Valor 80

Figura 3: Gréfico da fungao de valor V(t, 2).

Entao,
1- 0.9916(1)7 se (1) <0,
V(t,z)=min{ gobes—1, se 0<z(l) < 7,
1 100
1= oy se 2(1) > g,
1~ gy, s 2 <s(t—1),
= 2 100 | 1
=1 e — L se 2< g tat—1),
2 100 |, 1
1_m7 se Z>®+§(t—1)7
e
1
l =55 se 2<0, 1
Vil z) = e < 0 = V(l,2)= — 1.
(1,2) oo; — L, se z2< 47, (1,2) rgg} T3 a0
1— 15, se 2>

Neste capitulo, obtivemos condi¢oes necessarias e suficientes para problemas de con-
trole 6timo minimax sem restricoes via as equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman, além de
mostrar que a fungao de valor do problema de controle minimax é solucao da equacao de
Hamilton-Jacobi-Bellman. No capitulo seguinte, trataremos o caso em que incorporamos

as restricoes de igualdade e de desigualdade ao problema de controle aqui estudado.
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Condicoes necessarias de otimalidade para problemas
de controle 6timo minimax com restricoes de

igualdade e desigualdade

Fixemos um espago métrico compacto (A, pa(+,-)). Aqui, g : R" x A — Re (f,b,1) :
[S,T] x R* x RFv x RF» x 4 — R" x R™ x R™ sao funcoes dadas, V(t) C R* para
todo t € [S,T], é um subconjunto dependente do tempo e uma familia de subconjuntos

fechados {C(«a) C R | a € A}, onde m := my, +my, k := k, + k,, com k > m.

Vamos considerar o seguinte problema de controle 6timo minimax com restricoes de
igualdade e desigualdade

( Minimizar majcg(m(T; a),q)
ae

saw:[S,T] — RF v:[S,T] — R tal quev(t) € V(¢) q.t.p. t € [S,T]
e arcos {z(;a):[S,T] = R"|a € A} tais que, para cada o € A,

(PR) o(t; o) = f(t,z(t, o), u(t),v(t),a), qt.p. te[S,T],

[en}
V
o~
—~
T~
8
—~
T~
o
SN—
I
—~
~
SN—
S
—~
o~
SN—
o
S—

Aqui, a distingao entre as componentes da varidvel de controle é importante. Con-
sideramos que a variavel de controle é composta de duas componentes u e v. Enquanto
v(t) é permitido tomar qualquer valor num conjunto V'(t), a componente u(t) é assumida
como sendo livre (sem restrigoes). Neste capitulo proporcionaremos condi¢oes necesséarias
de otimalidade para problemas de controle minimax com restri¢coes de estado e controle,

na forma do Principio do Maximo.
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5.1 Definicoes

Um processo (u,v,{z(;a) | a € A}) consiste de uma familia de fungoes {z(.;a) €
WHL([S, T];R") | a € A} e um par de fungoes mensurdveis u : [S,T] — RF e v : [S,T] —

R*, satisfazendo as restricdes do problema.

Um processo (4, v, {Z(-;a) | @ € A}) é um minimizador fraco se para algum € > 0

T > 7 (T;
max g(z(7; a), @) 2 maxg(z(T; a), )

para todo processo (u,v,{z(-; ) | a € A}) satisfazendo

|z(t, ) — T(t; )| <€, paratodo (t,«) € [S,T]x A

lu(t) —a(t)| <e |o(t)—o(t)] <e qtp. te[ST).

Para cada a € A, o conjunto Z¢(t) denota o conjunto de indices das restrigdes ativas,
isto é,
o) ={i e {1,...,my} | Li(t, 2(t, @), u(t), v(t), a) = 0},
e ¢%(t) denota a cardinalidade de Z¢(t). Além disso, para cada a € A, temos que
VO, 2t ), alt), 0(t), o) € R%E W
que é a matriz Jacobiana que obtemos de V,lI(t,Z(t,«), u(t),v(t),«) depois de remover
todas as linhas de indices i ¢ Z9(¢).

Como mencionamos na Introducao, vamos lidar com os problemas de controle 6timo
minimax, primeiro no caso em que A é finito, e posteriormente no caso en que A é um

compacto qualquer.

Invocamos as seguintes hipdteses sobre (PR), que fazem referéncia a um parametro
¢ > 0 e um processo (u,v,{Z(;a)|a € A}). A notacao (b,1)(-) significa (b(-),l(-)) e
b(t, ) = b(t, 7(t, @), u(t), (t), ).

S1) A funcdo f(-,z,u,v,-) é £ x B* mensurdvel para cada (z,u,v) e existem uma funcio

integravel k; e uma constante Cy > 0 tais que
|f(t 2 w0, 0) = f(t 2, o0 )| < kyl(zu,v) = (2 0,00 e [f(E 2 u0,0)] < C,

para todo (z,u,v),(z/,u/,v") € Q(t, ) := B(z(t, ), €) x B(u(t),e) x (B(v(t),e) N
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V(t)), a € A e para quase todo t € [S,T].

S2) O grafico de V' é Borel mensuravel e V.(t) = B(v(t),e) NV (t) é fechado para quase
todot e T.

S3) ¢(-, ) é Lipschitz sobre Z(T, a) + ¢B, para todo o € A.

S4) (b,1)(-, z,u,v,-) é LxBA mensurdvel para cada (z,u,v), e (t, o) — I(t, Z(t, ), u(t), v(t), @)
& L([S, T] x A, R™).

S5) (b,0)(t,-,, -, a) é continuamente diferencidvel sobre (Z(t, ), u(t),v(t)) +€B em quase
todo ponto ¢t em [S,T] e existe uma funcao integravel L,; tal que, para quase todo

t €[S, T] e cada a € A, tem-se
[(0, D) (t, x,u,v, ) — (b, 1) (¢, 2", 0/, 0", )| < Ly () |(z,u,v) — (2,4, 0")],

para todo (x,u,v), (2, u/,v") € Q(t, a).

S6) Existem Kj; > 0 e uma funcao crescente 6 : (0,00) — (0, 00), com 6(s) | 0, quando

s } 0, tais que, para quase todo t € [S,T] e todo o € A, tem-se

|vr<6? l_)(t,Oé)| + |Vu(l_)v )(tva)’ + |Vv(l_), l_)(t,Oé)| < Kb,l?

|V a0 (D, D) (E, 2w, v, ) — Voo (b, D) (8 2,0/, 0, )| < 0((x,u,v) — (2,4, 0")]),

para todo (x,u,v) # (', 4/, v") € Q(t, ).

S7) a — (b,1)zun(t,z,u,v, ) é uniformemente continua com relagdo a (t,z,u,v) €
{(t, 2, u',v") € [S,T] x R* x RFe x R* /o' € V(¢')}.

S8) Existe uma fungao w : (0,00) — (0,00) tal que lig)lw(s) =0 e, para todo o,/ € A,
tem-se

T
/ sup If(t,x,u,v, ) — f(t,z,u,v,a)|dt < w(p(a,a)).
S

(z,u,v)EQe (t,a)

S9) g(x,-) e a — de(q)(z) sdo continuas sobre A para cada z € R".

Além das hipéteses S1) - S9) precisamos de hipiteses de regularidade nas restrigoes de
igualdade e desigualdade, estas hipoteses sao chamadas de qualificacao de restricao. A
seguir apresentaremos duas qualificagoes de restrigoes tipo posto completo e uma qualifi-

cagao de restricao tipo Mangasarian-Fromowitz.
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5.2 Qualificacoes de Restricoes

5.2.1 Condicao tipo Posto Completo

Para problemas com dados suaves e que nao dependem de parametros, a restricao de

qualificacao usada na literatura é a condigao de posto completo seguinte
detF(t)F(t)" #0 para todo t € [S,T],

onde

Pit) = ( vvub(t,f(t),ﬂ(t),@(t)) )

Ulza(t) (tv j(t)’ ﬂ'(t>a T)(t))
Como os dados do problema (PR) dependem de parametros e sdo apenas mensuraveis

com relagao a t, substituimos a condigao de posto completo por: (A) ou (B).

(A) i) Existe k > 0 tal que det{ F*(t)F*(t)T} > k q.t.p. em [S,T], para cada o € A,

onde

ii) Se a # o entdo Fo(t)F* (t)" = 0.

(B) Existe uma constante M > 0 tal que para qualquer subconjunto finito A= {ag, ..., }

de A tem-se, para quase todo t € [S,T]

Fer(t)yFei(t)T  For(t)Fee(t)T - For(t)Fos(t)T
| FUOFOT FEQFRQT o FROPSQT |
Fox(t)Fo(t)T Fex(t)Fex(t)T - Fos(t)Fox(t)T

Quando A é um conjunto unitario as condigoes (A) e (B) s@o equivalentes.

5.2.2 Condicao tipo Mangasarian-Fromowitz

A seguinte hipétese dizemos condicao do tipo Mangasarian-Fromowitz pois é equiva-
lente a condigao Mangasarian-Fromowitz vista em programagao matematica para proble-

mas classicos.

(S*) Existem K; > 0, uma funcao h € L>®([S, T]; R¥*) e uma familia de funcdes {a(:, @) :
[S,T] - R™|a € A} € L*>® com |h(t)| = 1 q.t.p. em [S,T] tais que, para quase
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todo t € [S,T] e para todo a € A,

i) a;(t,a) > ki para j € Z2(t),
ii) V, 2Ot 2(t, ), u(t), v(t),a) - h(t) = aXO(t, a),
iii) V,b(t, 2(t, o), a(t), v(t),a) - h(t) = 0,

iv) Existe uma constante M > 0 tal que para qualquer subconjunto finito A=

{ai,...,ax} de A tem-se

Foa(t)Foat)T Fa)Fee(t)t .. Foa(t)Fox(t)’
dor | FUOFNOT Fr@F T FEOFOT |,
Fo(t)For ()T For(t)Fe2(t)T ... For(t)For(t)T

para quase todo t € [S,T], onde F® é definida como

Fo(t) = V,b(t, z(t, ), u(t), v(t), o).

A hipétese (S*) é mais fraca do que as hipdteses (A) ou (B), o qual é simples de verificar.
Veremos na frente exemplos em que a condi¢ao do tipo Mangasarian-Fromowitz é menos

restritiva do que a condicao de posto completo.

5.3 Resultados Auxiliares

Definamos a funcao Hamiltoniana da seguinte maneira:
H(t,x,p,q,r,u,v,a) =p- f(t,z,u,v,a) + q-b(t,x,u,v, ) +r-U(t,x,u,v, ).

Proposigao 5.3.1. Suponha que S1) e S5) sejam satisfeitas. A fung¢ao Hamiltoniana
H(t,-,p,q,7,,+, ) € Lipschitz com respeito a (x,u,v) € R™ x RF x R*  para todo
<t7p7qar) S [S,T] % R™ x R™ % R™

Demonstragao. De fato, sejam (2/,u',v"), (z,u,v) € Q(t, ). Considerando as hipdteses
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S1) e S5), tem-se
|H(t,z,p,q,r,u,v,a) — H(t,2',p,q,r,u', v, )
<|pllf(t, 2, u,v,a) — f(t, 2", 0’ 0", )| + |q||b(t, z,u, v, ) — b(t, 2’ ', v, @) |+
+ eIt x, u, v, @) — 1t 2 u' 0 @)
< (Iplks(t) + la| Loa(t) + 7| Los (1)) [(2, u,0) — (2, ', 0')]
< (Iplks () + (gl + 7)) Loa(t)) [z, u, ) = (2,0, 0")].

O que termina a prova. [ |

Lema 5.3.1. Sejam f; : R" x R¥ — R func¢oes Lipschitz e f(x,u) = fi(z1,u)+ fowe,u)+
w+ fn(zy,u), onde x = (21,9, ...,xN) € x; € R™. Entao

N
(&,7) € 0¥ f(x,u) & Iy € R tal que (&,m:) € OF filws,u) e v = an.

Jj=1

Demonstracao. Seja
N

F(z,u,y) = ij T, u~+y;),

onde r = (z1,...7n), T; € R", ey = (yl,...,yN), y; € R¥. Note que F(x,u,0) =
ij xj,u) = f(z,u).
Seja (£,7,m) € OFF(x,u,y). Entao, existe M > 0 tal que
(&rem) - (@) = (,u,y) < F(a' ) = Fla,uy) + M2 o' y') = (2,u0,)
para todo (z/,u/,y’) € RV*" x RF x RV** onde 2’ = (2], ...,2%y) e ¥ = (¥}, -, Yx)-

Logo, segue que

fy.(u’—u)+i[§j~(x;—xj)+nj } i[fj (2f,u" + ) — fj(xj,u—l—yj)}
+ M (I = |2+Z| 7)) = (@5, 95) 7).
(5.1)

para todo (2/, 4/, y'). Em particular, para z’ = (21, ..., 2}, ..xn), v =uey = (Y1, .., Y}, YN ),

segue que

(&m) - (5, y5) — (o ws) < filahu+y)) — filws,u+ i) + M|(2h,95) — (6, 55)]%.
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Assim, (&,m;) € OF fi(ws, u + ;).

Agora, tomando (2}, u’) préximo de (x;,u) e y; = u+y; — o', segue de (5.1) que

N N
7'(“'—U)+Z[€j'($}—%)+ﬁj U—u] Z[fg T, u+y;) — fj(fﬂj,quyj)}
j=1 j=1

N
+ M| 3 (e = gl 4 = ) + I =]

j=1

Consequentemente,
& - () —mi) + Zm (0 —u) <fil},uty;) — filwi, u+y)

N
(Zp: — 1+N)\u’—u\2),

e fazendo x; — x; obtemos que
Zn] (v —u) < N'|u' —u|?>, com N' = M(1+ N),

N
donde v = Z n;. Desse modo,

j=1

N
O"F(x,u,y) C {(fa%ﬂ) (&) € 0" filziuty;) e v = Zm}

1=1

Portanto, 07 f(z,u) = 0., F(x,u,0) { £y = Zm (&,mi) € OF fi(xs, )} [ |

5.4 Condigoes necessarias para o problema (PR)

Quando A é um conjunto unitario, temos a seguinte proposicao, que é consequéncia
imediata de [31, Teorema 3.1], condigdes necessérias na forma do Principio do Maximo

nao suave.

Proposigao 5.4.1. [31, Teorema 3.1] Seja (Z,u,v) é wum minimo fraco para (PR). Su-
ponha que A seja um conjunto unitdrio e que S1) - S6) e (A) (ou (B)) sejam satis-
feitas. Entdio existem p € WU ([S,T];R"), ¢ € L[S, T};R™), r € LY([S,T];R™),
Ee LY[S, T];R*) e A > 0 tais que:
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D) [Ipllee +A #0;
i) (=p(1),0,£(t)) € coOuuoH (t,2(1), p(t), q(t), (1), ult), v(t), ), ¢.t.p. t €[S, T];
iii) £(t) € coNy ) (0(t));

iv) r(t) - U(t,z(t),u(t),o(t),a) =0 er(t) <0 qtp. emte[ST];

Além disso, para alguma funcao integravel K,,, tem-se
(q(t),r(D)] < Kn(@)|p(t)] g¢tp. te[ST]

Em [32] mostram que a Proposigao ainda é valida quando as hipéteses (A) ou

(B) sao substituidas pela condigao do tipo Mangasarian-Fromowitz (S*).

Observagao 5.4.1. A condi¢ao i), é conhecida como a condi¢io de nao trivialidade; a
condi¢do i), como a equag¢do adjunta; a condi¢do ), como a condi¢ao de complementa-

ridade e a condi¢do v), como a condi¢ao de transversalidade e fronteira.

5.4.1 Caso em que A é um conjunto finito

Para provar nosso resultado principal, primeiro trabalharemos o caso em que o con-
junto de parametros é finito, neste caso o problema pode ser escrito como um problema de
minimizagao com restricoes de igualdade e desigualdade com relagao ao estado e controle,

para o qual temos condigoes necessarias na forma de um principio do maximo fraco (ver

B e [32)).

Teorema 5.4.1. Seja (u,0,{Z(-;a) |« € A}) um minimo fraco para o problema (PR).
Suponha que S1) - S6) e (A) (ou (B) ou (S*)) sao satisfeitas e que A € um conjunto
finito.  Assim, ezistem familias de multiplicadores {\(a) € [0,1]|a € A}, {p(; ) €
WS, TL R € A}, {g(50) € L[S, THR™)}, {r(a) € LN(S, TER™)}, {€(-0) €
LY([S, T);R*)} e uma medida de probabilidade A tais que, para A— q.t.p. a € A, tem-se:

D) [lp( oo + Ala) = 1
ii) (p(t; @), 0,£(t; @) € coOpunH (8, Z(t; ), p(t; ), q(t; @), 7 (5 ), u(t), 0(), v) ;

i) €(t) = [ €(t)dA) e €1) € ol (510):
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iv) —p(T,a) € Na)dg(z(T; a), a) + Ne, (z(T; o))
V) / r(t,a) - U(t,z(t, ), u(t),v(t), a)dA(a) =0 e 7r(t,a) <O0;
A

vi) Além disso, para alguma func¢ao integravel K,,, tem-se
[ (att.a)l + (e ))dria) < Knt®) [ ot ldr(@) atp. te57)
A A

Demonstragao. Suponha que A = {aq, ag, ...,an}. Seja® = col{Z(-; 1), z(:; 0), ..., T(-;an) }

a colegao de estados de trajetérias correspondentes a (@, v).

Entao (@, v,Z) é um minimizador para o problema de controle 6timo (ﬁ\é), dado por

(

Minimizar §(z(7))

i(t) = f(t,2(t), u(t),v(t), atp. t€[S,T],
0 = b(t, z(t),u(t),v(t)), qt.p. tels, T],
(PR) 0> It x(t),u(t),v(t), a.tp. te[S,T],

), u

u(t) € V(1),
JI(S) = (Z’Q,
| «(T) € C,
onde
x = col{xy,x9,..., TN},
f(t,x,u, v) = col{f(t, xs,u,v,04)}Y |,
l;(t,ar,u, v) = col{b(t, s, u,v,a;)} Y,
)

= col{l(t, z;, u,v, @i)}fil’
Ty = col{xg, xg, ..., o},

g(x() = max g(z(; @), o),

e C=C(ay) X x Clay).

O problema (F}SL) ¢ um problema usual de minimizac¢ao com restri¢coes e podemos aplicar a
Proposicao Verifiquemos, entao, que as hipdteses da Proposicao [5.4.1|sao satisfeitas,

e assim, obter os resultados desejados.

1) Como f(t,z,u,v,a) é Lebesgue mensurével para cada (z,u, v, ), a funcio f(-, z,u,v)

é Lebesgue mensuravel para cada (x,u,v). Além disso, como existe uma funcao ky
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integravel tal que, para quase todo t € T e para todo a € A, tem-se
[tz u,v,a) — f(t o' u' 0 o) < k()| (@, u,0) — (2, u',0)],

para todo (z,u,v),(z',u/,v") € Q(t, ) := B(z(t, ), €) x B(u(t),e) x (B(v(t),e) N
V(t)), entdo segue que

]f(t,x,u,v) — f(t,a:/,u’,v’)\ = |col { f(t, s, u,v, )}, — col{f(t,z},u', v, )}V, |
(

= |col{ f(t, xi, u,v, ) — f(t,x},u', 0, @) fil| <

< k(03 I v) = (ald,v)

=1

= ke (t)|(z,u,v) — (2,0, 0")].

2) O grafico de V' é Borel mensurdvel e V,(t) = B(o(t),e) N V(t) é fechado para quase
todot €T.

3) Como C(a) é um conjunto fechado, entao C é fechado. Além disso, sendo g(-, ) Lips-
chitz sobre Z(T, ) + €B, para todo a € A, temos que §(z(-)) = max. g(z(-, ), )
¢ localmente Lipschitz numa vizinhanga de x(T). o

4) Devido a S4) (b,1)(-,z,u,v) é mensuravel para cada (z,u,v) e t — I(t, Z(t), a(t), 5(t))
é L>([S,T)).

5) De S5) temos que (b, §)(t, -,-,-) é continuamente diferencigvel sobre (Z(t), a(t), v(t)) +
eB, para quase todo t em [S,T], e existe uma fungao integravel Ly tal que, para
quase todo t € [S,T], tem-se

(b, ~)(t, z,u,v) — (b, 1)t 2" u' ') < Ly () (2, u,v) — (' u' 0",
para todo (z,u,v), (', u',v") € B(Z(t),e) x B(u(t),e) x B(v(t),e) NV ().

6) Por S6), existe Kj; > 0 tal que, para quase todo ¢t € [S, 77, tem-se

dl

V2 (b, D) (0] + [V (b, 1) ()| +] V. (b, 1) (1)]

o~
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E existe uma funcao crescente ¢; = N6 : (0,00) — (0,00), com 0;(s) L 0 quando

s } 0, para quase todo t € [S,T]. De fato,

]V%u’v(g, 0 (t,x,u, v)—Vx,uﬂ,(lN), )t 2 u' 0"

-

|Va:,u,v(b7 l)(ta X, U, U, ai) - vx7u,v(b7 l)(ta I;7 Ul, Ul? 017,)|

=1

9(’($1’ u, U) - (1‘;, u/> U,)D

1
N

SNQ(Z ’(SEi,u, ?}) - <x27ulvvl>|>

=1

:N9(|(x,u,v) - (xvulavl>|) = 01(|<I,U,U) - (x7ulvvl)|)7

1

para todo (x,u,v) # (2/,u/,v") € B(Z(t),e) x B(u(t),e) x B(v(t),e) NV (t).

Falta apenas verificar que as restricoes de qualificacao ainda sao validas para o pro-

blema (Ifj\é) Verifiquemos a condicao de posto completo:

Existe & > 0 tal que det{F(t)F(t)"} > k' q.t.p. t € [S,T]. (5.2)
De fato
det(F(t)F T (t)) = det ( v“é<t)v“§(t>T Vué(t)vui(t)T )
V)V ()T Vi l(t)Vaul(t)"

onde

Através das propriedades de determinante, temos que

Fat)Fa@)” Foa@)Fee)” .. Fa)Fev ()’
det(F(t)FT(t)) _ Fee (t)f'ﬁoq (t)T Fez (t>Fa2 (t>T A s (t)FaN <t>T
Fon () For(t)T Fen(f)Fe ()T ... Fox(f)Fon(¢)T
onde

\Y%
VOV ()T V)V IH()T

Fou(g) P — ( VOV VOV )
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Fou(g) For(e)T — ( Vul_)"(t)zul_?j(tf qui<t>§u§‘{ OF )

VOV ()T V()
Da condigao de posto completo (A), obtemos
det(F(OFT (1)) = det{F* ()P (17} - det{F™ () PN (1)T} > kY = K.

Mostrando (5.2)). De maneira similar a condigdo de posto completo (B) garante a exis-
téncia de &’ > 0 tal que det(F(t)F"(t)) > M q.t.p. t € [S,T].

E se (5%) é satisfeita pode se verificar que a condigao tipo Mangasarian-Fromowitz

para o problema (l/D\]TZ) imposta no [32, Teorema 2.3] ¢ valida.

Assim aplicamos a Proposi¢ao [5.4.1] (ou [32 Teorema 2.3]) ao nosso problema e,
com ajuda da regra do maximo (Teorema [2 e do Lema [5 . temos que existem
p(ai) € WHY([S, TIR"), q(04) € Ll([S,T],Rm”), r(ai) € LIS, T, R™), £(a4) €
LY[S, T);R*) e A > 0 tais que:

i) Z Ip(; i)llse + A # 0;
i) (—p(t;u),0,€(t; @) € co0punH (t, Z(t, i), p(t, ), q(t, a;), r(t, a;), u(t), v(t), a;);

iii) ¢ = Zg(-,ai) e &(t) € coNyy(0(t));
iv) Zr(t; a;) - g(t, T(t; o), u(t),v(t), ;) =0er(t,a;) <0 q.t.p. t em [S, T7;

N
v) —p(T;05) € Ne@)(Z(T5 i) + A3i0g(2(T; i), )5 B; > 0 com Zﬁi =1lefS =0se

9(Z(T; i), i) < max; g(2(T5 ), o))

vi) para alguma funcao integravel K,,, tem-se

N
Z|qtaz|+|r(tozz|<K Z|pto¢z
i=1
N
De ) temos Z (-, ;) || + A # 0. Podemos escolher novos multiplicadores de tal forma
i=1

que

Z [p(, )| +A=1. (5.3)
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Seja ¢; = ||p(+; i) |0 + iy onde N; = AS;.

N
Definamos A = Z ¢i0q,;, onde

=1

1, se «a; =aq,

90 (@) :{ 0, se a; #«

Se « € suppA, entao A({a}) > 0. Logo, existe algum i tal que ¢; > 0.

Definamos
t oy t; a; t; a; t; a;
witio) = BEA gy = B0y STy S0
C; C; C; C;

Assim, temos:
') [w(-, eq)|| +m; =1, onde 0 < m; = 2 < 1;
ii’) (w(t, a;),0,&(t, @) € o0y H(t, T(t; ap), w(t; i), s(t; o), y(t; au), u(t), v(t), a;);

i) £() =) €(- a:)e;, donde
=1

§0) = [ . a)A(da) e &) € coNyey(0(1));

iv’) y(t,a) <0e

v’) De v) segue
—U)(T, Oli) < Nc(al)(i’(T, Oél)) + mﬁg(f(T, (07N CY,L'>,

ondeogmi:§§1.
vi’) Combinando vi) e (5.3 segue que existe uma funcao integravel K, tal que

[s(t, )| + |y (t, )| < K (1).
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Observagao 5.4.2. Notemos que, se A({a}) > 0, entao o parametro o € ativo nas

restricoes finais ou na funcdo objetivo, no sequinte sentido:

9(z(T,a), ) = rangil(g( z(T,d),a') ou Z(T,a) € bdy C(a).

Aqui bdy C(a) denota a fronteira do conjunto C(«).

Notemos também que, como A é um conjunto discreto, as aplicagoes p(t;-) : A — R",

qt;): A—=R™ r(t;): A= R™ e(t;) : A— R™ sdo continuas para todo t € [S,T].

5.4.2 Caso em que A é um conjunto infinito

Nesta secao, forneceremos condicoes necessarias de otimalidade para o problema de
controle 6timo geral com restrigoes de igualdade e desigualdade (PR), quando o conjunto .A
¢ um espaco métrico compacto arbitrario, utilizando ideias similares aquelas apresentadas

em [39]. Definimos o seguinte conjunto:

para qualquer 6 > 0 e a € A,

Os(a) = {(p(-;a),q(-,a),r(-,a),&(-,a)) € WHt x L' x L' x L' | as condigoes
(a), (b), (c) e (d) sdo satisfeitas},

onde

(a) (—p(t,a),0,&(t,a)) € U 00y uH(t, 2, p, q,m,u,v, ), q.t.p. t € [S,T],

(z,u,0)€Qs(¢)

(b) —p(T,a) € U U ( N(x oz)+m(9G5(x,a)),

z€x(t,a)+6B me(0,1]
(c) r(5a) <0,

(d) existe uma funcao integravel K, tal que

lq(t; )| + [r(t, @)| < K1),

Os conjuntos Gs(z,a) e N(x,a) que aparecem acima sao definidos como:

Drg(w,a), se g(z,a) > maxg(z,a’) 6.
Gs(z,a) = a’€A
0, caso contrario,
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N(z,a) = {€ € Now)(@) [ €] = 1}
Note que Os—o(-) esta imersa na familia de multifungées {Os(-) | § > 0}.
Definamos também
M(a) = ﬁ@( U a;(d)).
§>0  a/€Ba(a)

Aqui ¢ denota o fecho do envoltério convexo com respeito a topologia produto em
Whl x L' x L' x L'. Notemos que M(a) é um subconjunto de Wh'([S,T];R") x
LY([S, T); R™) x LY([S, T]; R™) x LY([S, T]; R¥). O alargamento é realizado de tal forma
que a nova multifuncao tenha grafico fechado e valores convexos. As afirmacoes do Teo-

rema podem ser expressas em termos de Op(a) como segue:

Seja (u, v, {Z(:;a) | @ € A}) um minimo fraco do problema (PR) e considere A finito.

Entao

/Af(-,a)A(da) € coNy ) (0(t)),
/A Pt 0) - (L, 5(t,0), 6(t), 5(t), a)dA(a) = 0 q.tp. t€ [S,T],

para alguma medida de probabilidade de Radon A € C*(.A) e familias de multiplicado-
res {p(-0) € WH(S, TR}, {q(0) € LS. THR™)), {r(za) € LI([S.T:R™)},
{¢(+; ) € LY([S, T); R*)} tais que

(p(+, @), q(+, ), r(,a),&(-,a)) € Oy(a), para A—q.tp. «c€A

Além disso, para alguma fungao integravel k,,, tem-se

/(!q(t,a)!+|T(t,04)|)df\(04) < /fm(t)/ p(t, )|dA(a) qt.p. £ €[S T].
A A

Com estas novas ferramentas chegamos ao resultado principal, o principio do méximo
fraco, para o problema de controle 6timo minimax com restri¢oes de igualdade e desigual-

dade geral.

Teorema 5.4.2. Seja (u,v,{Z(-; ) | « € A}) um minimo fraco do problema (PR). Supo-
nha que, para algum € > 0, as hipdteses S1) - S9) e (A) (ou (B) ou (S*)) sdo satisfeitas.

Entao,

/A £(t, a)dA(a) € coNy(o(1))
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/Ar(t,a) At Z(t, a),u(t), o(t), a)dA(a) =0 q.t.p. te[S,T],

para alguma medida de probabilidade de Radon A € C*(A) e familias de multiplicado-
res {p(:;a) € WHI([S,TERM}, {q( ) € LY([S, T R™)}, {r(sa) € LY([S, T];R™)},
{€(- ) € LI([S, T); R)} tais que

(p(-,a),q(-,a),r(-,a),g(-,a)) e M(a) para A—qtp. «a€A

Além disso, para alguma funcao integravel k,,, tem-se
[ tatt. ol +1r0))ar(@) < k() [ Ipito)lar@) gt telsT]

Antes de apresentar a demonstracao do Teorema vamos apresentar o seguinte
exemplo, que mostra que as afirmacoes do Teoremal5.4.1|nao sao mais validas se o conjunto
de parametros A é um conjunto infinito. Além disso, apresentaremos algumas defini¢oes

e resultados.

Exemplo 5.4.1. Considere o sequinte problema de controle otimo minimax com restrigoes

de igualdade e desigualdade

( Minimizar max —lz(1) — «| tal que
a€c[—1,1]
2(t) = w (1),
(PR wi(t) = 22(t) + ualt) =
ua(t) —ui(t) =1 <0
[ 2(0) = 0.
Aqui, o conjunto de parametros é o intervalo A = [—1,1]. A fun¢ao de custo depende

de o, mas nem a dinamica, nem as restricoes de iqualdade e desigualdade, dependem de
a. Os controles sao livres e o estado de ponto final também. Neste caso, a varidvel de

controle € (uy,us).

Um minimo para o Problema (PRy) € (Z,u1,u2) = (0,0,0). Também, temos:

H(t,z,p, q,ru1,ug) = pus + q(uy — 2% + ug) + r(ug — uy),

(—2xq,p+q — 3ru1,CI+r)

b(t x,p,q,T, U, U

(t, )

OpunH(t, x,p,q,7, U1, Us)
(, Uy) = uy — 2% + uy,
(t, )= (1,

1)

Vub(t,z,p,q,r,ur, us
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l(taxap7 q,T, u17u2) = Ug(t) - U?(t) - 17
Vul(tv'rap7Q7,r7 u17u2) - —SU%, ]-)

Temos que qu(t) = 0, assim F(t) = (1,1), logo detF(t)F(t)"T = 2. Pode-se verificar que

a dinamica e as restrigoes de igqualdade e desigualdade verificam as hipoteses do Teorema

[5.4.1 Suponhamos que todas as afirmacées do Teorema[5.4.1] sio vdlidas.

Entao, existiria uma medida de probabilidade A, com suporte em

{ac Al —|z(1) —a] = max (—|3(1) —a/])} = {0}, (5.4)

o’e[-1,1]
e familias de funcgoes {p(-;a)|la € A}, {q(:;a)|la € A}, {r(;a)la € A} e £ € L tais que
(p,q,7,&) € Os—o(r). De (5.4) temos que A = 0y0y. Entao, supp{A} = {0} € o 4inico
valor relevante de o e aw = 0. Calculando temos
OO(a) :{(panrvé-) S Wl’l X Ll X Ll X L1| _p = 07 _p<1) S {1} U {_1},(] = —-p,T :p}

:{(p7Q7r7 5) = (17 _17 170)} U {<p7Q7r7 f) = (_17 17 _17())}
Como r(t,a) tem que ser negativo, temos que (p,q,r,&) = (—1,1,—1,0).

Portanto,

/Ar(t;a)l(t,i(t),p(t,04),q(t,(x),r(t,a),al,EQ)A(da) =1#0.

Isto mostra que as afirmacoes do Teorema [5.4.1] podem falhar se o conjunto A é um

congunto infinito.

No entanto (—1,1,0,0) € M(«) e a condigao de complementaridade se satisfaz com A
concentrada em a = 0 e com {p(-, ), q(-, ), r(-, @), &(-, ) Ja € A} wma colegao arbitrdria

de fungoes em Wht x L' x L' x L' tais que (p(-,a) = —1,q(-,a) = 1,7(-,a) = 0,£(-,a) =

0).

Chamaremos de funcao de “truncamento” a fungao trs : R — R”, definida por

e s <o
tro(6) = { %5, se  |€] > 0.

Seja W =U xV := {(u,v) : [S,T] = R* x RF : (u,v)(t) = (u(t),v(t)) € R x V(t)}
e seja A : W x W — R dada por

T

A o), ) = [ (ju®) = @)+ of0) - v (0] e

S
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a métrica sobre W.

O seguinte lema retine alguns fatos 1teis em relagao a dependéncia das trajetérias nos

controles e parametros.

Lema 5.4.1. Para qualquer 6 > 0, um subconjunto finito AcC Ae p > 0 podem ser

escolhidos de modo que:

i)  sup sup inf ||z(;a,u,v) —z(a u,v)]| <4,
(u,0)EUXY aEA a’€A

ii) sup {Hx(, a,u,v) —z(5a,u V)] (u,v), (W, 0") € W, A((u,v), (u/,0")) < ,0} < 9.

acA

Demonstracao. Este resultado segue diretamente do Lema |3.2.2] |

5.4.3 Demonstracao do Teorema [5.4.2

Para realizar a demonstragao do Teorema [5.4.2] sem perda de generalidade, vamos
substituir S1),52),53), S5) e S6) por hipéteses mais fortes, onde € = +o00, isto é, as
hipéteses mantém-se para todo x, 2’ € R™, u,u’ € R e v,v" € V(t) ndo necessariamente

em ). (t, ). Isso sempre pode ser feito ao substituir f,b,[ e g por
(t,x,u,v, ) = f(t,Z(t, ) + trs(x — Z(t, ), a(t) + trs(u — a(t)), v(t) + trs(v — v(t)), @),

(t,z,u,v, ) = b(t, Z(t, ) + trs(x — Z(t, @), u(t) + trs(u — a(t)), v(t) + trs(v — 0(t)), ),
(t,z,u,v,a) = U(t, Z(t, @) + trs(x — 2(t, @), u(t) + trs(u — a(t)), o(t) + trs(v — 0(t)), )

(S

(z,a) = g(Z(t, ) + trs(z — z(t, @), ).

A propriedade que  é um minimizador local fraco do Problema (PR) é preservada
sob estas modificagoes também é consequéncia das hipdteses fortalecidas dessa maneira
que, a cada w = (u,v) € W e a € A, corresponde uma unica trajetéria (sobre [S,T]
com estado inicial zg), a qual denotamos como x(+; v, u, v). Denotamos por w = (u,v) €
W(t) = Rk x V(¢).

Tomemos uma sequéncia d; | 0. Uma vez que (4,7, {Z(;;a) | @ € A}) é um minimo

fraco do problema (PR), entao

. > T . .
max g(z(T} @), @) 2 max g(2(T; @), @)



5.4 Condigoes necessdrias para o problema (PR) 99

Suponhamos, sem perda de generalidade, que ma}g(f(T; a),a) = 0 e seja {a;}52; um
ac

conjunto enumeravel denso em A, sendo A compacto, entao, para todo 7, existe N = N(1)

tal que

T; > T; — 5?2
max g(a(T; a), @) 2 maxg(a(T; a), @) =,
onde Ay := {ay, ..., ay} pode-ser escolhido tal que Ay estd contido em Ay ;.

Para cada i, definimos

Ji(u,v) := max {g(x(T; o, u,v), @) + 67, de, (2(T a,u,v))}.

aEAN

Note que J;(u,v) > 0 para cada (u,v) € W e J;i(u,v) = §2. Assim, segue que (u,v) é
um 67 minimizador para o funcional J; sobre W. Para cada i, J; ¢ continua com respeito
a A—topologia métrica. Segue do Teorema Variacional de Ekeland a existéncia de uma

fungao de controle (u;,v;), para cada i, tal que A((ui, v;), (4, 17)) < e

Ji(ui, v;) + (51-A((ui, v;), (ug, vl)) = (ur,?)iélw {Ji(u, v) + 5¢A((ui, v;), (u, U)) }

Temos que J;(u;, v;) > 0, para todo i suficientemente grande. De fato, se J;(u;,v;) = 0

para algum ¢, como os J; s@0 nao negativos, temos que, para o € Ay, segue que
o(T; o, uz,v5) € Ola) e g(o(T, o, ui,v;), ) + 67 =0
e, pelo Lema [5.4.1] e propriedades de continuidade de g, temos
g(2(T, o, us,v3), @) < g(z(T, o, uz,v5), @) + 07 = 0 = Iggj{g(f(T, a),a),

violando a otimalidade de (u, v, {Z(-; ) | « € A}).

Para maior clareza, resumimos as propriedades da construcao acima. Para 9; | 0,
existem uma sequéncia {(u;,v;)} € W e uma sequéncia crescente de subconjuntos finitos

An de A tais que:

i) Ji(ws, vi) + GA((wi, vy), (ug,v7)) = (ur,]z[;l)iélw {Ji(u,v) + EA((wi, v), (u,0)) };

ii) Ji(u;,v;) > 0, para todo i;

iii) A((w,v), (@,v)) = 0 quando i — oco.

Escreva {z;(-,a)|a € Ax} para as trajetérias de estado correspondentes a (u;, v;).

Para cada 1, (ui,vi,{mi(-,akﬂk = 1,2,...,N}) ¢ um minimo para o problema de
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controle (PR;)
S
Minimizar max {g(ﬂ?(T; ax), o) + 07, de,, (2(T; ay), ak)}+

T
5 [ (u(®) = i) + 1ote) = wi) e

s.a fungdes mensurdveis (u, v) e arcos {z(-, ax)|k = 1,2, ..., N} tais que

v(t) € V(¢)

e paracada k =1,2,..., N,

(t;ar) = f(t,x(t, an), u(t),v(t), ag),

0= b(t, x(t, ag), u(t), v(t), ag),

0> U(t, x(t, ag), u(t), v(t), o),

x(S; ax) = xo.

\

Temos também, de (7i7) e Lema [5.4.1, que, para a € A,
lx (-, a, wiyv;) — Z(-, @) || = 0. (5.5)

Da mesma forma como trabalhamos o Teorema escrevemos o Problema (PR;) como

um problema padrao de minimizagao da seguinte forma:

[ Minimizar §(x(T)) + /S (ut) = ()] + [o(t) — vs(8) ),

a(t) = f(tx(t), u(t),v(t), qtp. tec[ST],
(t), ult), v

(BR) | 0=t M), atp. telS.T)
0> I(t,x(t), u(t), v(t), atp. te[s,T],
u(t) € V(1),
\ .CE(S) = T,
onde
xr = col{ry,xs,...,xn},z; ER" i=1,---N.
f(t,x,u,v) = col{f(t,zs,u,v, )},
l;(t,x,u,v) = col{b(t, s, u,v, ;) } N,
) =

col{l(t, z;, u,v, ;) }y,
Zo = col{xg, xg, ..., To },

g(z(+)) = max {g(m(T; ag), ) + 5@'2’dcak (x(T; ak),ak)},

1<k<N

Logo, para cada i, existe uma medida de probabilidade de Radon A; e existem familias

de multiplicadores pi(-, ), ¢i(-, ) e ri(-, ) e &(+, ) tais que
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(A) (—p/i(t,a),0,€(t,a)) € €00y v H (t xi(t, ), pit, ), ¢i(t, ), ri(t, ), ui(t), vi(t), ), q.t.p.
t €[S, T], onde

f[(t,x,p,q,r,u,v,a) =p- flt,x,u,v,a) +q-b(t,z,u,v,a) + 1 U(t, z,u,v,a)
—0i(Ju(t) — wi| + |v(t) — vi]).

Pela regra da soma para subdiferenciais obtemos

(_pli(t7 akﬁ)7 07 gzl(ta ak)) S Coax,u,vH(ta € (ta ak))]);(t) ak)) q;(t7 ak)v T;(t OZk;), Us; (t)a (% (t)a ak’)

N(i)

(B) &i(t) =Y &ilt.an) € coNyy(vilt)).

k=1
(C) Pela regra do méaximo para subdiferenciais, uma vez que dd¢(x) = N (z) N B, temos

que
—pi(T) € 0g(xi(T)) C {(&. - €N) + & = aj + by, onde ay, € \g(wi(T, aw), o) e

b € BLode, (xi(T, ak)), com Z)\z + B = 1},

donde
_p;<T7 Oék) S /\;cag<xl(T7 Oék), ak) + bz,
N(7) ' '
onde b}, € Ne, (:(T, i) e [bi| = B, e assim Y A} + [b}] = 1.
k=1
(D)
N(5)
TH(t, ap)(t, 24(t, o), ug(t), vi(t), ag) = 0
k=1
e

ri(t,ar) <0 paratodo1 <k < N(i), qtp.tel[S,T].

(E) Para cada i € N, existe uma funcao integravel K! tal que

N(3)
> (gt an)| + [Pt an)]) < K mek qt.p. tels, T

k=1

Definamos a seguinte medida de probabilidade

N(i)

A= Z(Mg + (b)) 0ag

k=1
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Se o' € suppl;, em tal caso, o' = a} para algum k tal que (A, + [b%]) > 0. Assim,

definimos

ritan) = U)o

_ Pilt o) L q(tag) B
BB s o) = LB - e,
k k

B+ A AR

. fz((tv ak)

Definimos os multiplicadores acima como triviais para os o' ¢ suppA;. Dessa forma, dos

itens (A)-(E), temos que

(a)

<_p2(t7 ak)a 07 fl (tv O{k)) € Coax,u,UH(tv xl(ty ()ék), pz(t7 ak)a qi (t7 ak)a Ti(t7 O[k), U; (t)a Ui(t)a Oék)

(b) &(t) = Gi(t,a),  &i(t) € coNy i (vit)).

An
© A b |b: |
_pz(T7 O‘k) € z—kzag(xl<T7 ak)a ak) + %
N+ B OV + B4
Seja mi = ——*_— Desse modo, obtemos ———~ Kl — (1-— mz)—’?. Logo,
PV (N + (b)) 103 ] * b

_pi<T7 ak) S m269<x1(T’ ak)? ak) + (1 - m;c){g S NCa(xi(T’ Oé)) : |§| = 1}7
o qual pode ser escrito como

—p(T,a)e | ((1—T)N(:Ei(T,a),oz)+T0G0(x,~(T,a),oz)>. (5.6)

rel0,1]
(d)

/,4 ri(t, )l(t, x;(t, ), u;(t), v;(t), «)dA;(a) =0 e ri(t,a) <0 q.t.p. teS,T].

(e) Para cada i € N, existe uma fungio integravel K' tal que

/ (st )| + [t @) A (0) < K (1) / Pt a)dA0) qtp. te[S.T]

N An

ga(t: )| + Ira(ts )] < KL (1) / pi(t, 0)|dA ().

AN

Do item (a), e sendo a funcao H Lipschitz nas variaveis (z,u,v), segue da Proposigao
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2.32 que
1Ps(t, ou)| < |pit, cu) [y (t) + (qu-(t, ag)| + |ri(t, ak)|>Lb,l(t), para todo i € N.
Por outro lado, pelo Lema [A.2.T], temos
it an)| < exp(lgl) (1T, 0] + el ).

onde v(t) = (|qi(t, )| + |ri(t, aw)|) Ly (t). Desta ultima desigualdade e de (5.6)), temos
que existe M > 0 tal que

Ilpi (45 ) ||oo < M, para todo i € N.
Do item (e) segue que existe K* integravel tal que
()| +Iri(t:a)| <E'(1) qtp te[STleac Ay
De segue que
suppA; C {a € Ang) + Go(zi(T;a),a) #0 ou N(zi(T;a),a) #0}. (5.7)

Logo, considerando ((5.5)) e os itens (a) — (e), escolhemos de maneira adequada ¢ | 0 tal

que

(@”) (—pi(t,),0,&(t, @) € co0yupH (t, Z(t, ) +0B, pi(t, ), q;(t, ), ri(t, o), u(t)+9/B, v(t)+
OB, o) — ({0} x ;B x §;B), q.t.p. t € [S,T].

(b*) /fz (t, @)dAi(a) — 6; < &(t) / &i(t, a)dAi(a), &(t) € coNy ) (vi(t)).

(c”)
—pi(T,a) € U U ( (1—7r)N(z,a) + raG(gg(:c,a)).

zeZ(T,o)+6.B re[0,1]
(d’) ri(t,) <0 qt.p. te[S,T],
0< [ nitaltalta)a), o). 0)dN(@) <6 atp. t€ (ST
A
(e’) Para alguma funcao integravel K’ , tem-se

/A(|qi(t,a)| + [ri(t, )| = k() |pi(t, @) )dAi(@) < 6. q.t.p. t €[S, T].

Como a sequéncia de A; é uma sequéncia de medida de probabilidade de Radon, tal

sequéncia possui uma subsequéncia convergente, a qual, sem carregar a notacao, ainda
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denotaremos por A;. Assim,
A; — A fracamente® quando i — oo,

para alguma medida de probabilidade de Radon A sobre conjuntos de Borel de A.

Fixemos um numero natural M. Seja v; = (a;,b;,¢;). Definamos os seguintes con-

juntos:

Z-(a)Z{BM(CM)Z(%,-.-,W)I Ap(5 ), q(5),r(5a),8(5a) € Og(a)  tal que

aj =w;(r(-,a),a) = r(t,a) - 1(t, z(t, ), u(t), v(t), a)dt,

T

b =z (&(-, ), ) = £(t, a)dt,

T

& = wi(p(50),0(s0),m(50),0) = [ (lalt,o)| + [r(t,0)| = b (Blp(t, @)])dt

T o o

T(a) = {BM(Oé) = (Y, ym)] 3G ), q( ), r(a),é(a)) € M(a)  tal que

aj =w;(r(-,a),a) = r(t,a) - U(t, z(t, «), a(t), v(t), a)dt,

T

bj = Zj(&('va)ﬂl) - §(t,0€)dt,

cj = wi(p(;a), q(-; ), r(5 @), ) =

— o— o

(la(t, )| +[r(t, )] — km(t)!p(t,ozﬂ)dt}.

Lema 5.4.2. limsup Gr%; C Gr¥.

Demonstragao. De fato, seja xg = (71,....,7m) € 75 = (aj,b;,¢;). Tomemos (xg, ) €
lim sup Gr%,;. Entdo, existem uma subsequéncia {Gr%;, } C {Gr¥%;} e (zx, u) € Gr,,
tais que (wg, 1) — (7o, 0). Logo, temos que xp € T, (ag). Aqui xx = (VF,...,7%,) e

;= (af, b5, ). Assim, existem (p(-; ), q(-; ), (-5 ), §(+; ) € Oy (). Denotemos

p(sar) = pi(t), a(5an) == (), T o) = 1(c) e §(5 ax) == &(+), os quais satisfazem:
; —/S ri(t) - 1t Z(t, o), u(t), v(t), ax)dt,
bj = /S &k (t)dt,
c§:/s (Jgr(t)] + |re()] = knm(t) [pe(t)]) dt.

Pela definigao de Og (), tem-se:
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(@) (= pe(t),0,&(1)) € codpunH(t, T(t, o) + 6, B, pi(t), qi(t), ri(t), u(t) + 6B, v(t) +
0B, ax), qt.p.te[ST].

(b)) —pu(T) € U U ((1 —7)N(z,a) +rdGs(z, a)).

z€Z(T,ay)+0; B ref0,1]

() r.(t) <0 qt.p. te[S,T].
(d’) Existe uma fungao integrével K, tal que
lge(t)] + |r6(t)] < Kn(t) qt.p. t €[S, T].
Do item (a'), do Lema[5.3.1] e da Proposigao [2.3.2] temos
Pe@)] < kp@)lpe(t) +0(E) e [&H] < N(1),

onde N (t) = ks (t)|pe(t)| + v(t) e v(t) = (Jgr(t)] + [rK(¢)]) Loy (t). Pelo Lema , segue

que
pe(t)| < L(lpe(T)| + [[vll1),  onde L = exp(lksll1)-

Do item ('), existe M > 0 tal que
1Pkl oc < M.
Do item (€’) obtemos que
(D] < K (t) e |ra(t)] < Kon(t).

Introduzimos a seguintes contragoes ¢, 7, nas direcoes de qi e 1, respectivamente, dadas
por gy = (1 + Ky (t)) ‘g e 7y = (1 + Ky (t)) " 'ri. Notemos que {[|gklloc} € {[|Grllc} sdo

uniformemente limitadas, pois

)] — @] a0

=T Ko@) < a0 =1 qt.p. tel[ST].

Logo, temos ||¢k||co < 1. De maneira similar, pode-se mostrar que ||7]|c < 1.
Note também que {t — | é &rds} é equicontinua e uniformemente limitada. Pelo
Teorema de Arzela-Ascoli e o Critério de Dunfort Pettis [A.2.2] podemos assegurar, pela
t i
extracao de uma sequéncia, que, p,, — p uniformemente, com p € Wht, / Epds — / &ds
S S

uniformemente para ¢ € L', pp — p e & — & fracamente em LY, ¢, — e 7 — 7

fracamente* em L°°, satisfazendo:

(a,) (—p(t),O,g(t)) S CO@z,u,vH(tvj(t7aO)ap(t)uQ(t)vr(t)7a(t)7@(t)7a0)u q.t.p. le [57 T]’
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) —pT) e |J ((1—r)N(:E(T,a0),040)—i—r@GO(E(T,ao),ao)).

rel0,1]

(d) r(t) <0 qt.p. tel[S,T].
(e’) Existe uma funcao integravel K,, tal que

4] + 7)) < Konlt) qtp. t€[S,T]
Assim, temos que existe (p, q,7,§) € M () satisfazendo

a; = /S r(t) - U(t, Z(t, o), u(t), v(t), ap)dt,

bjz/s cydt o
¢ = /S ()] + (1)) — i (B) ()],

onde q(t) = (1 + K, (t))q(t) e r(t) = (1 + Kn(t))7(t). Assim, zo € T(ap), e portanto,
(20, 0) € Gr¥.

O que termina a demonstragao do Lema [5.4.2] [ |

Continuando com a prova, temos que ¥(a) é convexo para cada « € A e, pelo Lema
5.4.2) limsup GrT; C Gr¥. Além disso, de d’) e /) temos que existe

(Pi(5 @), qi(5 @), (5 @), & @) € Og ().

Logo, Bi;(a) € T;(a). Pela Proposicao existe By(a) € T(a). Desse modo, pela

defini¢ao do conjunto ¥(a), existe

(pM('7a)>QM('7a)>TM('>O‘)7§M('aa)) S M(a)v

e deduzimos que

/ATM(t,a)l(t,i(t,Oz),ﬂ(t),'z_)(t),a)dA(a) =0 qt.p. te[sST]

/A ear(t,a)dA(a) € coNy(B(t)) a.tp. tE[S.T)

Além disso, para alguma funcao integravel k,,, tem-se

A(IqM(t,a)l +lrae(t, @) = k()P (t, a)[)dA(a) <0 q.t.p. €[S, T].
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Para cada M, podemos considerar « +— (pas(+, @), qar (-, @), rar (-, @), (v, @) no espago
de Hilbert
H o= L2 <A; L2([S, T]; R™ x R™ x R™ x Rkv)),

com produto interno
T
((p,q,r,é),(p’,q’,r’,i’))A=// [p(tyOé)p’(ta)JrQ(tyOé)Q’(t,a)+7‘(t704)7"’(t,04)
AlJs
+&(t, )& (¢, o) | dtA(da).
Seja har(a) = (pm(a), qu(- ), rar(, @), € (-, @)). Entéo, a sequéncia {ha}35_;, na

oae] :/A/STmMmW < +oo,

é limitada, e portanto, tem limite fraco, o qual escrevemos como

norma

Mas, o conjunto

L={heH|h(a) e M(z), A—qtp. ac A}

¢ um conjunto fortemente fechado de ‘H. Como L é convexo, segue que L ¢ fracamente

fechado. Assim,

(p(-, ), q(- @), r(- @), €( @) € M(z), A—qtp. acA

Logo, pela convergéncia fraca, segue que

/Ar(t,oz)l(t,:E(t,a),ﬁ(t)m(t),a)d/\(a) —0,

/Af(t,oz)dA(a) € coNyuy(v(t)) qtp. tel[ST]

[ att.)l + r(t.0)| = k(0. ))dA@) <0 atp. te (.7
A
Desse modo, concluimos a demonstracao do Teorema [5.4.2]

A seguir apresentamos um exemplo que satisfaz as condigoes tipo Mangasarian-Fromowitz

mas nao satisfaz as condigoes do tipo posto completo.

Exemplo 5.4.2. Considere o sequinte problema de controle otimo minimax com restrigoes
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de igualdade e desigualdade

Minimizar H[laixl] —lz(1) — «| tal que;
agc|[—1,

U1l (t)

~—

i(t
2
1

Aqui, o conjunto de parametros é o intervalo A = [—1,1]. A funcdo de custo depende de
a, mas nem a dinamica nem as restricoes de igualdade e desigualdade dependem de .

Os controles sao livres e o estado de ponto final também. Aqui, a varidvel de controle €

(ul, Ug).

Um minimo para o Problema (PRy) € (z,u,v) = (0,0,0). Também temos:

b(t,l’,p,q,?”7 u17u2> = U% + Uo vub(taxapaq)ra ulaUZ) - (2’&1, ]-)a
l(tuxvpaqarv u17u2> = ul(t) + Ug(ﬂ vul<t7wap7q77ﬁ7 U’l;“?) = (1,21{,1)
l(tax7p7Q7r> u17u2) = ul(t) vul<t7$7p7Q7ra u17u2) = (170)

FT<t>:<2 (1) ;)

onde detF(t)F(t)" = 0. Aqui um problema de controle minimaz que ndo satisfaz a
condicao do tipo posto completo. Mas sao satisfeitas as condi¢oes do tipo Magazarian-
Fromowitz. De fato existem h(t) = (1,0)", a(t) = (1,1)", K1 = e M =1 > 0 tal que
verifica (S*).

Ao supor que nossas restricoes de igualdade e desigualdade satisfazem umas das con-
digdes de qualificagao, além das hip6teses S1) — S9), fornecemos condi¢oes necessarias de
otimalidade para problemas de controle minimax com restri¢oes de igualdade e desigual-
dade para o caso em que A é finito. Este resultado nos leva a proporcionar condicoes
necessarias de otimalidade para os problemas no caso em que A é um espago métrico
compacto qualquer. Através de um exemplo, vimos que a condi¢ao do tipo Mangasarian-

Fromowitz é mais fraca do que a condi¢ao do tipo posto completo.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho fornecemos condicoes necessarias e suficientes de otimalidade para pro-
blemas de controle minimax, definindo um novo subdiferencial que depende de parametros.
Definimos a fungao de valor do problema de controle 6timo minimax e mostramos que,
com certas hipéteses sobre os dados, esta é Lipschitz e é solucao da equacao de Hamilton-
Jacobi-Bellman. Os resultados obtidos ampliam a teoria de controle étimo para a teoria

de Programagao Dinamica.

Posteriormente, obtemos condi¢oes necesséarias para problemas de controle étimo mi-
nimax com restricoes de igualdade e desigualdade na forma do Principio do Méximo
(Teorema , introduzindo qualificacbes de restrigoes (tipo posto completo e tipo
Mangasarian-Fromowitz), a qual é aplicada a minimizadores locais fracos. E mostra-
mos com um exemplo, que o Teorema que enuncia as condigOes necessdarias para
problemas com restri¢coes mistas no estado e no controle, para o caso em o conjunto A é
finito, deixa de ser valido se o conjunto de parametros é um infinito. Também com um
exemplo vimos que as hipdteses tipo Mangasarian-Fromowitz sao menos restritivas que a

hipdteses de posto completo, estendendo os resultados que temos na teoria classica.

Ha muito por trabalhar ainda na teoria de controle para problemas minimax, por
exemplo entre os possiveis trabalhos futuros estdo obter: a) Condiges necessérias e sufi-
cientes para o problema (PR) via as equagoes de HJB ; b) Condigoes necessérias para o
problema (PR), onde sao considerados minimizadores locais fortes; ¢) Condigoes de oti-
malidade para problemas de controle étimo multiobjetivos; d) Dualidade para problemas
de controle minimax e e€) Condigoes suficientes de otimalidade para problemas de controle
minimax com restri¢oes, utilizando alguma condicao de convexidade generalizada sobre

os dados, tal como MP pseudo-invexidade, introduzida em [24] e [25].
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ANEXO A

Neste anexo estarao alguns defini¢oes e resultados utilizados na Tese.

A.1 Algumas Definicoes

Definicao A.1.1 (Fungao absolutamente continua). Seja [a,b] um intervalo em R.
Uma fungdo x : [a,b] — RP € dita ser absolutamente continua se x é continua no sequinte
sentido: para todo € > 0, existe & > 0 tal que, para cada cole¢io finita {[a;, b;]} de

subintervalos disjuntos de [a,b], temos

7

S bi—a)<d= Z 2(b;) — z(a;)] < e

Note que toda funcao absolutamente continua é continua. As seguintes condi¢oes para
uma fungao real definida sobre um intervalo compacto [a,b] sdo equivalentes (veja, por

exemplo [9, p.8]):

1. x é absolutamente continua;

2. existe uma funcdo v integravel definida sobre [a, b] tal que
t
z(t) = z(a) +/ v(s)ds para todo z € [a, b];
3. x tem derivada 2’ em quase todo ponto, a derivada é integravel, e

z(t) = z(a) —i—/ 7'(s)ds para todo z € [a,b].

O espago vetorial W1([S, T|; RP) denota o espago de fungoes absolutamente continuas

sobre [S,T], com norma

b
el = a(a)] + / @/ (6)]dt.
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Note que toda fungao Lipschitziana = é absolutamente continua e satisfaz |2/(t)] < M
q.t.p., onde M é a constante de Lipschitz de x. Sendo assim, funcoes Lipschitz pertencem

as fungoes essencialmente limitadas e absolutamente continuas (veja [9, p.8]).

Definicao A.1.2 (Ponto de Lebesgue). Sejam E C R" e f : E — R uma fungdo

mensurdvel. Um ponto x € E é dito ponto de Lebesque se

1

Tlif(% m o) |f(y) — f(z)|dy =0,

onde, B(x,r) é a bola de centro x e raio r, e |B(z,7)| € a medida de Lebesque da bola.

Defini¢ao A.1.3 (Equicontinuidade). Seja X um espaco topoldgico e (M, d) um espago
métrico. Dizemos que uma familia F de fungoes definidas em X com valores em M ¢é
equicontinua no ponto x € X se, dado € > 0, existe uma vizinhanca aberta V- C X do
ponto x tal que d(f(zx), f(y)) < €, para todo y € V' e para todo f € F. F € equicontinua

se F € equicontinua em todos os pontos de X.

Notemos que F C C(X, M), se F é equicontinua, onde C(X, M) denota o espago das

funcoes continuas de X em M.

Definicao A.1.4. Seja X um espaco topologico. Dizemos que H C X ¢ relativamente

compacto se H é compacto.

Definicao A.1.5. Uma familia de funcoes F diz ser uniformemente limitada se

existir M > 0 tal que
|f(z)] < M, para todo x € X e para todo f € F.

Teorema A.1.1. [19, Arzeld-Ascoli] Seja K um espaco compacto e M um espaco mé-
trico. Seja H C C(K,M), entao H € relativamente compacto se, e somente se, H €

equicontinuo e H(x) = {f(x): f € H} € relativamente compacto.

Note que, se M = R, a condicao H(z) ser relativamente compacto é equivalente a

pedir que cada H(z) seja limitado.

Teorema A.1.2. [35, Ascoli Seja {f.} uma familia de funcoes equicontinuas limitada
uniformemente de [a,b] em R™. Entdo existe uma subsequéncia de {f,} que converge

uniformemente para uma funcao continua f.

Tome um espago métrico compacto A. Denotemos por C'(A) o espaco das fungoes

continuas de valores reais sobre A e por C*(A) o dual topoldgico de C'(A) com a topologia
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induzida pela norma. Nés usaremos o fato que elementos em C*(A) podem ser identifi-
cados com o espaco de medidas de Radon sobre subconjuntos de Borel de A. Para mais

detalhes, ver [14].

A.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao apresentamos resultados relevantes para nossa andlise. A seguir, enunci-
amos o Teorema de Ekeland, para maiores detalhes ver, por exemplo, [9, Teorema 5.19]

ou [38, Teorema 3.3.1].

Teorema A.2.1. [38, Teorema de Ekeland] Tome um espaco métrico (X, p), uma
fungao semicontinua inferior f : X — RU{+o00}, um ponto xo € domf, e nimeros o > 0

e A > 0. Suponha que
f(zo) < ig)f( f(x) + Ao
Entao, existe x € X tal que:
i) f(x) < f(x0),
ii) p(xo,z) < A,

iii) f(z) < f(z) + ap(z, ) para todo x € X.

O seguinte lema é um caso especial da desigualdade de Gronwall. Ele pode ser encon-

trado em [33].

Lema A.2.1 (Desigualdade de Gronwall). Tome uma fun¢ao absolutamente continua

x: [a,b] = R™. Suponha que existem fungoes integraveis nao negativas K e v tais que
o(t) < K(@)|z(t)| +v(t), gq.tp. tE]la,bl.
Entao,
b b b
|[z(t)] < exp (/ K(s)ds) [|£C(b)| +/ exp </ —K(S)dS)U(T)dT],
t t T
para todo t € [a,b]. Além disso,

l2(t)] < exp(| K1) [lz(0)] + |[v]l1],  para todo t € [a, b].

| - || denota a norma em L'.
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A seguinte proposigao é sobre convergéncia em medida, para mais detalhes ver [38]

Proposigao 9.2.1] ou [39, Proposicao 6.1].

Proposicao A.2.1. [39, Proposi¢ao 6.1] Tome um espago métrico A, uma sequéncia
{p:} de medidas de Radon ndo-negativas em C*(A), uma sequéncia {D; : A =% R"}
de multifuncoes e uma sequéncia de fungoes Borel mensurdveis {v; : A — R™}. Tome
também p € C*(A) e uma multifuncio D : A = R"™. Suponha que GrD é compacto,
D(«) é convero para cada o € A, limsup,_,. GrD; C GrD,

vi(a) € Di(«) wi —qtp.ae A para i=12, ..,

e i; — i fracamente*. Defina n; € C*(A;R™) como n;(da) = v () pi(de), i = 1,2, ...
Entdo, ao longo de uma subsequéncia, 1; — n fracamente* para algum n € C*(A; RF)

e alguma fungdo Borel mensurdvel v tal que n(da) = y(a)u(da) e v(a) € D(a) g.s.

O seguinte teorema é conhecido como o Critério de Dunfort Pettis (ver [13]).

Teorema A.2.2 (Critério de Dunfort Pettis). Seja S um subconjunto limitado de

L[S, T];R™). Entdo as sequintes condigoes sio equivalentes:

i) Cada sequéncia em S tem uma subsequéncia convergente para alguma fungao integravel,

com respeito a topologia fraca de L*;

ii) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que, para cada conjunto mensurdvel D C [S,T] e

x € S satisfazendo meas{D} < 6, temos [, z(t)dt < e.

Quando a condigao (ii) acima ¢ satisfeita, diz-se que a familia de fungoes de S é
equi-integravel. Um critério simples para equi-integrabilidade (para ser mais preciso, uma
condigao suficiente) é que a familia de fungoes seja “uniformemente integrével limitada”

no sentido de que existe uma funcao integravel o € L! tal que, para todo x € S,

lz(t)] < alt), qt.p.tel]s,T].
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