TRANSFORMAGCOES DE LORENTZ E
SEUS INVARIANTES

Pedro Contino da Silva Costa



UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
“JULIO DE MESQUITA FILHO”

TRANSFORMACOES DE LORENTZ E
SEUS INVARIANTES

Pedro Contino da Silva Costa

Orientador:
Dr. Vicente Pleitez (IFT - UNESP)

Monografia apresentada a Universidade
Estadual Paulista-Botucatu- como requi-
sito parcial a obtencdo do titulo de ba-
charel em Fisica Médica

Sao Paulo
2011



Agradecimentos

Ao meu orientador, que vem me acompanhando desde 2009, Dr.Vicente Pleitez, do Instituto
de Fisica Tedrica, que soube de maneira brilhante conduzir-me para drea tedrica da fisica.
Tendo como um dos resultados o respectivo trabalho.

Ao meu pai, Raymundo da Silva Costa Neto, que sempre me deu sustentacdo tanto material
como emocional e me forneceu recursos para me manter durante toda graduagdo, sem o qual
nada disso seria possivel.

A minha namorada, Adriane Mary Ferreira dos Santos, que me acompanha desde antes do
inicio da minha jornada pela fisica, apoiando-me a cada decisio tomada.

11



Resumo

Neste trabalho, mostraremos as transformagdes de Lorentz em trés casos diferentes, partindo,
no segundo capitulo, da mais descrita em livros, a transformacao especial de Lorentz, que
relaciona dois sistemas inerciais cujas velocidades relativas sdo direcionadas ao longo de um
dos eixos das bases dos respectivos sistemas. Entretanto, veremos uma peculiaridade que passa
desapercebida nesta transformacao, apesar de muitos livros relatarem como uma transformacao
paralela entre os sistemas inerciais, devido ao fato da velocidade ser paralela a um dos eixos,
ela na verdade € uma transformacao semi-paralela.

No terceiro capitulo, a transformagao que veremos serd aquela na qual um dos sistemas se
desloca com uma velocidade relativa que tem direcdo arbitraria em relacdo a um dado sistema,
mostraremos que tal transformacado pode ser nomeada como transformacado nao rotacional de
Lorentz.

Por fim, no quarto capitulo, obtermos o ultimo tipo de transformacgdo, a transformacgdo
rotacional de Lorentz, que encontra-se na interface entre a Relatividade Especial e a Relativi-
dade Geral, uma vez que passaremos a descrever sistemas sendo rotacionados, logo sistemas
ndo inerciais, mostraremos quais sao as caracteristicas que definem as transformagdes nao
rotacionais e rotacionais. E no ultimo topico deste capitulo veremos a idéia da "Teoria de
Thomas"que usa esta transformacao para criar o que ele define de "eixos coordenados proprios
da particula"usado para obter o fator 1/2 do spin do elétron.

No presente trabalho, ainda, no quinto capitulo, definiremos como os invariantes de Lorentz
sdo obtidos, quantidades que sdo medidas igualmente em referenciais de Lorentz distintos, com
o enfoque na massa que vem sido descrita erroneamente, em muitos livros, como sendo uma
medida que varia de acordo com o referencial.
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Abstract

In this paper, we will show the types of Lorentz transformations, from the most described in
books, special Lorentz transformation that relates two inertial systems whose relative velocities
are directed along an axis of the respective bases systems. However, we will see a peculiarity
that goes unnoticed in this transformation, although they have reported in many books a parallel
between the transformation inertial systems, due to the fact that the speed is parallel to an axis,
it is actually a semi-parallel processing.

The next transformation that we will see is one in which a system moves with a relative
speed that has arbitrary direction with respect to a given system, we will show that this
transformation may be appointed as non-rotational Lorentz transformation. Before obtain,
the later type of transformation, the rotational Lorentz transformation, which is the interface
between Special Relativity and General Relativity, we will describe the systems to be rotated,
not just inertial systems, show what the characteristics are that define the non-rotational and
rotational transformations. The in last topic of this chapter we will also show how the idea
of "Thoma’s theory"that uses this transformation to create what he defines as "the proper
coordinate axes of the particle"used to obtain the factor 1/2 electron spin.

In the last chapter we show how the Lorentz invariants are obtained, quantities measures
that are also in different Lorentz reference, with the focus on mass that has erroneously been
described in many books, that varies according to the agreement reference system.
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INTRODUCAO

Desde Newton, sempre se buscou relacionar como observadores em referenciais distintos
descreveriam um mesmo fendmeno, o que era relativo para cada referencial e o que permanecia
o mesmo. Para Newton, tempo e espagco eram independentes e as transformagdes usuais para
relacionar dois referenciais, inerciais ou ndo, eram dadas pela Transformacao de Galileu, na
qual o tempo era um observavel que ndo se alterava para sistemas distintos.

As transformacdes de Galileu, espaciais e temporais, para relacionar um dado sistema [ e I’
em que o dltimo desloca-se com uma velocidade ¢ em rela¢do ao primeiro sdo dadas por

F=r +0t t=1 1.1)

Se quiséssemos descrever como um dado ponto do espago de I € descrito por I’ usamos a
transformacao inversa

—

r=r—ot) t' =t (1.2)

Tais transformacdes por muito tempo foram usados sem nenhum problema, uma vez que,
antes do século XX, a tecnologia era muito precdria, e os experimentos eram realizados com
pouquissima energia, consequentemente baixas velocidades, além disso havia pouca precisao
nas medida. A medida em que a tecnologia foi se desenvolvendo problemas comecavam a
surgir, tempos entre diferentes referenciais eram medidos diferentemente e dependiam da
velocidade.

Com a Teoria da Relatividade proposta por Einstein, em 1905, tal questado foi resolvida pela
substituicdo da transformacao de Galileu pela de Lorentz na qual a primeira se mostra valida
apenas para casos particulares. De imediato com as novas transformacgdes, vindas da teoria
da relatividade especial, vimos que espaco e tempo, sdo quantidades relativas e suas medidas
podem ser diferentes de acordo com o referencial que se mede, ao contrario do que se via na
transformacdo de Galileu. O mais interessante € que em casos particulares em que sistemas em
baixas velocidades sdo relacionados as equagdes (1.1) e (1.2) continuam validas, mas mesmo
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assim, nos dias atuais a precisdo dos experimentos sdo tao grandes que os efeitos relativisticos
podem ser comprovados para baixas velocidades, conforme [1].

Essas novas transformacdes, entretanto, sao limitadas para relacionar apenas referenciais
inerciais. Mesmo problemas em que queremos relacionar referenciais inerciais distintos com
uma velocidade relativa ¢ em uma direc¢do arbitraria se tornam trabalhosos e diferentemente das
transformagdes descritas anteriormente, nem sempre quando se aplicam duas transformacgdes
sucessivas de Lorentz, temos uma translacdo como o que se espararia. L.ogo nem sempre
teremos a seguinte relagao,

L(v1)L(v2) = L(vy + v2) (1.3)

em que L(v;) e L(vy) representam transformagdes de Lorentz entre arbitrarios sistemas inerciais
I e I’ com velocidade relativa v; e entre os sistemas I’ e I” com velocidade relativa vy. E
L(vy + vy) representa uma transformacao direta entre [ e [”.

Com o surgimento da teoria da relatividade, muitos livros e trabalhos acabam sendo induzidos,
pelo propio nome, de que tudo € relativo e desde entdo uma quantidade intrinseca da matéria, a
massa possou a ser vista dessa maneira. Muitos fisicos usando as transformacdes de Lorentz
passaram a interpretar que as massas de particulas dependem de suas velocidades. Usando
novas ferramentas matématicas questdes de quantidades relativas e absolutas entre sistemas
podem ser resolvidas e podemos descobrir quais medidas sdo invariantes ou nao.

No decorrer do trabalho veremos como sio essas novas transformacoes e discutiremos casos
em que (1.3) sdo vélidas ou ndo. Questdes de medidas absolutas em referenciais inerciais
distintos também serdo discutidas com enfoque na massa.



TRANSFORMAGCAO ESPECIAL DE
LORENTZ

2.1 Postulados da Relatividade e Conceito do
Intervalo

Primeiramente seguem-se os dois postulados nos quais se constroi a teoria da relatividade
especial de Einstein, escreveremos estes de acordo com [2].

1. Postulado da relatividade: As leis da natureza e resultados de experimentos realizados
em um dado sistema de referéncia(ou podemos dizer, para um dado observador) sao indepen-
dentes do movimento de translacdo de um sistema como todo. Mais precisamente, existe uma
infinidade de sistemas de referéncia Euclidianos movendo-se com velocidades constantes, em
trajetorias retilineas, relativas um ao outro no qual todos os fendmenos fisicos ocorrem de
maneira idéntica.

2.Postulado da constincia da velocidade da luz: A velocidade da luz € finita e indepen-
dente do movimento de sua fonte.

Antes de obtermos a transformagao, devemos introduzir o conceito do Intervalo, uma medida
que € um invariante de Lorentz, ou seja, ndo importa em qual referencial estejamos, a quantidade
chamada de Intervalo serd a mesma, que surge através da invariancia da velocidade da luz. Essa
quantidade provém do seguinte conceito: Considere dois sistemas de referencia inerciais I e I’
com velocidade relativa ¢ entre eles. As coordenadas do espaco e tempo de um ponto sdo dadas
por (t,xy,z) e (t',2',y,2") nos sistemas I e I, respectivamente. Os eixos de coordenadas sdo
paralelos e orientados de tal maneira que o referencial I’ desloca-se com velocidade v positiva
na direc@o = no ponto de vista de /. Para simplificarmos, tomamos as origens de coordenadas
dos referencias I e I’ sendo paralelas e coincidentes em ¢ = ¢’ = 0. Se uma fonte de luz, em
repouso, situada na origem de coordenadas de I € ligada e desligada rapidamente em t = ¢’ = 0,



2 TRANSFORMACAO ESPECIAL DE LORENTZ

de acordo com o segundo postulado, ambos observadores situados em [ ¢ I’ observardo uma
concha esférica de radiacdo expandindo-se através das respectivas origens com velocidade c. A
frente de onda reage no ponto (x,y,z) no sistema / em um dado tempo ¢ pela seguinte equacéo.

At? —? — y2 — 22 =0, 2.1

e similarmente para I’, temos

C2t/2 - 13/2 - y/2 _ Z/2 — O, (22)

Assumindo que o espago é homogénio e isotropico, como implica¢do do primeiro postulado,
a conexao entre os dois grupos de coordenadas € linear e dada por

62t12 . .T,2 . y/2 . 2,2 _ 62t2 _ x2 . y2 . 2:27 (23)
E a partir disso que podemos relacionar dois sistemas de referéncia, inerciais, distintos.

Podemos, entdo, definir o Intervalo.

(As)? = A (At)? — (Az)? — (Ay)? — (AZ?), (2.4)

onde, agora Az, Ay, Az medem o intervalo espacial entre dois eventos quaisquer e At o
intervalo de tempo entre estes mesmos eventos. A partir disso podemos definir os trés tipos de
Intervalo existentes,

(As)? > 0 (Timelike)
(As)? = 0 (Lightlike) (2.5)
(As)? < 0 (Spacelike)

O primeiro, chamado Timelike (Tipo-tempo), nos diz que a informag¢ao de um determinado
evento, dado pelos seus fétons, passou pelo ponto do segundo evento antes que este ocorresse.
O segundo, chamado Lightlike (Tipo-luz), mostra que que a informac¢ao do primeiro evento
atinge o local do segundo evento no exato momento em que ele ocorre. Por fim, o terceiro,
Spacelike (Tipo-espacgo), a informacao atinge a posi¢do do segundo evento depois do mesmo
ter ocorrido.

Todas sdo quantidades invariantes em relacdo a quaisquer refenrencias inerciais.

2.2 O Espaco de Minkowski e a Transformacao
Especial de Lorentz

Na Relatividade, ao contrario do conceito classico, as coordenadas sao descritas pelo espaco-
tempo como uma entidade Unica e, por isso, vamos usar os quadri-vetores do espago de
Minkowski,

a

= (ct,x,y,z), x4,=(ct,—x,—y,—2z2), a=0,1273 (2.6)
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Sao chamados de vetor contravariante e covariante, respectivamente. Podemos, agora, definir
o chamado "Tensor Métrico"que nos permite passar o quadri-vetor contravariante ao covariante
da mesma maneira do covariante ao contravariante.

1 0 0 0

a a a 0 -1 0 O
Tr = 77 bxlh xa - nabxb7 77 b = 77ab - O 0 _1 0 I (27)

0O 0 0 -1

onde usamos a métrica do livro de [3], passando para as notagdes do livro [4]. Vemos a seguinte
propriedade,
1 (a=0)
b
NNy =My = 0 = 0 (a40)" (2.8)
Determinaremos a tranformacao de mudanca de coordenadas usando o Intervalo, que agora
serd dado pelo produto escalar entre os quadri-vetores contravariante e covariante.
As transformagdes de Lorentz contravariante e covariante devem satisfazer as seguintes

relacdes, respectivamente,
! i
b
" =L"x" xny = L, (2.9)

/ ~ . . . CA e
emque L™ e Lmli sdo tensores mistos. Devido a invaridcia, temos o produto escalar

’

2" Ty = Lm;L batxy, = xbay, (2.10)

m/

necessariamente com a seguinte condi¢ao:

L™LY =062 a,b,m' =0,1,2, 3. (2.11)

Usando as defini¢des do tensor métrico e do tensor da transformacao de Lorentz podemos
obter mais uma relagdo.
Das propriedades de transformacdo de Lorentz contravariante e covariante, segue-se:

m’ m' .a b
™ =L"x" xy =L, T,

sendo que agora usamos o indice n’ para o vetor covariante a fim de obtermos as relagdes
desejadas. Do tensor métrico vemos:

L™ = nan™ "L} (2.12)

Nosso préximo passo € obtermos as coordenadas de um sistema em relag@o ao outro para o
caso unidirecional. Vamos escolher o exemplo em que um dado sistema de coordenadas >, de
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Y Y ~—7V
!—9,
O X O Xf

Figura 2.1: X e Y’ sdo dois sistemas de coordanadas, dos referénciais I e I’ respectivamente,
onde assumimos que ambos sdo paralelos e coincidentes em ¢t = ¢’ = 0. ¥’ tem velocidade ¢
relativamente a 3. na dire¢do do eixo coordenado z.

um referencial inercial I’, desloca-se com velocidade ¥’ constante em relagio a outro sistema de
coordenadas >, de um referencial inercial I, no eixo X.

ct’ = Act+ Bx; y = vy

¥ = Ca+Dx; 2 = =z (2.13)

. ~ ! P
Podemos escrever o tensor misto da transformacdo de Lorentz L™, na forma matricial,
correspondente a essa transformacao,

A B 00

w | ¢ Doo

=10 010 (2.14)
00 01

Lembrando do intervalo e do fato de sua invariincia, vemos:

R R S

U2 gy
substituindo as relacdes de (2.13) do lado esquerdo da equacao, ficamos com
(A2 = CH At + (B* — DHa? —y* — 22 + (AB — OD)wct = *t* — 2% — y* — 2°

onde obtemos as seguintes relacdes:

A2 -2 = 1
D> B = 1 (2.15)
AB = CD

Para facilitar os nossos cdlculos e para fins didaticos, vamos parametrizar estas equacoes
usando as relacdes dos senos e cossenos hiperbdlicos.

cosh? ¢ — sinh? ¢ = 1 (2.16)
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obtemos, consequentemente, as seguintes relacoes:

A = D = cosho
C = B = —sinh¢

nos levando a chamada pseudo-rotacao,pois angulo ¢ € ficticio, uma vez que as relacdes
trigonométricas hiperbdlicas sdo definidas por:

2.17)

e? = cosh ¢ + sinh ¢
e para 6 real ele ndo equivale a rotacoes.

cosh¢ —sinhg 0 0O
m' | —sinh¢ cosh¢ 0 0
L" = 0 0 10 (2.18)
1

0 0 0

Com isto estamos aptos para obter as relacoes da transformagao,

ct' = «ctcoshp —xsinho; v = y
' = —ctsinh¢+xcosho;, 2/ = =z

I

para facilitar nossos calculos, vamos resolver o problema para ' = 0, ou seja o ponto de
origem do eixo x das coordenadas do referencial I’, que nos conduz a:

inh
dx cosh ¢ = cdt sinh p = v M,
¢ cosh¢

usando a relagdo (2.16),
cosh? ¢ [1 - (E)Q] =1,
c

concluindo que:

cosh =, sinheé = (2.19)
C

com vy = L__ onde vemos que para altas velocidade teremos grandes valores de v. E a
1-(2)?

~ . / / . . .
transformacdo contravariante, 2" = L™ z® pode ser escrita da seguinte maneira,

ct’ vy =2y 00 ct
7 | =% v 00 x
y | 0 0 10 Y (220)
2! 0 0 01 z
Portanto, chegamos nas transformagdes:
ct’zv(ct——:v>7 Y=y
c
¥=qx—vt); 2=z (2.21)
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com a transformacao inversa sendo:

/ UI /
ctzy(d—l——x); y=1y
c
r=~(" +ot'); z=7 (2.22)

2.3 Dilatacao do Tempo e Contracao do Espaco

Vamos demostrar dois fendmenos da natureza que sdo apontados como consequéncia da
transformacao de lorentz. Tais fendmenos também podem ser visualizados diretamente pela
invariancia do Intervalo.

Primeiramente, demostraremos a dilatacdo do tempo. Como antes, imagine o referencial
inercial I’ deslocando-se unidirecionalmente no eixo x com velocidade ¥ em relagdo ao
referencial, também inercial, /. Suponhamos que dois eventos ocorram no mesmo ponto do
espago, x, em I, nos tempos t, e t,, vamos medir o intervalo temporal obtido por I’, usando
(2.21) temos,

ctl =~ (cta — Ea:o)
c

v
cty = (ctb - E:):O>

onde obtemos, com ¢, — t/, = At/,

At = vyAt, (2.23)

em que At é chamado de tempo préprio, pois € o intervalo de tempo no referencial onde os
dois eventos ocorreram no mesmo ponto do espago. Vemos que, quanto maior a velocidade,
maior serd o intervalo de tempo medido entre dois eventos quaisquer, pelo referencial I’,
constatando-se assim a dilatagcdo temporal do referencial I em rela¢do ao referencial I’

Vamos entdo, relacionar as distincias, no eixo-z, espacias entre esses dois referenciais.
Suponhamos que um observador que esteja no referencial / obtenha a coordenada espacial
x1 de um objeto que esteja deslocando-se junto com o referencial I’, e em seguida obtenha
outro ponto xo, que igualmente desloca-se com o primeiro ponto, ambos estdo em repouso
no referencial I’, a fim de medir sua distancia. Para que a medida seja consistente, os pontos
devem ser obtidos simultaneamente, devido ao seu deslocamento. No exemplo serd dado por
t4, novamente de (2.21) chegamos as seguintes relagcdes,

) = y(x — vty)

xy = (19 — vty)

onde obtemos, com z, — )| = Az’

Ar = —Az'. (2.24)
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Repare que Az’ é o comprimento préprio, uma vez que no referencial I’ os pontos estdo fixos.
Portanto, constatamos que quanto maior o valor de ~, ou seja, quanto maior a velocidade,
menor serd o comprimento medido pelo referencial /, concluindo que hé contracdo do espago
para objetos que estejam se deslocando em relagdo a um dado referencial.

2.4 A Transformacao Especial de Lorentz como
Semi-Paralela

Antes de mostrarmos que a transformacado € semi-paralela, relacionaremos a velocidade
medida pelo referencial [ ,do centro de coordenadas o’ e de qualquer outro ponto p’, do
referencial .

Tomaremos um ponto p’ como fixo no referencial I’, que sera descrito pelos eixos coorde-

nados Y/, como xz’g, e movel no referencial I descrito, pelos eixos coordanados ¥, como .
Usando a tranformagao (2.21) segue-se:

_ 1 7 _ ! o /
Ty — ot = STy Yy =Yy Zp = Zys

€ portanto,

1
(:Ep/,yp/,zp/) = <§(E;, + Ut7 y;/,ZZ/)/) . (225)
Relacionamos assim um ponto qualquer fixo em [’ visto por /. Se tomarmos este ponto sendo
a origem de coordenadas o' de ¥’ temos 2/, = 0, y/, = 0 e 2, = 0 e entdo,
(xol,yO/,ZO/) = (Ut,0,0). (226)

Com isto concluimos,

270/ = Up/ = (’U,0,0), (227)

que sao as velocidades da origem de coordenadas e de um ponto qualquer, respectivamente,
medidos pelo referencial /. Se considerarmos o vetor o'p/, obtido em I’ seus componentes
medidos pelo referencial I serdo (x,y — To,Yy — Yor,2py — Zor) € poOrtanto:

1 / /
Ty — Ty Sy —xy)
Yp — Yo = Yp — Yo (228)
Zp/ — ZO/ = Zp/ — ZO/;

logo, observamos que um dado vetor em I’ nao sera medido igualmente pelo referencial I e s6
serdo iguais e logo paralelos em baixas velocidades, e nesses casos as transformacgdes podem
ser realizadas pela Transformacao de Galileu, definidas pelas transformacoes (2.21) e (2.22)
com -y igual a 1. Demonstrando que a transformacio € semi-paralela, a figura 2.2 ilustra melhor
esse fato.
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.%
y y >V " (X, Y, 0)

(X5, 0,0
0 X o’ X’
| a
2
. ->
(b) (X}, Y,,0) (c) r r
(0,0,0)
0’ X

Figura 2.2: O desenho (a) descreve os pontos o’ € p/, que se deslocam juntos, relativamente
ao referencial I, conforme a equagdo (2.29), cujas coordenadas, que sdo descritas por 2, sdo,
respectivamente (,,0,0) e (x,/,y,,0). No desenho (b), estes mesmos pontos sdo descritos por
3, pelo referencial I’ por (0,0,0) e (7},,y,,,0). Neste referencial os pontos estdo em repouso. E
em (c) os vetores obtidos 7 e 7, por esses dois referenciais, sio comparados e devido a contra¢do
espacial em z, eles ndo sdo paralelos.

Se fizermos o mesmo procedimento, mas invertendo os pontos fixos, ou seja, a0 pegarmos
dois pontos fixos no referencial / com x, um ponto qualquer no mesmo e x, sendo a origem
do centro de coordenadas 3., usando a transformacao inversa obtida em (2.22), relacionaremos
esses mesmos pontos com os pontos do referencial I’, que neste exemplo estao se movendo.

!/

1
(x;,yl’,,zp) = (axp —vt’ Yp,2p)- (2.29)

com a origem de coordenadas o obtida por I’ sendo.

(2)y,2,) = (—vt',0,0). (2.30)
c portanto:
v, = 0, = (—v,0,0), 2.31)

que sdo as velocidades da origem de coordenadas e de um outro ponto qualquer, que estdo em
repouso no referencial 7, medidos pelo referencial I’

Estas relagoes das velocidade de o, p e o' e p’ serdo importantes para caracterizar o que
chamamos de transformagdes ndo rotacionais.

10



TRANSFORMACAO NAO
ROTACIONAL DE LORENTZ

Nesta segunda parte do trabalho vamos mostrar a Transformacao de Lorentz ndo rotacional.
Esta transformagdo nos fornece um caso bem mais geral, uma vez que a velocidade de um dado
sistema pode ser tomada em qualquer direcdo. Com isto, temos condi¢do para trabalhar em
fendmenos bem mais realisticos, pois as velocidades serdo tomadas arbitrariamente, como no
estudo de colisdes de particulas, em que um dado sensor mede simultaneamente a velocidade
de vérias particulas com velocidades em diferentes direcdes.

S.r

Figura 3.1: S e S’ sdo dois sistemas de coordenadas, dos referenciais inerciais I e I’, respectiva-
mente, que assumimos sendo ambos paralelos e coincidentes em ¢t = t' = 0. S tem velocidade v
relativamente a .S. K € a nova base formada, no centro da origem de coordenadas de .5, de modo
que o eixo x3 seja paralelo a diregdo da velocidade de S’.

Temos, para um observador em repouso no sistema /, descrito pelo sistema de coordenadas

11



3 TRANSFORMACAO NAO ROTACIONAL DE LORENTZ

S, a seguinte velocidade medida do referencial I’

U = v, 3.1
onde, 7 € o vetor unitdrio na dire¢do de ¢ e € dado por:

7= ngi+ nyj—i— nZE, (3.2)
em que n,, n, € n, sdo os cossenos diretores.

Passaremos para um novo sistema de coordenadas em / onde a velocidade é paralela a um
dos eixos. Consideremos para a nova base, denominada K, que a velocidade seja paralela ao
eixo és.

A base K, que estard centrada na origem da antiga base S, de /, serd descrita por:

A o ny;7’nz‘;

T i

éQ = X él s (3 3)
é3 = m,

Veja que este novo sistema de coordenadas foi costruido de modo que ele seja ortonormal. A
propriedade dos cossenos diretores nos fornece n2 + ”32; + n? = 1 0 que leva é3 ser um vetor
unitario. Ja é; foi obtido através do produto vetorial de 77 por é; que garante que este vetor é
perpendicular a é3 e é; e, por fim, define-se o vetor ¢; de modo que seja unitdrio e ortogonal a
é3 e vemos que nesta escolha isto é verdade. Esses novos eixos coordenados (3.3) foram usados
no artigo [5] para obter a transformacao.

Vamos caracterizar algum evento descrito pelo referencial I, por S, pelo vetor 7" no tempo .

ro= 27 + yj+ zE, (3.4)
= $1é1 —+ $2é2 + x3é3, '
consequentemente, para j= 1,2,3,
Xy = - éj, (35)
com isto obtemos:
v =x(i-¢;) +y(j &)+ 2(k-¢5). (3.6)

Com a equacdo (3.4) podemos descrever o evento 7~ em relagdo aos pontos da base K.

Nyt —NgJ | = Nyt —NgJ | = , Nyt —NgJ | =

e sabendo que S € uma base ortonormal, ou seja,

ii=1ce Z-f:O

12



3 TRANSFORMACAO NAO ROTACIONAL DE LORENTZ

obtemos,

(xny — yng)

T = 3.7
V1 —n?
Para o calculo de x4, devemos antes obter é,.
A
. J NNy = n.n, - na+nd o
€9 = Ny Ty N, | = 7+ j—
\/1an \/17713
Entao,
vy — xn,ng + ynyn, — z(1 — n?) 38)
V1 —n? ’
onde no ultimo termo usamos a propriedade dos cossenos diretores.
Por fim calculamos facilmente x3,
T3 = TNy + yny, + zn,. 3.9

Descreveremos a velocidade do sistema de coordenadas S para um observador em repouso /'
A velocidade medida sera, descrita pelo sistema de coordenadas S,

7 =i, (3.10)

E importante ressaltar que 7' = —' e que || = |¥/] o que caracteriza a chamada Transformacao
de Lorentz ndo rotacional, como mostraremos no capitulo seguinte. Temos novamente 77’ um
vetor unitdrio na dire¢do de ¥’. Devido ao fato que os dois sistemas de coordenadas S e S’ sdo
paralelos e coincidentes em ¢ = ' = 0, temos a seguinte implicacdo,

i = ngi 4+ nyj +n.k (3.11)

onde Z’,]_"’ e k' sdo vetores unitérios ao longo dos eixos coordenados de S’ e 0s cossenos
diretores sdo os mesmos que os do sistema S.

Novamente iremos introduzir uma outra base, mas agora para o sistema I’, que serd denomi-
nada K’, a qual estd centrada na origem de S’. E que a velocidade ¢ do sistema S seja paralela
a um dos eixos coordenados, no caso €és.

7 =7
g Nyt —ngj

= V1—n?

N N
ey =mn' X €]

& =n (3.12)

Vamos, novamente, introduzir um vetor dire¢ao, dado por 7/, que descrevera um evento do
sistema [’ .Este vetor é descrito pelas bases S’ e K’ respectivamente, por

=/

7= $/;/ +y/j’/ + Z/E/

. . . (3.13)
= x)€] + xhél, + x4él.

13



3 TRANSFORMACAO NAO ROTACIONAL DE LORENTZ

Determinaremos as coordenadas z’, iy € 2’ da base S’ para a base K’.

o = 7
y = i (3.14)
do= K

Vamos aplicar as equacdes de (3.12) em (3.13) para depois podermos usar (3.14), que nos
relacionardo as coordenadas de S’ e K. Iniciando por 2,

= = = = 21\ 7,
A Nyt — NyJ EI NNyt +nnyj — (1 —n2)k 7
= o) | == : )
— 2 — 2
V1—n3 V1—n:

=1

+ 2h(ngd +ny,J 4 n.k') i
portanto,

/ !
I LMy + Lol My /

r = + T3n,. (3.15)
/1 —n?
ao analisarmos a expressdo notamos que =’ possui todos os termos dos eixos de coordenadas 7’
de é1, é5 e €3, devido aos produtos escalares. Para os calculos de 3’ e 2’ procediremos usando
esta propriedade de imediato, mas usaremos apenas os termos dos eixos de coordenadas de j’
para ¢ e os termos do eixo de coordenadas de k' para z’.

/
y = N + ahyn,,. (3.16)
—15(1 — n?
yozmldon) (3.17)

Podemos, agora, recorrer a transformacio de especial Lorentz, obtida no capfulo 2, entre as
novas bases K e K’ que sdo semi-paralelas. Entretanto, neste o deslocamento ¢ feito em x3,
dada por

Lo v 00 =2y Zo
zy | 0 1.0 O Ty
zh | 0 01 0 To (3.18)
xh -2y 0 0 « x3

1

1—(v/c)?
do sistema I — [’ através das bases K — K’, na qual a velocidade é unidirecional.

Com as relagdes (3.7), (3.8), (3.9), (3.18), (3.15), (3.16) e (3.17) podemos obter a matriz
transformacao do sistema [ para o sistema I’ dados pelos sistemas de coordenadas S e S’
respectivamente, nas quais a velocidade de uma em relacdo a outra tem uma direcdo arbitraria.

Da transformacao especial de Lorentz, dado por (3.18), obtemos a seguinte expressao para
xg,

emque zj =ct',xg=ctey = . A transformag¢do em (3.18) nos da a transformacao

’ v
Lo = VLo — 2’7373,

14



3 TRANSFORMACAO NAO ROTACIONAL DE LORENTZ

onde x3 é dado por (3.9),

v v v
Ty = YT — — YNl — —YNyY — —YN:2. (3.19)
C C C

A transformacio especial de Lorentz também nos fornece as seguintes relacdes para os outros
termos entre as bases K e K':

xh = To
r v
Ty = —E")/.’L'o +’}/£L'3

Com as substitui¢des de x;, para ¢ = 1, 2, 3 pelas expressdes (3.7), (3.8) e (3.9), temos:

x/ o TNy —YNg
1 \/1—n2
Co(1m2
\/1—n§
r v
Ty = —2ywo + y(Tng +yny + 2n;)

As Equagdes de (3.20) nos relacionam os sistemas [’ e I, entretanto essas relagdes sdo entre 0s
sistemas de coordenadas K’ e S e o que buscamos

o 1 { (xny, — yng)n, N [zn.n, + ynyn, — 2(1 — n?)n.n, }

V1—n? V1—n? V1—n?
v
+ [’y(a:nx +yny, + 2n,) — Efyaso} Ny

onde, usamos (3.15) e substituimos os termos obtidos em (3.20). Iremos reagrupar os termos
para xg,z,y € 2.

, v nznz + nz 9 nznyng — NNy
x = —E’}/xo-i- 1_—712—1—77% T+ 1— 2 + YNy | Y
]- —n? zlby
v |, - Lo mInene ]
1 —n?

Deixaremos os termos de z, y € z em evidéncia e simplificaremos 0s seus respectivos termos.
Para os termos de z,

2,2 2 2 2,2 2 2 2,2 2
n;ng + ny, +yng —yngn; . ’}/Tbx(l - nz) +ning + n,

)

—n2 — 2
1—nz 1 —nz2

2 _ 2 2
mas, usando n, = 1 —nZ — nZ, obtemos,

21— n2) + (1 - n?) = n2(1 - n?)

_ 2

15



3 TRANSFORMACAO NAO ROTACIONAL DE LORENTZ

para os termos de y,

2 2 2 2
NeNyNy — Mgy + YNaNy — Yynens  —ngny (1 —nZ) + (1 — nf)ngn,

1 —n? 1 —n?

= nmny(’Y - 1)>

eem z,
por fim, obtemos z’ de uma maneira mais simplificada

/

o = —%fyxo + [+ (y = D] @+ [nany (v = Dy + [nana(y — 1] 2. (3:2)

Para 3/ temos,

, 1 (xny — yny) zn,ng, +ynyn, — z2(1 — n?)
Yy = Ny + NyN,
V1 —n2 V1 —n? V1—n?

v
+ [’y(a:nx +yny + 2n,) — Efyaso} Ny,

reagrupando os termos,

2

, v NaMyN2 — Nyn, nan? +n )
y = —27ny$0 + TNy | T A 5 YN, | Y

—n2 — 2
1—nz 1—nz

(1 —n?) nynz} B

+ {fynzny - 11— 2

Simplificando os termos de z,

—nyn, (1 —n?)

2
NgNyM, — Ny Ny p

+ yngny, = ngny,(y — 1),
os de v,

2,2 2 2,2 2 2 2 2,2
nyns +ng +oyngn;  yng (1 —n3) +ng +ning

—n2 2
1—n2 1—nz2

n2(1—=n?)+(1—=n2) —(1—-n?n?
TR E T EL

)
1—nZ

onde usamos, n2 = 1 — n? — nz e finalmente para z

n.ny(y — 1)
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3 TRANSFORMACAO NAO ROTACIONAL DE LORENTZ

Entdo, ao simplificarmos 3/,

/

v
Por fim, resolveremos 2/,

, [menan, —ynyn. + 21— n2)] (1= nd)
ya =
V1 —n? V1 —n?

v
+ [(mnx +yny + 2n,)y — vao} n,,

reagrupando os termos,

7 = _EVnsz + <7nznz - nznm)w + (Vnzny - nzny)y + (7”3 +1- ni)za

e finalmente, de maneira simplificada, obtemos

/

z = —%’ynzxo +n.ng(y — 1)z +nny(y — Ly + [1 + nﬁ(v — 1= (3.23)

Podemos agora reescrever essas relacdes na forma matricial, que serd a Transformacao de
Lorentz ndo rotacional entre os sistemas [ e I’ pelas bases S e S’.

ct’ ct

/
Zj/ - Lma :Zj bl
Z z

’r . ~ . .
em que L™, € o tensor misto da Transformacd de Lorentz que pode ser expresso matricialmente
seguinte forma

—oyne 1+ n:Qc(’Y — 1) ngny(y—1)  ngn.(y—1)
Lm = : (3.24)

v

—2yn,  nyng(y—1) 1+ nz(v —1) nyn.(y—1)

_%7712 nznm(’y - 1) nzny(7 - 1) 1+ ng('y - 1)
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TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE
LORENTZ

No respectivo capitulo, veremos como se obtém a transformacao usada para conseguir o fator
meio do spin do elétron. Neste caso, para descrevermos a 6rbita eletronica deste em relagao
ao seu nucleo, usaremos os "eixos de coordenadas préprios"da particula, idéia proposta por
Thomas, para descrever, de maneira matemética, o spin eletronico. Fendmeno conhecido como
"precesao de Thomas"que € revisado detalhadamente em [6].

Até o momento trabalhamos com transformacdes de Lorentz de referenciais inercias, entre-
tanto para este ultimo tépico de transformacgdes, passaremos a trabalhar com um referencial
nao inercial.

Antes de obtermos esta transformacao, veremos que de fato a transformacgdo vista anterior-
mente € ndo rotacional e que ela pode ser obtitada através das relagdes vistas do primeiro
capitulo. Para isto, chegaremos a relacdo nao rotacional de uma maneira mais simplificada que
permitird concluir estas questdes. Depois, descreveremos de maneira bem simplificada o que
caracteriza uma transformacgao rotacional obtendo-a em seguida e por fim veremos como ela é
aplicada na teoria de Thomas.

4.1 Transformacao nao Rotacional Revisada

Para obtermos as relagdes do capitulo anterior, partimos de dois referenciais inerciais,
que possuiam uma velocidade arbitraria de um sistema em relagdo ao outro. O truque para
resolvermos este problema foi mudar os eixos de coordenadas dos dados sistemas para outro,
que satisfazia a relacdo de um destes ser paralelo a velocidade do outro referencial. Depois
fizemos a transformacdo especial de Lorentz e voltamos para antiga base com as relacdes
desejadas da transformacao.

18



4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

Neste exemplo, faremos exatamente o contrério, partiremos de dois referenciais inercias
cujas velocidades s@o paralelas em relacdo a um dos eixos, ou seja, a transformagao do primeiro
capitulo, e faremos rota¢des de um mesmo angulo nos dois sistemas, neste caso nos limitaremos
apenas aos eixos x € y para facilitar os nossos célculos. Ao fazer isto, iremos constatar que
temos sistemas cujas velocidades sdo arbitrdrias de um em relagdo ao outro, voltando ao estado
inicial da transformacdo obtida no capitulo 2. Mas, neste exemplo arbitrdria em relagdo ao
plano zy.

Como anteriormente, temos dois sistemas inerciais .S e S’, em que o segundo desloca-se com
velocidade ¢ = va, em relagdo ao primeiro e em ¢t = ¢’ = 0 ambos sdo coincidentes.

Vamos criar um sistema de coordenadas S pela rotacdo de um angulo o em torno de z do
sistema S e da mesma forma S’ pelo mesmo angulo em torno de 2’ de S'.

De S — S, temos

T = xcosa+ ysinw
Yy = —zxsina—+ycosa “4.1)
z = z
e da mesma forma para S’ — S’

' = 2'cosa+y sina
gy’ = —a'sina+1y cosa 4.2)
2/ — Z/

- =YY

Y. Y

>g_|

X, X’

Figura 4.1: Tlustragdo da rotagdo de um angulo « dos sistemas S e S’

Vamos primeiro relacionar =’ com 7, ou seja, chegaremos a transformagio de Lorentz para
essas novas coordenadas. Para resolvermos a transformacao, primeiro substituimos as relagdes
de 2’ e y/ pelas relagdes (2.21) do capitulo 2, onde chegamos a:

7' = yrcosa — yvt cos a + ysin o

e por fim, usamos a tranformacao inversa de (4.1), logo

T’ = (ycos®a+sin’ ) T — (v — 1) Fsin avcos o — ytv cos o 4.3)
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

¢ importante ter em mente que ¢ = ¢ e t' = t’. Vamos proceder da mesma maneira para j’,
substituiremos os respectivos termos de (2.21),

y' = —ywsina + yvtsina + y cos a

e usando a inversa de (4.1), chegamos

!/

y'=—(y—1)Zsinacosa+ (ysin’ o+ cos’a) § + ytvsina (4.4)
como nao fizemos nenhuma transformacao para z, concluimos que

=/

zZ'=2z 4.5)

e finalmente, para a transformacdo do tempo, usando (2.21) e a inversa de (4.1):

t'=~ f—%(fcosa—ﬂsinoz) (4.6)
¢

Com as relacdes (4.3)-(4.6) em maos, vamos ao que realmente nos interessa neste topico que
¢ relacionar como as origens de coordenadas das novas bases sdo relacionadas uma com a outra
e mostrar que de fato, esta transformacao, assim como a do capitulo anterior, ndo € rotacional.

Como as contas sdo um pouco longas, vamos obter efetivamente apenas de i e induzir as
demais. Mas, antes de prosseguir, vamos analisar as origens de coordenadas de um referencial
em relacdo ao outro. Explicaremos os conceitos usados no capitulo 2 que relacionaram as
origens para o caso da transformacdo especial, e esta técnica serd usada novamente.

Quando queremos observar o centro de coordenadas de um referencial em relagdo a outro,
fazemos da seguinte maneira. Para 2’ = ~(z + vt), tomamos © = z,/, que é a origem das
coordenadas de S’ vista por S e ' = 0 uma vez que € o seu proprio centro de coordenadas. Isso
nos da x,, = —vt como o esperado. Se fizermos o contrario, chegaremos a algo sem sentido.
Se tomarmos 2’ = 2, este € um ponto qualquer de S” que no exemplo anterior foi escolhido
como sendo igual a 0. E tomarmos x = 0 chegaremos a !, = yvt, ou seja, algo sem sentido,
uma constante variando.

Mostrado o método que iremos seguir para calcular o centro de coordenadas o' de ',
efetuaremos a relacdo. Usando a expressao (4.3) tomaremos & = T, € ¥ = 4,y como sendo
a origem do eixo Z' e a origem de y' de S’ respectivamente, visto por S. Consequentemente
' = 0, pois € o seu ponto de origem visto por ele mesmo.

Isolando 7/, apOs essas substituicdes, temos:

o

(v — 1) Yo sin v cos o + ytv cos a

Y

v cos? o + sin® o

Substituiremos este termo na expressao (4.4), onde para esta tomamos as mesmos parametros
anteriores, mas agora com y’ = 0, ficando com

—(y—=1)sinacosa[(y — 1) gy sin a cos o + ytv cos a +

(7 cos® a + sin® a) (7 sin? o + cos® a) Yo + (7 cos® a + sin® a) ytvsina = 0
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

expandindo os termos
2 . _ . .
— (v — 1)"sin® a cos® afy — y*tvsin a cos® a + ytv sin a cos® a+
2 2 a2 . 4 =il . 2 2
Y Yor COS” (SIN” ¢ + Yo7y COS™ (v + VYo SIN” (v + Yy O™ (x SIN~ v+
y*vt sin a cos® a + vt sin® o = 0

ja podemos ver que muitos termos irdo se cancelar, expandindo um pouco mais e cancelando
os termos, chegamos

ol (sin4 a + cos* o + 2sin? o cos? a) Uy + yutsinacos® o + ytvsin® o = 0
simplificando
vy (Cos2 o + sin? a)2 Yo + YV (Sin3 o + sin o cos? a) =0

usando as relacdes trigonométricas cos? o + sin? @ = 1 para o primeiro termo e cos? o =
1 —sin?ano segundo, concluimos

Yo = —vtsina 4.7)
Se fizermos o cdlculo para Z,,, uma vez que o sistema S’ se desloca para direita em relagdo
S, obteremos:

Ty = vtcosa 4.8)

Com isto, obtemos as seguites relacoes:

(Zo/\Yor s Zor) = (vt COS @, — vt sina,0) (4.9)

Isto nos permite calcular a velocidade da origem de coordenadas de S’ vista por S.

Vo = (veosa, — vsin a,0) (4.10)

Veja que o que temos no final € uma equivaléncia, em relacdo aos dois sistemas, de apenas
uma rotacao da velocidade, mas nesse caso de um angulo —q, ilustrada na figura 4.2.

Com isso, é facil concluir que a velocidade velocidade ©' medida pelo referencial S’ da
origem de coordenadas o de S é:

v, = (—vcosa,vsina,0) (4.11)

Para finalizar este tépico, vamos mostrar o que de fato caracteriza as transformacdes ndo
rotacionais sao duas caracteristicas

Vo = —v/ (4.12)

o

[Vor| = Vol = [v| (4.13)
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

S
R —
:-'u
—
V

Figura 4.2: Este desenho mostra a visdo de um observador que também rotaciona um angulo «
junto com os dois sistemas S e S’. Temos que para os observadores que estio nestes respectivos
referenciais rotacionados, as velocidades das origens de um sistema em rela¢io ao outro é que
foram rotacionadas por um angulo —a.

4.2 Caracteristicas de uma Transformacao Rotacional

Criaremos agora um novo sistema de coordenadas, S’, que serd obtido através de uma
rotacdo de um angulo /3, em relagdo ao mesmo eixo que as rotagdes feitas anteriormente, do
sistema S’, 0 que teremos entdo é

~

= Z'cosfB+y’'sinf
—z'sin f + g’ cos 5 (4.14)
- z

W L) K
|

lembrando que ¢’ = ¢/ = t'.

= s XY
Y,
Y ! ):('

P
V.

Figura 4.3

Neste novo referencial a velocidade medida da origem de coordenadas, o de S serd

v, = (—vcos(a+ f),wsin(a+ 3),0) (4.15)
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

E importante salientarmos que a origem, o, de S é a mesma de S e a velocidade medida por S’
independe de que rotagdo S realizou pois a origem serve como eixo de rotacao.

Figura 4.4: Este esquema mostra que a velocidade medida pelo referencial S’ das origens de
coordenadas de S e .S € a mesma, V/, e para esse sistema € a velocidade de o de S que foi
rotacionada pelo angulo a 4 S.

Uma vez que o referencialf nao foi alterado, a velocidade medida deste sistema da origem
de coordenadas, o' = o, de S’ continua sendo dada pela equagao (4.10). Com isto vemos que
arelacdo (4.13) € mantida pelos referenciais mas, a relacio (4.12) nao.

V£ vy (4.16)

E estas sdo as caracteristicas de uma transformacao rotacional, a igualdade do mddulo e a
ndo preservacdo da direcdo da velocidade observada pelos dois sistemas.

4.3 Transformacoes de Lorentz Semi-Paralelas em
Eixos Distintos: a Transformacao Rotacional

Vamos a seguinte questdo. Se fizermos duas transformacdes semi-paralelas sucessivas
levando o sistema inicial primeiramente de S — S’, no eixo-z, e depois de S” — S”, pelo
eixo-y/, a transformag@o de S — S” serd semi-paralela ? Vamos responder a esta pergunta
obtendo tal transformacao.

Se tomarmos o sistema de coordanadas S’ deslocando-se com velocidade # em relagao a S
no eixo-z, teremos a transformagao

u
=t —Z2); ¢ =y
= —ut); 2=z 4.17)

1 . . — . ~
para 7y, = m Se o sistema S” desloca-se com velocidade 7, pelo eixo-y’ em relagdo a

S’, a transformacgdo serd dada por
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

=" = Zy) Y = ot

=2 =7 (4.18)

Com as relagdes dadas podemos obter a transformagdo de S — S” substituindo os termos
das relagdes de (4.17) nos termos de (4.18) , para entdo obtermos

y u 1o . 1 uv
=7V t—gx—;g ;Y =V 7y+§x—vt

=7, (x—ut); 2=z (4.19)

Como anteriormente, vamos ver o centro de coordenadas de S visto por S, usando o método,
jé descrito, para os descrevermos, temos

Yu (fﬂO// — ut) = 0 = Lot = ut

para a componente ¥y~ usaremos a relacao de x,» que acabamos de achar,

1 uv 1 u?
YYu | —Yor + —Zut —vt ) =0 = —yon + —vt —vt =0
Yu C Yu c

colocando o termo vt em evidéncia, chegamos

1 u? 1 1 1
—yor — [ 1 — — vt = —yor — Zvt = 0=y, = —vt
c i

u u u Yu

e finalmente

ZO// =
Chegamos, portanto
1
(I‘o//’you’zou) = (ut,—vt,O) (420)
na qual a velocidade da origem de coordenadas de S”, w,» vista por S é
1
Wy = (u,—v,O) (4.21)
Tu

Nos resta obter a transformacao inversa de (4.19) para isto, basta usarmos as transformagdes
inversas de (4.17) e de (4.18), para obtermos,

v 1u
=7V <t” + gy// + ;C—2$”) ;oY =7y +ut)
1
T =Y (—w” + Sy + ut”) , z=2" (4.22)
ol c
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

Logo, podemos ver como o centro de coordenadas o de S € visto por S”. De imediato
obtemos o termo de !/

T o) =0 = g = ot

usando essa relac@o obtida para termos x7,

1 1
YVu (—azﬁ)’ 1 % —ot" + ut”) =0= a2 = ——ut"
v c

e para z, = 0. Entdo,

o

1
(2 2 = (—=ut”, — vt"0) (4.23)
Y

com a velocidade medida pelo referencial S” da origem, o, de S, sendo

o

1
w! = (—=u, —v,0) (4.24)
f)/

De imediato podemos ver que as velocidades ndo preservam a dire¢do w,» # —w/, nos
restando ver se o médulo das velocidades € preservado

2 2,2
u u2v
]w0//|=\/u2+<1——2)02:\/u2— 5 +v?
c c

que tem o mesmo resultado de w”, portanto

29,2
Wor| = [W!| = \/u2 SR (4.25)

62
Com isso concluimos que a transformacao que acabamos de fazer é rotacinal.

4.4 A Transformacao Rotacional de Lorentz

Uma vez que descobrimos que duas transformagdes semi-paralelas sucessivas ao longo de
eixos distintos nos fornece uma rotagdo, vamos descobrir como se obtém o angulo rotacionado.

Antes de comegarmos a calcular devemos levar em conta uma sutileza do problema que pode
passar despercebido. Quando fazemos uma rotagdo em um dado sistema pelo eixo z o seu
centro de coordenadas se mantém o mesmo, entretanto na transformacao anterior relacionamos
dois centros distintos, o de S e 0" de S”. Como sabemos que uma transformagio nao rotacional
deve manter a mesma direcido das velocidades dos centro de coordenadas, equagdo (4.12),
usaremos um sistema S que foi rotacionado de um mesmo angulo que S”, mas se desloca na
mesma dire¢ao de S e sendo seu centro de coordenadas coincidente com este. Temos, portanto,
a relagdo.

Wo// = — Wg (426)
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

isto é, a velocidade da origem, 0", de S” vista por S tendo sentido contrario da velocidade
de origem de S, o, vista por S”. Novamente, o que temos é o sistema S obtido pela rotacio
de um dado angulo do sistema .S, ambos terdo a mesma origem de coordenadas e S” e S sdo
relacionados de uma maneira nao rotacional. Uma vez que temos a velocidade do lado direito,
dada por (4.24), temos a velocidade de medida pelo referencial S.

A maneira de obtermos o angulo rotacionado usando o fato que do ponto de vista de S a
velocidade do centro de coordenadas de S” € dada pela rota¢ao, de um angulo arbitrario ¢, da
velocidade obtida, da origem o” pelo sistema S, (4.21).

Podemos usar,novamente, a figura 4.2 para enxergarmos o que ocorre, mas S’ deve ser visto
como S” uma vez que na medida em que S rotaciona em relacdo a S, no ponto de vista de S é
a velocidade da origem de S” quem rotaciona. Este mesmo Angulo 6 foi o que S realizou a
partir de .S.

Entdo,

{ wo,,w == wo”x COS 9 + wO”y Sm 9 (4,27)

Wory = —WerySiNG + wyr, cost

Substituindo os termos das velocidades, que ja foram obtidos, chegamos ao seguinte sistema

V1—v?/c2u=wucosf++/1—u?/cPvsind,
v = —usinf + /1 —u?/c?vcosf

Para resolvermos este sistema para cos ¢ basta multiplicarmos a equacio da parte superior por
u e a inferior por y/1 — u?/c?v e ,entdo, somarmos, estas novas expressdes, uma com a outra,
para eliminarmos sin 6. E fazemos de maneira similar para obtermos sin . Feito isso obtemos

cosf = u;_UQ—U;Iu_i_UQ (428)
uv (# — 1)
sinf = — v/ (4.29)

2 _ u?? 2
ut— =5 +v

Entdo, chegamos a conclusido que os eixos coordenados S”, ou mais precisamente, os eixos
do sistema S que sdo semi-paralelos com o tltimo, foram rotacionados por um angulo 6 que
sdo dados pelas expressdes (4.28)e (4.29), pelo eixo z do sistema S.

4.4.1 Aplicacao na Teoria de Thomas

Aqui Thomas introduziu o conceito de "eixos coordenados préprios da particula", que
conforme citado no comeco do capitulo, € o sistema de coordenadas que o elétron estd em
repouso € o nucleo girando.

Em geral, se uma particula estd em um movimento uniforme, entdo nés podemos escolher
para ela o sistema de repouso, um sistema inercial que se move com a particula com uma
velocidade constante, tendo os eixos de coordenadas tais que a posi¢do da particula € a sua
origem, nao havendo nenhum problema. Se, entretanto, a velocidade da particula nao ¢
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

constante, mas muda com o tempo, entdo devemos tomar um sistema inercial que € movida
com a velocidade da particula a cada instante. Mas, como escolher eixos coordenados neste
sistema inercial? E bem 6bvio que devemos tomar a posi¢io da partticula como origem de
coordenadas para cada instante. Mas, como devemos escolher a dire¢do dos eixos coordenados?
Aqui um problema bem complicado surge. Se tomarmos a direcdo dos eixos coordenados a
cada instante sendo arbitrarios, entdo nao criaremos uma teoria consistente. Thomas propds o
seguinte método.

Primeiro nds consideramos um sistema em repouso em um instante arbitrario € um outro
sistema de repouso em um tempo infinitesimalmente posterior. A idéia de Thomas € tomar
os eixos do ultimo tais que sejam semi-paralelos com o anterior. Ele, entdo, toma sucessivos
eixos tais que os eixos desse sistema de repouso em um dado instante sejam semi-paralelos
aos eixos do sistema em repouso em um tempo infinitesimalmente anterior. Se fizermos isso
dessa maneira, uma vez que o movimento da particula é dado e os eixos iniciais sao fixos,
entdo a direcdo dos eixos em qualquer momento posterior sao sucessivamente e unicamente
determinados. Quando procedemos dessa maneira, eles sdo chamados de eixos coordenados
proprios da particula.

Vamos considerar um caso simples tomando (4.17) e (4.18) onde vdrias relagdes sao derivadas
a partir delas. Vamos considerar o referencial do laboratério como sendo o referencial / e
considerar os eixos coordenados do sistema sendo S, fixo sobre ele. Vamos assumir que a
particula esteja instanteneamente na origem de coordenadas o, no tempo ¢ = 0. Além disso,
a velocidade da particula neste tempo ¢ u, tomada ao longo do eixo-z. Os eixos y e 2, sdo
tomados arbitrariamente. Agora podemos considerar o sistema .S’, que € relacionado com o
sistema do laboratdrio pela seguinte transformagdo de Lorentz.

u
=t - 52 ¢ =y
= —ut); 2=z (4.30)

Neste sistema a origem o’ coincide com o no tempo ¢ = 0, ¢ a particula que estd se movendo em
um dado instante com velocidade @ = (u,0,0) no sistema S estd instataneamente em repouso
em o’ do sistema S’. Portanto, € 6bvio que o sistema S’ € o sistema de repouso para a particula
no tempo ¢t = 0.

Agora, nés consideramos os eixos coordenados S” que estd sobre o referencial I”, cujo
significado consideramos posteriormente, ¢ assumimos que a transformagao entre S” ¢ S’ seja

A
t" = yau(t' — C—:y’); Y’ =780y — Av.t)
2 =a =7 (4.31)

1
1—(Av)2/c2?
particula estd na origem 0" do sistema S” e movendo-se com a mesma velocidade em um
instante t = At. Isso significa que no instante ¢ = At, o sistema S” € o sistema de repouso da
particula. Portanto, demos o significado de S”. Como, entdo a particula se move? Ou melhor

onde Yo, = . Consideramos que do ponto de vista do sistema do laboratério, a
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

dizendo, do ponto de vista do laboratdrio, onde estd a particula e com qual velocidade ela estd
se movendo no instante t = At? Uma vez que consideramos a particula se movendo com o”,
ela deve possuir posicao e velocidade de o” vista pelo sistema do laboratério S.

Recaimos a (4.20), como sendo as coordenadas de (x,,y,,2,) de 0" vista por S. Entretanto,
usamos aqui At ao invés de t. Logo, neste instante as coordenadas da particula sdo dadas por

1
X — (uAt,—Av.At,O) 4.32)
Yu
com sua velocidade sendo
1
W= (u,—Av,O) (4.33)

Relembrando que a velocidade da particula era u = (u,0,0) no instante ¢ = 0, entdo a particula
mudou sua velocidade por uma quantidade (O,%A’U,O) perpendicularmente em relagdo a u
durante o tempo At. Portanto, se fizermos At infinitesimalmente pequeno, a aceleragcao da
particula a € dada por

1 Av
a=(0,a,0), a=——, au=0 4.34
(0.00), a=—% (4.34)
Como At ¢ infinitesimalmente pequeno, Av também deve ser e, portanto, podemos ignorar os
termos (Av)? e obtermos

W] = [u| = [u] (4.35)

Portanto, a dire¢do da velocidade da particula muda entre t = 0 e t = At, mas sua magnitude
permanece constante.

Uma vez que temos a transformagdo de S’ para S” sendo ndo rotacional, temos que o sistema
S” ndo é somente o sistema de repouso da particula no instante ¢ = At, mas é também os eixos
de coordenadas proprios da particula. Temos, entdo, que os eixos coordenados da particula sdo
rotacionados com relacdo ao sistema S e nos resta descobrir com que angulo ele é rotacionado.
Uma vez que tomamos Av ao invés de v, vamos considerar Af ao invés de ¢. Usando (4.29)
com 7y = 7ya, € esta sendo uma quantidade infinitesimalmente pequena, podemos ignorar os
termos (Av)? e tomar sin 6 ~ A entdo,

Al = & (i — 1) (4.36)

U \Vu
e usando (4.34) podemos obter a velocidade angular, €2, que € interpretada como a velocidade
angular dos eixos préprios da particula, com a qual o sistema S” rotaciona S em torno do
eixo-z,

Q

A e 4.37)

At U
ou seja, podemos pensar que os eixos de coordenados préprio da particula sendo o sistema .5,
que obtivemos na sec¢do anterior, que rotaciona através do sistema .S.
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4 TRANSFORMACAO ROTACIONAL DE LORENTZ

Vemos que a velocidade angular dos eixos de coordenadas proprios da particula depende
somente de suas velocidade e aceleracao e, portanto € uma quantidade invariante da escolha
inicial dos eixos coordenados, ou seja, iniciamos com os eixos de S’ que eram semi-paralelos
aos eixos S do laboratério, mas se houvésemos iniciado com os eixos coordenados 5/, que
fossem obtidos por uma rotacdo de um angulo « de S’ pelo eixo-Z chegariamos na mesma
relacdo para sua velocidade angular.

A idéia de Thomas, para obter o fator meio do spin do elétron é que o sistema de coordenadas
rotaciona, e entdo a taxa de mudanca do spin, ou mais geral, de qualquer vetor em que estd em
um rererencial ndo inercial € dada por,

ds ds -
- == Ox§ 4.38
( dt > no rot < dt ) sistema de repouso " B ( )

onde 5 ¢é o spin eletronico e €2 € a velocidade de rotacdo de seus proprios eixos, que acabamos
de calcular. O que essa equagdo nos fornece é que a medida da taxa de variagdo temporal do
spin de um referencial ndo rotacional, que pode ser considerado o referencial do laboratério, é
dada pela soma da taxa do spin orbitando o nicleo, sistema de repouso, com o segundo termo
que nos relaciona o spin rotacionando em seu préprio eixo.
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INVARIANTES DE LORENTZ

Uma vez que ja obtivemos trés tipos de transformagdes de Lorentz, mostraremos, nesta
ultima parte do trabalho, a maneira que os seus invariantes sdo obtidos. Vimos no decorrer do
trabalho dois de seus invariantes, o intervalo e a velocidade da luz e duas quantidades relativas,
o tempo e o espaco. Agora, além de mostar a maneira geral de obté-los vamos mostrar mais
um invariante, a massa.

No desenvolver deste, veremos qual é a melhor maneira de se escrever a equacao de energia
para uma particula livre de potenciais, obtida por Einstein, que ndo nos induzird ao conceito
errdneo de que a massa de uma particula varia com sua velocidade (conceito este, que vem
sido constantemente criticado [7]e [8]). Concluiremos, também, que a inércia de um corpo, ao
contrério da visao cléssica que € descrita por sua massa, € dada pela sua energia total, e isto é
o limitante de particulas massivas atingirem velocidades maiores ou igual a da luz. Por fim
mostraremos que a visdo da massa variando com a velocidade nos conduz a um paradoxo.

5.1 Algumas Definicoes Tensoriais

Escalares, ou tensores de ordem 0: sdo fun¢des ¢ que permanecem invariantes sob transfor-
macgdes, e especificamente para o nosso interesse sob transformagdes de Lorentz.

= (5.1)

Exemplos de escalares sdo a velocidade da luz ¢, o intervalo s e a massa m.

Quadri-vetores ou tensores de ordem 1: Sao objetos que se transformam de uma coorde-
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nada para outra da seguinte maneira.

o oz

a® = Em (%Sma , (5.2)
ox™

Ay = W(ln. (53)

Em que a transformacdo (5.2) com os indices escritos na parte superior sao os quadri-vetores
contravariante e a equagdo (5.3) com o indice na parte inferior, é definido como quadri-
vetor covariante. Podemos reescrever estas transformacgdes utilizando a convengdo de soma
tensorial, em que ndo ha necessidade de escrever o somatdrio e, utilizaremos o simbolo para
a transformacgdo de coordenadas que estamos realizando, que no caso € a transformacgao de
Lorentz.

a’ = L";nam, Qpy = L, ap,

que sdo exatamente as mesmas obtidas no segundo capitulo.

Tensores de ordem 2: A partir da segunda ordem surge mais um tipo de tensor, o tensor
misto.

n'm’ 81’"/ aﬂ?m/ ab
T = > %WT 5.4)
/ 81’”/ axb
Tnm/ - axa WTab (55)
a,b
a b
T, -0 Ou (5.6)

axn/ aa:.m/ ab
a,b

Em que Temos as transformagdes tensoriais contravariante, mista e covariante, respectiva-
mente. E novamente de maneira mais simplificada, temos

/ ’ / ’ / /
T = LY LT, T = L7 LiT,, Tyw = L, L, T,

m’ T a~m’ n'

Seguindo este mesmo raciocinio podemos construir tensores de ordem n.

5.2 Algumas Propriedades da Algebra Tensorial

Multiplicagao: Multiplicagdo de um tensor de ordem n por um tensor de ordem m produz
um tendor de ordem (n + m)

S%CT™?, = N7y, (5.7)

31



5 INVARIANTES DE LORENTZ

Contragdo: O somatodrio sobre um indice covariante e sobre outro contravariante de um
tensor nos dd outro tensor cuja ordem ¢ reduzida por 2.

Tabnm — Tabam = Sbm (58)

Um exemplo simples de contracio é o traco de um tensor de ordem 2, T' = T%;, que é dado
por um escalar.

Produto interno: é a multiplicacdo de dois tensores com simultdnea contracdo sobre os
indices de dois fatores.

S4T", = N*", (5.9)

Ao aplicarmos essa propriedade com dois tensores de ordem 1 temos o produto escalar.

Analisando essas trés propriedades Tensoriais demonstraremos que de fato os escalares sdao
invariantes de lorentz, mostrado em (5.1). Para isto, vamos analisar um produto escalar sob
uma transformacao de sistemas de corrdenadas. Utilizando (5.2) e (5.3) ambos com o indice n,
temos
' oz Ox°
= G e

ox¢
= %Cb Qe

vemos que obtemos somente valores iguais a 1 quando 2° = 2¢ e temos o restante igual a zero,
portanto:

/ ox¢

a Qp = @a e

= 6% ala. = a’ay

ou seja, temos o escalar como invariante de Lorentz. O que acabamos de mostrar, foi a equacao
(2.10) e a propriedade (2.11).
Nesses dois topicos anteriores usamos propriedades tensoriais de [9], e Stephani [4].

5.3 As Equacoes de Einstein para a Energia da
Particula Livre

Para obtermos a expressao de energia devemos antes obter a quadri-velocidade e a quadri-
aceleracdo da particula, mas para isto devemos obter o diferencial do tempo préprio e nomeé-lo
de maneira diferente do que fizemos no primeiro capitulo.

Vamos escrever o direrencial de Intervalo e usarmos a condi¢do do tempo proprio, que pode
ser obtido através do timelike

(ds)? = (cdt)? — (dx)? — (dy)? — (d2)* = (cdr)? (5.10)
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onde 7 € o tempo préprio da particula. As coordenadas da quadri-vetoriais da particula, agora,
dependem do tempo préprio 2™ (1) = (ct(7), 7(7))

(cdr)? = (cdt)? [1 _ 012 (Z—f) ] — (cdt)? {1 _ (%)Z] 5.11)

e entao

1
dr = —dt (5.12)
g

Quadri-velocidade, estas sdo obtidas derivando as coordenadas da particula em relagcdo ao
tempo proprio.
d n d n
W) = G =g = eveys) = 1(ed) (5.13)

Com isto, podemos construir um invariante de lorentz que é dado pelo produto escalar entre as
quadri-velocidades.

v\ 2

uu, = =) =P =
1-(3)
C
ou seja, como ndo ha sentido em comprovar um postulado, isso mostra que de fato esse produto
escalar deve ser invariante.
Quadri-aceleracgao,

- d*u"

dr?

Podemos agora obter uma relagdo importante que nos servird para construirmos as equagoes
de energia. Do produto das quadri-velocidades (5.14), temos.

(5.15)

d(u"uy,)
dr

=0=a"u, +u"t, = 1"u, + """ Nenty,0* = 24" u,

onde usamos as propriedades do tensor métrico para subir e descer indices dado em (2.7),
concluimos que a quadri-aceleragdo e a quadri-velocidade sdo ortogonais:

" u, =0 (5.16)
Quadri-forga:
m— = " = (f*.7F) (5.17)
=
com, ( )
= d(ymv
F =
dt
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¢ importante ressaltar que v € dependente do tempo. O que nos resta fazer é obter a expressao
para f°, e para isso usaremos a propriedade que obtemos em (5.16). Vamos calcular o produto
escalar entre a quadri-forca e a quadri-velocidade:

Fru, =vef' —2FG=0— 0= 1R g
C

onde, usamos (5.13) na forma covariante e (5.17). Com isso podemos reescrever a quadri-forga.

1 = _, =
M=~ (—F.U,F) (5.18)
c

Com isto, estamos aptos a obter facilmente a primeira relagdo de energia de Einstein. Uma
vez que temos a expressdo da quadri-velocidade, ao multiplicarmos pela massa temos 0s
quadri-momentos e usando o fato que a derivada do termo de indice 0, a componente temporal
do quadri-momento, nos fornece o termo temporal da quadri-aceleracio, vemos que:

d(ymc) _ ’yd(ymc) _ iz
dr dt c

obtemos,
d(ymc?)
dt

usando a relagao cldssica que a taxa de variacdo da energia € igual a poténcia, d(E) /dt = F.7,
vemos que a energia € dada por:

— F.0 (5.19)

E = ymc? (5.20)

Ao analisarmos esta expressdo de energia vemos que ela ndo pode assumir quaisquer valores
uma vez que 7y ndo permite valores de velocidades maiores ou igual a da luz. Com isto vemos
o que de fato dificulta a particula obter maiores velocidades € sua energia total e ndo sua massa,
portanto a energia total € a inércia da particula.

Quadri-momento:

T

p" = mu" = (yme,p) (5.21)

onde o momento da particula com massa m € dado por, p'= ymu. Podemos reescrevé-lo de
maneira mais elegante, usando os termos de energia

E
P = (—,ﬁ) (5.22)
C

Veja que ao falarmos em conservagdo de momento desta maneira, ja estamos falando em
conservacao de energia.

Estamos aptos a construir mais um invariante que € dado entre o produto escalar entre os
quadri-momentos e que tem grande importancia para consolidar o fato que a massa € invariante.

pnpn — ”}/2’1712((32 o 712) — ’mech(l - U2/C2> — m202
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portanto,

P p, = m2c? (5.23)

Para finalizar essa secdo, nos resta obter a segunda forma para expressar a energia. Esta € obtida
através do produto escalar dos quadri-momentos, na forma de (5.22), igualando ao resultado

obtido em (5.23).
E? E?
pnpn:_2_pz:7,nzCQ_> —2:m202+p2
c c
portanto,

E = \/m2ct 4 c2p? (5.24)

5.4 Massa, a Energia de Repouso

Agora, vamos a pergunta. O que nos leva a interpretacdo de que massa varia com a veloci-
dade?

Esta interpretacao falsa pode ser vista como sendo consequéncia de uma simples simplifi-
cagdo matemadtica, de onde se cria o conceito de massa em repouso. Com esta simplificagao
equacao (5.20) é escrita por muitos fisicos na forma:

E =m'c,
com,
!/
m’ = ym.

Do ponto de vista matematico isto ndo tem problema algum, mas o fato de escrevermos m'
como sendo massa que depende de uma outra massa e que varia com a velocidade,isto implica
em uma interpretacao erronea (Esta simplificacdo de massa foi desaconselhada por Einstein
[10]). Apés esta simplificagdo, os fisicos passam a chamar a massa, m, que expressamos
indmeras vezes, até agora, Como massa em repouso, € isto, também, nos induz que ela difere de
uma massa em movimento.

Podemos de maneira bem simples mostrar o que a massa nos diz, sabemos que a energia
total de uma particula livre de potenciais é dada pela soma de sua energia de repouso, F, mais
sua energia cinética Fj. Entao, temos:

E = Ey+ B (5.25)

consiguimos verificar facilmente a consisténcia dessa equacdo. Para baixas velocidades pode-
mos expandir (5.20) por expansdo de séries de Taylor, entdo
mc? 5, 1

=mc” + -mv” + ...

E =ymc* =
- (1) ?

35



5 INVARIANTES DE LORENTZ

onde os outros termos sdo desprezados por conta de v << ¢. O segundo termo, portanto,
equivale a conhecida energia cinética para baixas velocidades, com isto comparando com (5.25),
temos:

Ey = mc? (5.26)

Logo, o que temos € a energia de repouso Ej sendo proporcional a massa, ou seja, a massa é
uma outra maneira que a energia pode se expressar.

Se isto ainda ndo € suficiente para nos convencer de que a massa € invariante, vamos utilizar
a equacdo (5.23) e no sistema de unidades onde ¢ = 1 (conhecido como Heaviside-Lorentz).
Neste sistema de o que temos é

P'pn =m
Isto nos mostra claramente, que independente do reverencial inercial que estivermos, a massa
sera a mesma.

Por fim, para aqueles que continuam acreditando que a massa varia com a velocidade,
vamos imaginar o seguinte experimento. Vamos colocar uma particula massiva dentro de um
acelerador linear, a medida que esta ganha velocidade, teremos maiores energias, € segundo
essa interpretacdo, teremos maior massa da particula £ = m/c?. Mas veja no referencial da
particula também s6 temos energia em forma de massa, o que chamariam de massa em repouso,
entretanto surge uma questao: Se em ambos os referenciais, s6 medimos a massa, onde estd o
movimento da particula? No referencial do acelerador ela ndo estard em movimento?

Sabemos que o movimento da paricula esta no referencial do acelerador, portanto isso gera
um paradoxo! Uma vez que para nenhum observador, de acordo com a interpretagdo da massa
variando com a velocidade, temos a energia expressa da forma (5.25) e sim somente na forma
de massa. Se a massa variasse com a velocidade deveriamos ter (5.25) com £ variando com a
velocidade, ou seja, deveriamos ter o termo cinético somado com a massa variando.
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CONCLUSAO

Como vimos, na teoria da relatividade especial, as transformacdes de coordenadas sdo
dadas pelas Transformagdes de Lorentz, que sdo muito mais trabalhosas de se obter do que
as de Galileu. Constatamos que as Transformacdes de Galileu continuam validas quando
relacionamos sistemas com baixas velocidades.

Constatamos que, nessas novas transformacdes, que no simples caso de Transformacgao
Especial de Lorentz, temos uma transformagdo semi-paralela e se ndo formos cuidadosos
para realizar transformacdes para velocidades relativas com uma dire¢do arbitraria, usando os
métodos corretos, teremos uma transformacao rotacional e ndo translacional. E vimos, também,
como as transformagdes de Lorentz podem ser aplicadas para obtermos o fator 1/2 do spin do
elétron.

Concluimos, depois de obtermos as transformag¢des de Lorentz, como seus invariantes sao
obtidos e que simplificacdes mateméticas podem nos levar a falsas interpretacoes.
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