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Resumo

Supersimetria é um tema de bastante interesse na fisica, em particular na fisica de
particulas, existem dezenas de modelos supersimétricos e diversos estudos sobre o as-
sunto. Outra area de bastante interesse na fisica, e na matematica, é a integrabilidade de
equagoes diferenciais, que as vezes é uma propriedade exigida em modelos fisicos. Este
trabalho é dedicado ao estudo de modelos tanto integraveis quanto supersimétricos para

campos cléssicos.

No primeiro capitulo nés falamos sobre todos os conhecimentos necessirios para o
entendimento dos capitulos subsequentes; introduzimos conceitos sobre grupos, dlgebra de
Lie, loop algebra, algebra de Kac-Moody e propriedades requeridas para construcao dos
modelos. No capitulo trés nds apresentamos dois modelos supersimétricos e integraveis
que sao obtidos por vias diferentes. No capitulo trés nés propomos transformacoes para

eliminar redundancias e discutimos as principais diferencas entres esses trés modelos.

Palavras Chaves: supersimetria; integrabilidade; curvatura nula; modelo WZNW:; trans-

formagoes de gauge;

Areas do conhecimento: Modelos Integraveis; Teoria de Campos;
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Abstract

Supersymmetry is a well studied branch of physics having promising physical mod-
els applied to theoretical physics and we still are looking forward experimental evidences
for such phenomenon. Integrability is another great interesting theme on physics, and
mathematics, that is sometimes required for physical models. This works put together su-
persymmetry and integrability of models based on standard principles. However, we treat
of classical point of view, just looking for supersymmetry transformations and integrability

of motion equations for fields.

In chapter one we speak about groups, Lie algebra, loop algebra, superalgebra and
others property needed to constructions of our models, introducing all knowledge for un-
derstanding the follows chapters. In chapter two we develop three supersymmetric and
integrable models by different ways. In chapter three we discus the correspondence of
this three models, proposing transformations with aim of to eliminate redundancies, and

discuss the main differences between them.

Key Words: supersymmetry; integrability; null curvature; WZNW model; gauge trans-

formation;
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo falamos sobre teoria de grupos e algebra de Lie de forma introdutéria, sem
definigoes formais, porém carregado de conceitos fundamentais para entender os capitulos

posteriores.

1.1 Grupos

A Teoria de Grupos tem inicio quando Evariste Galois (1811-1832) utilizou grupos para
tentar resolver equacoes polinomiais chegando a um resultado que o deixou famoso. Ele
provou que usando operagoes bdsicas (+, —, X, +) é impossivel achar uma férmula para
encontrar as raizes de polindomios de grau maior ou igual a cinco. Esse grande feito do
matematico francés de morte precoce inspirou um outro matemaético noruegués, Marius
Sophus Lie (1842-1899), ao aplicar teoria de grupos para resolver equagoes diferenciais.
Lie pensou que se grupos com finitos elementos podem ser usados para resolver equagoes
polinomiais, entao grupos com infinitos elementos poderiam ser usados no tratamento de
equagoes diferenciais e indicar uma possivel solubilidade ou uma possivel simplificacao das

equacoes.

Quando se fala em grupo, se associa ao significado de um conjunto de elementos (pes-
soas, objetos e etc) que partilham algo em comum. Em matemadtica ndao é muito diferente.
A definicao matematica de grupo é um conjunto de elementos quaisquer, com uma certa
operacao de multiplicacao “x” entre eles, que satisfaz algumas propriedades. Considere
que g1, g2, € g3 sejam elementos de um grupo G qualquer, entdo esses elementos devem

satisfazer
(i) g1*x92€G
(i) g1 % (g2 % g3) = (91 % g2) * g3
(iii) Para todo g; € G exite g; ' tal que g;*g; ' =g; ' xg; = e

1
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(iv) No caso de grupos denominados “grupos abelianos” temos que g1 * g = g2 * g1

onde e é chamado de elemento identidade do grupo.

Um exemplo de grupo é o conjunto dos niimero inteiros Z onde a operagao “x” é a adicao
“+” e a identidade e é o numeral zero. Claro que a soma de quaisquer nimeros inteiros
também vai ser um nimero inteiro, o item () est4 satisfeito. E ébvio que 04n = n+0=n
sendo n € Z, logo o item (ii) é satisfeito. O terceiro item também é satisfeito pois para
todo n € Z exite —n tal que —n+n =n+(—n) = 0. O fato da operacdo + ser comutativo

(i.e m+n = n+m) implica que o grupo dos nimeros inteiros sobre a operagao + é abeliano.

H& uma variedade enorme de conjuntos que satisfazem as propriedades de grupos e ha
campos da matematica destinado apenas em estuda-los, em fisica essa teoria desempenha
um papel fundamental. Um dos exemplos que mostra nosso grande interesse em grupos é o
fato que cada transformacao de simetria é um elemento de um certo grupo e sabemos que
simetrias estao ligados a quantidades conservadas. Existem muitas outras aplicabilidades
de teoria de grupos que nao esta ligado a simetrias. Dentre a enorme variedade de grupos
existentes, neste trabalho estaremos interessados em alguns grupos especificos chamados

Super Grupos de Lie.

1.2 Grupos de Lie

Muitos livros introduzem este tépico explorando conceitos profundos de topologia e ge-
ometria, mas vou tentar seguir um caminho diferente. A primeira coisa a se dizer é que
Grupos de Lie é um conjunto continuo de elementos, isso significa que se g é um ele-
mento do grupo entao existe um outro ¢’ que ¢ infinitesimalmente préximo de g. Essa
continuidade do grupo permite usar todo nosso conhecimento de calculo diferencial e in-
corporar o conceito de variedade, o mesmo nao é possivel em grupos discretos como no

caso do grupo dos inteiros Z.

Considere o conjunto dos nimeros complexos com méddulo igual a 1; é facil verificar
que esse conjunto satisfaz as propriedades de grupo. Vamos denotar esse grupo como
U(1) = {z € C||z| = 1}. Podemos fazer uma parametrizacio ao dizer que z = € com
0 < 6 < 27 e incorporar o conceito de variedade, dado que todos os elementos do grupo
sao pontos do circulo de raio unitario no plano complexo. Essas propriedades que os
grupos de Lie tem permitem explorar tanto conceitos geométricos quanto algébricos. As
propriedades geométricas vem da atribuicao do elemento do grupo ser um ponto de um

espaco topolégico (uma variedade) e as propriedades algébricas vem das operagoes entre
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os elementos que definem o grupo.

O conceito de dimensao de grupo surge naturalmente ao pensa-lo como uma variedade,
quando fazemos uma parametrizacao, geometricamente estamos criando um mapa1 entre
uma regiao do espago plano para a variedade. No caso do grupo U(1), dado acima, a

9 ¢ o0 mapa que leva um pedaco de reta R para o circulo unitdrio em C. E

funcéo e’
natural pensar que a dimensao do grupo é exatamente a dimensao da variedade i.e. o
nimero de parametros necessirios para parametriza-lo. Além disso se olharmos para o
espaco tangente da variedade, que nesse caso nada mais é do que fazer uma linearizacao,
podemos obter os geradores que o formam o grupo e a algebra que eles obedecem. Por
esta racao dizemos que um Grupo de Lie é uma variedade e a Algebra de Lie é o espago

tangente a essa variedade.

1.3 Algebra de Lie

Estamos interessado em grupos que tem uma representagao matricial com a operacao de
grupo “x” sendo a multiplicacao de matrizes usual. As propriedades de grupo mostrado an-
teriormente nos leva a concluir que a matriz identidade I faz o papel do elemento e, também
da propriedade (7ii) concluimos que as matrizes que forma nosso grupo em questao de-

vem ter determinantes nao nulos, casso contrario nao existiria o elemento inverso do grupo.

Suponha que o grupo do qual estamos falando seja o conjunto de todas as matrizes

ortogonais 2 X 2 com parametro ¢

u11(¢) u12(9)

R(é) =
(4) uz1(p) u22(9)

onde cada elemento u;; desta matriz ¢ uma funcao de ¢. Ao pensar em matrizes ortogonais
incorporamos o conceito de rotacao de vetores, portanto podemos, sem perda de general-
idade, dizer que para ¢ =0 = R(0) = I2x2. Mas o que acontece se calcularmos R(e) para
€ sendo um elemento infinitesimal? Bem, como esperamos um comportamento regular da
variedade, entao dizemos que

R(e)=1+4¢€J (1.1)

onde J é uma certa matriz. Como grupos de Lie podem ser pensados como uma variedade

“suave” (isso quer dizer que existem derivadas de todas as ordens) podemos calcular R em

1O conceito de mapa em matematica nio foge muito do conceito usual, é apenas uma regra que permite
sair de um ponto da variedade e chegar em outro.
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¢ = 0+ € o que equivale a fazer uma expansao em série de Taylor das funcoes u;;

R(6) ( u11(0) + 1)1 (0)e + O (2)  u12(0) + wh(0)e + O (€2) > 12)

\ u21(0) + gy (0)e + O (€2)  una(0) + uhy(0)e + O (€2)

Ignorando os termos de O (62) e comparando as equagoes (1.1) e (1.2), concluimos que

Podemos extrair mais propriedades sobre a matriz J. O fato de R ser uma matriz ortogonal

implica que
R(e)TR(e) =1
=1+eJN)(1+ed)=1+e(J" +J)+0 () (1.3)
=Jl=—J
Outra propriedade das matrizes ortogonais é det(R) = 1, mas vamos nos restringir? ao
caso +1, assim

det(R(e)) = det(l+eJ) =1+ eTr(J) + O () =1
= Tr(J)=0

(1.4)

Essas propriedades da matriz J, mostradas em (1.3) e (1.4), que derivadas das propriedades

do grupo, implicam em

u11(0) = UQQ(O) =1

u12(0) = —u21(0) =0 (1.5)
ui1(0) = ugy(0) =0

u)5(0) = —u5;(0) = a

onde a é um nimero real. Ha duas fungoes que sao boas candidatas caso escolhamos a = 1.

Se dissermos que 111 = cos(¢) e u12 = sin(¢) chegamos ao seguinte resultado

R(¢) = ( cos(¢)  sin(¢) ) (16)

0 1
(5 .

2As matrizes com det(R) = —1 estao ligadas a transformagcoes que nao sdo continuas, por exemplo
reflexdes, e por isso nao podem ser expandidas a partir da identidade I.
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satisfazendo todas propriedades impostas anteriormente.

Podemos escrever R(¢) como uma exponenciacao da matriz J, dado que R(¢) mostrada
em (1.6) satisfaz a relagdo R(a)R(b) = R(a+b), devido as propriedades das fungoes cosseno
e seno. Com essa propriedade podemos obter ¢ finito fazendo o produto R(e)...R(e) N

vezes. Veja que da equagao (1.1) obtermos as duas seguintes relagoes

R(e)N = (1 + Nes)V
R(e)N = (14 NeJ) + O(e?) = R(Ne)

Dado que podemos fazer ¢ infinitesimal tomando o limite ]\}im % concluimos que
—00
N
lim R Nﬂ = lim 1+EJ
N—o0 N N—o00 N (18)

= R(¢) = exp (¢J)

Resta verificar se o resultado obtido em (1.8) estd de acordo com (1.6) e (1.7), e de fato

( co‘s(qf)) sin(qb)):(l 0>+¢< 0 1>+q5'2<—1 0 >+
—sin(¢) cos(¢) 0 1 -1 0 2! 0 -1 (1.9)
¢ ¢

3
J2+-47J3+-m

-1 ¢
tolt 5 31

Nos perguntamos agora o significado de todos estes resultados. Claro que a matriz R(¢)
que obtivemos é uma matriz de rotacao genérica que opera sobre vetores que vivem em
um espaco R?. Para cada valor de ¢ temos uma matriz de rotacdo e o conjunto dessas
infinitas matrizes de rotagao chamamos de grupo SO(2) (do inglés a letra S caracteriza
special, que exclui as matrizes com det(R) = —1, e a letra O para orthogonal). A matriz
J é um objeto fundamental de toda essa construgao, pois conhecendo quem é essa matriz
podemos gerar qualquer matriz do grupo através de uma série como mostrado em (1.9).

Atribuimos & matriz J nomes como “gerador do grupo SO(2)” e “dlgebra do grupo SO(2)”.

O préximo passo é pensar em rotagoes em trés dimensoes e o raciocinio pode ser
conduzindo da mesma maneira. No entanto em R3 temos trés planos de rotacdes (logo
trés angulos ¢, 0, e 1 s@o necessarios para parametrizar o grupo), ao invés de um como no

caso anterior. O grupo das rotagoes em trés dimensoes é o grupo SO(3) com os seguintes
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geradores
cos(¢) sin(¢) O 0 10
R.(¢) =exp(¢ J.) = —sin(¢) cos(p) 0 |, J.= -1 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
R,(0) =exp(@J;) =] 0 cos(@) sin(@) |, Jo=]0 0 1 (1.10)
0 —sin(f) cos(d) 0 -1 0
cos(yp) 0 —sin(v) 0 0 -1
Ry(¢) = exp(v Jy) = o 1 0 , Jy=100 0
sin(¢)) 0 cos(v)) 10 0

onde R,(¢) corresponde a uma rotagao no plano xy, R, (6) corresponde a uma rotagao no
plano yz e R, (1)) uma rotacdo no plano zz. Poderfamos pensar que todos nosso proble-
mas relacionados a rotacdes em R? estdo resolvidos pois conhecemos os geradores J,, Jy
e J, do grupo SO(3) e com isso gerar qualquer matriz de rotagdo. No entanto as coisas
nao sao tao simples; para entender como seria uma rotacao em torno e um vetor unitario
n = (ng, Ny, n.) qualquer ou como fazer duas rotacoes consecutivas temos que olhar mais
a fundo como as matrizes J,, Jy e J. se relacionam, pois o produto de duas matrizes nem

sempre é comutativo.

Para entender melhor, suponhamos duas rotagoes infinitesimais consecutivas, porém

em torno de eixos diferentes, como mostradas abaixo

Ru(e)Ry(e) = (1+eJy) (L+ey) =1+ e(Jp + J) + 2Ty
Ry()Ry(e) = (1+eJy) (1 +edy) =1+ e(Jp + J) + Ty s

Subtraindo a equacao de cima pela de baixo obtemos
Ry(€)Ry(e) — Ry(e)Rao(e) = 52(']wa —JyJz)

Vamos definir a seguinte operagao chamada comutador: [J,, Jy] = JyJy—JyJ,. Utilizando

as expressoes das matrizes J's dadas em (1.10) obtemos as seguintes relagoes
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que podemos escrever de forma resumida
[J;, Jj] = €9% (1.11)

onde os indices 4, j e k assumem os nomes das coordenadas x,y e z e €% é o tensor de Levi-
Civita®. Dizemos finalmente que a relagio entre as matrizes J's mostrada em (1.11) de-

screve a algebra do grupo SO(3) e chamamos esse conjunto de dlgebra so(3) = {J,, Jy, J.}.

Primeiro falamos sobre rotacoes em R2, do grupo SO(2) e obtivemos sua respectiva
dlgebra s0(2) = {J}. Depois estendemos o raciocinio para rotacoes em R3 obtendo do
grupo de rotagoes SO(3), sua algebra so(3) = {J,, Jy, J.}, juntamente com as relagoes de
comutagao. O préximo passo seria estudar o grupo de rotacoes para N dimensoes SO(N),
mas qual sua respectiva algebra? Quantos geradores vao ter? Podemos perceber que para
cada plano de rotacao vai existir um gerador associado, logo o nimero de geradores da
algebra é igual ao nimero de planos de rotagoes (isso é valido para espagos vetoriais sobre
o corpo dos reais, o0 mesmo nao é sempre valido para espagos que estao sobre o corpo dos
complexos) e isso é ficil descobrir. Para um espago vetorial real com N dimensdes exitem

N(N-1)

N combinado dois a dois planos de rotagoes (ou seja ———). Logo para o grupo SO(N)

w geradores.

sua algebra vai conter
Resta nos perguntar qual é a relagao de comutagao entre os geradores da algebra so(NV),
assim como obtivemos na equagao (1.11). Para isso teriamos que ter as expressoes das

matrizes, mas de antemao podemos escrever de forma geral
.
(T3, T;] = [T}

onde f¥* é um tensor anti-simétrico nos dois primeiros indices, chamado de constante de
estrutura do grupo que carrega toda informacao das relacbes de comutagao, também por
conveniéncia vamos denotar a partir de agora um elemento qualquer da algebra por T, ao

invés de J,.

Até agora falamos sobre grupos de rotacoes que agem em espacos vetoriais reais e suas
algebras correspondente, mas as coisas podem ser ainda mais gerais. Como dito antes
um Grupos de Lie pode ser pensados como uma variedade “suave” e consequentemente
para cada grupo existird sua Algebra de Lie, o espaco tangente a variedade, que contém
um conjunto de operadores {71, ..., T, }. Para ser considerado uma algebra de Lie esses

geradores devem satisfazer as seguintes propriedades

30 tensor de Levi-Civita é um tensor anti-simétrico que assumem valores de 1, 0 e —1 para i,j e k
iguais a {1,2,3}. Por defini¢ao e!?3 = 1, consequentemente £2'% = —1 e assim sucessivamente.
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(i) O conjunto {71}, ...,T,} forma um espaco vetorial. Isso implica que a dimensao da

algebra ¢ igual o niimero de geradores que ela contém.

(ii) Os geradores satisfazem a relagdo de comutagao
T3, Ty = f7*T,
(iii) Os geradores devem satisfazem a identidade de Jacobi
[T, [T5, Tell + [T, [T, To]) + [T, (T3, T3] = 0

Além da infinidade de algebras existentes ha também diferentes notacoes que sao usadas
para classifica-las, cada algebra goza de propriedades e sao aplicaveis em diferentes ramos

da fisica e matemdtica. Abaixo estfo listadas algumas dlgebras de Lie

e sl(n+ 1) (as vezes denotado por A, ): chamada de special linear Lie algebra, que
pode estar sobre um corpo F. Tem intimeras aplicagoes, por exemplo em fisica, sobre

o corpo do complexos C, descreve a teoria de spinores.

e 50(2n + 1) (as vezes denotado por B,,): quando esta sobre o corpo dos reais R essa
algebra gera rotagOes em espagos vetoriais reais, preservando a norma euclidiana,

com isso é bastante empregado em teoria de momento angular.

e sp(2n) (as vezes denotado por C,): essa dlgebra gera o grupo simplético e tem

aplicacoes, por exemplo, em mecanica Hamiltoniana.

e 50(2n) (as vezes denotado por Dy,): apesar de também descrever rotagoes em espagos
euclidianos, quando esta sobre o corpo dos reais R, essa algebra tem propriedades

diferentes da édlgebra so(2n + 1), mas carrega as mesmas informagoes.

Ha também as “dlgebras excepcionais” denominadas por E6, E7, E8, F'4 e G2 que sao

casos muito particulares, mas vamos deixar a referéncia [1] caso seja interesse do leitor.

1.3.1 Produto Interno

Como uma Algebra de Lie é também um espaco vetorial, temos toda liberdade de adicionar
estruturas cabiveis dentro espacos vetoriais lineares, por tanto estamos habeis a definir
um produto interno. Quando estamos dentro de uma representagao matricial da algebra
definir um produto interno nao é uma tarefa dificil, no entanto temos certas ambiguidade
ao definir uma forma bilinear. Geralmente as propriedades requeridas para um produto

interno sao
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e Ser bilinear i.e. (A, B+ aC) = (A, B) + a(A, C).
e Ser positivo definido, ou seja (A, A) > 0, igual a 0 se e somente se A = 0.

A exigéncia de ser positivo definido nao é sempre requerida em alguns espagos de interesse
fisico, exemplo o espaco tempo de Minkowski. Vamos entao definir um produto interno que
é muito empregado em teorias de classificacao de algebras de Lie que preserva propriedades

geométricas e algébricas, conhecido como forma de Cartan-Killing
(A, B) :=tr{AB}
que nao é positivo definido. Na verdade para T, € g as trés situagoes podem ocorrer

>0
(ToTy) > ¢ =0
<0

H4 outras defini¢bes de produto interno, e cada uma se demonstra 1util dependendo do
objetivo e aplica¢do. Deixamos ao leitor a referéncia [7] que faz uma boa introdugao, caso

o leitor queira se aprofundar em conceitos mais formais de algebras e grupos de Lie.

1.4 Super Algebra

Estamos interessados em sistemas fisicos que contém particulas que obedecem diferentes
estatisticas (de Bose e de Fermi). Isso vai exigir estruturas extras em todas construgoes
algébricas que fizemos até agora. Essa estrutura adicional a nossa dlgebra deve vir em
forma de soma direta, pois poderiamos requerer o limite bosonico. Também seus geradores

devem carregar a informacao da natureza bosénica e fermionica, assim dizemos que

g=200® 0 (1.12)

onde g é nossa super algebra, gop contém os geradores de natureza bosonica e g; os de
natureza fermionica. Os subindices 0 e 1 sao atributos dados aos geradores de seus respec-
tivos conjuntos que indicam a paridade, os geradores de gg tem paridade par e os de g; tem
paridade fmpar. Essa paridade dos geradores é introduzida para dar conda da natureza

grassmanniana® e abeliana dos campos fermionicos e bosonicos respectivamente.

4Em poucas palavras, varidveis grassmannianas sdo quantidades anticomutativas, i.e dado que 11 e 72
sdo quantidades grasmanianas, entdo 7172 = —na71. Isso tem implicagdes como 1 = 0 entre outras.
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Considere dois geradores F1, F5 € g1 e dois campos grassmannianos 71 € 172, entao

(M F1,n2F] = mme 1 Fy — o FoFy
mn2(F1EFs + FoFy)

pois mny = —nen1. Por tanto a operacao algébrica entre os geradores pertencentes a g
¢ de anticomutacdo [a,b], = ab+ ba. Agora considere que B € go e ¢ seja um campo
abeliano, logo

(0B, mF1] = ¢m (BF1 — F1B) = ¢m [B, F1]

pois ¢n1 = n1¢. Obviamente a operacao entre operadores de gg ndao muda pois é exata-
mente a Algebra de Lie que estamos habituados. Resumindo, uma superélgebra contém

geradores fermidnicos e bosonicos onde
e A operagao entre operadores bosonicos é de comutagao |, |
e A operagao entre operadores bosonicos e fermionicos também é de comutagao [, ]
e A operagao entre operadores fermionicos é de anticomutacao [, ],

Todas essas informagoes podem ser condensadas em um super comutador de tal forma
que nao precisaremos dizer a qual parte da &dlgebra o gerador pertence e nem colocar
o subindice “4+” quando for anticomutacdo. Formalmente uma Super Algebra de Lie é

definida como um espago Zg gradado (Zz = {0,1}) com as seguintes propriedades
(i) [9i,95] C @ity
(ii) Se x,y € g entdo [z,y] = zy — (—1)de9W)deg(@)y g

(iii) Deve satisfazer a Super Identidade de Jacobi

(—1) 90 [ [y 2]] + (1) 49D [y [z, 2]) 4 (~1)* DI [z [z, y]] = 0

onde o deg(x) lé o subindice de qual parte da algebra = pertence, se x € gp ou = € g1

entao deg(x) assumird os valores 0 ou 1 respectivamente.

A notacgao usada para denotar a superalgebra carrega dois nimeros inteiros n, m que
estao relacionados com o numero de geradores fermidnicos e bosonicos, mas deixamos a

referéncia [6] caso seja interesse do leitor se aprofundar no assunto.
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1.5 Loop algebra e Kac-Moody

Até agora falamos de algebras de Lie semi-simples e superdlgebras, que ambas tem di-
mensao finita e sao fundamentais em sistemas fisicos com um nimero finito de simetrias.
No entanto hé sistemas fisicos de bastante interesse que apresentam um numero infinito
de quantidades conservadas e com isso uma classe infinita de simetrias. Obviamente tere-
mos que fazer uma extensao da nossa boa e velha conhecida Algebra de Lie Semi-Simples

( ou superélgebra ) e adicionar a ela estruturas extras para dar conta dessa nova exigéncia.

Podemos construir essa algebra de dimensao infinita tomando o produto direto entre
o circulo unitdrio do plano complexo (z € C||z| = 1) e nossa algebra de Lie semi simples
(ou superdlgebra se for o caso) g — z®g. Cada gerador, dessa chamada loop algebra, sera

escrito como 2" ® T, que obviamente ira satisfazer a seguinte relacao de comutagao

[ ®T,,2" @ T = 2™ @ fYT, (1.13)

Se m,n € Z podemos definir o elemento da loop algebra g como Tén) = 2"Q®T, satisfazendo

por tanto.
1 7] = et

Podemos imaginar essa nova algebra como um conjunto infinito de camadas onde
cada camada contém todos os geradores da algebra de Lie, além de estd associada a
uma gradacao especifica n, que é justamente o expoente do parametro z. Essa gradacao,
que estd associado a estrutura adicional que colocamos na dlgebra, identifica qual camada

n)

da loop algebra um certo gerador TCE esta a partir de um operador d definido como

d:=z—
Zdz

Logo

:(dd > fa (1.14)

—nT

a

VN

(n)

O auto valor do operador d é justamente o grau do gerador T, . Isso permite separar

nossa algebra em subespagos gradados da seguinte maneira

+o0o
D o

n=—oo

que obviamente, em g, contém somente os geradores de grau n.
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Apesar de termos adicionado estruturas extras a nossa dlgebra ainda nao temos a ferra-
menta necessaria para lidar com certos problemas. A loop dlgebra oco-dimensional apesar
de dar conta de sistemas com infinitas quantidades conservadas nao descreve simetrias
quanticas. A dlgebra que corresponde a grupos de simetrias para sistemas quanticos tem
uma extensao central e é conhecida como &lgebra de Kac-Mood [10]. A defini¢ao for-
mal é feita a partir da generalizacio da matriz de Cartan®, aqui apresentaremos apenas
algumas ideias gerais. Primeiro é que a algebra de Kac-Moody também é uma algebra oo-
dimensional. Um elemento geral dessa algebra pode ser escrito como Tén), que se assemelha
muito com as defini¢Ges anteriores, mas difere conceitualmente e satisfaz a seguinte relacao

de comutacao
[Ta(m) aTb(m)} = fabc Tc(m+n) +mc 5m+n,0Tr{Tav Tb}

Aqui os indices m, n sdo inteiros, mas nao carrega o mesmo conceito apresentado em (1.13).
Esses indices estao relacionados a extensao feita a dlgebra de Lie e esta associada a um op-
erador a mais que foi acrescentado. O termo ¢ que aparece na equagao acima é chamado de
termo central, ou extensao central. Nada mais é do que um gerador pertencente a algebra

que comuta com todos os demais geradores [é , Tén)} =0.

Ainda falta definirmos um produto interno para esse novo espaco. Esse produto interno
tem que levar em conta a gradacao, mas tem que preservar todas as propriedades da algebra
de Lie (ou superalgebra de Lie, se for o caso). Definimos portanto a seguinte forma de
Cartan-Killing

1 dz
(T My = — ]{ SE it T LT, Ty)
z

@ 27

(1.15)
= m+n,0Tr{TaTb}

onde caminho da integral no plano complexo inclui o ponto z = 0.

5A matriz de Cartan é uma peca central no entendimento de 4lgebras de Lie, ela carrega a informacio
das relacoes de comutacao e raizes da algebra.



Capitulo 2

Modelos Supersimétricos

Os trés artigos [2], [3] e [8] trataram um mesmo problema seguindo vias diferentes obtendo
modelos integrdveis e supersimétricos. No artigo [2], que estuda uma teoria Toda abor-
dando o problema fazendo uso de uma algebra de Kac-Moody e a partir da conservacao
de correntes obtém um conjunto de equagoes supersimétricas, de fato essa correntes, sao
correntes de Noether derivadas de uma acao WZNW que apresentaremos mais adiante.
Em [8] temos a mesma estrutura algébrica que [2] e, com certas condigdes impostas, as
mesmas equacoes sao derivadas fazendo a variacao da mesma acao WZNW, porém sob
algumas transformagoes de gauge especificas. No artigo [3] é obtido uma classe de hierar-
quias integraveis a partir de uma estrutura algébrica muito semelhantes as dos artigos [2]
e [8], e para certas escolhas de pardmetros pode-se obter equagbes que descrevem mode-
los fisicos de bastante interesse. Nao surpreendentemente, para uma escolha especifica de
parametros, as mesmas equacoes supersimétricas sao obtidas. Neste capitulo vamos fazer
uma revisao desses trés trabalhos seguindo uma sequéncia histérica iniciando a discussao

falando da ligacao entre uma teoria Toda e uma teoria WZNW.

Estamos interessados em uma classe de equacoes diferenciais parciais nao lineares,

basicamente as equagoes de nosso interesse sao generalizagoes da equacao de Liouville
L0_¢p+ Me? =0 (2.1)

onde M é uma constante. Estamos usando o sistema de coordenadas bidimensionais do
cone de luz que sao definidas como z = t+x e Z = t —x onde definimos 04 = % ed_ = %.
Esta equacao, que é invariante conforme, possui uma solucao bastante conhecida que foi

achada pelo préprio Liouville

921(2)9zp(2)

P (20) = T,

13
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onde 1 e p sao duas fungoes arbitrarias dependentes de z e Z respectivamente.

Uma generalizagao pode ser pensada de forma a incluir r campos se reescrevermos a

equagao (2.1) de forma mais genérica como
6+8_¢Z’ + Kz‘j €¢j =0 (2.2)

Essa equagao, com Kj;; sendo uma matriz qualquer ¢ encontrada em diferentes dreas da
fisica como aerodindmica, teoria de plasma, eletrélitos entre outros. Porém se essa matriz
for uma matriz de Cartan de uma algebra de Lie semi-simples obtemos modelos integraveis,
a demonstragao pode ser encontrada em [11]. Outros modelos foram posteriormente obti-
dos a partir de generalizagoes da &algebra usada para construcao do modelo, o exemplo

mais simples é o modelo sinh-Gordon
D_0yp+ M(** —e2%) =0 (2.3)

que é obtido a partir da loop algebra sl(2). Essa equac¢ao nao é invariante conforme como é
a (2.1), mas podemos recobrar essa invariancia se usarmos a algebra de Kac-Moody, onde

a existéncia do termo central permite novamente a existéncia da invariancia conforme.

A equagao (2.2) pode ser derivada a partir da seguinte lagrangiana

L =04¢;0_¢; — K;jexp (¢;)

o que aumenta o interesse fisico; chamamos de modelo de Toda. O modelo de Toda surgiu
inicialmente no trabalho [13] com a proposta de resolver o problema de Fermi—Pasta—Ulam,
que consiste basicamente de uma rede de osciladores harmoénicos com uma interacao nao
linear, mais detalhes sobre esse modelo tal como as solugoes pode ser encontrado em [12].
Neste trabalho estamos interessados em uma versao supersimétrica dessas equagoes onde
o limite bosonico deve nos levar a equacao (2.3), por isso o grade desafio é incluir férmios

na teoria de forma a obter supersimetria.

2.1 Conexao entre Teoria Toda e a acao WZNW

Vamos agora apresentar uma construcao de uma teoria de Toda a partir de correntes de
Noether derivadas de uma acdo WZNW, que com certos vinculos impostos, possibilita
obter equacoes de movimento para os campos, semelhante as equacoes apresentadas em
(2.2). Esse tipo de construgao foi apresentado primeiramente em [4] numa versao pura-

mente bosonica. A agdo em questao é definida sobre um elemento do grupo g que é mapa
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exponencial de uma &algebra de Lie semi-simples

—k

Swznwlg] = pp

_ _ k ¥ _ _ _
/ (971019971 0-g) da® + -~ | (971 0ig)(97 Di9) (97 Ohg)) da?
M T Jom
(2.4)
onde g € G, k é uma constante e o segundo termo do lado direito da igualdade é uma
integral sobre a borda do espaco-tempo de Minkowski OM, considerando que todo espago
tempo esteja dentro de um superficie fechada. A partir dessa acdo podemos obter duas

correntes conservadas que sao escritas como derivadas de ¢
J=g'o_g, J=0.99"" (2.5)
e por serem conservadas satisfazem as seguintes equagoes
0,J=0, 0.J=0 (2.6)

Aqui iremos obter uma versao supersimétrica onde campos fermionicos sao adiciona-
dos tal como equagoes de movimento referente a esses campos. A adigdo desses campos
fermionicos parte de considerar a agcao WZNW definida sobre um supergrupo de Lie G
com exponenciando de g € G sendo uma loop superalgebra dotada de uma gradacao
inteira para os elementos com paridade par (bosonicos) e uma gradacao semi-inteira para
os elementos com paridade impar (fermionicos). Além disso usaremos a seguinte decom-

posicao Gaussiana para o elemento do grupo
g=NBM onde N €exp(g<), Beexp(go), M € exp(9>) (2.7)

Claramente os elementos N, B e M também pertencem ao grupo e s&o mapas exponenciais

dos elementos da algebra com a gradacao indicada. Vale notar que
—0o0 oo
g< C @ On, 09> C @ On (2.8)
n=-1/2 n=1/2
e obviamente gg sao todos os elementos da dlgebra de grau zero.
Com todas todas essas consideragbes podemos usar as equagoes (2.5) e (2.6) para

escrever equagoes de movimento de uma maneira mais conveniente, dado a definicao de g

em (2.7), e assim reescrever as correntes como

J=M1KM, J=NKN!
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onde

K=B'N"Y9_N)B+ B 'o_B+ (0_M)M~*

_ (2.9)
K=NY0;,N)+0,BB'+Bo,MM ‘B!

Usando essa equagoes juntamente com (2.6) obtemos as seguintes equagdes de movimento
O+K + [K,0,MM~"] =0 (2.10)

O_K —[K,N'O_N] =0 (2.11)

Para estabelecer a conexao entre uma teoria WZNW e uma teoria Super Toda precisamos

impor os seguintes vinculos para as correntes J e J

J=E"Y 4 1p+jo+i>

J

(2.12)

E® 4+ Jij2 +Jo+ J<

onde E&D ¢ gy é um elemento constante da &lgebra. Os demais elementos como
j—1/2, J1j2 € etc, contém campos da teoria. Se fizermos a comparagao grau a grau en-
tre os termos das equagoes (2.9) e (2.12), isso nos permite achar vinculos para os seguintes

termos

BN NB=EY 1,
Bo; MM 'B™' = EW 4 j

Se usarmos esses vinculos nas equagoes (2.10) e projetarmos nos elementos de grau —1/2

e 0 (identificando jl_/Q = A, obtemos), obtemos as seguintes equagoes

Dij1jn+ [E(’l) B4, /QB} —0

0.(B~'0_B) + |EY aB_lE(l)B} + [j_1/2,B " A12B] =0
Fazendo o mesmo para a equagao (2.11) obtemos

O_Ayjy+ [le/QB—l ,E(l)} —0

0-(0:BB™") = [EV, BECVB] — [A1)5, Bjy B~ =0

As duas equagoes correspondentes a projecao em 0 sdo idénticas a menos de uma con-
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jugacao! por B. Por fim obtemos o seguinte conjunto de equacoes

O+jij2 = [B_IAI/QBaE(_I)}
0_(0,BB~Y) = [E(l) ,BE<—1>B—1} +[A12, Bj_1/2B7"] (2.13)

0_Ayjy = [E(l) ,le/QB—l}

Se escolhermos uma superdlgebra e explicitarmos os termos desse conjunto de equagoes,
obteremos uma versao supersimética de (2.2), como mostraremos na secao 2.4 deste

capitulo.

2.2 Meétodo dressing

Vamos apresentar aqui uma maneira sistematica de construir uma classe de infinitas
equagoes diferenciais parciais nao lineares porém integraveis, é o que chamamos de “Hi-
erarquia Integrdavel”. A beleza da construgao desse modelo é que para certas escolhas de
parametros, as equagoes obtidas descrevem modelos fisicos de bastante interesse e admitem
solugoes tipo séliton. Aqui trataremos de modelos bidimensionais no espago tempo (z,t).
Primeiramente vamos falar do método dressing para uma teoria bosoénica fazendo uso
de uma loop algebra, depois vamos fazer uma extensao do problema para incluir fermions
e derivar as equagoes a partir do problema de fatorizacao de Riemann-Hilbert. De fato
mostraremos a ligacao entre o método dressing e Riemann-Hilbert. O que garante a inte-
grabilidade do modelo é a representacdo do mesmo em termos da equacao da Zakharov-

Shabat, também conhecido como equacao de curvatura nula
[8z + Az, 0 + At] =0 (214)

E facil mostrar que essa equacdo ¢é invariante por transformacoes de gauge (que neste
caso é uma conjugacao por um elemento do grupo). Seja g € G, conjugar a equacao acima

significa multiplicar pela direita (e pela esquerda) por g~! (respectivamente por g), ou seja

90+ Az, 0+ AJg ' =0
=9 [0 + 099" + 929" 0+ Orgg ' + ArgT'] =0
= [0, +A,,0,+ A =0
onde Al = gA,g ' + 0,997 e A} = gA;g7 + 0,997 e sdo chamados de potenciais. A

equagao (2.14) é satisfeita se esses potenciais, A, e Ay, forem solugdes do tipo puro gauge,

1O sentido atribuido a “conjugacdo” é uma multiplicacio pela direita por um certo elemento do grupo
X e pela esquerda pelo seu inverso X ~!
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l.e.

Ay = 0,007 A= -9,007! (2.15)

onde Q € G. Por substituigao direta ¢ facil mostrar que (2.15) é solucao de (2.14).

A vantagem da equacao de curvatura nula ser invariante por transformagoes de gauge
é que podemos partir de uma equacao trivial, solucao de viacuo que nao contém campos, e
obter solucdes nao triviais que contém campos. Definimos 2o = exp (a:E W 4+ ¢E (_1)) onde
E&ED ¢ um elemento constante da dlgebra satisfazendo [E O E (_1)] = 0. Obviamente a
equagao (2.14) é satisfeita
0, + EW 0+ BCV] =0

e identificamos os operadores no vacuo A = —0,Q08), L O AP = =0i0Q), -
EY. 0 método dressing em sumo é uma transformacao de gauge dos potenciais no vécuo
através de um elemento pertencente ao grupo que tem a mesma estrutura apresentada na

secao anterior

A, =040 —0,0,07" (2.16)
A, =0""AMO_ + 079,06 (2.17)
onde definimos as quantidades

0,=8 6W(l)ev[/(?) o

o WD W (2.18)
Aqui, W® e g; é uma combinacao linear dos elementos da 4lgebra de grau 7. Veja a semel-
hanca com as defini¢oes feitas na equagao (2.7). De fato O € exp (g>) e O_ € exp (g<),
porém inicialmente trataremos de uma teoria puramente bosonica, ou seja, nao se trata
de uma loop superdlgebra mas de uma loop algebra de Lie apenas. O elemento B é
definido exatamente como anteriormente sendo o exponenciando dos elementos perten-
centes a go. Escrevemos essas transformagoes em termos de ©4 e nao em termos de N, B
e M somente por conveniéncia e facilitar a comparagao com outros trabalhos como [9], [3].
Vamos mostrar agora que, tanto as transformagoes com ©, quanto com O_, levam aos

mesmos potenciais A, e A;.

O que queremos é que a equagao (2.16) nos leve a transformagoes tais que
EW - W 4 4y, ECYD - pEY

onde Ay contém os campos bosonicos da teoria e D1 é uma combinacao de elementos

de grau -1.
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Primeiramente vamos expandir a transformagao mostrada em (2.16), assim
A/j' :B QW(I)GW(Q) e E(il) e e_W(Q)e_W(I)B_l — BI (B ew(l)ew(Z) . ) < . e_W(Q)e_W(I)B_1>
_5 {E(l) + W, B0 + [, 0] L1 W, [wo 5] + ... } By
) ) 2 ) )

—0,BB™" + B{o,w W +o,w® 4 [W(l) ,amW@)] T } B!

O problema todo consistird em achar solucoes para todos os W) e verificar a compatibil-

idade das equagoes. Projetando grau a grau para A, obtemos

grau 0: -0, BB™' = Ay
grau 1: BEWB-! —Bag,w® p~t = EO
grau 2:  —B{[WW EW] -1 w® o, WwW] —9,w@} Bl = 0

A transformacao para A; segue da mesma maneira, no entanto obviamente com diferentes

gradagoes
grau -1 : BE-VURB-1 — pEb
grau 0 : B [W(l) ,E(_l)] B1-9,BB! =
grau 1:  —B{[Ww® gV - Lwlh [wO® pEl]] 9w} B!

Esses conjuntos de equacoes devem ser resolvidos grau a grau achando solucoes para
os W,

Para a teoria ser auto consistente devemos verificar os mesmos tipos de transformacoes

para os operadores no vicuo EFD porém sob o dressing de ©_ como mostra a equacio
(2.17). Logo

—_w(=2) _w(=D (=1) (=2) w2 _w(1n (=1) (=2)
Au:ew eW E(il)ew eW _|_(8W eW )au(ew eW )

_pED 4 [E<ﬂ> ,W(‘”} n % HEuﬂ) ’W<—1>] ,W<—1>] n [Eu:l) ,W@)}

+ 0w+ [0, WD W] 4 g WD 4
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As equacoes resultantes da transformacao de A, sao

grau 1: EL = pO)
grau 0 : [E(l) ,W(*l)] = A
grau -1:  [EM w2+ L[EO wED] wED] +9,wED = 0

As equagoes da transformacao de A; sao

grau -1: oW 4 p=1) pEY
grau -2: QWD + [ECH wED] 4+ L wED gw D] = 0

Neste ponto temos certas ambiguidades nas definigoes dos operadores, mas nao quer dizer

que seja uma inconsisténcia, apenas que podem ser definidos de diferentes maneiras
Dressing por ©4 = Ay = —0,BB~!
Dressing por ©_ = Ay = [E(l) ,W(fl)]

Obviamente podemos achar solucoes para WD e B tal que fornecam um mesmo Ag, mas

isso implica que os elementos da algebra que estao no exponenciando de B pertencam a

imagem do operador EW).

Dado as transformagoes dos potenciais no vacuo A" — A, o passo seguinte é usd-
los na equagao de curvatura nula (2.14) e resolvé-la grau a grau. Assumindo as solugoes
Ay =—0,BB~' ¢ D"V = BECY B~ achadas acima, obtemos

[ax +ED _9,BB~ 8, + BE<—1>B—1]

= Grau-1:  0,(BECYB™) —[9,BB~',BEC-VB-1] =0
= Grau 0:  0,(9,BB™') = [BECVB~1 EW)]

Claramente a equagao de grau -1 é identicamente satisfeita. A equagdo de grau 0 é a

equacao de movimento puramente bosonica da teoria. Veja que se identificarmos
Oy —0r e 00 (2.19)

obtemos justamente a equagao de grau 0 mostrada em (2.13) no limite onde os campos

fermionicos A/, e ji/o vao a zero.
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2.2.1 Riemann-Hilbert

O método dressing pode ser pensado de uma maneira mais generalizada. A intensao da
generalizacao é incluir campos fermidnicos associados aos elementos da superdlgebra.
Além disso podemos, através de uma escolha de grau para o operador E™) obter uma
classe de equacoes diferenciais. Essa construgao bem sistematica de hierarquia integravel
foi apresentada em [3] fazendo uso de uma super-algebra de Kac-Moody dotada de uma
gradagao principal, sendo que a parte par da algebra possui gradacao inteira e a parte
fmpar semi-inteira. Assim como na primeira se¢do deste capitulo, vamos considerar um

elemento do grupo g e a mesma decomposicao Gaussiana ji apresentada em (2.7)
g=NBM onde N €exp(g<), Beexp(go), M €exp(g>) (2.20)

Os elementos do grupo N, B e M sao mapas exponenciais dos elementos da algebra com

a gradacao indicada com as mesmas defini¢oes da equagao (2.8).

Um outro objeto fundamental para construcio do nosso modelo é um operador E(™ e
On, O mesmo que aparece nas equagoes (2.13), no entanto com com uma gradacao n € Z,

que induz a seguinte decomposicao na nossa algebra
g=KaeM

onde K é o Kernel?2 ¢ M a Image do operador E(™| conjunto complementar.

Como mostrado em [3] o modelo integravel pode ser derivado a partir da extensao do

problema de fatorizacao de Riemann-Hilbert. Considere o seguinte elemento em G

exp (— > E(”)tn> gexp (Z E(n)t—n> = NII (2.21)
n=1 n=1

onde g é um elemento constante do grupo e II = BM. Os tempos t1, caracterizam os
flows (do inglés, fluxos), parametros da dlgebra gradada. Para cada grau n € Z definimos
um parametro t, onde %tT’;'Z = Omn. A equagao (2.21) é uma consequéncia direta do
método dressing feito anteriormente. Sabemos que uma solugao puro gauge (2.15) satisfaz

a equagao de curvatura nula (2.14). Logo as equagoes (2.16) e (2.17) nos leva as seguintes

2Kernel e Image sdo dois conjuntos disjuntos de vetores que satisfazem uma certa propriedade, esse
conceito vem da &lgebra linear. Se X € g onde [E, X]| = 0 entdo X € K. Todos os outros elementos de g
que ndo comutam com E pertencem a Image M.
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conclusoes

-0,007' =-0,9,00,'e;' -9,6,06"

o (2.22)
=— 0, (04) (25'07") = Q=06,

9,007 = - 079,000, '0_ +0-19,6_

(2.23)
=-0,(02') (2 'e-) = =09

onde Aj¢ = O#QOQal com )y = exp (xE(l) + tE(*l)). Comparando as equacgoes (2.22) e
(2.23) concluimos que
0.0 =06-1045

com ¢ sendo um elemento constante. Dado que [E(l) ,E(_l)] = 0 podemos multiplicar
pela direita e pela esquerda ora por exp (tE(_l) ), ora por exp (xE(l)), absorvendo-os em

O de forma a obtermos a seguinte equagao

exp (—xE(1)> gexp (tE(_1)> =0_64

Claramente podemos estender o raciocinio para outras gradacoes E(™) e associar a cada
n um parametro t+, a qual vamos chamar de flows. Para efeito de comparaciao vamos
renomear os elementos ©_ = N e O, = Il = BM, veja que essas definigoes estao total-

mente de acordo com (2.18), e com isso finalmente obtemos (2.21).

Tomando derivadas dos dois lados da equagao (2.21) para n > 0 e n < 0 obtemos as

seguinte relagoes

O N ~1p(n)

{ %tnN N(NTE fv) (2.24)
5N =N (MEC1-t)
O — _ (N-1p®)

[ e, .
a1 = (IEC™I )+H

Aqui estamos denotando que (...)+ significa projegao em elementos de grau positivos e
iguais a zero g>g e (...)— de grau negativos g<. O conjunto dessas equagoes sao equivalente,
(2.24) corresponde a um dressing por ©_ e (2.25) corresponde a um dressing por O, e
como mostrado na secao anterior, ambas as transformagoes fornecem operadores de Lax

iguais.

Vamos agora derivar operadores de Lax a partir das equagoes (2.24) para t; = x (mas
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nada impede de usar as relacoes (2.25)).

0x(N) = —N(N'EON)_ = —EON 4+ N(NTEDN),

— _EON4N ( EO + W2, 50 4wy g0] 4+ % [ [, Eu)”)

= —EON + N(ED + 45+ Q) + Aya)
(2.26)
onde
A — [W(*l) ,E(l)] Ay = [W(fl/z) ,E(l)]

QY — % [W<—1/2> , [Wem) , E(l)“

Devemos encarar o lado esquerdo da equagao (2.26) como um operador que age em uma

certa funcao f, assim
Or(N)f =0,(Nf) — NOof — 0:(N) =0,N — NO, (2.27)
Portanto a equacao (2.26) resulta no seguinte

0 + EW + Ao+ QY + Ayjp = N7H0, + EO)N

o (2.28)
=Ly =0, + EW + A+ QY + Ay o

Para outros valores de n's positivos podemos fazer a mesma coisa, a diferenca é que a

expansio de (NEM™N~1), vai conter mais termos, assim obtemos a expressio geral
n—1 ' '
N*l(atn + E(”))N =0, + EM 4 ZDS) + Dgfl/Q)
i=1

onde D%k) é uma combinagao linear de elementos de grau k. No lado direito da equacao
acima fica evidente a conexao entre a extensao do problema de Riemann-Hilbert e o
“método dressing”, a matriz N ao conjugar o operador de Lax no vacuo LY = 0, + E (n)

transforma-o em um operador que contém campos da teoria.

Para os flows negativos ( n < 0 ) obtemos outros operadores de Lax usando a outra
equagao de (2.24). Dado que M = exp (W(1/2) + WO w62 4. ) obtemos

8, N=(BME"M'B_N=-BME"MY)_B'N
2.29
- B (E<—n> i [Wum) ,E(_”)} i [Wm ,E<—n>] 4. ) BN (2:29)

Com o mesmo raciocinio usado em (2.27) podemos reescrever a equac¢ao acima como um
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dressing do operador 0;_

—n+1
N9 N=0_, +B (E(_”) + > DY+ D<i+1/2>> B! (2.30)
i=—1
Escolhendo n = —1 e definindo j_;/5 = — [W(1/2) ,E(*l)] , t_1 = t obtemos o seguinte

operador de Lax
Ly=0;+Bj 1B '+ BECVB! (2.31)

O fato de estarmos fazendo uso de uma super-algebra nos permite derivar um outro oper-
ador de Lax correspondente a um flow de gradagao semi-inteira fazendo uso e um operador
DW/2) que pertenca ao kernel. Associado & esse operador D1/2) definimos um parametro
t1/2 € estendemos o raciocinio assumindo um dressing do operador Ell’% =010+ DU/2),

logo

N7y ja + DYP)N = 8,5 + DO 4 DI/

2.32
= L1y =012 + DO + DI/ (252

O ponto chave dessa construgdo é que, usando as equagoes (2.24) para cada escolha de
n inteiro, podemos obter operadores de Lax e com isso usar a equacao de curvatura nula
(2.14) e assim obter obter uma classe infinita de equagoes de movimento, e que obvia-
mente serao integraveis. Além do mais, podemos achar transformacgoes de supersimetria
para as equagoes dado extensao feita (2.32), onde incluimos operadores de Lax associados

a gradagoes semi-inteiral Veja a seguir.

Por construcao, os operadores de Lax achados em (2.28), (2.31) e (2.32) obedecem as

seguintes relacoes de comutacao

[L1/2,L] =0
[L1/2,L2] =0 (2.33)
Ly, L] =0

Assim como no método dressing essas equacoes devem ser resolvidas grau a grau, por

tanto obtemos

012(BECYB™Y) = [BECYB-!, DO)]
01/2(Bj_1/2B™") =[BECVB™!, DUYI 4 [Bj_y B~ DO)]
DO = [D(1/2)7B]21/2B_1]
0D/ =0

[,Cl/g ,Et] =0=

(2.34)
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[E(l), D(1/2)] =0
[L1)2,L.] =0= 134172 — 0,D/2) = [A, 5, DO]+ [4g + QY, D1/

01 /9(A0 + Q) — 8,0 =45+ QY, DO
(2.35)

[Am+Q+7BE(UB y
0x(Bj_1/2B7") =[BECYB™! Ay ]+ [Bj—l/zB_l,AoJngf)]
= [BECYB™, EW]+ [Bj_y 5B, Ay
[E , Bj- 1/23 ]
(2.36)

O conjunto de equagoes (2.34) e (2.35) s@o aqui interpretados como transformagoes de
supersimetria das equagdes (2.36) sustentado pelo fato de que 0,/ [L, Li] = 0. E facil

demonstrar isso usando a identidade de Jacobi
a1/2 [‘CI 7£t] = - |:|:D(O) + D(1/2) 7'CCCi| )*Ct:| - |:£1‘ ) [D(O) + D(1/2) 7'Ct:|i|
- [Dm) + D0 [z, ,gt]] -0

Se interpretarmos d; ;o como uma variacao J obtemos, integrado as equagoes (2.34) e (2.35),

as seguintes transformagoes de super-simetria

§j_1j2 = :E(_l) ,B_lD(l/z)B}

O(sBB™) = |Bj1 B~ DU
: (2.37)
§Ayjy = [SBB™, Ay ] — [OIBB_l ., D/2)

EW ,53371] _ :Am ,D<1/2>}

A equagao de grau —1 de (2.36) nos fornece a solugao Ay + QS?) = —0,BB~!. Com isso
finalmente obtemos as equagoes de movimento
Oniryo = BTV BT A1, B
9,(8,BB™") = [BE(*UB*1 ,E(l)} +[Bj_1pB7t Ay o] (2.38)
OArjs = BV Bjijp B

que, dado a identificacdo mostrado em (2.19), sao idénticas as equagoes (2.13). Além do

mais elas sao invariantes pela variagao § se usarmos as transformacoes (2.37), ver detalhes
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no Apéndice C.

2.3 Modelo de gauge WZNW

As mesmas equagoes (2.38) derivadas pelo método dressing e pela conservagao de correntes,
mostrado nas duas secoes anteriores, podem ser derivadas a partir de um formalismo la-
grangiano. Como mostrado em [8], vamos obter as equagoes supersimétricas do modelo
Super Toda a partir de uma acao WZNW onde os campos matriciais da teoria pertencem

a uma Twisted Affine Lie Superalgebra.

Faremos uso de uma super algebra com as mesmas propriedades apresentadas anteri-
ormente, os campos bosonicos e fermidnicos parametrizam a parte par e impar da dlgebra
respectivamente. Considere os mesmos elementos da algebra apresentados em (2.7) e (2.8),

porém com a seguinte decomposicao gaussiana para os elementos N e M do grupo
N =x<®, M=Vx

Entao reescrevemos
g=x<I'x>, I'=2®BY

onde

X< €exp(g<—1), X> €exp(g>1)

¢ =exp (W(71/2)> , DB eexp (g<0)) . U =exp (W(1/2)) (2.39)

+1/2)

e consideramos W ( sendo uma combinacao linear dos elementos da &lgebra com

gradacao semi inteira. Os simbolos <, >, <, > denotam uma projecao dos elementos
da dlgebra com os respectivos graus. Em fim a acao proposta para o modelo é
Slg, A+] =Swznwg]—
k
—5- <A_ <8+gg*1 - E(l)) + Aq (g’la_g — E(*1)> + A_gA+g’1> d*z
T
(2.40)

onde () significa o super traco generalizado®, j& apresentado na equacio (1.15). Essa acdo

30 super trago generalizado leva em conta ndo somente o traco das matrizes, mas também a gradacio
associada a elas. Se Tém) € gm e Tb(n) € gn entao <Tém)Tb(")> = Smtn,0{TaTs).
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¢ invariante sobre as seguintes transformacoes locais de gauge

g— agB, acexp(g<-1) e BEexp(g>1)
Ay — BTALB-BTO4B (2.41)

A= aA_a ' —0_aa™t

onde A_ € g<1, A+ € g<—1 (a demonstragdo da invariancia da ac@o por estas trans-
formagoes estd no Apéndice A). Podemos entao tirar proveito dessa invariancia e escolher

a= le, 6= X;l e com isso obtemos a seguinte acao

Sl Ay] =Swznw [T+
k

or

(A_ (a+rr—1 - E<1>) T A, (r—la_r - E<—1>) + A_TA, T V) de?

(2.42)

onde a acdo Sywznyw € a mesma apresentada em (2.4). Para simplificarmos nossa agao,

eliminando redundéncias, vamos fazer uso da seguinte identidade de Polyakov-Wiegmann

Swznw[ABC| =Swznw|A] + Swznw [B] + Swzvw[Cl+

k
~ 5 (A7'0_A0,BB™' + B~ 'o_Bo,.CcC™' + A7'0_ABo,CC ' B~ )da?
m
(2.43)
E com isso podemos escrever a acao WZNW como
k
SwznwL] = Swznw[B] — > /<<I>‘1a<I>B8+<I><I>‘1 B~ 1Yda? (2.44)

Os cancelamentos de termos como Sy zyw |[®] = 0, Swzyw[¥] = 0 entre outros vem da
ortogonalidade associada a gradagao, ou seja, somente produtos com gradagoes opostas
ou de grau zero nao serao anulados. Logo os termos que nao serao anulados no segundo

termo do lado direito da equagao (2.42), quando tomarmos o trago, sao

(A_((04TT7 Y|4 — EW)) = (A_ (@B, W& ' B 1o~ — p(VY)
(Ap(@710-T)|<o1 — BECV)) = (AL ("B '@ 10_2BY — EY))

Podemos resolver as equagdes de movimento para os campos A

5L 5L
SAL On (5@@)) =0
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com o objetivo de achar uma acao efetiva, o que nos resulta na seguinte solucao

AL =T'EVD - wo, ¥
A_=TEUT1 - 9_ ¢!

Substituindo os resultados de (2.44) e (2.3) em (2.42) obtemos a agdo com campos que

efetivamente contribuem nas equagoes de movimento

Sesf1®, B, W] =Swznw|[B] — 25 /((¢1E(1>a_q>) + (WECVE 19, wwt))
By T (2.45)
+ o /<<I>1E<1>q>BfoE<1>folBl>
i

Em principio essa acgao teria infinitos termos devido a expansao de Baker-Haussdorff do
termo @ 1EMW®BUVECDT-1B~1 presente na dltima integral, no entanto a série sempre
serd truncada em alguma ordem pela natureza grassmanniana dos campos fermiénicos, ou

pela nilpoténcia dos geradores.

2.3.1 Equagoes de movimento

Para obter as equagoes de movimento do modelo precisamos fazer a variacdo da acao
(2.45). Aqui, vamos impor duas condigdes que possibilitara a truncagem da série no termo

de segunda ordem.

O = (@ 1EWa)|, = % w2 [w g0]] =g

QY = (T LBV, = % w2, w2 5] <o

Essa condig@ao nada mais é do que impor vinculos entre campos fermionicos, no capitulo
seguinte discutiremos as implicacoes de nao considerar esses termos iguais a zero. Fazendo
a expansao dos termos @ 1EM® ¢ WECDT ! com o vinculo mostrado na equacio acima,

obtemos a seguinte agao

Sepf WY B WD =8y 7 nw B

_% R AR [W(_uz) ,E(l)] + o, W2 [W(1/2) ,ECD]
72ﬁ (w2, B0 B \w/2 gD - EOBECY B
™
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(£1/2)

Fazendo uma variacao da acao com respeito a B e W obtemos

2%5 - /(5331 {a_(a+BB*1) . [Em ,BEH)B*} - [Al/z,le/gB’l}}>
+ /(5W(1/2> {ag_l/g - [E<—1> ,B_lAl/QB} })

+ /(5W(—1/2> {8_A1/2 + [E“) ,le/QB—l] }>

onde definimos j_;/ = [W(l/z) ,E(*l)] e Ayjp = [E(l) ,W(*l/Q)], portanto obtemos no-

vamente as mesmas equagoes obtidas em (2.38) e (2.13).

Ovj1y2 = |:B_1A1/ZBv E(_l)]
0_(04BB7") = [EW, BECYB!] + [A1)2, Bj_1/2B7",]
0-Ayp = [E(1)7 Bj71/2371}

2.4 Modelo s((2,1)

Vamos entao escolher uma super-algebra e explicitar todas as equacgoes de movimento
que obtivemos tal como as transformagoes de supersimetria, para isso vamos escolher a

superélgebra §I(2, 1) e os seguinte operadores E(™ e Q:

B = p{YD opr 1) — (B + B, ), Q=24+ %hl

§Z(27 1) = 4@0 S ﬁl
onde §o = {h&”), n™, E™ g } (2.46)

aq ? —Q1

P n+1/2 (n+1/2) (n+1/2)  E(n+1/2)
g1 = {Ec(x2+ / )7 E—ag ) EOL1+O¢2 ) E—al—ag}

Aqui os subindices 0 e 1 estdo denotando as partes par e impar da dlgebra respectivamente,

como dito na secao Super Algebra do Capitulo 1.

Como dito antes o operador E(™ induz uma separacio da super-glgebra em dois con-
juntos Kernel e Image
go=Mp@®Kp, 91 =Mr®Kp (2.47)

O fato da &lgebra também ser um espaco vetorial nos permite escolher uma base mais

conveniente. Essa nova base que vamos escolher contém elementos do Kernel fermionito e
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boso6nico, isso permite eliminar campos redundantes da nossa teoria. A seguinte base

s0(2,1) = ok @ Gom @ Gik P G
onde ok = {K£2n+1)’ K§2n+1)} ot = {Ml(2n+1)7 M2(2n)}

Gix = {F1(2n+3/2)’ F2(2n+1/2)} G = {G§2n+1/2)7 G;2n+3/2)}

é na verdade uma subdlgebra da loop-superalgebra. No Apéndice B consta como essa nova
base estd escrita em termos da base mostrada em (2.46) e as novas relacoes de comutagao.

Essa escolha implica que Q(f) = 0 e portanto obtemos
Ay =—0,BB™", Ay =GP, j_yjp = w65

Como B tem que ser o mapa exponencial dos elementos de grau zero, nessa base especifica

entao

B = exp <¢M2(0))

Juntando todas essas informagoes obtemos as chamadas equagoes Super sinh-Gordon

ztp = 2 cosh()
0;0,¢ = 2sinh(2¢) + 21 sinh(¢)
Oyp = 2 cosh (o)

que sao invariantes sobre as seguinte transformacao de supersimetria

6 = €0y, 8¢ =erp, 1Y = 2esinh(¢)

Essas transformagoes sao obtidas a partir das equagoes (2.37).



Capitulo 3

Modelos Completos

Os trés modelos apresentados no capitulo anterior sao idénticos quando se trunca a ex-
pansao de Baker-Haussdorff do termo potencial até primeira ordem. Essa truncagem da
série impoe vinculos entre campos fermidnicos pois as seguintes condigoes devem ser sat-

isfeitas

1
O = (@ EW )|, = 5 [W<—1/2> , [W<—1/2> 7 Eu)H —0 -
QO = (1 BV, = % [W(m) 7 [Wu/m ’ E(—nH _o '

Se quisermos fazer uma realizagdo da teoria para superalgebras com dimensées maiores que
8 (o caso da &lgebra sl(2,1)) essas condigoes irdo impor muitos vinculos entre os campos
fermidnicos e assim reduzindo graus de liberdade essenciais da teoria. Neste capitulo estu-
daremos os modelos sem imposicao de vinculos e quais consequéncias isso traz as equagoes

de movimento.

3.1 Decomposicao gaussiana para o modelo WZNW

O fato do operador E(™ induzir a separacio sl(2,1) = K @& M nos permite escolher uma
base da algebra com geradores no Kernel e na Image e assim usar a decomposi¢ao de Gauss

para reescrever os elementos do grupo como

O — DD = exp <W’({1/2)> exp <W/(\;1/2)>
(3.2)
U — U Ui = exp <W/(&l/2)> exp (W,(Cl/2)>

31
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(£1/2) .

onde W é uma combinacao linear de elementos da Image e W,(Cﬂ/ 2)

do Kernel. Assim

poderemos eliminar campos fermionicos redundantes, pois

oD EMOd = 0 EM D,

(3.3)
U U EMU 0 = U EM e

Para ser mais categéricos devemos mostrar que a acao (2.45) é invariante sob a decom-

posigao dos elementos do grupo mostrado em (3.2), dessa forma

Seff[(l), B, \I/] —

k i DT 1
Sesfl®ic, ®pty B, U pg, W] :SWZNW[B]+%/@Aj@,clE(l)cD;g@MB\I/M\II,CE( Dy g i B~ da?
k

~ 5 (@O EWO_ (DD ) + U U BECVU T 10, (U0 Tic) U U 1) da?

Usando (3.3) podemos reescrever a acao como

k _ D1
Seff[q)]c,(I)M,B,\I/M,\IJ]C] ZSWZNI/V[B]—F27T/<(I)A/%E(l)(I)MB\I/ME( l)\I/'AjB 1>dx2
—% (@UEWO_®pq + U ECVU 0, 00U ) dar?
k
—5 (d?® EW D0 _0pcdp + U BTV UMW) da?

k
= Sesfl®a By W] — 5~ / (da? EN® ' 0_dy + ECDO, Uyt da®

(3.4)
onde usamos as propriedades do trago
([A4,B]) =0
([A, B]C) = (A[B, () (3.5)
(A'BA) = (B)(ABCD) = (BCDA) = (CDAB)

Fazendo a variacao do segundo termo da ultima linha da equacdo (3.4) obtemos

b /<E<1><1>,C18<1>,C+E(—1>a+\11,@1/,cl> dz? = /<a(E(1>5<1>,C<1>,C1)+a+(E(—l)axp,cqf,cl» dz?
(3.6)
que é apenas uma derivada total, logo as decomposicoes dos elementos do grupo mostradas

em (3.2) mantém a agdo invariante. Logo a agdo que contém campos que realmente
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contribuem para as equagoes de movimento é

k B _ _
Serfl®pm, B, Y] = Swznw|[B] — 7 /<(<I>/V}E+8<I>M) + (U ME_ U 01U 0T ) da®

k
+ o [ (@B PMBYME Wy BT da?
™

Fazendo a variacao dessa acao com relacao aos elementos do grupo obtemos

3Ses [ @1, B, U ] :/<5BB—1 {8_(8+BB_1) + [BUMECY T B 0 BV ]

})
+/ <5<1>M<1>j\41 {a, (@;jEU)@M) + :B\IIME(_I)\IIX/}B‘I,QX/}E(I)CDM: }> da?
+/<5\1/M\11;41 {a+ (xI/MEH)\IJ;j) + :\IJMEPUWJ—\;,B*@;;E(U@MB: }>

3.7

e mais alguns termos de superficie que ndo escrevemos. As equagoes de movimento serao os
termos que multiplicam os elementos infinitesimais d® z4 @Xj, SBB™ e 6W \lej, a partir
de agora vamos omitir o subindice M pra termos uma notagdo menos carregada. Dado
que o super-trago leva em conta a gradacao (ver pdgina 12) teremos de projetar os termos

das equacoes em certos graus, dessa forma
e Como ¥V ~! tem grau 1/2, entdo o termo 94 (VECDU ) +[VE_¥~1 B~ 1o~ EWB]
tem que ser projetado em grau -1/2, o que resulta na seguinte equagao

Osj 12 = |B A1 2B, E<—1>] + [B‘lQ(f)R j—l/Q} +é [B—l [QEE),W(—I/?)} B, Q(_°>B—1] T
(3.8)

e Como § BB~! tem grau zero, entdo o termo d_ (0. BB~!)+ [B\IJE(_I)\I!_lB_l, (ID_IE(I)CI)]
tem que ser projetado em grau zero, o que resulta na seguinte equagao
0-(0+BB™Y) = [EW, BECYB™ ' + [Ays, Bj_1pB~" ] +
. 1 _ _
+ @Y, BQUB N + S [[w2.QP], B[we,Q0) B .
(3.9)

e Como dWW¥ ! tem grau 1/2, entdo o termo 9_ (®_1E(1)®)+ [B\I!E(_l)\I/_lB_l, @_IE(UQ)]

tem que ser projetado em grau -1/2, o que resulta na seguinte equagao

0-Ayp = |EW, Bj_l/zB—l} i [AW’ BQ(P)B—l} +% { O p [Wu/a)’Q@] B_l] L
(3.10)
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onde, como dito antes, estamos definindo A, /5 = [E(l) ,W(_1/2)] ej_1/2 = [W(l/Q) ,E(_l)].
Essa expansao nao se estende ao infinito dado a natureza grassmanniana dos campos

fermionicos e nilpoténcia dos elementos da algebra.

Como a superdlgebra s((2,1), a qual vamos realizar nosso modelo, tem dimensao da
Image fermionica igual a 2 os termos serao trucados na segunda ordem da expansao, assim

nossas equagoes de movimentos conterao apenas os termos

Grau -1/2: 0ijrjp = [B1A1 B, ECD] 4 [B*lQ(f)B, j_l/g]
Grau 0:  9_(9;BB~) =[EW, BECUB 4 [Ay)y, Bj_1 B}, ] + [Q@, BQ@B—l]
Grau 1/2: a,Al/Q = [E(l), Bj_l/QB_l} + |:A1/2, BQ(_O)B_l:|

(3.11)
Esse conjunto de equacoes é o que chamamos de modelo completo, onde nao se impoes

nenhum tipo de vinculo.

3.2 Transformacoes de gauge para correntes

A primeira secdo do Capitulo 2 iniciou mostrando uma conexao entre uma teoria Super
Toda e uma acao W ZNW onde obtivemos equagoes supersimétricas e integraveis a partir
da conservacdo de duas correntes .JJ e J. J4 na terceira secdo (ver pagina 26) nés ob-
tivemos as mesmas equacoes que vieram a partir da variagao da mesma acao WZNW
tirando proveito da invaridncia da acao por certas transformagoes de gauge mostradas em
(2.41). Essas transformagoes eliminam uma infinidade de campos presentes na estrutura
do grupo, mas que nao sao de interesse do modelo. Em nossos modelos estamos interes-
sados em campos associados a geradores da élgebra com gradagoes +1/2 e 0, em analogia
a spins de particulas. Por isso aqui vamos propor uma transformacao de gauge com o
objetivo de obter a mesma estrutura entre as equagoes vindas da conservagao de correntes

e da variagao da agao.

Guiado pelas transformagoes propostas em (2.41), aqui vamos propor a mesma trans-

formagao para o elemento do grupo g, onde

g — agp (3.12)

. { J = (agB)~'0-(agp)
J = 01(agB)(agB) ™
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Abrindo todos os termos, lembrando que g = NBM, reescrevemos as correntes como

J=MB) ' B HaN)'0_(Na)B(MB) + (MB) ' B~'0_B(Mp) + (MB)~'0_(Mp)
J =0, (aN)(aN)™" + (aN)d+ BB~ (aN) ™" + (aN)BoL(MB)(MB) " (aN) ™!

Assim como feito anteriormente, podemos usar a seguinte decomposi¢ao gaussiana
N=x<®, M=Yx

e escolhemos
1 1
a=X__1/ B=Xo1p

Dessa forma eliminamos todos os campos associados a geradores com graus inferiores a

—1/2 e superiores a 1/2 e reescrevemos os elementos resultantes dessa transformagao como

aN =® €g_1/, Mp=WVe g1/2

aproveitando as definigoes feitas em (2.39). Podemos redefinir as correntes escrevendo-as

Ccomo
J=U"'K¥ J=0Kd!

onde

K=B"'%"19_®)B+B'0_B+ (0_0)¥!

_ (3.13)
K=31Y0,9%)+0,BB '+ By, vv B!

O que de fato permite a conexao entre um modelo W ZNW e uma teoria Toda é a imposigao

de vinculos nas correntes [4], esses vinculos ja foram apresentadas em (2.12)

J=EY 4 15+ jo+ >

~ o (3.14)
T =EW 41+ jo+j<

Podemos identificar, fazendo a projecao em graus, quais campos efetivamente contribuem
) s )
para os dois primeiros termos das duas correntes mostradas acima. Além disso, denotando

I /2 = Aj /2 e guiados pelas seguintes definigoes

Jo1/2 = (‘I’E(fl)‘l’fl)\—lm
Ay = (‘I’_lE(l)‘I’)h/z



CAPITULO 3. MODELOS COMPLETOS 36
somos levados, a partir de (3.13), & seguinte conclusao

B0 eB =(PEVU ) =B 5

(3.15)
Bo, WU B =@ EW®), = EW 4 4 )

que nada mais é do que a consequéncia dos vinculos impostos as correntes. A substituicio
de (3.15) em (3.13), juntamente com a conservacao das correntes em (2.6), nos leva as

seguintes equacoes

o (WECVWT) o+ [(WECVU ) (BT EDeB)|L ] +
+04(Br0_B) + 04 (0-v¥ 1) + [B‘l&B +0_ 00Ut (B_1<I>_1E(1)<I>B)|>} =0
(3.16)
- ((I)‘lE(1)<I>> o — [(¢—1E<1)q>)|> , (B\IJE(_I)\II_IB_I)|<} +
+8_(04BB™ ) +0_(d7 1, ®) + [8+BB_1 + 0719, 0, (B\IJE<—1>\I/—1B‘1)!<] =0
(3.17)
Se projetarmos a equagao (3.16) nos graus —1/2 e 0, e a equagao (3.17) em nos graus 0 e
1/2, vamos obter justamente as equagoes ja obtidas em (2.13), porém nao obteremos o que

. . 0 .
chamamos de modelo completo, que inclui os termos Qi) e termos de ordem superiores

como mostra a equacao (3.11). A razao disto estd no termo potencial, onde
(@ 1EW). | (B\I/E(_l)\I/_lB_l)k} ” [¢—1E<1><I>,B<I>E<—1><I>—1B—1

para qualquer uma das projegoes em —1/2, 0 e 1/2.

3.3 Riemann-Hilbert sobre decomposicao gaussiana

A separacao da algebra em Kernel e Image também se demonstra muito atil para eliminar
campos redundantes, quando queremos abordar nosso modelo via curvatura nula. Outro
ponto é que queremos tratar o problema sem impor vinculos e assim achar as equagoes de
movimento completas. Nesse sentido percebemos uma grande diferenca entre as equagoes
de movimento derivada por meio da acao e por meio da curvatura nula, que discutiremos

adiante.

As matrizes dressing, que transforma os operadores de Lax no vacuo, introduzindo

campos, podem ser reescritas usando a decomposicao de Gauss para os elementos do
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grupo da seguinte forma

N — N Ny
(3.18)

M — My My
onde as defini¢cbes dessas matrizes estdo na pagina 15, porém com uma sutil diferenca,
o exponenciando contém elementos da &dlgebra projetados em Kernel e Image conforme
indicam os subindices dos elementos do grupo. Com isso podemos usar o par de equacoes

(2.24) e (2.25) para obter os operadores de Lax tanto para t; = z quanto t_; = t.

O par de equagoes (2.24) nos conduz a

B o
S (NkeNat) = —NieNas (NMlN,ClE(l)N;CNM)_

) I
= (NeNag) = NNy (BMMM,CE( DM ML B 1)

= N (9s + Nic'9: N + BV Ny :8:v+E(1)+A0+QSS)+A1/2 =L (3.19)
3.19
= N/T/ll(at + nglatNlC)NM =0+ B (E(_l) +j_1/2> B l=r,

O par de equagoes (2.25) nos conduz a

aa(BMMM,C) - (NA_AINEIE(”N,CNM> BMp, My
€L +

;(BMMM;C) - (BMMM,CE(—UM;MA—AIB*) . BMuMy

= BM (0p + 0x Mc M) Myt Mt = 0, + ED + Ao+ QY + A, = £,
= BMum <8t + O MM + E(’l)) MyB'=0,+B (EH) + j,m) B l=r,
(3.20)

o que mostra a auto consisténcia do modelo. Além disso as equagoes (3.19) e (3.20) definem

da mesma maneira os seguintes operadores
0= [BO WG], Aye = [BO, W]
1 - - . -
QU = . [W/(\/t 1/2) [WA& 1/2) Eu)”, Ji1je = [Wﬁm? £ 1)}

Ainda, do par de equagoes (2.40) podemos obter, caso fagamos uma projegao em grau 0
(0) —1
Ap+Qy" =—-0,BB (3.21)

que na verdade é apenas consequéncia direta da solucao da equacao de curvatura nula
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referente a equacao de grau -1 como veremos abaixo.
0; + EW 4 Ay + A0+ QY 0, + BECVB™ 4 Bj_l/QB‘l] =0

Como dito antes essa equagao deve ser resolvida grau a grau achando-se as solugoes para

os operadores. A equacao de grau -1
9,(BECVB) ¢ [Ao +Q© BECYB| =0

nos leva a solugao ja mencionada em (3.21). As demais equagoes ja serdo as equagoes de

movimento
Grau —1/2: 81~j_1/2 = [E(il) 7B71A1/2B]
Grau 0: 0,(0,BB~Y) = [EW ,BECYUBY + [Ay)9,Bj_1,B7']  (3.22)
Grau 1/2: 8tA1/2 = [E(l) ,Bj_l/gB_l]

Logo fica evidente a diferenca entre as duas formulagoes se compararmos (3.11) com (3.22).
Outra diferenga a ser notada € o fato do elemento B definido nesta formulacao conter cam-
pos fermidnicos, uma vez que ero) é quadratico em W1/ J4 o elemento B usado na

acao WZNW contém apenas campos bosonicos.

A decomposigao dos elementos do grupo (3.18) implica nas seguintes transformacgoes

para as derivadas

Oy — Oy + N9, Nx
Oy — Oy + Mo, M*

possibilitando o dressing ser feito apenas por elementos do grupo que sao mapas exponen-
ciais da Image. Isso nos leva a pensar que os campos associados aos elementos do Kernel

sao constantes, visto que estes nao entram nas equacoes de movimento.

3.4 Consideracoes Finais

Esse trabalho surgiu com a tentativa de realizar modelos integraveis e supersimétricos con-
struidos a partir de superdlgebras gradadas. Tais modelos j& eram bem conhecidos para as
superdlgebras s((2,1) e sl(2,2). Ao tentarmos explicitar os modelos para algebra maiores,
como sl(3,2) entre outras, nos deparamos com a necessidade de imposigdo de vinculos
entre campos fermionicos, vide (3.1). Dado que tais vinculos nao sao justificados, pois a
intensao ¢ justamente modelos com um ntmero maior de campos bosonicos e fermionicos,

passamos a entao a investigar modelos completos onde nao hé restricoes aos campos.
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As equacgoes de movimento derivadas a partir da conservacao de correntes, de uma agao
WZNW e da curvatura nula sao integraveis, supersimétricas e idénticas quando se impoe
as condigoes mostradas em (3.1). Ao explicitarmos as equagoes seguindo as trés vias, sem a
imposicao de vinculos, nos deparamos com trés conjuntos de equagoes diferentes. Também
nos valemos da decomposicao gaussiana e transformacoes de gauge, visto que as teorias
sao invariantes por tais transformacoes, na tentativa de obter equivaléncia entre os trés

modelos, o que nao deu frutos.

Até o momento nao podemos garantir integrabilidade e nem supersimetria das equacoes
(3.11) visto que nao obtidas a partir da curvatura nula e as transformagoes de supersime-
tria (2.37) nao contém variagoes de Q(io ), mas o fato dessas equacbes partirem de um um
principio variacional onde a lagrangiana é invariante por transformacoes de gauge nos faz
crer que esse modelo seja mais promissor. Outro ponto é que o numero de termos das
equagoes crescem de forma simétrica a medida que escolhemos superalgebras maiores, o
mesmo nao acontece acontece para os outros dois modelos derivados das correntes e cur-

vatura nula.

O modelo completo precedente da curvatura nula é, com certeza, integravel e existe
supersimetria para QSS) # 0 como foi demonstrado em [3]. A grande vantagem dessa con-
strucao é que se pode derivar as transformacoes de supersimetria tal como obter outros
modelos fisicos para diferentes flows, por exemplo equagoes supersimétricas mKdV [9]. A
inconsisténcia estd no fato de B nao ser abeliano, conter campos fermidnicos, quando se
estuda o modelo completo, além de nao haver o termo Q(_O) como acontece em (3.11). A
incoeréncia com o modelo WZNW se tornam mais evidentes quando se realiza as equagoes
para superalgebras “grandes” pois a expansao de Baker-Hausdorff sempre trunca no termo

de segunda ordem para flows positivos e no termo de primeira ordem para flows negativos.

Do ponto de vista das correntes, ao tentarmos realizar o modelo completo, nos de-
paramos com vinculos que necessariamente devem ser satisfeitos. Ao impormos (3.14),
0 que é necessario para obtencao das equacoes, teve como consequéncia a imposi¢ao de
Qi]) = 0. De fato hé razoes para acreditar que as equacgoes vindas da conservacao de .J
e J possam nos levar as mesmas equacoes (3.11), visto que essas correntes sao obtidas a
partir da invariancia da acaio WZNW por uma transformagao de gauge. Outro ponto é
que a transformacao (3.12) possibilita obter a mesma estrutura de grupo dos modelos em
questao, porém nao ¢é suficiente para inclusao dos termos de segunda ordem e superiores.

Acreditamos que essa inconsisténcia venha do termo aditivo & agdo WZNW, como mostra
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(2.40), e que se consideramos isso possamos obter modelos equivalentes.

Outro ponto de bastante interesse é o fato de que essas superélgebras, sl(2,1) e s((2,2),
tem a propriedade de serem espacos simétricos sobre a decomposicao em Kernel e Image

do operador E(™. Entendemos por espaco simétrico as seguinte propriedades
K, Klek, [K,MeM, M,Mlek

De fato, pela identidade da Jacobi, as duas primeiras relagoes sao automaticamente sat-
isfeitas, porém a comutagao entre elementos da Image pertencer ao Kernel (ultima das
propriedade mostrada acima) é uma propriedade bem especifica das superélgebra s((2, 1)
e 5l(2,2). Mesmo para algebras de Lie semi simples, como por exemplo sl(3) essa pro-
priedade nao se verifica. A implicacao direta em nossos modelos é que para algebras que
nao sao espaco simétrico os operadores Q(io ) ndo estdo inteiramente no Kernel, mas ainda
nao encontramos indicios suficientes de implicagoes em integrabilidade e supersimetria. O
interesse na decomposigao sl(m, n) é sustentada pela possibilidade de escolha de base que
possibilita modelos com campos realmente efetivos, que estao presentes nas equacoes de

movimento.

Como se percebe o operador E(™ desempenha um papel fundamental, e sua defini¢io

é bastante categérica. Para uma algebra de rank r definimos

E™ = 3 EQ 4 B L, q (3.:23)
a; EA

onde A é o conjunto de todas as raizes simples e bosonicas da algebra. O elemento —n no

(n+1)
E"’]

subindice de denota a raiz mais baixa da dlgebra!. Também estamos denotando

Mo H =AM Hy +X2Hy + -+ \'H,

onde A, é um vetor do espaco espago dos pesos. Também conhecido como espago reciproco,
0 espago dos pesos é um espago vetorial de mesma dimensao do espago das raizes onde,
para cada raiz 3; da algebra exite um vetor \; que satisfaz \;3; = d;;. A adicao do termo
An - H apareceu pela primeira vez no trabalho [9] e isso permitiu a existéncia de um Ker-
nel fermionico, uma vez que a Image e o Kernel bosonico nao sao alterados, pois A, é
escolhido de tal forma que [)\n “H > aien Pa; + E_n} = 0. Uma extensao que necessari-

1

amente deve ser feita é a inclusdao do termos  na gradagao de H, com a ajustdvel, de

maneira que [Q , H(n+1/ “)} = nH®™*TY) para garantir que esse termo tenha grau n.

'E comum na literatura denotar a raiz mais baixa e mais alta como 1, porém mudamos a notacio
para nao haver confusdo com outras definigoes previamente feita.
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Apéndice A

Invariancia da acao WZNW

calibrada

Neste apéndice vamos nos ater em demonstrar a invariancia da agao mostrada em (2.40)

Slg, A+] =Swznwlg]—
o [{A (00097~ E®) 4 44 (97009~ BCV) + A gALg ) i
(A.1)

sobre as seguintes transformagcoes de gauge

g— agB, acexp(g<_1) e [eexp(g>1)
Ay — BTrALB- B0

A — A o' —0_aat

Aplicando as transformacoes obtemos

Slg, A+] = Swznw [agB)+

k
- <(aA_ofl —0_aa™) (8+aofl +adigg ta 4 agd B g et — E(1)>>d2x

27
k

_g / <(671A+B - 67184,-6) <Bilgila718_agﬁ + ﬁflgfla_gﬁ 4 6718_,8 _ E(fl))>d2x
k

((@A-a™ —d_aa ") agB (B 4B~ B710.8) B g a ) dn

Com

Abrindo os demais termos e usando as propriedades do trago (3.5) e usando a identidade

de Polyakov-Wiegmann para a acao Swznw|[agf] , obtemos

42



APENDICE A. INVARIANCIA DA ACAO WZNW CALIBRADA 43

S[gla A/j:] :SI’L”ZNW’ [(V} + SWZNW [g] + SW’ZNW' [/ﬂ"i'

k
S or / (™ '0_adigg™" + g 0_g0. BB + a T 0_ag0 BB g ") da?
T
i -1 1,1 -1 —1(—1) 9
—5 <A_8+gg —aA_EVa 4+ ALg0_g—- P E ﬁ>d .
k
o / <A_oz_18+a - A+8_ﬁ5—1 +A_go BB gt + AL g a0 ayg > dax?
T
k
Ton / (0_aa 0 a0t + 710,88 0B ") da®
T
k
Cor / (—a7l0_adigg™ — 0.8 g7 0_g — " 0_agd BB 97" ) da?
T
k
o / <_a+/3°871971(fla_ug +a to_aEM 4+ 8+5571E(71)> da?
T

k
—2/<—a10—a.qf1+.ql — g 'A_g0y BB +a 0_agd BB g + A_gArgTT) da®
™

onde todos os termos com cor mais suave se cancelam. Dado que o traco generalizado leva

em conta a gradacao (g;g;j) o 04,0, escolhemos o = le ef= X;l e isso implica em

/(A_a18+a> =0, /<8+551A+> =0

Também, devido a gradacao, os termos a partir da primeira ordem da expansao se cancelam

como mostra abaixo
<A_O;1E<1>a> _ <A_ (Eu) I {Em ,W(fl)} 1. )> _ <A_E<1>>

<A+5E(—1>5—1a> _ <A+ (E<—1> i [Wu) ,E<—1>] .. )> — <A+E(—1)>

pois A_ € g<1 e A4 € g>1. Como as equagdes de movimento nao alteram se na agao é

acrecido um termo correspondente a uma derivada total, logo o seguinte terno

/ <a*18_aE(1) + 8+Bﬂ71E(*1)> da?

pode ser desprezado. Com todos esses cancelamentos obtemos novamente a agao (A.1) e

fica assim demonstrada a invariancia.



Apéndice B
Base para o modelo sl(2, 1)

Para realizacao dos nossos modelos é importante uma escolha especifica de subalgebra com
o objetivo de eliminar campos redundantes. Como dito no Capitulo 1, hd uma diferenca
entre uma loop algebra e uma algebra de Kac-Moody. Essa diferenca, em nivel de relagoes
de comutagao, ¢ um termo central que aparece porém ambas sao construidas como uma
generalizagao da algebra de Lie. Aqui mostraremos a base especifica usada em nossos
modelos tal como as relacbes de comutacgao incluindo o termo central, no entanto esse

termo nao é necessario para derivacao das nossas equacoes.

Primeiro iniciamos com a base de Cartan-Weyl de uma algebra de Lie semisimples
20&1 -H
2
@3

5[(2, 1) = {hl = s h2 = )\2 . f]7 Eial’ E:tOQ, Ej:(a1+a2)}

Onde +ay, +as £ (ag + az) sdo as raizes da superalgebra. Uma boa introducao sobre
algebra de Lie, raizes, base de Cartan-Weyl é encontrada em [5]. Também os indices que

contém a raiz o estido associadas ao setor fermionico.

Fazemos entdo a extensio para a superdlgebra de Kac-Moody s[(2,1) incluindo um
operador gradacao d que satisfaz [d ,Tén)} = nTén). Para a escolha especifica de nossa

base precisamos definir os seguintes operadores
EM =p"™ Lopm — (EM 4 BT —2d+ th
— 1 + no a1 + —ay ) Q - + 5 1

O operador E™ | que é o objeto fundamental da construcao dos nossos modelos, permite
separar 4 superalgebra em dois conjuntos disjuntos, Kernel e Image. O operador ) permite
uma escolha especifica de subdlgebra em nivel de gradagao. Com isso separamos a nossa

superalgebra em dois conjuntos
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e O conjunto bosonico separados em Kernel Xp e Image Mp

Kp = {K£2n+1) (E(n) +E(n+1)) K@) — . H(n+1/2)}

—o

My = (D = g 4 B, prem = )

e O conjunto fermionico também separados em Kernel r e Image Mp

. { F1(2n+3/2) _ (E(n+1/2) . Eg;—&-l)) (E(n+1) E(n+l/2))7 }
F pr—

atasg —Q—o —a2

F2(2n+1/2) _ _(E(n) . E&TQLJrl/Q)) (E(n+1/2) . E(n) )

al+az —a1—o2 —Qa

ngn+1/2) _ _(E(n+1/2) +E(n+1)) n (E(n+1) L pnt1/2)

a1ta2

2n+3/2 n+1/2 n+1/2
MF:{ G = (B, 0 + BT 4 (BUS0) + B0 }
—Q]—Q2 —Q2 )

As relagoes de comutacao que esses novos geradores estao sao

Entre operadores do setor bosoénico

[K§2m+1 2n+1)] _ m+n+l) . é(m + n)5m+n+170 [K§2m+l) M(2n+l)] —0

Entre operadores bosonicos e fermionicos

[K£2m+1) F(2n+3/2)] 2( (m+n+1)+1/2) [K£2m+1)’Gg2n+l/2)] _ GéZ(ern)JrS/Q)
[K£2m+1) F(2n+1/2)] 1( (m+n)+3/2) [K§2m+1)7G52n+3/2)] _ G§2(m+n+1)+1/2)
[K§2m+1) F(2n+3/2)] F2(2(m+n+1)+1/2) [K§2m+1),G§2n+1/2)] _ G;Q(m+n)+3/2)
[K§2m+1)’F2(2n+1/2)] F1(2(m+n)+3/2) [K§2m+1)7G;2n+3/2)] _ G§2(m+n+1)+1/2)
[M1(2m+1)’F1(2n+3/2)] _ GgQ(m—i-n—i—l)—&-l/Q) [M1(2m+1)’ G§2n+1/2)] _ _F1(2(m+n)+3/2)
[M1(2m+1)’F2(2n+1/2)] _ Gg2(m+n)+3/2) [M1(2m+1)’ G22n+3/2)] _ _F2(2(m+n+1)+1/2)
[M2(2m)’ F1(2n+3/2)] _ 7Gé2(m+n)+3/2) [M2(2m)’ G§2n+1/2)] _ 7F2(2(m+n)+1/2)
[M2(2m)’ F2(2n+1/2)] _ _GgZ(ern)Jrl/Q) [M2(2m)’ G§2n+3/2)] _ _F1(2(m+n)+3/2)



APENDICE B. BASE PARA O MODELO &£(2,1) 46

Entre operadores do setor fermionico

F(2m+3/2) F(2n+3/2)

A K 2(m+n+1)+1) i K§2(m+n+1)+1))

2(K;

( (
1 )
F1(2m+3/2 F2(2n+1/2) ¢(2m —2n 4 1)0m4n+1,0

F1(2m+3/2 ’G(2n+1/2)

( = MPTD L a2m 4 20 4 1) mansto

F(2m+3/2 Gg2n+s/2)

F(2m+1/2 F(2n+1/2)

. 2M1(2m+2n+3)

2(K£2m+2n+1) + K£2m+2n+1))

F2(2m+1/2 G52n+3/2) _ 2M2(2m+2n+2) —e@m 4 20+ Vmansio

G(2m+1/2 G(2n+1/2) (K§2m+2n+1) B K§2m+2n+1))

1
2m12 2n+3/2
G +1/2) GgJF/)

Il
O

Q>

[ | =

[ | =

[ ]

[ | =

[ | =

[F(2m+1/2) G(2n+1/2)] 2M1(?m+2n+1)
[ ]

[ ]

[ ] =¢é(2m —2n — 1)dmint1,0
[ ]

ex (2m+3/2) G(2n+3/2)

{ . 2(K§2m+2n+3) . K£2m+2n+3))

Vale notar que a operagao de [,] é na verdade o super-comutador definido na pagina 10,

logo a operacao entre operadores fermionicos é na verdade uma anticomutagao.



Apéndice C
Supersimetria

Este apéndice destina-se a demonstrar a invariancia das equagoes por transformacoes de
supersimetria. Entendemos por supersimetrias, transformagoes que estabelece relacoes
entre campos bosonicos e fermionicos que mantém as equagoes de movimento invariantes.
As transformacoes supersimétricas que definimos foram derivadas a partir da solucao da
curvatura nula para operadores de Lax associados a flows semi-inteiros, vide equacoes
(2.34) e (2.35), nos levando a

0j_1/2 = {E B~'1pi/2p }
0,(sBB™" [Bj 2B (1/2)}
(C.1)
a2 = (98B Ayys) — [0,85 DU

EW BB~ = [/, D1/

1/2

Importante notar que o elemento D(1/2) pertence ao Kernel fermionico (i.e [E(ﬂ) , D/ 2)] =

0) além de ser infinitesimal.

As equacgoes, a qual vamos testar a supersimetria, sao

Oujrjo = |V, BT AB
8,(0,BB™Y) = [BEH)B—1 ,EU)} +[Bj_1aB™Y, Ay (C.2)

OiArp = [BW, Bji B
E fundamental para a demonstracao a identidade de Jacobi

[A,[B,Cl]=lA,B],C]+[[C, A] , B] (C.3)

47
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Equacao de grau 1/2: Atuando com a variagao 6 na equacao de grau 1/2, obtemos
0_6Ay5 = |ED) ,B(Sj_l/gB_l} n [E<1> [6BB™! ,Bj_l/zB—l]]

Substituindo a primeira e terceira equagao de (C.1) e usando a identidade (C.3) no tltimo

termo, obtemos

[0:(6BB™"), Ay o] + [6BB™',01Ay 0] — 0 [OmBB_l ,Dwm} -

{Eu) 7 [BEH)BA ’D(W)H N HAl/z , D(1/2)} ,B];WB*] + HB;‘,WPF1 ,E<1>] ,533*1}

Novamente substituindo de forma conveniente os termos 9;(§BB™1) e 0;A; /2 conforme
mostram (C.1) e (C.2) e usando a identidade de (C.3) para os dois primeiros termos

depois da igualdade, obtemos
HBJ'VL/QB*1 ,D“/ﬂ ,AW} + {533*1, [E< \Bj_1;B H _ 9, [a BB_l,D(l/ﬂ -
HEﬂ),BE(—UB—l} ,D<1/2>} n HDu/z)’E( )} BE®- } “Bj 1B Ay ] (1/2)}
*H DU/ Bj 128~ } Al/Q} { ! {  Bj1j2B— 1”

Os termos com cor mais suave se cancelam, nos levando a

HD(m) 7E<1)} ,BE<—1>B_1}

como [D(l/ 2) ,E(l)] = 0, somo levados a concluir que
0:(0,BB™") = |BECY B! ,E(l)} + [Bj_1/2B™", Ay o]

que nada mais é do que uma das equagoes de movimento.

Equacgao de grau 0: Atuando com a variacao ¢ na equacgao de grau 0

0,(0,(6BB~1)) = H(SBB_l ,BEH)B—l} ,Em} +[[6BB™, Bj1 /2B~ , Ay o]

+[B6&j12B™", Ayjo] 4 [BirjeB ", 641 0]

Usando a identidade (C.3) para os dois primeiros termos do lado direito, e substituindo
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os demais termos conforme (C.1), obtemos

0. [BjreB™, DY = [6BB71 [BECVE EO]| + [5BB, [Bj1eB ™t Ay
+ [BE(”B—1 , [E(l) ,5BB_1H + [BjrjaB", [A1j2,6BB™Y]]
* [B {E(_l) ’B_lD(l/z)B} B~ ,Am] + [BirpB, 041p0]
= [0BB™,0/0,BB7)] + [BECVB!, |45, DO/
~[BjipB™ A1) = | BjsjpB 7Y, [a+33—1 ,D(1/2>”
[l 00 ]+ 05 0

Abrindo os termos do lado esquerdo da equagao e aplicando novamente a (C.3) no lado

esquerdo, obtemos
[0:BB™, BjijpB~] . DY + [Baggjl/QB*l ,D(l/ﬂ + [le/gB*1 ) DWQ)} -
[6BB™',0,(0,BB™)] — HBE“UB—I,DW?)} ,Al/z} _ HAl/Q,BE( B ] 1/2}
n HBE(*')B” ,DWﬂ ,AI/Q}— “le/QB*l ,0,BB~] ,D<‘/Q>} n HD“” Bj_1;3B } 0,BB~ }
- HBE(_l)B_l,Al/Q} ,D(I/ﬂ +[6BB™',0,(0,BB™Y)] + [0,(60BB™") ,8,BB™]
Das equagoes (2.34) e (2.35) temos que 8,D(1/?) =0, o que nos leva a

[B&xj_l/gB‘l ,D(1/2)} _ HBE(—I)B—I aA1/2] ,D(1/2)] +8,[6BB",0,BB]

Claramente [(5BB -1 0,BB *1] = 0. Somos levados a concluir, a menos de uma conjugacao

por B, que
Oxj_1/2 = [E(_l) aB_1A1/2Bi|

Equacgao de grau -1/2: Se atuarmos com § na equagao de grau -1/2 obtemos
0,0j1/2 = [EH) : [B*1A1/2B,B*163H + [EH) ,B*laAl/zB}

Substituindo as variagoes conforme (C.1) e posteriormente conjugando toda equacao por

B~1(---)B, obtemos

BECVE, [0, 0,BB7!|| = |[BECVB™, [A),0BB7"]| + [BECVB™ [0BB™!, Ay ]|

. [BE(*”B” [a,,‘,BB*l ,D<1/2>H

onde todos os termos se cancelam. Diferentemente de A; /5 e B, a variagao da equagao de
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J—1/2 nao levou a outra equagao de gral superior, no entanto é evidente que é invariante
sobre a agao de 6. Vale notar que a equagao de j_;/p nao é equagao de movimento

propriamente dito, visto que temos uma derivada espacial.
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