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"O que sabemos é uma gota, o que ignoramos é um oceano."

- Isaac Newton



RESUMO

A busca por uma teoria de gravitagao quantica ¢ um problema de quase um século da Fisica.
Algumas teorias atuais no tema, como a Teoria de Cordas e a Gravidade Quantica em Loop,
tém mostrado avangos, porém nenhuma ainda foi confirmada ser uma solugao valida devido a
dificuldades em realizar experimentos que possam comprova-las. Sendo assim, o objetivo deste
trabalho foi explicar a constru¢do matematica da Teoria da Relatividade, desde sua forma
restrita até sua forma geral, e apresentar a Teoria Quantica de Campos para entao propor, ao
final, uma nova visao autoral qualitativa de quantizacdo do espago-tempo. Tal visdo ¢é baseada
em “blocos” de construcao chamados estruturas slinky. Essas estruturas podem acoplar-se tanto
umas as outras, formando o campo s/inky oscilante, como acoplar-se a campos quanticos para
interagir com eles transportando matéria e energia das particulas para pontos de acoplamento,
que representam posigdes quantizadas no espago-tempo em que as particulas podem ocupar.
Mostrou-se ainda como o campo dos fétons ¢ responsavel pela expansdo do campo slinky e,
consequentemente, do Universo, através de sua perda de energia devido ao redshift
cosmoldgico. Ou seja, foi proposta a manutengao da conservagao de energia em regime global,
que ¢ originalmente valida somente de forma local devido a simetria temporal, conforme

explica o Teorema de Noether.

Palavras-chave: Gravitagdo Quantica; Teoria da Relatividade Geral; Teoria Quantica de

Campos; Espaco-tempo; Campo slinky.



ABSTRACT

The search for a theory of quantum gravity is a nearly century-old problem in Physics. Some
current theories on the topic, such as String Theory and Loop Quantum Gravity, have shown
progress, but none has yet been confirmed as a valid solution due to difficulties in performing
experiments that can prove them. Thus, the objective of this work was to explain the
mathematical construction of the Theory of Relativity, from its restricted to its general form,
and to present Quantum Field Theory, to then propose, in the end, a new, qualitative, authorial
vision of the quantization of spacetime. This vision is based on building "blocks" called slinky
structures. These structures can couple both to each other, forming the oscillating slinky field,
and to quantum fields to interact with them, transporting matter and energy from particles to
coupling points, which represent quantized positions in spacetime that the particles can occupy.
It was also shown how the photon field is responsible for the expansion of the slinky field and,
consequently, the Universe, through its energy loss due to cosmological redshift. That is, the
maintenance of energy conservation in a global regime was proposed, which was originally

valid only locally due to temporal symmetry, as explained by Noether's Theorem.

Keywords: Quantum Gravitation; General Theory of Relativity; Quantum Field Theory; Space-
time; Slinky field.

Title: Slinky Field: a new qualitative view for the quantization of spacetime
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1 INTRODUCAO

Conforme a Fisica foi avangando ao longo dos tltimos séculos, descobriu-se a existéncia
de quatro forcas fundamentais da natureza: for¢a eletromagnética, forca nuclear fraca, forca
nuclear forte e forga gravitacional. Acredita-se que, até certo momento na idade do Universo,
elas eram unificadas em uma unica forga capaz de explicar todas as interagdes entre as particulas
existentes. A unido entre eletricidade e magnetismo e sua posterior unificagao a forga nuclear
fraca na chamada Teoria Eletrofraca, por exemplo, parecem corroborar tal ideia, e ja existem
tentativas de ainda fundir essa teoria a for¢a nuclear forte, embora ainda nao consolidadas.
Entretanto, um dos maiores problemas da Fisica surge quando tentamos unificar a gravidade as
outras forcas: o problema da gravitacdo quantica. Se resolvido, seremos capazes de explicar
quase quaisquer fendmenos/mistérios da Fisica, tal como o problema da singularidade em
buracos negros.

O problema em realizar essa grande unificacdo reside na diferenca entre as duas maiores
teorias da Fisica. A primeira delas, apresentada em 1915 por Albert Einstein, ¢ a Teoria da
Relatividade Geral, que descreve deterministicamente, através do formalismo do Célculo
Tensorial, a gravidade ndo como uma forga, mas como um fenémeno causado pela curvatura
da geometria do espago-tempo devido a presenga de grandes densidades de matéria e energia.
A outra, cujos primérdios datam hé exatamente 100 anos do presente trabalho com o surgimento
da Mecanica Quantica, ¢ a Teoria Quantica de Campos, uma teoria que herda o carater
probabilistico da Mecanica Quantica e descreve perfeitamente as outras trés forgas
fundamentais como interagdes entre campos de bdsons com campos de férmions, sendo um
campo algo capaz de criar e aniquilar particulas, as quais aparecem como excitagcdes. Algumas
teorias, tais como a Teoria de Cordas e a Gravidade Quantica em Loop, tentam solucionar esse
problema, mas nenhuma delas ainda foi confirmada.

Dito isso, o objetivo deste trabalho ¢ apresentar de forma relativamente detalhada a
matematica por tras da Teoria da Relatividade e sua formulagdo e apresentar brevemente a
Teoria Quantica de Campos para, no final, propor uma visdo autoral qualitativa de quantizagao
do espaco-tempo, o Slinky Field, haja vista que tal quantizacdo ¢ uma das formas de formular

uma teoria de gravitacdo quantica.



2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Breve introducio aos tensores

Por definicdo, tensores sdo objetos matematicos invariantes por mudangas de sistemas
de coordenadas. Essa ¢ uma propriedade bastante util para a Fisica, pois espera-se que 0s
fenomenos fisicos e as leis da Fisica devam ser as mesmas para quaisquer sistemas de
coordenadas. Os tensores serdo utilizados do inicio ao fim durante os desenvolvimentos da
Teoria da Relatividade, desde sua forma restrita até sua forma geral. Por isso, cabe agora
apresentar conceitos iniciais basicos necessarios para lidarmos com a TRR e, mais a frente,
lidarmos com um formalismo e descricdo maiores acerca dos tensores no estudo do Calculo

Tensorial.

2.1.1 Indices, rank e dimenséo de um tensor

Tensores possuem indices, que podem ser contravariantes ou covariantes (como

veremos em breve), para representar suas componentes. Por exemplo, temos os tensores A, B;,

Cji, Dli J k, onde os sobreindices representam indices contravariantes e os subindices representam
indices covariantes. O rank de um tensor ¢ determinado pelo seu nimero total de indices, sendo
expresso da forma (p, g), onde p € o nimero de indices contravariantes e g o nimero de indices
covariantes. Assim, o tensor Tki{m ¢ de rank (2,3), por exemplo. A dimens3o N de um tensor ¢
dada pelo numero de coordenadas que descrevem o espacgo Ey ao qual ele pertence. Na Teoria
da Relatividade, por exemplo, onde lidamos com trés coordenadas espaciais € uma coordenada
temporal, trabalhamos com coordenadas da forma (ct, x, y, z), que possuem quatro dimensdes,
de maneira que nossos tensores descritos nesse espacgo sao tensores de dimensao 4, chamados

quadritensores.

2.1.2  Convencdo do somatorio de Einstein

A convencdo do somatdrio de Einstein define que, em termos nos quais aparece no
maximo duas vezes um mesmo indice, sendo geralmente um na forma contravariante e outro
na forma covariante, devemos fazer a soma desses termos ao longo de toda a dimensao do

tensor. Isto €, seja um espago de dimensao 4, por exemplo, temos o seguinte:
AYUBy; = A" Byy + A2By, + A®By3 + A" By, (2.1)

Ou seja, € como se deixdssemos o somatorio seguinte implicito:
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ZAUBkj = AUBy, 22)
j=1

Indices dessa forma duplamente repetidos em termos sdo chamados de indices dummy.

Os indices que aparecem uma Unica vez em um termo, por outro lado, sdo chamados de indices

reais. Numa equag¢do, ambos os membros devem possuir o mesmo numero de indices reais, ou

seja, os indices reais do lado esquerdo devem aparecer do lado direito ainda como indices reais,

ndo podendo ser transformados em indices dummy.

2.1.3  Contravariancia e Covaridncia

O conceito de contravariancia e covariancia € central no estudo inicial dos tensores. Para
compreender isso melhor, faremos uma abordagem voltada aos vetores, que sao ditos tensores

de rank 1.

Seja um vetor v dado na base e; por

v = Z vie; = v'e; 2.3)

i
Temos que as componentes v' desse vetor representam componentes contravariantes se,
dada uma expansdo ou contragdo dos vetores de base, os valores das componentes diminuem
ou aumentam, respectivamente. Ou seja, a variagdo das componentes ocorre de forma contréria
a variacao dos vetores de base. Exemplos de vetores contravariantes sdo os vetores posicao e
velocidade.

Agora, seja um vetor v dado na base e’ por

v= Z v;el = v;e 2.4)

i

Temos que as componentes v; desse vetor representam componentes covariantes se,
dada uma expansao ou contracao dos vetores de base, os valores das componentes aumentam
ou diminuem na mesma propor¢ao, respectivamente. Ou seja, a variagdo das componentes
ocorre de forma conjunta a variacao dos vetores de base. Exemplos de vetores covariantes, que
sdo chamados de covetores, ¢ o gradiente de uma fungao escalar.

Em tensores de rank quaisquer, temos que os indices contravariantes sao escritos como
sob indices, tal como em TY, e os indices covariantes sdo escritos como subindices, como em

Ty;.
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2.1.4 Tensor métrico

Dado um espaco Ey, o tensor métrico g de rank 2 e ordem N dita como realizar medidas

de comprimento nesse espago em dada localizagdo. Em sua forma covariante, € dado por g;;, €
em sua forma contravariante é dado por g%, sendo que as componentes de ambas as formas sao
o inverso uma da outra, isto é, g/ = ( Ji j)_l. Ademais, o tensor métrico ¢ um tensor simétrico,
ou seja, 9dij = Yji-

A propriedade mais interessante do tensor métrico € que ele pode ser usado para tornar
indices contravariantes de um outro tensor em indices covariantes, € vice-versa, através das

chamadas operagoes de subida/descida de indices. Por exemplo, seja um tensor T* de dimenséo

3, temos que suas componentes covariantes sao dadas por:

Ty = gyT" = g T + g2, T? + g3;T? (2.5)

2.1.5 Operadores diferenciais

Os operadores diferenciais basicos do Calculo sdo o gradiente, o divergente, o rotacional
e o laplaciano, os quais possuem de semelhanga o fato de serem diferentes formas de aplicagao
do operador nabla (V) a funcgdes escalares ou vetoriais, o qual ¢ dado em coordenadas

cartesianas, por exemplo, como

\Y ( 0 9 9 > (2.6)
-~ \9x’dy’ oz '

O nabla ¢ generalizado para o espago-tempo quadridimensional ao escrevé-lo como um
quadrivetor cujas componentes sdo a derivada parcial em relacio as coordenadas da
quadriposicdo. E facil mostrar, como feito em NOLTING (2017, p. 41), que tal quadrivetor é
covariante ao tomarmos as derivadas parciais em relacdo as coordenadas contravariantes e ¢
contravariante ao tomarmos as derivadas parciais em relagdo as coordenadas covariantes. Desse
modo, temos que o nabla generalizado, que chamaremos de operador diferencial, ¢ dado em sua
forma covariante na notacao relativistica por:

3 0 (1 0 0 0 0 ) 27
B oxk \cot'ox’dy’ oz '
onde temos que x* = (ct,x,y,z) € a chamada quadriposi¢do. Se quisermos sua forma
contravariante, devemos tomar a derivada em relagdo a x, = (ct, —x, —y, —z). Como ficara

mais claro na se¢do 3.6, x, depende da convengdo de sinais adotada ao tensor métrico:
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(+1,-1,-1,-1) ou (—1,+1,+1,+1). Se utilizarmos a convengdo (+1,—1,—1,—1),

teremos que

10 0 9] 0

[T e
I 0x, (cat' ox’ ady’ az)' (2.8)

Assim, com o operador d, aplicado a um escalar temos a generalizagdo do gradiente, e
aplicado a um tensor (ao realizar a operagao de contracdo, como serd visto na se¢ao 7.2) temos
a generalizacdo do divergente, o quadridivergente. Podemos ainda realizar uma generaliza¢ao
do operador Laplaciano ao fazer o produto escalar entre os operadores d, ¢ d¥:

1 0% 0?2 02 02 1 02

w10 0" 07 0" 10" , 2.9
0u0 c20t2 9x2 0y? 0z% c?0t? v 29)

a qual damos o nome de operador d’Alembertiano [1]:

1 02
-0 =aﬂau=c_zm_v2 (2.10)

Se a convencdo utilizada fosse a (—1,+1,+1,+1), teriamos que o operador

d’Alembertiano seria:

1

A questdo do sinal negativo aparecendo nessas duas tltimas equagdes € de convengao e

¢ necessario para as formulacdes futuras de modo correto.

2.2 Equacgoes de Euler-Lagrange

Uma das maneiras de formular a Mecanica Lagrangiana € através do chamado Principio
da Minima Ac¢ao (chamado por alguns autores como Principio da A¢do Estacionaria), o qual

define uma quantidade chamada agdo, que deve ser minimizada e ¢ dada por:

b
5= [ Ha©.awod (2.12)

em que L =T — U ¢ a Lagrangiana do sistema (sendo T a energia cinética ¢ U a energia
potencial), g; sdo as coordenadas generalizadas, t € o pardmetro e a integral ¢ realizada entre

os pontos a e b.
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De modo a minimizar a acdo, utilizamos o Calculo Variacional, passando a agdo a ser

tratada como um funcional a ser minimizado, isto ¢, queremos obter a funcao L tal que:

b
5S = 5f L(q;(t),q;(£))dt = 0 (2.13)

Desenvolvendo essa equagado, temos que:

b blaL oL
5S = f SL(q: (), 4;(8)) dt = f <a—q 5q;(t) + a—qaqi(t)> dt (2.14)

& 68 = f: (;—qdql( )+ aaci (dq;it))) dt

Podemos intercambiar a variagdo § com a derivada temporal de q;(t) e separar o

integrando em duas integrais, obtendo:

_(P(oL L d(8q;(®)\ ,.
6S_L<6ql q:(t) + iT>dt—

) ) 460:(6) (2.15)
= —6 -(t)dt+] <——) dt
L 9g; o \0¢; dt
Utilizando integragdo por partes na segunda integral, temos que:
6S = ]b oL dq;(t)dt + (aL é (t))tzb Jb (t)— ( L) dt (2.16)
- a aql ql aql ql i—a ql q °

Como a fungdo ¢ fixa parat =a e t = b, temos que 8q;(a) = 6q;(b) = 0. Assim,

voltando a igualar S a zero, ficamos com:

6S=Lb§—;i6qi(t) dt—fb<6ql() (j;))dtz
R

a

(2.17)

Uma solugdo sem interesse para que a integral acima seja nula ¢ que 6q;(t) = 0, de
modo que igualamos o fator entre parénteses a zero para obter as chamadas equacdes de Euler-

Lagrange:
oL d <6L> e
d0q; dt\dg; (2.18)
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3 TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA
3.1 Introducao

A Teoria da Relatividade Restrita foi apresentada por Einstein em 1905, no seu ano
miraculoso, através do artigo Zur Elektrodynamik bewegter Korper (Sobre a Eletrodinamica
dos Corpos em Movimento, em tradugdo livre). Anos antes da publicac¢ao desse artigo, o fisico
Hendrik Lorentz, que foi como um mentor de Einstein durante sua formulacao da Teoria da
Relatividade Geral, chegou a equagdes de transformacdo de medidas entre diferentes
referenciais ao estudar o eletromagnetismo, conhecidas como transformagdes de Lorentz, tal
como posteriormente fez Einstein de forma independente ao partir de dois simples, porém
bastante significativos, postulados, que podem ser descritos como:

1) A velocidade da luz ¢ a mesma para quaisquer referenciais inerciais, € nenhum corpo
pode viajar a uma velocidade maior ou igual a da luz.
2) As leis da Fisica devem ser as mesmas para quaisquer referenciais inerciais.

Com esses postulados, e chamando a velocidade da luz no vacuo de c, veremos a seguir

como surgem dois fendmenos relacionados a medidas realizadas em referenciais inerciais

distintos a velocidades constantes: a dilatagao temporal e a contracdo espacial.

3.2 Dilatacdo Temporal

A maneira com a qual Einstein desenvolveu muitas de suas ideias da Teoria da
Relatividade esta centrada na formulagao de seus famosos gedankenexperiments (experimentos
mentais). Como o interesse da TRR € a descricdo de eventos que ocorrem em referenciais
inerciais, Einstein sugeriu o uso de estacdes de trens para tratar de seus experimentos mentais.
Assim, considere o seguinte:

a) Sejam os observadores A e B, em que A estd em repouso numa estagdo ferroviaria
(referencial R) e B estd em repouso dentro de/em relacdo a um trem que se move com
velocidade constante v (referencial R') paralelamente a esta¢do, da esquerda para a
direita.

b) Seja uma fonte de luz instalada no chdo do vagido e um espelho plano instalado no teto
logo acima da fonte, de modo que ambos distem entre si por uma altura h.

¢) Ambos os observadores carregam crondmetros consigo, sendo os valores de tempo

medidos por A dados por t e por B dados por t’.
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Num instante de tempo t, = t, a fonte de luz produz um pulso ortogonal em relagdo
ao chado do vagao e, a partir desse instante, ambos os observadores disparam seus cronometros.
O pulso de luz sera refletido, também ortogonalmente, pelo espelho, de modo a retornar a fonte.
Cabe, assim, a tarefa de obter os intervalos de tempo At (segundo o observador A) e At’
(segundo o observador B) para que a luz complete seu percurso de ida e volta. Entretanto, a
distancia percorrida pela luz ¢ medida de forma diferente de acordo com cada referencial.

No referencial R’, o observador B enxerga a luz realizando um trajeto ortogonal de
subida e descida somente, enquanto, no referencial R, o observador A percebe a luz percorrendo
trajetos diagonais, conforme ¢ ilustrado pela Fig. 1.

No caso do observador A, através do teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo
retangulo com catetos L e h, obtemos a distancia d percorrida pela luz de acordo com o

referencial R:

d\? 3.1
(E) =124+ h? o d=2JI2+h? G-

observador B

<

observador A

Figura 1: Trajetdria do feixe de luz disparado ortogonalmente em relagdo ao chio do vagao conforme

vista pelos observadores A e B. Fonte: autoria propria.

Contudo, temos que L = vAt/2. Desse modo, segundo A:

vAt\? (3.2)
_d 2P+ h? 2 () +n
“Ta T A At

Isolando At na eq. (3.2), obtemos:
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2h 2h (3.3)

De modo semelhante, temos que a distdncia d' percorrida pela luz segundo o observador

B é dada por d’' = 2h, e assim:

d 2h cAt’ (3.4)
=—=—— = h = —
At At 2

Substituindo a equagdo (3.4) na (3), obtemos que

2 cAt’ (3.5)
At = ——=—"
c|1-%
c
e por fim:
At = yAt' (3.6)

onde y = (1 —v?/c?)~%2 é o chamado fator de Lorentz ¢ At' o tempo proprio, que ¢ o
tempo medido entre dois eventos (no exemplo dado, seriam os eventos de emissdo e retorno da
luz) de acordo com um observador no mesmo referencial em que tais eventos ocorrem.

Como v ¢ sempre menor que ¢, temos que a eq. (3.6) significa algo bastante profundo
na natureza do tempo: a manutengdo da invariancia da velocidade da luz sob mudangas de
referenciais inerciais acarreta o intervalo de tempo observado por A ser maior que aquele

observado por B, de modo que ocorre uma dilatagdo temporal.

3.3 Contracao Espacial

De modo anélogo ao que foi feito anteriormente, sejam os mesmos observadores 4 € B
em seus respectivos referenciais R € R'. Dessa vez, porém, seja uma fonte de luz presa a parede
esquerda do vagdo, o qual possui um comprimento L como medido no referencial R, e seja um
espelho preso a parede direita do mesmo vagio e a mesma altura da fonte, de modo que um
pulso de luz emitido em um instante t, = t; possa ser refletido e retornar a fonte apés um
intervalo de tempo At (segundo o observador A) e At’ (segundo o observador B). O esquema
dessa situacdo esta na Fig. 2.

O objetivo, novamente, ¢ comparar os intervalos de tempo registrados por cada

observador para chegar a alguma relagdo até entdo desconhecida. Segundo B:
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2L (3.7)

onde L' é o comprimento do vagdo conforme medido por B.

observador B

o
‘ At' 1)

observador A v

f— L_UA:tz—»

7
i
i
i
i
1
i
i
i

|
! ' i

! ! i
L | : ‘I
A Y —

<>

Figura 2: Trajetoria do feixe de luz disparado ortogonalmente a parede esquerda do vagdo conforme

vista pelos observadores A e B. Fonte: autoria propria.

Porém, segundo o observador A, devido a locomogao do trem, que ocorre da esquerda

para a direita, o tempo de ida da luz até o espelho ¢ dado por

L+ vAt L 3.8
At, = L tvAe) Aty = S
c c—v
e o tempo de volta por
L —vAt L 3.9
Atz = g (=4 Atz = ) ( )
c ct+v

de modo que o tempo total ¢ a soma de At e At,:

L L 2¢cL 1
At = + = - (3-10)
c—v c+v c?2-v

Se usarmos a eq. (3.6) na eq. (3.7), teremos o seguinte:

At 2L 2L (3.11)
— = e A=y
y c c

Desse modo, igualando as equacdes (3.10) e (3.11), teremos que:
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3.12
2cL 2L c’L 1 % L (3-12)
—_——e— e ——=I =
cZ—2 ¢ T2y
e apods agrupar os termos semelhantes, obtemos finalmente:
L (3.13)

Ou seja, da mesma forma que exposto anteriormente no caso da dilatagao temporal, o que
aeq. (3.13) significa é que a manutencao da invariancia da velocidade da luz sob mudangas de
referenciais inerciais acarreta comprimentos medidos por A ao longo da dire¢do de movimento
do referencial R’ serem menores que aqueles medidos por B, de modo que ocorre uma contragao

espacial do ponto de vista de A.

3.4 Transformacées de Lorentz

Uma vez que sabemos como relacionar intervalos de tempo e espaco entre referenciais
inerciais distintos, podemos agora criar uma transformacdo entre coordenadas de cada
referencial. Para isso, considere dois referenciais R e R’ em R? cujas origens e cujos eixos
coordenados estdo todos inicialmente sobrepostos um ao outro, como mostra a Fig. 3. Os

quadrivetores de posi¢do nos referenciais R e R’ sdo dados respectivamente por (ct,x,y,z) e

(ct',x,y',2).

ZyZ'

$P(0,0,0,z")

yl

x!
X

Figura 3: Referenciais R e R’ em R? inicialmente sobrepostos;

ha um corpo no ponto P. Fonte: autoria propria.
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Seja um corpo localizado inicialmente no ponto (0,0,0,z") e em repouso em relagdo a
R’, referencial este que, a partir de um instante t, = t; = 0, passa a se mover com velocidade
v no sentido positivo do eixo z sem realizar rotagcdes, conforme mostra a Fig. 4. O objetivo &,
entdo, analisar o movimento do corpo conforme observado em cada referencial de modo a obter

uma correspondéncia entre suas duas coordenadas.

Z!
P(t',0,0,z")
P(t,0,0,2)
v, Z
y.’
X' - b%

X

Figura 4: Referenciais R e R’ quando R’ passa a se mover com velocidade v na diregdo positiva de z. A
posicao de um corpo ¢ dada pelo ponto P em dado instante para cada referencial.

Fonte: autoria propria.

Em R, a coordenada em z do corpo ¢ dada por
z=vt+2z'/y (3.14)

em que vt expressa a distancia entre as origens e z'/y a distincia entre o corpo e a origem de
R’, conforme medidos por R.

Por outro lado, a coordenada para a posi¢do z' do corpo pode ser dada por
z'=z/y—vt (3.15)
conforme observado do referencial R'. Assim, isolando z’ na equagdo (3.14), obtemos:
z' =y(z —vt) (3.16)
a qual, se substituida na equagdo (3.15), resulta em:
y(z—vt) =z/y — vt (3.17)

para a qual, isolando t’, obtemos:
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t=-r Z = (———+ )— (—) 1—v—22—£+t C19
T T T Y Ty -7 c?
e terminando de desenvolver essa expressdo, chegamos a:
r_ vz (3.19)
t' =yt cz)

Utilizando ainda a definicdo de f = v/c, podemos reescrever as equacdes (3.16) e
(3.19) como:

z' =y(z — Bct) (3.20)
3.21
t'=y (t — [Ciz) (3-21)

as quais sdo chamadas transformacoes de Lorentz.
Como o movimento somente ocorreu na dire¢do do eixo z, devemos ter que as
coordenadas em x e y para ambos os referenciais devem ser as mesmas, isto ¢, x = x'ey =y’

Escrevendo a equagdo (3.21) do seguinte modo:

t’:y(t_éz)=th_CﬁZc>Ct’=)/(Ct—ﬂz) (3.22)

podemos obter uma expressio de transformacdo entre as coordenadas x° dos quadrivetores de
posicao (ct’,x’,y’,z") e (ct, x,y, z). Assim, utilizando as equagdes (3.20) e (3.22) e uma notagao

matricial, podemos facilmente escrever a transformagao de coordenadas como:

ct' y 0 0 —By\ st (3.23)
¥ [0 1 0 0 x
y ]l 0 01 o0 y
z By 0 0 vy z
onde
y 0 0 =By (3.24)
L[ 0 10 0
o 01 o
—By 0 0 vy

¢ chamada a matriz de transformacao de Lorentz. Se quisermos obter a transformacao
inversa de coordenadas, isto ¢, do referencial R’ para o R, basta tomarmos a matriz inversa de
Lorentz, a qual ¢ obtida ao mudarmos o sinal da velocidade v — —v (de modo que f = —f),

de ambos os lados da equacdo (3.23). Desse modo, obtemos:
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ct y 0 0 By\ /ct (3.25)
x\ [0 10 o\«
y] |0 0 1 0 y'
z Br 0 0 v/ \7

A realiza¢do de uma transformagdo de Lorentz num sistema ¢ geralmente chamada de
um boost. Cabe observar que a matriz de transformacao de Lorentz dada acima nao ¢ unica,
pois esta foi definida para um referencial que se move paralelamente ao eixo z, mas poderiamos
ter definido outras para as quais o referencial se move paralelamente aos eixos x ou y.

Entretanto, a matriz de transformacao de Lorentz implicitamente possui uma descri¢ao

matematica fascinante a respeito do espago-tempo. Se repararmos bem, temos que

y = S N r’A-pgH=1ey*-Pr?=1 (3.20)

J1-—p?
mas duas fungdes que satisfazem essa mesma relagao sao as fungdes hiperbolicas cosh e senh,
isto é, cosh®y — senh®y = 1. Assim, grosso modo, podemos representar os fatores y e By,
respectivamente, pelas fungdes coshy e senhy. Tal fato pode ser demonstrado mais
formalmente como outro caminho a ser seguido para encontrar a matriz de transformagao de

Lorentz e, consequentemente, as equacoes (3.20) e (3.21), mas isso ndo sera desenvolvido aqui

a fim de evitar repeti¢des do assunto. Portanto, a matriz de transformacao de Lorentz pode ser

dada por:
coshy 0 0 —senhy (3.27)
0 1 0 0
0 0 1 0
—senhy 0 0 coshy

em que Yy = coshy e [y = senhy. Logo, surpreendentemente, temos que a matriz de
transformagado de Lorentz representa uma rotacao hiperbolica do sistema de coordenadas, o que
¢ andlogo a uma rotagdo usual em R2, se percebermos que somente as coordenadas x° e x3

sofrem uma transformagao de fato, dada pela seguinte matriz de rotagao:

(cos@ Sené?) (3.28)
—senf cos6

Devemos ainda, contudo, analisar o significado da variavel y. Isso pode ser obtido ao

calcularmos a tangente hiperbdlica de y:

senhy By (3.29)
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de modo que:
— -1p — -1 (Y (3.30)
X =tanh™*f = tanh (c)

Temos que y é chamado de rapidez, sendo uma grandeza que serve como uma espécie
de angulo hiperbdlico, que dita a rotagdo hiperbolica das coordenadas de modo analogo ao que

o angulo 0 faz na matriz da expressao (3.28).

3.5 Diagramas de Minkowski

Com o intuito de representar a ocorréncia de eventos de modo semelhante como
posicdes sdo representadas no plano cartesiano, € criado o chamado diagrama de Minkowski, o
qual consiste em um eixo vertical representante da coordenada x° = ct e até outros dois eixos
representantes de coordenadas espaciais, todos os trés ortogonais entre si. Para simplificacdo
das representacgdes, usaremos o diagrama consistindo no eixo x3 = z como abscissa e 0 eixo
x% = ct como ordenada.

Em um diagrama de Minkowski, eventos sdo representados por pontos, que em nosso
caso terdo coordenadas (ct,z). Desse modo, se considerarmos, por exemplo, um corpo
movendo-se na dire¢do do eixo z ao longo do tempo, poderemos tracar uma curva ligando os
infinitos pontos que descrevem sua trajetoria no espaco-tempo. Uma tal curva ¢ chamada
worldline (ou linha de universo). Assim, um corpo em repouso ¢ descrito por uma linha vertical,
outro sob velocidade constante ¢ descrito por uma linha diagonal, e outro em movimento

acelerado ¢ descrito por uma linha curva, tal como ilustra a Fig. 3.2.

ct
v=20 vV # const.

Z

Figura 3.2: Exemplos de worldlines para corpos em repouso (a esquerda), a velocidade

constante (no centro) e acelerados (a direita). Fonte: autoria propria.

Para efeitos praticos, ao considerarmos movimentos de corpos, teremos o evento de sua

posicdo inicial na origem, ou seja, (ct = 0,z = 0).
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Agora, seja um corpo inicialmente em (0,0) que se move com velocidade constante v
ao longo da dire¢ao do eixo z. Sua worldline forma um angulo ¢ com o eixo temporal, de modo
que, a priori, podemos dizer que tan(¢) = z,/ct; = v/c para um ponto (cty, z;) sobre a reta.
Disso extraimos um fato interessante: somente a luz ¢ descrita por uma linha diagonal a 45°,
pois tan(¢) = c¢/c = 1 & ¢ = tan~1(1) = 45°. Tal linha recebe, assim, o nome de lightline

(ou linha de luz). Esse esquema ¢ representado na Fig. 3.3.

ct

ct ‘ lightline

¢

Z

Z,
Figura 3.3: Exemplo da worldline de um corpo a velocidade constante

e representacdo da lightline. Fonte: autoria propria.

Portanto, se considerarmos um diagrama de Minkowski para a descricdo de um
movimento no plano, ou seja, com dois eixos espaciais, teremos o chamado cone de luz, o qual
¢ formado por infinitas /ightlines de feixes de luz que se movem em qualquer dire¢ao no plano

vz, conforme ilustra a Fig. 3.4.

Figura 3.4: Cone de luz em um diagrama de Minkowski. Fonte: autoria propria.
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Isso significa que a worldline de qualquer corpo deve estar contida dentro do cone luz
(no caso do movimento unidimensional no espaco, a worldline deve estar na regido formada
entre o eixo temporal e as lightlines para feixes de luz movendo-se nos sentidos positivo e
negativo do eixo z) pois, caso contrario, os corpos estariam viajando a uma velocidade maior
ou igual a da luz e, consequentemente, violando os postulados de Einstein acerca da TRR.

Porém, o intuito maior de Minkowski ao criar tais diagramas foi de mostrar como os
eixos temporais e espaciais de referenciais inerciais rotacionam hiperbolicamente de acordo
com a velocidade v de um referencial R’ em rela¢do a um referencial R devido a matriz de
transformagdo de Lorentz, a qual, como mostrada na eq. (3.27), possui tal caracteristica. Para
compreender melhor como isso ocorre, devemos recorrer a duas hipérboles centradas nos eixos
temporal e espacial do diagrama de Minkowski, para as quais as lightlines sdo as linhas
assintdticas, e considerar os referenciais R e R’ inicialmente sobrepostos, como mostra a Fig.

3.5.

ct'yct

Figura 3.5: Hipérboles no diagrama de Minkowski servindo de orientacdo para a rotagdo hiperbolica

dos eixos coordenados. Os referenciais R e R’ estdo sobrepostos. Fonte: autoria propria.

Como descrito na se¢do anterior, na matriz de transformagao de Lorentz dada pela eq.
(3.27), a variavel y ¢ andloga ao angulo 6, o qual ¢ responsavel pela rotacdo usual de um
referencial em R?, conforme mostra a Fig. 3.6.

Assim, de modo totalmente analogo, rotacionamos cada eixo coordenado de R’ em um

angulo hiperbolico y em torno de sua respectiva hipérbole. Como y ¢ um valor positivo, tal
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rotagdo ocorre no sentido positivo de z para o eixo temporal e no sentido positivo de ct para o

eixo espacial de R’, de modo que obtemos a rotagio hiperbdlica ilustrada na Fig. 3.7.

b

xl

&

4 ) )

Figura 3.6: Rotagdo de um referencial em R Fonte: autoria propria.

ct

Figura 3.7: Rotagdo hiperbolica dos eixos coordenados. Fonte: autoria propria.

Como y = tanh™1(v/c), temos que

v
lim y = lim tanh™?! (—) = Gh

v—-C v—oC C

o que faz sentido, tendo em vista que y ¢ uma medida do dobro da area formada entre o eixo
coordenado, a hipérbole e o vetor posicdo de um ponto sobre a hipérbole, analogamente como

ocorre com um angulo 8 do circulo trigonométrico, como mostra a Fig. 3.8. Isso implica que,
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conforme o referencial aproxima-se da velocidade da luz, cada vez mais os eixos coordenados
vao tender a sobrepor a lightline, mas nunca o fardo, o que estd de acordo com o postulado de

que nenhum corpo viaja a uma velocidade maior ou igual a da luz.

y

Figura 3.8: Ponto numa hipérbole para ilustrar a definicdo geométrica do angulo

hiperbdlico y como o dobro da area por ele coberta. Fonte: autoria propria.

A este ponto, ¢ natural que surja a seguinte divida: qual a diferenca entre o angulo
hiperbdlico y e o angulo ¢ que foi definido anteriormente? Como visto, temos que y =
tanh™1(v/c) e ¢ = tan™'(v/c), e assim a Unica diferenga seria que este ¢ definido através da
bem conhecida trigonometria circular e aquele através da chamada trigonometria hiperbdlica.
Porém, eis o grande triunfo de Minkowski: por conta da forma hiperbolica das transformacdes
de Lorentz, a geometria que descreve o espago de Minkowski ¢ a geometria hiperbdlica, de
modo que a geometria euclidiana deve ser deixada de lado. Assim, o angulo ¢ ndo esta definido
no nosso diagrama de Minkowski, tendo servido apenas para introduzir o assunto de forma mais
clara, pois ¢ definido a partir de um tridngulo retangulo cuja métrica estd embutida na geometria
euclidiana tradicional, enquanto y ¢ o angulo hiperbdlico de um tridngulo retangulo cuja
métrica ¢ condizente com a do espaco de Minkowski. Uma discussao mais detalhada acerca de
tal “métrica” sera dada na proxima secao.

Para finalizar essa se¢do, um exemplo de como os fendmenos de dilatacao temporal e
contragdo espacial aparecem nos diagramas de Minkowski para um referencial R’ movendo-se
paralelamente ao eixo z com velocidade v em relacdo a um referencial R pode ser visualizado
na Fig. 3.9. A medi¢do temporal deve ser a projecdo de um evento sobre o eixo temporal; no
caso do evento T, por exemplo, temos as medidas ct; (comprimento do segmento 0Q) dada

pelo referencial R e ct; (comprimento do segmento OT) dada pelo referencial R’. Como



26

explicado anteriormente, pontos sobre uma hipérbole tém o mesmo “comprimento’ de intervalo
de espago-tempo em relagdo a origem no espaco de Minkowski, de maneira que o comprimento
de OT ¢ igual ao de OP, o qual é claramente menor que o de 0Q, de modo que ct; > ct; <
t; > t;, mostrando o fendmeno da dilatagdo temporal. A medigdo de comprimentos, por outro
lado, deve ser realizada medindo-se a posi¢ao entre dois extremos de um objeto ao mesmo
tempo num dado referencial; assim, sobre uma mesma hipérbole, podemos escolher os pontos
U e V de modo que os eventos O e U ocorrem num mesmo tempo t' = 0 para o referencial R’
e os eventos O e V ocorrem num mesmo tempo t = 0 para o referencial R. Desse modo, se
fossemos transpor o segmento OU para o segmento OV deslocando U ao longo da hipérbole de
modo a manter inalterado o intervalo de espaco-tempo, o comprimento de OU diminui, o que
mostra que, no referencial R, o comprimento de um objeto medido por R’ € visto como menor,

o que evidencia a contracao espacial.

ct

Ctlt ------------

P

Figura 3.9: Diagrama de Minkowski destacando os fendmenos de dilatagdo temporal e contragio

espacial para medidas entre eventos. Fonte: autoria propria.

3.6 Métrica de Minkowski (Intervalo de espago-tempo)

Como visto na se¢do anterior, o espaco de Minkowski ndo segue a métrica do espago
euclidiano usual. Uma métrica pode ser entendida como uma fung¢do de calcular distancias
entres dois pontos pertencentes ao espaco. Se tal métrica obedecer aos seguintes axiomas:

a) a distancia entre dois pontos € sempre maior ou igual a zero;
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b) sejam dois pontos A e B, temos que d(4, B) = d(B, A), isto ¢é, a distdncia de A
a B ¢ igual a distancia medida de B a A;
¢) d(A,B)+d(A,C) =d(C,B) (desigualdade triangular), em que A, B e C sédo
pontos distintos pertencentes ao espago,
entdo dizemos que tal métrica define um espago métrico. Assim, o espaco euclidiano do R? ¢

um espago métrico, pois a distancia entre dois pontos (xq,¥1,21) € (X3, Y2, Z) € definida pelo

Teorema de Pitagoras: d = / (X, — x1)% + (v — ¥1)? + (2, — 21)?, que satisfaz a todos os trés
axiomas. Uma propriedade importante ¢ que a distdncia entre dois pontos, um escalar, ¢ a
mesma para qualquer referencial que tenha sofrido rotacdo, ou seja, ela € invariante sob rotagdes
de referencial, de modo que a casca esférica ¢ o conjunto de pontos para os quais a distancia
entre qualquer um deles e a origem ¢ a mesma, ¢ da mesma forma ocorre com uma
circunferéncia no plano.

Dito isso, qual seria a métrica do espago de Minkowski? Para tal, fagamos uma analogia
com o espago euclidiano e a ideia de invariancia discutida hd pouco. Sejam dois referenciais
bidimensionais R € R’ sobrepostos no plano cartesiano xy e seja um ponto qualquer P localizado
sobre 0 eixo y e seus vetores de posi¢do 7 (como visto por R) e 7' (como visto por R") em
relagdo a origem, de modo que inicialmente 7 = 7. Ao rotacionar em 360° o vetor 7' € o
referencial R’ com uma mesma frequéncia, de modo que 7' seja constante em relagdo a R', e
tracarmos o trajeto descrito pelo ponto P em R, teremos ao final uma circunferéncia, que
representa o conjunto de todos os pontos equidistantes da origem e cujo raio ¢ uma medida,

invariante sob rotagdes, da distancia entre P e a origem. Esse processo ¢ ilustrado na Fig. 3.10.

v,y y vy
P P

<

Figura 3.10: Exemplo de invaridncia sob rotagdes da distancia entre um ponto P e a origem

num plano cartesiano. Fonte: autoria propria.

Esse exemplo parece bastante trivial, mas serve de analogia para chegar onde queremos:

seja um diagrama de Minkowski em que dois referenciais R € R’ estdo inicialmente sobrepostos
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e seja um ponto P sobre o eixo temporal e seus quadrivetores de posi¢do 7 (segundo R) € 7'
(segundo R") em relagdo a origem; se realizarmos uma rotagdo hiperbolica de P em um angulo
hiperbolico crescente y juntamente com o referencial R’ e tragarmos o trajeto descrito por P em
R, teremos o delineamento de meia hipérbole; porém, P nunca ira coincidir com sua posi¢ao
inicial em R novamente, embora tenha mantido sua mesma posic¢do 7’ segundo R’ (poderiamos
ter feito o mesmo procedimento para um ponto P sobre o eixo espacial), conforme mostra a

Fig. 3.11.

ct'yct ct ct’
P L ’
. T
T X
Z Z
ZI

Figura 3.11: Rotagdo hiperbolica de um ponto P juntamente com o referencial R’ com o intuito

de apresentar o invariante escalar do espaco de Minkowski. Fonte: autoria propria.

Contudo, da mesma forma que o raio da circunferéncia, a norma de 7' deve ser igual a
norma de 7 durante qualquer instante, pois inicialmente eram as mesmas e assim continua sendo
segundo um observador em R’. Isso de fato acontece se considerarmos que a equag¢do de uma
hipérbole ¢ dada por x? — y* = 1% no plano cartesiano. Assim, de modo anélogo, temos que
z% — (ct)? = r%, mas como r deve ser igual ar’, entdo: 1% = z% — (ct)* = (2)? — (ct)? =1"2
(de modo visual como ilustrado na Fig. 11, isso ndo parece ser verdade; contudo, devemos
lembrar que 7 e 7' sdo quadrivetores no espago de Minkowski, € ndo vetores usuais do espago
euclidiano). Podemos ainda incluir as outras coordenadas espaciais sem perda de generalidade,
pois elas ndo sofrem transformacio de fato, de modo que —(ct)? + x* + y* + z2 = —(ct')* +
x'? 4+ y'? + z'%. Portanto, definindo r = r’ = As, chegamos a um invariante sob transformacdes
de Lorentz para o espaco de Minkowski, o chamado intervalo de espaco-tempo, que seria o
analogo ao célculo da distancia entre dois pontos no espago euclidiano. Assim, podemos definir
o quadrado do intervalo de espaco-tempo entre dois eventos E;j(cty,x1,V1,21) €

E,(cty, X9,¥2,2Z,) como:

As? = —(cAt)? + (Ax)* + (Ay®) + (Az)? (3.32)
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em que At =t, —t;, Ax = x, —xq, Ay =y, —y; e Az = z, — z;. Geralmente, usamos o
quadrado do intervalo de espaco-tempo pois o lado direito da eq. (3.32) pode assumir valores
negativos e, portanto, As seria um valor imagindrio. Ademais, tomando valores diferenciais da

eq. (3.32), podemos definir o intervalo de espago-tempo como:
(ds)? = —(cdt)? + (dx)* + (dy?) + (dz)*? (3.33)

Como o quadrado da “distancia” entre dois eventos pode assumir valores negativos,
temos que o espago de Minkowski ndo € um espaco métrico por definigdo estrita dada pelos
axiomas mostrados anteriormente, mas isso mesmo assim nao o impede de possuir uma métrica,
que ¢ o intervalo de espaco-tempo, o qual representa uma generalizagdo do teorema de Pitdgoras
para o espago de Minkowski.

Com o intuito de resumir e esclarecer melhor os fatos apresentados até agora, sdo
apresentadas algumas comparagdes entre o espaco euclidiano e o espaco de Minkowski na

Tabela 1 abaixo.

Tabela 1: Comparagdes entre o espago euclidiano e o espago de Minkowski.

———————— Espaco euclidiano Espaco de Minkowski
Métrica (As)* = (A0)* + (&y*) + (82) (85)* = —(cAt)* + (Ax)* + (Ay*) + (A2)*
Pontos
equidistantes a Pontos numa circunferéncia Eventos numa hipérbole
origem
Vetor nulo 7 =00+ 07+ 0k Quadrivetores sobre o cone de luz

Na notacao quadrivetorial, podemos ainda definir, de acordo com a métrica dada pelo
intervalo de espago-tempo da eq. (3.33), o chamado tensor métrico do espaco de Minkowski
nij = €& &, comij=0,1,23, em que & sdo os vetores unitirios da base do espago de

Minkowski, sendo que os seguintes produtos escalares modificados entre eles € necessario para

respeitar a métrica: é, - éy, = —1e é,-é; = é, - é, = é3 - €3 = 1. Assim, o tensor ¢ dado por:
-1 0 0 O (3.34)

[0 1 0 0

=10 01 0

0 0 0 1

de modo que a equacido (3.33) pode ser escrita na forma matricial por:
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—1 0 0 0\ /cdt (3.35)
, 0 1 0 0]\ dx
(ds)? = (cdt dx dy dz) 0o 0 1 0]\ ay
0 0 0 1 dz

ou ainda, de forma mais compacta utilizando a convengdo de notacdo de Einstein, como:

(ds)? = n,,dxtdx” (3.36)

em que x* = (x%,x1, x2,x3).

Cabe ressaltar que temos ainda outra possibilidade de definir o intervalo de espaco-
tempo, que seria dado pela troca de sinais entre a parte temporal e a parte espacial, isto &,
(ds)? = (cdt)* — (dx)?* — (dy)? — (dz)?, pois esse valor é o oposto daquele definido pela eq.
(3.33) e, assim, ainda continua sendo um invariante, de modo que podemos definir um tensor

métrico para ele como:

1 0 0 0 (3.37)
[0 -1 0 o
Tw=10o 0 -1 o0
0 0 0 -1

Assim que surgem as convengdes de sinais (—1,+1,+1,+1) ¢ (+1,—-1,—1,—-1)
comentadas na secdo 2.1.5. Salvo dito o contrario, utilizaremos a conven¢do de sinais

(+1,—1,—1,—1) durante as discussdes futuras.

3.7 Regides do diagrama de Minkowski e Causalidade

Uma das consequéncias da defini¢do do intervalo de espaco-tempo dado pela eq. (3.33)

¢ que podemos definir, conforme mostra a Fig. 3.12, trés tipos de separacao entre dois eventos:

a) Eventos timelike separados: sio aqueles para os quais (As)?< 0, ou seja, o

comprimento temporal entre os eventos ¢ maior que a distancia espacial. Sdo
representados dentro do cone de luz.

b) Eventos lightlike separados: sio aqueles para os quais (As)* =0, ou seja, o
comprimento temporal e a distdncia espacial entre dois eventos sdo iguais. Sao
representados sobre o cone de luz.

c) Eventos spacelike separados: sdo aqueles para os quais (As)? > 0, de modo que a
distancia espacial entre os eventos € maior que o comprimento temporal. Sao

representados fora do cone de luz.
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Uma consequéncia bastante interessante de eventos spacelike separados ¢ que podemos
ter um referencial inercial para o qual o intervalo de tempo entre dois eventos ¢ nulo, isto é:
sejam dois eventos E e F spacelike separados; se num referencial R eles possuem um intervalo
de tempo entre eles ndo-nulo, de modo que € possivel distinguir qual ocorreu antes que o outro,
existe um outro referencial R’ no qual os eventos sdo vistos como tendo ocorrido a0 mesmo
tempo, de maneira que ¢ impossivel distinguir qual ocorreu primeiro. Isso significa uma quebra
de causalidade, pois nao poderiamos estabelecer uma relagao de causa e consequéncia entre E
e F se tal relagdo existisse. Esse ¢ um exemplo que mostra que a simultaneidade entre eventos

também ¢ algo relativo.

\Ct

Figura 3.12: Regides definidas pelo cone de luz num diagrama de Minkowski. Em relacdo a um evento
na origem, eventos dentro do cone (A), sobre o cone (B) e fora do cone (C) possuem separagao

timelike, lightlike e spacelike. Fonte: autoria propria.

3.8 Relatividade da simultaneidade

Como visto, a métrica do espago de Minkowski permite que dois eventos possam ser
vistos como simultaneos para um referencial, mas ocorridos em momentos distintos para outro.
Assim, serd mostrado um exemplo classico de um gedankenexperiment que mostra a
relatividade da simultaneidade.

Sejam novamente os observadores A e B em repouso, respectivamente, em relagdo aos
referenciais R, cujas coordenadas sdo dadas por (ct, x,y, z), € R', cujas coordenadas sdo dadas
por (ct’,x',y',z"), em que R’ é o referencial de um vagio de trem que se move paralelamente a

uma estacdo (referencial R) com velocidade v para a direita na dire¢do horizontal. Considere
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que B estd a uma mesma distancia d das extremidades esquerda e direita do vagdo. Entdo,
suponha que, no momento instantdneo em que os observadores estdo na mesma posi¢do em z,
dois relampagos atingem ao mesmo tempo, conforme observado por A, cada uma das

extremidades do vagao, como ilustra a Fig. 3.13.

VA

Fig. 3.13: Gedankenexperiment no qual dois observadores A ¢ B em uma estacdo de trem e num vagio
a velocidade v, respectivamente, observam dois relampagos atingindo as extremidades do vagao.

Fonte: autoria propria.

Assim, de acordo com A, os eventos D do raio atingindo a extremidade direita e E do
raio atingindo a extremidade esquerda do vagdo ocorreram simultaneamente. Contudo, no
referencial de B, a distancia que a luz vinda de D ir4 percorrer para chegar ao centro do vagao
¢ menor que aquela vinda de E por conta que o vagao esta viajando para a direita, de modo que,

para B, o evento D ocorreu antes que o evento E.

3.9 Relatividade das velocidades

Por fim, uma vez que ja sabemos como transformar coordenadas de espago e tempo
entre referenciais inerciais, podemos usar isso para chegar a transformacdes de velocidades.
Para tal, sejam os referenciais R, R’ ¢ R" inicialmente sobrepostos num instante t = t' = t'' =
0, sendo que R' move-se com velocidade v ao longo do eixo z ¢ R" representa o referencial
proprio de um corpo que se move com velocidade u, > v (também na direcdo do eixo z) em
relacdo a R e uy, em relagdo a R'. Se representarmos essa situagdo em um diagrama de
Minkowski, teremos a Fig. 3.14.

Na figura, temos os angulos hiperbolicos y e ¢, os quais descrevem a rotacao hiperbolica

dos referenciais R e R", respectivamente. Assim, de modo a obter u, em fungdo de v e uy,
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podemos considerar o tridngulo retdngulo em destaque na figura e usar a trigonometria

hiperbolica, como segue:
tanh(y) + tanh (¢) u, vfc+uy/c

tanh(y + = & —=——
anh(y +¢) 1 + tanh(y) - tanh (&) c 1+2. %
c ¢
e logo
vty
Uz = vul,
1+—
c

(3.38)

(3.39)

No entanto, caso o corpo possua componentes nas trés coordenadas espaciais, podemos

usar as transformacdes de Lorentz e mostrar que as componentes em x € y sdo dadas por:

1wy
=L
1+—~
c
ct ct’
— —"Z’
X z

Figura 3.14: Diagrama de Minkowski para os referenciais R, R' e R"'.

3.10 Intervalo de Tempo Proprio

(3.40)

Como visto anteriormente, o intervalo de tempo At medido entre a ocorréncia de dois

eventos ¢ relativa ao referencial no qual as medidas de tempo sdo realizadas, de modo que At

ndo ¢ um invariante de Lorentz. Porém, a partir do intervalo de espago-tempo As, podemos

propor a grandeza intervalo de tempo proprio:

As
AT =—
c

Na forma diferencial, podemos escreve-lo ainda como:

ds
dr = —
c

(3.41)

(3.42)
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Como dt ¢ formado por dois invariantes de Lorentz, o intervalo de espago-tempo ¢ a

velocidade da luz, temos que ¢ também um invariante de Lorentz.



35

4 FORMULACAO RELATIVISTICA DA MECANICA NEWTONIANA
4.1 Lei Fundamental da Dinimica na forma covariante

A mecanica newtoniana, cuja base ¢ a lei fundamental da dinamica, expressa por

o dv
F=m—, 4.1)
dt
ndo ¢ invariante sob transformagdes de Lorentz, de modo que ela ¢ valida somente para baixas
velocidades. Devemos, portanto, criar uma formulacdo na chamada forma covariante para a
mecanica de Newton. Para tal, devemos buscar escrever a eq. (4.1) através de escalares de
Lorentz e quadrivetores.

Primeiramente, até onde sabemos por hora, a massa m de um corpo ¢ um invariante de
Lorentz. O vetor posi¢do de um corpo no espago euclidiano, como ja visto, ¢ generalizado para
o espago de Minkowski como sendo x#* = (x°,x1,x2,x3) = (ct, x,y, 2), e 0 tempo proprio T
(intervalo de tempo proprio para o qual o tempo proprio inicial ¢ nulo) constitui um escalar de

Lorentz. Portanto, faz sentido em definir um quadrivetor de velocidade u* como segue:

dx* d
ut = ke (ct,x,y,2) (4.2)

Como 7 = 7(t), podemos usar a regra da cadeia nas derivadas da equagdo anterior:

u dt d dt( dt dx dy dz) dt
u =

_dtd _dtg dt dx dy dzy _dt 43
by =g\ mara T a© e @)

Por fim, utilizando a equagdo da dilatagdo temporal na forma diferencial, temos que

dt = ydtr © dt/dt = y, de modo que a quadrivelocidade ¢ dada por:
ut = W,4) =y(c, vy, vy,v,) = ¥(c, D) (4.4)

Agora, basta substituirmos a derivada temporal na eq. (4.1) pela derivada em relagdo ao
tempo proprio e a forca F por um quadrivetor de forca K¥ = (K 0K ) que ainda desconhecemos

para estabelecer o seguinte ansatz:

b — g 4.5
K de 4.5)

Vamos analisar as componentes espaciais dessa equagao, isto ¢, para u = 1, 2, 3:
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L dd d@yP) dtdymd)  dyB)  dp. .
= — —_ — = = = 4.6
K=m e =" “ & @ V=ar Y@ = h (46)

onde foi sugestivo definirmos o vetor de momento relativistico p, = yp e a for¢a relativistica

ﬁ'r = dp, /dt. Por hora, entdo, temos que K* = (K 0,)/13}). Para obter a componente temporal

de K*, podemos fazer o seguinte produto escalar:

K“uu=K°u0—1?-ﬁ=K°yc—y13-yﬁ, 4.7)

K“uu=K°uo—I_()-1_i=(m—)u0—<m—>-17= (4.8)

Como Y e ¢ sdo constantes, entdo d(yc)/dt = 0, de modo que:

2 dt 2 drt

du d@-u d(yv?
K“uﬂ=—<md—:>-_’— m @ u)=—E (yv)=0 4.9)

pois o termo yv? é um escalar e, portanto, sua derivada em relagio a T é nula. Assim, igualando

aeq. (4.7) a zero, temos que:

N F-o
K%c—yF-yo =0 K° =VT (4.10)

Portanto, o quadrivetor K#, chamado for¢a de Minkowski, ¢ definido por:
ﬁ " 17 -
K# :y<T'Fr> (4.11)

4.2 Quadrimomento e equivaléncia massa-energia

A eq. (4.5) pode ser reescrita da seguinte maneira:

_ d(mut)

KH
dt

(4.12)

de maneira que, em analogia a F= dp/dt, faz sentido em definirmos um quadrivetor de

momento dado por
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p* =mut =my(c,¥) = (yme,p,) = (p°, ) (4.13)
onde p, = yp é o momento relativistico que definimos anteriormente, de modo que

_ dap*

Kt = — (4.14)

Contudo, podemos explorar melhor o significado da componente p° do quadrimomento
utilizando p = 0 na eq. (4.14) e utilizando a equagdo (4.10) para a componente K°, de modo
que:

_dp° F-% _dp°

Sy ——

_ _ (4.15)
dt c dr ’

KO

onde, a fim de isolar p° como uma integral, aplicamos a regra da cadeia para a derivada em
relagdo a T e lembramos que dt/dt = y:
F-3  dtdp® F-3  dp°

_— 1= =
14 c dt dt 14 C ydt

b
J F-ddt (4.16)

Agora, se prestarmos atencdo, temos que a integral da equacdo (4.16) representa o
trabalho realizado sobre um corpo. Pelo teorema do trabalho-energia cinética da mecanica
classica, temos que, em teoria, esse trabalho ¢ transferido integralmente como uma energia

cinética E ao corpo, de modo que:

E
0o __— 4.17
pT = (4.17)
Assim, podemos escrever o quadripotencial como:
E |
pt = (z,Pr) (4.18)

Agora, como sabemos também da eq. (4.13) que p° = ymc, podemos substituir esse
valor na eq. (4.17) e chegarmos a uma das expressdes mais importantes e famosas de Einstein

que emerge da TRR:
E = ymc? (4.19)

A massa m conforme aparece na eq. (4.19) geralmente ¢ substituida pelo termo m, para
0 que seria a chamada “massa de repouso” de um corpo, mas isso ¢ algo mal interpretado,
conforme comenta Nolting (2017, p. 47), pois a massa m ¢ entendida como um invariante de

Lorentz, de modo que ndo faria sentido referenciais inerciais distintos obterem medidas
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diferentes de massa para um mesmo corpo. Sendo assim, sempre que utilizarmos m estaremos
nos referindo a “massa de repouso” do corpo.
Para entender melhor o que representa a equagdo (4.19), podemos substituir y por sua

expressao em funcdo de v e realizar uma expansao em série de Taylor, como segue:

1 5 ) 1v* 3v*
E=——mc*=mc*(l+s5+5—F+ (4.20)

J1—-v2/c? 2¢* 8c*

Com isso, vemos que mc? surge como um termo independente da velocidade do corpo.
Assim, atribuimos a esse termo o nome energia de repouso, da qual conclui-se a famosa
equivaléncia entre massa e energia, isto ¢, podemos transformar certa quantidade de massa
em energia e vice-versa. Os demais termos da equagdo (4.20) correspondem a sua energia
cinética, de maneira que o termo dado por K = 1/2 (mv?) em mecanica classica é uma mera
aproximacao da energia cinética do corpo, sendo valida somente para baixas velocidades. Dessa
maneira, 0 que inicialmente supusemos ser puramente a energia cinética (E) €, na verdade, a
energia total presente no corpo, dada pela soma entre sua energia cinética € uma energia
“intrinseca” a matéria.

Retornando ao assunto do quadrimomento, como em todo quadrivetor, temos que a
“norma” de p# ¢ um invariante de Lorentz. Partindo disso, obtemos o seguinte:

- - Ez
T @21)

Porém, se utilizarmos »° = ymc e p, = ymv, calcularmos p# novamente e
> p Y pr = ymuv, P Pu

desenvolvermos a expressao resultante escrevendo y em funcao de v, teremos entao:

C2

jmz (Cz - 172) = m2C2 (422)

By — 12m202 _ 12m27,2 —
p*p, =y“m-c y m“v 2

Portanto, igualando as equagdes (4.21) e (4.22), obtemos:

EZ

i p? =m?c? & E? = p2c? + m?c* (4.23)

€ como, a nosso ver até o momento, a energia deve ser positiva, temos enfim a seguinte equagao
(bastante importante para a formulagdo da Teoria Quantica de Campos, como ainda veremos)

que representa a energia de um corpo em funcao de seu momento relativistico e sua massa:

E = \/pZc? + m?c* (4.24)
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5 FORMULACAO DA ELETRODINAMICA RELATIVISTICA

De modo semelhante ao que acabamos de fazer com a dinamica newtoniana e sua lei
fundamental, queremos escrever as equagdes de Maxwell na forma covariante. Entretanto, eis
aqui uma grande diferenga: as equacdes de Maxwell, do modo como foram inicialmente
formuladas, ja sdo implicitamente invariantes sob transformagdes de Lorentz, de modo que
basta buscarmos uma maneira de representa-las a partir de tensores numa forma covariante
explicita.

Para darmos inicio, vamos ver como o fendmeno da contragdo espacial implica

diferentes medidas de densidade de carga e como isso afeta a densidade de corrente.

5.1 Densidades de carga e corrente

Da eletrodinamica cléssica, sdo definidas as densidades de carga (p) e corrente (f)

conforme, respectivamente, as equagoes abaixo:

_dq
= (5.1)
J = p¥, (5.2)

onde g representa carga, V representa volume e ¥, representa a velocidade de um volume de

cargas com densidade p. Essas grandezas possuem a seguinte relacdo dada pela equagao de

continuidade:

% 4 v.j=0 (5.3)

Se considerarmos agora dois referenciais R, ¢ R inicialmente sobrepostos, em que R
move-se com velocidade ¥ na dire¢do do eixo z, temos que um diferencial de volume em R, é
dado por dV, = dxydy,dz, (volume préprio), enquanto que em R ¢ dado por dV = dxdydz.
Contudo, devido ao fenomeno da contragdo espacial, do ponto de vista do referencial R, temos
quedz = dz,/y,de modo que dV = dxdydz,/y . Como as medidas em x e y sdo as mesmas
devido a matriz de transformacgao de Lorentz dada pela eq. (3.23), temos que dx = dx, e dy =
dy, e, assim, dV = dx,dy,dz,/y = dV,/y.

A carga q ¢ experimentalmente verificada ser um invariante de Lorentz. Assim, os
referencias R,y e R possuem a mesma medida dq de diferencial de carga, de maneira que suas

medidas de densidade de carga sdo dadas, respectivamente, por:
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= — 5.4
Po v, (5.4)
dq
= 5.5
P=av >-3)
Porém, substituindo dV por dV,/y na eq. (5.5), temos entdo que:
P =YPo, (5.6)

de maneira que a densidade de corrente no referencial R ¢ dada por f = YpoVq = Poii, onde
YVq = i é a componente espacial da quadrivelocidade do volume de cargas. Assim, com o
proposito de chegar a um quadrivetor de densidade de corrente, basta definirmos a componente
J° = pou®, de modo que:

J# = pout = (vpoc,ypoty) = (pc.]) = (J°.]) (5.7)
onde usamos a eq. (5.6). Assim, podemos reescrever a equagao da continuidade como

dp X 10 X 10
] = R ] = S | —— . = 5.8
StV =06 —=(pc) + V-] =0 (Cat,v) (pc,)) =0 (5.8)

que acaba se tornando um quadridivergente da densidade de quadricorrente:
9J* =0 (5.9

Isso implica que temos conservagao da densidade de quadricorrente.

5.2 Potenciais escalar e vetorial magnético

Para comegarmos, vamos relembrar as equacoes de Maxwell escritas na forma diferencial

com os campos elétrico (E ) e magnético (§):

V-BE=0 (5.10)

., 0B
VXE+—=0 (5.11)

ot
v-E=2 (5.12)

€o

. e OF

VXB = H0]+H0€0§ (513)

das quais temos que as equagdes (5.10) e (5.11) s@o as homogéneas e as equacdes (5.12) e (5.13)

as nao-homogéneas.
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Da forma como estdo, as equacdes de Maxwell representam um sistema de quatro

equagoes diferenciais para as quais queremos obter duas func¢des somente (E e B). Para
contornar essa situagdo, faremos o que segue.
Na equacao (5.10), se utilizarmos a propriedades dos operadores diferenciais de que o

divergente de qualquer rotacional ¢ nulo, podemos reescrever o campo magnético como:

-

B=VxA4 (5.14)

em que A ¢ o chamado potencial vetorial magnético, que acaba sendo o responsavel por
interagir com as particulas de fato, como mostra o experimento de Aharonov-Bohm. Agora,

substituindo a eq. (5.14) na eq. (5.11):

- -,

L 0 9 . 04 L 04
VxE+a(VxA)=O(=>V><E+V Xs-=0= VX (E+—]=0 (5.15)

Agora, utilizando do fato de que o rotacional de qualquer gradiente ¢ o vetor nulo,
podemos escrever a expressao entre parénteses da eq. (5.15) como o negativo (por convengao
de sinais) do gradiente de um campo escalar ¢ ao qual ¢ dado o nome de potencial escalar:

04 04

E+4—=— E=— - 5.16
+6t Vp < <V(p+at> ( )

Ademais, poderiamos ainda aplicar um chamado gauge ao potencial vetorial magnético

adicionando outro gradiente de um campo escalar a ele:
A-> A =4+vk (5.17)

de modo que ndo teriamos alteracdo da eq. (5.15) nem da eq. (5.14), pois V X V&€ = 0. Porém,
serd dada maior importancia a esse fato somente quando falarmos sobre a Teoria Quantica de
Campos e avaliarmos a simetria sob imposi¢do de transformacdo de fase local a densidade
Lagrangiana de Dirac.

Com o resultado obtido na eq. (5.16), podemos reescrever a eq. (5.12) como:

04 QA
V-I—<V<p+—>l=€£(z>vzgo+v-—=—£ (5.18)

, , G,
V x (Vx A4) :”°]+“°€°%l_ <V¢+E>l (5.19)
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Utilizando a identidade do rotacional de um rotacional advinda dos operadores

diferenciais, podemos escrever a eq. (5.19) como:

. L (Vo) 924
V(V ' A) — V2A = poJ — pogo ot Ho&o 32’ (5.20)

onde podemos inverter a ordem da derivada parcial temporal e do gradiente no segundo termo
a direita para agrupa-lo com o primeiro termo a esquerda, obtendo:

2—)

at?

- a - -
\Y (v A+ pog a—‘f) +UoEo — V24 = pyf (5.21)

1/2

Do eletromagnetismo classico, sabemos que ¢ = (uo&y) /2, ou seja, pogy = 1/¢?, e

assim a equacao (5.21) torna-se:
1 agp) 1024

v(v-/ﬂ—— +S5—— = V2A = pyf (5.22)
2 at) ' ¢ at? Hol
de forma que agora torna-se evidente a presenca do operador d’Alembertiano, definido na eq.

(2.10), agindo sobre A, e assim temos que:
. 10 5 S
V(V-A+—2—(”)—UA=H0] (5.23)
c* ot

Desse modo, transformamos as quatro equacdes de Maxwell em um sistema de duas
equagoes diferenciais acopladas, as equagoes (5.18) e (5.23). Com o intuito de desacopla-las,
aplicamos a chamada condi¢ao de Lorenz (cabe observar a semelhanca desse nome com o de

Lorentz a fim de evitar confusoes):

- 1ad¢
V-A+——=0 5.24
+ 23 (5.24)

de maneira que a eq. (5.23) ¢ agora dada por:

04 =—uyf (5.25)
eaeq. (5.18) por:
04 p p
V2 Vi—=—— V2 — (V- A)=——&
¢ at € (p+6 ( ) &
1 92 5.26
svp-220_ 2 20
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onde usamos a equagdo (5.24) para obter o divergente de A em termos de ¢ e onde, novamente,

percebe-se o operador d’ Alembertiano agindo, mas desta vez sobre ¢:

Do = —go (5.27)

Logo, a partir das equagdes de Maxwell e da aplicagdo da condi¢ao de Lorenz, obtemos
as chamadas equagdes de onda para os potenciais vetorial magnético e escalar, dadas
respectivamente pelas equacdes (5.25) e (5.27). Contudo, algo interessante surge a partir da

seguinte manipulacao algébrica na equacao (5.27):

1 1 1 pc
D(p:—£<:>—|:|<p:——£<:>|:|£:——2p—<:>
& c c & c c? g (5.28)
@ pc @ '
sO0-=-— Teni=-
c .“0‘906O c HopC

Mas vimos anteriormente, conforme na eq. (5.7), que pc é a componente J° de J¥.

Assim, da equagdo anterior, temos que:

@
0= =~/ (5.29)

O fato ¢ que, se repararmos bem nas equagdes (5.25) e (5.29), temos que ambas
representam D’alembertianas de potenciais que resultam nas componentes da densidade de
quadricorrente. Isto sugere, entdo, que podemos juntar essas equagdes numa sé ao definirmos

o chamado quadripotencial, dado por:
Af = (f,ﬁ) (5.30)
de modo que obtemos:

O AR = —pgJH (5.31)

Por fim, podemos ainda reescrever a condi¢ao de Lorenz, dada pela eq. (5.24), como

um invariante de Lorentz dado pelo seguinte quadridivergente:

- 10 (9
. () = U —
% A+Cat(c)—0<:)6uA =0 (5.32)
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5.3 Tensor de Faraday

Relembrando, nosso objetivo inicial era escrever as equacdes de Maxwell na forma de
quadrivetores. Entretanto, ocorre que nao ¢ possivel escrever os campos E ¢ B como tais, mas
podemos criar, por outro lado, um quadri-tensor de ordem 2 que, de certa forma, “acopla” esses
campos em algo unico. Para tal, vamos utilizar as equagdes (5.14) e (5.16) para descrever as
componentes dos campos em fun¢do das componentes da densidade de quadricorrente.
Comecemos com 0 campo magnético B = V x 4, de modo que, de acordo com as coordenadas

cartesianas, suas componentes sio:

0A, 04,
B, = ——= =0,A% — 0,4% = 034% — 0%A3 5.33
X ay aZ a2 a3 a a ( )
04, 04, 1 3 341 143
— _ — _ - _ - 5.34
y P i d3A d;4 (0°A 0°A4%) ( )
0A, 0A,
=—— = 0,A% — 0,A' = 0%A' — 0142 5.35
Z ax ay 1 2 ( )
onde usamos o fato, devido a convengado (+1,—1,—1,—1), de que J; = -9t parai =1,2,3.

Para o campo elétrico, antes precisaremos reescrever a equagao (5.16) em fungdo das
componentes de A*:

-

S 0A , ,
E=-— <V<p + E) = —(cVA® + cdpA) = —c(VA® + 9, A) (5.36)

onde foi usado que ¢ /c = A% e (1/¢)0/dt = 9,. Assim, as componentes SA0:

E, = —c(8,A° + 9,AY) = —c(3°A! — 914°) (5.37)
E, = —c(8,A° + 0,4%) = —c(d°A% — 92A°) (5.38)
E, = —c(854° + 8,A%) = —c(8°43 — 934°) (5.39)

- —
onde usamos que d, = 8°. De acordo com essas equagdes das componentes de B e E, podemos
entdo perceber o seguinte padrao: cada termo ¢ da forma 0#AY — dvA*, com u,v =0,1, 2,3,
sendo que, para u = v, o termo se anula. Portanto, podemos definir um tensor contravariante

de rank 2 cujas componentes representem os campos, o chamado tensor de Faraday:
FHV = grAY — gVAH (5.40)

Se realizarmos a troca mutua de indices y <= v nessa equagdo, teremos o seguinte:

FVH = gVA* — 0*AY = —(0*AY — 0VA*) = —F*, Ou seja, o tensor de Faraday ¢ um tensor
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antissimétrico, de modo que podemos obter as componentes que faltam tomando o oposto das

componentes que ja temos. Desse modo, a forma matricial desse tensor ¢ dada por:

0 - = - N
C C Cc
E
=~ 0 -B, B
Fvv = Lg (5.41)

Yy

—2 B 0 -B
c z X

E,

-~ _B, B 0
c Y x

Com este tensor, pode-se mostrar, como ¢ feito em Nolting (2017, p. 68), que as

equacdes homogéneas de Maxwell podem ser escritas de forma compacta como
CFBY + 9BFY® 4 gYFaf = (5.42)
e que as equagdes ndo homogéneas podem ser escritas como:
0o F* = poJ® (5.43)

ondea, S,y =0,1,2,3.
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6 NOCOES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL
6.1 Introducio

Com o advento e os aperfeicoamentos do Calculo, diversas areas novas de estudo da
matematica puderam ser criadas, tais como as equagdes diferenciais e seus métodos de
resolucdo, o Calculo Variacional, entre outras. Essas areas mencionadas sao importantes para o
desenvolvimento da Teoria da Relatividade Geral. Contudo, a base a partir da qual podemos
mostrar que vivemos em um espago-tempo curvo quadridimensional surgiu a partir dos estudos
de uma area que foi formulada por matematicos como Monge, Euler, Gauss e Bonnet: a
Geometria Diferencial.

A Geometria Diferencial ¢ de certa forma o desenvolvimento da geometria a partir do
formalismo do Calculo, e representou uma revolugdo na geometria ao mostrar a existéncia de
geometrias ndo-euclidianas, tal como a geometria de Lobachevsky, que define um plano
hiperbolico sobre o qual existem infinitas retas paralelas a uma dada reta, o que nao inclui o
quinto postulado de Euclides, segundo o qual, dado um ponto exterior P a uma reta r
pertencente a um plano, existe somente uma reta v’ que passa por tal ponto e ndo intersecta r.
A Geometria Diferencial lida com a descrigdo de curvas e superficies, tal como a formulagao
de propriedades locais e teoremas globais para elas.

A partir de meados do século XIX, o estudo da Geometria Diferencial recebeu grande
aprofundamento e generalizacdes para espagos N-dimensionais com as contribui¢des do
matematico Bernhard Riemann, o qual formulou sua Geometria Riemanniana. Ademais, entram
em cena Gregorio Ricci-Curbastro e Tulio Levi-Civita com uma insercdo algébrica a Geometria

Diferencial, o chamado Célculo Tensorial, que serd o préximo tema de andlise apds este.

6.2 Curvas

6.2.1 Introducdo

Antes de adentrarmos ao estudo das superficies, devemos voltar a atencdo para as
curvas. Uma curva em R? pode ser definida como um conjunto de pontos (x, y, z) que definem
um traco (a grosso modo, o desenho da curva). Cada coordenada dos pontos da curva pode
ainda ser dado em funcdao de um parametro t, de modo que tenhamos uma curva
parametrizada a(t) = (x(t),y(t),z(t)). Se derivarmos a curva em relagdo ao parametro,
obteremos um vetor que pode ser entendido como a “velocidade da curva” num ponto, isto &,

obteremos a'(t) = (x'(t),y'(t), 2'(t)).
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Como o parametro t pertence a um intervalo que chamaremos de I € R, podemos
também interpretar uma curva como uma aplicagdo a(t): I € R — R3. Uma aplicagido pode ser
entendida como um mapeamento de pontos de um conjunto para pontos de outro conjunto, de
forma analoga a fungdes.

Além de uma curva parametrizada, convém tratar de curvas regulares, que sdo
definidas como curvas a para as quais a’(t) # OvtelcR [2]. Se existe um ponto p
pertencente a curva para o qual @'(t) = 0, este ponto ¢ chamado de singular.

Como se ¢ estudado em Célculo Vetorial, podemos calcular o comprimento de arco s de
uma curva parametrizada ao tomarmos a integral da norma de seus vetores tangentes. Nesse

caso, tomamos o intervalo de integragdo de t' =ty at = t:

t
s= | ll&'(t)Hll dt’ (6.1
to

>/ ! 2 ! 2 ’ 2 1/2
na qual [|l@' ()1l = [(x'(©)” + (y'®©)" + (2 ©®)°] .
Desse modo, podemos parametrizar uma curva também pelo seu comprimento de arco,

isto &, a(t) = a(s), o que geralmente ¢ feito para analisar melhor as curvas e suas propriedades.

6.2.2 Triedro de Frenet

Ao analisar as derivadas de uma curva, podemos obter alguns valores de interesse para
o estudo de seu comportamento em R Seja entdo a curva a(s) = (x(s),y(s),z(s))
parametrizada pelo comprimento de arco. Vamos calcular a derivada primeira da curva: @'(s) =
t, sendo £ o vetor tangente a curva e que define uma reta tangente a esta. Se calcularmos a
derivada segunda, teremos que: @''(s) = £'(s) = k(s)A(s), onde k(s) ¢ a chamada curvatura,
que pode ser entendida como uma medida de qudo rapido uma reta tangente se afasta da curva,
e fi é o versor normal ao vetor tangente. Podemos definir também o versor £ = £/ ||E||, de
maneira que podemos tomar o produto vetorial entre esses versores e definir o chamado vetor

binormal:
b=tAn (6.2)

onde usaremos o simbolo A para representar o produto vetorial. Portanto, obtemos uma base de
vetores ortonormais {,, b} que varia de acordo com o parAmetro do comprimento de arco s,
conforme mostra a Fig. 6.1. Essa base forma um referencial movel, o qual chamamos de

Triedro de Frenet.
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S
>

=

a

Figura 6.1: Triedro de Frenet formado pelos vetores ortonormais £, 7i e b ao longo de uma

curva a. Fonte: autoria propria.

Ainda, se tomarmos a derivada do versor binormal e tomarmos sua norma, obtemos que
||13'(s)|| = 7(s), onde 7(s) ¢ uma grandeza chamada tor¢ao, e que pode ser entendido como
uma medida de qudo rapido o plano que contém os versores £ e i em s, chamado plano
osculador, muda a diregdo de seu vetor normal (b(s)) em relagdo aos planos osculadores

vizinhos.

6.3 Superficies Regulares

6.3.1 Defini¢do

O estudo das superficies regulares, suas propriedades locais e como tais propriedades
influenciam o comportamento global da superficie ¢ o tema central da Geometria Diferencial.
Uma superficie regular em R3, de maneira simples, ¢ uma superficie que nao apresenta
“quebras”, “pontas” ou auto-interseccdes e que ¢ suficientemente suave, de tal modo que
possamos aplicar o Calculo Diferencial sobre ela e, assim, aplicar diferenciagdes em quaisquer
pontos [2]. De um modo mais formal, uma superficie regular em R* € um conjunto de pontos
S < R3 tal que, para todo ponto p € S, existe uma vizinhanga V' a tal ponto e uma aplicacdo
X:U c R? - R tal que X: 1) é uma aplicagdo diferencidvel; ii) possui uma inversa X~ 1:V N
S — U continua (de modo que a superficie S ndo terd auto-intersecc¢des); iii) para todo ponto
q € U, os vetores obtidos da derivada de X em relacdao as coordenadas de g sejam ortogonais
entre si, 0 que garante a existéncia de um plano tangente a S em qualquer ponto p [2]. A Fig.

6.2 ilustra como uma superficie regular ¢ formada a partir da aplicagdo de um tal X (que
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satisfaca as condicdes estabelecidas) sobre um conjunto U. Dizemos que tal aplicagdo ¢ uma

parametrizag¢ao da superficie.

=8

Figura 6.2: Exemplo genérico de uma superficie regular S obtida de uma

aplicagdo X (u, v) sobre um conjunto U. Fonte: autoria propria.

As linhas sobre a superficie na Fig. 6.2 representam curvas coordenadas, que sdo obtidas
ao tomarmos uma das coordenadas no sistema do conjunto U € R? como constante e assim
obtermos retas em U. Como exemplo, sejam as coordenadas u e v, de modo que temos uma
aplicagdo X(u,v). Se tomarmos v = v, em U, teremos uma reta em U sobre a qual, se
aplicarmos X, obteremos uma curva coordenada sobre S, como mostram as curvas em destaque

na Fig. 6.2.

6.3.2 Planos tangentes

Para trabalharmos com diferenciagdes sobre a superficie S, ¢ de suma importincia a
existéncia de um plano tangente a cada ponto p € S, o que é garantido pela tltima condi¢ao
imposta a aplicagdo X comentada anteriormente. Assim, dado um ponto p € S, existe um plano
tangente a S em p, denotado por T,,S, o qual contém todos os vetores tangentes a S em p. Dada
uma parametrizagdo X(u,v) e um ponto q € U, obtemos uma base de vetores ortogonais
(devido a condigdo iii imposta a X) em p = X(q) dada por {0X(q)/0u,0X(q)/0v} =
{)?u(q),)?v (@)}, onde foi utilizada a notagao )?u e )?v para representar a derivada parcial em

relagdo a u e v, respectivamente. Tal base ¢ chamada de base associada a X. Assim, um vetor

w(t) = E'(t) tangente a S em um ponto X(q), onde B(t) = (u(t),v(t)) ¢ uma curva regular
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pertencente a S, pode ser representado nessa base por w(t) = u'(¢)X,, + v'(t)X,. Um exemplo

disso ¢ mostrado na Fig. 6.3 abaixo.

Figura 6.3: Plano tangente T,,S num ponto p de uma superficie S e um vetor tangente qualquer

w em p. Fonte: autoria propria.

Por fim, através do produto vetorial entre os vetores da base associada num ponto p €
S, podemos definir um vetor unitario normal (N) ao plano tangente:

N =

X, AX, 63)
X, A X, '

1% A X

6.3.3 Primeira forma fundamental

Ap6s definido o plano tangente, ¢ natural definirmos um produto interno sobre ele, o
qual ¢ induzido pelo produto interno do R? e denotado por ( , ). Assim, dados dois vetores W,
W, € T,S, o produto interno entre eles ¢ dado por (W, W,),,. Com isso, dado um vetor W € T,S,

definimos uma forma quadratica chamada primeira forma fundamental I,,: T,S — R dada por:
I, (W) = (W, w), = [|wW||? (6.4)

A primeira forma fundamental ¢ uma forma de mostrar como o produto interno natural
do R? ¢ extraido pela superficie S. Ademais, o significado de sua importancia vem do fato de
que podemos realizar medidas de comprimentos, angulos e dreas sem nos referenciar ao R3,
mas somente a superficie em si.

Reescrevendo o vetor W na base associada a X, podemos escrever a primeira forma

fundamental num ponto p = X (uy, vy) como:
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L, (W) = (W, W), = (W (OX, + v (OX, ,u' ([OX, + v ([OX,), = .
L. Lo 5
= (W' ()X, Xy)p + 20 OV (K, X))y + 0" () HX,, XLy

Assim, dessa equagdo, definimos os chamados coeficientes da primeira forma

fundamental:
E (ug, Vo) = (X, Xo)p (6.6)
F(uo, vo) = (X, X,)p (6.7)
G(uO'UO) = <)?v,)?v)p (6.8)

e com eles podemos reescrever a eq. (6.5) como:
L (W) = IWO)II* = E (1)) + 2Fu' (v (1) + G’ (1)* (6.9)

Se tornamos o ponto p varidvel, entdo os coeficientes tornam-se fungdes das
coordenadas u ev: E = E(u,v),F = F(u,v) e G = G(u,v).

Com os coeficientes da primeira forma fundamental, podemos agora determinar
algumas grandezas sem fazer referéncia ao R*. Comecemos com o comprimento de arco de

uma curva a(t) dado pela eq. (6.1):

t t
s= [ ll@'@®lldt= | W'l dt =
to to

(6.10)

t
- J \/E(u’(t))z + 2R (D' (1) + G(v' (£)2 dt

Agora, sejam os vetores X, € X, que formam a base associada de X. Por meio da

definicao do produto escalar entre dois vetores, podemos calcular o Angulo ¢ entre eles como

segue:
_ (XX F L (F
o =iy~ v 0 () ®1

Logo, o angulo entre os vetores da base ¢ igual a 90° (de modo que temos uma base
ortonormal) somente quando F = 0 (quando isso ocorre para todo ponto X(q) € S, temos que
X ¢ uma parametriza¢do ortogonal). Por tltimo, sabemos do Célculo Vetorial que a area da

superficie de uma fun¢do f(x,y) numa regido U < D(f) ¢ dado por:

A =ff ||%/\%”dxdy (6.12)
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Assim, de modo analogo, podemos calcular a area A(S;) de uma regido S; € S de uma

superficie regular S através do produto vetorial entre os vetores da base associada de X (u, v):
A(Sy) = ﬂ”)?u A X, ||dudv (6.13)

L L2 L 205 02 s -
Porém, utilizando a identidade ||Xu AXv” = ||Xu|| ||Xv|| — (X, ,X,)?, reescrevemos

aeq. (6.13) como:

A(Sy) = ff J||;?u||2||;?v||2—<;?u,;?v>z dudv = jf JEG—Fdudv  (6.14)

6.4 Aplicacao de Gauss e Curvatura Gaussiana

De modo analogo ao que foi feito para curvas, onde encontramos a grandeza de

=11

curvatura definida a partir de ||@”'(s)|| = k(s) para uma curva a(s), sera deduzida uma
grandeza que representa o quanto o vetor normal de um plano tangente T, S varia em relagdo a
planos tangentes vizinhos. Para tal, fazemos uso de uma importante aplicacao que leva em conta
tais vetores normais: a Aplicacdo de Gauss. Antes de apresentd-la, devemos saber em quais
superficies ela ¢ definida.

Seja uma superficie regular S. Se podemos calcular um vetor normal unitario N a ela
para todo ponto p € S, entdo a aplicacdo N: S — R?* é uma aplicagdo diferenciavel que associa
a cada ponto p da superficie um vetor normal unitario em p, e assim N ¢ dito ser um campo
diferenciavel de vetores normais unitarios em S. Ademais, se uma superficie S admite um tal
campo que seja ainda definido V p € S e continuo em toda a superficie, dizemos que essa € uma
superficie orientavel [2]. Um exemplo de superficie ndo-orientavel ¢ a faixa de Mdbius pois,
para um mesmo ponto p contido numa curva fechada da superficie, se definirmos em p um
vetor normal num dado sentido e percorrermos tal vetor ao longo da curva até retornar a p
novamente, temos que esse vetor normal acaba sendo oposto ao primeiro.

Podemos, entdo, definir a Aplicagdo de Gauss: seja S uma superficie com orientagio N
e S? a superficie de uma esfera unitaria; a aplicagio N:S — S* toma os vetores normais de S
em S, conforme ilustra a Fig. 6.4 (cabe se atentar que N representa a aplicagdo e que N

representa o campo de versores normais a superficie e também sua orientacao).
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SZ
Figura 6.4: Exemplo da Aplicacdo de Gauss N sobre uma superficie S. Perceba que cada vetor normal

correspondente mantém a diregdo em ambas as superficies e que, em S?, todos

sdo colineares a retas que interceptam a origem da esfera. Fonte: autoria propria.

Agora, pensando numa curva @ C S que possui curvatura k num ponto p, € seja 0 versor
N normal a superficie em p, podemos definir a chamada curvatura normal k,, da curva a em p
como sendo a projecao do vetor k7l sobre o versor N. Isto é, se N e kil formam um angulo 6

entre si, temos que k, = k cos(0), como ilustra a Fig. 6.5.

(04

Figura 6.5: Curvatura normal de uma curva ¢ C S num ponto p como

o produto escalar entre N e k#i. Fonte: autoria propria.

Ademais, podemos definir uma outra forma quadratica relacionada ao diferencial do

vetor normal N numa dada direcdo e que, como veremos, resulta na curvatura normal. Assim,
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seja um vetor tangente & superficie S num ponto p, dado por ¥ € T},S, e dﬁp o diferencial de N

no ponto p. Defini-se a chamada segunda forma fundamental como:
I, = —(dN,(¥) , V) (6.15)
Se tomarmos uma curva a(s) e tomarmos N (s) restrito a ela, teremos que N L @', pois
@'(s) é o vetor tangente ¢ N o vetor normal a curva. Assim, podemos obter o seguinte ao
tomarmos a derivada do produto escalar entre N e @' (s):

% >/ — i N o = N’ a'
(N(s),@'(5)) = 0 & —AN(s),d'(s)) = 0 = (N'(s) , &' (s)) + (6.16)

+(N(s),ad"(s)) = 0 = (N'(s) @ (s)) = —(N(s),a"(s))
Assim, seja o vetor ¥ = @'(0), em que @ é uma curva a(s): (—¢, &) - S, temos que:
11,(5) = ~(dN, (), 3) = ~(d,(&'(0)) & (0)) =

_ R (6.17)
—(N'(0),a'(0)), = (N(s),a"(s))

Agora, utilizando o fato que a''(s) = k(s)7(s), chegamos enfim a seguinte conclusio:
I1p () = (N(s) , k()A()), = k()N(s) , AA(s)) = kn (6.18)

Portanto, a segunda forma fundamental possibilita uma maneira de medir a curvatura
normal de uma curva @ tangente a um vetor U € T,,S num ponto p da superficie. Logo, dado
um ponto p € S, falamos que podemos obter a curvatura normal para uma dada direcdo em p.
Assim, num ponto p de uma superficie regular, ¢ possivel obtermos valores extremos para a
curvatura normal ao longo de uma dada dire¢do. Chamaremos o valor maximo de k; € o minimo
de k;, cujas diregdes ao longo das quais eles aparecem sdo dadas pelos versores &, € T,,S €
é, € T,,S, respectivamente, sendo chamadas de dire¢des principais em p [2].

Agora, cabe mencionar que o diferencial dlvp pode ser visto como uma aplicagdo linear
que, aplicada a um vetor, obedece a uma equacgdo de autovalor-autovetor. Isto ¢, seja um vetor
U € T,S, temos que dﬁp (¥) = Av, pois aplicando a segunda forma fundamental a dﬁp, temos
que I1,(¥) = —(dN,(¥) , ¥) = —(A¥, V) = —A(¥, ¥) = —A, de modo que —1 = k,, conforme
a eq. (6.18). Com isso, ¢ possivel mostrar que existe uma base ortonormal de autovetores
{é,,é,} que diagonaliza dﬁp em autovalores que sdo os extremos da curvatura normal em p,

ou seja, tal que dﬁp(él) =—k,é e dIVp (é;) = —k,é,. Desse modo, temos que:
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dN, = (‘é‘l _(]’(2) (6.19)

Assim, finalmente podemos apresentar a curvatura Gaussiana K de uma superficie num

ponto p. Por defini¢ao, ¢ dada como:
K = det(dN,) = kik, (6.20)
Ademais, definimos a curvatura média H num ponto p € S como:

ki+k,
2

1 _
H= —ETr(de) = (6.21)

6.5 O Teorema Egregium de Gauss

Neste topico, falaremos sobre um dos mais notdveis e importantes teoremas da
Geometria Diferencial: o Teorema Egregium de Gauss. Para tal, devemos antes fazer uma
primeira introducdo bésica aos chamados simbolos de Christoffel.

Por hora, devemos entender que, para os nossos propositos nesta secao, um simbolo de

Christoffel do tipo [}lk significara a componente em i da derivada de um vetor de base é; em

relagdo a coordenada x* do sistema de coordenadas. Desse modo, para todo ponto p pertencente
a uma superficie regular S parametrizada pela aplicagdo X (u, v): U € R* - S, definiremos um
Triedro de Frenet composto pelos vetores de base {)?u,)?v, N} em p, e poderemos calcular as
derivadas desses vetores de base em relacao as coordenadas u e v em fungao dos simbolos de

Christoffel como segue:

Xy =T X, + T3 X, + LN (6.22)
Xpo = ThX, +T5X, + L,N (6.23)
X =TEX, + TAX, + LN (6.24)
Xpu = TLX, + TAX, + ;N (6.25)
N, = a1 X, + az, X, (6.26)
N, = a, X, + a,,X, (6.27)

onde Ly, L,, L3 € L3 sio constantes. Ocorre que os simbolos de Christoffel sio simétricos em
relacdo aos indices covariantes, ou seja, jik = F,i j» de modo que as equagdes (6.24) e (6.25) sdo
iguais. Queremos agora isolar os simbolos de Christoffel. Para isso, podemos tomar o produto

interno das equagdes (6.22), (6.23) e (6.24) em relagdo a )?u e )?,,. Cabe antes observar que
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d - - - - - - - -
d_u<XurXu> =E, & <quXu> + <Xu:qu) =FE, < Z(qu'Xu) =Ey, (6'28)

como exemplo, pois o produto interno ¢ comutativo. Agora sim, realizando os produtos internos

mencionados, obteremos os trés sistemas lineares seguintes:

TLE +TAF = (Xyu X)) = Ey/2 (6.29)
TLF+T346 = (X, X,)=F, —E,/2 (6.30)
TLE +TAF = (X, X,) = E,/2 6.31)
TLF +T36 = (X, X,) = G, /2 (6.32)
[LE 4+ TF =(X,,,X,)=F, — G,/2 (6.33)
[ F +T56 = (X, X,) = Gy /2 (6.34)

Logo, ¢ possivel encontrar os simbolos de Christoffel conhecendo somente os
coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas.

Uma vez obtidos os simbolos de Christoffel, pode-se demonstrar, como feito em Carmo
(2012, p. 280), que a curvatura Gaussiana pode ser calculada através dos simbolos de Christoffel

na chamada formula de Gauss:
1 2 2 2 2 2 12 12 12
K= B [(T1)y — (Ti2)w + Tii 155 — Tial0 + T Iy — TR 1] (6.35)

Essa formula possui um significado profundo dentro da Geometria Diferencial, sendo
uma prova do Teorema Egregium de Gauss, segundo o qual a curvatura Gaussiana K de uma
superficie ¢ uma propriedade intrinseca a superficie. Ou seja, podemos calcular K somente com
os coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas, que culminam nos simbolos
de Christoffel, e assim ndo ha necessidade de fazer mencao ao espago do R?. Isso representa um

marco do que podemos chamar de geometria intrinseca.

6.6 Derivada covariante e transporte paralelo

Os assuntos tratados agora serdo brevemente apresentados sob uma perspectiva
geométrica, mas serdo retomados mais a frente sob uma perspectiva algébrica através do
Célculo Tensorial.

Comecemos entdo com a ideia de derivada covariante. A derivada covariante de um

vetor tangente a uma superficie S pode ser pensada como a taxa de variacdo de tal vetor como
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“vista por alguém inserido em S”, isto ¢, de maneira intrinseca a superficie, de modo que
devemos tomar somente vetores tangentes a superficie (essa idéia podera ficar mais clara ao
retomarmos o assunto em Calculo Tensorial). Assim, seja uma curva a(t) e seja um vetor
tangente a ela W(t) € T,,S num ponto p de S. A derivada covariante de W(t), geometricamente,
¢ definida como a projecao da derivada desse vetor em relagdo ao parametro t sobre o plano

tangente 7,5, e ¢ denotada por Dw(t)/dt. A Fig. 6.6 ilustra esse caso.

Figura 6.6: Exemplo de derivada covariante de um vetor W(t) € T,S numa superficie S.

Fonte: autoria propria.

Se tomarmos um campo de vetores restrito a uma curva a(t) e tangentes a superficie S
dado por w(t) e escrevé-lo na base associada a X (u, v), teremos que W(t) = a(t))?u + b(t))?,,,
onde a e b sdo as componentes em fungdo de t. Desse modo, tomando a derivada em relagdo a

t, obtemos:

dw = 4 - - - -
i a(Xyuu' + Xuv') + (Xt + Xppv') + a'Xy, + b'X, (6.36)

Como DW/dt ¢é a proje¢do de dw/dt sobre o plano tangente T,S, temos que, para
realizar tal proje¢do, basta escrever X,,,,, X, € Xy N2 €q. (6.36) utilizando as equagdes (6.22),

(6.23) e (6.25), respectivamente, mas desconsiderando a componente normal N. Assim,

podemos obter a derivada covariante também em fun¢@o dos simbolos de Christoffel [2]:
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@ = (a’ + Tau' +TLav' + T bu' + T bv’))? +
dt 11 12 12 22 u (6.37)

+ (b’ + T3 au’ +Tav’ + T5bu' + T5bv)X,
Agora, para definirmos o conceito de transporte paralelo, vejamos primeiramente o
conceito de paralelo: seja uma curva parametrizada y(t); se um campo de vetores w(t)
composto a essa curva for tal que Dw(t)/dt = 0 para todo t, temos que w(t) representa um

paralelo, ou um campo de vetores paralelos. Um exemplo disso pode ser visto na Fig. 6.7

abaixo.

Y

Fig. 6.7: Exemplo de um campo de vetores paralelos

W numa curva plana y. Fonte: autoria propria.

Com isso, seja um campo de vetores paralelos W(t) composto com uma curva
parametrizada a(t):] — S e sejam os vetores Wy = W(tg) € Tyt,)S € Wy = W(t1) € Toe))S.
Dizemos que o vetor W, ¢ o transporte paralelo de W, ao longo de a no ponto a(t;). O
transporte paralelo ¢ de grande significancia para definir se uma dada superficie possui
curvatura e para comparar vetores num espago curvo. Como exemplo, podemos tomar a
superficie S* de uma esfera unitéria e um vetor W, localizado num dos pdlos e pertencente a
superficie tangente a S no pélo; se tomarmos uma curva fechada a(t): I - S?, com t € [t,, t;],
regular por partes tal que ela seja composta por 1/4 de grande circulo, 1/4 de equador e 1/4 de
outro grande circulo, como mostra a Fig. 6.8, e quisermos fazer o transporte paralelo do vetor
W, ao longo de toda a curva, mantendo o mesmo angulo 6 entre W, e os vetores tangentes a
curva a(t) em cada ponto, obteremos ao final o vetor w;, que acaba sendo diferente do vetor
inicial wy,. A curvatura pode ser entdo entendida como um efeito que provoca essa diferenga de

diregdo entre os vetores W, e w; apds realizado o transporte paralelo.
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Figura 6.8: Exemplo de transporte paralelo ao longo de uma curva

a(t) numa superficie S?. Fonte: autoria propria.

6.7 Geodésicas

Num plano, a curva de comprimento minimo que conecta dois pontos ¢ dada por uma
reta que intersecta tais pontos. Assim, numa superficie regular qualquer, ¢ natural se perguntar
qual curva cumpriria 0 mesmo papel de uma reta no plano. Tal curva é chamada geodésica.
Como exemplo, podemos tomar novamente a superficie S* de uma esfera unitéria. Temos que
quaisquer dois pontos dessa superficie podem ser conectados com distancia minima por uma
curva que pertence ao grande circulo que intersecta tais pontos, ou seja, os grandes circulos sao

as geodésicas da superficie esférica, como ilustra a Fig. 6.9.

Figura 6.9: Geodésicas numa superficie esférica. Fonte: autoria propria.
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Utilizando o conceito de derivada covariante, pode-se mostrar que uma curva y(t): [ —
S ¢ uma geodésica se seu campo de vetores tangente ¢ um campo de vetores paralelos, ou seja,
se a derivada covariante de seu campo de vetores tangentes ¢ nula: Dy‘(t)/dt = 0.

Um tratamento algébrico sera dado mais a frente as geodésicas quando falarmos sobre

Calculo Tensorial.

6.8 Variedades Riemannianas

As superficies e os estudos que fizemos sobre elas até o momento, se prestado atengao,
dependem basicamente da possibilidade de realizarmos diferenciagdo e definirmos um produto
interno no nosso conjunto S, que ¢ a superficie. Assim, assegurando a diferenciabilidade e o
produto interno a um dado conjunto, podemos deixar de fazer mengao ao espaco do R? para
definirmos as chamadas superficies abstratas. Algo interessante sobre tais superficies € que,
quando tentamos fazer a imagem delas no R? através de uma opera¢do chamada imersao, elas
geralmente possuem auto-intersegdes, tal como ocorre com a Garrafa de Klein, por exemplo.

Contudo, um conjunto particular das superficies abstratas nos chama maior atengao: as
variedades Riemannianas de dimensao 2. Elas sdo definidas como superficies abstratas S para
as quais ha a definicdo de uma métrica Riemanniana, que ¢ basicamente a definicdo de um
produto interno diferenciavel nos planos tangentes a S em qualquer ponto p € S. Isto &, seja

uma parametrizagdo X: U(u, v) — S, definimos as fungdes:

E(u,v) = <%,%> (6.38)
F(u,v) = <%'aa_v> (6.39)
Gu,v) = <:—v,:—v> (6.40)

que sdo analogas aos coeficientes da primeira forma fundamental que estudamos e onde as
derivadas parciais em relagdo as varidveis u e v sdo vistas como operadores que serdo aplicados
auma parametrizacdo X e retornardo vetores. Podemos aplicar todos os conceitos estudados até
agora em superficies regulares, tais como Curvatura Gaussiana, derivadas covariantes,
transporte paralelo e geodésicas as variedades Riemannianas bidimensionais.

Porém, algo ainda mais interessante, e que ¢ de fato utilizado na Teoria da Relatividade
Geral, ¢ uma generalizacdo dessas superficies Riemannianas para N dimensdes, a chamada

variedade Riemanniana N-dimensional M. De modo semelhante ao que fizemos para 2
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dimensdes, dizemos que M ¢ munida de um produto interno diferencidvel em cada espago

tangente T, M, para todo p € M, de modo que temos o chamado tensor métrico, definido por:

= 0 9 6.41
gij = aui'auj (6.41)

comi,j=12,...,N.

As ideias desenvolvidas no estudo das superficies regulares anteriormente, embora
sirvam de importante base tedrica, ndo sdo tdo aplicaveis diretamente as variedades
Riemannianas N-dimensionais M, para N > 3, necessitando de uma formulagdo mais rigorosa

obtida através do Calculo Tensorial, como veremos ao longo das se¢des seguintes.
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7 NOCOES DE CALCULO TENSORIAL

Como visto na secao 2.1, tensores sao objetos matematicos invariantes por mudancas
de sistemas de coordenadas. Eles sdao objeto de estudo do chamado Calculo Tensorial, area da
matematica desenvolvida por matematicos como Riemann, Ricci e Levi-Civita [3]. Agora,

iremos explorar o formalismo do Célculo Tensorial mais a fundo.

7.1 Tensores

7.1.1 Tensores de rank 0: Escalares

Escalares sdo grandezas por si s invariantes sob mudangas de sistemas de coordenadas
num mesmo referencial, independendo da base vetorial utilizada para descrever o sistema de
coordenadas, haja vista que a temperatura num ponto do espago deva ser a mesma medida para
qualquer sistema de coordenadas, por exemplo. Cabe destacar que isso ¢ valido para um mesmo
referencial pois, no caso de referenciais inerciais a diferentes velocidades um em relagdo ao
outro, por exemplo, devemos usar as transformagdes de Lorentz para descrever escalares como
intervalo de tempo e comprimento, de modo que tais escalares possuem diferentes valores para

diferentes referenciais.

7.1.2 Tensores de rank 1: Vetores

Um vetor € um tensor de ordem 1, pois ¢ definido por um tnico indice. Como exemplo,
um vetor do plano cartesiano pode ser representado por V' = (V1,V?), sendo V! e V! as
componentes de V sobre os eixos coordenados. Tais componentes, num sistema cartesiano, sao
obtidas ao projetar o vetor sobre os eixos. Porém, ndo precisamos sempre trabalhar com um
sistema cartesiano ortogonal como este. Podemos utilizar, ao invés, sistemas cujas bases sao
vetores ndo ortogonais entre si que formam um sistema obliquo de coordenadas. Um vetor V
pode ser representado por V = V'e;, com suas componentes contravariantes, ou por V = V;e',
com suas componentes covariantes. Sejam os sistemas de coordenadas X (x) e X (&%), as leis
de transformagdo desse vetor em sua forma contravariante ¢ covariante sao dadas,

respectivamente, por

_. 0kt
Vi=v]— 7.1
77 (7.1)

e por
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_ dxt
V=V (72)

7.1.3  Tensores de rank 2

Um tensor de rank 2 pode ter seus dois indices contravariantes, covariantes ou um de
cada, isto ¢, ele pode ter os ranks (2,0), (0,2) ou (1,1), sendo assim representado,
respectivamente, por T, T; jou Tji num sistema de coordenadas X (x*). O tensor da forma Tji ¢
um exemplo de tensor misto, pois possui indices tanto contravariantes como covariantes. Sejam

os sistemas de coordenadas X(x!) e X(ix'), a lei de transformacdo desses tensores é dada,

respectivamente, por:

_ dx' ox/
TU = Tpa _—__"_ 7.3
dxP dx4 (7.3)
_ dxP 0x1
" =Toa 55 937 79
. ox' x4
i 22 T8 7.5
=1 oxP dx/ (7:5)

7.1.3.1 Tensor métrico

O tensor métrico, ja apresentado brevemente na se¢ao 2.1.4, possui informacgdes sobre
como realizar medidas de comprimento num dado sistema de coordenadas adotado num dado

espago. No caso do tensor métrico covariante g;;, cada componente sua € calculada a partir do

produto escalar entre os vetores de base g; de um dado sistema de coordenadas, isto é:
9ij = 9i" 9j (7.6)

O tensor métrico contravariante g¥ é obtido da mesma forma ao realizar o produto
escalar entre seus vetores de base g'. Ocorre que podemos obter as componentes do tensor
métrico contravariante ao tomar o inverso das componentes do tensor métrico covariante, isto
& g” = (gi)™"

Como o produto escalar ¢ comutativo, temos que o tensor métrico € simétrico, isto ¢&:

gij = 9ji (7.7)

Se o sistema de coordenadas adotado ¢ ortogonal, temos que o tensor métrico ¢ diagonal,

tendo em vista que, nesse caso, g; - g; = §;;. Como exemplo, seja 0 espago euclidiano E3;
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temos entao que os tensores métricos para coordenadas cartesianas (x, y, z), cilindricas (7, 6, z)

e esféricas (7, 8, ¢), onde ¢ ¢ o angulo azimutal, sdo dados, respectivamente, por:

1 0 O
gi;=(0 1 0 (7.8)
0 0 1
1 0 O
gij = 0 % 0 (7.9)
0 0 1
1 0 0
9ij =10 r? 0 (7.10)
0 0 r’sen’s

7.1.4  Tensor de rank (m,n)

Seja um tensor T = [7}111;22;;"] representado num sistema de coordenadas X(x'). Se

quisermos representa-lo num sistema de coordenadas X (x'), sua lei de transformagio é dada

por:

.1—-.i1i2...l'm P1D2--Pm fil fiz fim_l fim X1 xz - xn-1 xn (7 11)
Jizedn T " 4142-dn xP1 xP2 " xPm-1 xPm i1 )2 T xin-1 i¢in '

7.2 Operacdes basicas com tensores

7.2.1 Soma e subtra¢do

. _ raljk.. — [pUVW...
Sejam os tensores A = [Aj,,, ] € B = [Byy,’ "] de mesmo rank (a, b). Temos que a
soma ou subtragdo entre eles resulta num tensor de mesmo rank cujos componentes sdo obtidos

ao somar ou subtrair os componentes de cada tensor com mesmos indices, isto ¢€:

_ _ afy... afy..| _ afy...
C—AiB—pWﬁi%MF-{%%m (7.12)

7.2.2  Produto tensorial

: — | gtaizim — [pP1P2--Dr
Sejam os tensores A = [Ajljz---jn e B= [BQ1QZ---QS] de ordem (m,n) e (r,s),

respectivamente. O produto tensorial entre eles € obtido ao realizar todas as combinagdes
possiveis de produto entre as componentes de A ¢ B, de modo que obtemos o seguinte tensor
de ordem (m+r,n + s):

i109...0 DDy D. iliz---imP1P2---P
C=A®B =|anghtr| =[c | 1
® Jodn 41995 JJg-dnd1924 (7 3)
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7.2.3  Contra¢do de um tensor

. iqig..i . 1. )
Seja um tensor A = [Aji ]z ]’:] de rank (m, n). Sua contragao é obtida ao tomarmos dois
indices, um contravariante € um covariante, como iguais, isto ¢, i, = j, = k. Assim, devemos
utilizar a convengdo do somatorio de Einstein € somar os N termos ao longo de i, = j, =

1,2,3,...,N, onde N ¢ a dimensdo do tensor. Desse modo, obtemos o seguinte tensor de rank

(m —1,n — 1) como resultado dessa contragdo:

i1ir..K...0 i1ip..1...0 i1ip..2...10 i1ip...N...L i1i9 .0
T = [A‘.l‘.z m] = A2 letm g ptttzeeledn oy Atk m [T,l 2 .m] 714
Jipkedy Jidgeledy Jifge2edy JiJp Ny, JiJpdy ( )

7.2.4  Divergente de um Tensor

Seja um tensor 4 = [AE;;;’:] de rank (m, n) e o operador diferencial d,. O divergente
de A em relagdo ao indice p € obtido ao realizar a contragdo de um dos indices de A com o
indice p de d,, de modo que obtemos um tensor de rank (m — 1,n) ou (m,n — 1). O mesmo

ocorre para o operador Dy, que serd apresentado na se¢do 7.3.3.

7.3 Derivada covariante

7.3.1 Defini¢do

Como visto anteriormente quando foi tratado da Geometria Diferencial, a derivada
covariante de um vetor pertencente ao plano tangente de uma superficie num ponto era a
projecao da derivada desse vetor sobre o plano tangente, ou seja, € a derivada “como vista da
superficie” sem que seja necessario sair dessa superficie ou de seu plano tangente para descrever
tal derivada. Porém, dependendo do sistema de coordenadas utilizado para descrever tal vetor,
podemos obter diferentes derivadas para ele. Como exemplo, seja os campos de vetores U(t) =

u®(t) e ¥(t) = v#(t) definidos em R?, dados em coordenadas polares e ilustrados na Fig. 7.1.

y

o

=)

Figura 7.1: Campos de vetores 1 (t) e ¥(t) descritos em coordenadas polares como exemplo de

variancia da derivada em relacdo a diferentes sistemas de coordenadas. Fonte: autoria propria.
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Conforme mostra a figura, temos que o vetor ¥ = uX(t) é constante em modulo e
direcdo, mas ¢ variavel segundo as coordenadas polares, pois sua componente radial muda. Por
outro lado, o vetor ¥ = v#(t) possui modulo constante e dire¢des radiais diferentes, sendo visto
como constante pelas coordenadas polares, mas variando de acordo com as coordenadas
cartesianas. Assim, a derivada desses vetores esta diretamente relacionada ao sistema de
coordenadas utilizado para descrevé-los. Isso mostra a necessidade da formulacao de uma
derivada que seja igual para quaisquer sistemas de coordenadas, que ¢ o objetivo da formulagao

de uma derivada covariante.

7.3.2  Derivada dos vetores de base e Simbolos de Christoffel

Sejam o sistema de coordenadas cartesiano X'(x') e o sistema de coordenadas
curvilineas X' (&%) cujos vetores unitarios de base sdo e; e g;,comi = 1,2, 3, respectivamente.
Sendo vetores unitarios, podemos dizer que g; sdo a expressio dos vetores e; na base X', de

maneira que, aplicando a lei de transformacao dos vetores, temos que:

ox’
e de modo contrario para expressar e; em termos dos vetores da base curvilinea:
axk
= 7.16
e = 559k (7.16)
Derivando g; em relagdo a X', temos que:
(')gi axj
=— e (7.17)
dxt oxtoxt
na qual podemos substituir e; por sua expressio na eq. (7.16) e obter:
. ik j
dg; 0x* Ox (7.18)

9L~ ox) oxiox I
Ou seja, podemos escrever a derivada de um vetor de base em coordenadas curvilineas

em funcao dos vetores de base desse mesmo sistema, de modo que isso representa uma derivada

covariante. Definimos entao os simbolos de Christoftel [3]:

y dxk dx/

k20 70 7.19
U 9x) xiox! (7.19)

com os quais podemos reescrever a eq. (7.18) na seguinte forma linear:
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09,
a—l‘ T gk (7.20)

Cabe observar que, devido ao teorema de Schwartz, ao realizarmos a troca mutua de

indices i <= j na eq. (7.19), teremos o mesmo resultado, isto ¢:
L =T (7.21)

pois a ordem da derivagiio em relacio a ¥ ou X' ndo altera o resultado.
De modo semelhante, pode-se mostrar que a derivada covariante de um vetor de base

contravariante ¢ dado por:

ag'
Fr ~Tig" (7.22)

onde os simbolos de Christoffel I}; podem ser obtidos da eq. (7.19) ao realizar a troca miitua
de indices i < k.
Para explorarmos melhor os simbolos de Christoffel, consideremos escrever os vetores

de base do sistema de coordenadas curvilineas em sua forma contravariante: g; = g;;g’.

Derivando ambos os lados dessa equacdo em relacdo a x!, temos que:
b

ag; N_ 09 g’
ax ~ o7 9u9') = Gzr 9’ + g e 729

Aplicando as equagdes (7.20) e (7.22) aos termos dessa equagdo, obtemos:
kA _ 99 ; j ok (7.24)
L gk = w9~ 9ijl,9 .
Aplicando o produto escalar com g™ de ambos os lados dessa equagao, ficamos com:
k m _ agij j. am Fj k., m (7.25)
Figk 9" =279"9" — 919" " 9 :

onde podemos utilizar o fato de que g; - g’ = 6ij eg'-g’ = gY eescrever

agu agu

rfop = -1 g™ = gyTig*™ S T = = g™ — gy Tg*™ (7.26)
Multiplicando essa expressao por gop:
d29i : ;
Imp 0= Py llj gmpg]m - gijrlilgmpgkm

09ij i i
Implil' = 9zl 51; - gijrlgﬁzl)c
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m agip

Impli =ﬁ_gijrél
m j _ 99 7.27
Implil +gijrpl = 97! ( . )

Agora, realizando duas vezes de forma consecutiva a permutagao ciclica dos indices p,

i el naeq. (7.27), obtemos as duas expressdes seguintes:

. 0gyu
Imilly + gy, = P (7.28)
Gl + 9piT = —af”i’ (7.29)

Multiplicando a eq. (7.27) por —1/2 e as equacgdes (7.28) e (7.29) por 1/2 e somando,

temos:

1 ; 1 , 1 .
—3 (gmpTl* + 9iT5) + > (gmilly + 9yTy,) + > (gmil5t + gp;T3) =

__199p  199u 199
2 0% ' 20xP ' 2 9%

(7.30)

Realizando a troca de indice dummy j — m e utilizando as simetrias do tensor métrico

e dos simbolos de Christoffel dados pelas equagdes (7.7) e (7.21), respectivamente, obtemos:

1 1 1
- E (gmprirln + gimrgrll) + E (gimrgrll + glmri;')l) + E (glmrigl + gmprgln) =

7.31
B l<agpl N 99 agip) (7.31)

oxt  9xP  dx!

2

onde podemos cancelar maioria dos termos do lado esquerdo da equacao, resultando em:

pm _ 1(09p  99u _ 99
Gmlip =7\ 970 " axp oz

(7.32)

Por fim, podemos multiplicar ambos os lados dessa equacio por g'¥ e, assim, tomar o

delta de Kronecker 6% resultante no lado esquerdo da equacdo, obtendo entdo:

e 9" <6gpz dgu agip)

ox. ' 9xP  ox (7.33)

Por fim, realizando as trocas de indices p — j e k «= [ somente para uma disposi¢do

mais ordenada dos indices, temos:
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kl79g: 0g.; 009;i
re =9 (2, %9k _ 29y (7.34)
J 2 \oxt  o0x/ Oxk
a qual representa os simbolos de Christoffel do 2° tipo em termos das componentes do tensor

métrico e suas derivadas. Temos ainda que o termo em parénteses representa os chamados

simbolos de Christoffel do 1° tipo:

(7.35)

r _1(0gjx  0gii 09
Uk =2\ axt "~ ox/ oxk

7.3.3 Derivada covariante de tensores

Agora que vimos como surgem os simbolos de Christoffel, podemos usé-los para chegar
a expressoes para a derivada covariante de tensores. Como feito na se¢do 6.6, representaremos
a derivada covariante pelo operador D /dx* = D,,, onde x* ¢ uma coordenada qualquer.

Primeiramente, temos que a derivada covariante de um escalar ¢ igual a derivada parcial
desse escalar, pois um escalar independe do sistema de coordenadas utilizado. Assim, vamos
calcular entdo a derivada covariante de um vetor contravariante u = u'g;. Derivando em

relagdo a uma coordenada x*, temos o seguinte:

d .
axk = ok (W9 = grg tu (730
Utilizando a eq. (7.20), onde trocamos X por x, nessa equagao, temos que:

ou ou' o
— J
P (77

e realizando a troca mutua de indices dummy i <= j do segundo termo a direita, podemos

colocar g; em evidéncia:

ou _(out .
Ik = m'l‘u Uik ]9, (7.38)

onde o termo entre parénteses, que difere da derivada parcial dos componentes u' somente, ¢ a

derivada covariante das componentes u':

ui L
1 9

Realizando o mesmo passo-a-passo para o vetor covariante u = u; g', mas utilizando a

Dkul =

eq. (7.22) ao invés da eq. (7.20) para denotar a derivada parcial de g* em relagdo a x*, é possivel

mostrar que:
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Oui _ . r (7.40)

Dyu; = axk  Wlik

Seja o tensor T, dado em sua forma contravariante por T =T" g;®g; e sua forma
covariante T = T;;g'®g’. Do mesmo modo que fizemos para o vetor u, pode-se mostrar que
a derivada covariante de seus componentes contravariantes e covariantes sdo dados,

respectivamente, por:

ij

DTY = - + T Iy + Timr) (7.41)
Dy Tij = Wl,i = Tl — Tim I (7.42)

Assim, com as equagdes (7.39), (7.40), (7.41) e (7.42), percebemos um padrdo na
expressdo da derivada covariante de um tensor em relagdo a indices contravariantes e
covariantes. Podemos utilizar tal padrao, como feito em FILHO (2016, p. 106) para expressar
a derivada covariante de tensores mistos de rank qualquer. Como exemplo, que serd importante
para a secdo 7.4, pode-se mostrar que a derivada covariante de um tensor T/}, de rank (1,3) é
dada por:

m

Ty
jk
DpTijie =55 + Tl — Tl — TilkTp — Tk (7:43)

Por fim, voltando ao assunto do tensor métrico, pode-se verificar que sua derivada
covariante € nula, algo que ¢ chamado de compatibilidade da métrica, de maneira que, a partir
da eq. (7.42), temos que:

agij

Drgyy =0 %

= gmjlik + gimTjk (7.44)

7.4 Espacos de Riemann

7.4.1 Introducdo

Como vimos na secao 6.8, um espaco de Riemann Ey ¢ um espaco N-dimensional
dotado de um tensor métrico cujas componentes sdo obtidas ao realizar o produto escalar entre
operadores de derivagdo parcial em relagdo a dadas coordenadas, os quais operam sobre uma
dada parametrizacdo X. De modo analogo, para tratarmos das variedades Riemannianas com o

formalismo do Calculo Tensorial, definimos o espaco dotado de vetores de base covariante g;
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e vetores de base contravariante g', os quais definem as componentes do tensor métrico
covariante como sendo g;; = g; * g; € do contravariante como sendo gy = g'- g’. Comisso,
nessa se¢do, serd explorada principalmente a generalizagdo da ideia de curvatura Gaussiana de
superficies a curvatura das variedades Riemannianas, que ocorre a partir da defini¢do do tensor

de curvatura.

7.4.2 Tensor de Curvatura

A obtengdo do chamado Tensor de Curvatura ¢ de suma importincia para o
desenvolvimento das equacdes de campo de Einstein. A partir dele, temos uma forma de
generalizar a curvatura intrinseca de uma superficie, a Curvatura Gaussiana, para um espago de
Riemann. Ha varias formas de obter esse tensor, tal com o formalismo como fizeram Ricci,
Levi-Civita e Christoffel [3]. Para a demonstrag¢ao aqui apresentada, partiremos de um teorema
bastante conhecido do Calculo Diferencial, o teorema de Schwartz, segundo o qual, seja uma

funcdo f(x,y) de classe C?, temos que

f (x,y) 9f(x,y)
dxdy  Odydx

(7.45)

Esse teorema ¢ verificado para funcdes escalares definidas num sistema de coordenadas
cartesiano. Entretanto, para sistemas de coordenadas curvilineas, isso geralmente ndo ocorre.
Assim, ndao devemos pensar que o teorema de Schwartz possa ser estendido para derivadas
covariantes de tensores de um modo geral. Para verificar a possivel diferenca que resulta ao
mudarmos a ordem de diferenciacdo de um tensor, comecemos com a derivada covariante das
componentes covariantes de um vetor u:

D _ aui
= Gt

m _
—Uplyj =Tij (7.46)
onde escrevemos a derivada covariante como um tensor T;; para facilitar os calculos

subsequentes. Derivando novamente, agora com relacio a variavel x*, obtemos:

aT..
DyDju; = DiTy; = Wl,i — ToiTik — TinTj (7.47)

na qual podemos substituir utilizar a eq. (7.46) para reescrever as componentes do tensor T

CcoOmo seguc:
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d [0u; du ou;
DDy = g (57~ wnif) = (g7 = i) ik = (G = wnli ) T (749)

Desenvolvendo melhor essa expressao, obtemos:

0%u; ou or't  ou
: i Wi - ST 4w I +

Dibjti = 5 537 " axk [ T Um Gk T g

(7.49)

_a_rj tu Fm Jjk

Porém, suponhamos que tivéssemos primeiro tomado a derivada covariante das
componentes de u em relagdo a variavel x* e depois em relagdo a variavel x/. Podemos
facilmente obter esse resultado simplesmente realizando a troca mutua de indices j «— k na eq.
(7.49), obtendo:

0% u;  Oupy ., ory}  ou,
dxioxk  ox) kT 'maxT T ax
ou;

12

DjDkui = Fn +u ml" Fn +

(7.50)

De modo a comparar a diferenga entre os resultados para as duas ordens de diferenciacao

em relacdo a x’/ e x*, podemos subtrair a eq. (7.50) da eq. (7.49), obtendo assim:

0%u; _ Ouy, ot ouy,
DieDyts = DiDitty = 5o505,7 ~ k10 m k ~ gy T
azui
+umrrrlr]l lrlé a n }k+umrn Jjk W ( 1)
7.5
0Um ory odu, N n
+W ik+umm+a F F F +
du; n mpn

Para as derivadas parciais segundas, ¢ valido o teorema de Schwartz, de modo que elas
se cancelam na eq. (7.51). Realizando trocas de indice dummy n — m em alguns termos da eq.
(7.51) e utilizando a simetria dos simbolos de Christoffel dada pela eq. (7.21), podemos

simplificar essa equacdo como:

d irl? al_'m m n
Dijul-—DjDkui = Unp ax] ax F F F (752)

Com essa expressdo, o termo entre parénteses ¢ entdo definido como o tensor de

curvatura de Riemann-Christoffel:
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ary  ory
m o _ ik m n 7.53
bk = 525~ 3k T — T (7.53)

que acaba por ser um tensor misto de rank 4. A importancia desse tensor estd no fato de que,
caso ele seja nulo, o teorema de Schwartz ¢ valido para a derivada covariante, de modo que o

espago no qual ele foi calculado € plano; caso contrario, ele ¢ curvo.

7.4.3 Identidades de Bianchi

Desenvolveremos agora duas identidades importantes envolvendo o tensor de curvatura,
as chamadas identidades de Bianchi. A primeira delas ¢ obtida de forma bastante direta ao
utilizarmos a eq. (7.53) e realizar a permutacdo ciclica dos indices i, j e k, obtendo as duas

expressoes seguintes:

oy ory
_
R, =5 " 5y l+r A W (7.54)
m arlzl al-‘kl

it = 5t~ T —— I — T (7.55)

e entdo somando as equagdes (7.53), (7.54) e (7.55):

m m m
ke T Riki + ]kl_%_ar +I7T — ",;1“.".+ai—aj’f+
dxj  axk M U ooaxk  oxt
arm oM (7.56)
kj kl

Prestando atengdo agora aos simbolos de Christoffel, podemos utilizar suas

propriedades de simetria dadas pela eq. (7.21) e reescrever alguns termos da eq. (7.56):

mo 4 pm 4 _airl? am F Fn arirjn_ajr’?
ijk jki ]kl - axf a nj axk ax"
(7.57)
n m n arm al—-m

e assim cada termo do lado direito da equagao tem um termo oposto, de maneira que a primeira
identidade de Bianchi ¢ obtida:
Z’lk + jTIrcli + ]Tlrcli =0 (7-58)

A obten¢do da segunda identidade de Bianchi, entretanto, ¢ mais trabalhosa, mas parte
de um modo semelhante ao que acabamos de fazer. Utilizando a eq. (7.43) para tomar a derivada

covariante da eq. (7.53) em relagdo a xP, temos que:
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m

R
D R”k =

oxP +Rukrlp R T — RTi, — Ry (7.59)

Realizando a permutacdo ciclica dos indices j, k e p, obtemos as duas expressoes

seguintes:
(')lep
DjRity = ——F+ Rigp L} = Rl — R T — RiaTy, (7.60)
IR}, ;
DkRZ’lj dxk +Rllpjrlk - lpJF lljr Rlplr (7.61)

Somando as equagoes (7.59), (7.60) e (7.61), obtemos:

m
DR + DiRlt, + DRI = ¥ L Ri T — R T, — RIGTH +
Ry z
l]lrkp OxJ +leprl] - lkprl] + (7 62)

OR™
P
Rllprk] lelrlj + ol + Rl l—‘lk

dxk ipj

If — RTY — R T

lpJ ilj'p

Escrevendo cada tensor de curvatura que aparece nessa equacao em termos dos simbolos
de Christoffel conforme a equagdo (7.53) e desenvolvendo a expressao resultante utilizando
ainda as propriedades de simetria do tensor de curvatura e dos simbolos de Christoffel, pode-se

mostrar, como feito em FILHO (2016, p. 235), que a expressao resultante € a seguinte:
DpR + DjRjj, + DRiyj = 0 (7.63)
a qual é chamada segunda identidade de Bianchi.

7.4.4 Tensor de Ricci e Tensor Escalar

Neste momento, serdo definidos dois tensores de suma importincia para a formulagao
do tensor de Einstein, como serd visto posteriormente. O primeiro deles ¢ o tensor de Ricci,
que ¢ obtido simplesmente ao realizar a contragdo do tensor de curvatura entre seu indice

contravariante € um dos dois tltimos indices covariantes, de modo que obtemos:

Riim = Rij, (7.64)



75

onde continuamos usando a letra R para representar o tensor de Ricci, sendo um abuso de
notagdo. Utilizando a eq. (7.53), podemos escrever entdo o tensor de Ricci em termos dos

simbolos de Christoffel como:

orm Ty
Rij = Rijm = 55 = 5 +Taj T = Ty (7.65)

Agora, realizando o produto do tensor de Ricci com o tensor métrico contravariante de

mesmos indices, podemos obter o tensor escalar, também chamado curvatura escalar:
g“R;; =R (7.66)

onde novamente foi feito abuso de notagao com o intuito de que a letra que representa o tensor
continuar sendo a inicial de seu formulador.
Escrevendo o tensor de Ricci na forma de rank (1,1) através da subida de um de seus

indices covariantes, temos:
9’*R;; = R (7.67)

A partir disso, utilizando a segunda identidade de Bianchi, podemos obter uma relacao

interessante entre o divergente de Rf‘ e o tensor escalar, que servira como base para constru¢ao

do tensor de Einstein. Assim, utilizando a antissimetria do tensor de curvatura (R, = —Ri
e Rl’; i =—R; ]p) podemos reescrever a eq. (7.63) como:
DpRijk D; Rlpk Dle]p 0 (7.68)

Realizando a contra¢do do tensor de curvatura entre os indices m ¢ k na eq. (7.68),

temos que:

D,R™, — D;R™, — DR, = 0 < DyR;; — DjRyy — Dy RT, = 0 (7.69)

Multiplicando essa expressao pelas componentes do tensor métrico g/ de modo a

termos o tensor de Ricci de rank (1,1) e o tensor escalar na expressao, obtemos:
9YD,R;; — gY DRy, — g DR}, = 0
D,R — DjR} = D,,RI* = 0 (7.70)
Por meio da mudanga de indice dummy j — m, temos:

DyR — DRI — DRI = 0 < DyR — 2D, R = 0 (7.71)
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Como o tensor R ¢ um escalar, como o proprio nome diz, ocorre que sua derivada
covariante em relagdo a xP ¢ igual a sua derivada parcial. Logo, isolando o termo do divergente

do tensor de Ricci na eq. (7.71), obtemos a seguinte relagao:

D, RM™ = —— (7.72)

7.4.5 Tensor de Einstein

Chegamos finalmente a um dos tensores mais importantes na Relatividade Geral: o
tensor de Einstein, o qual rege a geometria do espaco-tempo nas equagdes de campo, como
veremos mais a frente. Para formula-lo, utilizamos a eq. (7.72) e reescrevemos a derivada
parcial de R como sua derivada covariante:

1 0R

1 1
DRE' = 5= < DyRY' = 5 DpR & DR = ZDpR = 0 (7.73)

Podemos escrever a derivada covariante em relacdo a xP utilizando o delta de Kronecker
do seguinte modo: D,, = Dy, 6,". Feito isso, € possivel colocar a derivada covariante em relacio
a x™ em evidéncia:

1 1
DynRp =5 Dm83'R = 0 & Dy (R;,” - 55;%) =0 (7.74)

Chamamos entdo o termo entre parénteses de tensor de Einstein de rank (1,1), dado por:
GI' =R} 15"‘R (7.75)
p T T 5% )

cujo divergente ¢ nulo, conforme a eq. (7.74). Nas equagdes de campo, entretanto, usamos ele
com rank (0,2), de modo que podemos obté-lo descendo o indice contravariante através do
tensor metrico gy,q, COMO segue:

1 1
ImaGp' = ImqRy' =5 ImqOp'R & Gpg = Rpq =5 8pgR (7.76)

O delta de Kronecker &

pq> Porém, € igual ao tensor métrico diagonal g,, cujos termos

sdo iguais a 1 para p = q. Tendo isso em vista e realizando a troca de indicesp = ueq = v

para obtermos o tensor de Einstein em sua forma mais convencional, temos:

G = Ryy — ng (7.77)
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7.5 Geodésicas

Como visto na se¢do 6.7, as geodésicas definem caminhos de distancia mais curta entre
dois pontos numa dada superficie. Agora, expandiremos esse conceito para o espaco de
Riemann utilizando o Calculo Tensorial para obter uma expressdo que nos dé as componentes

parametrizadas da curva geodésica.

7.5.1 Equacgdo da geodésica

Como a geodésica € uma curva que representa o caminho de menor distancia entre dois
pontos, podemos usar os métodos do Célculo Variacional para obté-la. Seja um sistema de
coordenadas X (x!) num espago de Riemann Ey e seja uma curva y(t) parametrizada por
t € [ty, tg] entre dois pontos A e B, conforme a Fig. 7.1 ilustra de forma simplificada essa curva

N-dimensional.

¥(ts)
¥(t)

A
y(ta)

Fig. 7.1: Curva parametrizada entre dois pontos 4 e B.

Temos que a métrica para medidas de comprimento de arco nesse espago ¢ dada por:

(dS)Z = gl]dxldx-] = ds = |gljdxldx_]| (7.78)

Considerando que o tensor métrico g; ¢ tal que gi].dxidxj > 0, de modo que podemos

eliminar o modulo da eq. (7.77) (caso contrario, poderiamos tomar | gl.jdxidxj | = — gi].dxidxj )

para simplificar o desenvolvimento dos célculos, obtemos:

{ . 7.79
ds = [g;;dx‘tdx/ (7.79)

Como queremos medidas ao longo da nossa curva y(t), temos que x' = x!(t), de

maneira que dx’ = (dx'/dt)dt, e o mesmo ocorre para dx’. Logo, a eq. (7.79) torna-se:
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. 7.80
ds dxtidx’t IEV? < d dxtdx/ gt ( )
95 4r de ¢ 5= 1904 ar

Portanto, para obtermos a medida de distancia entre os pontos A ¢ B, basta integrarmos

essa equagdo em ambos os lados de A a B, sendo s' =0 parat =t , e s' =s para t = tg

(mudamos a variavel muda s — s’ no integrando para evitar confusdo com o comprimento total
s do limite de integracdo):

o S_tA 957t "ae S_tA 9574t "ae

Logo, podemos definir a fungdo

) . .82
dxtdx/’ (7.82)
F=9%arar

que deve ser uma tal que minimize o comprimento de arco s, que nesse caso torna-se um

funcional. Assim, fixando os pontos extremos da curva, A ¢ B, devemos variar a curva y (t) tal
que tenhamos aquela para a qual §s = 0, ou seja:

2 (7.83)
Ss=6| Fdt=0

ta

Usando o Célculo Variacional, sabemos que a solugdo para F ¢ tal que ela satisfaga as

N equagoes de Euler Lagrange seguintes (a demonstragdo disso pode ser vista na se¢do 2.2)

d(aF) oF _, (7.84)
dt\axr) ~ oxr

onde x' representa a derivada de x* em relagdo ao parametro t. Assim, vamos primeiro calcular

cada termo dessas equagdes separadamente. Para dF /0xP, temos que

. 7.85
oF 0 dxtdx)\ 1 0 Y (7.85)
5%~ 3\ |9 a ar | " 7 90F ) =

_ 9ij axt . ; 0%
2F<6 AP p)

i ((Sle +x151) =57 (gU(S &)+ xt Jij p)
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onde usamos o fato de que g;; ndo ¢ fungdo de x?, além de que %! também nio é funcio de xP
e assim pudemos expressar o delta de Kronecker. Utilizando que g; j6;, =6, =gjpci jS; =

8ip = Gip, temos entdo o seguinte:

oF 1., y (7.86)
5% = 27 (in* + gipt')

Dessa maneira, derivando essa expressao em relagdo a t, obtemos:

d (0F\ dfl . . (7.87)
— N\ === .y ol
dt (ax?’) dt [ZF (g]px + gipX )]
que pela regra do produto, fica como:
d (OF 1 dF . . (7.88)
-\ = —— 3 ‘] i N
dt (axp) 2F2 dt (glpx + gipX ) +
1 dgjp ; axf dgip . axl
— J - ox G,
2F< ar X Tt X Y9 gf

Mas como g;; = g;; (x'(t)), devemos usar a regra da cadeia para derivar os tensores

métricos dessa equacao, obtendo:

d [ OF 1 dF . g (7.89)
(55) =~z g (ot + gp?) +
1 (dgj,dx™ . 0%/ dg;,dx™ ox
ﬁ<dxm T Y I e ar ¥ 9w

Utilizando o resultado advindo do fato de que a derivada covariante do tensor métrico é
nula, exibido na eq. (7.44), e sendo dx™/dt = dx™ e dx’/ /dt = ¥/, obtemos:
d(oF\ 1 dF . ;
2 (aw) =~z g 9n? + 9wi) ¢

1 R iy
+ 55 (Gl + 95 Tim) 2740 + g (7:90)
+ (grpritn + girrgm)xmxi + gipjéi)
Realizando a mudanga de indices j — i, podemos somar termos comuns, obtendo:

d(aF) 1 alF(2 'i)+

—\|===) = —=—=—(2gix

14 2 14

dt \dx 2F2 dt (7.91)

1 . i
+ﬁ (Z(grpf‘im + gierfm)xmxl + Zgipxl)
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Colocando o fator 1/F em evidéncia:
d <6F ) 1 ( 1dF

6w " FF g — GipX" + (GrpTim + Gir Tpm )X ™% + gipxi) (7.92)

~F

Agora, vamos calcular o tltimo termo que resta da equacao (7.84):

oOF _ 0 dxt dxJ 1 gy ;.51 7 + g, [7)xi%)  (7.93)
o~ axe\ (99 ar ar | T2F ot T oF Wril + girljp)Xx '

pois somente g;; ¢ fungdo de x?, sendo x' e x/ considerados como constantes em relagdo a
derivada parcial, e usamos novamente a identidade de Ricci. Realizando a mudanga de indice

J = m, temos entao que:

oF 1 L
OxP = 2F (grmri;) + girl—‘r,;Lp)xlxm (7.94)

Assim, substituindo as equagdes (7.92) e (7.94) na eq. (7.84), obtemos:
1 ( 1dF

F\ Fdt

F glpx + (grp + girr‘;m)xmxi + gipjéi) +

(7.95)
_ﬁ(grmri?o + girrrT;Lp)xixm =0

onde podemos colocar o fator 1/2F em evidéncia:
1 ( 2dF

2F F dt glpx + (zgrp + ZngFgm grmrr girl";"p)xmki

+29ip55i>=0=> (29, p T X% + gy Tpm ™%t + (7.96)

1 dF

_grmr‘i;)xmx + zglpx) Fz dt glp :

onde usamos a simetria [, = I, dos simbolos de Christoffel. Realizando a troca mutua de
indices dummy i <= m no termo g, I, x™ %!, podemos cancela-lo com o termo —Grmlipx™x*

ao considerar as simetrias gy = grm € I; = [}, ficando com:

1dF

i 7.97
F dt ar 9wt 7.97)

Grpli ™t + gipit =

Multiplicando ambos os lados por g*?

1dF

Grpg T x™xt + g4 g'Piet = T

glpg
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ST XXt + 8lxt = ld—FcS?xi
rtim l F dt L
. 1dF
Thamxt + %t = FE’H (7.98)

Temos entdo que a eq. (7.98) representa as equacdes da geodésica parametrizada por
um pardmetro arbitrario t € [ty, tg]. Porém, como visto anteriormente quando tratamos de
curvas em geometria diferencial, geralmente ¢ 1til parametrizarmos uma curva pelo seu

comprimento de arco s. Fazendo isso com nossa geodésica, y(t) = y(s), de modo que

F (xi(t)) ->F (xi(s)) ¢ ocorre, da eq. (7.81), que:

ts dxt dxJ s dxt dxJ
= st = st netal (7.99)
s ft .Ig” aac S JO 4,9” as a5 “
A
a qual implica o seguinte:
/ dxt dxJ
F = 9 s = 1 (7.100)

e assim dF/dt - dF/ds =0, de modo que a eq. (7.98) se torna r}mxmxi + it =0.
Realizando as trocas de indices [ - k e m — j e escrevendo as derivadas de forma explicita,

temos entdo a forma final usual das equagdes da geodésica parametrizada pelo comprimento de

arco:

d?xk . dxtdx/

_ e ax (7.101)
ds? Y ds ds

Assim, a eq. (7.101) representa um conjunto de N equagdes diferenciais de segunda

ordem com as quais podemos obter as N componentes x* que descrevem a geodésica.
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8 TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL
8.1 Introducio

Uma vez obtida a Teoria da Relatividade Restrita, valida somente para referenciais
inerciais, Einstein sabia que era necessario generalizar essa teoria para referenciais acelerados.
Através de um gedankenexperiment no qual se imaginava num elevador, Einstein percebeu que
a aceleragao provocada por este enquanto subia ndo poderia ser distinguida da forca da
gravidade naquele meio, pois o observador, enclausurado no elevador, ndo tem acesso ao que
esta ocorrendo do lado de fora. Sendo tal distingdo impossivel de ser feita, deve ser verdade que
a 2* lei de Newton, que descreve a resisténcia de um corpo de massa inercial m; a aceleragao,
e a lei da gravitacdo, que descreve a for¢a gravitacional que age sobre um corpo de massa
gravitacional mg, devem ser iguais para tal observador, de maneira que F = m;a = myg = Fy;
mas a indistinguibilidade entre as situacdes de aceleragdo devido a uma for¢a que puxa o
elevador para cima ou a a¢do da gravidade para baixo implica que a = g, de maneira entdo que
m; = my. Esse resultado, que mostra de forma logica a razdo pela qual a massa inercial e a
massa gravitacional de um corpo devem ser iguais (algo que até entdo era simplesmente
assumido como verdade) ¢ o famoso Principio da Equivaléncia de Einstein. Assim, Einstein
enxergou a gravidade ndo como uma for¢ca, mas como um efeito de aceleracdo, e entdo
generalizar a TRR para referenciais acelerados seria incluir a gravidade a teoria. Desse modo,
corpos sob velocidade constante que trafegam em linha reta na dindmica Newtoniana sao
enxergados como corpos que seguem geodésicas na TRG, obtidas a partir da eq. (7.101) uma
vez obtido o tensor métrico, as quais obedecem as curvaturas do espaco-tempo causadas por

densidades de matéria, energia e momentum num lugar do espaco.

8.2 Gravitacao Newtoniana

A teoria da gravitagdo Newtoniana, amplamente conhecida, ¢ formulada a partir de um
campo gravitacional g de simetria esférica criado por corpos massivos e que ¢ inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre o centro do corpo e um dado ponto no espago. Isto
é, sejam M a massa do corpo € seja 7 o vetor posi¢do de um ponto no espago em relagdo ao

centro do corpo, temos que:

§=—r (8.1)
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onde # = 7/||#]| e G = 6,67 - 101N - m? /kg?* é a Constante de Gravitacio Universal. Esse
campo € responsavel por criar uma forga atrativa entre o corpo provedor do campo € um corpo

de prova m, sendo a forca sentida por este dada por:

GMm
7 (8.2)

F=-mg=-— 2

ou seja, os vetores de forga e campo gravitacional sdo antiparalelos entre si para um corpo de
prova.
Pode ser verificado que o rotacional do campo gravitacional ¢ 0, de modo que a forca F

¢ uma forg¢a conservativa. Desse modo, utilizando a propriedade de que o rotacional de qualquer

gradiente ¢ o vetor nulo, podemos escrever o campo em funcdo de um potencial gravitacional

Q.

g="ve (8.3)
de modo que F= —mV @ e o potencial pode ser calculado como:
+oo_) . 400 GM o GM +o0
<P(°°)—§0(r)=j g'r'dr’=f ,zr-rdr’=—<—,>
T r (T' ) Tr r
(8.4)
_ (0 GM) _GM
B r)  r

Se definirmos ¢ (o) — 0 conforme r — oo, temos que:

o) =7 85)

De modo semelhante a lei de Gauss para o eletromagnetismo, a partir da qual chegamos,

utilizando o teorema do divergente, que V- E = p/¢,, onde p representa densidade de carga,
temos a lei de Gauss para o campo gravitacional. Se considerarmos uma superficie Gaussiana
de area S cuja origem coincide com o centro de massa de um corpo de massa M ou de um

conjunto de corpos (cuja massa total também € M) internos a superficie, temos que:
# g-#dS =4nGM (8.6)

Utilizando o teorema do divergente e reescrevendo a massa em fun¢do da integral de

volume sobre a densidade de massa p(#) como

M=UjpdV (8.7)
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Temos que a eq. (8.6) pode ser escrita como:

([[cw- 59 av = e [[[ p
[[[w-6rav = [[] secpar

Comparando ambos os lados dessa equacdo, os integrandos devem ser iguais, de

(8.8)

maneira que:
V-g =4nGp (8.9)

Substituindo g pela eq. (8.3) nessa equagdo, temos entdo a equagdo de Poisson para o

potencial gravitacional:
VZp = 4nGp (8.10)

pois V- (Vo) = Vg.

8.3 Tensor Stress-Energia-Momento

Para relacionar a geometria curva do espago-tempo com a quantidade de matéria e energia
presente numa regido, como almeja a Teoria da Relatividade Geral, necessitamos formular um
tensor que contenha tais quantidades. Para tal, consideremos primeiramente o seguinte exemplo
motivacional: no espago euclidiano, considere um sistema de coordenadas cartesianas R cujos
eixos coordenados interceptam ortogonalmente as faces de um volume dado por um cubo de
arestas Ax = Ay = Az cujo centro coincide com a origem do sistema; suponha ainda que
tenhamos sistemas de coordenadas (x,y,z) nos centros das faces das quais os eixos
coordenados x, y e z de R “emergem” apds interceptarem, faces essas que falaremos estarem
voltadas no sentido positivo de x, y e z, respectivamente. Sejam um conjunto de particulas de
momento total p = p, + P, + P, que atravessam esse cubo. Esse esquema esté ilustrado na
Fig. 8.1.

Considere que queremos informar a quantidade de momento por unidade de area, ou seja,
a densidade de momento, que emerge de dada superficie numa dada direcdo. Para tal, podemos
utilizar dois indices, i e j, onde i = x, y, z ira representar a dire¢do do momento e j = x,y,z a
face voltada para o sentido positivo de j (que denominaremos simplesmente de face j) pela qual

passa tal vetor, de modo que teremos componentes da forma p;;; para calcular a densidade de

momento para cada p;;, devemos dividir esse termo pela area da face j, que denominaremos
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por Aj, sendo A, = AyAz, A, = AxAz e A, = AxAy. Assim, temos 9 componentes p;;/A;, os

quais podem ser agrupados numa matriz P como segue:

Pxx Pxy Pz
A, A, A,
Pyx DPyy DPyz
P=lpul=|% 4, & (8.11)
Pzx  Pzy Pz
Ay Ay A,
VA
momento
® particulas
AZ
v

Az

-
-
-
-
-
-
-
-

Figura 8.1: Volume ctibico centrado na origem de um sistema de coordenadas

com varias particulas atravessando-o. Fonte: autoria propria.

De modo analogo, porém de certo modo mais abstrato devido a dificuldade de
ilustracdo, podemos construir algo semelhante para o espaco-tempo quadridimensional.
Utilizaremos ¢ = 1 das unidades naturais para melhor compreensdo. Assim, seja um hiper
volume de espago-tempo AtAxAyAz através do qual passa um conjunto de particulas com
quadrimomento total p#. Sejam os volumes V;, com v =t,x,y,z, orientados na direcao
positiva dos eixos coordenados ct, x, y e z dados respectivamente por V; = AxAyAz, V, =
AtAyAz,V, = AtAxAz eV, = AtAxAy, que fardo o mesmo papel que as areas das faces do cubo

do exemplo anterior. Considere que queremos informar a quantidade de quadrimomento por
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unidade de volume, ou seja, a densidade de quadrimomento, que emerge de dado volume do
hipervolume numa dada diregdo, seja ela temporal ou espacial. Para tal, podemos utilizar dois
indices, 4 e v, onde u = t, x, y, z ird representar a dire¢ao do quadrimomento (sua componente)
e v=t,x,y,Zz o volume voltado para o sentido positivo de v (que denominaremos
simplesmente de volume v) pelo qual passa tal quadrivetor, de modo que teremos componentes
da forma p#/VV. Assim, temos 16 componentes p#/V", que chamaremos de componentes T+,
os quais podem ser agrupados num tensor, por conta de ser formado pelo quadrimomento (um
tensor), como segue:
Tt Ttx Tty Ttz

Txt Txx Txy TxZ
uw _
T =\ 1yt yx puy oz (8.12)

th TZ?x TZy TZ?Z

Da eq. (4.18), sabemos que p° representa energia e p‘, com i = 1,2, 3, representa as

componentes do momento de fato. Desse modo, uma vez entendida a analogia, faremos a troca

dos indices dados por t, x, y e z pelos indices usuais , v = 0, 1, 2, 3, de maneira que os termos

pO JVV = T representam energia e os outros termos restantes representam momento. Portanto,

temos a forma final usual do chamado tensor stress-energia-momento:
TOO TOl TOZ TO3
T10 Tll T12 T13

TZO T21 TZZ T23
T3O T31 T32 T33

TH = (8.13)

Para elucidar o porqué de aparecer o termo “stress” em seu nome, devemos voltar a
analisar cada componente desse tensor. Seja i,j =1,2,3. A primeira linha, como dito,
representa a energia; o termo T°° representa p°/V® = E/(AxAyAz) (usamos ¢ =1 das
unidades naturais), ou seja, a densidade de energia num volume do espaco; os termos T
representam densidade de fluxo de energia. Os termos T'° representam densidade de momento
num volume do espago. Os termos T representam pressio pois, por exemplo: T = p1/V! =
pr,/(AtAyAz) = F. /A = P, onde F,._ ¢ acomponente em x da forca relativistica (que atua no
volume voltado a diregdo em x), A = AyAz ¢ a 4rea de uma face do volume AtAyAz e P ¢ a
pressdo exercida; as componentes restantes sdo componentes de stress pois, do mesmo modo,
atuam como pressdes sendo aplicadas através de um volume, mas nesse caso num sentido
“paralelo ao volume”, de maneira a agir como uma pressao de cisalhamento. As componentes

TY, representadas pelos dois ultimos casos analisados, representam o fluxo de momento.
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Através do tensor métrico, podemos obter o tensor de stress-energia-momento em sua

forma covariante: Ty, = g,,9vsT??. Além disso, esse tensor € simétrico, ou seja:

w = Tyy (8.14)

Ainda, pelo Teorema de Noether, sabemos que energia ¢ momento devem localmente
ser conservados, de modo que o quadridivergente covariante do tensor stress-energia-momento

deve ser nulo:

DT, =0 (8.15)

8.4 Equacdes de Campo de Einstein

A ideia de Einstein era relacionar a geometria do espago-tempo com a densidade de
energia ¢ momento presente no espago. Para tal, podemos partir da teoria de Gravitagdo de
Newton, segundo a qual V2@ = 4mGp, como vimos na eq. (8.10). O lado esquerdo dessa
equacdo tem o potencial gravitacional, o qual estd relacionado ao campo gravitacional,
enquanto o lado direito possui informag¢ao acerca da densidade de massa presente e como ela
rege o potencial e, consequentemente, o campo gravitacional. Portanto, através de um ansatz,

poderiamos sugerir o seguinte: R,,,, = —kT,

wv»> onde k € uma constante, pois assim teriamos o

lado esquerdo dado pelo tensor de Ricci, o qual estd diretamente relacionado a métrica do
espaco-tempo, € o lado direito dado pelo tensor stress-energia-momento, que possui toda
informagao acerca de densidade de energia e momento num dado espaco. Essa foi a sugestao
inicial de Einstein. Porém, assim como ele posteriormente percebeu, existe um problema com
essa formulagéo, que reside no fato de que o quadridivergente de T,,, € nulo, enquanto sabemos,
pela eq. (7.50), que o tensor de Ricci possui quadridivergéncia diferente de zero.

Contudo, obtemos um tensor na se¢do 7.5.5 a partir da segunda identidade de Bianchi
que de fato possui quadridivergéncia nula e esta relacionado ao tensor de Ricci e ao tensor
escalar e, consequentemente, ao tensor métrico: o Tensor de Einstein, que viria a receber tal

nome posteriormente a sua utilizagdo na TRG. Assim, Einstein propds o seguinte:

Gy = —kT,, (8.16)

onde o sinal negativo acompanhando k depende das convengdes de sinais utilizadas durante a
formulacao dos tensores métrico e de Ricci. Com o intuito de obter a constante k, devemos
considerar que, para regides locais de gravidade fraca e no limite de baixas velocidades,

devemos retornar a gravitacdo Newtoniana, ou seja, nessas condi¢des, deve ser valida a
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utilizagdo da eq. (8.10). Fazendo isso, o que ndo serd demonstrado aqui devido ao grande
numero de passos e aproximacgdes para tal, chega-se ao seguinte valor:

—k = = (8.17)
que acaba sendo igual a constante presente na eq. (8.10) a menos de um fator 2/c*. Assim,
utilizando as equagdes (7.77) e (8.17) na eq. (8.16), chegamos, enfim, as equacdes de campo

de Einstein:

8nG

Guv = Ruv =5 Gov =~ T (8.18)

A eq. (8.18), a primeira vista, representa um conjunto de 16 equacdes diferenciais
parciais de segunda ordem, acopladas e ndo-lineares (o que as tornam extremamente dificeis de
serem resolvidas de forma exata, até para casos mais simples), para as quais queremos obter as
componentes do tensor métrico g,,,, a partir das informagdes de energia € momento contidas no
tensor T,,,,. Contudo, pelo menos, devido a simetria do tensor métrico, precisamos obter somente
os termos de sua diagonal principal e os termos acima ou abaixo desta, de maneira que temos,
na verdade, um conjunto de 10 equagdes efetivas.

A visdo da cosmologia até o final dos anos 1920 era a de que o Universo era estatico,
mas as equagdes de Einstein previam um Universo em expansdao ou contracdo. Assim, para
adequar suas equagdes as concepcoes da época, Einstein introduziu um termo as equagdes de
campo que seria responsavel por exercer uma pressdo negativa sobre o Universo de forma a
contrabalancear o efeito de contragdo provocado pela gravidade e assim manter o Universo

estatico. Tal termo ¢ chamado Constante Cosmologica (A), € as equagdes de campo se tornam

R 8nG
Gy =Ry — > Guv +Aguy = 7Tw . (8.19)

Contudo, em 1929, através de observagdes astrondmicas de galaxias distantes, Edwin
Hubble constatou que o Universo ndo ¢ estdtico, mas sim que estd em expansdao, o que
invalidaria a presenca da Constante Cosmologica. Assim, Einstein posteriormente chamaria a
inclusdo da Constante Cosmoldgica as equacdes de campo do maior erro de sua vida e deixaria
de inclui-la, voltando a utilizar a equagdo original. Porém, observagdes das ultimas décadas,
que culminaram na descoberta da energia escura (uma energia responsavel pela expansao

acelerada do Universo), mostram que a Constante Cosmologica possui um efeito semelhante a

energia escura, e assim ¢ valida a utilizacdo da eq. (8.19).
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8.5 Meétrica de Schwarzchild

A obtencdo da métrica do espago-tempo como solucdo da eq. (8.19) ¢ algo bastante
complicado de se realizar. Porém, como em muitos casos na Fisica, podemos idealizar nosso
sistema com uma série de aproximagdes ¢ obter uma solucdo, ainda assim, bastante acurada.
Assim, a primeira solu¢do exata das equagdes de campo de Einstein ocorreu em 1916, um ano
apos a publicagdo da TRG por Einstein, e ¢ atribuida a Karl Schwarzchild. Sua solugao descreve
a curvatura do espago-tempo numa regiado no vacuo com a presenca de um corpo massivo
esférico, estatico (que ndo rotaciona) e neutro (sem carga elétrica). A métrica de Schwazchild,

em coordenadas esféricas (7, 8, ¢), é dada por:

2GM

rc?

-1
(ds)? = c? (—1 + ) (dt)? + (1 - 2:5;’) (dr)? +r2(d)?  (8.20)

onde M é a massa do corpo, r é a distAncia do ponto considerado ao centro do corpo e (dQ)? =
(d6)? + sen?8(d¢)? ¢ o angulo sélido. Logo, estd implicito que o tensor métrico em tal regido

do espago-tempo ¢ o seguinte:

2GM
—-1+— 0 0

rc

2GM\?
Guv = 0 (1— 2) 0 0 (8.21)

rc

0 0 r2 0

0 0 0 sen?6

Entretanto, uma das maiores previsdes advindas da TRG ocorre quando consideramos
simplesmente a situacdo para a qual a contribui¢do temporal para a métrica ¢ nula, isto &,
quando: —1 4+ 2GM /rc* = 0 & r = 2GM/c?. Essa seria a distincia necessaria do centro do
corpo para a qual o tempo ndo flui. Porém, podemos pensar, de outra forma, que esse € o raio
necessario que um corpo esférico estatico de massa M deve ter para que o tempo nao flua em
sua superficie. Contudo, sabemos da eq. (3.6) que o intervalo de tempo medido entre dois

eventos num referencial em relacdo aquele medido num referencial exterior ¢ dado por

(8.22)

Assim, sabendo que existem referenciais externos para os quais At # 0 para eventos
nessa superficie, para que At’ = 0, deve ser verdadeiro que v = c¢. Ou seja, a luz ndo escapa

dessa superficie, a qual foi dado o nome de horizonte de eventos, ¢ ao corpo de buraco negro.
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9 BREVE INTRODUCAO A TEORIA QUANTICA DE CAMPOS
9.1 Introducio

A Teoria Quantica de Campos, que representa a unido entre a Teoria da Relatividade
Restrita e a Mecanica Quantica, e a consequente formulacdo do Modelo Padrao da Fisica de
Particulas, ¢ de longe a teoria mais precisa ja formulada na historia da Fisica, com previsdes
que sao confirmadas experimentalmente com altissima exatiddo. Um campo ¢ entendido como
um conjunto infinito de osciladores harmonicos quanticos acoplados e independentes, sendo
uma particula dada como uma excitagdo do campo e possuindo momento p = hk e energia E =
hwy, podendo ser criada ou aniquilada pelos chamados operadores criagdo e aniquilagdo,
respectivamente.

O Modelo Padrao contém a descri¢ao das particulas fundamentais e suas antiparticulas:
a familia dos quarks (down, up, strange, charm, bottom, top) e suas antiparticulas, a familia dos
Iéptons (elétron, muon, tau e seus respectivos neutrinos) € suas antiparticulas, os bosons de
gauge (gluon, foton, bésons W e Z) e o boson escalar (Higgs). Assim, nessa se¢ao sera dada
uma breve introdu¢do ao assunto com uma demonstracdo da formulacdo da eletrodinamica

quantica, regida pelo campo dos fotons.

9.2 [Equacgdes de Euler Lagrange para campos

Considerando as equagdes de Euler-Lagrange dadas pela eq. (2.18) formuladas para
corpos e particulas, vamos mudar as coordenadas generalizadas q;(t) por um campo ¢, a
derivada temporal por d, e a Lagrangiana L pela densidade Lagrangiana L(¢, d,¢), definida

de forma que [5]:

L= Jﬁ(go, 0,9) d*x 9.1)
onde d3x representa um diferencial de volume das coordenadas espaciais x*. Portanto:

S = J L(p,0,¢) d*x (9.2)

em que d*x = dt(d>x) é um hiper volume espago-temporal. Assim, temos que as equagdes de

Euler-Lagrange para um campo sao dadas por:

a—L—a <_az: >—o 9.3
dp  *\a(a.0)) ©:3)
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9.3 Formulas de Einstein e De Broglie

As equacgdes quanticas (equagdes de Schrodinger, Klein-Gordon e Dirac) sao
formuladas através de duas relagdes de grande importancia na Mecanica Quantica. A primeira
delas ¢ a relacdo entre a energia E de um féton e sua frequéncia v, desenvolvida por Einstein

em sua formulagdo do Efeito Fotoelétrico:
E=hv (9.4)

em que h ¢ a constante de Planck. A segunda ¢ a relagao de De Broglie acerca do comprimento
de onda para uma particula com momentum p, dada por:
A= h (9.5)
> .
Utilizando a relagcdo v = w/2m, sendo w a frequéncia angular, na equagdo (9.4),

isolando p na equacao (9.5) e usando a relagao A = 2w /k, onde k € o nimero de onda, obtemos

as seguintes relagdes:

E = hw (9.6)
p = hk 9.7)

em que i = h/2m é a constante reduzida de Planck.

9.4 Equacoes de Schrodinger, Klein-Gordon e Dirac

A equacdo de Schrédinger ¢ uma equagdo que tenta prever o comportamento das
particulas em um nivel quantico através da obtengdo da fun¢do de onda complexa Y, cujo

modulo ao quadrado representa uma densidade de probabilidade, sendo

U [Y(x,y,2)|2dxdydz = 1 9.8)

para uma Y = P(x,y,z). A formulagdo da equacdo de Schrodinger tem como ponto de partida
as equacdes (9.4) e (9.5) e ¢ dada por:
2

h .0
—%v%p + VY = iho i 9.9)

Durante a formulacao dessa equagdo, chega-se a conclusao de que energia € momento

linear podem ser descritos como os seguintes operadores:



92

d
E - ih& (9.10)
p = —ihV (9.11)

Contudo, a equacao de Schrodinger falha ao descrever particulas em regime
relativistico, isto ¢, a velocidades significativamente proximas a da luz. Isto pode ser ja notado
na forma como espago e tempo sdo tratados de formas distintas na equacgao; isto ¢, enquanto
temos uma derivada segunda espacial, representada pelo laplaciano V?, temos uma derivada
primeira para o tempo, sendo que espaco e tempo sdo tratados de forma semelhante na TRR.
Além disso, devemos considerar que particulas livres relativisticas tém energia dada pela eq.
(4.24). Assim, a primeira tentativa de relativizar a equagdo de Schrodinger surgiu através da
equacdo de Klein-Gordon. Sua proposta foi de que a derivada temporal também deveria ser
uma derivada segunda. Dessa maneira, através da equacao (4.24), utilizando ¢ = 1 das unidades
naturais e utilizando as equagdes (9.10) e (9.11), temos o seguinte:

a 2
E={p?+m? s E2=p*+m? = (ihg) = (—iAV)? + m? (9.12)

onde usamos simplesmente p,, = p para descrever o momento relativistico. Utilizando A = 1
também das unidades naturais e resumindo os operadores diferenciais através do operador

d’Alembertiano, temos que:

2

——-V4+m?=0=0+m?=0 (9.13)
ot?

Por fim, aplicando o campo escalar de Klein-Gordon ¢, temos sua equagao:
(O0+m¥)e =0 (9.14)

Entretanto, a equacao de Klein-Gordon foi descartada durante anos por conta que ela
podia dar valores positivos ou negativos de energia devido ao termo quadratico para E na
equagao (9.12). Para tentar contornar esse problema, Paul Dirac propds, contrariamente ao que
havia sido feito, trazer a derivada segunda espacial do laplaciano para uma derivada primeira,
tal como ¢ a derivada temporal na equacdo de Schrodinger. Assim, ele propds a seguinte

linearizag@o para a energia de uma particula livre relativistica dada pela equagdo (4.24):

E=a-p+pme {p?>+m?=a;p,+ayp, +azp, +m (9.15)

Elevando ambos os membros dessa equacgdo ao quadrado e comparando termo a termo,

ele chegou ao resultado de que os coeficientes a e [ devem obedecer as seguintes relagoes:
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ai+ai+ai+p?=1 (9.16)
af +fa=0 9.17)
Ele logo percebeu que, para que tais relagdes pudessem ser satisfeitas, esses coeficientes

deveriam ser, na verdade, matrizes. Dirac achou um tal conjunto de matrizes, e as apelidou de

matrizes gama:

1.0 0 0 0 0 0 1
o [0 1 0o o . o o 1 o0
"Zlo o =1 of Y7 lo -1 0 o
00 0 -1 -1 0 0 0

(9.18)

0 0 0 —i 0 0 1 0
, [0 o i o s [ o 0o 0 -1
"=1lo i 0 o =11 0 0 o
—i 0 0 0 0 1.0 0

onde y°=p e a; =y%", comi=1,2,3. Uma consequéncia de os coeficientes serem
matrizes ¢ que a fun¢do de onda passa a ser algo chamado bispinor, que possui quatro

componentes:
Y = (9.19)

Utilizando a eq. (9.10) para aplicar o operador de energia a 1 e substituindo a energia
pela sua expressao em fungdo dos coeficientes a e f conforme a eq. (9.15), os quais serdo dados

em funcdo das matrizes gama, temos que:

ih%—lf = Ey < ihaa—lf = (@ p+pmyp = (yo' (—ihV) +y°myyp  (9.20)

Como a matriz inversa de y° ¢ ela propria, como pode facilmente ser verificado,

podemos multiplicar ambos os membros da equag@o anterior pela sua inversa e obter:

0 . a
ihyoa—lf = (-iy" V+my & ik <y°a+ yi- v>¢ —my =0 (9.21)

Como estamos utilizando o sistema natural de unidades, i = 1. Ademais, levando em
conta que ¢ = 1, percebemos que o termo entre parénteses da equacao anterior € simplesmente

o produto escalar entre y* e d,,. Dessa forma, obtemos a forma final da equagdo de Dirac:
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(ivk9, —m)yp =0 (9.22)

No final, chega-se a conclusdo de que, na verdade, as equagdes de Klein-Gordon e Dirac
ndo expressam simplesmente tentativas distintas de relativizar a equagdo de Schrodinger, mas
elas sdo complementares no sentido em que a equacao de Klein-Gordon rege bosons, onde ¢ ¢
um campo escalar, enquanto a equacao de Dirac rege férmions, onde 1 passa a ser interpretado

como um campo spinorial.

9.5 Densidades Lagrangianas

As equagdes de Klein-Gordon e Dirac, devem existir Lagrangianas tais que, quando
substituidas na equagdo de Euler-Lagrange para campos, resultem nas suas respectivas
equagoes associadas. Através de um ansatz, chega-se que as Lagrangianas de Klein-Gordon e

Dirac sao, respectivamente:
1 1.,
Ly () = 5 9,(9)0%(9) —5m ¢ (9.23)

Ly @) = P(iv* 9, —m)p (9.24)

pois, se substituirmos elas nas equagdes de Euler-Lagrange para campos, dadas pela equacao

(9.3), retornamos as suas respectivas equagdes. Temos que 1) = Ty 0.

9.5.1 Analise da simetria da Lagrangiana de Dirac por transformagdo de fase

As simetrias sdo de grande importancia na Fisica. Um exemplo onde isso pode ser visto
¢ no Teorema de Noether, o qual diz que, para cada simetria na natureza, existe uma quantidade
conservada. Isto ¢é, simetria de translagdo implica a conservacdo do momento linear, simetria
de rotacdo implica a conservagdo do momento angular e simetria temporal implica a
conservagao da energia. Nas densidades Lagrangianas, dizemos que elas sdo simétricas em
relagdo a uma transformacao de seus campos se suas Lagrangianas modificadas permanecem
inalteradas. Assim, como exemplo, veremos agora como a densidade Lagrangiana de Dirac se
comporta sob uma transformacao de fase.

Como estamos trabalhando com fung¢des complexas, uma transformacgao de fase global
i

¢ dada ao multiplicar o campo pelo fator exponencial e ™%, isto €, para o campo spinorial de

Dirac, teremos que:

P> = el (9.25)
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Substituindo 1 por esse ' na eq. (9.24) teremos:

Lp@") = P'(iy*0, —m)y’ = Pe'(iy#a, — m)pe " =

i (9.26)
= P(iy*o, —m)yY = Lo ()

Portanto, chegamos ao resultado de que a Lagrangiana de Dirac ¢ invariante, ou seja,
simétrica sob uma transformacao de fase global. Assim, de acordo com o Teorema de Noether,
existe uma corrente que ¢ conservada. Como estamos lidando com um campo fermidnico, tal
como o elétron, se voltarmos a eq. (5.9), sabemos que a densidade de quadricorrente ¢
conservada. Isto sugere entdo que /# ¢é a densidade de corrente conservada conforme o Teorema

de Noether, segundo o qual:

JH = oL 5¢; (9.27)
—~ 0(0,$:) ‘ '

onde ¢; sdo os campos da Lagrangiana, que nesse caso sdo e 1. Desenvolvendo a eq. (9.27),

obtemos o seguinte:

JH=yyty (9.28)

Entretanto, se a transformacao de fase for local, isto €, se a mudanca de fase for da forma
P > P = pemie@) (9.29)

onde a(xV) passa a ser uma fase numa dada coordenada x", veremos que ocorre quebra de

simetria. Assim, substituindo esse 1’ na densidade Lagrangiana, obteremos o seguinte:
Lp@") =P’ (iy#d, —m)y’
= @eia(x")(iyuaﬂ — m)¢e—ia(xv)
= @eia(x”)iyua”(lpe—ia(w) — myy
= Pel*Ciyk[e=eMg ) — e~ Mg, (a(v))] — mPyp  (9.30)
= 1/71'}/”6”1/; + l/;}/“l/)a#(a(v)) - ml/jllj
= P(iy*9, — m)y + Py 1, (a())
= Lp() + Py*pa,(a(v))

Assim, como dito anteriormente, a Lagrangiana de Dirac ndo ¢ invariante sob uma

transformagao de fase local, pois, além da Lagrangiana original £, (1), surge o termo adicional

Py*pa, (a()). (9.31)
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O contorno dessa assimetria ¢ explorado dentro da formulagdo da densidade
Lagrangiana total para o eletromagnetismo através de um campo de gauge, isto €, através de

um campo de calibre, como sera visto a seguir.

9.5.2 Eletromagnetismo como uma teoria de gauge do grupo U(1)

Como visto anteriormente, o desenvolvimento das equagdes de Maxwell na forma
covariante explicita resulta no desenvolvimento do tensor de Faraday, dado pela eq. (5.41).
Como a energia de um campo eletromagnético é diretamente proporcional a E* ¢ B2, por um
ansatz, justifica-se que um termo quadratico em F, isto ¢, um termo da forma F,,,F*V deve
contribuir como um termo cinético a densidade Lagrangiana, de modo que definimos a

densidade Lagrangiana do eletromagnetismo:
1 v
LEM = _ZFyVF# ) (9.32)

em que o coeficiente —1/4 ¢ dado de acordo com o sistema de unidades adotado [5].
Da eletrodinamica classica, sabemos que a densidade de energia potencial associada a

uma densidade de cargas p em um campo eletromagnético ¢ dada por
u=pp—J-A=—(p]) (-9, 4) = — "4y, (9.33)

onde 4, = (—(p,/f) devido a convengdo de sinais do tensor métrico (—1,+1,+1,+1) que
estamos utilizando para subir e descer os indices. Substituindo a equagdo (9.28) na equagdo
(9.33) e multiplicando pelo fator de acoplamento para o eletromagnetismo (—e), obtemos a

Lagrangiana de interacao [5]:
Lint = ey A, . (9.34)

Assim, juntamente com a equag¢do (9.30) da Lagrangiana de Dirac para a transformacao

de fase local, podemos escrever a Lagrangiana total como:

L(lp,'Au) =Lgy + Lint(Au) + Lp (l/),) =
1 , _ . B (9.35)
=— ZFWF“ + eypy*PA, + 1,[1(1)/“6# - m)v,b + yYy*yo, (oc(v))

Podemos colocar em evidéncia o fator eyy#y para os dois ultimos termos dessa

equagao e obter o seguinte:

1

! v N 1, 1
L(y ,A”) = —ZFWF" + w(Ly”OH —m)Y + ePyHy <Au + gaﬂ(a(v))> (9.36)
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Agora entra em cena a formulagdo do campo de gauge. Da eq. (5.17), sabemos que
podemos transformar A através do seguinte gauge, sem alterar as equagdes de Maxwell e,
consequentemente, sem alterar o tensor de Faraday: A- A+ VE. E possivel mostrar que isso
¢ valido também para a componente A, do quadripotencial, de modo que podemos realizar o
seguinte gauge: A, - A, = A, + 0,x. Entdo, a eq. (9.36) sugere, com o intuito de eliminar o

termo adicional que surge na Lagrangiana de Dirac ao impor a transformacao de fase local, que

tomemos
1
x=-3 a(x), (9.37)
de maneira que:
1 _ _
L', A4y) = = FuF*™ + iy o, —m)w + ePyiypd, = L(p, 4,)  (9:38)

Portanto, transformamos a densidade Lagrangiana total invariante por uma
transformagdo de fase local de i, a qual é chamada de uma transformacao U(1), ao impor um
gauge ao quadripotencial A, que surge como um campo de intera¢do para o eletromagnetismo,
o campo dos fotons. Por isso, dizemos que o eletromagnetismo foi formulado como uma teoria
de gauge do grupo U(1).

Escolhemos esse caso para a formulagdo quantica do eletromagnetismo como um
exemplo para mostrar como surgem as teorias quanticas de campos para as forcas fundamentais
da natureza (exceto a gravidade): através da quebra de simetria da Lagrangiana de Dirac devido
a acdo de um grupo e a conseguinte inser¢ao natural de um campo de gauge para a manutengao
da simetria. Pode-se mostrar que o mesmo ocorre para a for¢a nuclear fraca ao impor a agdo de
um grupo de simetria SU(2) e o conseguinte surgimento do campo dos bosons W+, W~ e Z°
para reger a interagdo, que acaba sendo unificada ao eletromagnetismo e dando origem a Teoria
Eletrofraca, que ¢ uma teoria de gauge do grupo SU; (2) X Uy(1). Por fim, a for¢a nuclear forte
¢ obtida como uma teoria de gauge do grupo de simetria SU(3), onde surge o campo dos gliions
como mediador da forga, sendo tal forga explicada pela Cromodindmica Quantica. Ademais, ha
propostas, ainda ndo consolidadas, de unificar a Teoria Eletrofraca a for¢a nuclear forte.
Contudo, nada parece sugerir que a gravidade também possa ser formulada como uma teoria de
gauge, sendo ainda o formalismo do Calculo Tensorial incompativel com o formalismo da
Teoria Quantica de Campos, o que torna a tarefa de unificar as quatro forcas fundamentais da

natureza algo extremamente complexo.
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10 TEORIAS DE GRAVITACAO QUANTICA: ASPECTOS GERAIS

Como tentativa de conciliar as duas maiores teorias da Fisica, a Teoria da Relatividade
Geral e a Teoria Quantica de Campos, em busca de uma Teoria de Tudo, muitas teorias e ideias
foram desenvolvidas durante as ultimas décadas. Realizar essa conciliagdo mostrou ser uma
tarefa bastante complicada, pois enquanto a TRG ¢ uma teoria deterministica com a qual
encontramos a métrica do espago-tempo em dado local, a Teoria Quantica de Campos, fruto da
unido entre a TRR e a Mecanica Quantica, ¢ uma teoria probabilistica, e as matematicas por
tras dessas duas teorias sdo bastante diferentes.

Assim, sera feita uma breve introdugdo conceitual a duas das teorias mais promissoras
e estudadas quando o assunto ¢ teorias de gravitacdo quantica: a Teoria de Cordas e a Gravidade

Quantica em Loop.

10.1 Teoria de Cordas

A Teoria de Cordas (String Theory) ¢ uma teoria que vem sendo desenvolvida ha
décadas, desde meados de 1960. Ela nasceu sendo uma tentativa de descrever a for¢a nuclear
forte, mas assim que os fisicos mostraram que ela previa a existéncia de uma particula sem
massa de spin 2, que possui as caracteristicas da particula que teoricamente seria a mediadora
da forga gravitacional (o graviton), essa teoria passou a ser uma proposta de teoria de gravitacao
quantica de fato, e desde entdo foram formuladas diferentes versdes dela, tal como a Teoria de
Supercordas, todas as quais sdo teorias subjacentes de uma teoria maior chamada Teoria-M.

A Teoria de Cordas afirma que as particulas fundamentais descritas pelo Modelo Padrao
ndo sdo pontos, mas sim estados vibracionais de uma corda fundamental. Uma analogia ¢ feita
com as cordas de um violdo: cada nota (do, ré, mi, ...), que corresponde a uma dada frequéncia
de vibracdo da corda, seria uma particula fundamental, tal como os quarks ou os elétrons. Ela ¢
uma teoria mais ambiciosa, pois tenta descrever todas as for¢cas fundamentais de forma
unificada. Porém, um ponto talvez ndo muito adequado dessa teoria ¢ que, para que seu
desenvolvimento matematico tenha consisténcia, € necessario um total de 10 dimensdes, isto €,
6 dimensdes a mais do que as 4 que experenciamos naturalmente. Segundo a teoria, essas
dimensdes extras estariam de certo modo “escondidas™ as nossas vistas tais como um fio de
cabelo parece ser unidimensional a olho nu, mas acaba revelando sua tridimensionalidade ao

microscopio.
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10.2 Gravidade Quantica em Loop

A Gravidade Quantica em Loop (Loop Quantum Gravity), diferentemente da Teoria de
Cordas, busca a unificacao da TRG com a Teoria Quantica de Campos por meio da quantizacao
do espaco-tempo. A proposta ¢ a de que o espago ndo ¢ continuo, sendo formado pelo que seriam
“atomos de espago” que o torna discreto na escala de Planck (na ordem de 103> metros).

A estrutura que tais “atomos de espago” formam ¢ descrita pela chamada rede de loops,
ou rede de spin, que ¢ um grafo matematico construido pelo matematico e fisico Roger Penrose
que representa o estado quantico do espaco em dado instante. Nessa rede, linhas representam
areas, e os nodos formados pelas interseccdes dessas linhas representam volumes, sendo areas
e volumes quantizados nessa teoria. As linhas sdo atribuidos numeros de spin (j =
0,1/2,1,3/2,...).

Acontece que a rede de spin ¢ uma generalizagdo dos chamados loops de Wilson, um
conceito advindo da Teoria Quantica de Campos que descreve as linhas de for¢a, de modo a
permitir interconexdes e cruzamentos ¢ formar nodos, e sua evolucao temporal ¢ a chamada

“espuma de spin”.
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11 SLINKY FIELD
11.1 Introducao

Uma das tentativas para se chegar a uma teoria de gravitagao quantica, tal como faz a teoria
da Gravidade Quantica em Loop, ¢ quantizar o espaco-tempo de Einstein, transformando-o de
continuo em discreto. Assim, iremos agora propor uma nova visao qualitativa de quantizagdo
do espaco-tempo dinamico construido pela Relatividade Geral. Tal quantizagao ocorre pela
definicdo de uma estrutura que age como um bloco de constru¢do do espago-tempo, que serad

chamada de estrutura slinky, cuja descri¢ao sera dada seguir.

11.2 A estrutura slinky

A estrutura slinky, cujo nome foi inspirado no do brinquedo s/inky, mostrado na Fig.
11.1, é uma estrutura helicoidal em forma de mola, sem massa, de comprimento relaxado ¢ e
que pode oscilar tanto longitudinalmente quanto transversalmente, pois ¢ suficientemente
flexivel para ser deformada tal como um brinquedo s/inky. Como sendo uma estrutura que nao
esta inserida no espago-tempo, mas sim que o constroi, ndo faz sentido em atribuir a ela
grandezas como posi¢do ou momento, de maneira que muitos conceitos da Mecanica Quantica
também nao fazem sentido serem aplicados a ela, tal como o Principio da Incerteza de
Heisenberg. Cada estrutura slinky possui duas extremidades com as quais pode se conectar a

outras estruturas s/inky. A Fig. 11.2 mostra uma representacao de tal estrutura.

r"l"\
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Figura 11.1: Exemplo de brinquedo Slinky. Fonte: dominio publico.

Figura 11.2: Representagdo do que se assemelharia a uma estrutura s/inky. Fonte: autoria propria.
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11.3 O tecido do espaco-tempo como um campo slinky

A quantizagdo do tecido do espaco-tempo pode ser ilustrada como sendo semelhante a
estruturas cristalinas estudadas em Fisica do Estado So6lido. Como exemplo, tomemos a

estrutura de um cristal de cloreto de sodio (NaCl), ilustrado na Fig. 11.3.

%
Bl

® Na*
cI-

Figura 11.3: Esquema de um cristal de cloreto de sodio (NaCl).

Fonte: Autoria propria.

Devido a fatores tais como temperatura e forgas de Coulomb entre os ions, cada um
deles oscila na rede como se estivesse acoplado a molas.

No caso da quantizag¢do do espago-tempo proposta, nos remetemos, primeiramente, a um
espaco-tempo estatico. Os lugares ocupados pelos ions seriam chamados de pontos de
acoplamento, os quais representam pontos de conexdo entre uma das extremidades de seis
estruturas slinky. Assim, as estruturas sl/inky agiriam de fato como espécies de “molas” que
formam uma rede slinky tridimensional. Tal rede sera denominada de campo slinky, pois novas
estruturas slinky podem ser criadas nesse campo dindmico, o que da o nome de Slinky Field a
esta visdo de quantizacdo do espaco-tempo, e € ilustrado na Fig. 11.4. Inserindo a dimensao

temporal, temos que o campo slinky passa a oscilar, formando uma rede quadridimensional.
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: 3 @ ponto de acoplamento

Figura 11.4: Representagdo do campo slinky estatico, isto é, sem oscilacdes. Fonte: autoria propria.

Os pontos de acoplamento possuem esse nome pois representam as posigdes no espaco
onde podemos de fato possuir particulas quaisquer, sejam elas férmions ou bosons, ocupando
uma localizagdo no espago. Isto €, o espaco continuo torna-se quantizado, sendo tal quantizagao
dada pelo comprimento intrinseco €5 das estruturas slinky, que dita a distancia de separagao
entre dois pontos de acoplamento (essa distancia pode variar minimamente de acordo com a
oscilagdo das estruturas slinky). Assim, num nivel quantico, a posi¢do de uma dada particula
deixa de ser percebida como uma grandeza continua e passa a ser discreta. A Fig. 11.5 mostra

uma particula localizada num ponto de acoplamento.

Figura 11.5: Exemplo de uma particula de massa m acoplada a seis estruturas s/inky num ponto de

acoplamento. Fonte: autoria propria.
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11.4 Curvatura do espago-tempo como curvatura do campo slinky

Um campo slinky num espago-tempo plano, ou seja, sem a presenca de densidades de
matéria, energia € momento, possui uma estrutura tal como a que foi mostrada na Fig. 11.4, que
pode ser entendida como uma estrutura cibica. Entretanto, se tivermos tais densidades presentes
em grande escala, como num planeta, cujas particulas fundamentais constituintes de seus
atomos estdo todas ocupando pontos de acoplamento, teremos entdo a curvatura do campo
slinky como a ideia de curvatura do tecido do espaco-tempo, conforme ilustra a Fig. 11.6 de
forma bidimensional. Na figura, particulas ocupam os pontos de acoplamento, mas cabe
ressaltar que elas podem estar deslocalizadas como ondas viajando nas estruturas slinky,

estando de acordo com o Principio da Incerteza.

Figura 11.6: Deformagédo do campo s/inky como a curvatura do

espaco-tempo. Fonte: autoria propria.

11.5 Acoplamento dos campos da TQC ao campo slinky

Cada campo da Teoria Quantica de Campos (TQC) tem como plano de fundo o espago-
tempo e atua como um conjunto infinito de osciladores harmonicos quanticos. Assim, a ideia ¢
que tais campos se acoplam ao campo s/inky nos pontos de acoplamento, de modo que a criagao
e aniquilagdo de particulas ndo pode ocorrer num espago-tempo continuo, mas sim num
discreto, somente nos pontos de acoplamento, o que acaba por limitar a quantidade de
osciladores harmonicos quanticos de um dado campo. Dessa maneira, a fun¢ao dos campos da
TQC ¢ criar e destruir particulas, e a funcdo do campo slinky ¢ discretizar as posigdes em que
podem ocorrer tais criagdes e aniquilacdes e possibilitar a transmissao dessas particulas e suas
energias para outros pontos de acoplamento. O acoplamento entre o campo s/inky € um campo
qualquer da TQC (como o campo do elétron, por exemplo), ¢ ilustrado de forma simplificada

na Fig. 11.7.
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— - campo slinky
campo da TQC

Figura 11.7: Acoplamento do campo s/inky a um campo qualquer da TQC. Fonte: autoria propria.

Cabe esclarecer que a representagdo na Fig. 11.7 de um campo da TQC como molas ¢
somente uma representacdo do campo devido a sua natureza de ser um oscilador harménico
quantico, ndo sendo, portanto, uma estrutura fisica tal como o campo slinky. Além disso, todos
os campos estdo acoplados ao campo s/inky ao mesmo tempo, isto €, os campos dos quarks, dos
1éptons e dos bdsons, mas, por questdo de limitagdes, foi representado o acoplamento de um
unico campo qualquer somente. Dessa maneira, se uma dessas “molas” do campo da TQC for
excitada com energias quantizadas, serd criada uma particula num dos pontos de acoplamento,
a qual podera ser transmitida para outros pontos através do campo slinky.

A transmissdo através do campo slinky € possivel devido a ideia de que as particulas
podem ser descritas como quanta de energia. Assim, uma particula de energia relativistica E =
hw;, criada pelo campo da TQC ¢ transmitida por uma estrutura s/inky de um ponto de
acoplamento ao outro como um pulso longitudinal de energia E viajando pela estrutura, de
modo analogo a um fénon numa estrutura cristalina. Um esquema dessa transmissao ¢ ilustrado
na Fig. 11.8.

Ademais, sdo nos pontos de acoplamento que a particula pode interagir com o campo
de Higgs e ganhar massa. Ou seja, durante o movimento de uma particula, ela alterna entre suas
formas de quantum de energia, que ocorre durante sua transmissdo pela estrutura slinky, e
matéria, que ocorre a cada ponto de acoplamento. Quanto mais massiva a particula, maior sera
o tempo necessario de sua interacdo com o Higgs para que o quantum de energia se transforme
em matéria, aumentando o tempo de transmissao entre dois pontos de acoplamento quaisquer,
0 que ¢ uma forma de explicar a inércia da matéria provocada pelo grau de interagao com o

campo de Higgs. Como o foton ¢ uma particula sem massa, ele ndo interage com o Higgs e,
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portanto, sua transmissdo pode ser feita de forma continua pelo campo s/inky sem precisar

realizar “paradas” nos pontos de acoplamento.
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Figura 11.8: Instantes de transmissdo, de cima para baixo, de uma particula indo de um ponto de
acoplamento a outro como uma onda viajando por uma estrutura slinky.

Fonte: autoria propria.

11.6 Criacao de estruturas slinky e a expansao do Universo

E um resultado conhecido que a expansdo do Universo causa um redshift do
comprimento de onda A de um feixe de luz de galaxias distantes que estdo cada vez mais se
afastando de nos. Entretanto, a diferenca de comprimento de onda AA ndo ¢ acompanhada de
transferéncia da variacdo de energia AE dos fotons do feixe para algum sistema (a energia
associada a um foton de comprimento de onda A ¢ dada por E = hc/A1). Do mesmo modo, se
um corpo for langado no espago e percorrer uma distancia grande o suficiente, comparavel a
distancias entre galaxias, ele podera eventualmente perder toda sua energia cinética e entrar em
“repouso”. Assim, a energia simplesmente ¢ “perdida” para o campo gravitacional em
expansao, o que seria uma clara violacao da conservacao de energia. Essa violagdo, contudo, ¢
explicada com sendo parte de uma nao-conservagao da energia global devido a falta de simetria
temporal no modelo cosmologico advindo da TRG, pois o Teorema de Noether foi construido
com base em um espago-tempo plano, sem a presenca de curvatura causada por densidades de
energia e massa e, assim, esse teorema implica em conservagoes locais somente.

Entretanto, talvez a ideia mais interessante do Slinky Field ¢, de modo analogo ao que

vimos na formulagao do eletromagnetismo como uma teoria de gauge do grupo U(1), associar
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o campo dos fétons ao campo slinky para a manutencdo da simetria temporal no modelo
cosmologico da TRG de forma a mantermos a conservacao da energia global. Isto ¢, a perda de
energia dos fotons devido ao redshift durante a expansao do Universo, assim como a perda de
energia de quaisquer corpos em movimento (porém em menor parte), seria convertida em
estruturas s/inky que seriam prontamente acopladas ao campo slinky. O que isso significa é que
a expansao do Universo ndo ¢ a causa do redshift observado nos fotons, mas sim que o redshift
¢ a causa de expansao do Universo, ao menos em parte.

Para explicar como o campo dos fotons entra em cena para causar a criagao de estruturas
slinky, devemos antes mostrar como a presenca de grandes densidades de energia e matéria em
separagdes da ordem de distancias intergalaticas afeta o campo s/inky. Para tal, consideremos
primeiramente a seguinte analogia: sejam duas pessoas segurando as extremidades de uma mola
de constante elastica k e comprimento natural ¢ e realizando for¢cas de mesma norma F,/2
(totalizando uma forga total F, sobre a mola) em sentidos opostos de modo a expandi-la, sendo
F, somente grande o suficiente para conseguir romper a mola; chegard um instante quando a
mola terd atingido uma distensdo de ruptura A¢, e ird romper-se em duas partes. Entretanto,
imagine que, no momento exato em que isso ocorre, ambos os pedacos de mola se regeneram
em duas molas idénticas a original e imediatamente se acoplam em série. Assim, temos agora
uma associacdo de molas equivalente a uma inica mola de constante eldstica k/2, e as pessoas
continuam aplicando as mesmas for¢as. O mesmo processo ocorre de modo sequencial,
resultando em associagdes de molas cada vez maiores e com constantes eldsticas equivalentes
cada vez menores, iguais a k/3,k/4, k/5, ... ,k/n. Entretanto, devemos perceber que, nao
importa o namero de molas nessa associagdo, podemos continuar sempre aplicando a mesma
forga inicial Fy que conseguiremos distender cada mola individualmente (presumindo uma
distensdo homogeénea a todas as molas) até a distensdo de ruptura e assim continuar criando
cada vez mais novas molas. Isto pois, para uma associacdo de n molas, para que possamos
distender cada uma delas numa distensdo de ruptura Af,, a forga total aplicada sobre a

associacdo deve ser
k
F = E(nAt’r) =kA?¢, = F, (11.1)

Essa analogia pode ser aplicada agora ao campo s/inky. De modo a simplificar o nosso
exemplo, considere duas galadxias cujas respectivas densidades de matéria e energia sdo quase
que totalmente concentradas em seus respectivos buracos negros massivos localizados em seus

centros. Assim, seguindo a analogia anterior, os buracos negros fardo o papel das pessoas, o
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campo slinky (que sera representado bidimensionalmente) fara o papel da associacdo de molas
e a curvatura do campo slinky causada pelos buracos negros fard o papel da forga sobre a

associacao. Esse esquema esta ilustrado na Fig. 11.9.

linha de ruptura

Figura 11.9: Esquema de dois buracos negros curvando o campo slinky € causando uma distensao

das estruturas s/inky a ponto de rompé-las. Fonte: autoria propria.

Nessa figura simplificada, a curvatura causada pelos buracos negros tende a distender o
campo slinky na regido entre eles de forma a causar a primeira ruptura das estruturas slinky que
se encontram sobre a “linha de ruptura”, onde podemos observar (de cima para baixo) diferentes
estruturas slinky em diferentes estdgios de ruptura, sendo que a ultima mais abaixo ja sofreu
duplicacdo da estrutura. Dai em adiante, as novas estruturas s/inky e as anteriores continuarao
a chegar num ponto de ruptura onde serdo prontamente duplicadas e acopladas ao campo s/inky,
e isso seguira de forma continua e exponencial, distanciando os buracos negros (ou seja, as
galaxias) cada vez mais, sendo que a curvatura causada por cada buraco negro localmente
continua sendo a mesma (tal como a forga total aplicada pelas pessoas na analogia) e suficiente
para distender as estruturas s/inky a longas distancias.

Agora, cabe mostrar como o campo dos fotons, principalmente, realiza a criacdo de
novas estruturas slinky. Nesse caso, um foton sendo transmitido como um quantum de energia
ao longo de uma estrutura slinky prestes a ser rompida transfere parte de sua energia a essa
estrutura. Tal interagdo ¢ representada na Fig. 11.10, na qual um f6ton de comprimento de onda
no espectro visivel do laranja, por exemplo, comega a ser transmitido por uma estrutura slinky
que estd prestes a entrar em ruptura, momento este em que perde parte de sua energia para a
estrutura, aumentando seu comprimento de onda para o espectro do vermelho (redshift).

Assim, tendo como base principal a interagcdo com a luz, o crescimento do campo s/inky
acarretado pela criacdo de estruturas slinky ¢ uma nova visdo do mecanismo de expansdo do
Universo de forma acelerada e que atualmente tem as estrelas como principais fontes de energia
para essa expansao. Esse fato pode explicar ao menos em parte a Energia Escura que acarreta a

expansdo acelerada do Universo.
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Figura 11.10: Exemplo de criagdo de estruturas slinky através da interagdo com fotons.

t

A sequéncia de etapas € mostrada de cima para baixo. Fonte: autoria propria.

Ademais, utilizando esse mecanismo de expansdo, pode-se também inferir que a energia
perdida pela radiacdo cédsmica de fundo de micro-ondas durante seus mais de 13,8 bilhdes de
anos viajando até nds (aproximadamente 99,9 % de sua energia original) foi responsédvel por
um enorme crescimento do campo s/inky e, assim, foi responsavel por grande parte da expansao
do Universo. Essa radiagdo serve de informacao a respeito do Universo ainda bastante jovem,
quando tinha apenas cerca de 380 mil anos de idade, e pode ser utilizada para formar uma
“imagem” dele nessa época conforme ¢ visto o céu da Terra, como mostra a Fig. 11.11, onde a
escala de cores do azul ao vermelho representa flutuagdes de temperatura que advém de uma

diferenca de densidade entre regides variadas do Universo jovem.

Figura 11.11: Radiag8o c6smica de fundo de micro-ondas.

Fonte: ESA/Planck Collaboration [7].
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11.7 Ondas Gravitacionais

As ondas gravitacionais sdo perturbacdes no tecido do espaco-tempo causadas pelo
movimento dos corpos sobre ele, que mudam constantemente a curvatura do espago-tempo
dindmico. Elas sdo criadas principalmente durantes grandes eventos cdsmicos, tais como a
colisdo entre dois buracos negros, e sdo muito dificeis de serem detectadas. Porém, um
experimento realizado em 2015 no LIGO (Light Interferometer Gravitational Wave
Observatory) conseguiu pela primeira vez observar ondas gravitacionais causadas pela fusao
de dois buracos negros massivos.

Entdo, considerando o espago-tempo como sendo o campo slinky, as ondas
gravitacionais sdo ondas longitudinais propagadas pelas estruturas s/inky, como mostra a Fig.

11.12.

diregdo de propagagao da onda

Figura 11.12: Onda gravitacional sendo transportada como uma onda longitudinal através do campo

slinky. As estruturas s/inky em vermelho estdo comprimidas. Fonte: autoria propria.

11.8 O tempo como oscilacdes intrinsecas do campo slinky

A natureza do tempo ¢ sem divida uma das maiores fontes de imaginagdo e mistério
que existem. Einstein mesmo, durante sua formulagao da Teoria da Relatividade, chegou a dizer
que o tempo ¢ uma ilusdo. Mas entdo o que seria essa ilusdo do tempo?

O tempo ¢ fortemente associado a ideia de movimento. Por exemplo, se olharmos para
uma fotografia, sentimos que vemos uma cena imovel e congelada num instante exato do tempo,
enquanto que uma sequéncia de fotografias tiradas sucessivamente da a ideia de movimento e,
juntamente, de tempo transcorrendo, que € o caso de uma filmagem.

Pensando no campo slinky, uma ultima tentativa de descricdo da natureza do espago-
tempo, embora ainda rudimentar, seria dizer que o tempo esta fortemente ligado a transmissao
de particulas entre diferentes pontos de acoplamento, de onde surge a ideia de movimento.
Como a transmissdo de particulas ocorre como pulsos de energia através das estruturas, temos
que uma oscilagao longitudinal intrinseca das estruturas s/inky que permite a propagacao desses
pulsos cria a ilusao do tempo ao criar a possibilidade de movimento através do espago. Isto &,

uma oscilacdo da estrutura s/inky possui 0 mesmo periodo necessario para a transmissao de um
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pulso de energia de um ponto de acoplamento ao outro, e ¢ tal oscilagdo intrinseca que
“diferencia um frame de outro na filmagem de uma particula se movendo no espago” mesmo
que ela permaneca em repouso. O “periodo” dessa oscilagdo intrinseca ¢ que define a
quantizagao do tempo, ¢ ¢ dependente da quantidade de matéria presente no espaco, que esta
acoplada as estruturas slinky e atua de forma a aumentar o periodo de oscilagdo das estruturas

slinky, de modo analogo a um sistema massa-mola, em que o periodo de oscilagdo ¢ dado por

T = 2n/m/k, onde m é a massa do corpo acoplado e k ¢ a constante de elasticidade da mola.

Restaria, contudo, investigar o fenomeno da dilatagdo temporal através dessa descricdo do

tempo.
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12 CONSIDERACOES FINAIS

Foi apresentada a fundamentacdo teodrica sobre a qual ¢ construida a Teoria da
Relatividade, desde as transformacgoes de Lorentz até a Geometria Diferencial e o Calculo
Tensorial, de modo que foi possivel explicar a Teoria da Relatividade Restrita e suas
implicagdes na Mecanica e na Eletrodindmica, assim como explicar o surgimento da Teoria da
Relatividade Geral e as equagdes de campo de Einstein. Com o proposito de introduzir o tema
da Gravitacdo Quantica, foi dada uma breve introdugdo a Teoria Quantica de Campos com
posterior demonstragdo de como o eletromagnetismo ¢ formulado como uma teoria de gauge
com intera¢dao dada pelo campo dos fotons. Por fim, foi apresentada a proposta qualitativa de
quantizacdo do espaco-tempo como um campo s/inky, chamado Slinky Field, com o qual foram
propostos mecanismos de transmissdo de particulas pelo espaco-tempo, acoplamento dos
campos quanticos ao campo s/inky e a expansao do Universo governada em partes pela perda
de energia, devido ao redshift, de fétons viajando a distancias intergalaticas, o que representa
uma proposta de conservagdo global da energia. Trabalhos futuros devem incluir a descri¢ao
matematica do modelo para verificar sua compatibilidade com as teorias vigentes, o que se

torna uma tarefa mais ardua.
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